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Kapitola 1

Úvod

Problém faktorizácie č́ısla, t.j. jeho rozkladu na súčin prvoč́ısel, je starý, napriek tomu
dodnes uspokojivo nevyriešený, matematický problém. Jeho vyriešenie by okrem výz-
namného pokroku na poli matematickej teórie spôsobilo obrovský prielom v oblasti
šifrovanej komunikácie. Bezpečnost’ RSA, v súčasnosti najpouž́ıvaneǰsej asymetrickej
šifry, je totiž založená na nemožnosti faktorizovat’ pŕılǐs vel’ké č́ıslo (rádovo niekol’ko
sto ciferné) v prijatel’nom čase.

Nájst’ prvoč́ıselný rozklad nie je rovnako obtiažny problém pre každé č́ıslo. Pre
niektoré č́ısla to môže byt’ jednoduchšia úloha, pre iné naopak omnoho komplikova-
neǰsia. Faktorizačné algoritmy sa preto delia do dvoch hlavných kategórii. Do prvej
spadajú tie, ktoré sú vhodné pre č́ısla špeciálneho tvaru. Doba ich výpočtu väčšinou
významne záviśı na vel’kosti delitel’a daného č́ısla. Do druhej kategórie patria al-
goritmy určené na faktorizáciu l’ubovol’ného č́ısla. Ich doba výpočtu záviśı len na
vel’kosti faktorizovaného č́ısla.

Významný pokrok v algoritmoch z druhej kategórie nastal v 2. polovici 20. storo-
čia. Najskôr sa v roku 1975 objavil algoritmus CFRAC (Continued fraction method)
vyvinutý matematikmi M. A. Morrisonom a J. Brillhartom.1 Ten bol schopný v pri-
jatel’nom čase faktorizovat’ 50-ciferné č́ısla. V roku 1981 predstavil C. Pomerance
algoritmus Kvadratické sito2, ktorý po istých vylepšeniach dokáže faktorizovat’ viac
ako 100-ciferné č́ısla. Nakoniec v roku 1988 J. Pollard vyvinul Special number field
sieve, ktoré bolo neskôr zovšeobecnené na Č́ıselne teoretické sito3 (NFS), v súčasnosti
najrýchleǰśı faktorizačný algoritmus pre č́ısla rádu (počet cifier) 130 a viac.

Pre ilustráciu vel’kosti pokroku, v roku 1977 R. Rivest uverejnil odhad, podl’a

1Jeho myšlienka bola predstavená už v roku 1931 D. H. Lehmerom a R. E. Powersom.
2z angl. Quadratic sieve
3z angl. Number field sieve niekedy označovaného ako General number field sieve
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ktorého by faktorizácia 125-ciferného č́ısla na poč́ıtači trvala 40·1015 rokov. To všetko
za predpokladu, že by poč́ıtač vykonával modulárne násobenie behom jednej nano-
sekundy [8]. Už v 1994 sa ale podarilo pomocou Kvadratického sita rozložit’ na súčin
prvoč́ısel 129-ciferné č́ıslo.4 V súčasnosti je držitel’om faktorizačného rekordu algo-
ritmus NFS, pomocou ktorého bol v 2005 nájdený prvoč́ıselný rozklad 200-ciferného
č́ısla [9].

Táto práca sa zaoberá práve Č́ıselne teoretickým sitom. V Kapitole 2 poṕı̌seme
hlavnú myšlienku tohto algoritmu. V 3. kapitole sa budeme podrobneǰsie venovat’ jeho
prvej fáze, hl’adaniu vhodných polynómov a jej vplyvu na d’aľśı priebeh algoritmu.
Na záver v Kapitole 4 pomocou experimentov odvod́ıme pre č́ısla v určitom rozsahu
optimálne nastavenie konštant ovplyvňujúcich výsledok prvej fázy.

Na záver sa krátko venujme terminológii pojmu Number Field Sieve, ktorú bu-
deme použ́ıvat’ v tejto práci. Slovenský ekvivalent pre NFS je Sito č́ıselných poĺı alebo
Všeobecné sito č́ıselných poĺı (General Number Field Sieve, GNFS). Tieto preklady
nie sú ale na Slovensku plne udomácnené a zvyknú sa použ́ıvat’ aj pôvodné anglické
názvy alebo skratky (NFS, resp. GNFS). Český ekvivalent pre NFS je Čı́selně te-
oretické śıto. V tejto práci budeme použ́ıvat’ slovenský preklad českého pojmu, t.j.
Čı́selne teoretické sito alebo anglickú skratku NFS.

4Celý výpočet trval viac ako 6 mesiacov na 1600 poč́ıtačoch.
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Kapitola 2

Algoritmus Č́ıselne teoretické sito

2.1 Základná myšlienka

Už v 17. storoč́ı francúzsky matematik Pierre de Fermat navrhol stratégiu, akou by
bolo možné faktorizovat’ č́ıslo N . Jeho myšlienka bola jednoduchá. Ak nájdeme dve
prirodzené č́ısla x, y také, že

N = x2 − y2, (2.1)

potom x + y a x − y sú delitele N . Aby sme sa vyhli triviálnemu výsledku, t.j.
x + y = N a x − y = 1, muśı byt’ x 6= (N + 1)/2 a y 6= (N − 1)/2. Takáto dvojica
x, y existuje pre každé N , ktoré sa dá naṕısat’ ako súčin dvoch párnych alebo dvoch
nepárnych č́ısel. Ak totiž N = pq (p, q sú bud’ obidve párne alebo obidve nepárne),
potom (

p+ q

2

)2

−
(
p− q

2

)2

=

(
p+ q

2
+
p− q

2

)(
p+ q

2
− p− q

2

)
= N.

Tým Fermat previedol úlohu faktorizácie č́ısla N na úlohu hl’adania reprezentácie N
ako rozdielu druhých mocńın dvoch prirodzených č́ısel. Pre N vel’ké je ale aj táto
úloha vel’mi obtiažnym problémom.

S vylepšeńım Fermatovej myšlienky prǐsiel Kraitchik v prvej polovici 20. storočia.
Oslabil podmienku (2.1) tým, že od x, y požadoval, aby sṕlňali

”
iba“ kongruenciu

tvaru
x2 ≡ y2 (mod N). (2.2)

Kongruencii (2.2) sa niekedy hovoŕı Legendreova kongruencia. Ak pre x, y sṕlňajú-
ce (2.2) naviac plat́ı 1 < NSD(x + y,N) < N alebo 1 < NSD(x − y,N) < N , našli
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sme netriviálneho delitel’a č́ısla N . Nie je t’ažké ukázat’, že takáto situácia nastáva
aspoň pre polovicu zo všetkých riešeńı (2.2).

Zatial’̌co množina riešeńı rovnice (2.1) je konečná, Legendreova kongruencia má
nekonečne vel’a riešeńı, teda aj nekonečne vel’a riešeńı dávajúcich netriviálny rozklad
č́ısla N . To nám dáva šancu, že hl’adanie takýchto dvoj́ıc bude l’ahšie.

Na prinćıpe hl’adania dvoj́ıc (x, y) sṕlňajúcich (2.2) sú založené mnohé moderné
faktorizačné metódy. Spomedzi nich uved’me napŕıklad už v úvode spomı́nané CF-
RAC, Kvadratické sito a Č́ıselne teoretické sito. Spomenuté algoritmy sa od seba ĺı̌sia
metódou, akou sa hl’adajú riešenia kongruencie (2.2). Ich stručný popis môžeme nájst’

napŕıklad v [7]. Vo zvyšku kapitoly sa budeme venovat’ len NFS a vysvetĺıme prinćıp,
ako tento algoritmus funguje. Pre hlbšie štúdium tohto algoritmu odporúčame [4].

2.2 Algoritmus NFS

Č́ıselne teoretické sito patŕı v súčasnosti medzi najkomplikovaneǰsie faktorizačné al-
goritmy. Využ́ıva netriviálnu algebraickú teóriu č́ısel. Skôr než sa ale pust́ıme do po-
pisu tohto algoritmu, ukážeme si jednoduchý prinćıp ako skonštruovat’ druhú moc-
ninu nejakého prirodzeného č́ısla z tzv. hladkých prirodzených č́ısel. Tento postup
neskôr využijeme v NFS.

2.2.1 Konštrukcia druhej mocniny prirodzeného č́ısla z hlad-
kých prirodzených č́ısel

Defińıcia 2.1. Nech n, B sú prirodzené č́ısla. Povieme, že n je B-hladké, ak každé
prvoč́ıslo p, ktoré deĺı n, je menšie ako B. Čı́slo B sa nazýva hranica hladkosti. Ak
hodnota B je abstraktná, hovoŕıme o hladkých prirodzených č́ıslach.

Predpokladajme, že máme danú množinu B-hladkých č́ısel, označme ich ni, i =
1, . . . ,m, kde m je počet prvkov danej množiny. Nech d’alej m > π(B) (počet
prvoč́ısel menš́ıch ako B). Potom

ni = pei11 · . . . · p
eiπ(B)

π(B) , pre vhodné eij ≥ 0, j = 1, . . . , π(B),

kde p1, . . . , pπ(B) sú všetky prvoč́ısla menšie ako B. Našou úlohou je teraz vybrat’

také č́ısla nik , ktorých súčin bude druhou mocninou nejakého prirodzeného č́ısla.
Inak povedané, chceme nájst’ binárny vektor (a1, . . . , am) taký, že

m∏
i=1

naii = p
∑m
i=1 aiei1

1 · . . . · p
∑m
i=1 aieiπ(B)

π(B) = l2 pre nejaké l ∈ N.
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To nastáva práve vtedy, ked’ sú všetky exponenty daných prvoč́ısel pi párne. Tým
sa problém zredukoval na hl’adanie riešenia sústavy lineárnych rovńıc nad Z2

a1 e11 + a2 e21 + . . .+ am em1 = 0 (2.3)
...

a1 e1π(B) + a2 e2π(B) + . . .+ am emπ(B) = 0.

V maticovom zápise dostávame e11 mod 2 e21 mod 2 . . . em1 mod 2 0
...

...
...

...
e1π(B) mod 2 e2π(B) mod 2 . . . emπ(B) mod 2 0

 .

Na nájdenie riešenia sústavy (2.3) použijeme vhodnú metódu. Predpoklad m > π(B)
zaručuje existenciu netriviálneho riešenia, teda aj netriviálneho výberu č́ısel nik ,
ktorých súčin je druhou mocninou nejakého prirodzeného č́ısla.

V nasledujúcom oddiele uvid́ıme, k čomu je vhodná takáto konštrukcia v NFS.
Na záver ešte dodajme, že pri aplikácii v algoritme NFS je spomı́naná matica riedka a
obrovských rozmerov. Preto sa pri riešeńı danej úlohy využ́ıva blokový Wiederman-
nov alebo blokový Lanczosov algoritmus. Pomocou nich neźıskame bázu priestoru
všetkých riešeńı, ale iba určitý počet vektorov z priestoru všetkých riešeńı.

2.2.2 Hlavná myšlienka NFS

Nech f1(x), f2(x) ∈ Z[x] sú ireducibilné polynómy nad Q, ktoré majú spoločný koreň
m ∈ Z modulo N , t.j.

f1(m) ≡ f2(m) ≡ 0 (mod N).

Nech d’alej θi je komplexný koreň polynómu fi, i = 1, 2. Definujme polynómy

Fi(a, b) := bdeg fifi (a/b) , i = 1, 2

a okruhové homomorfizmy ϕi : Z[θi]→ ZN predpisom

ϕi : a+ bθi 7→ a+ bm mod N, pre a, b ∈ Z, i = 1, 2.

Predpokladajme, že K je množina dvoj́ıc (a, b), kde a, b ∈ Z sú nesúdelitel’né a plat́ı∏
(a,b)∈K

(a− bθi) = β2
i pre nejaké βi ∈ Z[θi], i = 1, 2.

9



Potom

ϕi(βi)
2 = ϕi

(
β2
i

)
=

∏
(a,b)∈K

ϕi (a− bθi) ≡
∏

(a,b)∈K

(a− bm) (mod N),

pre i = 1, 2, z čoho dostávame ϕ1(β1)
2 ≡ ϕ2(β2)

2 (mod N). Otázkou ostáva, ako
nájst’ množinu K.

Dá sa dokázat’ (pre pevne zvolené i), ak je∏
(a,b)∈M

Fi(a, b)

druhou mocninou prirodzeného č́ısla pre M množinu nesúdelitel’ných dvoj́ıc (a, b),
potom s vysokou pravdepodobnost’ou je aj∏

(a,b)∈M

(a− bθi) = γ2
i pre nejaké γi ∈ Q(θi) (2.4)

Dôkaz vid’ napr. v [5]. Poznamenajme, že práve uvedené tvrdenie je v skutočnosti
omnoho komplikovaneǰsie a my sme vyslovili len jeho hlavnú myšlienku, za ktorou
je skrytá komplikovaná algebraická teória č́ısel.

Množinu K budeme teda konštruovat’ z hladkých hodnôt polynómov Fi. Ak
nájdeme dostatočný počet nesúdelitel’ných dvoj́ıc (a, b), pre ktoré sú F1(a, b) a F2(a, b)
B-hladké (pre predom zvolené B), potom pomocou jednoduchého rozš́ırenia algo-
ritmu z Oddielu 2.2.1 zostroj́ıme K tak, aby

∏
(a,b)∈K Fi(a, b) bol druhou mocninou

prirodzeného č́ısla pre i = 1, 2. Nech teraz plat́ı (2.4) pre i = 1, 2 a zároveň pre
nejaké c ∈ Z je cγ1 ∈ Z[θ1] a cγ2 ∈ Z[θ2]. Nie je t’ažké si rozmysliet’, že potom už

ϕ1(cγ1)
2 ≡ ϕ2(cγ2)

2 (mod N).

Pokial’ pre nájdené K neplat́ı (2.4), použijeme inú vhodnú množinu K ′. Tú zo-
stroj́ıme z d’aľsieho riešenia sústavy (2.3) (vid’ Oddiel 2.2.1). Postup opakujeme,
kým nedosiahneme platnost’ (2.4). Pravdepodobnost’ nájdenia vhodnej množiny K
sa s rastúcim počtom opakovańı vyššie načrtnutého postupu rýchlo bĺıži k 1.

Ukázali sme, ako konštruovat’ riešenia x, y Legendreovej kongruencie. Ak nájdené
x, y nám dajú triviálny rozklad N , opät’ sa pokúsime nájst’ tým istým spôsobom
inú množinu K sṕlňajúcu (2.4). Aj tu plat́ı, že pravdepodobnost’ nájdenia vhodnej
dvojice x, y sa rýchlo bĺıži k 1 s rastúcim počtom opakovańı postupu.
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2.2.3 Algoritmus

V predchádzajúcom oddiele sme predviedli, ako NFS konštruuje riešenia Legendre-
ovej kongruencie. Na základe toho môžeme algoritmus NFS rozdelit’ na 4 hlavné
časti:

1. Hl’adanie polynómov (Polynomial Selection): Nájdenie vhodných iredu-
cibilných polynómov f1(x), f2(x) ∈ Z[x], ktoré majú spoločný koreň modulo N .

2. Presievanie (Sieving): Hl’adanie nesúdelitel’ných dvoj́ıc a, b ∈ Z, pre ktoré
sú F1(a, b) a F2(a, b) B-hladké (pre vhodne zvolenú hranicu B).1

3. Redukcia matice (Matrix Reduction): Zostrojenie matice podobne ako
v Oddiele 2.2.1, nájdenie viacerých riešeńı pŕıslušnej homogénnej sústavy line-
árnych rovńıc a zostrojenie požadovanej množiny K.

4. Odmocňovanie (Square Root): Pre dané γ2
i nájst’ γi ∈ Q[θi].

Poznamenajme ešte, že vo fáze Presievanie prebieha hl’adanie dvoj́ıc (a, b) len cez
vhodne zvolenú S ⊂ Z× N. Množine S sa hovoŕı presievacia oblast’.

Časovo najnáročneǰsia je 2. čast’. Pre č́ısla vysokého rádu potrebujeme totiž
”
naz-

bierat’“ až niekol’ko miliónov vhodných dvoj́ıc (a, b). Z toho vyplýva, že aj matica,
s ktorou sa pracuje v 3. časti, môže mat’ milióny riadkov a st́lpcov a nebude jedno-
duché nájst’ požadované riešenia. Ani 4. čast’ nie je triviálna. Napriek tomu sú pre
tieto časti vyvinuté vel’mi dobré algoritmy. Výrazné zrýchlenie NFS môžeme docielit’

vhodnou vol’bou polynómov v 1. fáze. Potrebujeme, aby polynómy Fi ”
často“ na-

dobúdali hladké hodnoty. Tým by sme mohli výrazne zrýchlit’ 2. čast’ a teda aj celý
algoritmus.

Vol’ba polynómov je v súčasnosti hlavný otvorený problém algoritmu NFS. Nie je
totiž problém nájst’ polynómy f1, f2 poṕısané v Oddiele 2.2.2, tých je vel’a. Problém
je určit’, ktoré z nich sú pre nás

”
dobré“, vediet’ ako ich konštruovat’ a potom vybrat’

z nich tie
”
najlepšie“. Tejto fáze sa budeme podrobneǰsie venovat’ v nasledujúcej

kapitole. Definujeme, čo je dobrý polynóm, a poṕı̌seme algoritmus na konštruovanie
dobrých polynómov.

Zložitost’ algoritmu

Venujme sa na záver tohto oddielu a celej kapitoly stručne otázke zložitosti algo-
ritmu NFS. Ako sme už spomenuli vyššie, dominantnou čast’ou NFS je presievanie.

1Pre ilustráciu, napr. pre č́ısla rádu 100 je B ≈ 106 a pre č́ısla rádu 140 je B ≈ 108.
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Preto sa pri úvahách o zložitosti väčšinou analyzuje iba náročnost’ fázy Presieva-
nie. Tá sa optimalizuje vhodnou vol’bou stupňov polynómov f1, f2, d’alej vhodnou
vol’bou B a presievacej oblasti.

Pre účely odhadu asymptotickej zložitosti presievania sa definuje funkcia

L[x; v, w] := exp
[
(w + o(1))(log x)v(log log x)1−v] , v, w ∈ (0, 1).

Optimálnou vol’bou vyššie spomı́naných parametrov sa docieli asymptotická zložitost’

presievania (a teda aj celého algoritmu NFS) rovná L[N ; 1/3, (64/9)1/3] (pozri [2]
alebo [5]). Teda Č́ıselne teoretické sito má subexponenciálnu zložitost’ v závislosti na
d́lžke faktorizovaného č́ısla N .

Zatial’̌co pri analýze asymptotickej zložitosti NFS sa funkcia L objavuje s para-
metrom v = 1/3, ostatné v súčasnosti známe algoritmy dosahujú prinajlepšom v =
1/2 (napr. Kvadratické sito). Preto Č́ıselne teoretické sito v súčasnosti poráža všetky
ostatné faktorizačné algoritmy.
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Kapitola 3

Generovanie polynómov v Č́ıselne
teoretickom site

V tejto kapitole sa budeme podrobneǰsie venovat’ prvej fáze algoritmu NFS a to
generovaniu polynómov f1, f2. Pripomeňme, že polynómy f1, f2 sú celoč́ıselné, ire-
ducibilné nad Q a majú spoločný koreň modulo N , kde N je č́ıslo, ktoré chceme
faktorizovat’. V Oddiele 3.1 stručne poṕı̌seme jeden z algoritmov na ich konštrukciu,
tzv. base-m metódu.

Pre jednoduchost’ vyjadrovania budeme dvojicu vyššie spomenutých polynómov
(f1, f2) niekedy označovat’ ako polynomiálny pár a pod pojmom stupeň polynomiál-
neho páru budeme rozumiet’ dvojicu (deg f1, deg f2).

Z analýzy zložitosti Č́ıselne teoretického sita vyplynula pre polynomiálny pár
(f1, f2) podmienka na (deg f1, deg f2) (vid’ Oddiel 2.2.3). Množina takýchto poly-
nomiálnych párov je ale stále dost’ široká. L’ubovol’ný výber z tejto množiny (aj
ten najlepš́ı) nemá śıce významný vplyv na asymptotickú zložitost’ NFS, v praxi
však môže podstatne ovplyvnit’ dobu trvania presievacej fázy a teda aj dobu celého
výpočtu (faktorizácie č́ısla N). Inak povedané, ak by sme pre presievanie zvolili

”
nad-

priemerné“ polynómy, výrazne tým urýchlime faktorizáciu N . V Oddiele 3.2 sa preto
budeme venovat’ vlastnostiam polynómov, ktoré sú pre NFS podstatné a poṕı̌seme
metódu kvantifikácie ich

”
kvality“. Nakoniec v Oddiele 3.3 poṕı̌seme algoritmus na

konštrukciu nadpriemerných polynómov.

3.1 Konštrukcia polynomiálnych párov

Existuje viacero algoritmov na konštrukciu polynomiálnych párov (f1, f2). Ĺı̌sia sa
od seba najmä tým, akého stupňa polynomiálne páry vytvárajú. Jedným z týchto
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algoritmov je base-m metóda, ktorej výsledkom je polynomiálny pár stupňa (d, 1)
pre l’ubovol’né predom zvolené d.

Base-m metóda

Nech d ≥ 1 je pevné. Zvol’me m ≈ N1/(d+1) a označme a
(m)
i , i = 0, . . . , d koeficienty

reprezentácie N v sústave so základom m, t.j.

N =
d∑
i=0

a
(m)
i mi , 0 ≤ a

(m)
i < m.

Polynómy f1, f2 sa definujú nasledovne

f1(x) :=
d∑
i=0

a
(m)
i xi , f2(x) := x−m.

Koeficienty a
(m)
i , i = 0, . . . , d−1, môžeme ešte zmenšit’ nasledujúcou transformáciou.

Ak je ai > bm/2c, potom

ai 7→ ai −m, ai+1 7→ ai+1 + 1.

Polynómu f1 sa niekedy hovoŕı base-m reprezentácia č́ısla N .
Z konštrukcie vyplýva, že m = O(N1/(d+1)) a tiež a

(m)
i = O(N1/(d+1)). Pozname-

najme ešte, že namiesto reprezentácie č́ısla N môžeme volit’ reprezentáciu kN pre
nejaké malé k ∈ Z.

Ďaľsou technikou na konštrukciu (f1, f2) je Montgomeryho dva-kvadratická metó-
da, ktorá produkuje polynomiálny pár stupňa (2, 2). Táto metóda sa dá zovšeobecnit’

aj na stupne (d, d) pre d ≥ 3, tu už ale vznikajú problémy, ktoré st’ažujú použitie
tohto zovšeobecnenia v praxi. Vo všeobecnosti je konštrukcia polynomiálnych párov
otvorený problém. Nie je známy algoritmus, ktorý by produkoval kvalitné poly-
nomiálne páry l’ubovolného stupňa.

3.2 Kvantifikácia kvality polynómov

Z hl’adiska NFS sú polynómy F1, F2 tým lepšie, č́ım viac hladkých hodnôt nadobúdajú
v presievacej oblasti. Pripomeňme, že F1, F2 sú definované nasledovne

Fi(x, y) := ydeg fifi(x/y), i = 1, 2.
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Na pojem kvalita polynómu sa teda môžeme pozerat’ ako na počet B-hladkých
hodnôt, ktoré polynóm nadobúda na danej množine pre dané B. Otázkou ostáva,
čo ovplyvňuje túto kvalitu.

Vlastnosti, ktoré významne ovplyvňujú výskyt B-hladkých hodnôt a tým aj kva-
litu polynómu F (x, y):

• vel’kost’ hodnôt |F (x, y)| nadobúdaných na presievacej oblasti; intuit́ıvne je
jasné, že č́ım je r ∈ N väčšie, tým sa jeho šanca byt’ B-hladkým zmenšuje

• počet koreňov F (x, y) modulo p pre prvoč́ısla p, tzv. koreňové vlastnosti ; v na-
sledujúcich oddieloch ukážeme, ak F má vel’a koreňov modulo malé p, pravde-
podobnost’, že F nadobúda B-hladké hodnoty sa zvýši.

Podrobneǰsie sa budeme venovat’ týmto vlastnostiam a kvantifikácii ich vplyvu na
kvalitu polynómu v oddieloch 3.2.2 a 3.2.3. V Oddiele 3.2.1 stručne rozoberieme
Dickmanovu funkciu, ktorá slúži k odhadu pravdepodobnosti, že je náhodné č́ıslo
B-hladké.

3.2.1 Dickmanova funkcia

Pre r, B ∈ N položme

ψ(r, B) = |{n ∈ N |n ≤ r, n je B-hladké}|.

Definujme pre u ∈ R, u ≥ 0

ρ(u) = lim
r→∞

ψ(r, r1/u)

r
, u > 1,

ρ(u) = 1 pre 0 ≤ u ≤ 1. Funkcia ρ sa nazýva Dickmanova funkcia. Pre d’aľsie účely
sa nám hod́ı ešte nasledujúca defińıcia.

Defińıcia 3.1. Náhodná hodnota ir je prirodzené č́ıslo vybrané uniformne náhodne
z množiny {i ∈ N | 1 ≤ i ≤ r}.

Výraz ψ(v, v1/u)/v je pravdepodobnost’, že náhodná hodnota iv je v1/u-hladká.
Hodnota ρ(u) je teda asymptotická pravdepodobnost’, že najväčš́ı prvoč́ıselný delitel’

iv je nanajvýš v1/u. Alebo ρ(u) je asymptotická pravdepodobnost’, že iv je B-hladké
pre u = (log v)/ logB.

Vlastnosti Dickmanovej funkcie sú vel’mi dobre preskúmané [6]. Nám bude stačit’

platnost’ nasledujúceho vzt’ahu

ψ(r, r1/u) = rρ(u) +
r(1− γ)ρ(u− 1)

log r
+O

(
r

log2 r

)
,
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kde γ je Eulerova konštanta (vid’ [3]). Ak P (r, B) označuje pravdepodobnost’, že
náhodná hodnota ir je B-hladká, potom z predchádzajúceho vzt’ahu dostávame

P (r, B) ≈ ρ(u) +
(1− γ)ρ(u− 1)

log r
, preu =

log r

logB
. (3.1)

Na vyč́ıslenie Dickmanovej funkcie existuje efekt́ıvna metóda [1]. To nám umožňuje
použ́ıvat’ vzt’ah (3.1) v praxi.

3.2.2 Vplyv vel’kosti polynomiálnych hodnôt na kvalitu

Vel’kost’ hodnôt polynómov F1, F2 sa berie do úvahy už pri optimalizácii zložitosti
NFS. Intuit́ıvne je jasné, a zo vzt’ahu (3.1) aj vyplýva, že pravdepodobnost’ ir byt’

B-hladkou s rastúcim r klesá. Preto potrebujeme zaistit’, aby hodnoty polynómov
F1, F2 boli na presievacej oblasti čo najmenšie.

V tomto oddiele sa obmedźıme iba na polynómy źıskané base-m metódou. Teda
budeme uvažovat’ polynomiálne páry (f1, f2) stupňa (d, 1). Definujme nasledujúci
pojem.

Defińıcia 3.2. Base-m polynóm f1 je χ-malý, ak max{|ai|/m} ≤ χ, kde m je koreň
f1 modulo N .

Odhadnime vel’kost’ hodnôt, ktoré nadobúda F1. Nech U je horná medza |a|, b pre
(a, b) z presievacej oblasti. Potom

|F1(a, b)| ≤
d∑
i=0

∣∣aiaibd−i∣∣ ≤ (d+ 1)χmUd.

Je teda jasné, že z hl’adiska vel’kosti polynomiálnych hodnôt je lepš́ı ten polynóm,
ktorý má menšie koeficienty. Pre ilustráciu, pre dostatočne vel’ké N nie je problém
nájst’ base-m polynóm s χ ≈ 1/300. Hodnoty polynómu F2 nemuśıme uvažovat’,
pretože |F2| � |F1| na presievacej oblasti.

Venujme sa teraz vol’be stupňa d. Ako sme spomenuli v závere Oddielu 2.2.3,
vol’ba d sa optimalizuje za účelom minimalizovat’ zložitost’ NFS. Pre N v rozsahu,
ktorý nás zauj́ıma a za predpokladu, že pracujeme s base-m polynómami, sú opti-
málne hodnoty d uvedené v Tabul’ke 3.1 (pre odvodenie pozri [5]). Poznamenajme,
že pre č́ısla d́lžky do 110 cifier je Montgomeryho dva-kvadratická metóda zrejme
výhodneǰsia. Takisto polynomiálne páry stupňa (4,2) by mohli byt’ lepšie pre č́ısla
v rozsahu 120–220 cifier. Na vytváranie dobrých polynomiálnych párov takéhoto
stupňa ale zatial’ nie je známy algoritmus.
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Počet cifier N d

80–120 4
120–220 5
220–300 6

Tabul’ka 3.1: Optimálna vol’ba d

3.2.3 Vplyv koreňových vlastnost́ı

V tomto oddiele poṕı̌seme model kvantifikácie koreňových vlastnost́ı vyvinutý Murp-
hym v [5], tzv. model typickej F -hodnoty. Hlavnou myšlienkou modelu je porovnat’

priemernú p-valuáciu hodnôt nadobúdaných polynómom k priemernej p-valuácii pri-
rodzených č́ısel. Pripomeňme, že p-valuácia č́ısla r je exponent najväčšej mocniny
prvoč́ısla p, ktorá deĺı r. Budeme ju značit’ vp(r). Pod pojmom f -hodnota pre po-
lynóm f budeme rozumiet’ hodnotu f v l’ubovol’nom celoč́ıselnom bode.

Hodnoty polynómu sa nesprávajú ako náhodné č́ısla. Ak má polynóm f viac
rôznych koreňov modulo p, pravdepodobnost’, že náhodne vybraná f -hodnota je de-
litel’ná p, sa zvýši. Naopak, ak f nemá ani jeden koreň modulo p, potom žiadna
f -hodnota nie je delitel’ná p.

Aby sme mohli poč́ıtat’ rozdiel medzi priemernou p-valuáciou f -hodnôt a priro-
dzených č́ısel, zavedieme nasledujúci pojem:

Defińıcia 3.3. Nech S ⊂ N a p je prvoč́ıslo. Potom contp(S) bude označovat’ prie-
mernú hodnotu vp(r) pre r prebiehajúce množinu S. Ak S je množina všetkých g-
hodnôt polynómu g, hovoŕıme o contp(g).

Napŕıklad pre konečnú množinu S je

contp(S) =

∑
r∈S vp(r)

|S|
.

Spoč́ıtajme contp(N). V množine prirodzených č́ısel je každé p-té č́ıslo delitel’né
č́ıslom p, každé p2-hé č́ıslo delitel’né p2, atd’. Č́ıslo delitel’né p2 už raz bolo započ́ıtané
medzi č́ıslami delitel’nými p, podobne pre vyššie mocniny, preto

contp(N) =
∞∑
i=1

1

pi
=

1

p− 1
.
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Zamerajme sa teraz na contp pre množinu polynomiálnych hodnôt. Nasledujúci
spôsob výpočtu nemôžeme uplatnit’ pre všetky prvoč́ısla, presneǰsie nemôžeme ho
použit’ pre p, ktoré deĺı [ZK : Z[θ]], kde θ je komplexný koreň f .

Spoč́ıtajme najskôr contp(f). Ak f má jeden koreň modulo p, potom každá p-tá
f -hodnota je delitel’ná p, ked’že

f(x) ≡ f(x mod p) (mod p).

Pre každé k ≥ 2 odpovedá tento koreň práve jednému koreňu f modulo pk (Henselova
lema). Teda každá pk-tá f -hodnota je delitel’ná pk. Tým dostávame úvahu totožnú
s úvahou vyššie, čiže contp(f) = contp(N). Ak f má qp rôznych koreňov modulo p,
potom nie je t’ažké si rozmysliet’, že

contp(f) =
qp

p− 1
.

Pre polynóm F (x, y) = ydeg ff(x/y) je situácia trochu komplikovaneǰsia. Dvojica
(a, b) je koreňom F mod p, ak a/b (uvažované v Zp) je koreňom F (x, 1) = f(x). Ďaľsie
korene, tzv. projekt́ıvne korene, vznikajú ak p deĺı b a vedúci koeficient f . Nech qp je
počet koreňov f mod p, popŕıpade zvýšené o 1, ak p deĺı vedúci koeficient f . Potom
(vid’ [5])

contp(F ) = qp
p

p2 − 1
. (3.2)

Pre prvoč́ısla p, pre ktoré nemôžeme využit’ vyššie uvedené vzt’ahy, sa odhad contp
rob́ı jednoduchým vyč́ısleńım polynómu f na dostatočne vel’kej množine S1 ⊂ Z.
Potom

contp(f) ≈
∑

x∈S1
vp(f(x))

|S1|
. (3.3)

Podobne pre polynóm F

contp(F ) ≈
∑

(x,y)∈S2
vp(F (x, y))

|S2|
, (3.4)

pre dostatočne vel’kú S2 ⊂ Z× Z.
Po zavedeńı pojmu contp a jeho spoč́ıtańı (resp. odhadnut́ı) v špeciálnych pŕı-

padoch, definujeme pre polynómy f, F ciel’ tohto odstavcu, parameter α. Ten bude
kvantifikovat’ rozdiel medzi správańım sa polynomiálnych hodnôt a náhodných č́ısel
rovnakej vel’kosti (v závislosti na koreňových vlastnostiach). Parameter α pre f sa
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definuje nasledovne:

α(f) =
∑
p≤B

[contp(N)− contp(f)] log p

=
∑
p≤B

[
1

p− 1
− contp(f)

]
log p,

kde B je hranica hladkosti. Pre F je defińıcia obdobná.
Zamyslime sa nad tým, čo vlastne paramter α znamená. Pre pevne zvolené a do-

statočne vel’ké r ∈ N bude pre náhodné hodnoty ir (Defińıcia 3.1) ich priemerná p-
valuácia približne rovná contp(N). Takisto, podl’a (3.3) a (3.4), priemerná p-valuácia
hodnôt f(x) (resp. F (x, y)) na dostatočne vel’kej (náhodne zvolenej) množine bude
bĺızko contp(f) (resp. contp(F )). Ak budeme ir postupne delit’ všetkými prvoč́ısla-
mi p ≤ B, v priemere nám na konci ostane v logaritmickom zápise

log ir −
∑
p≤B

contp(N) log p = log ir −
∑
p≤B

log p

p− 1
. (3.5)

Pre polynóm F (môžeme uvážit’ aj f) pri rovnakej úvahe dostaneme

log |F (x, y)| −
∑
p≤B

contp(F ) log p . (3.6)

Uvedomme si, že výraz (3.5) určitým spôsobom charakterizuje pravdepodobnost’,
že ir je B-hladké. V skratke, č́ım je (3.5) menšie, tým je daná pravdepodobnost’

vyššia. Takisto (3.6) charakterizuje pravdepodobnost’ F (x, y) byt’ B-hladkou. Nech
teraz r ≈ |F (x, y)|, potom z defińıcie α(F ) a pri použit́ı log ir ≈ log |F (x, y)|
dostávame

log |F (x, y)| −
∑
p≤B

contp(F ) log p ≈ log ir −
∑
p≤B

log p

p− 1
+ α(F ) .

Po drobnej úprave máme

log |F (x, y)| −
∑
p≤B

contp(F ) log p ≈ log
(
ire

α(F )
)
−
∑
p≤B

log p

p− 1
.

Tým sme źıskali vzt’ah medzi (3.5) a (3.6). Vyplýva z neho, že hodnoty F (x, y) sú B-
hladké s približne rovnakou pravdepodobnost’ou ako náhodné č́ısla eα(F )-krát väčšie.
Môžeme teda povedat’, že hodnoty F (x, y) sa správajú ako náhodné č́ısla vel’kosti
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F (x, y) ·eα(F ). Samozrejme, budeme chciet’, aby α(F ) < 0. Ak napŕıklad α(F ) ≈ −7,
potom hodnoty F sú B-hladké s pravdepodobnost’ou rovnakou ako pre náhodné č́ısla,
ktoré sú 1000-krát menšie (e−7 ≈ 0, 001).

Z defińıcie α je vidiet’, že jeho hodnota podstatne záviśı od qp pre malé prvoč́ısla p.
Preto ak chceme, aby α bolo záporné, muśı mat’ daný polynóm vel’a koreňov modulo
malé p.

3.2.4 Odhad kvality polynómu

V predchádzajúcom odstavci sme uvážili, že hodnoty polynómu f(x) sa správajú
ako náhodné č́ısla vel’kosti f(x)eα(f). Využit́ım tohto poznatku a pomocou vlast-
nost́ı Dickmanovej funkcie odhadneme v tomto oddiele počet B-hladkých hodnôt
nadobúdaných polynómom f na nejakom intervale.

Označme P (f(x), B) pravdepodobnost’, že náhodne zvolená f -hodnota v ab-
solútnej hodnote menšia ako |f(x)| je B-hladká. Potom z vyššie spomı́nanej úvahy
a s využit́ım vzt’ahu (3.1) dostávame

P (f(x), B) ≈ ρ(uf(x)) +
(1− γ)ρ(uf(x) − 1)

log |f(x)|
,

kde uf(x) = (log |f(x)|+ α(f))/ logB.
Nech teraz I ⊂ Z je dostatočne vel’ký interval. Rozdel’me I na disjunktné rovnako

vel’ké podintervaly I1, . . . , Ik tak, aby sa hodnoty f na každom Ij extrémne nemenili.
Označme d’alej fj priemernú hodnotu |f | na Ij. Potom počet B-hladkých hodnôt na
intervale I môžeme odhadnút’ pomocou

|I|
k

k∑
j=1

ρ(ufj) +
(1− γ)ρ(ufj − 1)

log fj
. (3.7)

Aby sme sa pribĺıžili skutočnému počtu B-hladkých hodnôt na I, muśı byt’ k vel’ké.
V [5] je tento odhad experimentálne overený na siedmych kvadratických polynómoch
vytvorených Montgomeryho dva-kvadratickou metódou pre 105, 106 a 107-ciferné
č́ısla. Použitý interval I obsahoval 108 bodov a pracovalo sa s k = 105. Dosiahnutá
priemerná relat́ıvna chyba bola iba 5,9 %.

Podobným spôsobom, ako sme skonštruovali odhad (3.7) pre f , môžeme skonštru-
ovat’ aj odhad pre polynóm F (x, y). Rozdiel bude len v tom, že namiesto intervalu I
použijeme presievaciu oblast’ S, ktorú budeme delit’ na podoblasti.

Týmto sme dokončili popis kvantifikácie vlastnost́ı polynómu a ich vplyvu na
jeho kvalitu. Našou d’aľsou úlohou je zistit’, ako konštruovat’ kvalitné polynómy.
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3.3 Generovanie kvalitných polynómov

V nasledujúcej časti sa zameriame na algoritmus, ktorý konštruuje tzv. neskosené
polynómy1 (vid’ [5]). Algoritmus má dve hlavné časti. V prvej je generovaných vel’a
polynómov a priebežne sa z nich vyberajú tie lepšie. V časti druhej sa z týchto
lepš́ıch zvoĺı ten najlepš́ı. Pre jednoduchost’ zápisu budeme d’alej použ́ıvat’ značenie
z Oddielu 3.1.

Polynómy sú v algoritme generované pomocou base-m metódy a to nasledovne.
Zvoĺı sa kladné ad � N1/(d+1) a k nemu vhodné m. Potom sa dopoč́ıtajú ostatné
koeficienty base-m reprezentácie N :

ai =

⌊
N −

∑d
j=i+1 ajm

j

mi

⌋
.

Následne sa na ai použije transformácia spomenutá v Oddiele 3.1.
Samozrejme, nechceme takto konštruovat’ l’ubovol’né base-m polynómy. Potrebu-

jeme, aby mali dobré vlastnosti z hl’adiska ich kvality. Prvou požiadavkou je, aby
boli χ-malé pre nami zvolené χ. Od ad teda požadujeme

ad < χm,

−md < N − admd < md.

Kombináciou týchto vzt’ahov a použit́ım ad−1 ≈ ad dostávame hornú hranicu pre ad

ad <
(
χdN

) 1
d+1 (3.8)

Ďaľsou nutnou podmienkou na konštruovaný polynóm, aby bol χ-malý, je plat-
nost’ vzt’ahu |ad−1|/m ≤ χ, t.j.

−χm ≤ N − admd

md−1
≤ χm.

Potom pre m muśı platit’(
N

ad + χ

) 1
d

≤ m ≤
(

N

ad − χ

) 1
d

. (3.9)

Pre N vel’ké to ani zd’aleka nie je obmedzujúca podmienka. Už pre 70-ciferné N ,
χ = 1/2500 a vhodné ad (v tomto pŕıpade je d = 3) má interval vymedzený nerov-
nost’ami (3.9) približne 108 bodov.

1z angl. non-skewed polynomials
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Zamerajme sa teraz na koreňové vlastnosti polynómu F1. Algoritmus využ́ıva
jednoduchú myšlienku ako ich zlepšit’ vhodnou vol’bou ad. Ak vedúci koeficient ad je
delitel’ný malými prvoč́ıslami, zvýši sa tým počet projekt́ıvnych koreňov F1 a teda
hodnota α(F1) bude menšia.

Poznámka 3.1. Na nasledujúcom experimente urobenom v [5] ukážeme, aký efekt
môže mat’ vhodná vol’ba ad. Experiment bol vykonaný na 140-cifernom č́ısle. Pre
dané N bol vedúci koeficient ad vyberaný z intervalu [1020,3, 1021,3] nasledovne:

1. ad je prvoč́ıslo,

2. ad je volené náhodne,

3. c|ad pre c = 2 · 3 · 5 · 7,

4. c|ad pre c = 25 · 34 · 53 · 73 · 112 · 13 · 17 · 19 · 23 · 29 ≈ 1016,6.

V každom z pŕıpadov uvedených vyššie bolo náhodne vygenerovaných sto polynómov
a následne sa spoč́ıtali minimum, maximum a priemerné hodnoty α(F1). Výsledky
sú v Tabul’ke 3.2.

Pŕıpad č. Min α(F1) Priemer α(F1) Max α(F1)

1 -0,67 1,16 2,63
2 -1,62 0,44 2,33
3 -3,02 -0,77 0,77
4 -3,54 -1,88 -0,47

Tabul’ka 3.2: Hodnoty α(F1) pre rôzne ad

Nasleduje popis algoritmu na konštrukciu neskosených polynómov. V popise spo-
menuté χ, αmax a K sú pevne dané konštanty.

Algoritmus 3.2 (Neskosené polynómy). 1. (a) Zvol’ ad, ktoré sṕlňa (3.8) a zá-
roveň je delitel’né vel’kým počtom malých prvoč́ısel. Pokračuj na (1b).

(b) Vyber m z intervalu určeného pomocou (3.9). Spoč́ıtaj base-m repre-
zentáciu. Ak je daný polynóm χ-malý, prejdi na krok (1c), inak zopa-
kuj (1b).
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(c) Spoč́ıtaj odhad α(F1). Ak α(F1) ≤ αmax, polynóm postupuje do druhej
fázy.

Krok (1b) a (1c) opakujeme, kým pre aktuálne ad nenájdeme dostatočný počet
polynómov postupujúcich do druhej fázy. Potom sa môžeme vrátit’ spät’ na
krok (1a). Ked’ celkový počet nájdených vhodných polynómov je rovný K,
ukonč́ıme hl’adanie a prejdeme na krok (2).

2. Ohodnot’ polynómy, ktoré postúpili do druhej fázy a vyber polynóm s najlepš́ım
ohodnoteńım.

Spôsobu, akým sa polynómy v druhej časti algoritmu ohodnocujú, sa budeme
venovat’ nižšie v Odstavci Ohodnotenie polynómov. V Odstavci Metódy výpočtu α
poṕı̌seme, ako sa odhaduje hodnota α(F1).

Rozhodujúci vplyv na dobu behu algoritmu a kvalitu výsledného polynómu majú
parametre, ktoré rozhodujú o postupe konštruovaných polynómov do druhej časti
algoritmu. Konkrétne sú to χ a αmax. Ak ich nastavenie bude pŕılǐs

”
tolerantné“,

algoritmus śıce dobehne rýchlo, ale kvalita výsledného polynómu bude ńızka. Naopak,
ak ich nastav́ıme pŕısne, môže sa stat’, že žiaden polynóm nepostúpi do druhej fázy.
V Kapitole 4 sa budeme venovat’ optimálnemu nastaveniu týchto konštánt pre daný
čas t (doba behu algoritmu). Pomocou experimentov odvod́ıme optimálne hodnoty χ
a αmax, pri ktorých za čas t nájdeme v porovnańı s inými nastaveniami χ′ a α′max
najlepšie neskosené polynómy.

Ďaľśım faktorom majúcim vplyv na výpočtovú dobu Algoritmu 3.2 a kvalitu
výsledku je K, t.j. počet polynómov, ktoré chceme nazbierat’ do druhej časti. Je
jasné, že ak je K väčšie, budeme vyberat’ výsledný polynóm z väčšej množiny a jeho
kvalita nemôže byt’ horšia. Na druhej strane, výpočtová doba sa zväčšeńım K zvýši.
Vplyvom tohto parametru sa taktiež budeme zaoberat’.

Poznamenajme, že v [5] je okrem tohto algoritmu vyvinutý d’aľśı, ktorý konštruuje
ešte kvalitneǰsie polynómy, tzv. skosené polynómy2.

Ohodnotenie polynómov

Medzi polynómami, ktoré postúpili do druhej fázy Algoritmu 3.2, stále môže byt’

významný rozdiel v ich kvalite. Jednou z možnost́ı, ako vybrat’ z nich ten najlepš́ı,
je vykonat’ s každou dvojicou (F1, F2) (pŕıslušnou k polynomiálnemu páru (f1, f2))
presievaćı experiment a na základe toho sa rozhodnút’. Ked’že je ale polynómov
v druhej fáze stále vel’a, bola by to časovo náročná operácia. Preto potrebujeme
rýchlu metódu na ohodnotenie kvality každého polynómu.

2z angl. skewed polynomials
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Všimnime si, že pre polynómy F1, F2, s ktorými sa pracuje v NFS, plat́ı

Fi(cx, cy) = cdeg fiFi(x, y).

Potom pre (x, y) v polárnych súradniciach dostávame

Fi(x, y) = rdeg fiF (cos θ, sin θ).

Vieme, že počet B-hladkých hodnôt nadobúdaných polynómom F na nejakej mno-
žine výrazne záviśı od vel’kosti nadobúdaných hodnôt a parametru α(F ). Navyše,
ak chceme skúmat’ rozdiel vo vel’kosti nadobúdaných hodnôt dvoch polynómov F,G
(deg f = deg g) na nejakej množine, vd’aka vyššie uvedenému vzt’ahu stač́ı, ked’ sa
obmedźıme na ich správanie sa na jednotkovej kružnici. To využijeme v nasledujúcej
metóde. Poznamenajme ešte, že presievacia oblast’ S je vždy podmnožinou Z × N.
Preto sa môžeme obmedzit’ na polkružnicu nachádzajúcu sa nad osou x.

Pre K ∈ N (v [5] sa voĺı K = 1000) položme

θi =
π

K

(
i− 1

2

)
, i = 1, . . . , K.

Definujme ohodnotenie polynómu F

E(F ) =
K∑
i=1

ρ

(
log |F (cos θi, sin θi)|+ α(F )

logB

)
.

V praktickom použit́ı sa ohodnotenie F môže poč́ıtat’ na polkružnici s polome-
rom R > 1, aby sa zabránilo pŕıpadom, ked’ výraz vo vnútri Dickmanovej funkcie je
menš́ı ako 1.

Z defińıcie Dickmanovej funkcie a úvah v Odstavci 3.2.3 môžeme ohodnotenie F
interpretovat’ nasledovne. Hodnota E(F )/K je odhadom asymptotickej pravdepodob-
nosti, že F (x, y) je B-hladké pre (x, y) bĺızko polkružnice s polomerom 1 (alebo R).

Podobne môžeme definovat’ aj ohodnotenie dvojice (F1, F2) pŕıslušnej k poly-
nomiálnemu páru (f1, f2). Hranica hladkosti môže byt’ pre obidva polynómy rôzna,
preto označ́ıme BFj hranicu hladkosti pŕıslušnú k Fj, j = 1, 2. Ďalej označme

uFj(θ) =
log |Fj(cos θ, sin θ)|+ α(Fj)

logBFj

, j = 1, 2.

Potom sa ohodnotenie (F1, F2) definuje nasledovne

E(F1, F2) =
K∑
i=1

ρ (uF1(θi)) ρ (uF2(θi)) .

24



Hodnotu E(F1, F2)/K môžeme opät’ interpretovat’ ako odhad asymptotickej prav-
depodobnosti, že F1(x, y) je BF1-hladké a zároveň F2(x, y) je BF2-hladké pre (x, y)
bĺızko polkružnice s polomerom 1 (alebo R).

Tým sme dokončili popis metódy na ohodnotenie polynómov. Je ale dôležité
uvedomit’ si, že porovnávat’ E(F ) a E(G), resp. E(F1, F2) a E(G1, G2), má zmysel len
pre deg f = deg g, resp. (deg f1, deg f2) = (deg g1, deg g2).

V Algoritme 3.2 na konštrukciu neskosených polynómov sa pomocou tejto metódy
ohodnotia všetky polynómy, ktoré postúpili do druhej fázy. Potom z nich vyberieme
najlepšie ohodnotený. Druhou možnost’ou je, že sa vyberie niekol’ko polynómov s naj-
lepš́ımi ohodnoteniami a na základe presievaćıch experimentov z nich zvoĺıme ten
najlepš́ı.

Metódy výpočtu α

Parameter α(F ) sa v praxi nepoč́ıta presne. Suma, ktorou je definovaný, je pŕılǐs
vel’ká a navyše nevieme, ktoré p deĺı [ZK : Z[θ]] a ktoré nie. To nám bráni v použit́ı
vzt’ahu (3.2).

Rýchly ale hrubý odhad α(F ) môžeme poč́ıtat’ pomocou

α(F ) ≈
∑
p<P

(
1− qp

p

p+ 1

)
log p

p− 1
,

kde P je nami zvolená hodnota3. Tento spôsob odhadu sa použ́ıva v kroku (1c)
Algoritmu 3.2, kde sa poč́ıta α(F ) pre vel’a polynómov.

Pri poč́ıtańı E(F ) v Algoritme 3.2 potrebujeme presneǰśı odhad α(F ), aby sme
vybrali skutočne najkvalitneǰsie polynómy. Naviac môžeme venovat’ odhadu α(F )
viac času. Preto na výpočet contp(F ) použijeme pre p < P1 vzt’ah (3.4), ktorý je

presneǰśı. Ďalej pre p sṕlňajúce P1 ≤ p < P2 polož́ıme contp(F ) = qp
p

p2−1
. To všetko

pre nami zvolené P1, P2.
4 Výsledný odhad potom bude

α(F ) =
∑
p<P2

(
1

p− 1
− contp(F )

)
log p .

3V implementácii algoritmu, s ktorou budeme pracovat’ v Kapitole 4 je P = 100.
4V implementácii algoritmu, s ktorou budeme pracovat’ v Kapitole 4 je P1 = 100 a P2 = 2000.
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Kapitola 4

Hl’adanie optimálnych konštant
pre generovanie polynómov

Ako sme už spomenuli v Odstavci 3.3, výsledok a doba behu Algoritmu 3.2 závisia na
nastaveńı parametrov αmax, χ a K. Našou úlohou v tejto kapitole bude pre pevné K
na základe experimentov nájst’ optimálne konštanty αopt a χopt. Presneǰsie, pre čas t

chceme nájst’ αopt(t), χopt(t) sṕlňajúce:

1. pre dané parametre (K je pevne dané) je v priemernom pŕıpade doba výpoč-
tu (behu algoritmu) približne t,

2. ohodnotenie výsledného polynómu bude v priemernom pŕıpade lepšie ako ohod-
notenie výsledného polynómu źıskaného pri inom nastaveńı α′, χ′ sṕlňajúcom
bod č. 1.

Množinu bodov (α′, χ′) sṕlňajúcich bod č. 1 nazveme izochronou pre čas t.
Optimálne nastavenia αmax a χ sme hl’adali pre polynomiálne páry stupňa (3,1),

(4,1) a (5,1). Na záver kapitoly budeme skúmat’ vplyv parametru K na kvalitu
výsledku.

Pri experimentoch sme pracovali s implementáciou Algoritmu 3.2, ktorá bola
naprogramovaná na Katedre algebry Matematicko-fyzikálnej fakulty Karlovej uni-
verzity.

4.1 Popis experimentu

V tomto oddiele podrobneǰsie poṕı̌seme, ako prebiehali experimenty zamerané na
hl’adanie optimálneho nastavenia konštánt αmax, χ pri pevne zvolenom K.
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Pre polynomiálne páry stupňa (3,1) sme robili výpočty so 60 a 70-cifernými
č́ıslami, d’alej pre polynomiálne páry stupňa (4,1) s 80 a 90-cifernými č́ıslami a pre
páry stupňa (5,1) so 130-cifernými č́ıslami. Vo všetkých pŕıpadoch sme sa rozhodli
pre nastavenie parametru K = 100.

Pre každý stupeň a č́ıselný rád je postup experimentu totožný. Môžeme ho
rozdelit’ na dve fázy: inicializačnú a hlavnú. V inicializačnej fáze sa vygenerujú
č́ısla N1, N2, . . . , N10 pŕıslušného rádu, pričom každé Ni je súčinom dvoch rôznych
náhodne vygenerovaných prvoč́ısel rovnakej d́lžky. Potom sa hl’adajú nastavenia pa-
rametrov αmax a χ, s ktorými budeme spúšt’at’ výpočty, nasledovne:

• pre zvolený stupeň urč́ıme vhodné nastavenia αmax, označme ich α1, . . . , αn;
vol’bu α1, . . . , αn špecifikujeme neskôr v Oddiele 4.2

• pre každé αi polož́ıme χi,1 = 1/2 a experimentálne odvod́ıme χi,15 tak, aby
výpočet s parametrami αi, χi,15, K = 100 a náhodne vybranými č́ıslami Nj

trval v priemere približne 40 minút1; χi,2, . . . , χi,14 sa vyberú približne rovno-
merne z intervalu (χi,15, χi,1).

V hlavnej fáze pre každé Ni spust́ıme Algoritmus 3.2 s nastavenými parametrami

αj, χj,l, K = 100, l = 1, . . . , 15, j = 1, . . . , n.

Zauj́ıma nás doba výpočtu a výsledné ohodnotenie E(F1).

Spracovanie výsledkov

Zo zozbieraných údajov urob́ıme aritmetický priemer. Pomocou týchto dát skonštru-
ujeme pre vybrané časy τ1, . . . , τk izochrony I1, . . . , Ik. Na každej izochrone nájdeme
optimálne nastavenie αopt(τi), χopt(τi). Źıskané optimálne nastavenia budeme disku-
tovat’ v Oddiele Výsledky experimentov.

Konštrukcia izochrón:

1. Pre každé αi aproximujeme funkciou Tαi(χ) výpočtové časy algoritmu s pa-
rametrami (αi, χi,l), l = 1, . . . , 15. Podobne aproximujeme funkciou Rαi(χ)
hodnoty E(F1).

Hodnota Tαi(χ) teda predstavuje očakávanú d́lžku výpočtu pre parametre αi, χ
(K = 100). Rαi(χ) je očakávané ohodnotenie polynómu źıskaného pre dané
parametre.

1Výnimkou je polynomiálny pár stupňa (5,1), kde je horná časová hranica pät’ hod́ın.
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2. Pre každé αi a každé τj nájdeme ψi,j (nastavenie parametru χ) tak, aby pla-
tilo Tαi(ψi,j) = τj. Bod (αi, ψi,j) pridáme do izochrony Ij. Zároveň spoč́ıta-
me Rαi(ψi,j), t.j. ohodnotenie polynómu, ktorý źıskame výpočtom s paramet-
rami αi, ψi,j, K = 100.

Nie vždy muśı ψi,j existovat’. Ak neexistuje alebo nepatŕı do intervalu (0, 1/2)
(iné hodnoty nedávajú rozumný zmysel), znamená to, že pre dané αi je výpo-
četný čas pri l’ubovol’nej vol’be parametru χ väčš́ı ako τj (pre K = 100). Na
druhej strane, ak je takýchto vzorov viac, vyberieme vždy najmenš́ı z inter-
valu (0, 1/2).

Na každej izochrone aproximujeme správanie sa E(F1) pomocou hodnôt Rαi(ψi,j),
i = 1, . . . , n. Potom nájdeme na každej Ij bod, kde sa nadobúda maximum E(F1),
t.j. optimálne nastavenie parametrov (αmax, χ) pre čas τj a K = 100.

4.2 Výsledky experimentov

V oddieloch 4.2.1 až 4.2.3 budeme prezentovat’ výsledky experimentov zameraných
na hl’adanie optimálnych nastaveńı αmax a χ. Ked’že pri daných výpočtoch bolo K =
100, pri diskusii o vol’be parametrov v týchto oddieloch budeme vždy predpokladat’

toto nastavenie. Nakoniec sa v Oddiele 4.2.4 zameriame na vplyv parametru K na
kvalitu výsledku.

Poznámka 4.1. Venujme sa chv́ıl’u úvahe, ako sa zmeńı optimálne nastavenie αmax
a χ, ak zvýšime K z hodnoty 100 na nejaké K1. Pri takejto vol’be môžeme celkom
prirodzene očakávat’, že výpočtový čas bude K1/100-krát väčš́ı v porovnańı s nasta-
veńım K = 100 a rovnakými αmax, χ (vplyvu K na výpočtový čas sa budeme venovat’

v Oddiele 4.2.4). Teda nastavenia αmax, χ, ktoré ležali na rovnakej izochrone pri na-
staveńı K = 100, by mali pri zvýšeńı K opät’ ležat’ na jednej izochrone a zároveň na
tejto izochrone k nim nepribudne žiadna nová kombinácia nastavenia αmax, χ. Preto
sa optimálne nastavenia pri zvýšeńı K výrazne nezmenia, zmeńı sa len výpočtový
čas, pre ktorý sú tieto nastavenia optimálne.

4.2.1 Polynomiálne páry stupňa (3,1)

Pre polynomiálne páry stupňa (3, 1) sme nastavenia parametru αmax vyberali z mno-
žiny {−1;−1, 25;−1, 5; . . . ;−3}. Pre nižšie vol’by αmax bežal výpočet pri l’ubovol’ných
nastaveniach χ viac ako 30 minút, preto sme sa o nižšie hodnoty αmax nezauj́ımali.
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Polynómy s najvyšš́ım ohodnoteńım boli na skonštruovaných izochronách nájdené
vždy pri nastaveńı parametru αmax = −1 (a pŕıslušnom χ). Naopak, najhoršie po-
lynómy boli skonštruované pri αmax = −3. Na Obrázku 4.1 sú znázornené izochrony
pre 70-ciferné č́ısla pre časy 1, 3, 8, 15, 20 a 30 minút. Zelený bod na izochrone od-
povedá nastaveniu, pri ktorom je nájdený polynóm s najlepš́ım ohodnoteńım v po-
rovnańı s ostatnými bodmi izochrony. Naopak, červený bod odpovedá nastaveniu
s najhorš́ım výsledkom spomedzi bodov izochrony. Poznamenajme, že izochrony pre
časy 1 a 3 minúty neobsahujú body s pŕılǐs ńızkym αmax. To odpovedá faktu, že pre
dané αmax nie je možné dosiahnut’ (pri l’ubovolnej vol’be χ) tak ńızky výpočtový čas.
(Pri týchto izochronách sa polynómy s najnižš́ım E(F1) vyskytli pri αmax = −2.5
pre čas 1 minúta, resp. pri vol’be αmax = −2, 75 pre čas 3 minúty.)

1 min3 min

8 min

15 min

20 min

30 min

-3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0
Αmax

0.005

0.010

0.015

Χ

Obr. 4.1: Izochrony, 70-ciferné č́ısla

Je dôležité zvýraznit’, že na každej izochrone sa E(F1) výrazne meńı, t.j. za
rovnaký čas môžeme pri vhodnej vol’be (αmax, χ) nájst’ významne lepš́ı polynóm.
Presneǰsie, priemerná hodnota E(F1) v

”
najlepšom“ bode izochrony je 1,4 až 1,6-

krát väčšia ako priemerná hodnota v jej
”
najhoršom“ bode. Obrázok 4.2 znázorňuje

”
správanie sa“ E(F1) na izochrone pre čas 8 minút (skonštruovanej z výsledkov expe-

rimentov pre 60-ciferné č́ısla). Ako môžeme vidiet’, závislost’ E(F1) na αmax je takmer
lineárna.2 Podobne sa E(F1) správa aj na ostatných izochronách pre 60 a 70-ciferné
č́ısla.

Z experimentov vyplýva, že za rovnaký čas sme našli najkvalitneǰsie polynómy
pri najväčšom zvolenom αmax(= −1) a najhoršie polynómy pri najmenšom αmax. Na

2V skutočnosti E(F1) záviśı na αmax a χ (K = 100). V tomto pŕıpade ale skúmame správanie
sa E(F1) na izochrone, teda ku každému αmax je jednoznačne priradené χ (vid’ odstavec Spracovanie
výsledkov v Oddiele 4.1). Preto môžeme hovorit’ o závislosti len na αmax.
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Obr. 4.2: E(F1) na izochrone pre t = 8 minút, 60-ciferné č́ısla

vysvetlenie výsledku budeme potrebovat’ nasledujúcu krátku úvahu.
Nech (f1, f2), (g1, g2) a k ńım pŕıslušné (F1, F2), (G1, G2) sú polynomiálne páry

vytvorené base-m metódou k faktorizovanému č́ıslu N . Nech d’alej f1 je χ1-malý,
g1 je χ2-malý. Vieme, že hodnoty F1(x, y), resp. G1(x, y), sa správajú ako náhodné
č́ısla vel’kosti |F1(x, y)| eα(F1), resp. |G1(x, y)| eα(G1) (z hl’adiska pravdepodobnosti byt’

B-hladkými, vid’ Oddiel 3.2.3). Ich kvalitu môžeme porovnat’ podielom

|F1(x, y)| eα(F1)

|G1(x, y)| eα(G1)
≈ χ1

χ2

· eα(F1)−α(G1) . (4.1)

Pre pevnú dobu výpočtu môžeme pri vol’be αmax = −1 v Algoritme 3.2 volit’ χ
ovel’a menšie ako pri vol’be αmax = −3. Na skonštruovaných izochronách pre 60 a 70-
ciferné č́ısla je χ 12 až 50-krát menšie pri αmax = −1. Otázkou ostáva, ako ovplyvńı
pŕısneǰsia vol’ba αmax koreňové vlastnosti výsledného polynómu.

Na Obrázku 4.3 je znázornený priemerný zisk v koreňových vlastnostiach po-
lynómov źıskaných pre rôzne αmax pri experimentoch na 60-ciferných č́ıslach. Takéto
správanie α môžeme očakávat’ na každej izochrone, hodnoty α totiž nezávisia na vol’-
be χ. Takmer totožné hodnoty nadobúda α aj pri 70-ciferných č́ıslach, ked’že sa pri
nich konštruovali polynómy rovnakého stupňa ako pri 60-ciferných č́ıslach.

Rozdiel v koreňových vlastnostiach polynómov nájdených pre nastavenia αmax =
−1 a αmax = −3 je pomerne významný (rozdiel hodnôt α je približne 1,5), ale
použit́ım vzt’ahu (4.1) dostávame, že výnos źıskaný lepš́ımi koreňovými vlastnost’ami
neprekryje výnos źıskaný vol’bou extrémne malého χ. S αmax rastúcim k −1 a zmen-
šujúcim sa χ (pri zachovańı doby výpočtu) sa kvalita źıskaných polynómov bĺıži
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Obr. 4.3: αmax versus α, 60-ciferné č́ısla

ku kvalite polynómov źıskaných pre αmax = −1 (a pŕıslušné χ), vid’ Obrázok 4.2.
Naskytuje sa otázka, či pre αmax > −1 nedosiahneme ešte lepšie výsledky.

Pri experimentoch vykonaných s nastaveńım αmax = 0 je možné v porovnańı
s αmax = −1 volit’ χ 1,4–2,6-krát menšie (pre časy 1, 3, 8, 15, 20 a 30 minút).
Rozdiel v koreňových vlastnostiach nie je vel’ký, hodnota α stúpla v priemere iba
o dve desatiny. Kvalita výsledných polynómov stúpla už len mierne, hodnota E(F1)
sa zvýšila na skonštruovaných izochronách v porovnańı s αmax = −1 o menej ako 7 %.

Vd’aka vhodnej vol’be vedúcich koeficientov v Algoritme 3.2 môžeme predpo-
kladat’, že pre všetky generované polynómy je α < 0 (Poznámka 3.1). Malý rozdiel
v hodnotách α pri αmax = 0 a αmax = −1 svedč́ı o tom, že väčšina konštruovaných po-
lynómov má pomerne dobré koreňové vlastnosti. Navyše pri vol’be αmax = 0 môžeme
nastavit’ χ výrazne menšie v porovnańı s αmax = −3, čo prevýši výnos źıskaný
lepš́ımi koreňovými vlastnost’ami. Preto je optimálnou vol’bou pre konštrukciu poly-
nomiálnych párov stupňa (3, 1) nepoč́ıtat’ odhad α(F1) a zamerat’ sa iba na hl’adanie
χ-malých polynómov s najmenš́ım možným χ pre daný čas.

Na Obrázku 4.4 je znázornená závislost’ ohodnotenia výsledného polynómu na
dobe výpočtu pri nastaveńı αmax = 0 (s meniacou sa dobou výpočtu sa meńı χ
tak, aby výpočet trval požadovaný čas; ak je takých χ viac, vyberie sa najmenšie).
Hodnota κ (zvislá os) je podielom ohodnotenia výsledného polynómu pre daný
čas a ohodnotenia polynómu źıskaného pri αmax = 0 a d́lžke výpočtu 20 sekúnd.
Obrázok 4.4 teda znázorňuje, aké zlepšenie v kvalite polynómov môžeme očakávat’

pre daný výpočtový čas v porovnańı s dobou výpočtu 20 sekúnd.
V Tabul’ke 4.1 sú uvedené nastavenia χ a relat́ıvny nárast E(F1) pre vybrané

časy, parameter αmax = 0. Zauj́ımavost’ou je, že pre χ = 1/8700 sa pre 60-ciferné
č́ısla výpočtový čas pohyboval nad hranicou jednej hodiny, čo je dvojnásobok v po-
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Obr. 4.4: Relat́ıvny nárast E(F1) pre αmax = 0, 70-ciferné č́ısla

rovnańı so 70-cifernými č́ıslami (vid’ Tabul’ka 4.1). Pre 70-ciferné č́ısla bol dokonca pri
vol’be χ = 1/11000 priemerný výpočtový čas iba 45 minút. Pri 60-ciferných č́ıslach
pre takúto vol’bu parametrov musel byt’ výpočet po niekol’kých hodinách prerušený.

čas 60 cif. 70 cif.
(min) 1/χ κ 1/χ κ

1/3 500 1,00 500 1,00

3 2900 1,44 2600 1,39

8 4800 1,60 4400 1,54

30 6500 1,70 8700 1,76

Tabul’ka 4.1: Nastavenie χ a relat́ıvny nárast E(F1), αmax = 0

4.2.2 Polynomiálne páry stupňa (4,1)

Pri experimentoch s polynomiálnymi pármi stupňa (4,1) došlo k miernemu poklesu
výpočtového času pri nastaveńı αmax = −3, 25. Preto sme spúšt’ali výpočty aj
s takýmto nastaveńım αmax. Dôvodom spomı́naného poklesu je zlepšenie koreňových
vlastnost́ı generovaných polynómov, ktorému sa podrobneǰsie budeme venovat’ nižšie.

Na izochronách boli polynómy s najnižš́ım ohodnoteńım opät’ nájdené pre naj-
menšie αmax. Situácia sa mierne zmenila pre

”
najlepšie“ body izochrony. Pre 80-

ciferné č́ısla boli polynómy s najvyšš́ım ohodnoteńım nájdené pri vol’be αmax = −1, 5,
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pre 90-ciferné č́ısla je situácia znázornená na Obrázku 4.5 (červené a zelené body
majú ten istý význam ako v Obrázku 4.1).
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Obr. 4.5: Izochrony, 90-ciferné č́ısla

Pre rôzne nastavenia (αmax, χ) ležiace na jednej izochrone nie je rozdiel v kvalite
nájdených polynómov taký významný ako v pŕıpade polynomiálnych párov stup-
ňa (3,1) (Oddiel 4.2.1). Na skonštruovaných izochronách stúpla priemerná hodno-
ta E(F1) v

”
najlepšom“ bode izochrony v porovnańı s priemernou hodnotou E(F1)

v
”
najhoršom“ bode izochrony o 8 až 17 %. Menš́ı rozdiel je zapŕıčinený zmenou

vol’by χ potrebnou k dosiahnutiu požadovaného výpočtového času. Tej sa budeme
venovat’ nižšie, najskôr sa pozrieme na zmeny hodnoty α.

Koreňové vlastnosti výsledných polynómov sa zlepšili oproti polynómom stup-
ňa 3. Ked’že pracujeme s polynómami vyššieho stupňa, tie môžu mat’ viac koreňov
modulo prvoč́ıslo p. Tým pádom aj hodnota α(F1) môže byt’ nižšia. Tá klesla rovno-
merne, pre každé αmax v priemere o hodnotu 0,2 v porovnańı s polynómami stupňa 3.
Teda rozdiel v koreňových vlastnostiach polynómov źıskaných pre rôzne nastave-
nia αmax sa zachoval.

Na druhej strane, parameter χ sme museli volit’ výrazne vyšš́ı ako pri poly-
nomiálnych pároch stupňa (3,1). To je očakávaný jav. Totiž, pri konštruovańı χ-
malého polynómu vhodnou vol’bou vedúceho koeficientu ad a koreňa m v Algo-
ritme 3.2 je zaručené

|ad| ≤ χm, |ad−1| ≤ χm.

Pre polynóm tretieho stupňa nám ostávajú potom už iba 2 koeficienty, ktoré môžu χ-
malost’

”
pokazit’“. Pri polynómoch štvrtého stupňa sú to až 3 koeficienty. Intuit́ıvne

je teda jasné, že nájst’ χ-malý polynóm je pre polynómy 4. stupňa t’ažšia úloha.
Zmena χ nebola rovnaká pre každé αmax. Zatial’̌co pri nastaveńı αmax = −3 sme

museli volit’ χ dva až pät’krát väčšie (pre dané časy) v porovnańı s vol’bou χ pre po-
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čas 80 cif. 90 cif.
(min) αmax 1/χ κ αmax 1/χ κ

1/3 -1,5 30 1,00 -1,25 30 1,00

3 -1,5 110 1,22 -1,00 160 1,25

8 -1,5 160 1,29 -1,00 220 1,32

20 -1,5 230 1,36 -1,75 170 1,39

40 -1,5 280 1,40 -1,75 220 1,44

Tabul’ka 4.2: Optimálne nastavenie parametrov αmax, χ a relat́ıvny nárast E(F1) pre
vybrané časy

lynómy 3. stupňa a rovnakom nastaveńı αmax, pre αmax = −1 to bol 6 až 15-násobok.
V tomto zmysle bola zmena χ výrazneǰsia pre väčšie αmax. Dôsledkom toho je, že
pri αmax = −1 je parameter χ len 7 až 16-krát menš́ı ako pri najmenšom αmax
(a pŕıslušnom χ) ležiacom na tej istej izochrone. Menš́ı rozdiel vo vol’be χ a pri-
tom zachovanie rozdielu v koreňových vlastnostiach polynómov źıskaných pre rôzne
nastavenia ležiace na tej iste izochrone vysvetl’uje menš́ı rozdiel v kvalite źıskaných
polynómov za daný čas.

Vol’ba optimálnych parametrov už nie je taká jednoznačná, ako v pŕıpade poly-
nomiálnych párov stupňa (3,1). Už nemôžeme konštruovat’ χ-malé polynómy s ex-
trémne malým χ. Nieže by neexistovali, ale na ich nájdenie by sme potrebovali ovel’a
viac času. Aj ked’ výhoda vol’by menšieho χ pri väčšom αmax už nie je taká výrazná,
stále sa neoplat́ı volit’ ńızke αmax (αmax < −2). Optimálnou vol’bou je zvolit’ αmax
z intervalu [−2,−1] a k nemu určit’ χ tak, aby výpočet trval nami požadovanú dobu.

V Tabul’ke 4.2 sú uvedené optimálne body skonštruovaných izochrón pre vybrané
časy. Hodnota κ vyjadruje relat́ıvny nárast E(F1), t.j. podiel ohodnotenia polynómu
źıskaného pre daný čas (a parametre) a najlepšieho ohodnotenia źıskaného na izoch-
rone pre dobu výpočtu 20 sekúnd. Pri porovnańı s Tabul’kou 4.1 môžeme vidiet’,
že hodnota E(F1) s rastúcim časom stúpa pomaľsie ako pri polynomiálnych pároch
stupňa (3,1).

4.2.3 Polynomiálne páry stupňa (5,1)

Pri experimentoch s polynomiálnymi pármi stupňa (5,1) sme volili parameter αmax
z množiny {0;−0, 5;−1; . . . ;−3, 5}. Pri vol’be αmax = −4 a l’ubovol’nom χ presaho-

34



vala doba výpočtu hranicu desat’ hod́ın, preto sme takéto a nižšie nastavenia αmax
nebrali do úvahy.

Výpočty prebiehali na 130-ciferných č́ıslach. Faktorizovat’ č́ısla takejto vel’kosti je
náročná úloha. Fáze Hl’adanie polynómov sa venuje ovel’a viac výpočtového času ako
v predchádzajúcich pŕıpadoch. Preto sme konštruovali izochrony pre výrazne väčšie
časy, presneǰsie pre 1, 2, 3 a 4 hodiny. Z ilustrat́ıvnych dôvodov sme skonštruovali
izochrony aj pre 1, 20 a 40 minút. Na Obrázku 4.6 sú znázornené všetky izochrony.
Význam červených a zelených bodov je rovnaký ako v oddieloch 4.2.1 a 4.2.2.
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Obr. 4.6: Izochrony, 130-ciferné č́ısla

S výnimkou izochrony pre čas jedna minúta sa situácia výrazne zmenila. Najlepšie
polynómy boli nájdené pri vol’be αmax = −3, resp. pri αmax = −2, 5 pre čas dve
hodiny a najhoršie pri vol’be vysokého αmax. Rozdiel medzi polynómom s najvyšš́ım
a najnižš́ım ohodnoteńım nie je až taký vel’ký. Priemerná hodnota E(F1) v najlepšom
bode izochrony v porovnańı s priemernou hodnotou E(F1) v najhoršom bode je na
každej izochrone len o 7 % vyššia.

Pri generovańı polynómov piateho stupňa sme opät’ museli volit’ väčšie χ v po-
rovnańı s polynómami nižšieho stupňa. Pre porovnatel’né časy (1, 20 a 40 minút)
bola vol’ba χ pri nastaveńı αmax = −1 tri až pät’krát väčšie oproti nastaveniu s rov-
nakým αmax pri polynómoch štvrtého stupňa (pri 80-ciferných č́ıslach). Pre αmax =
−3 stúplo χ približne trojnásobne. Z tohto hl’adiska parameter χ opät’ nestúpol rov-
nomerne pre všetky αmax a na izochronách sa pomer najväčšieho a najmenšieho χ
zmenšil. Na každej zo skonštruovaných izochrón3 je χ pri vol’be αmax = −3 približne
7-krát väčšie ako pri αmax = 0.

Na druhej strane, rozdiel v koreňových vlastnostiach polynómov źıskaných pre
rôzne αmax sa takmer vôbec nezmenil. Totiž, pre pevné αmax sa hl’adanie polynómov

3s výnimkou izochrony pre čas 1 minúta, ktorá neobsahuje bod s αmax = −3
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s α(F1) < αmax pomocou Algoritmu 3.2 neskomplikuje pri zvýšeńı stupňa gene-
rovaných polynómov. Dokonca môžeme očakávat’ mierne zrýchlenie, ked’že pre po-
lynómy vyššieho stupňa môže α nadobúdat’ nižšie hodnoty. Poznamenajme, že prie-
merné hodnoty α klesli v porovnańı s polynómami štvrtého stupňa o šest’ desat́ın.
Obrázok 4.7 znázorňuje závislost’ α(F1) na αmax pre polynómy stupňa 5 a pre
ilustráciu aj pre polynómy tretieho a štvrtého stupňa.
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Obr. 4.7: αmax versus α, rôzne stupne polynómov

Zmena v rozložeńı najlepš́ıch a najhorš́ıch bodov izochrony je jednak spôsobená
zmenou vo vol’be χ. Zároveň je zapŕıčinená faktom, že náročnost’ hl’adania polynómov
s nadpriemernými koreňovými vlastnost’ami (v Algoritme 3.2) nerastie so zvyšujúcim
sa stupňom generovaných polynómov. Pre polynómy piateho stupňa sa už oplat́ı viac
zamerat’ na koreňové vlastnosti. To ale neznamená, že máme volit’ parameter αmax
najmenš́ı možný. Pri vol’be αmax = −3, 5 sa kvalita polynómov zhoršila v porovnańı
s αmax = −3. Dôvodom je, že pri takom nastaveńı sme museli volit’ χ približne 2-krát
väčšie ako pre αmax = −3 (pri zachovańı doby výpočtu).

Obrázok 4.8 znázorňuje ohodnotenie polynómu źıskaného pre rôzne αmax na
izochrone pre čas tri hodiny. Hodnota κ (zvislá os) je podielom E(F1) pre dané αmax
a najnižšieho ohodnotenia źıskaného na tejto izochrone. E(F1) sa správa podobne
aj na ostatných izochronách. Ako vid́ıme, najkvalitneǰsie polynómy sme źıskali pri
nastaveniach αmax = −3 a −2, 5. Rozdiel medzi nimi je minimálny.

Z experimentov vyplýva, že αmax by sme mali vyberat’ z intervalu [−3;−2, 5]
a k nemu volit’ vhodné χ, aby výpočet trval nami požadovanú dobu. Na Obrázku 4.9
sú zakreslené najlepšie ohodnotenia źıskané pre skonštruované izochrony. Tieto sú po-
rovnané vzhl’adom k najvyššiemu ohodnoteniu źıskanému na izochrone pre čas 1 mi-
núta. Obrázok 4.9 teda ukazuje, akú zmenu v kvalite polynómov môžeme očakávat’

pri optimálnom nastaveńı αmax, χ pre daný čas výpočtu oproti času 1 minúta.
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Obr. 4.8: Relat́ıvny nárast E(F1) na izochrone pre čas 3 hodiny
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Obr. 4.9: Relat́ıvny nárast E(F1) pri optimálnom nastaveńı αmax a χ, 130-ciferné
č́ısla

Tabul’ka 4.3 obsahuje
”
najlepšie“ body vybraných izochrón a relat́ıvny nárast

hodnoty E(F1) voči najvyššiemu ohodnoteniu źıskanému na izochrone pre čas jedna
minúta.

4.2.4 Parameter K

V tomto oddiele budeme skúmat’ závislost’ výpočtového času a kvality výsledných
polynómov na počte kandidátov postupujúcich do druhej fázy (parameter K) Algo-
ritmu 3.2 pri konštantnom nastaveńı αmax a χ.

Pri experimente vykonanom pre desat’ 80-ciferných č́ısel sme konštruovali po-
lynómy štvrtého stupňa. Algoritmus 3.2 sme spustili s parametrami αmax = −1, 5
a χ = 1/90. Parameter K sme vyberali z intervalu [1,800].
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čas αmax 1/χ κ
(hod)

1/60 -1,5 32 1,00

1/3 -3,0 15 1,11

1 -3,0 20 1,16

4 -3,0 28 1,23

Tabul’ka 4.3: Optimálne nastavenie parametrov αmax, χ a relat́ıvny nárast E(F1) pre
vybrané časy, 130-ciferné č́ısla

Podl’a očakávańı, so zvyšujúcim sa K doba výpočtu rastie lineárne (v závislosti
na K). Kvalita výsledku tiež pri väčšom K vzrástla. Na Obrázku 4.10 je znázornený
relat́ıvny nárast E(F1) pri vyššie spomı́nanom experimente. Hodnota κ je podie-
lom priemerného ohodnotenia polynómov źıskaných pre aktuálne K a priemerného
ohodnotenia polynómov źıskaných pre K = 100.
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Obr. 4.10: Relat́ıvny nárast E(F1) pri náraste K

Dôvodom nárastu je fakt, že pri zvýšeńı K prehl’adáme väčš́ı priestor polynómov
a v druhej fáze algoritmu vyberáme výsledný polynóm z väčšej množiny. Tým pádom
sa zvýši šanca, že naraźıme na kvalitneǰsie polynómy.

Na Obrázku 4.11 sú znázornené priemerné hodnoty α(F1) výsledných polynómov.
Ako vid́ıme, priemerná hodnota α(F1) klesá až po K = 400. Pre K = 600 a 800 už
hodnota stúpla. Rozdiel medzi α(F1) pri K = 800 a K = 100 je približne iba šest’
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stot́ın, napriek tomu kvalita polynómov v porovnańı s K = 100 vzrástla až o 14 %.
To poukazuje na fakt, že pri zvýšeńı K nájdeme aj polynómy s menš́ımi koeficientami
a že pri výbere v druhej fáze algoritmu pre K = 600 a 800 bol v priemernom pŕıpade
uprednostnený śıce polynóm s horš́ımi koreňovými vlastnost’ami, ale s menš́ımi ko-
eficientami.
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Obr. 4.11: α versus K
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Kapitola 5

Záver

Pri experimentoch s generovańım neskosených polynómov (Algoritmus 3.2) sme skú-
mali výsledky pre rôzne nastavenia parametrov algoritmu. Najskôr sme skúmali
závislost’ kvality výsledku na parametroch αmax a χ pre pevne nastavené K = 100.
Potom sme sa zamerali na zmenu v kvalite výsledných polynómov pri meniacom
sa K a pevne zvolenom αmax, χ.

Optimálne nastavenie αmax a χ.

Pre polynomiálne páry stupňa (3,1) sa ukázala ako najlepšia kombinácia vol’ba naj-
menšieho možného χ a konštruované polynómy vôbec neselektovat’ na základe ich
koreňových vlastnost́ı (to odpovedá nastaveniu parametru αmax = 0).

Situácia sa mierne zmenila pre polynomiálne páry stupňa (4,1). Nájdenie χ-
malého polynómu (pre pevne zvolené χ) je už náročneǰsie. Dôsledkom toho je, že
si nemôžeme dovolit’ extrémne ńızke nastavenie parametru χ ako v pŕıpade poly-
nomiálnych párov stupňa (3,1). Na druhej strane, hl’adanie polynómov s kvalitnými
koreňovými vlastnost’ami sa zvýšeńım stupňa polynómov nijak neskomplikovalo.
Optimálne nastavenie parametrov už nie je také jednoznačné. Najlepšie výsledky
sme dosahovali pri vol’be αmax z intervalu [−2,−1] a k nemu pŕıslušnému χ (tak, aby
výpočet trval nami požadovanú dobu).

Pri zvýšeńı stupňa polynomiálnych párov na (5,1) sa už viac oplatilo zamerat’ sa
na hl’adanie polynómov s výnimočne dobrými koreňovými vlastnost’ami. Hl’adanie χ-
malých polynómov sa opät’ skomplikovalo, kvôli čomu sme znovu museli volit’ vyššie
nastavenia parametru χ. Optimálnou vol’bou sa tentokrát ukázalo volit’ αmax z in-
tervalu [−3;−2, 5] a k nemu pŕıslušné χ.
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Parameter K

Pri experimentoch s meniacim sa parametromK sa ukázalo, že výpočtová doba záviśı
na K lineárne. Kvalita výsledku tiež rastie, ale ovel’a pomaľsie. Pri osemnásobnom
zvýšeńı z K = 100 na K = 800 vzrástla v priemere len o 14 %.

Nedostatky

Pre generovanie polynómov v prvej fáze NFS existuje algoritmus na konštrukciu kva-
litneǰśıch polynómov, tzv. skosených polynómov (spomenuté v Oddiele 3.3). Výsledky
a doba výpočtu tohto algoritmu taktiež závisia od nastaveńı jeho vnútorných para-
metrov. Na hl’adanie optimálnych nastaveńı pre tento algoritmus nám nezvýšil čas.
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