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Kapitola 1
Uvod

Problém faktorizacie ¢isla, t.j. jeho rozkladu na sicin prvocisel, je stary, napriek tomu
dodnes uspokojivo nevyrieseny, matematicky problém. Jeho vyrieSenie by okrem vyz-
namného pokroku na poli matematickej tedrie sposobilo obrovsky prielom v oblasti
sifrovanej komunikdcie. Bezpecnost RSA, v sti¢asnosti najpouZivanejsej asymetrickej
Sifry, je totiz zalozend na nemoznosti faktorizovat prilis velké ¢islo (rdédovo niekolko
sto ciferné) v prijatelnom case.

N4jst prvociselny rozklad nie je rovnako obtiazny problém pre kazdé éfslo. Pre
niektoré éfsla to moze byt jednoduchsia tloha, pre iné naopak omnoho komplikova-
nejsia. Faktorizacné algoritmy sa preto delia do dvoch hlavnych kategorii. Do prvej
spadaju tie, ktoré su vhodné pre ¢isla Specidlneho tvaru. Doba ich vypoctu vécsinou
vyznamne zavisi na velkosti delitela daného ¢isla. Do druhej kategérie patria al-
goritmy uréené na faktorizaciu lubovolného éfsla. Ich doba vypoctu zéavisi len na
velkosti faktorizovaného &fsla.

Vyznamny pokrok v algoritmoch z druhej kategorie nastal v 2. polovici 20. storo-
¢ia. Najskor sa v roku 1975 objavil algoritmus CFRAC ( Continued fraction method)
vyvinuty matematikmi M. A. Morrisonom a J. Brillhartom.! Ten bol schopny v pri-
jatelnom case faktorizovat 50-ciferné ¢isla. V roku 1981 predstavil C. Pomerance
algoritmus Kvadratické sito?, ktory po istych vylepseniach dokéze faktorizovat viac
ako 100-ciferné c¢isla. Nakoniec v roku 1988 J. Pollard vyvinul Special number field
sieve, ktoré bolo neskor zovieobecnené na Ciselne teoretické sito® (NFS), v sticasnosti
najrychlejsi faktorizacny algoritmus pre ¢isla radu (pocet cifier) 130 a viac.

Pre ilustrdciu velkosti pokroku, v roku 1977 R. Rivest uverejnil odhad, podla

!Jeho myslienka bola predstavens uz v roku 1931 D. H. Lehmerom a R. E. Powersom.
2z angl. Quadratic sieve
37 angl. Number field sieve niekedy oznacovaného ako General number field sieve



ktorého by faktorizacia 125-ciferného ¢isla na pocitaci trvala 40- 10 rokov. To vsetko
za predpokladu, ze by pocita¢ vykonaval modularne nasobenie behom jednej nano-
sekundy [8]. Uz v 1994 sa ale podarilo pomocou Kvadratického sita rozlozit na stcin
prvocisel 129-ciferné éislo.* V stcasnosti je drzitelom faktorizaéného rekordu algo-
ritmus NFS, pomocou ktorého bol v 2005 néjdeny prvociselny rozklad 200-ciferného
¢isla [9].

Této praca sa zaoberd prave Ciselne teoretickym sitom. V Kapitole 2 popiseme
hlavni myslienku tohto algoritmu. V 3. kapitole sa budeme podrobnejsie venovat jeho
prvej faze, hladaniu vhodnych polynémov a jej vplyvu na dalsi priebeh algoritmu.
Na zaver v Kapitole 4 pomocou experimentov odvodime pre ¢isla v urc¢itom rozsahu
optimélne nastavenie konstant ovplyvnujuicich vysledok prvej fazy.

Na zaver sa kratko venujme terminoldgii pojmu Number Field Sieve, ktoru bu-
deme pouzivat v tejto praci. Slovensky ekvivalent pre NFS je Sito ¢iselngjch poli alebo
Vieobecné sito éiselngjch poli (General Number Field Sieve, GNFS). Tieto preklady
nie st ale na Slovensku plne udomdcnené a zvykni sa pouzivat aj povodné anglické
nazvy alebo skratky (NFS, resp. GNFS). Cesky ekvivalent pre NFS je Ciselné te-
oretické sito. V tejto praci budeme pouzivat slovensky preklad ¢eského pojmu, t.j.
Ciselne teoretické sito alebo anglickd skratku NFS.

4Cely vypocet trval viac ako 6 mesiacov na 1600 poéitacoch.
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Kapitola 2

Algoritmus Ciselne teoretické sito

2.1 Zakladna myslienka

Uz v 17. storod¢i francizsky matematik Pierre de Fermat navrhol stratégiu, akou by
bolo mozné faktorizovat ¢islo N. Jeho myslienka bola jednoduchd. Ak néjdeme dve
prirodzené cisla x,y také, ze

N = 2% — o2, (2.1)

potom x 4+ y a x — y su delitele N. Aby sme sa vyhli trividlnemu vysledku, t.j.
r+y=Nax—y=1 musi byt x # (N +1)/2ay# (N —1)/2. Takdto dvojica
x,y existuje pre kazdé N, ktoré sa d4 napisat ako siicin dvoch parnych alebo dvoch
neparnych ¢isel. Ak totiz N = pq (p, q st bud obidve parne alebo obidve nepérne),

potom
2 2
p+q p—q\ _(pr+q p—q\(p+a p—q\ _
— ) - | — ] = + — = N.
2 2 2 2 2 2
Tym Fermat previedol tilohu faktorizdcie ¢fsla N na tilohu hladania reprezentdcie N
ako rozdielu druhych mocnin dvoch prirodzenych ¢isel. Pre N velké je ale aj tdto
tiloha velmi obtiaznym problémom.
S vylepsenim Fermatovej myslienky prisiel Kraitchik v prvej polovici 20. storocia.

Oslabil podmienku (2.1) tym, ze od x,y pozadoval, aby splnali ,iba“ kongruenciu
tvaru

=y (mod N). (2.2)

Kongruencii (2.2) sa niekedy hovori Legendreova kongruencia. Ak pre x,y spiﬁajﬁ—
ce (2.2) naviac plati 1 < NSD(z 4y, N) < N alebo 1 < NSD(z —y, N) < N, nasli



sme netrividlneho delitela ¢isla N. Nie je tazké ukazat, Ze takdto situdcia nastdva
aspon pre polovicu zo vSetkych rieseni (2.2).

Zatialto mnozina rieSeni rovnice (2.1) je konecnd, Legendreova kongruencia ma
nekonecne vela rieseni, teda aj nekonecne vela rieeni ddvajucich netrividlny rozklad
¢isla N. To nam ddva Sancu, Ze hladanie takychto dvojic bude lahsie.

Na principe hladania dvojic (z,y) splnajicich (2.2) si zalozené mnohé moderné
faktorizacné metddy. Spomedzi nich uvedme napriklad uz v ivode spominané CF-
RAC, Kvadratické sito a Ciselne teoretické sito. Spomenuté algoritmy sa od seba lisia
metédou, akou sa hladaji riesenia kongruencie (2.2). Ich struény popis mozeme néjst
napriklad v [7]. Vo zvysku kapitoly sa budeme venovat len NFS a vysvetlime princip,
ako tento algoritmus funguje. Pre hlbsie stidium tohto algoritmu odporicame [4].

2.2 Algoritmus NFS

Ciselne teoretické sito patrf v sicasnosti medzi najkomplikovanejsie faktorizaéné al-
goritmy. Vyuziva netrivialnu algebraicku teoériu ¢isel. Skor nez sa ale pustime do po-
pisu tohto algoritmu, ukdZeme si jednoduchy princip ako skonstruovat druhii moc-
ninu nejakého prirodzeného cisla z tzv. hladkych prirodzenych cisel. Tento postup
neskor vyuzijeme v NFS.

2.2.1 Konstrukcia druhej mocniny prirodzeného cisla z hlad-
kych prirodzenych cisel

Definicia 2.1. Nech n, B su prirodzené cisla. Povieme, Ze n je B-hladké, ak kaZdé
prvocislo p, ktoré deli n, je mensie ako B. Cislo B sa nazyva hranica hladkosti. Ak
hodnota B je abstraktnd, hovorime o hladkych prirodzenych cislach.

Predpokladajme, ze mame dant mnozinu B-hladkych ¢isel, ozna¢me ich n;,i =
1,...,m, kde m je pocet prvkov danej mnoziny. Nech dalej m > w(B) (pocet
prvocisel mensich ako B). Potom

n; =pyte... 'pf:("g;), pre vhodné e;; > 0,5 =1,...,m(B),
kde p1,...,px(p) su vSetky prvocisla mensie ako B. Nasou tlohou je teraz vybrat
také ¢isla n,,, ktorych sicin bude druhou mocninou nejakého prirodzeného éisla.
Inak povedané, chceme ndjst bindrny vektor (ay,...,a,,) taky, ze

m m m

an = plE e 'pwz(g)l T = 12 pre nejaké [ € N.

i=1



To nastdva prave vtedy, ked st vSetky exponenty danych prvocisel p; parne. Tym
sa problém zredukoval na hladanie rieSenia sistavy linedrnych rovnic nad Z,

ay e +ageq + ...+ anen = 0 (2.3)

aj €1x(B) + G2 €2x(B) + ... + A €pn(y = 0.
V maticovom zépise dostavame

e1; mod 2 eopymod?2 ... ep,pmod2 |0

e1x(B) Mod 2 egrpymod 2 ... eprp mod2 |0

Na néjdenie rieSenia sustavy (2.3) pouzijeme vhodni metédu. Predpoklad m > 7(B)
zarucCuje existenciu netrividlneho rieSenia, teda aj netrividlneho vyberu éisel n,,,
ktorych suc¢in je druhou mocninou nejakého prirodzeného cisla.

V nasledujicom oddiele uvidime, k ¢omu je vhodna takato konstrukcia v NFS.
Na zaver este dodajme, ze pri aplikécii v algoritme NF'S je spominana matica riedka a
obrovskych rozmerov. Preto sa pri rieseni danej ulohy vyuziva blokovy Wiederman-
nov alebo blokovy Lanczosov algoritmus. Pomocou nich neziskame bazu priestoru
vSetkych rieseni, ale iba urcity pocet vektorov z priestoru vsetkych rieseni.

2.2.2 Hlavna myslienka NFS

Nech fi(z), fo(z) € Z[z] st ireducibilné polynémy nad @, ktoré maju spoloény koren
m € Z modulo N t.j.

fi(m) = fo(m) =0 (mod N).
Nech d'alej 6; je komplexny koreni polynému f;, i = 1,2. Definujme polynémy
Fi(a,b) == b¥Sif (a/b),i=1,2
a okruhové homomorfizmy ¢; : Z[0;] — Zy predpisom
w;:a+bd;— a+bmmod N, prea,beZ,i=1,2.

Predpokladajme, Ze K je mnozina dvojic (a,b), kde a,b € Z st nestdelitelné a plati

H (a — bb;) = 37 pre nejaké 3; € Z[0;],i = 1,2.

(a,b)eK



Potom

pi(B)? =i (8) = ] wita=t0)= J[ (a—bm) (mod N),

(a,b)eK (ab)eK

pre i = 1,2, z ¢oho dostdvame ¢1(51)? = 2(52)? (mod N). Otdzkou ostéva, ako
néjst mnozinu K.

D4 sa dokdzat (pre pevne zvolené i), ak je

II Fab)

(a,b)eM

druhou mocninou prirodzeného ¢éfsla pre M mnozinu nestdelitelnych dvojic (a,b),
potom s vysokou pravdepodobnostou je aj

H (a — bb;) = ~v? pre nejaké v; € Q(6) (2.4)

(a,b)eM

Dokaz vid napr. v [5]. Poznamenajme, Ze prave uvedené tvrdenie je v skutocnosti
omnoho komplikovanejsie a my sme vyslovili len jeho hlavni myslienku, za ktorou
je skryta komplikovana algebraicka tedria ¢isel.

Mnozinu K budeme teda konstruovat z hladkych hodndt polynémov Fj. Ak
najdeme dostatoény pocet nestdelitelnych dvojic (a, b), pre ktoré su F(a, b) a Fy(a, b)
B-hladké (pre predom zvolené B), potom pomocou jednoduchého rozsirenia algo-
ritmu z Oddielu 2.2.1 zostrojime K tak, aby [], ,cx Fi(a,b) bol druhou mocninou
prirodzeného ¢isla pre ¢ = 1,2. Nech teraz plati (2.4) pre ¢ = 1,2 a zaroven pre
nejaké ¢ € Z je ¢y € Z[6] a ¢yo € Z[s]. Nie je tazké si rozmysliet, ze potom uz

%01(0’71)2 = 902(072)2 (mod N).

Pokial pre ndjdené K neplati (2.4), pouzijeme ind vhodnd mnozinu K’. Td zo-
strojime z d'alsieho riesenia ststavy (2.3) (vid Oddiel 2.2.1). Postup opakujeme,
kym nedosiahneme platnost (2.4). Pravdepodobnost najdenia vhodnej mnoziny K
sa s rasticim poc¢tom opakovani vyssie na¢rtnutého postupu rychlo blizi k 1.

Ukézali sme, ako konstruovat riesenia x, y Legendreovej kongruencie. Ak najdené
x,y ndm daju trividlny rozklad N, opét sa pokisime néjst tym istym sposobom
ini mnozinu K spfﬁajﬁcu (2.4). Aj tu plati, ze pravdepodobnost néjdenia vhodnej
dvojice x,y sa rychlo blizi k 1 s rasticim poctom opakovani postupu.
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2.2.3 Algoritmus

V predchadzajiucom oddiele sme predviedli, ako NFS konstruuje riesenia Legendre-
ovej kongruencie. Na zdklade toho mozeme algoritmus NFS rozdelit na 4 hlavné
casti:

1. Hladanie polynémov (Polynomial Selection): Najdenie vhodnych iredu-
cibilnych polynémov fi(z), fa(x) € Z[z], ktoré maju spoloény korein modulo N.

2. Presievanie (Sieving): Hladanie nestdelitelnych dvojic a,b € Z, pre ktoré
st Fi(a,b) a Fy(a,b) B-hladké (pre vhodne zvolent hranicu B).!

3. Redukcia matice (Matriz Reduction): Zostrojenie matice podobne ako
v Oddiele 2.2.1, najdenie viacerych rieseni prislusnej homogénnej sistavy line-
arnych rovnic a zostrojenie pozadovanej mnoziny K.

4. Odmocnovanie (Square Root): Pre dané +? ndjst v; € Q[6;].

Poznamenajme este, ze vo faze Presievanie prebicha hladanie dvojic (a, b) len cez
vhodne zvolenti S C Z x N. MnozZine S sa hovori presievacia oblast.

Casovo najnaroénejsia je 2. ¢ast. Pre &isla vysokého radu potrebujeme totiz ,naz-
bierat“ az niekolko miliénov vhodnych dvojic (a,b). Z toho vyplyva, ze aj matica,
s ktorou sa pracuje v 3. ¢asti, méze mat miliény riadkov a stipcov a nebude jedno-
duché najst pozadované riesenia. Ani 4. ¢ast nie je trividlna. Napriek tomu si pre
tieto ¢asti vyvinuté velmi dobré algoritmy. Vyrazné zrychlenie NFS mozeme docielit
vhodnou volbou polynémov v 1. faze. Potrebujeme, aby polynémy F; ,casto“ na-
dobtidali hladké hodnoty. Tym by sme mohli vyrazne zrychlit 2. cast a teda aj cely
algoritmus.

Volba polynémov je v sticasnosti hlavny otvoreny problém algoritmu NFS. Nie je
totiz problém najst polynémy fi, fo popisané v Oddiele 2.2.2, tych je vela. Problém
je urcit, ktoré z nich si pre nés ,,dobré“, vediet ako ich konstruovat a potom vybrat
z nich tie ,najlepsie“. Tejto faze sa budeme podrobnejsie venovat v nasledujiicej
kapitole. Definujeme, ¢o je dobry polyném, a popiSeme algoritmus na konstruovanie
dobrych polynémov.

Zlozitost algoritmu

Venujme sa na zaver tohto oddielu a celej kapitoly strucne otézke zlozitosti algo-
ritmu NFS. Ako sme uz spomenuli vyssie, dominantnou ¢astou NFS je presievanie.

IPre ilustraciu, napr. pre éisla radu 100 je B ~ 10° a pre &isla rddu 140 je B ~ 108.
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Preto sa pri tivahach o zloZitosti vii¢S§inou analyzuje iba narocnost fazy Presieva-
nie. T4 sa optimalizuje vhodnou volbou stupiiov polynémov fi, fo, d'alej vhodnou
volbou B a presievacej oblasti.

Pre ucely odhadu asymptotickej zlozitosti presievania sa definuje funkcia

L{z;v,w] := exp [(w+ o(1))(log z)"(loglog z)'~*] ,v,w € (0, 1).

Optimélnou volbou vyssie spominanych parametrov sa docieli asymptoticka zlozitost
presievania (a teda aj celého algoritmu NFS) rovnd L[N;1/3,(64/9)/3] (pozri [2]
alebo [5]). Teda Ciselne teoretické sito ma subexponencialnu zlozitost v zévislosti na
dizke faktorizovaného éfsla N.

Zatialto pri analyze asymptotickej zlozitosti NFS sa funkcia L objavuje s para-
metrom v = 1/3, ostatné v sticasnosti zname algoritmy dosahuji prinajlepsom v =
1/2 (napr. Kvadratické sito). Preto Ciselne teoretické sito v sticasnosti poraza vietky
ostatné faktorizacné algoritmy.
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Kapitola 3

Generovanie polynémov v Ciselne
teoretickom site

V tejto kapitole sa budeme podrobnejsie venovat prvej faze algoritmu NFS a to
generovaniu polynémov fi, fo. Pripomenme, ze polynémy fi, fo su celociselné, ire-
ducibilné nad Q a maju spolo¢ny koren modulo N, kde N je ¢islo, ktoré chceme
faktorizovat. V Oddiele 3.1 stru¢ne popiSeme jeden z algoritmov na ich konstrukeiu,
tzv. base-m metodu.

Pre jednoduchost vyjadrovania budeme dvojicu vyssie spomenutych polynémov
(f1, f2) niekedy oznacovat ako polynomidlny pdr a pod pojmom stupen polynomidl-
neho pdru budeme rozumiet dvojicu (deg f1,deg fs).

7 analyzy zlozitosti Ciselne teoretického sita vyplynula pre polynomidlny par
(f1, f2) podmienka na (deg f,deg f>) (vid Oddiel 2.2.3). MnoZina takychto poly-
nomidlnych pdrov je ale stale dost Sirokd. Lubovolny vyber z tejto mnoziny (aj
ten najlepsi) nemé sice vyznamny vplyv na asymptoticki zlozitost NFS, v praxi
viak moze podstatne ovplyvnit dobu trvania presievacej fazy a teda aj dobu celého
vypoétu (faktorizacie ¢isla N). Inak povedané, ak by sme pre presievanie zvolili ,,nad-
priemerné® polynémy, vyrazne tym urychlime faktorizaciu N. V Oddiele 3.2 sa preto
budeme venovat vlastnostiam polynémov, ktoré st pre NFS podstatné a popiseme
metodu kvantifikdcie ich ,kvality“. Nakoniec v Oddiele 3.3 popiseme algoritmus na
konstrukciu nadpriemernych polynémov.

3.1 Konstrukcia polynomialnych parov

Existuje viacero algoritmov na konstrukciu polynomialnych parov (f1, f2). Lisia sa
od seba najmé tym, akého stupna polynomidlne pary vytvaraji. Jednym z tychto
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algoritmov je base-m metéda, ktorej vysledkom je polynomidlny par stupna (d, 1)
pre Tubovolné predom zvolené d.

Base-m metdda
(m)

Nech d > 1 je pevné. Zvolme m ~ NY@*D a oznacme a;"”, i = 0,...,d koeficienty

reprezentacie N v sustave so zakladom m, t.j.

Polynémy fi, fo sa definuju nasledovne

d
fi(z) = Zagm)xi , fa(z) :=x —m.
i=0
Koeficienty agm), i=0,...,d—1, mdzeme eSte zmensit nasledujicou transformdciou.
Ak je a; > [m/2], potom
a; — a; — M, Qi1 > Qg + 1.

Polynému f; sa niekedy hovori base-m reprezentaicia c¢isla N.

7 konstrukcie vyplyva, ze m = O(NY(@+1) a tiez az(-m) = O(NY(@+1)), Pozname-
najme este, ze namiesto reprezenticie ¢éfsla N mozeme volif reprezentaciu kN pre
nejaké malé k € Z.

Dalsou technikou na konstrukciu (f1, f2) je Montgomeryho dva-kvadratickd metd-
da, ktora produkuje polynomidlny pér stupiia (2,2). Tato metdda sa d4 zovseobecnit
aj na stupne (d,d) pre d > 3, tu uz ale vznikajui problémy, ktoré stazuji pouZitie
tohto zovSeobecnenia v praxi. Vo vSeobecnosti je konstrukcia polynomialnych parov
otvoreny problém. Nie je znamy algoritmus, ktory by produkoval kvalitné poly-

nomidlne pary lubovolného stupiia.

3.2 Kvantifikacia kvality polynémov

Z hladiska NFS st polynémy F, F, tym lepsie, ¢im viac hladkych hodndt nadobiidaji
v presievacej oblasti. Pripomenme, ze Fi, F3 st definované nasledovne

Fy(z,y) == y* fia/y), i =1,2.
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Na pojem kvalita polyndmu sa teda moZeme pozerat ako na pocet B-hladkych
hodnot, ktoré polyném nadobida na danej mnozine pre dané B. Otazkou ostava,
¢o ovplyvinuje tuto kvalitu.

Vlastnosti, ktoré vyznamne ovplyvinuju vyskyt B-hladkych hodnot a tym aj kva-
litu polynému F(x,y):

e velkost hodnédt |F(x,y)| nadobtidanych na presievacej oblasti; intuitivne je

jasné, ze ¢im je r € N vicsie, tym sa jeho Sanca byt B-hladkym zmensuje

e pocet korenov F'(x,y) modulo p pre prvocisla p, tzv. koreriové vlastnosti; v na-
sledujticich oddieloch ukdZeme, ak F' mé vela koreiov modulo malé p, pravde-
podobnost, Ze F' nadobiida B-hladké hodnoty sa zvysi.

Podrobnejsie sa budeme venovat tymto vlastnostiam a kvantifikdcii ich vplyvu na
kvalitu polynému v oddieloch 3.2.2 a 3.2.3. V Oddiele 3.2.1 stru¢ne rozoberieme
Dickmanovu funkciu, ktora sluzi k odhadu pravdepodobnosti, ze je ndhodné cislo
B-hladké.

3.2.1 Dickmanova funkcia
Pre r, B € N polozme
Y(r,B) = |{n € N|n <r, nje B-hladké}|.

Definujme pre u € R, u > 0

o) = Tim 27

T—00 r

su > 1,

p(u) =1 pre 0 < u < 1. Funkcia p sa nazyva Dickmanova funkcia. Pre d'alsie ucely
sa nam hodi este nasledujica definicia.

Definicia 3.1. Ndahodnd hodnota i, je prirodzené cislo vybrané uniformne ndhodne
z mnoziny {i e N|1 <i<r}.

Vyraz ¢ (v,v"*) /v je pravdepodobnost, Ze nahodna hodnota i, je v'/“-hladka.
Hodnota p(u) je teda asymptotickd pravdepodobnost, ze najvicsi prvociselny delitel
i, je nanajvys v'/*. Alebo p(u) je asymptotickd pravdepodobnost, Ze i, je B-hladké
pre u = (logv)/log B.

Vlastnosti Dickmanovej funkcie st velmi dobre preskiimané [6]. Nam bude stacit
platnost nasledujiiceho vztahu

)= g+ T o ()
wr, ) =rp(u) + logr +0 logr )’
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kde v je Eulerova konstanta (vid [3]). Ak P(r, B) oznacuje pravdepodobnost, ze
ndhodn4 hodnota 4, je B-hladkd, potom z predchddzajiceho vztahu dostédvame

(1 =9)p(u—1) logr

P(r,B) ~ =
(r.B) % plu) + - FE prew

(3.1)

Na vy¢cislenie Dickmanovej funkcie existuje efektivna metéda [1]. To ndm umoznuje
pouzivat vztfah (3.1) v praxi.

3.2.2 Vplyv velkosti polynomiilnych hodnét na kvalitu

Velkost hodnét polynémov Fi, Fy sa berie do tivahy uz pri optimalizacii zloZitosti
NFS. Intuitivne je jasné, a zo vztahu (3.1) aj vyplyva, ze pravdepodobnost i, byt
B-hladkou s rasticim r klesi. Preto potrebujeme zaistit, aby hodnoty polynémov
F, F5 boli na presievacej oblasti ¢o najmensie.

V tomto oddiele sa obmedzime iba na polynémy ziskané base-m metodou. Teda
budeme uvazovat polynomidlne péary (fi, f2) stupiia (d,1). Definujme nasledujiici
pojem.

Definicia 3.2. Base-m polyndm fi je x-maly, ak max{|a;|/m} < x, kde m je koren
f1 modulo N

Odhadnime velkost hodnot, ktoré nadobtida Fy. Nech U je horna medza |a|, b pre
(a,b) z presievacej oblasti. Potom

d
|Fi(a,b)] <) |aa'b*™"| < (d+ 1)xmU*.

1=0

Je teda jasné, Ze z hladiska velkosti polynomidlnych hodnot je lepsi ten polyném,
ktory ma mensie koeficienty. Pre ilustréciu, pre dostatoéne velké N nie je problém
najst base-m polyném s x =~ 1/300. Hodnoty polynému F, nemusime uvazovat,
pretoze |Fy| < |Fi| na presievacej oblasti.

Venujme sa teraz volbe stupiia d. Ako sme spomenuli v zdvere Oddielu 2.2.3,
volba d sa optimalizuje za t¢elom minimalizovat zlozZitost NFS. Pre N v rozsahu,
ktory nés zaujima a za predpokladu, ze pracujeme s base-m polynémami, st opti-
mélne hodnoty d uvedené v Tabulke 3.1 (pre odvodenie pozri [5]). Poznamenajme,
ze pre Cisla dfiky do 110 cifier je Montgomeryho dva-kvadratickd metéda zrejme
vyhodnejsia. Takisto polynomidlne pary stupna (4,2) by mohli byt lepsie pre ¢isla
v rozsahu 120-220 cifier. Na vytvaranie dobrych polynomialnych parov takéhoto
stupiia ale zatial nie je zndmy algoritmus.
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Pocet cifier N d

80-120 4
120-220 >
220-300 6

Tabulka 3.1: Optimélna volba d

3.2.3 Vplyv korenovych vlastnosti

V tomto oddiele popiseme model kvantifikacie korenovych vlastnosti vyvinuty Murp-
hym v [5], tzv. model typickej F-hodnoty. Hlavnou myslienkou modelu je porovnat
priemernu p-valuaciu hodnot nadobudanych polynémom k priemernej p-valuacii pri-
rodzenych cisel. Pripomenme, ze p-valuacia cisla r je exponent najvicsej mocniny
prvocisla p, ktord deli r. Budeme ju znacit v,(r). Pod pojmom f-hodnota pre po-
lyném f budeme rozumiet hodnotu f v Iubovolnom celo¢iselnom bode.

Hodnoty polynému sa nespravaju ako nahodné cisla. Ak mé polynom f viac
roznych korenov modulo p, pravdepodobnost, Zze ndhodne vybrand f-hodnota je de-
litelnd p, sa zvysi. Naopak, ak f nemd ani jeden korei modulo p, potom Ziadna
f-hodnota nie je delitelna p.

Aby sme mohli poé¢itat rozdiel medzi priemernou p-valudciou f-hodnot a priro-
dzenych c¢isel, zavedieme nasledujici pojem:

Definicia 3.3. Nech S C N a p je prvocislo. Potom cont,(S) bude oznacovat prie-
mernt hodnotu v,(r) pre r prebiehajice mnozinu S. Ak S je mnozina vsetkych g-
hodndt polyndmu g, hovorime o cont,(g).

Napriklad pre koneéntt mnozinu S je

Y5 (1)

cont,y(S) = 9]

Spocitajme cont,(N). V mnozine prirodzenych ¢isel je kazdé p-té ¢islo delitelné
¢islom p, kazdé p?-hé éislo delitelné p?, atd. Cislo delitelné p? uZ raz bolo zapoéitané
medzi éfslami delitelnymi p, podobne pre vyssie mocniny, preto

1

1
cont,(N) = Z —=—
=P p-1
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Zamerajme sa teraz na cont, pre mnozinu polynomialnych hodnot. Nasledujuci
sposob vypocétu nemozeme uplatnit pre vSetky prvocisla, presnejsie nemozeme ho
pouzit pre p, ktoré deli [Zg : Z[0]], kde 6 je komplexny koren f.

Spocitajme najskor cont,(f). Ak f ma jeden koren modulo p, potom kazda p-td
f-hodnota je delitelnd p, ked'ze

f(z) = f(zmod p) (mod p).

Pre kazdé k > 2 odpoved4 tento koreni prave jednému korefiu f modulo p* (Henselova
lema). Teda kazd4 p*-ta4 f-hodnota je delitelnd p*. Tym dostdvame tivahu totozni
s Gvahou vyssie, ¢ize cont,(f) = cont,(N). Ak f mé g, roznych korenov modulo p,
potom nie je fazké si rozmysliet, Ze

dp

t(f) = —2—.
cont,(f) P

Pre polyném F(z,y) = y%97 f(x/y) je situdcia trochu komplikovanejsia. Dvojica
(a,b) je korenom F' mod p, ak a/b (uvazované v Z,) je koreiiom F(z,1) = f(x). Dalsie
korene, tzv. projektivne korene, vznikaju ak p deli b a veduci koeficient f. Nech g, je
pocet korenov f mod p, popripade zvysené o 1, ak p deli vedici koeficient f. Potom
(vid' [5])

p
t,(F) = q———. 2
cont,(F) qpp2 —3 (3.2)

Pre prvocisla p, pre ktoré nemozeme vyuzit vyssie uvedené vztahy, sa odhad cont,,
robi jednoduchym vyéislenim polynému f na dostatocéne velkej mnozine S; C Z.

Fotom s, ()
cont,(f) ~ xesi;ﬁ ) (3.3)

Podobne pre polyném F

v, (F(x,

pre dostatoéne velkd Sy C Z x Z.

Po zavedeni pojmu cont, a jeho spocitani (resp. odhadnuti) v specidlnych pri-
padoch, definujeme pre polynémy f, F ciel tohto odstavcu, parameter a. Ten bude
kvantifikovat rozdiel medzi spravanim sa polynomidlnych hodnot a ndhodnych éisel
rovnakej velkosti (v zdvislosti na koreiiovych vlastnostiach). Parameter o pre f sa
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definuje nasledovne:

alf) = Z [cont,(N) — cont,(f)]logp

p<B

S |

p<B P

kde B je hranica hladkosti. Pre F' je definicia obdobna.

Zamyslime sa nad tym, ¢o vlastne paramter o znamena. Pre pevne zvolené a do-
statocne velké r € N bude pre ndhodné hodnoty 4, (Definicia 3.1) ich priemernd p-
valudcia priblizne rovna cont,(N). Takisto, podla (3.3) a (3.4), priemernd p-valudcia
hodnot f(x) (resp. F(x,y)) na dostatocne velkej (ndhodne zvolenej) mnozine bude
blizko cont,(f) (resp. cont,(F)). Ak budeme i, postupne delit vSetkymi prvocisla-
mi p < B, v priemere nam na konci ostane v logaritmickom zéapise

1
log i, — Z cont,(N)logp = logi, — Z 8D (3.5)

-1
p<B p<p?

Pre polyném F (mdzeme uvazit aj f) pri rovnakej ivahe dostaneme

log |F(x,y)| — Z cont,(F)logp. (3.6)

p<B

Uvedomme si, ze vyraz (3.5) ur¢itym sposobom charakterizuje pravdepodobnost,
7e i, je B-hladké. V skratke, ¢im je (3.5) mensie, tym je dand pravdepodobnost
vyssia. Takisto (3.6) charakterizuje pravdepodobnost F'(z,y) byt B-hladkou. Nech
teraz v ~ |F(z,y)|, potom z definicie a(F) a pri pouziti logi, ~ log|F(z,y)]
dostavame

1
log\F(az,y)]—Zcontp(F)logp ~ logir—z o8P +a(F).

p<B p<B p—1

Po drobnej tprave mame

log |F(x,y)| — Z cont,(F)logp ~ log (ireo‘(F)) _ Z log p

-1
p<B p<B?

Tym sme ziskali vztah medzi (3.5) a (3.6). Vyplyva z neho, ze hodnoty F'(z,y) si B-
hladké s priblizne rovnakou pravdepodobnostou ako ndhodné éisla e®(¥)-krat vicsie.
Mozeme teda povedat, Ze hodnoty F(z,y) sa spravaju ako ndhodné ¢isla velkosti

19



F(z,y)-e*). Samozrejme, budeme chciet, aby o (F) < 0. Ak napriklad o(F) ~ —7,
potom hodnoty F st B-hladké s pravdepodobnostou rovnakou ako pre ndhodné éisla,
ktoré st 1000-krat mensie (e™" & 0,001).

Z definicie « je vidiet, ze jeho hodnota podstatne zavis{ od g, pre malé prvocisla p.
Preto ak chceme, aby « bolo zéporné, musi mat dany polyném vela koreiov modulo
malé p.

3.2.4 Odhad kvality polynému

V predchddzajicom odstavei sme uvézili, ze hodnoty polynému f(x) sa spravaju
ako nahodné &isla velkosti f (x)ea(f ). Vyuzitim tohto poznatku a pomocou vlast-
nosti Dickmanovej funkcie odhadneme v tomto oddiele pocet B-hladkych hodnot
nadobudanych polynémom f na nejakom intervale.

Oznatme P(f(zx), B) pravdepodobnost, ze ndhodne zvolend f-hodnota v ab-
solutnej hodnote mensia ako |f(z)| je B-hladkd. Potom z vyssie spominanej tvahy
a s vyuzitim vztahu (3.1) dostdvame

(1 —v)plupe — 1)
log | f(z)|

P(f(:L‘),B) ~ p(uf(x)) +

kde up) = (log[f(z)| + a(f))/log B.
Nech teraz I C Z je dostatoéne velky interval. Rozdelme I na disjunktné rovnako

velké podintervaly I4,. .., I tak, aby sa hodnoty f na kazdom I; extrémne nemenili.
Oznacme dalej f; priemernt hodnotu |f| na I;. Potom pocet B-hladkych hodnot na
intervale I mozeme odhadnit pomocou

1 < (1= y)pluy, — 1)
- ;pwj) + o I : (3.7)
Aby sme sa priblizili skutoénému poctu B-hladkych hodnot na I, musi byt k velké.
V [5] je tento odhad experimentélne overeny na siedmych kvadratickych polynémoch
vytvorenych Montgomeryho dva-kvadratickou metédou pre 105, 106 a 107-ciferné
¢isla. Pouzity interval I obsahoval 10® bodov a pracovalo sa s k = 10°. Dosiahnutd
priemernd relativna chyba bola iba 5,9 %.

Podobnym sposobom, ako sme skonstruovali odhad (3.7) pre f, mozeme skonstru-
ovat aj odhad pre polyném F'(z,y). Rozdiel bude len v tom, Ze namiesto intervalu I
pouZijeme presievaciu oblast S, ktord budeme delif na podoblasti.

Tymto sme dokoncili popis kvantifikdcie vlastnosti polynému a ich vplyvu na
jeho kvalitu. Nasou d’alsou tlohou je zistit, ako konstruovat kvalitné polynémy.
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3.3 Generovanie kvalitnych polynémov

V nasledujicej casti sa zameriame na algoritmus, ktory konstruuje tzv. neskosené
polynémy* (vid' [5]). Algoritmus m4 dve hlavné casti. V prvej je generovanych vela
polynémov a priebezne sa z nich vyberaju tie lepsie. V casti druhej sa z tychto
lepsich zvoli ten najlepsi. Pre jednoduchost zadpisu budeme d'alej pouzivat znacenie
z Oddielu 3.1.

Polynémy su v algoritme generované pomocou base-m metédy a to nasledovne.
Zvoli sa kladné a; < NY@*D a k nemu vhodné m. Potom sa dopocitaji ostatné
koeficienty base-m reprezentacie N:

d .
LS

mZ

Nésledne sa na a; pouzije transformacia spomenuta v Oddiele 3.1.

Samozrejme, nechceme takto konstruovat Tubovolné base-m polynémy. Potrebu-
jeme, aby mali dobré vlastnosti z hladiska ich kvality. Prvou poziadavkou je, aby
boli x-malé pre nami zvolené y. Od a4 teda pozadujeme

aq < xXm,
—m? < N —agm? < m?.
Kombindaciou tychto vztahov a pouZitim a;— 1 ~ ag dostdvame hornid hranicu pre ay
1
aq < (x*'N)# (3.8)

Dalsou nutnou podmienkou na konstruovany polyném, aby bol y-maly, je plat-
nost vztahu |ag_1|/m < x, t.j.

Potom pre m mus{ platit

(ad]i X)i =ms (adji X) ‘ (39)

Pre N velké to ani zdaleka nie je obmedzujica podmienka. Uz pre 70-ciferné N,
X = 1/2500 a vhodné ay (v tomto pripade je d = 3) mé interval vymedzeny nerov-
nostami (3.9) priblizne 10® bodov.

IS

lz angl. non-skewed polynomials
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Zamerajme sa teraz na korenové vlastnosti polynému Fj. Algoritmus vyuziva
jednoducht myslienku ako ich zlepsit vhodnou volbou aq. Ak vedici koeficient ay je
deliteny malymi prvocislami, zvysi sa tym pocéet projektivnych koreiiov F a teda
hodnota «(F;) bude mensia.

Poznamka 3.1. Na nasledujiicom experimente urobenom v [5] ukdzeme, aky efekt
moze mat vhodnd volba ay. Experiment bol vykonany na 140-cifernom éisle. Pre
dané N bol vedici koeficient ag vyberany z intervalu [102%3,102!3] nasledovne:

1. aq je prvocislo,

2. agq je volené nahodne,

3. clagprec=2-3-5-7,

4. clag pre ¢ =25-3".5%.73.112-13-17-19 - 23 - 29 &~ 10166,

V kazdom z pripadov uvedenych vyssie bolo nahodne vygenerovanych sto polynémov
a nasledne sa spoc¢itali minimum, maximum a priemerné hodnoty «(F}). Vysledky
st v Tabulke 3.2.

Pripad ¢. Min «(F;) Priemer a(F;) Max «o(F})

1 0,67 1,16 2,63
2 1,62 0,44 2.33
3 23,02 0,77 0,77
4 -3,54 1,88 0,47

Tabulka 3.2: Hodnoty a(F}) pre rozne ag

Nasleduje popis algoritmu na konstrukciu neskosenych polynémov. V popise spo-
menuté X, Qe @ K st pevne dané konstanty.

Algoritmus 3.2 (Neskosené polynémy). 1. (a) Zvol ag, ktoré spina (3.8) a zé-
roven je delitelné velkym poc¢tom malych prvocisel. Pokracuj na (1b).

(b) Vyber m z intervalu uré¢eného pomocou (3.9). Spocitaj base-m repre-
zentaciu. Ak je dany polyném y-maly, prejdi na krok (1c), inak zopa-
kuj (1b).
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(c) Spocitaj odhad a(Fy). Ak a(F) < qumaez, polyném postupuje do druhej
tazy.

Krok (1b) a (1c) opakujeme, kym pre aktudlne ag nendjdeme dostatocny pocet
polynémov postupujicich do druhej fazy. Potom sa mozZeme vratit spitf na
krok (1a). Ked celkovy pocet najdenych vhodnych polynémov je rovny K,
ukon¢ime hladanie a prejdeme na krok (2).

2. Ohodnot polynémy, ktoré postiipili do druhej fazy a vyber polyném s najlepsim
ohodnotenim.

Sposobu, akym sa polynémy v druhej ¢asti algoritmu ohodnocuji, sa budeme
venovat nizsie v Odstavei Ohodnotenie polynémov. V. Odstavei Metédy vijpoctu o
popiseme, ako sa odhaduje hodnota a(Fy).

Rozhodujuci vplyv na dobu behu algoritmu a kvalitu vysledného polynému maju
parametre, ktoré rozhoduju o postupe konstruovanych polynémov do druhej casti
algoritmu. Konkrétne st to x a ayu... Ak ich nastavenie bude prili§ ,tolerantné®,
algoritmus sice dobehne rychlo, ale kvalita vysledného polynému bude nizka. Naopak,
ak ich nastavime prisne, mozZe sa stat, Ze ziaden polyném neposttipi do druhej fazy.
V Kapitole 4 sa budeme venovat optimalnemu nastaveniu tychto konstéant pre dany
¢as t (doba behu algoritmu). Pomocou experimentov odvodime optimélne hodnoty x
& Qmaz, Pri ktorych za ¢as t najdeme v porovnani s inymi nastaveniami x’ a o,
najlepsie neskosené polynémy.

Dalsfm faktorom majicim vplyv na vypoctovii dobu Algoritmu 3.2 a kvalitu
vysledku je K, t.j. pocet polynémov, ktoré chceme nazbieraf do druhej casti. Je
jasné, Ze ak je K vicsie, budeme vyberat vysledny polyném z viiésej mnoziny a jeho
kvalita nemoze byt horsia. Na druhej strane, vypoctova doba sa zvicsenim K zvysi.
Vplyvom tohto parametru sa taktiez budeme zaoberat.

Poznamenajme, Ze v [5] je okrem tohto algoritmu vyvinuty d'alsi, ktory konstruuje
este kvalitnejsie polynémy, tzv. skosené polyndémay?.

Ohodnotenie polynémov

Medzi polynémami, ktoré postipili do druhej fazy Algoritmu 3.2, stdle moze byt
vyznamny rozdiel v ich kvalite. Jednou z moznosti, ako vybrat z nich ten najlepsi,
je vykonat s kazdou dvojicou (Fy, Fy) (prislusnou k polynomidlnemu paru (fi, f2))
presievaci experiment a na zdklade toho sa rozhodnit. KedZe je ale polynémov
v druhej faze stale vela, bola by to ¢asovo ndro¢nd operacia. Preto potrebujeme
rychlu metodu na ohodnotenie kvality kazdého polynému.

2z angl. skewed polynomials
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Vsimnime si, ze pre polynémy Fi, Fy, s ktorymi sa pracuje v NFS, plati
Fi(ex, cy) = ¢ hEy(,y).
Potom pre (z,y) v polarnych stiradniciach dostdvame
Fi(z,y) = r*8fiF(cos 0, sin 6).

Vieme, ze pocet B-hladkych hodnot nadobudanych polynémom F' na nejakej mno-
zine vyrazne zavisi od velkosti nadobidanych hodnot a parametru a(F). Navyse,
ak chceme skiimat rozdiel vo velkosti nadobtidanych hodnét dvoch polynémov F, G
(deg f = degg) na nejakej mnozine, vd aka vyssie uvedenému vztahu staci, ked sa
obmedzime na ich spravanie sa na jednotkovej kruznici. To vyuzijeme v nasledujicej
metdde. Poznamenajme este, Ze presievacia oblast S je vidy podmnozinou Z x N.
Preto sa moZeme obmedzit na polkruznicu nachidzajicu sa nad osou z.
Pre K € N (v [5] sa voli K = 1000) polozme

Definujme ohodnotenie polynomu F

K log | F(cos 6;,sin ;)| + a(F)
E(F):Zp( log B ) '

i=1

V praktickom pouZiti sa ohodnotenie F' moze pocitat na polkruznici s polome-
rom R > 1, aby sa zabrénilo pripadom, ked vyraz vo vnitri Dickmanovej funkcie je
mensi ako 1.

Z definicie Dickmanovej funkcie a ivah v Odstavci 3.2.3 mozeme ohodnotenie F
interpretovat nasledovne. Hodnota E(F')/K je odhadom asymptotickej pravdepodob-
nosti, ze F(z,y) je B-hladké pre (z,y) blizko polkruznice s polomerom 1 (alebo R).

Podobne mozeme definovat aj ohodnotenie dvojice (Fi, Fy) prislusnej k poly-
nomidlnemu pédru (fy, f2). Hranica hladkosti méze byt pre obidva polynémy rozna,
preto oznac¢ime Bp, hranicu hladkosti prislusnu k Fj, j = 1,2. Dalej ozna¢me

_ log|Fj(cost,sin0)| + a(F})
N log BF].

up, (0) . j=12

Potom sa ohodnotenie (Fy, F») definuje nasledovne

E(Fy, Fy) = ZP (ur, (0:)) p (up,(05)) -
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Hodnotu E(F, F3)/K moézeme opit interpretovat ako odhad asymptotickej prav-
depodobnosti, ze Fi(z,y) je Br-hladké a zaroven Fy(z,y) je Bp,-hladké pre (z,y)
blizko polkruznice s polomerom 1 (alebo R).

Tym sme dokoncili popis metédy na ohodnotenie polynémov. Je ale dolezité
uvedomit si, ze porovnavat E(F) a E(G), resp. E(F}, Fy) a E(G1, G2), ma zmysel len
pre deg f = deg g, resp. (deg f1,deg fo) = (deg g1, deg g2).

V Algoritme 3.2 na konstrukciu neskosenych polynémov sa pomocou tejto metody
ohodnotia vSetky polynémy, ktoré postupili do druhej fazy. Potom z nich vyberieme
najlepsie ohodnoteny. Druhou moZnostou je, Ze sa vyberie niekolko polynémov s naj-
lepSimi ohodnoteniami a na zaklade presievacich experimentov z nich zvolime ten
najlepsi.

Metody vypoctu a

Parameter a(F) sa v praxi nepocita presne. Suma, ktorou je definovany, je prilis
velkd a navyse nevieme, ktoré p deli [Zx : Z[f]] a ktoré nie. To ndm bréni v pouzit{
vztahu (3.2).

Rychly ale hruby odhad «(F) mozeme pocitat pomocou

N p '\ logp
O‘<F)NZ<1_QPm>p_1’

p<P

kde P je nami zvolend hodnota3. Tento sposob odhadu sa pouziva v kroku (1c)
Algoritmu 3.2, kde sa pocita a(F) pre vela polynémov.

Pri pocitani E(F') v Algoritme 3.2 potrebujeme presnejsi odhad «(F'), aby sme
vybrali skutocne najkvalitnejsie polynémy. Naviac mézeme venovat odhadu a(F)
viac ¢asu. Preto na vypocet cont,(F) pouzijeme pre p < Py vztah (3.4), ktory je
presnejif. Dalej pre p splitajice P, < p < P, polozime cont,(F) = qplﬁ. To vSetko
pre nami zvolené P, P,.* Vysledny odhad potom bude

o(F) =3 (Ll _ contp(F)> log p.

p<P P

3V implementécii algoritmu, s ktorou budeme pracovat v Kapitole 4 je P = 100.
4V implement4cii algoritmu, s ktorou budeme pracovat v Kapitole 4 je P, = 100 a P, = 2000.
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Kapitola 4

Hladanie optimdlnych konstant
pre generovanie polynémov

Ako sme uz spomenuli v Odstavci 3.3, vysledok a doba behu Algoritmu 3.2 zavisia na
nastaveni parametrov .., x @ K. NaSou tlohou v tejto kapitole bude pre pevné K
na zdklade experimentov ndjst optimélne konstanty cp, a Xopr- Presnejsie, pre cas t
cheeme néjst gy (t), Xope(t) spliiajiice:

1. pre dané parametre (K je pevne dané) je v priemernom pripade doba vypoc-
tu (behu algoritmu) priblizne ¢,

2. ohodnotenie vysledného polynému bude v priemernom pripade lepsie ako ohod-
notenie vysledného polynému ziskaného pri inom nastaveni o', x’ spliiajicom

bod ¢. 1.

Mnozinu bodov (¢, x') splitajicich bod &. 1 nazveme izochronou pre ¢as t.
Optimélne nastavenia 4, a x sme hladali pre polynomidlne pary stupna (3,1),
(4,1) a (5,1). Na zaver kapitoly budeme skiimat vplyv parametru K na kvalitu
vysledku.
Pri experimentoch sme pracovali s implementaciou Algoritmu 3.2, ktora bola
naprogramovand na Katedre algebry Matematicko-fyzikalnej fakulty Karlovej uni-
verzity.

4.1 Popis experimentu

V tomto oddiele podrobnejsie popiseme, ako prebiehali experimenty zamerané na
hladanie optimédlneho nastavenia konstant cv,q., X pri pevne zvolenom K.
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Pre polynomidlne pary stupna (3,1) sme robili vypocty so 60 a 70-cifernymi
¢islami, d'alej pre polynomialne pary stupiia (4,1) s 80 a 90-cifernymi ¢islami a pre
péary stupna (5,1) so 130-cifernymi ¢islami. Vo v8etkych pripadoch sme sa rozhodli
pre nastavenie parametru K = 100.

Pre kazdy stupen a c¢iselny rad je postup experimentu totozny. Mozeme ho
rozdelif na dve fazy: inicializaéni a hlavmi. V inicializacnej fdze sa vygeneruju
¢isla Ny, Ns, ..., Nig prislusného radu, pricom kazdé N; je suc¢inom dvoch réznych
nahodne vygenerovanych prvocisel rovnakej diZky. Potom sa hladaji nastavenia pa-
rametrov e a X, s ktorymi budeme spustat vypocty, nasledovne:

e pre zvoleny stupen uréime vhodné nastavenia «,,q;, oznacme ich aq, ..., ay,;
volbu ay, ..., o, $pecifikujeme neskor v Oddiele 4.2

e pre kazdé a; polozime x;; = 1/2 a experimentdlne odvodime x; 5 tak, aby
vypocet s parametrami «;, X;15, K = 100 a ndhodne vybranymi ¢islami [V,
trval v priemere priblizne 40 mintt'; x; o, ..., Xi14 sa vyberi priblizne rovno-
merne z intervalu (15, Xi.1)-

V hlavnej faze pre kazdé N; spustime Algoritmus 3.2 s nastavenymi parametrami
aj, x;u K =100, 1=1,...,15j=1,...n.

Zaujima nas doba vypoctu a vysledné ohodnotenie E(F}).

Spracovanie vysledkov

70 zozbieranych udajov urobime aritmeticky priemer. Pomocou tychto dat skonstru-
ujeme pre vybrané ¢asy 7y, ..., Ty izochrony Iy, ..., I;. Na kazdej izochrone najdeme
optimélne nastavenie o (7;), Xopt (7). Ziskané optimalne nastavenia budeme disku-
tovat v Oddiele Vyjsledky experimentov.

Konstrukcia izochrén:

1. Pre kazdé «; aproximujeme funkciou Ty, (x) vypoctové casy algoritmu s pa-
rametrami (a;, x;;), [ = 1,...,15. Podobne aproximujeme funkciou R,,(x)
hodnoty E(F7}).

Hodnota T, () teda predstavuje ocakavant dizku vypoctu pre parametre «;, x
(K = 100). R,,(x) je otakdvané ohodnotenie polynému ziskaného pre dané
parametre.

Vymimkou je polynomialny pér stupiia (5,1), kde je hornd asovd hranica p#t hodin.
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2. Pre kazdé «a; a kazdé 7; ndjdeme v; ; (nastavenie parametru x) tak, aby pla-
tilo Ty, (i ;) = 7;. Bod (a4, 1;;) pridame do izochrony I;. Zaroven spocita-
me Ry, (i), t.j. ohodnotenie polynému, ktory ziskame vypoctom s paramet-
rami o, ¢; 5, K = 100.

Nie vzdy musi ¢); ; existovat. Ak neexistuje alebo nepatri do intervalu (0, 1/2)
(iné hodnoty nedavaji rozumny zmysel), znamend to, ze pre dané «; je vypo-
cetny cas pri Tubovolnej volbe parametru x vicsi ako 7; (pre K = 100). Na
druhej strane, ak je takychto vzorov viac, vyberieme vzdy najmensi z inter-
valu (0,1/2).

Na kazdej izochrone aproximujeme spravanie sa E(F3) pomocou hodnot R, (1; ;),

i =1,...,n. Potom ndjdeme na kazdej I; bod, kde sa nadobida maximum E(F7),
t.j. optimdlne nastavenie parametrov (s, x) pre ¢as 7; a K = 100.

4.2 Vysledky experimentov

V oddieloch 4.2.1 az 4.2.3 budeme prezentovat vysledky experimentov zameranych
na hladanie optiméalnych nastaveni ., a x. KedZe pri danych vypoctoch bolo K =
100, pri diskusii o volbe parametrov v tychto oddieloch budeme vzdy predpokladat
toto nastavenie. Nakoniec sa v Oddiele 4.2.4 zameriame na vplyv parametru K na
kvalitu vysledku.

Poznamka 4.1. Venujme sa chvilu tivahe, ako sa zmeni optimélne nastavenie v,qq
a X, ak zvysime K z hodnoty 100 na nejaké K. Pri takejto volbe mozeme celkom
prirodzene ocakdvat, Ze vypoctovy ¢as bude K;/100-krdt vacsi v porovnani s nasta-
venim K = 100 a rovnakymi a4, ¥ (vplyvu K na vypoctovy ¢as sa budeme venovat
v Oddiele 4.2.4). Teda nastavenia ., X, ktoré lezali na rovnakej izochrone pri na-
staveni K = 100, by mali pri zvyseni K opit lezat na jednej izochrone a zdroven na
tejto izochrone k nim nepribudne ziadna nova kombinacia nastavenia .z, X. Preto
sa optimalne nastavenia pri zvySeni K vyrazne nezmenia, zmeni sa len vypoctovy
cas, pre ktory su tieto nastavenia optimalne.

4.2.1 Polynomialne pary stupna (3,1)

Pre polynomialne pary stupna (3, 1) sme nastavenia parametru &;,,, vyberali z mno-
ziny {—1; —1,25; —1,5;...; —3}. Pre nizsie volby a4, bezal vypocet pri lubovolnych
nastaveniach y viac ako 30 minit, preto sme sa o nizsie hodnoty ., nezaujimali.
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Polyndémy s najvyssim ohodnotenim boli na skonstruovanych izochronach najdené
vzdy pri nastaveni parametru o, = —1 (a prislusnom y). Naopak, najhorsie po-
lynémy boli skonstruované pri o, = —3. Na Obrazku 4.1 st znazornené izochrony
pre 70-ciferné ¢isla pre casy 1, 3, 8, 15, 20 a 30 mintt. Zeleny bod na izochrone od-
povedd nastaveniu, pri ktorom je najdeny polyném s najlepsim ohodnotenim v po-
rovnani s ostatnymi bodmi izochrony. Naopak, ¢erveny bod odpoveda nastaveniu
s najhorsim vysledkom spomedzi bodov izochrony. Poznamenajme, Ze izochrony pre
casy 1 a 3 minuty neobsahuju body s prilis nizkym «,,,.,. To odpoveda faktu, ze pre
dané a4, nie je mozné dosiahnut (pri Tubovolnej volbe x) tak nizky vypoctovy cas.
(Pri tychto izochronach sa polynémy s najnizsim E(F7) vyskytli pri qpe. = —2.5
pre ¢as 1 minita, resp. pri volbe ayue, = —2, 75 pre cas 3 minity.)

X

0.015
0.010

0.005

@max

-1.0

Obr. 4.1: Izochrony, 70-ciferné ¢isla

Je dolezité zvyraznit, ze na kazdej izochrone sa E(F}) vyrazne meni, t.j. za
rovnaky ¢as moézeme pri vhodnej volbe ((naz, X) néjst vyznamne lepsi polynom.
Presnejsie, priemernd hodnota E(F}) v ,najlepsom*“ bode izochrony je 1,4 az 1,6-
krat vécsia ako priemerna hodnota v jej ,najhorsom* bode. Obrazok 4.2 znazornuje
,Spravanie sa“ E(F}) na izochrone pre ¢as 8 mintt (skonstruovanej z vysledkov expe-
rimentov pre 60-ciferné ¢isla). Ako mozeme vidiet, zavislost E(F}) na ayg, je takmer
linedrna.? Podobne sa E(F}) sprava aj na ostatnych izochrondch pre 60 a 70-ciferné
cisla.

7 experimentov vyplyva, ze za rovnaky cas sme nasli najkvalitnejsie polynémy
pri najvaésom zvolenom o,q,(= —1) a najhorsie polynémy pri najmensom a4, Na

2V skuto¢nosti E(F}) zavisf na amae a x (K = 100). V tomto pripade ale skiimame spravanie
sa [E(Fy) na izochrone, teda ku kazdému a4, je jednoznaéne priradené y (vid odstavec Spracovanie
vijsledkov v Oddiele 4.1). Preto mdzeme hovorit o zdvislosti len na qunaq-
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Obr. 4.2: E(F}) na izochrone pre ¢t = 8 minit, 60-ciferné ¢isla

vysvetlenie vysledku budeme potrebovat nasledujiicu kratku tdvahu.

Nech (f1, f2), (g1,92) a k nim prislusné (Fy, Fy), (G1,Gy) st polynomiédlne pary
vytvorené base-m metédou k faktorizovanému éfslu N. Nech d'alej f; je xi-maly,
g1 je xo-maly. Vieme, ze hodnoty Fi(x,y), resp. G1(z,y), sa spravaji ako ndhodné
¢isla velkosti | Fy(x, y)| e, resp. |G (z, y)| e*(@V) (z hladiska pravdepodobnosti byt
B-hladkymi, vid Oddiel 3.2.3). Ich kvalitu mozeme porovnat podielom

|F1(ZL‘, y>| ea(Fl) ~ & ea(Fl)—a(Gl) )

~ . 4.].
|G1(z,y)| e @) Xy (1)

Pre pevni dobu vypoétu mozeme pri volbe e = —1 v Algoritme 3.2 volit
ovela mensie ako pri volbe aynq; = —3. Na skonstruovanych izochronach pre 60 a 70-
ciferné cisla je y 12 az 50-krat mensie pri q,q, = —1. Otazkou ostava, ako ovplyvni
prisnejsia volba ay,e, korefiové vlastnosti vysledného polynému.

Na Obrazku 4.3 je zndzorneny priemerny zisk v korenovych vlastnostiach po-
lynémov ziskanych pre rozne a,,,, pri experimentoch na 60-cifernych cislach. Takéto
spravanie o mozeme ocakavat na kazdej izochrone, hodnoty « totiz nezavisia na vol-
be y. Takmer totozné hodnoty nadobtida « aj pri 70-cifernych éislach, ked'Ze sa pri
nich konstruovali polynémy rovnakého stupna ako pri 60-cifernych ¢islach.

Rozdiel v korenovych vlastnostiach polynémov najdenych pre nastavenia c,q, =
—1 a e = —3 je pomerne vyznamny (rozdiel hodnét « je priblizne 1,5), ale
pouzitim vztahu (4.1) dostdvame, Ze vynos ziskany lepsimi korenovymi vlastnostami
neprekryje vynos ziskany volbou extrémne malého x. S Gnee rasticim k —1 a zmen-
Sujicim sa y (pri zachovani doby vypoctu) sa kvalita ziskanych polynémov blizi
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Obr. 4.3: ayas versus «, 60-ciferné cisla

ku kvalite polynémov ziskanych pre auu., = —1 (a prislusné y), vid Obrazok 4.2.
Naskytuje sa otazka, ¢i pre a,,. > —1 nedosiahneme este lepsie vysledky.

Pri experimentoch vykonanych s nastavenim a,,q,, = 0 je mozné v porovnani
S Qmaz = —1 volit x 1,4-2,6-krdt mensie (pre casy 1, 3, 8, 15, 20 a 30 minnt).
Rozdiel v korenovych vlastnostiach nie je velky, hodnota a stipla v priemere iba
o dve desatiny. Kvalita vyslednych polynémov stipla uz len mierne, hodnota E(F})
sa zvysila na skonstruovanych izochrondch v porovnani s «,., = —1 0 menej ako 7 %.

Vdaka vhodnej volbe vedicich koeficientov v Algoritme 3.2 modzeme predpo-
kladat, ze pre vSetky generované polynémy je o < 0 (Poznamka 3.1). Maly rozdiel
v hodnotach a pri e = 0 @ e = —1 svedci o tom, ze vacsina konstruovanych po-
lynémov m4 pomerne dobré korefiové vlastnosti. Navyse pri volbe nq, = 0 mdzeme
nastavit y vyrazne mensie v porovnani s e, = —3, ¢o prevysi vynos ziskany
lepsimi korenovymi vlastnostami. Preto je optimélnou volbou pre konstrukciu poly-
nomidlnych pdrov stupna (3, 1) nepocitat odhad a(F}) a zamerat sa iba na hladanie
x-malych polynémov s najmensim moznym x pre dany cas.

Na Obrézku 4.4 je znizornend zavislost ohodnotenia vysledného polynému na
dobe vypoctu pri nastaveni .. = 0 (s meniacou sa dobou vypoctu sa meni x
tak, aby vypocet trval pozadovany cas; ak je takych x viac, vyberie sa najmensie).
Hodnota x (zvisld os) je podielom ohodnotenia vysledného polynému pre dany
¢as a ohodnotenia polynému ziskaného pri a,.. = 0 a dizke vypoctu 20 sekind.
Obrazok 4.4 teda znazoriuje, aké zlepSenie v kvalite polynémov mozeme ocakévat
pre dany vypoctovy ¢as v porovnani s dobou vypoctu 20 sekind.

V Tabulke 4.1 st uvedené nastavenia x a relativny narast E(F}) pre vybrané
¢asy, parameter oy, = 0. Zaujimavostou je, ze pre x = 1/8700 sa pre 60-ciferné
¢isla vypoctovy cas pohyboval nad hranicou jednej hodiny, ¢o je dvojnasobok v po-
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Obr. 4.4: Relativny néarast E(F}) pre amq: = 0, 70-ciferné ¢isla

rovnan{ so 70-cifernymi ¢islami (vid Tabulka 4.1). Pre 70-ciferné ¢isla bol dokonca pri
volbe y = 1/11000 priemerny vypoctovy ¢as iba 45 mintt. Pri 60-cifernych ¢islach
pre takito volbu parametrov musel byt vypocet po niekolkych hodindch preruseny.

cas 60 cif. 70 cif.
(min) 1/x & I/x &
1/3 500 1,00 500 1,00
3 2900 1,44 2600 1,39
8 4800 1,60 4400 1,54

30 6500 1,70 8700 1,76

Tabulka 4.1: Nastavenie y a relativny narast E(F}), qpmee = 0

4.2.2 Polynomidlne pary stupna (4,1)

Pri experimentoch s polynomialnymi parmi stupna (4,1) doslo k miernemu poklesu
vypoctového ¢asu pri nastaveni amme, = —3,25. Preto sme spustali vypocty aj
s takymto nastavenim «,,q,. Dovodom spominaného poklesu je zlepSenie korenovych
vlastnosti generovanych polynémov, ktorému sa podrobnejsie budeme venovat nizsie.

Na izochrondch boli polynémy s najnizsim ohodnotenim opif néjdené pre naj-
mensie Q... Situdcia sa mierne zmenila pre ,najlepsie“ body izochrony. Pre 80-
ciferné ¢isla boli polynémy s najvyssim ohodnotenim néjdené pri volbe ape, = —1, 5,
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pre 90-ciferné ¢isla je situdcia znazornend na Obrazku 4.5 (CGervené a zelené body
majui ten isty vyznam ako v Obrazku 4.1).

X

0.08 -

oosl 15 min 3min \ 1 min
120 mi
r 30 min 8 min

0.04

| 40min
0.02 -

L Il L L L L
-30 -25 -2.0 -15 -1.0

@max

Obr. 4.5: Izochrony, 90-ciferné ¢isla

Pre rézne nastavenia (ynqz, X) leziace na jednej izochrone nie je rozdiel v kvalite
nijdenych polynémov taky vyznamny ako v pripade polynomidlnych parov stup-
a (3,1) (Oddiel 4.2.1). Na skonstruovanych izochrondch stupla priemernd hodno-
ta E(F}) v ,najlepsom“ bode izochrony v porovnani s priemernou hodnotou E(F7)
v ,najhorsom* bode izochrony o 8 az 17 %. Mensi rozdiel je zapri¢ineny zmenou
volby x potrebnou k dosiahnutiu pozadovaného vypoctového casu. Tej sa budeme
venovat nizsie, najskor sa pozrieme na zmeny hodnoty a.

Korenové vlastnosti vyslednych polynémov sa zlepsili oproti polynémom stup-
fia 3. KedZe pracujeme s polynémami vyssieho stupiia, tie moézu mat viac korefiov
modulo prvocislo p. Tym padom aj hodnota a(F;) moze byt nizsia. T4 klesla rovno-
merne, pre kazdé a,,., v priemere o hodnotu 0,2 v porovnani s polynémami stupna 3.
Teda rozdiel v korenovych vlastnostiach polynémov ziskanych pre rozne nastave-
nia Qe Sa zachoval.

Na druhej strane, parameter y sme museli volit vyrazne vyssi ako pri poly-
nomidlnych péaroch stupna (3,1). To je ocakdvany jav. Totiz, pri konstruovani y-
malého polynému vhodnou volbou vediceho koeficientu aq a korena m v Algo-
ritme 3.2 je zarucené

|aa] < xm, [aa—1] < xm.

Pre polyném tretieho stupna nam ostavaju potom uz iba 2 koeficienty, ktoré mozu x-
malost ,,pokazit“. Pri polynémoch §tvrtého stupna si to az 3 koeficienty. Intuitivne
je teda jasné, Ze najst y-maly polyném je pre polynémy 4. stupia tazsia tiloha.
Zmena y nebola rovnakd pre kazdé o,q.. Zatialco pri nastaveni g, = —3 sme
museli volit x dva az péatkrat vicsie (pre dané ¢asy) v porovnani s volbou x pre po-
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cas 80 cif. 90 cif.

(min)  mee 1/x K Omaz 1/X K
1/3 -1,5 30 1,00 -1,25 30 1,00
3 -15 110 1,22  -1,00 160 1,25
8 -1,56 160 1,29 -1,00 220 1,32
20 -1,5 230 1,36 -1,75 170 1,39
40 -15 280 140  -1,75 220 144

Tabulka 4.2: Optimalne nastavenie parametrov ., X a relativny narast E(F}) pre
vybrané casy

lynémy 3. stupnia a rovnakom nastaveni ay,qez, Pre ez = —1 to bol 6 az 15-néasobok.
V tomto zmysle bola zmena x vyraznejsia pre vacsie qy,.. Dosledkom toho je, ze
pri e = —1 je parameter y len 7 az 16-krat mensi ako pri najmensom oq,
(a prislusnom y) leziacom na tej istej izochrone. Mensi rozdiel vo volbe x a pri-
tom zachovanie rozdielu v korenovych vlastnostiach polynémov ziskanych pre rozne
nastavenia leZiace na tej iste izochrone vysvetluje mensi rozdiel v kvalite ziskanych
polynémov za dany cas.

Volba optimélnych parametrov uz nie je taka jednoznacnd, ako v pripade poly-
nomidlnych parov stupia (3,1). Uz nemdzeme konstruovat y-malé polynémy s ex-
trémne malym . NieZe by neexistovali, ale na ich ndjdenie by sme potrebovali ovela
viac ¢asu. Aj ked vyhoda volby mensieho x pri vi¢Som aye, uZ nie je takd vyrazna,
stéle sa neoplati volit nizke (az (Qmae < —2). Optimalnou volbou je zvolit (e
z intervalu [—2, —1] a k nemu urcit x tak, aby vypocet trval nami pozadovani dobu.

V Tabulke 4.2 si uvedené optimélne body skonstruovanych izochrén pre vybrané
casy. Hodnota k vyjadruje relativny narast E(F}), t.j. podiel ohodnotenia polynému
ziskaného pre dany cas (a parametre) a najlepsieho ohodnotenia ziskaného na izoch-
rone pre dobu vypocétu 20 sekind. Pri porovnani s Tabulkou 4.1 moézeme vidiet,
ze hodnota E(F}) s rasticim ¢asom stipa pomalsie ako pri polynomialnych paroch
stupna (3,1).

4.2.3 Polynomidlne pary stupna (5,1)

Pri experimentoch s polynomialnymi parmi stupna (5,1) sme volili parameter ,q;
z mnoziny {0; —0,5; —1;...;—3,5}. Pri volbe ay,,. = —4 a lubovolnom x presaho-
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vala doba vypoétu hranicu desat hodin, preto sme takéto a nizsie nastavenia gz
nebrali do uvahy.

Vypoéty prebiehali na 130-cifernych éfslach. Faktorizovat éisla takejto velkosti je
narocnd tloha. Féze Hladanie polynémov sa venuje ovela viac vypoctového casu ako
v predchadzajuicich pripadoch. Preto sme konstruovali izochrony pre vyrazne vicsie
casy, presnejsie pre 1, 2, 3 a 4 hodiny. Z ilustrativnych dévodov sme skonstruovali
izochrony aj pre 1, 20 a 40 minut. Na Obrazku 4.6 st znadzornené vsetky izochrony.
Vyznam c¢ervenych a zelenych bodov je rovnaky ako v oddieloch 4.2.1 a 4.2.2.

0.10
0.08
0,06
0.04

002}

Umax

,‘3 —‘2 —‘l 6
Obr. 4.6: Izochrony, 130-ciferné ¢isla

S vynimkou izochrony pre ¢as jedna minuta sa situacia vyrazne zmenila. Najlepsie
polynémy boli najdené pri volbe (e = —3, resp. pri ez = —2,5 pre cas dve
hodiny a najhorsie pri volbe vysokého a,q.. Rozdiel medzi polynémom s najvyssim
a najniz$im ohodnotenim nie je az taky velky. Priemernd hodnota E(F}) v najlepsom
bode izochrony v porovnani s priemernou hodnotou E(F}) v najhorsom bode je na
kazdej izochrone len o 7% vyssia.

Pri generovani polynémov piateho stupiia sme opét museli volit vicsie xy v po-
rovnani s polynémami nizsiecho stupna. Pre porovnatelné casy (1, 20 a 40 minut)
bola volba  pri nastaveni c,., = —1 tri az piatkrat viiésie oproti nastaveniu s rov-
nakym ., pri polynémoch stvrtého stupna (pri 80-cifernych ¢éislach). Pre a4 =
—3 stiiplo  pribliZzne trojndsobne. Z tohto hladiska parameter y opit nestiipol rov-
nomerne pre vSetky ., a na izochronach sa pomer najvécsieho a najmensieho y
zmensil. Na kazdej zo skonstruovanych izochrén® je x pri volbe aye, = —3 priblizne
7-krat vacsie ako pri qgpe = 0.

Na druhej strane, rozdiel v korenovych vlastnostiach polynémov ziskanych pre
10ZNE (mae Sa takmer vobec nezmenil. Totiz, pre pevné ay., sa hladanie polynémov

3s vynimkou izochrony pre ¢as 1 mintita, ktora neobsahuje bod s ez = —3
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s a(F]) < Qmae pomocou Algoritmu 3.2 neskomplikuje pri zvysSeni stupna gene-
rovanych polynémov. Dokonca mozeme ocakdvat mierne zrychlenie, ked'Ze pre po-
lynémy vyssiecho stupiia moze o nadobtidat nizsie hodnoty. Poznamenajme, Ze prie-
merné hodnoty «a klesli v porovnani s polynémami stvrtého stupiia o Sest desatin.
Obrézok 4.7 znézoriuje zavislost «(Fi) na g pre polynémy stupna 5 a pre
ilustraciu aj pre polynémy tretieho a stvrtého stupna.

—a(Fy)
50

45
-- 4

Stupen polynomu
— 5
-3

: ~
40} N

35
30fF
25}
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Obr. 4.7: aype, versus a, rozne stupne polynémov

Zmena v rozlozeni najlepsich a najhorsich bodov izochrony je jednak sposobend
zmenou vo volbe . Zaroveii je zapri¢inens faktom, ze naroénost hladania polynémov
s nadpriemernymi korefiovymi vlastnostami (v Algoritme 3.2) nerastie so zvySujicim
sa stupnom generovanych polynémov. Pre polynémy piateho stupna sa uz oplati viac
zamerat na korenové vlastnosti. To ale neznamend, Zze mame volit parameter tm,qz
najmensi mozny. Pri volbe ,q, = —3,5 sa kvalita polynémov zhorsila v porovnani
S Qmaz = —3. Dovodom je, Ze pri takom nastaveni sme museli volit y priblizne 2-krat
vacsie ako pre quuq: = —3 (pri zachovani doby vypoctu).

Obrazok 4.8 znazornuje ohodnotenie polynému ziskaného pre rozne ., na
izochrone pre cas tri hodiny. Hodnota k (zvisla os) je podielom E(F}) pre dané ,q.
a najnizsieho ohodnotenia ziskaného na tejto izochrone. E(F}) sa sprava podobne
aj na ostatnych izochronach. Ako vidime, najkvalitnejsie polynémy sme ziskali pri
nastaveniach ., = —3 a —2,5. Rozdiel medzi nimi je minimalny.

Z experimentov vyplyva, Ze Qyu, by sme mali vyberat z intervalu [—3; —2, 5]
a k nemu volif vhodné y, aby vypocet trval nami pozadovani dobu. Na Obréazku 4.9
st zakreslené najlepsie ohodnotenia ziskané pre skonstruované izochrony. Tieto st po-
rovnané vzhladom k najvyssiemu ohodnoteniu ziskanému na izochrone pre ¢as 1 mi-
nita. Obrazok 4.9 teda ukazuje, aki zmenu v kvalite polynémov mozeme ocakdvat
pri optimalnom nastaveni ., X pre dany ¢as vypoctu oproti casu 1 mintta.
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Obr. 4.8: Relativny narast E(F}) na izochrone pre ¢as 3 hodiny
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Obr. 4.9: Relativny narast E(F}) pri optimalnom nastaveni o, a x, 130-ciferné
cisla

Tabulka 4.3 obsahuje ,najlepsie“ body vybranych izochrén a relativny ndrast
hodnoty E(F}) voéi najvyssiemu ohodnoteniu ziskanému na izochrone pre ¢as jedna
minuta.

4.2.4 Parameter K

V tomto oddiele budeme skimat zavislost vypoctového casu a kvality vyslednych
polynémov na pocte kandidatov postupujicich do druhej fazy (parameter K) Algo-
ritmu 3.2 pri konstantnom nastaveni ., a x.

Pri experimente vykonanom pre desat 80-cifernych ¢isel sme konstruovali po-
lynémy Stvrtého stupna. Algoritmus 3.2 sme spustili s parametrami o, = —1,5
a x = 1/90. Parameter K sme vyberali z intervalu [1,800].
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cas Qe 1/xX K
(hod)

1/60 -1,5 32 1,00
1/3 =30 15 1,11
1 -30 20 1,16
4 30 28 1,23

Tabulka 4.3: Optimdlne nastavenie parametrov ., X a relativny narast E(Fy) pre
vybrané casy, 130-ciferné cisla

Podla ocakévani, so zvysujicim sa K doba vypoctu rastie linedrne (v zavislosti
na K). Kvalita vysledku tiez pri va¢som K vzrastla. Na Obrazku 4.10 je zndzorneny
relativny nérast E(F}) pri vyssie spominanom experimente. Hodnota x je podie-
lom priemerného ohodnotenia polynémov ziskanych pre aktualne K a priemerného
ohodnotenia polynémov ziskanych pre K = 100.

K
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200 400 600 800

Obr. 4.10: Relativny narast E(F7) pri naraste K

Dovodom nérastu je fakt, ze pri zvyseni K prehladdme vicsi priestor polynémov
a v druhej faze algoritmu vyberame vysledny polyném z vacésej mnoziny. Tym padom
sa zvysi Sanca, ze narazime na kvalitnejsie polynémy.

Na Obrézku 4.11 st zndzornené priemerné hodnoty a(Fy) vyslednych polynémov.
Ako vidime, priemerna hodnota «(F}) klesé az po K = 400. Pre K = 600 a 800 uz
hodnota stipla. Rozdiel medzi «(F;) pri K = 800 a K = 100 je priblizne iba Sest
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stotin, napriek tomu kvalita polynémov v porovnani s K = 100 vzréastla az o 14 %.
To poukazuje na fakt, ze pri zvysSeni K najdeme aj polynémy s mensimi koeficientami
a ze pri vybere v druhej faze algoritmu pre K = 600 a 800 bol v priemernom pripade
uprednostneny sice polyném s horsimi korenovymi vlastnostami, ale s mensimi ko-
eficientami.

200 400 600 800

Obr. 4.11: a versus K
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Kapitola 5

Zaver

Pri experimentoch s generovanim neskosenych polynémov (Algoritmus 3.2) sme skii-
mali vysledky pre rozne nastavenia parametrov algoritmu. Najskor sme skumali
zévislost kvality vysledku na parametroch am,e, a x pre pevne nastavené K = 100.
Potom sme sa zamerali na zmenu v kvalite vyslednych polynémov pri meniacom
sa K a pevne zvolenom Quqq, X-

Optimalne nastavenie a,,,, a x.

Pre polynomiélne péary stupiia (3,1) sa ukazala ako najlepsia kombindcia volba naj-
mensiecho mozného y a konstruované polynémy vobec neselektovat na zdklade ich
koreniovych vlastnosti (to odpoveda nastaveniu parametru ay,q, = 0).

Situdcia sa mierne zmenila pre polynomidlne pary stupna (4,1). Néjdenie x-
malého polynému (pre pevne zvolené x) je uz nérocnejsie. Dosledkom toho je, ze
si nemozeme dovolit extrémne nizke nastavenie parametru y ako v pripade poly-
nomidlnych parov stupiia (3,1). Na druhej strane, hladanie polynémov s kvalitnymi
korenovymi vlastnostami sa zvySenim stupiia polynémov nijak neskomplikovalo.
Optimalne nastavenie parametrov uz nie je také jednoznacné. Najlepsie vysledky
sme dosahovali pri volbe a4, z intervalu [—2, —1] a k nemu prislusnému y (tak, aby
vypocet trval nami pozadovani dobu).

Pri zvyseni stupiia polynomiélnych parov na (5,1) sa uz viac oplatilo zamerat sa
na hladanie polynémov s vynimoé¢ne dobrymi korefiovymi vlastnostami. Hladanie -
malych polynémov sa opit skomplikovalo, kvoli comu sme znovu museli volif vyssie
nastavenia parametru y. Optimalnou volbou sa tentokrat ukdzalo volit e, z in-
tervalu [—3; —2, 5] a k nemu prislusné y.
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Parameter K

Pri experimentoch s meniacim sa parametrom K sa ukazalo, ze vypoctova doba zavisi
na K linedrne. Kvalita vysledku tieZ rastie, ale ovela pomalsie. Pri osemndsobnom
zvyseni z K = 100 na K = 800 vzréstla v priemere len o 14 %.

Nedostatky

Pre generovanie polynémov v prvej faze NFS existuje algoritmus na konstrukciu kva-
litnejsich polynémov, tzv. skosenych polynémov (spomenuté v Oddiele 3.3). Vysledky
a doba vypoctu tohto algoritmu taktiez zavisia od nastaveni jeho vnitornych para-
metrov. Na hladanie optimdlnych nastaveni pre tento algoritmus ndm nezvysil ¢as.
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