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vori o tom, ako Gossetovo (Studentovo) t-rozdeleai@klo, akych chyb sa Gosset
dopustil pri vypd@toch a akej filozofie sa drzal. Taktiez (stne) rozobera jeho druhy
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of a Correlation Coefficient,” addressing the disition of the sample correlation
coefficient in the case of a random sample fromvartate normal distribution. A
number of distinguished mathematicians and steitists, either paying considerate
attention to Gosset’s work or basing their resoiltshis findings, are mentioned. The
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1 William Sealy Gosset

1.1 Zivotopis

William Seal Gosset (Student)
(1876—1937)

William Sealy Gosset sa narodil 13.
juna 1876 v Caterbury, Vka Brita-
nia (VB) a zomrel 16. oktébra 1937,
Beaconsfield, VB. Studoval na Win-
chester College a New College na
Oxforde, VB. Pdas Studia bol ocene-
ny niekdkymi titulmi za jeho vedo-
mosti z matematiky (,First in the
Mathematical Moderations examina-
tion“) a z chémie (,First-Class Degree
in Chemistry").

Po skogeni Skoly ho zamest-
nal Arthur Guiness do svojej spoio
nosti v Dubline, irsku v roku 1899,
ktora sa zaoberala vyrobou piva.

Gosset si postupokasu v praci zl

uvedomova délezitos Statistickych metdd pri postupoch, ktoré sa vanéirpreva-

dzali a obzvlas tiez problém malych vyberov. To Gosseta donutby sa zéal

hibSie venové prave tymto problémom (zhrnul to v nepublikovanoémname

»Aplikacia ‘Zakonu chyby’ na pracu pivovaru“ dasmom 3. novembra 1904). Ke

nenasSiel potrebné informécie v literatdre, dohaidtretnutie s Karlom Pearsonom

(vyznamnym Statistikom) v juli 1905. A neskér v ook 1906-1907 s povolenim

Guinessa, Gosset stravil dva semestre akademick&hos Pearsonovom biometric-

kom laboratériu na univerzite v Londyne (Univers@pllege London). Problémy,

ktorymi sa zaoberal, zhrnul vo vedeckeéasopiseBiometrikg ktorého spoluzaklada-

telom bol Pearson.

Ras 25 roného obdobia celkovo Gosset publikoval

v Biometrikel4 ¢lankov, ktoré napisal pod pseudonym8tadent.

Podrobnejsi Studentov Zivotopis je moznéthajknihe [6].



1.2Prec¢o prave Student?

Touto otazkou sa zaoberdénok [5] str. 189, v ktorom sa vysVaje Gossetovo
tvrdenie, Ze jeho matematické a filozofické zaveeholo mozné pouZina praktické
vyuzitie u konkurencie, no nakoniec ich mohol pkdwia, ale len pod pseudony-
mom, aby sa zabraniltaZkostiam so zvySkom personalu.

No taktiez sa stretavame s tvrdenim, Ze anonybuota vyZzadovana priamo
Guinnessom, aby sa konkurencia nedozvedela, Zeljmiwzitaecné zamestnava
Statistikov. Toto tvrdenie je zase Uplne protich®dhotellingovmu (matematickému
Statistikovi a vyznamnému ekonomickému teoretikoypipd’a ktorého anonymita
bola potrebna kvéli pivovarnikom ,vo vnuatri“ a nigch ,,zvonka“.

Pseudonym Student bolo vymyslené Christopherongéligm La Toucheom,

ktory bol vykonnym riaditBom pivovaru.

1.3Studentova Statisticka filozofia

Student (odteraz mu budeme takto stale hdydebo pseudonym sa zachoval
v Statistike az do sasnosti) bol ovplyvneny spmtku Bayesovou filozofioaj preto,
zecital ¢lanky a knihy od Karla Pearsona.

Pre priblizenie Bayesovej filozofie a zakladnyecmgipov bayesovskych metéd

uvedieme jednoduchy priklad, ktory je mozné ngg&ndlovej knihe [2].

Mame vé&ku sériu vyrobkov. Necl je patet kusov v tejto sérii 8 znai po-
et vadnych vyrobkowCislo M nie je zname. Pravdepodobtioke vybrany kus bude
chybny, je rovnap = M/N (ta tiez nie je znama).

Uskuta@nime tzv.vyber s vratenimTo znamena, Ze preskimany vyrobok sa
znova vrati do série adalSichtahoch méze kyznova vytiahnuty. Tym sa docieli,
Ze jednotliv&’ahy budu na sebe nezavislé.

PravdepodobndsZe zn vytiahnutych vyrobkov bude prawevadnych je

r(m|p):(nm]pm(1— p"™, 0<m<n. (1.2)



Ak vo vybere bolo najdenych prawve vadnych vyrobkov, je najlepSim nestrannym
odhadom parametquvelicina p* =m/n.
Oddévodnenie: Nech séria vyrobkov pozostava z n@uwdmovnako rozdelenych
velicin X,,..., X, , kde X; ~ Alt(p).
Nech P(X, =1) = p je pravdepodobndsze vybrany vyrobok bude chybny a
P(X, =0) =1- p je pravdepodobndsze vybrany vyrobok nebude chybny.
Ak m= z X, ozn&uje paet vadnych vyrobkov vo vybere a vieme, Xe su rov-
i=1
nako rozdelené, potom

XX 2EX, _NEX, _np_

Ep*: i=1 — =1 —=p,
n n n n

z ¢oho plynie nestrannésp*.
Rozptyl p *je rovny varp* = pLl- p)/n.

Ak sa stane, Ze vyroba takych rovnakdkyeh sérii prebieha uz dlhSiu dobu a vedie

sa dostaténe podrobna evidencia, je mozné Zi§to case presne, K&o bolo vyro-
benych vadnych vyrobkov v kazdej sérii, a tedarsinze aj podielyp,,..., p, vad-
nych vyrobkov v kazdej zo skér vyrobenykhsérii. Kel'Zze podiely nie su obvykle
totozné,lahko prijmeme nazor, ze podiplvadnych vyrobkov v sérii je ndhodna
veli¢ina, o ktorej rozdeleni nas informuje nahodny vyber.., p, .

Ked’Ze nahodna valinap méze nadobudalen hodnoty0,1/N.,...,N/N , je dis-
krétna. Ak jeN ve’ke, je mozné distrikina funkciu tejto velliny dostaténe presne
aproximova& nejakou absolutne spojitou distriimou funkciou.

V nasom pripade budeme predpokliadasledovni aproximaciu nahodnej ve-

liciny p B-rozdelenim s hustotou

— 1 a-lm _ b-1
Q(D)——B(a’b)p @-p)"  O0<p<i, (1.2)

kde a>0, b>0 sU zname parametre napr. dosta¢o presne w@ené z hodnbt
p,,---» Pc » Ktoré povazujeme za vyber z rozdelenia s hust¢io?). Hustotaq je

marginalna hustota vélny p a nazyva sapriérna hustotaPredpoklada sa totiz, Ze



je znama skor, nez sacreme zaobetadanou skupinou vyrobkov. Pravdepodobnos-
ti (1.1) potom tvoria podmienenu hustotu nahodmdifiny m pri danej hodnote.

Aposteridérnou hustotonazyvame vyrazzi(p|m), ktory je poda Bayesovej

vety rovny

1 a-1 _ b-1 n m _ n-m
—B(a'b)p @-p) (m]p @-p)

mp|m) =—
IB(a,b)

0

p (- p)b‘l[njp‘“(l— p)" ™ dp
m

1

— a+m-1 1_ b+n—m—1' 13
B(a+m'b+n_m)p @-p) (1.3)

Na zaklade aposteriornej hustoty( p |m) je mozné zostrajiintervalovy odhad pre

veli¢inu p nasledovne.

Nech¢islaD aH (0< D < H <1)sphuju podmienky

[Apimydp=1-a, [m(plmydp=ai2, [n(p|m)dp=a /2,

kde a 0 (01). Potom plati
PD<p<H|m=1l-a. (1.4)

Interval O, H) je bayesovsky interval sfahlivostiprep.

Ak su ¢isla D aH zvolené tak, aby d$pali podmienku (1.4), mdZeme pristéipi
k testovaniu hypotéz pre parameper

Predpokladame test hypotézy,: pO A, kde A je l'ubovolny interval na
(0, 1). Ak cely intervalA padne mimo(D,H ) hypotézuH, zamietame. V tomto
pripade jP(A|m K a.

Neda sa vSak zaldZiest len na hodnotB(A|m bez porovnania s intervalom
(D, H). Pretoze, ak by interval A bol prili§ kratky, t&(A|m) by bola v&mi mala
a to by sposobilo zamietnutid,, napriek tomu, Zze polohaby vziadom k hustote

(1.3) nebola nijako ,podozriva"“.
Ak sa vratime k naSmu prikladu, paramgigbinomického rozdelenia) nebol
povaZovany za konsStantu, ale za nahodn®iveli O tejto moznosti prvykrat hovoril

Thomas Bayes, a preto sa jeho metody nazyvay@sovske.



Najvasim kladom bayesovskych postupov je ten, Ze samedbuju len na
samotny vyber, ale bert do Uvahy aj dmlice informécie. Tato vyhoda sa vSak
straca, ak dogljuce informacie nemame k dispozicii.

Konkrétne vyuzitie Bayesovej filozofie Studegasti uplatnil napr. vo svojom

¢lanku [9], ku ktorému sa neskdr dostaneme.

V d’alSej kapitole sa vSak pozrieme najskér na StudevjanamnejSiclanok
[10].



2 Pravdepodobna chyba priemeru

2.1Uvod

V celom ¢lanku sa predpoklada nahodny vyber (n=2) jedincov Y,,...,Y,
z populacie s normalnym rozdelenitize Y, ~ N(u,0%), kdeu znai strednt hod-
notu ndhodnej valiny Y, ac ozna&uje jej smerodajn odchylku.

Dalej vieme, Zevyberovy priemer Y ma normalne rozdelenie (kde

V:EZYi) so strednou hodnotow a smerodajnou odchylkoui, cize
n

i=1 Jn

Ozna&imes ako vyberovi smerodajnt odchylku nahodného vybéru.., X, , kde

X, =Y,-u a s:\/%zn:(xi—i)z prei =1...,n.
i=1

Ciel'om Studentovhdélanku, bolo ukit rozdelenie ndhodnej véiny

z=Y_ﬂ

S

a pre tato vetiinu zostaw Statistické tabiky distribuinej funkcie F(z )

2.2Rozdelenie vyberovej smerodajnej odchylky

Ak uvazujeme vyberovu smerodajnt odchylgkaahodného vyberuX,,...,X, a

nahodnu vetiinu X, ako v uvode (kap. 2.1), potom

2= _| =t — =l _ =l _ .
n n n n

Sx (Sx | xSk FEs
i=1 i

10



Strednd hodnotu vediny s* spasitame ako

=}

y L) el n 23 YEX X,
, E_Z_l:XiZ Z_l:Xi EZ_QXE E.Z_l:xiz ;ﬁ}zl i
=S = I_n “E I_n - I_n - I_nz - n2 =

SEx: SEx: 22 ZENK
— = -

i=1 j=1
— =1 1# ] -
n n’ n’
2 Y EXX, 2 Y EXX,
nEX? nEX? .07 EX L
- i 2I _ %] > :Exiz_ i # ] > ) (21)
n n n n n

Ked'ze

EX,=EY -Eu=pu-u=0,

2
varX, = EX? - (EX, J = EX? = E{Yi - ,JJ -0,
[
=EY,

dostavame, Ze
X, ~N(0,0%). (2.2)
Vieme, ze X,,..., X, su nekorelované nahodné vely (lebo sa jedna o nahodny

vyber z normélneho rozdelenia addnie x tomu nijak neublizi). Potom méZzeme

pisa, Zze

corr(X;, X ;) = 0,¢izecov(X;, X;) =0=EX X, - EX, EX; ,atedaEX; X, =0.
——

=0

I
222 EX, X,
Teda poslednylen = }:;2 v (2.1) vypadne a po zavedeaj = EX* dosta-
neme
ES = 1, (nr:l) |

¢o je v podstatd. momen{ozna&ime hoM,") veliginy s*.

Student sa pokusil spitat’ aj d’'alSie momenty veliny s.

11



Vypocet2. momentyM,") s*:

n n 2)? n 2 n n 2 n 4
fo in fo 2fo in in
54: i=1 | =t —| =1 __i= i=1 4| =L — (23)
n n n n n n

n 2n 3 X2X? n 4n y x?x? n 6 X; x2
Sxe BN g BT £ B

:i=1 + 17 __i= _ +i=1 + iz ]

n? n?

+ d’al’Sie vyrazy, pri ktorych je X; umocnenéaneparnimocninu.

r]4

Vieme, Ze platiX, ~ N (0,0?) a prek 0N,

+o00 +o00 1 —
jx"f(x)dx: j X ——e 2 dx =
o W Nem (2.4)

0 prek neparne,
(k-1)(k-3)0..0w* prek parne.

E(X, - EX) = Exk

Kedze suX,,..., X,, nekorelované nahodnée wgliy, dostavame preIN ai # |

O(plyniez(2.4 rek alebd neparné,
Exkx! :{ (plyniez(2.4)) p p (25)

k | . 7
EX{EX; prek aj | parne,

Teda vSetky vyrazy, v ktorych sa vyskytu}¢ umocnené na neparnu mocninu pri

vyposte Es' v (2.3) zmiznu a kéze z X* man ¢lenov azz XZX? ma

i=1 j=1
iz ]

n(n-1) . .
——"% ¢glenov, ostane nam

M,'=Es' =Ha 4+ 12 2 (n-1) 2/124 5 2z(n D, +3qu(n41):
n n n n® n
2
=&{n2—2n+]}+%(n—1){n2—2n+3}.

n3

(2.6)

Z (2.4) plynie, Ze
U, = EX* =072,
U, = EX* =30*,

12



cize
My =345
Teda po dosadeni do (2.6) dostaneme

/,122(n ){3n 3+n? 2n+3} —(n Din+1)

Analogicky sa spéta 3. a 4. momenteli¢iny s* a dostaneme
;(N=D(n+DH(n+3)
H ’

n3

M,'=

M,'= i (n-DH(n +1)n(4n +3)(n+5) .

~

Cize sarta pravidlo formovania jednotlivych momentsy?.

Ozname terazM , akoR — ty centralny momeneli¢iny s”. Potom

, = E(SZ _ Esz)z - E(Sz) (E(S )) _ 2 (n-D(n+1 (qu (n—l)j

n? n

M,

-1

r]2
a analogicky sa sp@iaju d’'alSie momenty (podrobnejSi vy®i je mozné néais
v Studentovom¢lanku [10] ).
3 (n 1)

M, = E(s’ —Es*)® =8u3

M, = E(s* - E®)’ :12;1;‘%.

Dalej Student zistil, Ze ak sgita sikmosg nahodnej vetiny s

5 = [ E(s? - E®)? ]Z |v|2 8
Ve —Esy) 1
a nasledne Spicatbs
E(s*-Es®)* _ M, _3(n+3)
E(s® —Esz)z)4 ) M2 - on-1

T

vyjde mu

28,-38,-6=2001" 308 g
n-1 n-1

13



a to odpoved&earsonovému rozdeleniu typu, Iktoré v sdasnosti pozname pod

nazvom gama rozdelenie.

Teda hustota nahodnej wigtiy s*> bude vyzeréako
f(x) =CxPe™”,

kde

M, _ AuZ(n-1)n®* _ n

=2 = ,
YT, T entin-n 2,
p:i—lzn_l—lzn_g,

B, 2 2

z ¢oho plynie hustota

n-3 _ nx

f(x)=Cx2e %, kde x>0.
Poznamka: Presné zdévodnenkRearsonoveého rozdelenia typu . mozné najsv

Pearsonovonilanku [7].

Ak si ozn&ime

+0 n-3 _ X

1=C [ x* e
0

potom
+00 L—IS _ﬁ
C J' X 2 e Z2dx
1= 9
|
n3 _nx
. . . Cxz2e?
z ¢oho plynie, Zem———— e hustotas®.

Potom_1. momentahodnej vetiiny s® je (kal’ze gama funkcia nebola dobre znama,

Student pouzil metédu per partes)

n-1

2 — —

X U . (n-1) ™¢

40 3 X u=x?2 u'=|——|x?2
C j X[k 2 e 22dx 2
perparte x

Es® =—2 = nx " =
I 2 e
v=e?®  y=

~n
2u,

14



+0o
— nx +o n-3 _ X
2u, 24, (n-1 =
e R +—'Uz—jx2e2“2dx=
n n\ 2 )%
x=0 [N —

|
C
n-1
7 0) — —
2 XP o), G, (=D 1@ C (=Dl (0D

n x-eo ™ TR R T S
ezﬂz

Analogicky sa sptaju druhy, treti, Stvrty moment, ... a dostaneme
2 (n- 1)(n +1)

=K
M= 12 (n—l)(n+31)(n+3) |
n
M,'= it (n—l)(n+1)(4n+3)(n+5).

n
Teda rozdelenies® méa v3etky momenty rovnaké ako Pearsonovo rozaetgpii 1l

a Student prehlasil, Ze rozdelersié je teda prave Pearsonovym rozdelenim typu Ill.

n-3 nx

dané hustotouf (x) = Cxze % (V sasnosti je zname, Ze neplatidenie: Rov-
no¥” momentov dvoch rozdeleni implikuje aj roviosozdeleni. V@ priklad
v Andélovej knihe[3] str. 16. Teda Studentov postup tu nie je Upldetreny.)

Ked’Ze uz pozname rozdelenie ndhodnejéitgyi s, nie je problém konme
najg’ hradané rozdelenie nahodnej valy s. Ktomu pouzZijeme vetu
o transformacii nahodnej veéiny.
Veta (O transformacii ndhodnej veltiny) Nech X ma spojita distrildmt funkciu
F. Nech F'(x) = f(X) existuje vSade aZ na kaime mnoho bodov. Nech je t rydzo
monotonna funkcia, ktorA ma vSade nenulovu denv&eolozmeY =t(X). Ozna-

mer inverznu funkciu k t. Potom Y ma hustotu

g(y) = fr()]|r(y) -

Doékaz. Yd’ Andélovu knihu([3] str. 48.
V naSom pripade méZzeme oZita

(#) Na vypdaet limity pouiijeme(n —1)/ 2 krat L'Hospitalovo pravidlo pre pripadoj ”
o0

15



n-3 _ X

X =&, kde ¢(s?) = Cx 2 e %2 jehustotaX,
Y =s=+/X, kde ¢(s)jehustotaY ax = y>.

Najskor vSak potrebujeme ovépredpoklady vety, aby sme zistifi, vetu je mozné

aplikova’ na nas pripadiize mame zobrazenie

t:X - X .
Derivaciut spaiitame ako
t'(x) = T;z: 0, OxOO*\{a}.
A kedze
t(x)—7>0 Ox00* \{o},

dostavame rydzo-monotonnos.

KedZe vSetky predpoklady su splnené, mézeme pouetu nasledujucim spésobom:
w(y)=dryllr' (),
kde
7(y) =x=y?,
C¢ize po dosadeni dp(y) a r'(y) dostaneme
@(y) = Ay’ L2y.
Ked nahradime premennou s, méZzeme ptisa

n-3 - > 2
w(s) =2C30{s?) 2 e 2 = 2[C "% ¥, kdes> 0,

¢ize sme nakoniec dostali huststu

Teda akA=2C, potom

ns

f(s)= AE"%e 2 (2.7)
je hustota vyberovej smerodajnej odchykkyyberu z populacie, ktorého ndhodné
veliciny maju normalne rozdelenie so smerodajnou odaugk( X, ~ N(0,6%)).

Chceme teraz spiiat’ konStantuA. TU vyp@itame z hustoty smerodajnej od-

chylky s a hustota musi iget’
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ns*
(Plochapodkrivkou f (s)) = A j s"%e 22 (s, (2.8)

Nech

+o00 _E
= j sPe *zds
P
0

a z (2.2) plynie, ze
My =0
Potom

+oo d ns
s [ s < —e 7 )ds =
n 0

Perparteso.2 o 252 "~ o2 ;S
= sP(—e %) +—(p 1)J's e 2°ds=
n
s=0

2

o
ZT(p_l) I p-2*
Ak budemed’alej pokr&ova’ tymto rekurentnym postupom, dostaneme

n-2

0'2 2 )

l.,=|—1| (n=3)(n-5)...301lI, prenparne,

n

s (2.9)

o

2\ 2
=(—j (n=3)(n-5)...4[21, prenneparne,
n

+00 n52
ey Vg
l,= | e?*ds=,—0, (2.10)
° ~([ \ 2n

+00 _ n82 2

= [ se 20st=%. (2.11)
0

kde

Potom z (2.8), (2.9), (2.10) a (2.11) plynie
(Plochapodkrivkou f (s))

n-1

(n—3)(n—5)...3ﬂEd;(02)2
2\ n

(Plochapodkrivkou f (s))

n-1

(n—3)(n—5)...4[2[€02j2
n

A= prenparne,

prenneparne.
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Dosadenim do (2.7) dostaneme

n-1
= N mn)z2 n-2 _Lsi ;
1o S|—=| S e? prenpame,
(n-3)(n-5)...30 V2{o
n-1 2 (2.12)
— N n o o _% ]
"~ (n-3)(n-5)...412 (o2 S € prenneparne,

kdeN zn&i plochupodkrivkou f (s). (V stasnosti je zname, ZN =1, pretoZze vo
vzorci (2.8) s& voli tak, aby plocha pod krivkodi  (sdla rovna 1).

(2.12) je uz kongny tvar hustotys vyberu z normalneho rozdelenia.

2.3Korelacia medzi X-EX a s vyberu z nor-

malneho rozdelenia

Predpokladajme opéa nahodny vyber X,,...,X, znormalneho rozdelenia

n

X, ~ N(0,0%). Vid kap. 2.1.

- EX=0 __
Najskor Student ukazal, Ze nahodnédmyi X —EX = X assu nekorelova-

né, argumentoval to tym, Ze je rovnako pravdepodqgimzicia vyberového priemeru
(X ) nd’avo aj napravo od gatku 0. (t.j. Ze platiP(X >0) = P(X <0) :% resp. ze

sa jedna o symetrické rozdelenie.) V dnesSnej delmame, Ze Studentov argument
nebol spravny a neplati. Vieme v3ak, Xeas®su nezavislé (d Andélovu knihu [3]
str. 70) a z toho plynie nezavistoX as resp. aj nekorelovanbxX as .

Student eSte zisval korelaciu medzi()?)2 a s*, aby si bol isty vyp&ami
dalej.
Ozna&me

u?=(Xf, kdeX =Y, -p prei=1...n.

Dalej zavedieme premenmg aM, nasledujicim spdsobom ako

18



zx 2 Eixiz ZIZZEXIXJ

_Eu2_E| —__i=1 +_*1 :&'
M n n? n? n
225
M, =Es? =y, 0°Y.
Spaitame
n 2 n n 2
XX XX
UZSZ —=| =1 i=1 | =1 -
n n n

¢leny, ktorépri strednehodnotezmiznu),

potom
L] 2XXX DZXZ hys BRLLXX,
in i=1 j=1 zxi i=1 j=1
Euws’ =E L — | +2E- 2 -EE —-E— =
n n n n
_H n-1) 4 (n-1)

Ked’Ze pre korelaciu medzi nahodnymi veliami u® a s® plati vz'ah
cov®,s’) _ Eu’s’-EU’ES’ _ EU’s*-mM,
Jvaru®yvars?  +varu’~vars?  +varu?+vars?

corr(u?,s’) =

dostavame, ze

corr(u®,s’)vvaru®+vars® + mM, = Eu’s’. (2.13)

Po dosadeni zenM, a Eu’s’ vo vzorci (2.13) s pouzitim (2.4) dostaneme

corr(u®,s°)\/varu®+/vars’ +'u2 ,Uz S 2 (N _21) _Ha_gp (n—Sl),
n° N’ n n
_ 2 _ 2 _

corr(u?,s*)y/varu®~ vars’ +,u§( 21) 3‘22 + 1 (n 21) _3:‘22 32 (n 31)’
n n n n

19



corr(u®,s*)+varu®+ vars® +,u§( D =’ (n—l)'

2 n2

Teda
corr(u?,s®)vvaru®+/vars® = 0, ¢&ize corr(u®,s*)=0

a vidime, Ze vetiny u® a s st nekorelované.

Poznamka Student vo svojej préci [10] pouZil zfenie R .. pre corr(u®,s”),

o prevvaru®,
o, prevvars®.

2.4Hradanie hustoty nezavislej na

_ns®
Vzorec f(s)=——s"%e 2,
kde
n-1
= N E{/z ng pren parne,
(n=-3)(n-5)...30 \ 7
N n-1

|

(h pren nepéarne,

" (n-3)(n-5)...412
ozna&uje hustotu smerodajnej odchylignahodného vyberm jedincov populacie
Zz normalneho rozdeleniel\((O,O'2 ).)

JnN

2o

Rovnica f (x) =

e 2’ oznauje hustotu aritmetického priemet vys-

Sie zmieneného nahodného vyberu. t@fzbol ziskany z Airyho knihy [1].)
Nech

kde

20



au oznauje strednd hodnotu nahodnej éaly Y, .

Chceme zisti rozdelenie nahodnej veélny z Na to pouzijemevetu

o transforméacii ndhodného vektoru.

Veta (O transformacii nahodného vektoru) Nech n&hodny vektor
X =(X,...,X,,) ma hustotu p vZadom k Lebesgueovej miere}/'. Necht je
zobrazenie Z1" dod", ktoré je regularne a prosté na takej otvorenej#ine G,
pre ktoru platl’J'G p(x)dx =1. Ozna’mer inverzné zobrazeniek G - t(G). Potom

nahodny vektoly =t(X)ma hustotu vzZladom k Lebesgueovej miere a tato hustota

je rovna

plz(V)|D,(y) preyOt(G),

) :{O prey0t(G).

Doékaz. Yd’ Andélova kniha [3]str. 49.

Vratime sa spak naSmu problému, a tym je zistiozdeleniez :l, kde X bude-
S

me znait akox.

Pri paiitani zdruzenej hustoty (s,x 9a Student dopustil nepresnosti. Pretoze
pod’a jeho vypotov f(s,x) = f(s)f(x), lenze to by platilo, poklaby nahodné ve-
liciny X asboli nezéavislé. No Student dokéazal len nekoreloganX asa potom
nekorelovanas X2 a s (vid kap. 2.3), ato neimplikuje nezavisfosahodnych

velicin X as(vid [1], str. 34). Teda pdé Studenta zdruzena hustota nahodnych

velicinsax je rovna

f(s,X) =

_ns® _me e _n(s®+x)
cn:_l s" 2@ 20° G\/HN e 20" = CI:I 1 "2 20° |
o N 2o o' \2ar

Ideme pouii vetu o transformacii ndhodného vektoru.
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Nech

Ked'ze
X
z=—, X=z0w,
S
W=Ss,

pre inverzné zobrazeneplati, ze

a)-[an)

kde s[1(0,0), xOO, tedaajwl] (0,0), zOO.

Najskor overime predpoklady vety.

KedZe
o x 1 1
D,=det g2 ¢|=-=%20, s#0,
1 o) S
xO0O, sd(0,0) = GOOx(0,0) jeotvorena
a

spojité naG,

dostavame, Ze zobrazehige regularne na mnozing [ [ x (0,c0 . )

Teraz sa pozrieme na podmienku prostoty.

Ked'ze

potom
O(s,x)0G, O, X)0G plati, zeak|(s, x) # (3, %)], potom [t(s, x) # £(3, X)],

teda zobrazenieje prosté na mnozing [ [1 x (0,0 .)

22



KedZe predpoklady su splnené, pouzijeme danu vetu.
ZdruZena hustota nahodnych ¢&liz aWw je
: (2.14)

DT

Jow(z,W) = f(z(z W)
kde

or, or,

_| oz ow|_(0 1)__
o=/ 2 8|

an

¢ize po dosadeni do (2.14) dostaneme

n(zw? +w?)
CN [n _ ., e
zZ,wW) = f(w,zw)|-w = —W"e 27w
Oow (Z2W) = f (W, ZW) |- W o 1/277
_nw? (2% +1)
:CN LDW”_le 20°
o" \ 2

a hustotug, (z) s pouzitim substitucie

y= nw(z* +1)
20°

2
dy = n( jl)wdw,
o

207y
W= [—2—
n(z> +1)

def. *t® def.
M@= [xe*dx, a>0 ar(a+)=al, r@j e
0

a gama funkcie

spaiitame vr¥ahom

+oo0 nw? (z2+1)
CN n 1 2
7) = — 0O w'e 2 dw=
9:(2)= ,/zﬂ j
2
2 P 2 2 0
:CN/nD 02 J» 220 y 2 ey
o" \2m n(z°+1) 3 [ n(z° +1)

24n-2 n-2 =2, _
- /—C N \/E_ZD"-Z(ZZ+1)[2 }r(” 2+1j:
2 o" L 2

=——[@2 G—jﬂzz+1)_2, z0O0O. (2.15)



C mbzeme prepisacez gama funkciu (integfaym cvicenim zo vfahu (2.8) ) ako
n-1

2
CZNDh B 1

-3 n-1)°
2 T
. (zj

Po dosadeni do (2.15), dostaneme

n-2
Nzn%1 2° F(gj >
0:(D=— ) =

\/27T|]Z 2r 2) n?

N=1 —_ —_ -n

CAn-2n-4 S3u427 prennepamned
2n-3n-5 4 2

N=1 - — -n

- ln_zn_4£gg(1+ z°) 2 prenparne.
nn-3n-5 31

Pretoze tato rovnica ndm dava nezavisloa s, dostali sme rozdelenie nahodnej

veliciny 2:5 pre akykdvek nahodny vyber X,,..., X,,) z norméalneho rozdele-
S

nia.

2.5Vlastnosti hustoty z

Student chcel vytvori Statisticki tablku, z ktorej je mozné Wtat' pravdepodob-

no¥, ze vyberovy priemerX vydelenys ( :iJ, bude lez& medzi —~ az
s

(éiie P(—o0 < X <2)= F(z)j. Teda potreboval vygitat’ distributna funkciu F(2) .
S

T& sa spéita ako

Ha:Kq — dx,
=L+ x* )2
kde
K::ln;zn;él..éB?—’ prenneparne,

-3n-5 4 2
_1n-2n-4 4& .
== pren parne.

n-3n-5
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S pouzitim substitlcie

x=tand, kde 95[—’—7,7—7}
2'2

dx = 12 dé,
cos 6
kde medze spftame ako
6 = arctanz,

. 7l
lim arctanz = _E ,

Z - —00

gize 80 [_%T arctanz} ,

dostaneme
arctanz
F(z):KDI 1 nmiz dg =
-z (1+tan2 6?)5 cos'd
arctanz 1 1
=K[O = dég =
_J:, 1 : cos’d
2
Los2 9}

=KD fnz [cos 6] do =

n

2
arctanz

=K. Ico§‘29d9

2
a to je mozné dopitat’ uz pre akékivek z[O[.

Na zéklade toho Student zostaabuky distribwnych funkciiF (z), kde

BB]i ;
— — = prenneparng arctanz
F(p=N=2Nn-4 22 [ cosr20de.  (2.16)
n=3n-5 EEI1 prenparne| =
T

2

Pre porovnanie si vzal distribod funkciu F(x ) normélneho rozdelenia so smero-

dajnou odchylkous = \/% an=10

F(x) = % J' e 2 dx.

Cize tabuika vyzera nasledovne.
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2.5.1 Tabiky distribwnej funkcieF (z) ziskané vyptiom zo vahu(2.16)pre hod-

noty n =10 v porovnani s distribénou funkciouF (x) normélneho rozdelenia, kde

n=10as:\/i.
7

z n=10 F(X)

0,1 0,61462, 0,60411
0,2 0,71846| 0,70159
0,3 0,80423 0,78641
0,4 0,86970; 0,85520
0,5 0,91609] 0,90691
0,6 0,94732 0,94375
0,7 0,96747, 0,96799
0,8 0,98007, 0,98253
0,9 0,98780| 0,9913Y
1,0 0,99252 0,99820

1,1 0,99539 0,9992
1,2 0,99713 0,9997
1,3 0,99819 0,9998
1,4 0,99885/ 0,99989
1,5 0,99926| 0,99999

OJ

=

OJ

Poznamka: Celu tabiliku je mozné najsv Studentovonglanku [10] str. 21.

2.6Pouzitie tabu’ky v praxi

Student urobil experiment na porovnani@naosti dvoch li€iv. Hodnoty danych
lieciv ziskal z tabuliek A. R. Cushnyho a A. R. PeealegasopisuJournal of Phy-
siology z roku 1904V nich bol zaznamenany spanok 10 pacientov pradzijm
hypnotickych latok a po podani (1) Dextro — hyosoiau hydromrobidu, (2) Laevo
— hyoscyaminu hydrobromidu. Talka 2.6.1 nam udava pet hodin spanku ziska-
nych navySe u pacientov, ktori uzivali liek (12 (
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2.6.1 Tabika udavajuca peet hodin spanku ziskanych navySe uzivanim lielst hyo
cyaminu hydromrobidu ziskangl10].

Pacient 1 (Dextro-) 2 (Laevo-) Rozdiel (2-1)

1. +0,7 +1,9 +1,2
2. -1,6 +0,8 +2,4
3. -0,2 +1,1 +1,3
4. -1,2 +0,1 +1,3
5. -1,0 -0,1 0
6. +3,4 +4,4 +1,0
7. +3,7 +5,5 +1,8
8. +0,8 +1,6 +0,8
9. 0 +4,6 +4,6
10. +2,0 +3,4 +1,4

aritmeticky +0,75 +2,33 +1.58

priemer X

smerodatna +1,70 +1,90 +1,17

odchylkas

Najskor nas zaujima pravdepodobt)a= liek (1) v priemere dava narast spanku.

funkcie F(z) pre z= 044 a n=10. T4 nam vySla niekde medzi 0,8697 a 0,9161.
Student presne spital, Ze je to 0,8873. Inak povedané, Sance s(i7k88113. Ci-
Ze pravdepodobnésze liek (1) zaznamena narast spanku je pribl8873) . Teda,

je ve’mi pravdepodobné, Ze liek (1) zvy3ku spanku.

Analogicky spgitame pravdepodobnfisze liek (2) v priemere sp6sobuje na-
pravdepodobna’srovnu 0,9974. (t.j. Sance su priblizne 400 k 1)

Z toho sa zda hypravdivé, Ze liek (2) jedinnejsi ako liek (1). Ideme tato hy-

potézu otestoua tak, Ze oditame dané hodnoty lieku (1) od lieku (2).dviabu’ka
2.6.1 sipec ,rozdiel (2-1)").
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Spaiitame z X :+T1,E;85 135 a pren =10 z tabdky 2.5.1 dostavame hod-
S
notu 0,9985CiZe pravdepodobnés Ze liek (2) je dinnejsi ako liek (1) je okolo
0,9985. (t.j. Sanca je priblizne 666 k 1) Pri takggokej pravdepodobnosti moZzme uz

predpokladg, Ze liek (2) je ufite (CinnejSi ako liek (1).

DalSie zaujimavé experimenty, ktoré Student uskitge mozné najsv jeho
¢lanku [10].

3 Objavené nepresnosti v Studentovoniianku

Prvou Studentovou neprestios pri uvazovani bolo, Ze na ukazanie gama rozdele-
nia nahodnej vetiny s*, spaital prvé Styri momenty valiny s® a tie mu vy3li rov-
nako ako pri gama rozdeleni, teda usudil, Ze moZemedpokladé gama rozdelenie

nahodnej vetiiny s*. Hoci to tvrdenie vieobecne pre vietky rozdeleelati (vil
kap. 2.2 str. 14).
DalSieho omylu sa dopustil, &evo vete o transformacii namiesto nezavislosti

T . va , . T \2 b
X as, ukazal nekorelovanbsX as a nasledne aj nekorelovaﬁo(é() as”. Co

v podstate neimplikuje nezavistosahodnych vetin X as .

Student poital s testovacou Statistikou

z:x_/”l,
s

kde
2 1 X v 2
2 == (X = X)2.
Nz
V dnesnej dobe je uz zrejma testovacia Statistika

X=pu
t=+n ,
S

kde



Na nu vSak priSiel v roku 1925 Statistik Ronald A. Fsla to tak, ze pouzil trans-

forméciut = zvn -1, ktoru si neskér osvojil Student.

Daldim vyznamnyndlankom, ktorym sa Student zaoberal a ktorému sared

v kratkosti venové je Pravdepodobna chyba koretaeho koeficient(Q].

29



4 Pravdepodobna chyba korel&neho koefi-

cientu

Student sa pokusil tymt@ankom zaobetaproblémom vyznamu korelaych koefi-
cientov odvodenych z malych vyberov a taktiez cimetivova® matematikov, ktori

majucas aj schopnosti sa danym problémom tiez zaébera

Predpoklada sa nahodny vybeiX,.Y,)",....(X,.Y,)" z populacie (kde

(Xi,Yi)T su sipcové vektory) s dvojrozmernym norméalnym rozdelenim
ol co((X,Y)
N Ay ) X ! :
{(ﬂx 1) (cov(X,Y) o D
Definujme vyberovy korelany koeficient Rizorcom

> (x, - X -¥)

R: i=1

[l -7 S0y

i=1

(Vid [3] str. 93).
Dalej definujmekorelacny koeficient ko
_ cov(X,Y)
- JvarX;)vary,)

My budeme zitova® pravdepodobnas zer lezi medzi danymi dvoma me-
dzami. (Tzv.interval spdahlivosti P(D <r < H), kdeD je doln& hranica Bl je hor-
n& hranica).

Aby sme vyrieSili tento problém, musime veddyve veci: (1) rozdelenie hod-
not R ziskanych z vyberu populacie (ktord nam dgva (2)apridrnu pravdepodob-
nos’ (vid’ kap. 1.3), Ze lezi medzi danymi dvoma medzami.

Student uvazoval, ze rozdelemdy mohlo mé& len jednu z dvoch hustét. A to diu

R ma rovhomerné rozdelenRR[- 1}jotom hustot® je

f(r)=%, akr 0(-1.1),
=0, inak.

Alebo hustota ndhodnej véilny R méZe by rovna
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fry=cti-r?)  akrO(-1,1),
=0 inak.

V sulade s jeho pokusmi a skusetfari stanovil apriorne rozdelenie ako

f(r):%E(l—rz), akr0(-1,1),

=0, inak.

Pre vé&ké vybery Statistici Pearson a Filon ukazali, ZededenieR odpoveda
asymptoticky normalnemu rozdeleniu. No malymi vybiesa nik nezaoberal.

Student sa snazil tento problém vyredispravil nasledujuci experiment. Vzal
3000 hodnét vysky postavy d&#y prostredného prsta avej ruke kriminalnikov
a urobil nahodny vyber po $tyroch z tejto populadiém dostal 750 hodnéR
z populécie, ktorej skutmy korela&ny koeficientr bol 0,66.

Ked vzal vy3ky postav z nejakého vyberuiaky prostrednych prstovudi
iného vyberu, dostal 750 hodr@tz populacie, ktorej skutny korel&ny koeficient
r bol rovny 0 (pretoZe vy3ka jedného jedincdZka prostredného prsta iného jedin-
ca, su nezdvislé nahodné valy, ¢ize korelacia je nulova).

Na zaklade ziskanych (dajov z experimentov, syktorpresnejSie pracuje
v jeho ¢lanku [9] a matematickou Uvahou priSiel na to, keja korelacia medzi

dvoma normalne rozdelenymi nahodnymi &i@iami nulova, hustota

n-4

f(r)=r{l-r?)2 , kden=3

nam dava presné rozdelenie vyberového kongllao koeficientuR ziskaného
z ndhodného vybemjednotlivcov.r, spa&itame z rovnice
1 n-4
roj‘(l—rz)T dr =N,
-1

kdeN je ako vo vEahu (2.12) v kapitole 2. 2. V &isnosti je zname, 2¢ je rovne

1, pretozer, sa voli tak, aby to bola normalizujuca konsStadize aby platilo, ze

hustota
1 n-4
t(r)=r, [ L-r2)z or =1. (4.1)
-1

Spaiitame teraz integral zo vahu (4.1). Pred tym si ale potrebujeme zadefitiova

pojembeta funkcia
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Prea> 0, b >0 definujeme beta funkciB(a, b vzorcom
1
B(a,b) = j x* (1 x)" ™ dx.
0

Medzi gama funkciou a beta funkciou platfai

_r@r ()

B(a.b) Ma+b)

n-4

1 _
Vratime sa spak integralu j (1—r2)7 dr:
-1

jl(l—rz)n;‘ dr = ZJ'l(l—rz)n;4 dr.
0

-1

PouZijeme substitluciu

a dostaneme

n-2_

-1

kden= 3.

Cize nakoniec

4.2)

. r(1/2)r(”;2j r(”;zj
|:|3(1/2,n j: = . n=3

2 n-2+1 n-1

I M —

=57 1Y)

Teda dostavame
. L1y
f =— = = , kden> 3

J' (1—r2)%1 dr _ x/l_TI'(n;Zj \/TTF(n;Z]
&

32
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_ l( 2)n;4 _ ' -1/2 %4 _ ' (1/2)-1 -5 . _ n-2
| = j 1-r°)2 dr = j y e (1-y) 2dy= J' y (1-y) 2 dy=B|1/2,——
0 0



TakZe vysledna hustota vyberového kateého koeficientR pri vybere o rozsahu

n= 3 z dvojrozmerného normalneho rozdelenia s nulovgnelleinym koeficientom

5 o
ﬁ(l—rz)z .
\/TTF( , j

V d’alSej kapitole sa budeme venév&atistikom, ktori na Studentovu tvorbu

r je rovna

f(r)=

neskor navazovali.
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5 Statistici, ktorych ovplyvnila Studentova

tvorba

V obdobi pred Fisherom nikto nevenoval’lk pozornog Studentovymelankom.
Prvym vyznamnych Statistikom, ktorého ovplyvniluSéntove prace, bol uz vyssie
zmieneny Ronald A. Fisher. Ten nielen ozivil Studeg ¢lanky, ale tiez v nich op-
ravil chyby a nedostatky. K& sa hovori o ,Studentovom t-rozdeleni, mame
v podstate namysli skér Fisherove myslienky akal&ttove. Napriklad t-rozdelenie
on —1 stupov va’nosti, ako rozdelenie zaloZzené na normalnom rondet® tiez
jeho aplikacia v regresnej analyze, boli vyplodomshErovho myslenia. Aplikaciu
~Studentovho t-rozdelenia“ Fisher zahrnul vo svojéiénku [4] Student sa vo svo-
jich pracach venoval len jednovyberovymi problémana Fisher v r. 1922 ukazal
aplikaciu t- rozdelenia aj na dvojvyberové problémge v oboch vyberoch predpo-
kladal rovnaky rozptyl ndhodnych véh.

t-rozdelenie bolo neskér v roku 198faroldom Hotellingom (matematickym
Statistikom a vyznamnym ekonomickym teoretikomy&ambecnené aj na testovanie
vektoru strednych hodnét s mnohorozmernym normalroadelenim.

Studentove prace sa dostali do povedomia aj titatis z ruskej riSe. Vyz-
namnym Statistikom, ktorého zaujala Studentovab@prbol Evgenii Evgeneyi
Sluckij. Jeho meno sa stalo vyznamné v oblasti ekmirie a matematickej Statisti-
ky, hlavne kvoli Studiu stochasticky zavislych ndhgch procesov. Sluckij venoval
dihé roky Stadiu publikacii Karla Pearsoan sa dostal aj k pracam Studenta. Ne-
skor napisal knihu [8], ktorej nazov nam uz samelmesnapoveda , Ze sa v nej zaobe-
ral Sasti (a dokonca z v&ejc¢asti) tedriou korelacie, Specialne pravdepodobhgj ¢
be. To ho p&as pisania priviedlo k Studentovndlanku [9], z ktorého potom vo
svojej knihe citoval niektoré vysledky a zavery.

Dal3imi osobna&mi z Ruska, ktori venovali pozornollavne druhému Stu-
dentovmuglanku [9], boli Alexander Alexandro¥iCuprov (Statistik) a Andrej An-
drejevic Markov (matematik). Ti sa zaoberali prevazne sredypmi Pearsonovych
kriviek (tie je mozné najsv Pearsonovonilanku [7] ),¢o v podstate do istej miery

suviselo aj s t-rozdelenim Studentovej Statistiky.
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6 Navrat k suéasnosti

6.1Studentovo t-rozdelenie

V skasnej Statistike sa Studentovo t-rozdelene zavdakzladovne:

Veta (sttasnog’) Nech X,,...,X, je nahodny vyber N(u,0%), kde n>2 a

0% >0, nech

- L S (x —x) K =1y
s_\/n_li:l(xi Xf a X SR

potom

T=Vn "

kde X a S sl nezavislé nahodné siglj ma t — rozdelenie o n — 1 sty vanosti

r(”
2

¢ Ve
f(t) = (1+ j . (6.1)
r(”;lj n-). "7t

s hustotou

Doékaz.Vid’ Andélova kniha [3] str. 74.

Pre porovnanie uvedieme, ako by asi sformuloval &ttudent pred 100 rokmi, na

zéklade zmienenych faktov v jelil@nku.

Veta (Student pred 100 rokmi)Nech X,,..., X, je ndhodny vyber N (0,0?), kde

n=2, (X, je definované ako v kapitole 2.2), nech

potom



kde X a S su nekorelované nahodné &iely, méa hustotu

f(t) = =

(6.2)

VSimnime si, Ze stasny vzorec sa Vi neliSi od toho spred 100 rokov. V podstate
sa odliSuje od toho Studentovho len o premennd. UZ vy$Sie sme spomenuli, Ze
tuto nepresnasopravil Fisher v roku 1925 a dospel tym k hustetktorou sa pita

v Statistike dodnes.

6.2 Vyberovy korelaény koeficient

Student vo svojondlanku [9] priSiel na to, Ze hustota vyberového kaeého koefi-
cientuR pri nahodnom vybere o rozsalme z3lvojrozmerného norméalneho rozde-

lenia s nulovym koretaym koeficientonr by mala by dana vzorcom

L_4
f(r)=r,1-r2) 2, (6.3)
kde
(%)
2
fh = —_2 .
JE%” j
2
V skasnej Statistike (di Andélovu knihu [3] ) je jasné, Ze husto®je dana rovni-
cou
1) g
f(r)=———-Z[1-r?) 2, (6.4)
r(” jJE
kde

-1<r<lanz=3.

Cize sa Student vo vypte nemylil.
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7 Zaver

Student vo svojich pracach urobil par vaznejSicybcls ktorymi jeho péitanie ne-
bolo celkom korektné, no aj tak mu patri obrovskylig. Svojimi vypd&tami a za-
vermi ovplyvnil mnoZstvo Statistikov a matematikdwori nakoniec Studentove po-
stupy vylepSili a opravili natto, Ze nasli vyuZzitie v siasnej Statistike. TaktiezZ je
potrebné spomeriimeno Arthur Guiness, ktory Studentovi umoznil atiadva se-
mestre akademického roku v Pearsonovom biometricladioratoriu na univerzite
v Londyne, kde sa Studentlgeveci natil. DalSou déleZitou osobou bol Ronald A.
Fisher, bez ktorého by Studentove prace ostalpbegimnutia.

No aj napriek vaznejSim chybam sa v podstate &tode vysledky az tak neli-
Sia od tych s€asnych. Stéd porovna& hustotu (6.1) so (6.2) a hustotu (6.3) so (6.4),
kde jasne vidi¢ len vé’'mi malé rozdiely. Ak vSak vezmeme do Uvahy faktpred
100 rokmi neexistovali Ziadne §itece a ani Statistika nebola néito vyvinuta ako
dnes a Ze Student bol v podstate zamestnanec piyowdite prijmeme nazor, Ze

Studentovi patri obrovska pocta a Studentovo teterde nesie pravom jeho meno.
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