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Katedra pravděpodobnosti a matematické statistiky
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2



Obsah
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Kapitola 1

Úvod

V této práci se zabýváme různými principy stanovenı́ pojistného. V
počátečnı́ch kapitolách si za pomoci teorie užitku zdůvodnı́me, proč jsou
lidé ochotni se pojišt’ovat, vysvětlı́me pojem pojistného a také sestavı́me
seznam vlastnostı́, které by pojistné mělo mı́t jak z hlediska ekonomie a
managementu tak i z hlediska matematického. V následujı́cı́ch kapitolách
již definujeme metody stanovenı́ pojistného. Metody ad hoc jsou vyj-
menovány v přehledu i s jejich charakteristikami a odvozenı́m některých
jejich vlastnostı́. Metoda top-down odvozuje pojistné, jak už název řı́ká,
odshora dolů. Nejprve se stanovı́ pojistné pro portfolio a to se následně
spravedlivě rozpočı́tá na jednotlivá pojištěnı́ patřı́cı́ do portfolia. A
metoda charakterizačnı́ je založena na vlastnostech, které pro pojistné
požadujeme.

1.1 Pojištěnı́ a teorie užitku

Pojišt’ovnictvı́ je založeno na principu přı́jmů a výdajů, kde přı́jmy
jsou tvořeny předevšı́m přijatým pojistným a úroky, zatı́mco výdaje
jsou tvořeny pojistnými plněnı́mi. Úkolem pojišt’ovny je stanovenı́
minimálnı́ho pojistného, které je dostatečné pro stabilnı́ pojistné portfolio
a pro pokrytı́ pojistých závazků pojišt’ovny.

Cena, kterou lidé platı́ za pojištěnı́, je vyššı́ nežli očekávaná výše škod.
Proč jsou tedy lidé ochotni platit pojistné vyššı́ než netto pojistné, což je
očekávaná výše škod? Teorie řı́ká, že rozhodujı́cı́ se člověk ocenı́ svůj ma-
jetek w cenou u(w), kde u je užitková funkce. Zároveň se musı́ rozhodnout
mezi ztrátami X a Y tak, že srovná E[u(w − X)] a E[u(w − Y)] a
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ze ztrát X,Y si vybere tu s vyššı́m očekávaným užitkem. Pak je schopen
stanovit maximálnı́ pojistné P+, které je ochoten zaplatit za náhodnou
ztrátu X. Toto pojistné je stanoveno rovnicı́ E[u(w − X)] = u(w − P).

Stejný model se dá použı́t i pro pojistitele, který stanovı́ minimálnı́
pojistné P−, za které je ochoten převzı́t riziko X. V přı́padě, že P+ > P−,
pak to pro obě strany znamená zvýšenı́ jejich užitku, pokud pojistné je
mezi P+ a P−. Přestože nenı́ možné stanovit přesně užitkovou funkci pro
jednotlivce, je možné zı́skat některé jejı́ vlastnosti:

• Většı́ hodnoty majetku obecně znamenajı́ vyššı́ mı́ru užitku, tedy
u(w) je neklesajı́cı́ funkce.

• Pro úvahy souvisejı́cı́ s pojišt’ovnictvı́m budeme předpokládat, že
člověk upřednostňuje fixnı́ ztrátu před ztrátou náhodnou.

1.2 Pojistné z hlediska ekonomie a manage-
mentu

Dle zákona o pojišt’ovnictvı́ je pojistné cena za pojistnou ochranu před
škodami způsobenými nahodilou událostı́ poskytovaná pojištěnému,
neboli úplata za přenesenı́ negativnı́ch finančnı́ch důsledků nahodilosti
z jednotlivých subjektů na pojistitele. Obecně můžeme řı́ci, že výše
pojistného závisı́ těchto aspektech:

• velikosti rizika a odhadu výše škody z něj plynoucı́

• výše nákladů pojistitele spojených s provozem pojištěnı́

Zároveň by pojistné mělo být tak vysoké, aby:

• pokrylo předpokládané budoucı́ náklady za pojistná plněnı́

• umožnilo pojišt’ovně vytvořit pojistně technické rezervy vztahujı́cı́
se k danému riziku

• pokrylo provoznı́ a běžné náklady pojistitele spojené s posky-
továnı́m pojistného produktu

• reagovalo na ekonomické podmı́nky (inflaci, úrokovou mı́ru)
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• bylo marketingově přijatelné s ohledem na cenu srovnatelné služby
u konkurenčnı́ch pojistitelů
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Kapitola 2

Vlastnosti pojistného

V této části práce vyjmenujeme a popı́šeme některé vlastnosti, které
požadujeme od pojistného. Zároveň také zavedeme označenı́, které
budeme použı́vat v celé práci.

Necht’ (Ω,F,P) je pravděpodobnostnı́ prostor a χ je množina
nezáporných náhodných veličin na tomto pravděpodobnostnı́m pros-
toru. Množina χ je tedy vlastně množinou pojistných rizik. Dále necht’
X,Y,Z patřı́ do χ. Necht’ H značı́ pojistné, což je funkce z χ do nezáporných
reálných čı́sel. Je tedy možné, že H[X] nabývá hodnoty∞. Dále je možné
rozšı́řit definičnı́ obor pojistného H[X], aby přı́padně obsahoval i záporné
náhodné veličiny. Což se nám může hodit pokud budeme pracovat s
náhodnou veličinou celkové ztráty pojistitele, tedy výplatou pojistných
událostı́ mı́nus pojistného. V [6] a [3] jsou uvedené následujı́cı́ vlastnosti
pojistného a jejich charakteristiky.

1. Nezávislost
Pojistné H[X] závisı́ pouze na dekumulativnı́ distribučnı́ funkci
náhodné veličiny X. Tato funkce, kterou budeme značit SX, je
definována předpisem SX(t) = P[ω ∈ Ω : X(ω) > t].

Tato vlastnost řı́ká, že pojistné závisı́ pouze na rozdělenı́ finančnı́
ztráty a nezávisı́ na jejı́ přı́čině.

2. Bezpečnostnı́ přirážka
H[X] ≥ EX pro ∀X ∈ χ
Bezpečnostnı́ přirážka je určena ke krytı́ výkyvů v pojistném plněnı́
oproti předpokládanému průměru. Tato podmı́nka je nutná z
toho důvodu, že chceme pokrýt alespoň předpokládané výplaty
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pojistného plněnı́ na pojistném riziku X, tedy EX. V opačném
přı́padě by se pojistitel dostával do ztráty.

3. Žádná neopodstatněná bezpečnostnı́ přirážka
Pokud riziko X ∈ χ je rovno konstantě c skoro všude, pak H[X] = c.

Na rozdı́l od předchozı́ vlastnosti, pokud s jistotou, tedy pravdě-
podobnostı́ 1, vı́me, že pojistné plněnı́ bude rovno konstantě c, pak
nemáme žádný důvod pro zahrnutı́ bezpečnostnı́ přirážky, nebot’
zde nenı́ žádná nejistota ohledně výše pojistného plněnı́.

4. Maximálnı́ ztráta neboli no rip off
H[X] ≤ min[p,FX(p) = 1], kde FX je distribučnı́ funkce

Tato vlastnost se dá ještě chápat tı́mto způsobem – vı́me, že škoda
nepřekročı́ maximálnı́ hodnotu m, pak by pojistné nemělo překročit
výši očekávané ztráty a naopak. Zapsáno matematicky

X ≤ m⇔ H[X] ≤ m

5. Konzistence
H[X + a] = H[X] + a ∀X ∈ χ a ∀a ≥ 0

Tato vlastnost řı́ká, že pokud riziko X navýšı́me o konstantu a, pak
pojistné pro nové riziko X + a bude pojistné pro riziko X navýšené o
konstantu a.

6. Ekvivariance vůči změně měřı́tka
H[bX] = bH[X] ∀X ∈ χ a ∀b ≥ 0

Pro zdůvodněnı́ se často použı́vá pojem arbitráže. Pokud by pojistné
napřı́klad za dvojnásobné riziko bylo vı́ce než dvakrát většı́ než za
jednoduché riziko, pak by si lidé raději pořı́dili pojištěnı́ pro riziko 2X
tak, že by si pořı́dili pojištěnı́ pro riziko X u dvou různých pojistitelů,
nebo u jednoho pojistitele ale pod dvěma pojistnými smlouvami.

Podobné vysvětlenı́ máme i pro opačný přı́pad, tedy pro přı́pad kdy
by pojistné pro riziko 2X stálo méně, než dvakrát tolik co pojistné
pro riziko X. V tomto přı́padě by se totiž dalo zakoupit pojištěnı́
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pro riziko 2X, které by následně bylo rozprodáno po částech, tedy
rizicı́ch X, a dotyčný by z tohoto profitoval.

Tuto podmı́nku lze zpochybnit pouze pokud riziko X je velké. V
tomto přı́padě by pojistné pro riziko 2X mohlo být vı́ce než dvakrát
většı́ než pro riziko X.

V přı́padě, že existuje riziko Y takové, že H[Y] < ∞ , pak vlastnosti
5 a 6 implikujı́ vlastnost 3.
Odvozenı́:
Necht’

X ≡ c,

pak

H[X] = H[c] = H[0 + c] =

= H[0] + c = 0 + c = c,

protože
H[0] = 0

H[0] = H[0Y] =

= 0H[Y] = 0

7. Aditivita
H[X + Y] = H[X] + H[Y] ∀X,Y ∈ χ

Jde o silnějšı́ variantu vlastnosti 6. Pro vysvětlenı́ této vlastnosti lze
opět využı́t argument arbitráže.

8. Subaditivita
H[X + Y] ≤ H[X] + H[Y] ∀X,Y ∈ χ

Někteřı́ autoři upřednostňujı́ tuto vlastnost před vlastnostı́ aditivity
a to z toho důvodu, že v reálném světě nemůže kupujı́cı́ rozprodat
pojištěnı́ po částech.

9. Superaditivita
H[X + Y] ≥ H[X] + H[Y] ∀X,Y ∈ χ
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Tato podmı́nka je ospravedlnitelná v přı́padě omezených
kapitálových rezerv pojišt’ovny. Ta pak může u velkých rizik
požadovat vyššı́ pojistné pro riziko X+Y nežli součet pojistných pro
samostatná rizika X a Y. Na trhu tedy můžeme pozorovat situace,
kdy napřı́klad H[2X] > 2H[X].

Poznámka: Obě předchozı́ vlastnosti (Subaditivitu i superaditiv-
itu) můžeme použı́t i ve slabšı́ch verzı́ch. A to pokud požadujeme:
H[bX] ≤ bH[X] nebo H[bX] ≥ bH[X], kde b ≥ 0.

10. Aditivita pro nezávislá rizika
H[X + Y] = H[X] + H[Y] ∀X,Y ∈ χ nezávislá

Někteřı́ autoři se domnı́vajı́, že podmı́nka 7 je přı́liš silná a že argu-
ment arbitráže platı́ pouze pro nezávislá rizika. Tı́m se lze vyhnout
i problémům s omezenými rezervami.

11. Aditivita pro komonotónnı́ rizika
H[X + Y] = H[X] + H[Y] ∀X,Y ∈ χ, kde X,Y jsou komonotónnı́

Definice Dvě rizika X a Y jsou komonotónnı́, jestliže je-
jich dvourozměrná distribučnı́ funkce splňuje podmı́nku
FX,Y(x, y) = min(FX(x),FY(y)) pro ∀x, y ≥ 0.

12. Monotonie
Jestliže X(ω) < Y(ω) ∀ω ∈ Ω, pak H[X] ≤ H[Y].

13. Zachovánı́ stochastické dominance
Jestliže SX(t) ≤ SY(t) ∀t ≥ 0, pak H[X] ≤ H[Y].

14. Zachovánı́ S - L uspořádánı́
Jestliže E[X − d]+ ≤ E[Y − d]+ ∀d ≥ 0, pak H[X] ≤ H[Y].

15. Spojitost
Necht’ X ∈ χ, pak lima→ 0+ H[max(X − a, 0)] = H[X]
a lima→∞H[min(X, a)] = H[X].
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Kapitola 3

Metoda Ad Hoc

V této kapitole se nacházı́ přehled nejznámějšı́ch principů stanovenı́ po-
jistného spolu s vlastnostmi z předchozı́ kapitoly, které tyto principy
splňujı́.

Bezpečnostnı́ přirážka je definována jako H[X] − EX, kde H[X] je po-
jistné a EX ryzı́ pojistné. V [3, 6, 2, 5] jsou uvedeny tyto metody.

3.1 Ryzı́ pojistné

H[X] = EX

Toto pojistné nenı́ závislé na pojistném riziku. Jde spı́še o základnı́
modelový přı́pad, kdy pojistitel předpokládá, že riziko neexistuje pokud
prodá dostatek stejně rozdělených a nezávislých pojistek.

Teorie ruinovánı́, což je odvětvı́ aktuárských věd studujı́cı́ náchylnost
pojišt’ovny k insolventnosti, řı́ká, že toto pojistné bez zahrnutı́
bezpečnostnı́ přirážky je z dlouhodobého hlediska neudržitelné, a
to i v přı́padě značných rezerv pojišt’ovny.

Splněné vlastnosti: 1 - 15

Přı́klad 1 Dokažte aditivitu, konzistenci a ekvivarianci vůči změně měřı́tka to-
hoto principu.
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Řešenı́

• aditivita – ano

H[X1 + X2] = E[X1 + X2] = EX1 + EX2 = H[X1] + H[X2]

• konzistence – ano
Y = X + c

H[Y] = EY = E[X + c] = c + EX = H[X] + c

• ekvivariance vůči změně měřı́tka – ano

H[bX] = E[bX] = bEX = bH[X]

3.2 Princip očekávané hodnoty

H[X] = (1 + θ)EX , kde θ > 0

Tato metoda je založena na předchozı́ metodě ryzı́ho pojistného, ale
již počı́tá se zahrnutı́m bezpečnostnı́ přirážky. Jde o snadno pochopitelný
princip, který lze jednodušše vysvětlit i běžným pojišt’ěncům, kteřı́ nemajı́
rozsáhlejšı́ finančnı́ vzdělánı́. Odbornı́ky je však velmi často kritizován
hlavně kvůli tomu, že nezávisı́ na mı́ře fluktuacı́ rizika X.

Splněné vlastnosti: 1, 2, 6 - 15

Přı́klad 2 Dokažte, že tento princip splňuje aditivitu a ekvivarianci vůči změně
měřı́tka, monotonii, ale nesplňuje konzistenci a vlastnost maximálnı́ ztráty.

Řešenı́

• aditivita – ano

H[X1 + X2] = (1 +θ)E[X1 + X2] = (1 +θ)(EX1 + EX2) = H[X1] + H[X2]
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• konzistence – ne
Y = X + c

H[Y] = (1 + θ)EY = (1 + θ)E[X + c] = (1 + θ)(EX + c) =

= (1 + θ)EX + (1 + θ)c , H[X] + c

• ekvivariance vůči změně měřı́tka – ano

H[bX] = (1 + θ)E[bX] = (1 + θ)bEX = bH[X]

• maximálnı́ ztráta – ne
Předpokládejme, že riziko X je konstantnı́ a je rovno své maximálnı́
hodnotě,tedy:

X = m.

Pak
H[m] = (1 + θ)E[m] = (1 + θ)m > m.

• monotonie – ano
Necht’

X ≤ Y⇔
X − Y ≤ 0⇒

E[X − Y] ≤ 0⇒
EX ≤ EY⇔

(1 + θ)EX ≤ (1 + θ)EY.

3.3 Princip rozptylu

H[X] = EX + αvar X , kde α > 0

Jako již předchozı́ metoda, i tato je založena na principu ryzı́ho
pojistného. V tomto přı́padě je však bezpečnostnı́ přirážka závislá na
rozptylu. Viz.[4]

Splněné vlastnosti: 1, 2, 3, 5, 10, 15

Přı́klad 3 Dokažte, že princip rozptylu splňuje vlastnost konzistence a nesplňuje
vlastnosti aditivity, subaditivity, ekvivariance vůči změně měřı́tka a maximálnı́
ztráty.
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Řešenı́

• aditivita – ne

H[X1 + X2] = E[X1 + X2] + αvar[X1 + X2] =

= EX1 + EX2 + α(var X1 + var X2 + cov(X1,X2)) =

, H[X1] + H[X2]

• subaditivita – ne
Uvažujme dvě rizika X

2 a X
2 .

Pak

H[
X
2

] + H[
X
2

] = 2(E[
X
2

] + αvar[
X
2

]) =

= 2(
1
2

EX + α
1
4

var X) =

= EX +
α
2

var X <

< EX + αvar X = H[X].

• konzistence – ano

Y = X + c
H[Y] = EY + αvar Y = E[X + c] + αvar[X + c] =

= EX + c + αvar X = EX + αvar X + c = H[X] + c

• ekvivariance vůči změně měřı́tka – ne

H[bX] = E[bX] + αvar[bX] = bEX + αb2 var X

• maximálnı́ ztráta – ne
Uvažujme, že X je náhodná veličina s alternativnı́m rozdělenı́m,
taková že:

P(X = m) = p
P(X = 0) = 1 − p > 0.
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Vyjádřı́me pojistné jako funkci g proměnné p:

g(p) = H[X] = mp + αm2p(1 − p) = mp(1 + αm(1 − p)).

Pro funkci g platı́:

g(p) > m⇔ mp(1 + αm(1 − p)) > m⇔
⇔ p + pαm(1 − p) > 1⇔
⇔ pαm(1 − p) > 1 − p⇔
⇔ pαm > 1.

Pak lze vybrat proměnné p,m, α takové, že vlastnost maximálnı́
ztráty nebude splněna.

• monotonie – ne
Zde platı́ stejný argument jako u principu směrodatné odchylky
dále.

3.4 Princip směrodatné odchylky

H[X] = EX + β
√

var X , kde β > 0

Bezpečnostnı́ přirážka je v tomto přı́padě proporcionálně závislá na
směrodatné odchylce. Velmi často je tato metoda použı́vána pro stanovenı́
pojistného majetkového a úrazového pojištěnı́.

Splněné vlastnosti: 1, 2, 3, 5, 6, 15

Přı́klad 4 Dokažte, že princip směrodatné odchylky splňuje vlastnosti konzis-
tence a subaditivity, ekvivariance vůči změně měřı́tka a nesplňuje vlastnost adi-
tivity, maximálnı́ ztráty.

Řešenı́

• aditivita – ne

H[X1 + X2] = E[X1 + X2] + β
√

var[X1 + X2] =

= EX1 + EX2 + β
√

var X1 + var X2 + cov[X1 + X2]

16



• subaditivita – ano
Vı́me, že platı́

Cov[X1,X2] = E[(X − EX)(Y − EY)] ≤
≤

√
E(X − EX)2

√
E(Y − EY)2 =

=
√

var X
√

var Y√
var[X1 + X2] =

√
var X1 + var X2 + 2 cov[X1,X2] ≤

≤
√

var X1 + var X2 + 2
√

var X1

√
var X2 =

=

√
(
√

var X1 +
√

var X2)2 =

=
√

var X1 +
√

var X2

Pak tedy

H[X1 + X2] = E[X1 + X2] + β
√

var[X1 + X2] ≤
≤ EX1 + EX2 + β(

√
var X1 +

√
var X2) =

= H[X1] + H[X2]

• konzistence – ano

Y = X + c

H[Y] = EY + β
√

var Y = E[X + c] + β
√

var[X + c]

= EX + c + β
√

var X = H[X] + c

• ekvivariance vůči změně měřı́tka – ano

H[bX] = E[bX] + β
√

var[bX] = bEX + β
√

b2 var X
b > 0

H[bX] = bEX + bβ
√

var X = bH[X]

• maximálnı́ ztráta – ne
Necht’ X je veličina s alternativnı́m rozdělenı́m:

P(X = m) = p
P(X = 0) = 1 − p.
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Pak

EX = mp

var X = pm2 − (pm)2 = m2p(1 − p).

Označme

g(p) = H[X] = mp + α
√

m2p(1 − p) =

= m(p + α
√

p(1 − p)).

Pro funkci g(p) platı́ :

g(0) = 0
g(1) = m.

Zderivujeme-li funkci g podle proměnné p, pak zı́skáme:

g′(p) = m(1 +
1
2

a(1 − 2p)√
p(1 − p)

).

Dále spočı́táme limity:

lim
p→ 0

g′(p) = m(1 +
1
2
α

0+
) = ∞

lim
p→ 1

g′(p) = m(1 − 1
2
α

0+
) = −∞.

Pak ale musı́ existovat p < 1 takové, že

g(p) = H[X] > m.

• monotonie – ne
Vı́me, že pro konstantu c platı́:

H[c] = E[c] + α
√

var c = c.

Pokud po konstantě c požadujeme, aby splňovala monotonii, pak
přejdeme k vlastnosti maximálnı́ ztráty, o nı́ž už vı́me, že pro tento
princip neplatı́. Tedy pokud

Y = m,
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kde m je maximálnı́ hodnota ztráty, pak přecházı́me k vyjádřenı́
monotonie:

X ≤ m⇒ H[X] ≤ m = m,

což je opět vlastnost maximálnı́ ztráty, která nenı́ splněna.
Tedy ani monotonie nenı́ splněna.

3.5 Esscherův princip

H[X] =
E[XehX]
E[ehX]

,

kde X je náhodná veličina a h > 0

Tato metoda stanovenı́ pojistného byla odvozena Hansem Bühlman-
nem [1] při studiu rizika ztráty z devizových operacı́.

Splněné vlastnosti: 1, 3 - 5, 10, 15.

Přı́klad 5 Dokažte, že Esscherův princip je konzistentnı́ a aditivnı́.

Řešenı́

• konzistence – ano
Necht’ Y = X + c

H[Y] =
E[YehY]
E[ehY]

=

=
E[(X + c)eh(X+c)]

E[eh(X+c)]
=

=
E[XehX]ehc + cE[ehX]ehc

E[ehX]ehc
=

=
E[XehX]
E[ehX]

+ c =

= H[X] + c.
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• aditivita – ano
Necht’ X1 a X2 jsou nezávislé náhodné veličiny, pak

H[X1 + X2] =
(E[(X1 + X2)eh(X1+X2)])

E[eh(X1+X2)]
=

=
(E[X1ehX1]E[ehX2] + E[ehX1]E[X2ehX2])

E[ehX1]E[ehX2]
=

=
E[X1ehX1]

E[ehX1]
+

E[X2ehX2]
E[ehX2]

=

= H[X1] + H[X2].

3.6 Kvantilový princip

H[X] = F−1
X (1 − ε) , kde ε ∈ (0, 1) je dostatečně malé

F−1
X (1 − ε) je kvantil rozloženı́ škod a pojistitel chce pojistným pokrýt

(1 − ε) ∗ 100% možných škod. Pravděpodobnost ztráty na riziku X je tedy
nejvýše ε. Nejlépe je pak volit ε od 1 do 5 procent.

3.7 Princip střednı́ hodnoty

H[X] = v−1(E[v(X)]), kde v je konvexnı́ vyhodnocovacı́ funkce.
Pokud položı́me v(x) = x, pak zı́skáme ryzı́ pojistné a pokud položı́me

v(x) = eαx, α > 0, pak máme exponenciálnı́ princip viz. 3.10.

3.8 Princip maximálnı́ ztráty

H[X] = min{p,FX(p) = 1}
Toto pojistné zı́skáme pro speciálnı́ přı́pady jiných principů:

• exponenciálnı́ pro α→∞
• kvantilový pro ε→ 0
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3.9 Princip ekvivalentnı́ho užitku

H[X] řešı́ rovnici
u(w) = E[u(w − X + H)],

kde u je rostoucı́, konkávnı́ užitková funkce bohatstvı́ (pojistitele) a w je
počátečnı́ bohatstvı́ pojistitele.

Zjednodušeně lze řı́ct, že H je minimálnı́ pojistné, za které je pojis-
titel ochoten pojistit riziko X. Na levé straně rovnice je užitková funkce
pojistitele, který nenı́ ochoten přijmout riziko, kdežto na pravé straně je
očekávaná užitková funkce pojistitele, který je ochoten toto riziko přijmout
za pojistné H. H má tu vlastnost, že pojistitel je nestranný/indiferentnı́,
jestli pojistné riziko přijme, či ne. Právě proto se tomuto pojistnému řı́ká
indiferenčnı́ cena.

Lze se také zaměřit na změny indiferenčnı́ ceny při změně averze vůči
riziku, což je vyjádřeno užitkovou funkcı́. Pro malá rizika lze tuto metodu
aproximovat principem rozptylu, kde

α = −(1/2)(
u(w)′′

u(w)′
),

což je vlastně polovina mı́ry absolutnı́ averze vůči riziku. Pokud
stanovı́me

u(w) = −e−αw,

pak dojdeme k již exponenciálnı́mu principu viz. 3.10.
Podı́váme-li se na problém z druhé strany, tedy ze strany pojištěného,

pak maximálnı́ pojistné, které je pojištěný ochoten zaplatit za krytı́ pojistné
události je řešenı́ G této rovnice

E[u(w − X)] = u(w − G).

Výsledek G[X] je pak indiferenčnı́ cena kupujı́cı́ho, tedy při této výši
pojistného je pojištěný nestranný, zda-li si pojištěnı́ pořı́dı́, či ne.

Splněné vlastnosti:1 - 5, 12 - 15

Přı́klad 6 Aproximujte maximálnı́ pojistné P+ pro riziko pro danou užitkovou
funkci u(x).
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Řešenı́ Označme µ a σ2 střednı́ hodnotu a rozpyl veličiny X.
Použitı́m prvnı́ch členů Taylorova rozvoje zı́skáváme:

u(w − P+) ≈ u(w − µ) + (µ − P+)u′(w − µ)

u(w − X) ≈ u(w − µ) + (µ − X)u′(w − µ) +
1
2

(µ − X)2u′′(w − µ).

Pak
E[u(w − X)] ≈ u(w − µ) +

1
2
σ2u′′(w − µ).

Dosadı́me-li do předcházejı́cı́ rovnice vztah

E[u(w − X)] = u(w − P+),

pak
1
2
σ2u′′(w − µ) ≈ (µ − P+)u′(w − µ).

Tedy lze P+ vyjádřit jako:

P+ ≈ µ − 1
2
σ2 u′′(w − µ)

u′(w − µ)
.

Definujeme koeficient averze vůči riziku r(w) jako

r(w) = −u′′(w)
u′(w)

.

Pak můžeme P+ vyjádřit pomocı́ tohoto koeficientu:

P+ ≈ µ +
1
2
σ2r(w − µ).

3.10 Exponenciálnı́ princip

H[X] = (1/α) ∗ ln E[eαX]

Tato metoda je založena na principu ekvivalentnı́ho užitku, kde je
užitková funkce exponenciálnı́.

Toto pojistné je roustoucı́ funkcı́ proměnné α, která měřı́ averzi vůči
riziku.

Splněné vlastnosti: 1 - 5, 10, 12 - 15
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Přı́klad 7 Dokažte, že exponenciálnı́ princip splňuje vlastnost konzistence a
nesplňuje vlastnosti aditivity a ekvivariance vůči změně měřı́tka.

Řešenı́

• aditivita – ano
Necht’ X1 a X2 jsou vzájemně nezávislé veličiny,pak

H[X1 + X2] =
1
α

log E[eα(X1+X2)] =

=
1
α

log E[eαX1eαX2] =

=
1
α

log(E[eαX1]E[eαX2]) =

=
1
α

(log E[eαX1] + log E[eαX2]) =

= H[X1] + H[X2].

• konzistence – ano

Y = X + c

H[Y] = (1/α) log E[eαY] =

= (1/α) log E[eα(X+c)] =

= (1/α) log E[eαX]eαc =

= (1/α) log E[eαX] + (1/α)αc = H[X] + c

• ekvivariance vůči změně měřı́tka – ne

H[bX] = (1/α) log EeαbX =

= (1/α) log E[(eαX)b] ,

, (1/α) log E[eαX]b = b(1/α)E[eαX]

Přı́klad 8 Necht’ pojistitel má exponenciálnı́ užitkovou funkci s parametrem α.
Jaké je minimálnı́ pojistné P− pro riziko X.
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Řešenı́ Pojistitel s užitkovou funkcı́ U(.) a kapitálem W pojistı́ ztrátu X
za pojistné P pokud E[U(W + P − X)] ≥ U(W), kde P ≥ P−. Toto pojistné
zı́skáme vyřešenı́m rovnice

U(W) = E[U(W + P− − X)].

Do předchozı́ rovnice dosadı́me exponenciálnı́ užitkovou funkci:

U(x) = −αe−αx.

Po vyřešenı́ zı́skáme
P− = (1/α) log[E(eαx)],

což je exponenciálnı́ princip.

3.11 Wangův princip

H[X] =
∫ ∞

0
g[SX(t)] dt, kde g je rostoucı́, konkávnı́ funkce g : [0, 1]→ [0, 1]

Funkce g se nazývá distorznı́ funkcı́.
Jako dalšı́ distorznı́ funkci můžeme použı́t takzvanou Wangovu trans-

formaci g(p) = Φ[Φ−1(p) + λ], kde Φ je kumulativnı́ distribučnı́ funkce
normálně rozdělené náhodné veličiny a λ je reálný parametr.

Splněné vlastnosti: 1 - 6, 8, 11 - 15

3.12 Princip proporcionálnı́ch rizik

H[X] =
∫ ∞

0
[SX(t)]c dt, kde 0 < c < 1.

Jde o speciálnı́ přı́pad Wangova principu, kde distorznı́ funkce g je dána
takto g(p) = pc a 0 < c < 1.

Splněné vlastnosti: 1 - 6, 8, 11 - 15

3.13 Švýcarský princip

Pojistné je dáno jako řešenı́ H rovnice

E[u(X − pH)] = u((1 − p)H),
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kde p ∈ [0, 1] a u je rostoucı́, konvexnı́ funkce.

Splněné vlastnosti: 1 - 4, 12 - 15

3.14 Holandský princip

H[X] = EX + θE[(X − αEX)+], kde α ≥ 1 a 0 < θ < 1

Splněné vlastnosti: 1 - 4, 6, 8, 12 - 15
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Kapitola 4

Metoda top-down

V [3] je uvedena metoda top-down pro stanovenı́ pojistného, kterou roku
1985 popsal Hans Bühlmann, kdy nejprve stanovı́me pojistné požadované
pro celé portfolio, a to se pak snažı́me spravedlivým způsobem rozdělit
mezi jednotlivé smlouvy – jednotlivá rizika. K zı́skánı́ minimálnı́ho
ročnı́ho pojistného použijeme diskrétnı́ teorii ruinovánı́. Výsledkem
je exponenciálnı́ pojistné, jehož parametr je odvozen od maximálnı́
povolené pravděpodobnosti ruinovánı́ a počátečnı́ho kapitálu. Pokud
budeme předpokládat, že akcionáři budou požadovat ročnı́ dividendu
a že pojistné by mělo být na trhu co nejvı́ce konkurenceschopné, tak lze
odvodit i optimálnı́ výši základnı́ho kapitálu.

Jak už jsme zmı́nili v základnı́m popisu této metody, tak budeme
použı́vat diskrétnı́ teorii ruinovánı́, kde platı́:

Ut = Ut−1 + c − St,

kde t = 1, 2, ... V tomto vztahu jednotlivé proměnné majı́ tento význam:

• Ut kapitál pojistitele v čase t

• c přı́jem z pojistného za jednotku času

• St = X1 + X2 + ... + XN, kde Xi jsou pojistné nároky. Ročnı́ pojistné
nároky pojištěných St jsou nezávislé a stejně rozdělené náhodné
veličiny se složeným Poissonovým rozdělenı́m, tedy St ∼ S.

K ruinovánı́ dojde pokud pro nějaké t platı́ Ut < 0.

26



Jak vysoký by tedy měl být základnı́ kapitál U0 = u? A jak vysoké by
mělo být pojistné c = H[X], aby s velkou pravděpodobnostı́ nedošlo k
ruinovánı́?

Z teorie ruinovánı́ vı́me, že hornı́ hranice pravděpodobnosti ruinovánı́
je dána vztahem:

e−Ru,

kde R je adjustačnı́ koeficient, což je řešenı́ rovnice

eRc = E[eRS].

Nynı́ označı́me hornı́ mez jako ε, pak jednoduchým výpočtem zjistı́me, že

R = |logε|/u.

Hornı́ hranici pravděpodobnosti ruinovánı́ ε zı́skáme zvolenı́m po-
jistného c takového, že

c =
1
R

log(E[eRS]),

kde
R = |logε|/u.

Vidı́me, že c je pojistné podle exponenciálnı́ho principu a vı́me, že expo-
nenciálnı́ pojistné je aditivnı́ pro nezávislé náhodné veličiny. Tedy:

S = X1 + X2 + ... + Xn.

Pak
1
R

log(E[eRS]) =

n∑

j=1

1
R

log(E[eRX j]).

Dalšı́ pojistné lze zı́skat jako aproximaci k exponenciálnı́mu po-
jistnému s použitı́m prvnı́ch členů Taylorova rozvoje kumulantové
distribučnı́ funkce a za předpokladu, že adjustačnı́ koeficient je malý.
Zı́skáme tak princip rozptylu:

H[S] = ES + αvar S,
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kde α > 0. Odvozenı́ pak vypadá takto:

H[S] =
1
R
κS(R)

Kumulantová vytvořujı́cı́ funkce je ve tvaru:

g(R) = log(E[eSR]).

Taylorův rozvoj kumulantové vytvořujı́cı́ funkce g(t) vypadá takto:

log(E[eSR]) =

∞∑

n=1

κn(S)
Rn

n!
=

= R ∗ ES +
R2

2
var S + . . . ,

kde

κ1(S) = g′(0) = ES
κ2(S) = g′′(0) = var S

κn(S) = g(n)(0).

Pak

H[S] =
1
R

[R ∗ ES +
R2

2
var S] = ES +

R
2

var S.

Tedy α = R/2.

Můžeme pozorovat:

• Zdvojnásobenı́ parametru α ve vzorečku H[S] = ES + αvar S snı́žı́
hornı́ odhad pravděpodobnosti ruinovánı́ z ε na ε2, nebot’

e−Ru

je klesajı́cı́ funkce a platı́:
ε = e

α
2 u

eαu = e
α
2 ue

α
2 u = ε2.

• Pokud snı́žı́me počátečnı́ kapitál na polovinu a chceme zachovat
stejnou pravděpodobnost ruinovánı́, tak je nutné parametr α
zdvojnásobit, což vycházı́ ze vzorce

e−Ru.
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V této části práce se zaměřı́me na model, kde pojistné zahrnuje i ročnı́
dividendu pro akcionáře, kteřı́ poskytli počátečnı́ kapitál. Pojistné na
úrovni portfolia se pro tento přı́pad stanovı́ takto:

H[S] = ES +
| log ε|

2u
var S + iu,

kde iu je požadovaná dividenda pro akcionáře.
Je nutné stanovit u, tak aby pojistné bylo na trhu co nejvı́ce

konkurenceschopné a tedy aby pojistné bylo co nejnižšı́. To nastává pro

u =

√
| log ε|var S

2i
.

Což lze jednodušše odvodit položenı́m derivace H[S] podle u rovno nule:

H[S] = ES +
| log ε|

2u
var S + iu

H′[S] =
−| log ε|var S

2u2 + i

0 =
−| log ε|var S

2u2 + i

0 = −| log ε|var S + 2iu2

u =

√
| log ε|varS

2i
.

Dosadı́me-li tuto hodnotu u do vzorce

H[S] = ES +
| log ε|

2u
var S + iu,

zjistı́me, že optimálnı́ je princip směrodatné odchylky

H[S] = ES +
√

var S
√

2i| log ε|.
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Odvozenı́:

u =

√
| log ε|var S

2i

H[S] = ES +
| log ε|

2u
var S + iu

H[S] = ES +
| log ε|var S

2
√

var S
√
| log ε|

2i

+ i

√
var S| log ε|

2i
=

= ES +
√

var S

√
| log ε|2

2| log ε|
i

+

√
i var S| log ε|

2
=

= ES +
√

var S

√
i| log ε|

2
+
√

var S

√
i| log ε|

2
=

= ES +
√

var S
√

2i| log ε|.
V bodě, v němž nabývá pojistné jako funkce proměnné u svého minima

se přirážka H[S] − ES − iu rovná dividendě pro akcionáře iu.
Odvozenı́:
Vı́me, že pojistné nabývá svého minima pro

u =

√
| log ε|var S

2i

a že pokud toto u doplnı́me do vzorce

H[S] = ES +
| log ε|

2u
var S + iu,

dostaneme
H[S] = ES +

√
var S

√
2i| log ε|.
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Dosadı́me

H[S] − ES − iu = ES +
√

var S
√

2i| log ε| − ES − iu =

=
√

2i var S| log ε| − i

√
var S| log ε|

2i
=

=
√

2i var S| log ε| −
√

i var S| log ε|
2

=

=
√

2
√

i var S| log ε| − 1√
2

√
i var S| log ε| =

=

√
2

2

√
i var S| log ε| =

=

√
i var S| log ε|

2
=

= iu.

Pokud se i zvětšuje, pak se u zmenšuje, ale iu se zvětšuje.
Pojistné pro jednotlivé smlouvy pak stanovı́me takto:

1. Spočteme optimálnı́ vstupnı́ kapitál

u =

√
| log ε|varS

2i

pro dané S, i a ε.

2. Rozdělı́me celkové pojistné mezi individuálnı́ rizika X j podle
následujı́cı́ formule

H[X j] = EX j + RvarX j,

kde

R =
| log ε|

u
.

To můžeme udělat, nebot’ princip rozptylu je aditivnı́ pro nezávislá
rizika.

Ad 2: V přı́padě principu rozptylu je parametr α = R dvojnásobný
oproti přı́padu, kdy by nebyla požadována dividenda pro akcionáře.
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Typ Počet Střednı́ Rozptyl Exponenc. Princip Princip
rizik hodnota princip rozptylu směr. odch.

A 5 5 25 − 1
R log(1 − 5R) 5 + R

2 25
B 20 1 1 − 1

R log(1 − R) 1 + R
2 1

Celkem 25 45 145 45 + (2i| log ε|145)1/2

Tabulka 4.1:

Přı́klad 9 Necht’ máme portfolio skládajı́cı́ se ze dvou druhů exponenciálnı́ch
rizik zadáno v tabulce 4.1. Spočı́tejte pro i = 2% a ε = 5% pojistné na úrovni
portfolia, optimálnı́ počátečnı́ kapitál, adjustačnı́ parametr R a pojistné pro princip
rozptylu a exponenciálnı́ princip pro samostatná rizika A a B.

Řešenı́ Nejprve spočı́táme

| log ε| = 2, 99573.

Pojistné na úrovni portfolia

H[S] = ES +
√

var S
√

2i| log ε| = 49, 1684.

Optimálnı́ počátečnı́ kapitál

u =
√

var S
| log ε|

2i
= 104, 209.

Adjustačnı́ parametr

R =
| log ε|

u
= 0, 0287473.

Princip rozptylu pro riziko A:

EXA + R var XA = 5, 71868.

Princip rozptylu pro riziko B:

EXB + R var XB = 1, 02875.

Exponenciálnı́ princip pro riziko A:

− 1
2R

log(1 − 10R) = 5, 89512.

Exponenciálnı́ princip pro riziko B:

− 1
2R

log(1 − 2R) = 1, 0299.
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Kapitola 5

Charakterizačnı́ metoda

Dalšı́m způsobem, jakým lze stanovit pojistné je charakterizačnı́ metoda.
Touto metodou můžeme odvodit Wangův princip stanovenı́ pojistného,
což zaručuje následujı́cı́ věta, kterou uvádı́ [6].

Věta 1 Necht’ pojistné H : χ→ R+ = [0,∞] má vlastnosti:

• Nezávislost (vlastnost 1)

• Monotonie (vlastnost 12)

• Aditivita pro komonotónnı́ rizika (vlastnost 11)

• Žádná neopodstatněná bezpečnostnı́ přirážka (vlastnost 3)

• Spojitost (vlastnost 15).

Pak existuje neklesajı́cı́ funkce g : [0, 1] → [0, 1] taková, že g(0) = 0, g(1) = 1
a H[X] =

∫ ∞
0

g[SX(t)] dt. Dále pokud χ obsahuje všechny náhodné alternativnı́
veličiny, pak je funkce g právě jedna.

Je důležité zmı́nit, že funkce g, jejı́ž existence plyne z věty 1, nemusı́
být konkávnı́. Pokud požadujeme, aby funkce princip pojistného splňoval
vlastnost subaditivity, pak g bude konkávnı́ a zı́skáme tak Wangův princip
stanovenı́ pojistného.

Pokud k vlastnostem uvedeným ve větě 1 přidáme dalšı́ vlastnosti, tak
zı́skáme princip proporcionálnı́ch rizik. [6]
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Důsledek 2 Necht’ H má vlastnosti jako věta 1 a dále pak splňuje následujı́cı́
vlastnost: Necht’ X = IY je složená náhodná veličina, X,Y, I ∈ χ a kde náhodná
alternativnı́ veličina I je nezávislá na náhodné veličině Y. Pak H[X] = H[I]H[Y].
Z toho vyplývá, že existuje c > 0 takové, že g(p) = pc pro ∀p ∈ [0, 1].

Pokud přidáme k důsledku 2 ještě podmı́nku bezpečnostnı́ přirážky,
pak můžeme řı́ci, že c ∈ [0, 1]. Tı́mto postupem jsme zı́skali princip pro-
porcionálnı́ch rizik.

Charakterizačnı́ metodou lze zı́skat i dalšı́ principy stanovenı́ po-
jistného.
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Kapitola 6

Přı́klady

Přı́klad 10 Určete pojistné podle principu rozptylu pro veličinu se složeným
Poissonovým rozdělenı́m.

Řešenı́
S má složené Poissonovo rozdělenı́.
N je náhodná veličina s Poissonovým rozdělenı́m s parametrem λ.
Necht’ X1,X2, ...,XN jsou vzájemně nezávislé stejně rozdělené náhodné
veličiny, které jsou nezávislé na N.

S =

N∑

n=1

Xn

Vı́me

EN = λ

var N = λ

H[S] = ES + βvar S.

Platı́ ES = EXEN.
Nebot’

ES = EE[S|N] = E[NEX] =

= ENEX.

Platı́
var S = EN(var X + (EX)2).
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Nebot’

var S = E[var(S|N)] + var(E[S|N])⇔
var S = E[N var X] + var(NEX) =

= EN var X + (EX)2 var N.

Ale EN = var N pro N s Poissonovým rozdělenı́m,
tedy var S = EN(var X + (EX)2).

H[S] = EXEN + βEN(var X + (EX)2)

= λEX + βλ(var X + (EX)2) =

= λEX + βλ(EX2 − (EX)2 + (EX)2) =

= λEX + βλEX2

Přı́klad 11 Necht’ celkové škody S majı́ složené Poissonovo rozdělenı́ a jednotlivé
škody majı́ gamma rozdělenı́. Určete pojistné pro princip rozptylu.

Řešenı́
Vycházı́me z předchozı́ho přı́kladu.
N má Poissonovo rozdělenı́ s parametrem λ.
X ∼ gamma (α, β) .
H[S] = λES + γλES2.
Vı́me:

EX = α/β

varX = α/β2.

Dále potřebujeme zjistit EX2:

EX2 = varX + (EX)2

EX2 =
α
β2 +

α2

β2 .

Tedy

H[S] = λ
α
β

+ λγ(
α2 + α
β2 ) =

=
αλ
β

+
αλ
β

γ

β
(1 + α) =

=
λα
β

(1 +
γ

β
(1 + α)).
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Přı́klad 12 Necht’ celkové škody S automobilového pojištěnı́ majı́ složené Pois-
sonovo rozdělenı́ a necht’ škody za jednotlivé škody majı́ gamma rozdělenı́. Určete
pojistné podle principu očekávané hodnoty s parametrem γ = 10% .

Řešenı́ S ∼ složené Poissonovo rozdělenı́.
N má Poissonovo rozdělenı́ s parametrem λ.
X ∼ gamma(α, β)
H[S] = (1 + γ)ES
Vı́me, že

ES = EXEN

EX =
α
β

EN = λ.

Tedy

ES =
αλ
β
.

Dostáváme

H[S] = (1 + 0, 1)
αλ

β
=

= 1, 1
αλ
β
.

Přı́klad 13 Necht’ náhodná veličina X má exponenciálnı́ rozdělenı́
s parametrem λ.
Určete obecně pojistné podle principu ryzı́ho pojistného, principu očekávané hod-
noty, principu rozptylu, principu směrodatné odchylky, exponenciálnı́ho principu
a Esscherova principu. Následně dosad’te λ = 1.

Řešenı́ Vı́me

X ∼ exp(λ)
λ > 0

EX = 1/λ

var X =
1
λ2

f (x) = λe−λx.
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• Ryzı́ pojistné
Obecně:

H[X] = EX =
1
λ

Po dosazenı́:
H[X] = 1

• Princip očekávané hodnoty
Obecně:

H[X] = (1 + α)EX =
1 + α
λ

Po dosazenı́:
H[X] = 1 + α

• Princip rozptylu
Obecně:

H[X] = EX + αvar X =
1
λ

+
α
λ2

Po dosazenı́:
H[X] = 1 + α

• Princip směrodatné odchylky
Obecně:

H[X] = EX + β
√

var X

√
var X =

√
1
λ2 =

1
λ

H[X] =
1
λ

+
β

λ

Po dosazenı́:
H[X] = 1 + β

• Exponenciálnı́ princip
Obecně:

H[X] = (1/α) ln E[eαX]
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Potřebujeme znát E[eαX]:

E[eαX] =

∫ ∞

0
λeαxe−λx dx =

= λ

∫ ∞

0
ex(α−λ) dx =

= λ[
1

α − λ ex(α−λ)]∞0 =

=
λ

λ − α.

Za podmı́nky, že
0 < α < 1

platı́

H[X] =
1
α

log
λ

λ − α.

Po dosazenı́:

H[X] =
1
α

log(
1

1 − α ) = − log(1 − α)
α

• Esscherův princip

H[X] = (E[XehX])/E[ehX]

E[XehX] =

∫ ∞

0
λxehxe−λx dx

K výpočtu použijeme per partes :

u = x
u′ = 1

v =
ex(h−λ)

h − λ
v′ = ex(h−λ)

Za podmı́nky
0 < h < 1.
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E[XehX] = λ([
xex(h−λ)

h − λ ]∞0 −
1

h − λ
∫ ∞

0
ex(h−λ) dx) =

= λ([
xex(h−λ)

h − λ ]∞0 − [
ex(h−λ)

(h − λ)2 ]∞0 ) =

=
λ

(h − λ)2 .

Dále potřebujeme spočı́tat E[ehX] za podmı́nky

0 < h < 1

E[ehX] =

∫ ∞

0
λex(h−λ) dx =

λ
λ − h

Tedy

H[X] =

λ
(h−λ2)

1
λ−h

=
1

λ − h
.

Po dosazenı́:
H[X] =

1
1 − h

.

Přı́klad 14 Ukažte, že pro malé hodnoty h přecházı́ Esscherův princip v princip
rozptylu.

Řešenı́
Použijeme prvnı́ dva členy Taylorova rozvoje v okolı́ nuly.
Neboli

f (x) = f (h) +
f ′

1!
(x − h) + ...

f (h) = H[X] =
E[XehX]
E[ehX]

,

pro
h→ 0
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platı́
f (h)→ EX.

f ′(h) = E[X2ehX]/E[ehX] − (E[XehX]/E[ehX])2

pro
h→ 0

platı́
f ′(h)→ EX2 − (EX)2.

Tedy
f (x)− > EX + h var X.

Přı́klad 15 Ukažte, že Esscherův princip se rovná κ′X(α), kde κX je kumulantová
vytvořujı́cı́ funkce X.

Řešenı́ Kumulantová vytvořujı́cı́ funkce je ve tvaru

κX(α) = log(E[eαX]).

Pak
κ′X(α) =

1
E[eαX]

E[XeαX],

což je Esscherův princip.
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Kapitola 7

Závěr

V této práci jsme shrnuli poznatky z několika pracı́ a podrobněji jsme
odvodili některé poznatky, které tyto práce uvádějı́, ale podrobně je neod-
vozujı́. Pro některé principy jsme odvodili některé z jejich vlastnostı́ a
přidali sbı́rku ilustračnı́ch přı́kladů týkajı́cı́ch se stanovenı́ pojistného, vz-
tahy mezi některými pojistnými principy. V kapitole o metodě top-down
jsme podrobněji rozvedli a odvodili jednotlivé kroky výpočtu pojistného
touto metodou.
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