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Kapitola 1
Uvod

V této praci se zabyvame rlznymi principy stanoveni pojistného. V
pocate¢nich kapitolach si za pomoci teorie uzitku zdtvodnime, proc jsou
lidé ochotni se pojistovat, vysvétlime pojem pojistného a také sestavime
seznam vlastnosti, které by pojistné mélo mit jak z hlediska ekonomie a
managementu tak i z hlediska matematického. V nasledujicich kapitolach
jiz definujeme metody stanoveni pojistného. Metody ad hoc jsou vyj-
menovany v pfehledu i s jejich charakteristikami a odvozenim nékterych
jejich vlastnosti. Metoda top-down odvozuje pojistné, jak uz nazev ¥ika,
odshora dold. Nejprve se stanovi pojistné pro portfolio a to se ndsledné
spravedlivé rozpocitd na jednotlivd pojisSténi patfici do portfolia. A
metoda charakteriza¢ni je zaloZena na vlastnostech, které pro pojistné
poZadujeme.

1.1 PojiSténi a teorie uzitku

Pojistovnictvi je zaloZeno na principu pijmi a vydaji, kde pijmy
jsou tvofeny predevsim pfijatym pojistnym a troky, zatimco vydaje
jsou tvofeny pojistnymi plnénimi. Ukolem pojisfovny je stanoveni
minimélntho pojistného, které je dostate¢né pro stabilni pojistné portfolio
a pro pokryti pojistych zdvazki pojistovny.

Cena, kterou lidé plati za pojisténi, je vyssi nezli ocekdvand vyse Skod.
Pro¢ jsou tedy lidé ochotni platit pojistné vyssi nez netto pojistné, coz je
ocekavana vyse skod? Teorie ¥ikd, Ze rozhodujici se ¢lovék oceni sviij ma-
jetek w cenou u(w), kde u je uzitkova funkce. Zarovern se musi rozhodnout
mezi ztratami X a Y tak, Ze srovna E[u(w — X)] a E[u(w — Y)] a
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ze ztrat X, Y si vybere tu s vy$sim ocekdvanym uZzitkem. Pak je schopen
stanovit maximalni pojistné P*, které je ochoten zaplatit za ndhodnou
ztratu X. Toto pojistné je stanoveno rovnici E[u(w — X)] = u(w — P).

Stejny model se da pouZit i pro pojistitele, ktery stanovi minimdlni
pojistné P~, za které je ochoten pfevzit riziko X. V pfipadé, ze P* > P~,
pak to pro obé strany znamena zvyseni jejich uzitku, pokud pojistné je
mezi P* a P~. PfestoZe neni mozné stanovit pfesné uZitkovou funkci pro
jednotlivce, je moZné ziskat nékteré jeji vlastnosti:

e Vétsi hodnoty majetku obecné znamenaji vyssi miru uzitku, tedy
u(w) je neklesajici funkce.

e Pro tvahy souvisejici s pojisfovnictvim budeme pfedpokladat, Ze
¢lovék upfednostiiuje fixni ztratu pfed ztratou ndhodnou.

1.2 Pojistné z hlediska ekonomie a manage-
mentu

Dle zakona o pojistovnictvi je pojistné cena za pojistnou ochranu pred
Skodami zptisobenymi nahodilou udélosti poskytovand pojisténému,
neboli tplata za pfeneseni negativnich finan¢nich dtsledkii nahodilosti
z jednotlivych subjektt na pojistitele. Obecné mtZeme fici, Ze vySe
pojistného zavisi téchto aspektech:

e velikosti rizika a odhadu vyse §kody z néj plynouci

e vyse naklad pojistitele spojenych s provozem pojisténi

Zaroven by pojistné mélo byt tak vysoké, aby:
e pokrylo predpokladané budouci ndklady za pojistnd pIlnéni

e umoznilo pojistovné vytvofit pojistné technické rezervy vztahujici
se k danému riziku

e pokrylo provozni a béZzné naklady pojistitele spojené s posky-
tovanim pojistného produktu

e reagovalo na ekonomické podminky (inflaci, trokovou miru)
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e bylo marketingové pfijatelné s ohledem na cenu srovnatelné sluzby
u konkurenénich pojistitelti



Kapitola 2

Vlastnosti pojistného

V této casti prdce vyjmenujeme a popiSeme nékteré vlastnosti, které
pozadujeme od pojistného. Zaroven také zavedeme oznaceni, které
budeme pouzivat v celé praci.

Necht (Q,F P) je pravdépodobnostni prostor a x je mnoZina
nezapornych ndhodnych veli¢in na tomto pravdépodobnostnim pros-
toru. Mnozina yx je tedy vlastné mnoZinou pojistnych rizik. Déle nechf
X, Y, Z patti do x. Nechf H zna&i pojistné, coZ je funkce z y do nezdpornych
realnych ¢isel. Je tedy mozné, zZe H[X] nabyva hodnoty co. Déle je moZzné
rozsifit defini¢ni obor pojistného H[X], aby pfipadné obsahoval i zaporné
nahodné velic¢iny. Coz se ndm muZe hodit pokud budeme pracovat s
nahodnou veli¢inou celkové ztraty pojistitele, tedy vyplatou pojistnych
uddlosti minus pojistného. V [6] a [3] jsou uvedené nésledujici vlastnosti
pojistného a jejich charakteristiky.

1. Nezévislost
Pojistné H[X] zavisi pouze na dekumulativni distribu¢ni funkci
ndhodné veliciny X. Tato funkce, kterou budeme znacit Sy, je
definovéna piedpisem Sx(t) = Plw € Q : X(w) > t].
Tato vlastnost fikd, Ze pojistné zavisi pouze na rozdéleni finan¢ni
ztraty a nezavisi na jeji priciné.

2. Bezpecnostni ptirdZzka
H[X] > EXpro VX € x
Bezpecnostni pfirdzka je urc¢ena ke kryti vykyvi v pojistném plnéni
oproti pfedpokladanému priméru. Tato podminka je nutnd z
toho dtvodu, Ze chceme pokryt alesponi predpokladané vyplaty
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pojistného plnéni na pojistném riziku X, tedy EX. V opacném
pfipadé by se pojistitel dostaval do ztraty.

. Z4dna neopodstatnénd bezpe¢nostni prirazka
Pokud riziko X € x je rovno konstanté ¢ skoro vsude, pak H[X] = c.

Na rozdil od predchozi vlastnosti, pokud s jistotou, tedy pravde-
podobnosti 1, vime, Ze pojistné plnéni bude rovno konstanté c, pak
neméme z4dny davod pro zahrnuti bezpe&nostni piirdzky, nebot
zde neni Zadna nejistota ohledné vyse pojistného plnéni.

. Maximdlni ztrata neboli no rip off
H[X] < min[p, Fx(p) = 1], kde Fx je distribu¢ni funkce

Tato vlastnost se da jesté chapat timto zplisobem — vime, Ze skoda
nepiekro¢i maximalni hodnotu m, pak by pojistné nemélo prekrocit
vysi ocekavané ztraty a naopak. Zapsano matematicky

X<mo H[X]<m

. Konzistence
H[X+a]=H[X]+aVXexaVYa>0

Tato vlastnost ik, Ze pokud riziko X navysime o konstantu a, pak
pojistné pro nové riziko X + a bude pojistné pro riziko X navysené o
konstantu a.

. Ekvivariance vidi zméné méfitka
H[bX] =bH[X]VX € xaVb>0

Pro zdtvodnéni se asto pouZivé pojem arbitraze. Pokud by pojistné
napiiklad za dvojndsobné riziko bylo vice neZ dvakrat vétsi nez za
jednoduché riziko, pak by silidé rad&ji poridili pojiSténi pro riziko 2X
tak, Ze by si potidili pojisténi pro riziko X u dvou rtiznych pojistiteld,
nebo u jednoho pojistitele ale pod dvéma pojistnymi smlouvami.

Podobné vysvétleni mame i pro opacény pfipad, tedy pro pfipad kdy
by pojistné pro riziko 2X stdlo méné, nez dvakrat tolik co pojistné
pro riziko X. V tomto pifipadé by se totiz dalo zakoupit pojisténi



pro riziko 2X, které by nédsledné bylo rozprodano po ¢éstech, tedy
rizicich X, a doty¢ny by z tohoto profitoval.

Tuto podminku 1ze zpochybnit pouze pokud riziko X je velké. V
tomto pifpadé by pojistné pro riziko 2X mohlo byt vice nez dvakrét
vétsi nez pro riziko X.

V ptipadé, Ze existuje riziko Y takové, ze H[Y] < oo , pak vlastnosti
5 a 6 implikuji vlastnost 3.

Odvozeni:
Necht
X =g,
pak
H[X] =H][c] =H[0+c] =
=H[0]+c=0+c=cg,
protoze
H[0] =0
H[0] = H[0Y] =
=0H[Y] =0
. Aditivita

H[X+Y]=H[X]+H[Y]VX Y €ex

Jde o silnéjsi variantu vlastnosti 6. Pro vysvétleni této vlastnosti 1ze
opét vyuzit argument arbitraze.

. Subaditivita

H[X+ Y] <H[X]+H[Y]VX, Y € x

Néktef{ autofi upfednostiiuji tuto vlastnost pfed vlastnosti aditivity
a to z toho diivodu, Ze v redlném svété nemiize kupujici rozprodat
pojisténi po ¢astech.

. Superaditivita
H[X+Y] > H[X]+H[Y] VX, Y € x
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Tato podminka je ospravedlnitelnd v piipadé omezenych
kapitdlovych rezerv pojistovny. Ta pak muZe u velkych rizik
pozadovat vyssi pojistné pro riziko X + Y neZli soucet pojistnych pro
samostatnd rizika X a Y. Na trhu tedy mizeme pozorovat situace,
kdy naptiklad H[2X] > 2H[X].

Pozndmka: Obé predchozi vlastnosti (Subaditivitu i superaditiv-
itu) maZeme pouZit i ve slabsich verzich. A to pokud pozadujeme:
H[bX] < bH[X] nebo H[bX] > bH[X], kde b > 0.

Aditivita pro nezavisla rizika
H[X + Y] = H[X]+ H[Y]VX,Y € x nezavisla

Neékteifi autofi se domnivaji, Ze podminka 7 je pfili silna a Ze argu-
ment arbitraZe plati pouze pro nezavisla rizika. Tim se l1ze vyhnout
i problémim s omezenymi rezervami.

Aditivita pro komonoténni rizika
H[X + Y] =H[X] + H[Y] VX, Y € x, kde X, Y jsou komonoténni

Definice Dvé rizika X a Y jsou komonoténni, jestlize je-
jich dvourozmérnd distribu¢ni funkce spliiuje podminku

Fxy(x,y) = min(Fx(x), Fy(y)) pro ¥x,y > 0.

Monotonie
Jestlize X(w) < Y(w) Yw € Q), pak H[X] < H[Y].

Zachovani stochastické dominance
Jestlize Sx(t) < Sy(t) Vt > 0, pak H[X] < H[Y].

Zachovani S - L uspofddani
Jestlize E[X —d], < E[Y —d], ¥d > 0, pak H[X] < H[Y].
Spojitost

Necht X € x, pak lim,_, ¢+ H[max(X —a,0)] = H[X]
alim,,., H[min(X,a)] = H[X].
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Kapitola 3
Metoda Ad Hoc

V této kapitole se nachédzi pfehled nejznaméjsich principti stanoveni po-
jistného spolu s vlastnostmi z predchozi kapitoly, které tyto principy
spliuji.

Bezpecnostni pfirdzka je definovédna jako H[X] — EX, kde H[X] je po-
jistné a EX ryzi pojistné. V [3, 6, 2, 5] jsou uvedeny tyto metody.

3.1 Ryzi pojistné

H[X] = EX

Toto pojistné neni zdvislé na pojistném riziku. Jde spiSe o zakladni
modelovy pfipad, kdy pojistitel pfedpokladd, Ze riziko neexistuje pokud
proda dostatek stejné rozdélenych a nezavislych pojistek.

Teorie ruinovéni, coz je odvétvi aktuarskych véd studujici nachylnost
pojistovny k insolventnosti, ¥ika, Ze toto pojistné bez zahrnuti
bezpetnostni ptfirdzky je z dlouhodobého hlediska neudrZitelné, a
to i v piipadé zna¢nych rezerv pojistovny.

Splnéné vlastnosti: 1 - 15

Piiklad 1 DokaZte aditivitu, konzistenci a ekvivarianci vii¢i zméné mé¥itka to-
hoto principu.
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ResSeni

e aditivita — ano

H[X1 + Xz] = E[X1 + Xz] = EX1 + EXZ = H[Xl] + H[X2]

e konzistence — ano
Y=X+c

H[Y]=EY=E[X+c]=c+EX=H[X]+c
e ckvivariance vadéi zméné méfitka — ano

H[bX] = E[bX] = bEX = bH[X]
3.2 Princip ocekavané hodnoty

HI[X] = (1 + 0)EX , kde 6 > 0

Tato metoda je zaloZena na pfedchozi metodé ryziho pojistného, ale
jiz pocita se zahrnutim bezpec¢nostni pfirdZky. Jde o snadno pochopitelny
princip, ktery 1ze jednodusse vysvétlit i béZznym pojisténcim, ktefi nemaji
rozsdhlejsi finan¢ni vzdélani. Odborniky je vSak velmi casto kritizovdn
hlavné kvili tomu, Ze nezavisi na mite fluktuaci rizika X.

Splnéné vlastnosti: 1,2, 6 - 15

Ptiklad 2 DokaZte, Ze tento princip splituje aditivitu a ekvivarianci vii¢i zmeéné
méritka, monotonii, ale nespliiuje konzistenci a vlastnost maximalni ztraty.

ResSeni

e aditivita — ano

H[X1 + Xz] = (1 + Q)E[Xl + Xz] = (1 + 6)(EX1 + EXz) = H[Xl] + H[Xz]
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e konzistence — ne
Y=X+c
HY]=Q+60EY=(1+0)E[X+c]=1+0)EX+c¢) =
=(1+60)EX+(1+60)c+H[X]+c

s

e ckvivariance vadéi zméné méfitka — ano

HIbX] = (1 + O)E[bX] = (1 + O)bEX = bH[X]

e maximalni ztrata — ne
Predpokladejme, Ze riziko X je konstantni a je rovno své maximalni
hodnoté,tedy:
X=m.

Pak
H[m] =1+ 6)E[m] = (1 + O)m > m.

e monotonie — ano

Nechf
X<Ye
X-Y<0=
E[X-Y]<0=
EX<EY o

(1+0)EX < (1+ O)EY.

3.3 Princip rozptylu

H[X]=EX+avarX ,kdea >0

Jako jiz predchozi metoda, i tato je zaloZena na principu ryziho
pojistného. V tomto pfipadé je vSak bezpecnostni pfirdzka zdvisla na
rozptylu. Viz.[4]

Splnéné vlastnosti: 1, 2, 3, 5, 10, 15

Piiklad 3 DokaZte, Ze princip rozptylu splituje vlastnost konzistence a nespliiuje
vlastnosti aditivity, subaditivity, ekvivariance viic¢i zméné méfitka a maximdlni
ztrity.
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ReSeni

e aditivita — ne

H[X; + X5] = E[X; + Xo] + avar[X; + X5] =
= EX; + EX; + a(var X; + var X, + cov(Xy, X)) =
# H[Xi] + H[X;]

e subaditivita — ne

Uvazujme dvé rizika % a $.
Pak
X X X X
H[E] + H[E] = Z(E[E] + avar[z]) =

1 1
= 2(§EX+aZ var X) =
- EX + %VarX<

< EX+avar X = H[X].

e konzistence — ano

Y=X+c¢
H[Y] =EY +avarY =E[X +c]+avar[X +c] =
=EX+c+avarX =EX+avarX+c=H[X]+¢

e ckvivariance vadéi zméné méfitka — ne
H[bX] = E[bX] + avar[bX] = bEX + ab®var X
e maximalni ztrdta — ne

Uvazujme, Ze X je ndhodnd veli¢ina s alternativnim rozdélenim,
takova Ze:

PX=m)=p
PX=0)=1-p>0.
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Vyjadiime pojistné jako funkci ¢ proménné p:
g(p) = H[X] = mp + am®p(1 — p) = mp(1 + am(1 - p)).
Pro funkci g plati:
gp) >m o mp(l+am(l-p)) >me
op+tpam(l-p)>1e

espam(l-p)>1-p&
& pam > 1.

Pak lze vybrat proménné p,m,a takové, Ze vlastnost maximalni
ztraty nebude splnéna.

e monotonie — ne
Zde plati stejny argument jako u principu smérodatné odchylky
dale.

3.4 Princip smérodatné odchylky

H[X]=EX+pVvarX, 6 kdep >0

Bezpecnostni pfirdZka je v tomto piipadé proporciondlné zdvisla na
smérodatné odchylce. Velmi ¢asto je tato metoda pouZivana pro stanoveni
pojistného majetkového a trazového pojisténi.

Splnéné vlastnosti: 1, 2, 3, 5, 6, 15

Piiklad 4 DokaZte, Ze princip smérodatné odchylky splriuje vlastnosti konzis-

Y\ s

tence a subaditivity, ekvivariance viici zméné méfitka a nesplriuje vliastnost adi-
tivity, maximdlni ztrity.

Reseni

e aditivita — ne

H[X: + X5] = E[X; + Xo] + ﬁ Vvar[X; + Xo] =
=EXi+EX, +p Jvar X; +var X, + cov[X; + X5 ]
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e subaditivita — ano
Vime, Ze plati

Cou[X1,X5] = E[(X — EX)(Y —EY)] <
< VE(X — EX)2JE(Y —EY)? =
= Vvar X Vvar Y
Jvar[Xl + Xo] = Jvar Xi +var X, +2cov[Xy, X5] <

< \/VM Xi+varX, +2 Jvar X1 Jvar X, =

= \/( Vvar X; + y/var X,)? =
= \/vaer + Jvaer

Pak tedy

H[X1 + X2] = E[X] + X2] + ﬁ \/V&I‘[X1 + XZ] <
< EX) + EX, + B(Afvar X; + yvar X;) =
= H[X;] + H[X5]

e konzistence — ano
Y=X+c¢
H[Y] = EY + BVWvar Y = E[X + c] + Byvar[X + ]
= EX+c+pVvarX = H[X] +c¢

e ckvivariance viuci zméné méfitka — ano
H[bX] = E[bX] + py/var[bX] = bEX + B Vb? var X
b>0
H[bX] = bEX + bp Vvar X = bH[X]

e maximadlni ztrata — ne
Nechf X je veli¢ina s alternativnim rozdélenim:

PX=m)=p
PX=0)=1-p.
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Pak

EX =mp
var X = pm* — (pm)* = m*p(1 - p).
Oznacme
¢(p) = H[X] = mp + a \Jm*p(1 — p) =
=m(p + a+p(l-p)).
Pro funkci g(p) plati :
g(0)=0
g(1) =m.
Zderivujeme-li funkci g podle proménné p, pak ziskdme:
1 a(1-2p)
gp)=ml+;—).
2 \p@-p)

Dale spocitame limity:

i o (p) = la,_
lim g'(p) = m(1 + 557) = o

o () = (] — L Ey
;gr}g(p)—m(l So0g) = T

Pak ale musi existovat p < 1 takové, Ze

g(p) = H[X] > m.

monotonie — ne
Vime, Ze pro konstantu c plati:

Hi[c] = E[c] + a Vvarc = c.

Pokud po konstanté ¢ poZadujeme, aby spliiovala monotonii, pak
pfejdeme k vlastnosti maximalni ztraty, o niZ uz vime, Ze pro tento

princip neplati. Tedy pokud

Y =m,
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kde m je maximéalni hodnota ztraty, pak pfechazime k vyjadieni
monotonie:
X<m=H[X]<m=m,

coZ je opét vlastnost maximalni ztraty, kterd neni splnéna.
Tedy ani monotonie neni splnéna.

3.5 Esscheriv princip

E[Xe"X]
H[X] = ==
kde X je ndhodna veli¢inaa h > 0

Tato metoda stanoveni pojistného byla odvozena Hansem Biihlman-
nem [1] pfi studiu rizika ztraty z devizovych operaci.
Splnéné vlastnosti: 1, 3 - 5, 10, 15.

Ptiklad 5 DokaZte, Ze Esscheriiv princip je konzistentni a aditioni.

ReSeni

e konzistence — ano
Necht Y = X +¢

E[Ye™]

H[Y] = E[o7] -

_E[(X +c)"**9]
E[e"X+]

_ E[Xé"™X]e + cE[¢"X]e"
B E[e"X]e!
_ E[Xe"]
- E[e"X]
= H[X] + c.
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e aditivita —ano
Necht X; a X; jsou nezdvislé ndhodné veli¢iny, pak

(E[(X; + Xp)e"Kr#Xa])
E[ehX1+X2)] -
(E[X1e"JE[2] + E["]E[Xpe"]) _
E[e"X1]E[ef*2] -
CE[Xye*1]  E[Xpe'*e]
- E[e"x] E[e"*2] -
= H[Xi] + H[X:].

H[X; + Xo] =

3.6 Kvantilovy princip

H[X] = F3!(1 —€) , kde € € (0, 1) je dostatetné malé
F3!(1 - €) je kvantil rozloZeni skod a pojistitel chce pojistnym pokryt

(1 —€) * 100% moznych skod. Pravdépodobnost ztraty na riziku X je tedy
nejvyse €. Nejlépe je pak volit € od 1 do 5 procent.

3.7 Princip stfedni hodnoty

H[X] = v Y(E[v(X)]), kde v je konvexni vyhodnocovaci funkce.
Pokud polozime v(x) = x, pak ziskdme ryzi pojistné a pokud polozime
v(x) = e, a > 0, pak mame exponencidlni princip viz. 3.10.

3.8 Princip maximalni ztraty

HIX] = min{p, Fx(p) = 1}
Toto pojistné ziskame pro specialni pfipady jinych principi:

° exponenciélni proa — oo

e kvantilovy proe — 0
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3.9 Princip ekvivalentniho uZitku

N vz

H[X] fesi rovnici
u(w) = Elu(w — X + H)],

kde u je rostouci, konkdvni uzitkovd funkce bohatstvi (pojistitele) a w je
pocétecni bohatstvi pojistitele.

Zjednodusené lze fict, Ze H je minimdlni pojistné, za které je pojis-
titel ochoten pojistit riziko X. Na levé strané rovnice je uzitkovd funkce
pojistitele, ktery neni ochoten pfijmout riziko, kdeZto na pravé strané je
oc¢ekavand uzitkova funkce pojistitele, ktery je ochoten toto riziko pfijmout
za pojistné H. H md tu vlastnost, Ze pojistitel je nestranny/indiferentni,
jestli pojistné riziko pfijme, ¢i ne. Pravé proto se tomuto pojistnému fika
indiferen¢ni cena.

Lze se také zaméfit na zmény indiferenéni ceny pii zméné averze vici
riziku, coZ je vyjadfeno uZitkovou funkci. Pro mald rizika lze tuto metodu
aproximovat principem rozptylu, kde

u(w)//
u(w)

a = —(1/2)( ),
coz je vlastné polovina miry absolutni averze vuci riziku. Pokud
stanovime

—aw

u(w) = —e™%,

pak dojdeme k jiZ exponencidlnimu principu viz. 3.10.

Podivame-li se na problém z druhé strany, tedy ze strany pojisténého,
pak maximalni pojistné, které je pojistény ochoten zaplatit za kryti pojistné
uddlosti je feSeni G této rovnice

Elu(w — X)] = u(w — G).
Vysledek G[X] je pak indiferen¢ni cena kupujiciho, tedy pii této vysi
pojistného je pojistény nestranny, zda-li si pojisténi poridi, ¢i ne.
Splnéné vlastnosti:1 - 5,12 - 15

Ptiklad 6 Aproximujte maximadlni pojistné P* pro riziko pro danou uZitkovou
funkci u(x).
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Reseni Oznatme p a o” stfedni hodnotu a rozpyl veli¢iny X.
Pouzitim prvnich ¢lenti Taylorova rozvoje ziskdvame:

u(w = P*) ~ u(w — p) + (p — P’ (w — )

u(w —X) = u(w - p) + (1= X)u'(w - u) + %(y - X)*u" (w — p).

Pak ,
Elu(w — X)] = u(w — p) + §o2u”(w - ).
Dosadime-li do pfedchézejici rovnice vztah
E[u(w — X)] = u(w - P*),

pak
%ozu”(w — )~ (u—PHu'(w - ).
Tedy lze P* vyjadfit jako:

1 u"(w— )
Prrp—zP——2
H 20 w(w — )
Definujeme koeficient averze vi¢i riziku r(w) jako
B u//(w)
r(w) = (W)

Pak mtizeme P* vyjadfit pomoci tohoto koeficientu:

P'~u+ %azr(w — ).
3.10 Exponencialni princip

HIX] = (1/a) * In E[¢%X]

Tato metoda je zaloZena na principu ekvivalentniho uZitku, kde je
uzitkova funkce exponencialni.

Toto pojistné je roustouci funkci proménné a, kterd méfi averzi vici
riziku.

Splnéné vlastnosti: 1 -5, 10,12 - 15

22



Ptiklad 7 Dokazte, Ze exponencidlni princip spliiuje vlastnost konzistence a
nesplituje vlastnosti aditivity a ekvivariance viici zméné méritka.

ReSeni

e aditivita —ano
Nechf X; a X; jsou vzdjemné nezédvislé veli¢iny,pak

H[X; + X,] = ilog E[e*¥1+%)] =
_ l aX1 O(XZ —
== log E[e*™1e"™?] =
= %log(E[e"‘Xl]E[eo‘Xz]) =
= %(log E[e*5] + log E[e**2]) =
= H[Xl] + H[Xz]

e konzistence — ano

Y=X+c

a)log E[e” =
a(X+c)] _

e ckvivariance vidi zméné méftitka — ne
H[bX] = (1/a)log Ee*** =

= (1/a)log E[(e"*)"] #
# (1/a)log E[¢**]" = b(1/a)E[e*¥]

Ptiklad 8 Nechf pojistitel md exponencidlni uZitkovou funkci s parametrem a.
Jaké je minimdlni pojistné P~ pro riziko X.
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Reseni Pojistitel s uzitkovou funkci U(.) a kapitdlem W pojisti ztratu X
za pojistné P pokud E[U(W + P — X)] > U(W), kde P > P~. Toto pojistné
ziskame vyfeSenim rovnice

U(W) = E[lUW + P~ = X)].
Do piedchozi rovnice dosadime exponencidlni uzitkovou funkci:
U(x) = —ae™™.

Po vyfeSeni ziskdme
P~ = (1/a)log[E(™)],

coZ je exponencidlni princip.
3.11 Wanguv princip

H[X] = fooo g[Sx(t)] dt, kde g je rostouci, konkavni funkce g : [0, 1] — [0, 1]
Funkce g se nazyva distorzni funkci.

Jako dalsi distorzni funkci mtZeme pouZit takzvanou Wangovu trans-
formaci g(p) = P[O(p) + A], kde @ je kumulativni distribu¢ni funkce
normalné rozdélené ndhodné veli¢iny a A je redlny parametr.

Splnéné vlastnosti: 1 -6, 8,11 - 15

3.12 Princip proporciondlnich rizik

HIX] = [ [Sx()]°dt, kde 0 < c < 1.
Jde o specidlni ptipad Wangova principu, kde distorzni funkce g je dédna
takto g(p) =p°al<c< 1.

Splnéné vlastnosti: 1 -6, 8,11 - 15

3.13 Svycarsky princip

Pojistné je dano jako feSeni H rovnice

Efu(X = pH)] = u((1 - p)H),
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kde p € [0, 1] a u je rostouci, konvexni funkce.

Splnéné vlastnosti: 1 -4, 12 - 15
3.14 Holandsky princip

H[X] =EX+ OE[(X —aEX),],kdea>1a0<6<1

Splnéné vlastnosti: 1-4, 6,8,12-15
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Kapitola 4

Metoda top-down

V [3] je uvedena metoda top-down pro stanoveni pojistného, kterou roku
1985 popsal Hans Biithlmann, kdy nejprve stanovime pojistné poZadované
pro celé portfolio, a to se pak snazime spravedlivym zptisobem rozdélit
mezi jednotlivé smlouvy — jednotlivd rizika. K ziskdni minimélniho
ro¢niho pojistného pouZijeme diskrétni teorii ruinovéni. Vysledkem
je exponencidlni pojistné, jehoZ parametr je odvozen od maximdlni
povolené pravdépodobnosti ruinovdni a pocateéniho kapitdlu. Pokud
budeme piedpokladat, Ze akcionafi budou pozadovat ro¢ni dividendu
a Ze pojistné by mélo byt na trhu co nejvice konkurenceschopné, tak Ize
odvodit i optimélni vysi zdkladniho kapitélu.

Jak uZ jsme zminili v zdkladnim popisu této metody, tak budeme
pouzivat diskrétni teorii ruinovani, kde plati:

U =Uiq+c— 5,
kdet =1,2,... V tomto vztahu jednotlivé proménné maji tento vyznam:
o U, kapital pojistitele v case ¢
e ¢ pifjem z pojistného za jednotku casu

o 5 = X; + X, + ... + Xy, kde X; jsou pojistné naroky. Ro¢ni pojistné
naroky pojisténych S; jsou nezavislé a stejné rozdélené ndhodné
veli¢iny se sloZenym Poissonovym rozdélenim, tedy S; ~ S.

K ruinovéni dojde pokud pro né&jaké ¢ plati U; < 0.
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Jak vysoky by tedy mél byt zédkladni kapital U, = u? A jak vysoké by
mélo byt pojistné ¢ = H[X], aby s velkou pravdépodobnosti nedoslo k
ruinovani?

Z teorie ruinovani vime, Ze horni hranice pravdépodobnosti ruinovani

je dana vztahem:

e—Ru,

kde R je adjustacni koeficient, coZ je feSeni rovnice
et = E[e®].
Nyni ozna¢ime horni mez jako €, pak jednoduchym vypoctem zjistime, Ze
R = |logel/u.
Horni hranici pravdépodobnosti ruinovéani € ziskdme zvolenim po-
jistného c takového, Ze
c= %log(E[eRS]),

kde

R = |logel/u.
Vidime, Ze c je pojistné podle exponencidlniho principu a vime, Ze expo-
nencidlni pojistné je aditivni pro nezédvislé ndhodné veli¢iny. Tedy:

S=X1+Xp+...+X,.

Pak

n

%log(E[eRS]) = Z %log(E[eRXf]).

=1

Dalsi pojistné lze ziskat jako aproximaci k exponencidlnimu po-
jistnému s pouZitim prvnich ¢lentt Taylorova rozvoje kumulantové
distribu¢ni funkce a za pfedpokladu, Ze adjustaéni koeficient je maly.
Ziskame tak princip rozptylu:

H[S] = ES + avars§,
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kde a > 0. Odvozeni pak vypada takto:
1
H[S] = 2xs(R)

Kumulantové vytvotujici funkce je ve tvaru:

8(R) = log(E[e*"]).

Taylortiv rozvoj kumulantové vytvorujici funkce g(t) vypada takto:

(ee) Rn
log(E[e]) = ) k() =
n=1 ’
2
=R=+ES+ R—VarS+...,

2

kde

x1(S) = §'(0) = ES

k2(S) = ¢”’(0) = var S

1u(S) = "(0).
Pak ) 2 R

H[S] = E[R +ES + fvarS] =ES+ EvarS.

Tedy a = R/2.

MiuiiZeme pozorovat:

e Zdvojnasobeni parametru a ve vzorecku H[S] = ES + avar S snizi
horni odhad pravdépodobnosti ruinovani z € na €, nebot

je klesajici funkce a plati:

e Pokud sniZime pocate¢ni kapitdl na polovinu a chceme zachovat
stejnou pravdépodobnost ruinovani, tak je nutné parametr o
zdvojnésobit, coz vychdazi ze vzorce

e ke,
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V této ¢asti prace se zaméfime na model, kde pojistné zahrnuje i ro¢ni
dividendu pro akcionéfe, ktefi poskytli pocate¢ni kapitdl. Pojistné na
arovni portfolia se pro tento p¥ipad stanovi takto:

|log el
2

H[S] = ES + var S + iu,

kde iu je pozadovana dividenda pro akcionéfe.
Je nutné stanovit u, tak aby pojistné bylo na trhu co nejvice

v v

konkurenceschopné a tedy aby pojistné bylo co nejnizsi. To nastava pro

/l
Y= IOgel.varS.
2i

Coz lze jednodusse odvodit poloZzenim derivace H[S] podle u rovno nule:

1
H[S] = ES + 18¢
2u

, —|logelvarS
H'[S] = — oy +1

3 —|loge|var S
Bl 2u?
0 = —|loge| var S + 2iu?

[|1og €lvarS
u = 2—1

Dosadime-li tuto hodnotu u do vzorce

|log €|
2u

var S + iu

+1

H[S] = ES + var S + iu,

zjistime, Ze optimalni je princip smérodatné odchylky

H[S] = ES + Vvar S 4/2i|logel.
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Odvozeni:

B |loge|var S
B 2i
1
H[S] = ES + | ;iel varS + i
H[S] = ES + |loge|var S var S|log €| B
2vvar§ |/l #
|log €| \/ivar Sllogel|
=ES+ VvarS§ \/ 2|10g€| > =
_ES+ Vears zlloge zlloge

= ES + Vvar$ \/Zzl log €.

. VoS

Vbodé, vnémznabyvé pojistné jako funkce proménné u svého minima

se prirdzka H[S] -
Odvozent:

— iu rovnd dividendé pro akcionére iu.

Vime, Ze pojistné nabyva svého minima pro

a Ze pokud toto u doplnime do vzorce

1
H[S] = ES + | del

dostaneme

|loge|var S
2i

var S + iu,

H[S] = ES + Vvar S 4/2i|logel.
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Dosadime

H[S] — ES - iu = ES + Vvar S /2i|loge| — ES — iu =

var S| log e|
= y/2ivar S|loge| —i

2i

1varS|10ge|
= y2ivarS|loge| — | ——F——
= V2fivar §|lo €|——\/ivarS|10 el =
8 v 8

= % yivar S|loge| =

B ivar S|log €| 3
= ,/ > =

= iu.

Pokud se i zvétSuje, pak se u zmensSuje, ale iu se zvétsuje.
Pojistné pro jednotlivé smlouvy pak stanovime takto:

1. Spocteme optimalni vstupni kapital

| log €lvarS
2i

prodané S,iae.

2. Rozdélime celkové pojistné mezi individudlni rizika X; podle
nasledujici formule

H[Xj] = EX] + RU[ZTX]',

kde

1
R = logel
u

To mtizeme udélat, nebot princip rozptylu je aditivni pro nezavisla
rizika.

Ad 2: V ptipadé principu rozptylu je parametr @« = R dvojndsobny
oproti pfipadu, kdy by nebyla poZadovana dividenda pro akcionére.
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Typ Pocet Stfedni Rozptyl Exponenc. Princip Princip
rizik hodnota princip rozptylu smér. odch.
A 5 5 25 —+log(1-5R) 5+ 525
B 20 1 1 —xlog(1-R) 1+31
Celkem | 25 45 145 45 + (2i]log €|145)1/2
Tabulka 4.1:

Ptiklad 9 Nechf mdme portfolio sklidajici se ze dvou druhii exponencidlnich
rizik zaddno v tabulce 4.1. Spocitejte pro i = 2% a € = 5% pojistné na tirovni
portfolia, optimalni pocitecni kapitdl, adjustacni parametr R a pojistné pro princip
rozptylu a exponencidlni princip pro samostatnd rizika A a B.
Reseni Nejprve spotitdme

|log el = 2,99573.

Pojistné na arovni portfolia

HI[S] = ES + Vvar S +/2i|loge| = 49, 1684.
Optimalni pocate¢ni kapital

u = Vvar$S

1
| ogel = 104, 209.
2i

Adjustacni parametr

. |log el

= 0,0287473.
Princip rozptylu pro riziko A:
EX4+ Rvar X4 = 5,71868.
Princip rozptylu pro riziko B:
EXp + Rvar Xg = 1,02875.
Exponencidlni princip pro riziko A:
—% log(1 — 10R) = 5,89512.

Exponencidlni princip pro riziko B:

1
—— log(1 - 2R) = 1,0299.
7R log( ) =1,0299
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Kapitola 5

Charakteriza¢ni metoda

Dalsim zptisobem, jakym Ize stanovit pojistné je charakteriza¢ni metoda.
Touto metodou miizeme odvodit Wangtiv princip stanoveni pojistného,
coz zarucuje nasledujici véta, kterou uvadi [6].

Véta1 Nechf pojistné H : x — R* = [0, co] md vlastnosti:
o Nezivislost (vlastnost 1)
e Monotonie (vlastnost 12)
e Aditivita pro komonoténni rizika (vlastnost 11)
e Zidnd neopodstatnénd bezpeCnostni p¥irdZka (vlastnost 3)
e Spojitost (vlastnost 15).

Pak existuje neklesajici funkce g : [0,1] — [0, 1] takovd, Ze g(0) = 0, g(1) =1
a H[X] = fooo g[Sx(t)]dt. Dile pokud x obsahuje vSechny nihodné alternationi
veliciny, pak je funkce g pravé jedna.

Je dtilezité zminit, Ze funkce g, jejiZ existence plyne z véty 1, nemusi
byt konkdvni. Pokud poZadujeme, aby funkce princip pojistného splrioval
vlastnost subaditivity, pak g bude konkdvni a ziskdme tak Wangtiv princip
stanoveni pojistného.

Pokud k vlastnostem uvedenym ve vété 1 pfiddme dalsi vlastnosti, tak
ziskdme princip proporcionalnich rizik. [6]
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Disledek 2 Nechf H md vlastnosti jako véta 1 a ddle pak spliiuje ndsledujici
vlastnost: Nechf X = 1Y je sloZend nihodnd velicina, X,Y,I € x a kde ndhodnd
alternationi veliCina I je nezdvisld na ndhodné veliciné Y. Pak H[X] = H[I]H[Y].
Z toho vyplyvd, Ze existuje c > 0 takové, Ze g(p) = p° pro Vp € [0, 1].

Pokud pridame k disledku 2 jesté podminku bezpecénostni prirazky,
pak mtizeme ¥ici, Ze ¢ € [0, 1]. Timto postupem jsme ziskali princip pro-
porciondlnich rizik.

Charakteriza¢ni metodou lze ziskat i dalsi principy stanoveni po-
jistného.
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Kapitola 6
Priklady

Piiklad 10 Urcete pojistné podle principu rozptylu pro veli¢inu se sloZenym
Poissonoviym rozdélenim.

Reseni

S ma sloZené Poissonovo rozdéleni.

N je ndhodna veli¢ina s Poissonovym rozdélenim s parametrem A.

Nechf X, X,, ..., Xy jsou vzdjemné nezavislé stejné rozdélené ndhodné
veli¢iny, které jsou nezdvislé na N.

N
S=Y X,
n=1
Vime

EN=A
varN = A
H[S] = ES + BvarS.

Plati ES = EXEN.
Nebof

ES = EE[SIN] = E[NEX] =
= ENEX.

Plati
var S = EN(var X + (EX)?).
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Nebof
var S = E[var(S|N)] + var(E[S|N]) &
var S = E[Nvar X] + var(NEX) =
= ENvar X + (EX)*var N.

Ale EN = var N pro N s Poissonovym rozdélenim,
tedy var S = EN(var X + (EX)?).

H[S] = EXEN + BEN(var X + (EX)?)

= AEX + BA(var X + (EX)?) =
= AEX + PMEX? — (EX)* + (EX)?) =
= AEX + BAEX?

Ptiklad 11 Nechf celkové skody S maji sloZené Poissonovo rozdélent a jednotlivé
Skody maji gamma rozdéleni. Urcete pojistné pro princip rozptylu.
Reseni
Vychézime z pfedchoziho pfikladu.
N ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A.
X ~ gamma (a, f) .
HI[S] = AES + yAES?.
Vime:
EX=a/p
varX = a/ ﬁz.

Dale potfebujeme zjistit EX?:

EX? = varX + (EX)*
2

EX2=[%+%
Tedy
HIS = A% 4 Aty 2
[S] = ﬁ+ y(ﬁ )
aﬁ/\ aﬁA)ﬁ/(1+)
= ?(1 + E(l + 0())
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Ptiklad 12 Nechf celkové skody S automobilového pojisténi maji slozené Pois-
sonovo rozdéleni a nechf skody za jednotlivé skody maji gamma rozdéleni. Urcete
pojistné podle principu oéekdvané hodnoty s parametrem y = 10% .

Reseni S ~ slozené Poissonovo rozdélent.
N ma Poissonovo rozdéleni s parametrem A.
X ~ gamma(a, B)

H[S] = (1 +y)ES

Vime, ze
ES = EXEN
«a
EX =—
p
EN = A.
Tedy
ES = @.
p
Dostavame

HIS] = (1+ 0,1)‘% -

-1,1%
p

Ptiklad 13 Nechf nihodnd veli¢ina X md exponencidlni rozdéleni

s parametrem A.

Urcete obecné pojistné podle principu ryziho pojistného, principu ocekdvané hod-
noty, principu rozptylu, principu smérodatné odchylky, exponencidlniho principu
a Esscherova principu. Ndsledné dosadte A = 1.

Reseni Vime
X ~ exp(A)

A>0
EX=1/A
var X = e
flx) = Ae™.
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Ryzi pojistné

Obecné: )
H[X]=EX=—

[X] -

Po dosazent:
H[X]=1
Princip o¢ekdvané hodnoty
Obecné: )
HIX] = (1 + @)EX = ;“

Po dosazent:

HX]=1+a«a
Princip rozptylu
Obecné:

1 «a
H[X] = EX X=—+—=
[X] + avar )\+A2

Po dosazeni:
HX]=1+a

Princip smérodatné odchylky
Obecné:

H[X] =EX+pVvarX

Vvar X = w/% :%
1 p

H[X] ==+

AA
Po dosazent:
H[X]=1+p

Exponencidlni princip

Obecné:
H[X] = (1/a)In E[¢**]
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Potiebujeme znét E[¢**]:

E[e*X] = f Ae¥e ™ dx =
0

=A f e gy =
0

1 X — (&)
:A[a—)\e( A)]o =
A
CA-a
Za podminky, Ze
O<ax<l1
plati

1 A
H[X] = Elog/,\_

Po dosazeni:

_log(l - a)

HIX] = ~log(=—) = ——2

e Esscher(iv princip

HIX] = (E[Xe"™])/E[¢"]

E[Xe™] = f Axe e~ dx
0

K vypoctu pouzijeme per partes :

u=
u =1
oX=1)
T
)
Za podminky
O<h<1.



x(h=7) =
E[Xe™X] = A 1 f =M dy) =
0

h=A" h-)A
xeXh=2) N oX=1) N
B A
INUEV

Déle potiebujeme spocitat E[¢"X] za podminky

O<h<1

“ A
E[¢X] = x(h=2) gy
[¢"*] j(; Ae dx o7
Tedy
A . 1
(=X
H[X] = = —.

—

Po dosazeni: )

Ptiklad 14 Ukazte, Ze pro malé hodnoty h prechdzi Esscheriiv princip v princip
rozptylu.

Reseni
Pouzijeme prvni dva ¢leny Taylorova rozvoje v okoli nuly.
Neboli

f ’

f(x) = f(h) + ﬁ(x —h)+ ...

E[Xe"™X]

f = HIXI = S

pro
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plati
f(h) = EX.

f'(h) = E[X?¢"™]/E[¢™] - (E[X"™]/E[™])*

pI‘O
h—0
plati
f'(h) —» EX* — (EX).
Tedy

f(x)— > EX + hvarX.

Priklad 15 UkaZte, Ze Esscheriiv princip se rovnd x5 (a), kde xx je kumulantoovd
vytvorujici funkce X.
Reseni Kumulantova vytvotujici funkce je ve tvaru

x(a) = log(E[e™X]).

Pak

E[Xe™ ],

, 1
Ky(a) = E[e]

coz je Esschertiv princip.
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Kapitola 7
Z4aveér

V této préci jsme shrnuli poznatky z nékolika praci a podrobnéji jsme
odvodili nékteré poznatky, které tyto prace uvadéji, ale podrobné je neod-
vozuji. Pro nékteré principy jsme odvodili nékteré z jejich vlastnosti a
pfidali sbirku ilustra¢nich p¥ikladi tykajicich se stanoveni pojistného, vz-
tahy mezi nékterymi pojistnymi principy. V kapitole o metodé top-down
jsme podrobnéji rozvedli a odvodili jednotlivé kroky vypoctu pojistného
touto metodou.
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