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dtiraz pak klademe na distribuce zavislé na parametru, nebof tato ¢ast teo-
rie neni prezentovana tak ¢asto a v nasem pristupu pro nas bude mit v dal-
sim klicovy charakter. V nasledujicich ¢astech podavame definici Fourierovy
transformace temperované distribuce a uvadime teorii, diilezitou pro pocetni
techniky, které ilustrujeme na konkrétnich prikladech. V zavérecné kapitole
je jako priklad ¢etnych aplikaci Fourierovy transformace distribuci odvozeno
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Abstract: In the present thesis we study basic properties of tempered dis-
tributions, their Fourier transforms and applications in partial differential
equations. In the first section, the tempered distributions are defined and
their basic properties are introduced, mainly without proofs, given the fact
that this theory is not the main point of this thesis. A special emphasis is put
on the theory of distributions depending on a parameter, because it is rarely
presented and, at the same time, it is crucial in our approach of the problem.
In the subsequent sections, we outline the definition of Fourier transform of a
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Kapitola 1

Uvod

1.1 Distribuce jako zobecnéni pojmu funkce

Klasicka analyza pouziva k popisu mnoha fyzikalnich veli¢in pojem spo-
jité funkce, reflektujici predstavu spojitého rozlozeni hmoty, naboje, atp.
Tento pojem vsak neni schopen zachytit skutecnost, Ze tyto veli¢iny maji
ve skutecnosti diskrétni charakter, ani popsat ve fyzice Casto uvazované ob-
jekty, jako idealni jednotkovy elektromagneticky impulz, ¢i bodovy naboj.
Jak se piSe v [3], fyzici proto pomérné dlouho pouZzivali takzvané singulérni
funkce, které ovsem nemohly byt popsany klasickou teorii funkci. Nejjedno-
dussim pifkladem takové singuldrni funkce je tak zvand d-funkce!, ktera je
y,rovna nule vsude kromé bodu nula, kde je rovna nekonecnu, pricemz jeji
integral je roven jedné“. Takova funkce ovSem ziejmé odporuje klasické te-
orii funkci, nebot Lebesguetv integral z funkce skoro vsude nulové je nutné
roven nule. Na druhou stranu se fyzici pri pouzivani d-funkce, jako ti¢inného
nastroje pii feseni rozmanitych tloh matematické fyziky, do sporu nikdy
nedostali, nebof se tato singularni funkce obvykle neobjevovala samostatné,
nybrz jen na specifickych mistech v pribéhu vypoctu a sice pod integralem
s néjakou ,dostatecné péknou” funkci.

Prvnim, kdo podal rigorézni vysvétleni pojmu zobecnéné funkce (distri-
buce) jako spojitého linearniho funkcionalu na jistém prostoru ,dostateéné
péknych* testovacich funkci, byl v roce 1936 sovétsky matematik Sergej Lvo-
vi¢ Sobolev ve svém c¢lanku Méthode nouvelle a resoundre le probleme de

1Jako prvni pouzil §-funkci britsky teoreticky fyzik Paul Dirac (celym jménem Paul
Adrien Maurice Dirac) pfi studiu kvantové mechaniky na konci dvacétych let minulého
stoleti.



Cauchy pour les équations linéaires hyperboliques normales, kde jsou vyuzi-
vany distribuce pfi feseni Cauchyho tlohy pro hyperbolické parcialni diferen-
cialni rovnice. Na jeho praci navazal po druhé svétové valce francouzsky ma-
tematik Laurent Schwartz? monografii Théorie des Distributions (1950-51),
ve které je systematicky vybudovana teorie distribuci na zakladé teorie li-
nearnich lokalné konvexnich topologickych prostorti. V nasledujicich letech
se staly distribuce neobycejné popularni a mnoho matematiki zacalo dale
intezivné rozvijet jejich teorii. Od té doby byla teorie distribuci podstatné
prohloubena a nasla ¢etné aplikace ve fyzice a matematice, predevsim v teo-
rii parcidlnich diferencialnich rovnic a v kvantové mechanice, a stava se tak
wkazdodennim ndstrojem fyzika, matematikd i inZenyra“ ([6] str. VI).

Distribuce je tedy zobecnénim klasického pojmu funkce, které umoziiuje
vyjadrit nékteré singularni koncepty matematické fyziky. Navic, jak pozna-
menava Vladimirov ([6] str. 5),,...pojem distribuce zachycuje skutecnost,
Ze v redlném svété meumime merit hodnotu fyzikalni veliciny v konkrétnim
bodé, nybrz pouze stredni hodnoty v dostatecné malych okolich bodu a pak
uwvazovat jejich limitu za hodnotu v tomto bodeé. ...

Jak uvidime pozdéji, tzv. temperované distribuce maji navic nékteré
velmi ,,pékné“ matematické vlastnosti. Kazda distribuce méa napiiklad v dis-
tributivnim smyslu derivace vsech fadt, konvergentni fady distribuci Ize li-
bovolnékrat derivovat ¢len po ¢lenu, kazda distribuce ma Fourierovu trans-
formaci, a tak dale. To ndm umozni, abychom je vyuzili pfi feseni parcialnich
diferencialnich rovnic.

2Laurent Schwartz ziskal v roce 1950 za svou praci pravé v oblasti teorie distribuci
Fieldsovu medaili.



1.2 Pouzité znaceni

R™  realny m-rozmérny prostor s euklidovskou metrikou; pismeno m
budeme pribézné rezervovat pro dimenzi prostoru

R*, R~  mnoZina vSech realnych kladnych, resp. zdpornych ¢isel
a=(ar,...,0m), o] =>7" o, oy € Ng  multiindex a jeho fad
x® = z{tay? .l

||
D f(z) = 0l f(z)

e IS e v
0z 10zy2... Oz

C* = C*°(R™) mnozina vSech nekonecnékrat spojité diferencovatelnych
funkci na R™

Lo =24 (R™)  prostor funkei, které jsou lokalné integrovatelné na R™

v Lebesgueové smyslu
s.w.  skoro vsude
log  pfirozeny logaritmus, inverzni funkce k e*
f+  kladna ¢ast f, (f(x))+ := max{ f(z),0}
Bgr(0),Sr(0)  koule, resp. sféra v R™ se stfedem v 0 a polomérem R
Km  povrch jednotkové sféry v R™
¢+  spojeni na sebe navazujicich k¥ivek ¢ a v
PSym  mnozina vSech pozitivné definitnich symetrickych matic R™*"™

Orth  mnozina vSech ortogonalnich matic R™*™



Kapitola 2

Temperované distribuce

2.1 Definice a zakladni vlastnosti

Definice 2.1. Bud m € N, ¢ komplexni funkce realné proménné takova,
ze ¢ € C°(R™). Pak fekneme, ze funkce ¢ je rychle klesajici v nekonecnu,
jestlize pro kazdy multiindex o a kazdy polynom P existuje konstanta K
tak, ze pro vSechna x € R™ plati

| P(x)D%(z)| < K.
Rikdme také, ze ¢ rychle klesd v nekonecnu a piseme ¢ € . (R™).

Poznamka. Kazdéa nekonecnékrat spojité diferencovatelna funkce s kompakt-
nim nosi¢em rychle klesd v nekonecnu.

Definice 2.2. Bud m € N a ¢ : R™ — C komplexni C* funkce. Pak
fekneme, ze ¢ je pomalu rostouci v nekonecnu, jestlize je spolu se vSemi
svymi derivacemi omezena v nekone¢nu polynomy, to jest, existuji polynomy
P, tak, ze pro vSechna x € R™ plati

| D%p(x)] < [Falz)] -
Rikdme také, Ze ¢ pomalu roste v nekonecnu.

Pozndmka. Funkce z . (R™) tvofi tak zvany Schwartziv prostor, coz je vek-
torovy prostor nad C, ktery je navic uzavieny vzhledem k derivovani i k
nasobeni C'*° funkcemi spliujicimi navic podminku pomalého ristu v neko-
necnu.



Definice 2.3. Definujme na (R™) pro p = 0,1,2,... spocetné mnoho
norem:

D ey
lell, = Se‘ﬁ@(l + [2[*)% | D ()]
le|<p
Rekneme, 7e posloupnost funkei ¢y, s, . .. konverguje v . (R™) k 0, jestlize
pro vechna p =0, 1,... plati |||, — 0 pro k — oo.

Pozndmka. Pro kazdou ¢ € .7 (R™) zfejmé plati

lello < llelly < llelly < -+

Definice 2.4. Rekneme, Ze zobrazeni f : .7(R™) ~— C je temperovanou
distribuct, nebo zkracené jen distribuci, jestlize je spojitym linedrnim funk-
ciondlem na prostoru .(R™), v tom piipadé piseme f € ./(R™). To jest,
temperované distribuce jsou zobrazeni prostoru ./(R™) do C spliiujici

1. Vp,¢ € S(R™) VA, i€ C: f(hp + pp) = Af () + nf ()
2.0 = o v L (R?) = flpn) = f0)-
Misto f(¢) budeme psat (f, v).
Znaceni. Pro zjednoduseni oznaceni budeme dale, nebude-li moci dojit k

nedorozuméni, psat misto . (R™) jen . a misto ./ (R™) jen .’ pii¢emz m
budeme pribézné vyhrazovat pro oznaceni dimenze uvazovaného prostoru.

Priklad 2.1. Bud f € £ (R™), f pomalu rostouci v nekone¢nu, pak je
predpisem

(f ) = Rmf(fﬁ)@(w)dr Vo € S

definovana tzv. reguldrni temperovand distribuce generovand funkci f, kte-
rou budeme opét znacit f. Z kontextu bude vzdy jasné, zda mame na mysli
generujici funkci, ¢i distribuci.

Definice 2.5. Rekneme, 7e posloupnost distribuci { f,,}°, C .7’ konverguje
v " k distribuci f, jestlize YV € . plati (f,, @) — (f,¥).

Priklad 2.2. Bud {f,}2, posloupnost funkci, f, — f,s.v. pron — oo,
fn € ZLL(R™), f,, f pomalu rostouci v nekone¢nu, pak z Lebesgueovy véty

loc

vyplyva, ze f, € ./ konverguje v .’ k distribuci f.



Véta 2.1. .7 je husty v .. Presnéji, requldrni distribuce generované funk-
cemi z . tvori husty podprostor prostoru ..
Dikaz 1ze nalézt napiiklad v [6] na str. 105.

Poznamka. Bud f funkce generujici regularni distribuci a x = Ay + b regu-
larni linearni transformace, pak plati pro kazdou ¢ € . véta o substituci

1
Rmf(Ay +b)o(y)dy = Aot A Lo

f(@)p (A7 (z — b)) da.

Touto identitou definujeme linearné transformované distribuce i pro neregu-
larni distribuce (viz nésledujici definice).

Definice 2.6. Bud f € ./ a © = Ay + b reguldrni linedrni transformace,
pak definujeme distribuci f(Ay + b) predpisem:

(ray+ 0ot} = (). 22 vp e

Definice 2.7. Bud f € .¥’ a a € C* funkce pomalu rostouci v nekone¢nu,
pak definujeme soucin af predpisem:

<afa<P>:<f>a<P>,Vg0€Y.

Nyni sméfujeme k definici derivace v distributivnim smyslu, motivaci
nam bude nasledujici priklad.

Priklad 2.3. Bud f spojité diferencovatelnd funkce pomalu rostouci v ne-

konec¢nu takova, ze % pomalu roste v nekonec¢nu. Pak pro kazdé ¢ € .7

plati diky integraci per partes a skutecnosti, ze ¢ rychle klesa v nekonecnu

/R ﬁ(:U)cp(:l:)d:c: lim ﬁ(;1:

r)dr =

= lim (—1)/ f(ﬂf)g—i(ﬂf)dxﬂL/S (O)f(ﬂf)@(w)ﬁk(x)dS(ﬂf) =

Br(0)
= (—1)/[Rmf(x)g—2(x)dx.

Indukci lze pomoci Fubiniho véty snadno ukazat, ze za vhodnych ptredpo-
kladi plati obecnéji:

D f(z)p(z)dz = (~1) Rmf(w)D%(x)dfC-

]Rm

10



Definice 2.8. Bud [ € ./, a multiindex, pak definujeme derivaci distibuce
f predpisem

(Df,0) = (=) (f, D*¢) , pro viechna ¢ € ..

Poznamka. Derivace distribuce je distribuci, nebot je slozenim spojitého
linedrniho operdtoru D® na testovacich funkcich (¢ € C*) a spojitého line-
arniho funkcionalu f.

Priklad 2.4. Definujme Diracovu/delta distribuci predpisem

(6, 0) = (0),Vp € 7.

Oznad¢me jesté pro a € R™ posunutou Diracovu distribuci é, = 6(x — a).
Spoctéme (distributivni) derivaci d-distribuce, podle definice mame pro li-
bovolny multiindex «:

(D6, 0) = (=1)1*1(5, D*p) = (1)1 D*0(0), V¢ € .7

Priklad 2.5. Definujme Heavisideovu distribuci 6 jako regularni distribuci
generovanou charakteristickou funkei intervalu [0, +00). To jest

(0, ) = / " p(a)d, Ve € S(R).

Pak pro distributivni derivaci mame Vo € . (R):

11



2.2 Distribuce zavislé na parametru

V této casti se budeme zabyvat spojitou zavislosti distribuci na komplex-
nim parametru a jistou formou holomorfnosti distribuci, podrobnéji o této
teorii viz naptiklad [3]. Klicova pro nas bude tplnost prostoru distribuci, viz
nasledujici véta.

Véta 2.2. Méjme posloupnost distribuct fr, € % takovou, Ze (fr,p) kon-
verguje pro k — oo pro kaZdé ¢ € 7. Pak je funkcional definovany pro
kazdé v € .7 jako (f,p) = klim (fr,©) temperovanou distribuct.

Diikaz. Dtikaz je analogii standardniho diikazu Banach-Steinhausovy véty
z funkciondlni analyzy a lze jej nalézt napfiklad v [6] na str. 96. U

Definice 2.9. Bud G C C oblast, necht pro kazdé A € G existuje distribuce

fx (zavisla na parametru \) a necht )y € G. Rekneme, Ze )\hn)} fx = g, jestlize
— A0

pro kazdou posloupnost {\,}°2, spliiujici lim A, = A plati lim f\, =g ve

smyslu definice 2.5.

S takto definovanou limitou mizeme nyni ptirozené definovat pojem spo-
jitosti, resp. derivace distribuce podle komplexniho parametru.

Definice 2.10. Bud G C C oblast, necht pro kazdé A € G existuje distribuce
fr (zévisla na parametru \).

1. Rekneme, Ze fy je spojitd v A na G, jestlize pro kazdé )y € G plati
my—x, fx = fio-

2. Rekneme, 7e distribuce gy je derivaci distribuce fx podle parametru A
na G a piSeme gy = 2 jestlize pro kazdé Ao € G plati

N

A=Xo A — )\() = Do

Poznamka. Derivace %\A v bodé A = )\ existuje pravé tehdy, kdyz ma pro
kazdé ¢ € .77 funkce (f, ) derivaci vzhledem k A v A = A,.

Definice 2.11. Bud f, distribuce zévisla na parametru A € G, G C C
oblast. Rekneme, Ze f) je holomorfni v A na G, jestlize je diferencovatelna
vzhledem k A na G.

ILimitu tedy chdpeme ve smyslu Heineho definice limity pomoci posloupnosti.

12



Pozndmka. Bud f, holomorfni v A na G C C, pak na G existuji derivace
vzhledem k A vSech fadi a v okoli libovolného bodu Ay € G lze psat Tayloriv
r0zZVvOj )
1

o=+ (A= >\0)88f;\0 + 5()\ - )\0)288@()
Tvrzeni 2.3. Méjme dvé distribuce fy a gy holomorfni pro A € G a pred-
pokladejme, Ze se shoduji na mnoziné obsahujici hromadny bod. Pak jsou si
fx a g\ rovny na celé G.

+ ...

Diikaz. Stacéi uvazit, Ze pro vsechna ¢ € .7 se (fy, ¢) a (gx, ¢) shoduji na G
diky vété o jednoznacnosti pro obycejné holomorfni funkce. O

V dalsim pro nas bude dilezita tzv. metoda holomorfniho prodluzZovdini

HovA

Tvrzeni 2.4. Necht je f) holomorfni v A na oblasti G’ a nechf 1ze holomorfné
rozsitit funkei (fy,¢) pro vsechna ¢ € . na oblast G D G'. Pak (f\,, ¥)
definuje pro vSechna Ay € GG distribuci.

Diikaz. Dtikaz zalozeny na skutecnosti, ze kazdé holomorfni prodlouzeni lze
vzdy ziskat konecnou posloupnosti Taylorovych rozvoji, 1ze nalézt naptiklad
v knize [3]. O

Pozndmka. Bud fy distribuce holomorfni na okoli izolované singularity M\,
pak lze f, na tomto okoli rozvinout do Laurentovy rady

[e o]

f)\ = Z an()\ - )\O)na

n=—oo

kde a,, jsou distribuce nezavislé na \. Pro kazdé pevné ¢ € . totiz existuje
Laurentova rada tvaru

o

(Fn@) = D anle)A =)™,

n=—oo

pficemz koeficienty a,(y) jsou dany Cauchyovym vzorcem pro mezikruzi:

1 {(Sr, 0) 1 I
an(p) = 27”/@0 (A — )\O)n-i—ld)\ T o w<()\ _ )\O)n+1v<P> dA,
kde 1 je libovolna uzaviena krivka obihajici Ay lezici v oblasti holomorfnosti
distribuce f\. Z uvedeného je vidét, ze a,, je spojitym linearnim funkcionalem
a mizeme tedy psat a,(¢) = (an, p) a frx =D o an(A— Xo)"™

13



x ,x >0

0 <0 generuje pro kazdé A € C takové,

ze Re A > —1, regularni distribuci x+ e /' (R)

(o) = [ " P pla)da

Pokusme se distribuci holomorfné rozsifit i na néktera ReA < —1. Pro
vechna A € C takovd, ze ReA > —1 je fol MR lde = 1/(A + k) a tedy
plati vyjadfeni:

0o 1 n k-1
/0 2 p(z)dr = /0 z {gp(x) — 2 = 1)!<p(k_1)(0)} dz

1
n (k=1)
so (0)
d 2.1
+/1 2 p(x ZE+E k) (2.1)

pri¢emz vyraz na pravé strané rovnosti je definovany pro vSechna A € C,
spliiujici Re A > (—n — 1) a A # —1,—2,.... Obé strany rovnosti jsou holo-
morfni v A na svém definicnim oboru, lze tedy pouzit metodu holomorfniho
prodluzovani. Hodnotu <xﬁ‘r, cp> pro A € C, A # —1,—2,... tedy definujeme
pravou stranou (2.1). Z vyjadFent je vidét, Ze 2} méa v bodech A = —1, -2, ...
poly nasobnosti jedna, pricemz

Priklad 2.6. Funkce x;\L =

A B g1 (00D,
res_i (2}, ¢(z)) = = =(-1) <(k:—71;f>

Necht [Re A+ n| < 1, A # —n, pak z rovnosti [~ 2**dz = 1/(A\+ k) a
z vyjadieni (2.1) plyne, Ze

00 1 n k-1
/o 2 p(z)dr = /o x {gp(x) - k i = 1)!<p(k_1)(0)} dz

oo nl k-l (n—1)
+/1 z {cp(x) -3 = 1)!w(k—l)(o)} dz + (nfl)! (ioi m (2.2)

k=1

14



Pro zjednoduseni definujme pro vSechna A z pasu |[Re A + n| < 1 novou
holomorfni distribuci? R} () pomoci souctu integrali na pravé strané (2.2),
to jest:

<R2("L‘+)v 90> =

= /OOO { ; 3};— (nx_ 1>!g0(”’1)(0)9(1 — x)} dz.

Pro |[Re A+ n| <1, A # —n tedy mame

(_1)n—15(n—1)

7= Rl + (n—1D!(A+n)

(2.3)

A
Piiklad 2.7. Funkce 2 = { ‘Ox| & <8 generuje pro kazdé A € C

takové, ze Re A > —1, regularni distribucn € S (R)

<x’\,g0>:/_io |:c|Ag0(a:)dx:/OOO:c’\g0(—:c)dx.

7N

Pokusme se distribuci holomorfné rozsitit i na néktera Re A < —1 analogicky
jako v predchozim piikladé. Pro vSechna A\ € C takova, ze Re A > —1 je
fol 2 MF e = 1/(\ + k) a tedy plati vyjadient:

/000 2 p(—x)dr = /0 z {(p(—x) — Z %w(kl)m)} dz

+/1 dx+z —1)° “OA+§€())) (2.4)

kde vyraz na pravé strané rovnosti je definovany pro vSechna \ € C splnujici
ReA > (—n—1) a A 7& —1,-2,... a lze jim tedy definovat distribuci z*
pro A€ C, A # —1,— . Z vyjadreni je navic vidét, ze takto definovana
<3: ,o(z > ma pro kazde p € .Y v bodech A = —1,—2, ... pdély nasobnosti
jedna, pficemz

pae®00) (8% )
(k-1  (k—1) "~

res_y <xi,s0($)> = (_1)

2Jedn4 se vlastné o reguldrni ¢ast Laurentova rozvoje distribuce mﬁ‘r v bodé A = —n.
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Necht [Re A +n| < 1, A # —n, pak z rovnosti [~ 2**~de = 1/(A + k)
a z vyjadfeni (2.4) plyne:

[ tan= [ {w—x) -
+ /100 z {go(—:c) -

Pro zjednoduseni definujme pro vSechna A z pasu |[Re A + n| < 1 novou
holomorfni distribuci® R} (x_) pomoci souctu integralii na pravé strané (2.5),
to jest:

<R2("L‘—)v 90> -
00 n—2 2k k) =1 (-1
- /0 :L”\~{g0(—x) - ;(—1)k¢T@ + (—1>"(n+1)!(0)9(1 - x)} da.
Pro [Re A+ n| <1, A # —n tedy mame
§(n=1)
(n—1D!A+n)

Priklad 2.8. Definujme pro vSechna A € C, A # —1, -2, ...
distribuce |z a |z|" sign  nasledovné:

ot = Ry(z-) +

= 2+t
lz|*signz = xh — .

|z

Dosadme v okoli bodu A = —n do pravé zavedenych definic vyjadfeni (2.3)

a (2.6):

(1) 4 1]5tD
(n—1!(A+n)

(1)t — 1]V
(n—1D!(A+n)

[o* = Ry(wy) + Ry(a-) +

o sign - = R)(2y) — Ry(z-) +

3Jedna se vlastné o regularni ¢ast Laurentova rozvoje distribuce 2 v bodé A = —n.
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Distribuci |z|* 1ze tedy holomorfné rozsfiit na vechna A € C, A # —1, =3, . ..
a distribuci |z|* signz na viechna A € C, A # —2, —4, . ..

Oznad¢me jesté (pfirozené)

2 = a7 = Ry () + Ryt (ao) (2.7)

x—Qk‘—l _ |$|_2k_1 Signx — R;k2f;1($+) — R;k?_ﬁ;l(l'_) (28)

Distribuce 23 a 22 maji v komplexni roviné A pdly ndsobnosti jedna, je

tedy prirozené pokusit se tyto singularity odstranit vydélenim uvazovanych
distribuci néjakou holomorfni funkci*, kterd ma singularity s nenulovymi
rezidui ve stejnych bodech komplexni roviny A jako funkce <:1:ﬁ‘r, g0> a <:ci , <p>,
viz nasledujici priklad.

Priklad 2.9. Jak zndmo, gamma funkce je komplexni funkce komplexni
promeénné, ktera je pro Re A > 0 definovana pomoci integralu

'\ = /OOO e e dx. (2.9)

Funkci T' 1ze holomorfné rozsifit na mnozinu C\ {0,—1,—2,...}, a to na-
sledujicim zbtsobem: Pro Re X > 0 lze z (2.9) ziskat integraci per partes
indukci ' A+n+1) = A(A+1)--- (A +n)[(N). Funkce na levé strané rov-
nosti je vSak holomorfni na {z € C,Rez > —n — 1}, tedy dle véty o jedno-
znacnosti lze i funkci na pravé strané rovnosti holomorfné rozsitit na tutéz

mnozinu, viz také [5]. Pro ReA > —n —1, A #0,1,..., —n tedy definujeme
INQ) 1
r(y) = A+n+1) .
AA+1)---(A+n)

Vzhledem k tomu, ze n bylo libovolné, dostavame holomorfni rozsireni funkce
gamma na C\ {0, —1,—-2,...}. Funkce I'(A + 1) je tedy meromorfni funkce
s jednoduchymi pdly v bodech —1, -2, ... s rezidui

1)L
res_  I'(A+1) = %

Uvédomme si nyni, Ze integral na pravé strané (2.9) lze chapat také jako
<xﬁ‘r_1,e’x>, respektive <xi‘1,em>. Z véty o jednoznacnosti pro holomorfni

4Hovoii se o tak zvané regularizaci distribuci.
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funkce vyplyva, Ze se rozsifeni gamma funkce na C\ {—1,—2,...} shoduje

s holomorfnimi rozsifenimi <:cj\:1,e_$>, respektive <xi’1,e$> definovanymi

pomoci vzorci (2.1), (2.4). Mame tedy T(A) = (2} ,e7") a

00 n k
L'\ = /0 M1 [e_“” — Z(—l)k%] dz, pro —n—1 < ReA < —n, A # —n.

k=0

Diky tomu, Ze funkce I'(A + 1) ma ve svych pdlech nenulova rezidua jsou
A A
) x

T +1) “T(h+1)

distribuce holomorfni na celé komplexni roviné.

P¥iklad 2.10. Funkce f(z) = 2* je pro kazdé pevné A € C holomorfni
funkei na C\ (—00,0]. PiSme z = (z + iy), =,y € R a uvazme limity pro
y — 0+ resp. y — 0—.

(z+i0)* := lim (z+iy)* = lim exp{)\ [In |z + iy| + i arg (z + iy)] }
y—0+ y—0-+

ez, z <0
, x>0

— lim (2% +¢%)?
A

exp{Xiarg (z +iy)} = { (2.10)

(z—i0)* := lim (z+iy)" = lim exp{)\ [In |z + dy| + iarg (z + iy)] }

y—0— y—0—

. . e |z} 2 <0
exp{)\zarg(x—l—zy)}:{x)\ ] >0

= lim (2* + yQ)%

y—0—

(2.11)

Z vyjéadreni (2.10) resp. (2.11) plyne, Zze pro Re A > —1 se uvazované funkce
shoduji s funkcemi definujicimi regularni distribuce.

Vezmeme-li v tvahu, ze jsme tyto distribuce definovali pro vsSechna
A # —1,-2, .., je pfirozené definovat distribuce (z+i0)* a (z—i0)* pomoci
jiz zndmych distribuci nasledovné:

(z+i0)* = 22 +ePmad
(z—i0)* = a7} +e Pz, (2.12)
Ukazme, ze takto definované distribuce lze holomorfné rozsifit na celou kom-

plexni rovinu. Dosadme pro A z okoli bodu —n do vztahd (2.12) vyjadieni
(2.3) a (2.6) a uvazme limitu pro A — —n s vyuzitim Taylorova rozvoje
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exponencily €™ = (=1)"[1 +i(A +n)m + O(A+n)?], A — —n.
(z+i0)* = R)(z1) + (=1)" [1+i(A+n)m + O(A+ n)?] Rp(z_)+
Sn—=1)
(n—1!(A+n)
(z—i0)* = R)(z1) + (=1)" [1 —i(A + n)7 + O(A + n)*] Rp(z_)+
Sn—=1)
(n—1DNA+n)

FEDT D LI )T+ O+ )]}

+{(-D)" '+ (-1)"[1—i(A+n)mr+ O(A+n)*]}

Po tprave

(@40 = RMo) + (—1)"B(a-) + O+ ) — i 00

(n—1)!
(x—i0)* = RMxy) + (=1)"RMz_) + O\ +n) + iw%
Tedy dodefinovavame
(& +0) ™ = R-"(24) + (—1)"R-"(2_) — ((_nl)_#a("l)
(0= 10) " = By + (1) By o)+ L

(z+40)*, (x—i0)* jsou pak dobie definované holomorfni distribuce na C.
Ptitom pro sudé n = 2k plati

Ry (wy) + (=D By (w) = By (wy) + Ry (ao) = |a| ™ = 272
a pro liché n =2k + 1
Ry (wy) + (1) Ry M) =
= RQ_szl_l(l"f') - R;ﬁffl(w_) = |x|72k*1 signr = x~

2k—1

Celkem tedy mame R "(xy) + (—1)"R,™(x_) = 2" a tudiz mizZeme psat:

(x4+d0)™" = 7" — 7(2711)_71_1)?5(”1)(3:) (2.13)
(z—i0)™ = 27"+ %W—”(x). (2.14)
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Priklad 2.11. Bud z € R™, r:= /a3 + ... + 22,

Bud Re A > —m, pak definujeme requldrni distribuci r* rovnosti
<T)\, g0> = / ro(x)dz.
Rm
Pouzitim sférickych souradnic dostavame
<T)\, g0> = / r’\/-@mS@(T)rmfldr, (2.15)
0

kde K, znaci povrch jednotkové sféry v R™ a S, (r) stfedni hodnotu funkce
¢ na sféfe o poloméru r (integralni pramér).

S, (r) je nekoneénékrat spojité diferencovatelnd funkce, rychle klesajici v ne-
kone¢nu. Diferencovatelnost pro r # 0 je snadné (derivace integrélu podle
parametru), v nule dostavame rozvojem funkce ¢ do Taylorovy fady

- - f

S1(0

"L 0¢(0 L 9%0(0
j=1 J 1o

ingj=

Z definice funkce S,(r) je jasné, Ze se ¢leny s lichym poctem z;, musi nulo-
vat, tedy, ze S,(r) méa v nule derivace vSech fadi spojité, pficemz derivace
lichych ¥4dw jsou nulové. Vyjadieni (2.15) lze nyni chapat také jako aplikaci
distribuce k,,73"™ " na funkci S,(r) € .. Distribuci 37! jsme viak jiz
definovali pro vSechna A\+m —1# —1,-2,... (A # —m,—m +1,...), pfi-
tom si uvédomme, %e méa v bodech A +m — 1 = —k, k € N pdly nasobnosti
(nejvyse) jedna s rezidui

((—=1)F16¢D(z), S,(r))  SEV(0)

(k —1)! (k=1

Z ptedchoziho vsak vime, Ze derivace lichého fadu funkce S,(r) jsou v nule
nulové, tedy pro £k — 1 = —X — m liché, se ve skutecnosti v tomto piipadé
o pély nejedna.
Podobné jako v pripadé distribuce xﬁ‘r tedy dostavame, ze po holomorfnim
A

,

rozsifeni je W distribuce dobfe definovana pro vsechna A € C.
T2
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2.3 Fourierova transformace

Vé&ta 2.5. Fourierova transformace (F o] (§) = / o(x)e 2"En)dr) zob-
Rm

razuje prostor . bijektivné na ., pricemz pro vsechna @ € . plati
FFle]=F[F ]l = ¢,
kde F~'[¢] (£) = / o(x)e?™ & ds. F i F7 jsou navic spojité na .
Dikaz 1ze nalézt v [4], ¢ [6].
Pozndmka. Bud f € Z'(R) funkce generujici distribuci f, pak existuje

klasickd Fourierova transformace F [f] € Z'(R), kterd generuje regularni
distribuci F [f], pti¢emz pro kazdou ¢ € . plati

Fi0 = [ voFines= |
— [ s@ [ e medagte = [ 1@ o] (e = (1.F e

e©) [ flz)e ™ 0dadg =
]Rm

Integral dle predpokladu konverguje, 1ze tedy pouzit Fubiniho vétu. Prave
tuto identitu pouzijeme pro definici Fourierovy transformace obecné tempe-
rované distribuce.

Definice 2.12. Bud f € ., pak definujeme Fourierovu transformaci distri-
buce F [f] a inverzni Fourierovu transformaci distribuce F~1[f] pro kazdé
p € % predpisy :

(F 19 = Flel)
(FH o) =(LF o)
Poznamka. Diky predeslané vété je pfima i inverzni Fourierova transformace
temperované distribuce temperovanou distribuci, nebot je slozenim spoji-

tého linearniho operatoru Fourierovy transformace na testovacich funkcich
a spojitého linedrniho funkcionalu f.

Véta 2.6. Fourierova transformace a inverzni Fourierova transformace dis-
tribuct jsou inverzni zobrazeni na ..
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Dikaz. Bud f € . a zvolme ¢ € . libovolné, pocitejme:
(FIFAL o) = F UL Fleh) = (LFHFLD = (f.0)
(FHFEUN o) =F ], F o) = (LF[FA]) = (f.9). O

Naésledujici tvrzeni pro nas bude mit zdsadni dilezitost, nebotf naznacuje,
ze aplikaci Fourierovy transformace se jisté parcialni diferencialni rovnice
s distribucemi budou transformovat na rovnice algebraické.

Tvrzeni 2.7. Bud f € ./, a multiindex, pak plati
F[Df] = (2mi&)*F [f]. (2.16)

Diikaz. Zvolme p € . libovolné, ale pevné, pak
(FID*f],) = (D°f, F[g]) = (~) <f<x>, o: [ mw<5>e2ﬂi<ﬁ’x>d£>
~-0e1 s,

~0e1 (G0, [ (-2rig) el ae)

=(—1)1* (f (), F[(=2mi€)*¢] ()) = (F [f], (2mi€)*)
= (mi&)"F (], #) -

Poznamenejme, Ze s integrovatelnou majorantou pro zadmeénu derivace a in-
tegralu v tiet! rovnosti nemame potize, nebot ¢ prondsobena libovolnym
polynom (zde (—2mi&)®) stale klesd v nekoneénu rychleji nez libovolny po-
lynom. O

Dﬁw(&)e—%’m>ds>

Rm™

Tvrzeni 2.8. Bud f € ./, @ multiindex, pak plati
DF[f] = F[(—2mix)*f]. (2.17)
Dikaz. Zvolme ¢ € . libovolné, ale pevné, pak
(D°F[fl.p) = (1) (F[f]. D) = (1) (f, F[D¢])
DR (7€) [ Dt )

by <f(€), (_1)Ia/m¢(x)D§e_2”i(£’x)dx> :
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Okrajové c¢leny z integrace per partes jsou nulové vzhledem ke skutecnosti,
ze @ ubyva v nekonecnu k nule rychleji nez jakakoli mocnina, dostavame
tedy

DF (1)) = (0 (50 (1) [ oDz )

= (1€, (-1 (-2mie” [ pta)er )

=(=D)II(f(€), 2mig)*F [f]) = ((—2mi&)* F(£), F [¢])
= (Fl(=2mix)"f],¢). O

Tvrzeni 2.9. Bud f € ., pak plati

Diikaz. Zvolme ¢ € . libovolné, ale pevné, pak F [F [p(x)]] = p(—2).
Vskutku, ozna¢ime-li g(§) = F [p(z)], méme

F o) = [ g0 e = (o)

a tedy
Fla€)) = [ ale)e e = o(—)

Coz dava

(FIFUI @), p(2)) = (FLUE, Flel (€)) =
= (f(2), FIF[el] (2)) = (f(2), (=) = (f(=x), p(x)). O

Tvrzeni 2.10. Bud f € .’ a y = Ax regularni linedrni transformace, pak

plati
1

~ |det 4]
Dikaz. Bud ¢ € . libovolné. Pak

FLf(Az)] (§) Ff(@))(ATE). (2.19)

FAD]©,9(0) = (40, 7 ) = (7). TG,
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ale

Flo@]Ay) 1

(l,)e—Qwi(A_ly,a:)dx _

et A |det Al Jgm "
= /m (A é") —2mi(A~1y,AT¢) dg Rmso(ATS)e_2”(y’5)d§ _
= F [p(A™2)] (),
tedy
(FIf(Az)] (&), ¢ = (f(y),F [p(A ] )) = (Ff( o(ATy) ) =

=<f[f( ), (fm <‘de1A|f[f(x)](A‘Té),so(é)>- 0

Dusledek. Bud f radialni distribuce, tj. invariantni vié¢i rotacim, pak je
F [f] rovnéz radialni.

Diikaz. Pro libovolnou rotaci u dle pfedpokladu méame f(z) = f(ux). Tedy
podle (2.19) F[f](€) = |det u| " F[f] (u~"¢). Piitom ale kazdé rotace spl-

fiuje u~ T = wu a |det u| = 1, &imz je ditkaz dokonden. O
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2.4 Priklady

V této casti spocteme néekolik typickych, ilustrativnich ptfiklad@ na Fou-
rierovu transformaci distribuci.

Priklad 2.12. Bud A € R™*™ pozitivné definitni symetrickd matice, pak
el

™ _
e (6471

\/|det A| .

Pro kazdou A € PSym existuje ortogonalni matice B € Orth takova, ze
BTAB = I. Potom po provedeni linearni transformace x = By dostavame
(Az,x) = (ABy, By) = (BTABy,y) = |y|*. Pfitom A~' = BTB, tedy plati
det A - |det B|> = 1. Pocitejme:

Flem ] () =

F [ef(A:v,:v)} (f) — / ef(Am,m)fZM'(g,:v)dx

= |det B| H o~ Vi —2mi(BTE);y; dy

I — / o~ miBTE) Py, | (Fi(BTE) gy
R
_ o—m2((BTE),)? / e ds,
Im z=n(BT¢);

1
V/[det A] S

kde jsme pouzili vétu o substituci, definici skalarniho soucinu, vztah pro
determinanty A a B a Fubiniho vétu a znovu vétu o substituci. Z Cau-

chyho véty pouzité na uzaviené kiivky tvaru ¢r(¢, j) := [~ R, R]+[-R, R+
in(BTE);] + [ + in(B);, — R + in(B),] + [ R + in(BTE);, ~R) a celou
funkci exp(—2?) dostdvame pro R — oo s pouzitim  lim  exp(—z2) =0

|Re z|—o0
Im 2z=m(B%¢);

+00
/ e dy = / e dr = NS

Im z=n(BT¢);
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Celkem tedy

m
2

™

V/|det A|

e_7r2‘BT§|2 =

Fle ] ) =

3 &3 _
e77T2(£7BBT£) — 6771—2(5714 1&)

V/|det Al /|det A|

1
Piiklad 2.13. Bud m = 2. Definujme distribuci® Pf W identitou
x

<Pf#,<p> - / de+ / T;Tz)dx, Vo € S (R?).

|z
|lz[<1 |z|>1

1
Pak plati F {wa} = —27log|z| + K, kde K je konstanta.

Pocitejme pro vsechna ¢ € .-

R .
- [T [ TR

|z <1 |z|>1

/ / e 26D 1] deda

|x\<1
—2mi xT

||
|z|>1 R2

(efZWir|§|cos€ . 1) d@d&dr

0
e’} 2
1 )
4[5 [ et [ermraetapagar,
1 R2 0

I
S
e—

‘6
\

kde jsme vyuzili Fubiniho vétu.

Spartie finie - kone¢én4 &ast
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Oznaéime-li nyni J(y) = (2m)~! [Z7 e 270504, dostévame funkei spo-
jité diferencovatelnou funkci na R* (derivace integrdlu podle parametru),
pti¢emz plati J'(0) = 0. Pfi tomto oznaceni tedy méame

FlPt—|, o) =2r (r|€]) — 1] dedr
T
+27r/ / (r|€])dédr
e / Jel -1, +/ Ir 5>d]d§

i €| 00
= [t | [T [ au g
R2 _0 €]
€] Foo
= QWIR[gp(g){logu[J(u) — 1], HlegulJ@)]
_ /Ooo J'(u) logudu}d§
— 2 [ p()logle] + K)de.

kde je K dano

27



Priklad 2.14. F[§] = 1
Staci uvazit, ze pro kazdou ¢ € . plati

(F[0],0) = (6, F[]) = Fle] (0) = / pla) ey
I/Rm@(:c)&d:c: (1, ).

Priklad 2.15. F[1] =
Aplikujme Fourierovu transformaci na obé strany vysledku predchoziho pri-
kladu a vyuzijme (2.18), potom

FFL = FA
0(=z) = F[1](z)
Fll(z) = ().

Coz dava zajimavy vysledek, ze pro kazdou ¢ € . plati véta o priméru
tvaru:

2(0) = (5. 0) = (F[1] ) = (1, Flg]) = / / o(€) - e 2EN e,

RmR™

Piiklad 2.16. F [2"] = 56

(—2mi)™

Pouzijme (2.17) na 1 € .#/(R), potom

Fa")(©) =gy [(-2mi)') (€)=
1 My L 5w
o I (O = ).

Priklad 2.17. F [6("] = (2mi)"¢"
Pouzijme (2.16) na 6 € .’(R), pak

F[6M] (&) = @mie)™ - F[5] (§) = (2mi)"€™ - 1 = (2mi)"E"
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Piiklad 2.18. F [exp(27mibx)] = 0y, b € R
Zvol p € .Z(R) libovolné, pak

(F lexp(2ribe)] , p) = (exp(2ribe), F [g]) = / 2 F 5] (€)d

/ 27rzb§/ 27rz§a:dl,d€ // —ZWi(m—b)fdxdg
R

/gp b - e e = (1(2), F (= + b))

=(F(z),(z +0)) = (FA(E = 0),0(8)) = (0, ) -

Piiklad 2.19. F [sin(2mbx)] = 5-(6 — 0_y), pro b € R
Vskutku,

2mibr __ ,—2mibz
F [sin(27bx)] = F {e ° } =

— . 2mibx] 2mi(—b)x

2i 2i {f[e J=Fle }}'
Piiklad 2.20. F [cos(27bz)] = 1(6, +0_4), prob € R

Vskutku,

eZwibz + e—27ribx

F [cos(2mbx)] = ]—“{ 5 ] = % . {f[ emibr] 4 F €2 b)z ]}

Piiklad 2.21. F [sinh(27bz)] = 1(0_% — 0s), pro ib € R
Vskutku,

2wbxr _ —2mbx
F [sinh(27bz)] = F {e ° ]

5 ) {]—" [627ri(—ib)x} _F [627ri(ib)a:] }

1
2

Priklad 2.22. F [cosh(27bz)| =
Vskutku,

(0_ip+ i), proib € R

1
2

_{f’[e%ri( ib ]+f[ 2mi(ib)x ]}

DN | —

2mbx —27mbx
F [cosh(27bz)] = F [%} =
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$)\ : ™ .
Piiklad 2.23. F |y | = e DE(2m) (g - i0) M A€ ©
Idea vypoctu pfevzatd z [3] podstatné spoc¢iva na holomorfnosti distri-
buce xﬁ‘r Vzhledem k tomu, ze xﬁ‘r ma singularity v bodech —1,—2,... uva-

zujme nejprve A € C jen takova, ze —1 < ReA < 0 a zvolme parametr
T € R™, pak {2} - e} /T(A + 1) € L*(R) a plati

F |fL’i ) e2ﬂTI:| ( ) 1 /00 A —2miox 27r’rxd
| () = =< e e T =
T(A+1) TA+1) J

1 R W
— ,’I; e T oT1T :de —
F(A+1) /0
1 (2mi(o + iT)x)?

S o .

T+ 1) /0 T ) o T )P
Ozna¢me pro pevné o € R s := (0 + i7). Pak s € C spliiuje —7 < args <0
a ozna¢ime-li P poloptimku P = {2wisz,z € Rt} C {z# € C,Rez > 0},
mame z definice kfivkového integralu

—2mi(o+iT)x dz

2nTT

il o () -

P
R
= ;()\Jrl)SHl /fAe fd¢.

P
Zpétnym dosazenim o + iT za S a pouzi- iskR /P
tim Cauchyho véty na uzaviené kiivky tvaru
wR = [07|8‘ ’ R] + Nr + [ZS ’ R70]7 kde
nr(t) = |s| - R - ¥l ¢ ¢ [0,1] a funkci
2* exp(—z) holomorfnina {z € C,Re z > 0} dosta-
. s . \ 0
vame s pouzitim | |hm |z| - 2% exp(—2) = 0 pro |s| R
zZ|—+00

R — 00 nésledujici:
"L‘f\f— . e27r7-:1: (g) _
L(A+1)
. ,r 1 o0
_ o—iAD T 2 —A—1 - \—A—1 A —fd
e (2m) (o +17) 7F()\+1)/0 e tdg

=1
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2nTT

xi\r ‘€ —i(+1) T —A—1  \—A—1
f[mﬂ)} o) = TR

Limitnim pfechodem pro 7 — 0— dospéjeme pro —1 < Re A < 0 ke vztahu
A

F {m} (0-) — e—i()\-l—l)g(Qﬂ_)—)\—l(o_ . Z'O)_A_l, (2‘20)

Obé strany rovnosti jsou vSak holomorfni v A na celé komplexni roviné,
z véty o jednoznacCnosti tedy vyplyva, Ze vzorec plati pro vSechna A € C.

Priklad 2.24. F [271] = (27i) "'l + L(2mi) (1) "6 (€), n € N
Stac¢i do vysledku ptredchoziho piikladu dosadit ze vztahu (2.14) vyjad-
feni pro (o —0)™"~!. Dostavame:

F o] =D(n+ 1)e V3 2m) "1 (g — i0) Y
= nl(i)" D (2m) Y. {g(nﬂ) 4 (—1)'"i7r5(n) (5)}

n.

= (2mi) " laleT T %(%z’)_"(—l)‘"é(") (€).

Priklad 2.25. Podle predchoziho ptikladu mame specialné
Flo(z)] =F [2%] = =61+ 26(8).

21
:B/\ ; us .
Priklad 2.26. F [m—;l)} = MDZ(20) A (E+i0) M e C
Postupujme analogicky jako v piipadé x;\L Vzhledem k tomu, Ze x

singularity v bodech —1,—2,... uvazujme nejprve A\ € C jen takova, Ze
A, J2nTx

—1 < Re\ < 0 a zvolme parametr 7 € R*, pak ?_()\7_’_1) € Z1(R) a plati

1 O a _omi 2
= - - - TIoT 7r7':1:d —
F(A+1)} (o) T+ 1) /_Oo“”| ¢ ¢

A

ma

1 = AL 2mi(o+iT)
— xeﬂ'lo’ ZT:de.
F(/\+1)/O

Ozna¢me pro pevné 0 € R s := (0+1i7), pak s € C spliiuje 0 < args < 7
a oznacime-li polopiimku P = {—2wisz,z € Rt} C {z € C,Rez > 0},
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mame z definice kiivkového integralu

(27T)7)\712')\+1 Aot
= —F()\ Py e ~dE .
P

Zpétnym dosazenim ¢ + iT za S a pouzi- —isR,/ p
tim Cauchyho véty na uzaviené kiivky tvaru
Yvr = [0,|s] - R] + nr + [~is - R,0], kde
nr(t) = |s| - R-e 22 ¢ ¢ [0,1] a funkci
2* exp(—2) holomorfni na {z € C,Rez > 0} do-

stavame s pouzitim lim |z| -z} exp(—2) = 0 0 Is| R
|z[—+o0

pro R — oo nasledujici:

4 - 1 &
iA+1)T a1 R | A~
=e 2(2 +1 _— e °d¢ =
(2m) (o +1i1) e 1)/0 3 é:

=1
= ¢AHVS (9m) A (g 4 i7) AL

Limitnim pfechodem pro 7 — 0+ dospéjeme pro —1 < Re A < 0 ke vztahu:

l‘)‘

F {m} (0) = A D3 (27) L5 4 70) 1. (2.21)

Obé strany rovnosti jsou vsak holomorfni v A na celé komplexni roviné, z
véty o jednoznacnosti tedy vyplyva, ze vzorec plati pro vSsechna A € C.
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Priklad 2.27. Pro A e C, A # —1,-2, -3, .. platl
F o] (©) = =200+ 1)(2m) > 1sm< ») lel ™
Pocitejme:
[|x| ] =F [x+ +22] (&) = F [23] (&) + F [22] (€)
=T(A+1)(27) {e_’()‘“)% (& —i0) A1 + &R (¢ 440)

Dosadime-li do vyrazu ve slozenych zavorkach vyjadieni ze vztahu (2.12),
dostavame

= (_Z’)e—i)\ﬂ'(g ZO) )\—1+,Lez)\2(€+20)
Z(—z)e iNG [5 A1 i) ﬂg_)\ 1] + s [ AL gi(=A= 17r€_)\ 1}
A—

—iAG [§+)\ 1 Z)\ﬂ’é'_)\ 1} +Z€ [g z( )\71’5_)\ 1}

_§+)\ 1[ 71)\2 —|—Z€ 2] +£ A—1 [( ) —iAT +l)\7r z)\” Z>\7Tj|

A-1 e — a1 —ie"3
—h { } e { 2i
—§+’\ (- 2)sm(2 >+§,)‘ (- 2)sm(2 )
= —281n< ) i

Celkem tedy:
F1al] (€) = —2r(A + 1)(2m) > sin (52 ) 17 (2.22)

Priklad 2.28. Pro A € C, A # —1,—2, -3, ... plati
F [|x|)‘signx] (€) = —2D(\ + 1)(2m) 1cos( M) €17 sign(©).

Pocitejme:

F Il signa] (€) = F [} =] (¢) = F [21] () — F [2*] (&) =
=T(A+1)(2r) ™ 1{e*@<A+U%(g i0) M — DR (€ 430)

Dosadime-li do vyrazu ve slozenych zavorkach vyjadfeni ze vztahu (2.12),
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dostavame podobné jako v predchozim prikladé

efz‘(/\+1)g(§ —i0)~ A1 LD (f—i—ZO)

( )e‘“g(f —i0) 7M1 — e E (£ +40)

= (—z) {e [f A-1 z)ﬂrg_)\ 1] Jrez,\g [§+>\ 1 _ei(—A)wg:)\—l}}

= (=) {&M " e A3 4 ¢l 2} et [efz'Angz’)m +ezxgﬂ'm”
(=)

» N e—z)\% +ez)\% N —H)\— +e—z>\
ofenfp ] o e

= (—i){§+)‘_12 cos (g)\) — £ 12cos (gA)}
— —2icos (5A) €] sign(©).

Celkem tedy:

F [|x\’\signx] (€) = —2iT(A + 1)(27) " cos( ) €] signé. (2.23)

Priklad 2.29. Pro n € N plati

f'[ - ] (g) (_1>nT+1Z7T(27r)n—1 |£|n71 (Sig_n1§| n liché
r " = n n !
(1) lﬂ(lni(l))l n sudé.

1. n =2k — 1 liché
Aplikujme Fourierovu transformaci na obé strany rovnosti (2.23) pro
A=n-—1
F[F [|:E|"_1] signz| =

= —2iT'(n)(2m) """ ! cos (#) F g™  sign¢]
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Podle (2.18) dostévame

|—z[" 'sign(—z) = —2i(n — 1)!(27) " cos ((2k ; Q)W) Fle]

lz[* 'signz = 2i(n— 1)!(27) " cos((k — 1)m)F (€] (2)

n—1 Signz

F ) @) = el ) (1)

m(2m)" H(—1)

n—1 Signx
(n—1)

n_1 Signz
(n—1)!
FlE] (@) = i(-1)"F 72m)" |z

n+1
2

—iF[§"] (z) = |a|

Pfeznacenim x za £ a naopak dostavame:

fWﬂ@zbh%mmWﬂwlf?%-

2. n =2k sudé
Aplikujme Fourierovu transformaci na obé strany rovnosti (2.22) pro
A=n-—1

FlF [|LE\"—1H = —2T'(n)(2m) "t 1sin (g(n — 1)) F U£|—n+1—1}

Podle (2.18) dostavame

—z"' = —2(n— 1)!(27) " sin (g(% - 1)) Fllel™]
2" @2m)" = =2(n—DI(=DF [ ()
2" @m)" T = (= DI(=DFF[¢77] (w)

Pfeznacenim x za £ a naopak dostavame:

" (2t
(n—1)!

Fla™] () = (-1)
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Priklad 2.30. Z vysledku predchoziho prikladu dostédvame specialné pro

l.n=1 o ¢
-1 ()i 1-1g1-1 S1g1
F (0 = (1) Finten) e T2
tedy
F [z71] (€) = —imsign .
2. n=2 1 -
_9 _ %‘§‘47 W(zﬂ) -
tedy
F 272 (€) = —|¢] 2.
é-—)\—l
Priklad 2.31. F [(z+i0)*] = FZ— Y exp{iAZ}(2m) ™ A e C
Aplikujme Fourierovu transformaci na obé strany rovnosti (2.21) pro —A—1.
! i(—A—14+1)Z A+1-1 NA+1-1
d [}- {F(—A— 1+1)” =R e f[(§+20) o } @)

Podle (2.18) dostavame

),A,1

(—z)Z _ AT A -\
ﬂ = e (2m)*F [(£+z0) ] (x)

(+2) M

oy tien ™ = FlErion] @)

Pfeznacenim x za £ a naopak dostavame:

S TS C O
F [(z+i0)*] (¢) = F(_)\)e 2(2m) 7"

—a-1

Priklad 2.32. F [(z—i0)*] = ﬁ(_ A) exp{—iAZ}(2m)*, A e C

Aplikujme Fourierovu transformaci na obé strany rovnosti (2.20) pro —A—1.

F|F _xI_H = e (T e [(€ - i0) ] (2)
T(A—1+1)

36



Podle (2.18) dostévame

O @) F [ —i0)] (o)

s
Ghreien? = Fle-or) @,

Pfeznacenim x za £ a naopak dostavame:

F [(2—i0)] () = ng_)\)e_”‘%(%r)_)‘.

—A—m

A
p
()= L A€ T a e R, i
T | Ty e

Uvazujme nejprve A € C, —m < Re\ < 0, pak 7 je ziejmé sféricky sy-
metricka distribuce, z toho plyne, Ze jeji Fourierova transformace bude také

sféricky symetricka, tedy funkei p, kde p = \/&F + ... + &2,. Pro kazdé t > 0

pritom plati:

F [P () = /

Rm

Piiklad 2.33. F [ :

T)\e27ri(t£,:v)dx:/ e 2miEt) 10

Po provedeni substituce tx = y dostavame:

m

F [7,)\} (té;) _ / ‘y|)\ tf)\fmef%ri({,y)dy — tf)\fmf' [T)\] (g)
F[r*] (&) tedy lze psat ve tvaru F [r] () = Cy - p~*". Naleznéme C)
spoctenim transformace pro specialni testovaci funkci, definujme tedy
o(r) := exp(—r?). Pak
Flel(©) =nle ™
Pouzitim definice Fourierovy transformace distribuce 7* dostavame:
(G ) = (ol F L)
R™ m
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Aplikujme sférické soutradnice:

|3

0. ] o
1 —>— 2 _ 2.2
C')\/ K™ Ao dr = / K™ e ™™ dr
0 0

> 2,2
/ pAMTleT T g
0

Na pravé strané rovnosti substituujme 7 = 7r.

3

& 2
C,\/ r A e dr =
0

C)‘ FQ(_E) _ ﬂﬁjm/O 7_)\+m—1e—r2d7_
Cx-T(=3) _ w2 T(*™)
9 T pMm 9
I (55~
R R

Pro vsechna A € C, —m, —m —2,... < Re A < 0 tedy mame

7,)\ —A—m

_ P
* |0~ o

2

obé strany rovnosti jsou vsak holomorfni v A\ v celé komplexni roviné, z véty
o jednoznacnosti tedy vyplyva, ze vzorec plati pro vSechna A € C.
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Kapitola 3

Aplikace v parcialnich
diferencialnich rovnicich

3.1 Konvoluce distribuci

Definice 3.1. Rekneme, Ze distribuce f € ./ ma omezeny nosic, jestlize
existuje R > 0 tak, ze

Vo € . :suppp N Br(0) =0 = (f, o) =0.

Definice 3.2. Budte f,g € .%’, ¢ s omezenym nosi¢em. Pak definujeme
konvoluct distribuct f a g predpisem:

(f*g,0)=(f(2),(9(y), p(x+y)), Vp €.

Pozndmka. Korektnost definice zarucuje nasledujici véta, kterou vsak uve-
deme bez dukazu.

Véta 3.1. Budte f,g € .7, g s omezenym nosicem, pak existuji konvoluce
f*xgigxf arovnaji se.

Dtikaz lze nalézt napiiklad v [2].

Tvrzeni 3.2. Pro kazdé f € .’ a kazdy o multiindex plati DY) f = D f.
Specialné f xd = f.

Diikaz. Zvolme ¢ € .# libovolné, pak

(f % D%, p) = (f(),(D*(y), p(x +y))) =
= (=)l (f(x), D% (x)) = (D" f(x), p(x)). O
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Definice 3.3. Bud L diferencidlni operator (na prostoru distribuci). Rek-
neme, ze uy € .’ je fundamentdalnim tesenim operdtoru L, jestlize plati

LUO = 0.
Véta 3.3. Necht ug € . je fundamentdlni TeSend linedrniho diferencialniho
operatoru s konstantnimi koeficienty a f € /" (pravd strana) md omezeny
.y def v Y, .
nosic¢. Pak u = f *wug je resenim rovnice Lu = f.
Diikaz. Z tvrzeni 3.2 indukci dostdvame pro g € ." L x g = Lg a tedy
Lu = (Lé) xu= (LO) * (f xug) = (Lo xug) * f = Lugx f=0x f=f. O

3.2 Laplaceova rovnice

Jak pise Folland [1] na str. 66, Laplaceiv operator A definovany na R™
jako

A:i8§:V~V
i=1

je tamtéz dokazano, libovolny parcialni diferencialni operator L totiz komu-
tuje s posunutimi a rotacemi praveé tehdy, kdyz je polynomialni kombinaci
Laplaceova operatoru, to jest L = Ele a;AJ pro né&jaké konstanty a;.

Hledejme fundamentélni feseni Laplaceova operatoru v R”, m > 2. Uva-
zujeme tedy distributivni diferencialni rovnici pro neznamou distribuci E
tvaru:

AFE = .

Aplikujme na obé strany rovnice Fourierovu transformace, diky vété 2.3 se
jedna o ekvivalentni apravu, a dale upravujme

" 9°F
]—"[ e = F[]

i=1 ¢




—An? € FIE] =1 (3.1)
1. Pro m = 2 uvazme, ze rovnici (3.1) fesi napiiklad distribuce spliiujici
1
€

kde je distribuce na pravé strané definovana identitou

<Pf#,gp>: / de—i— / ﬁ?dx,

—4n?F [E] = Pf

|z|<1 |z|>1
pak totiz
2pp L >:<Pfi, 2 >:
<|§| |§|2 ¥ |€|2 [
2 2
_ [l 90(52)—0(1£+ 9 wz(ﬁ)dgz
i €
l§l<1 1§1>1
— [ w0+ [ wene= (0.
l§1<1 1§1>1
Podle vysledku piikladu 2.13 mame
1
—4r*F[E] = Pf—;
mF [E] |€|2
1
FIFIE] = F {—Pf47T2 |§‘2]
1 1
E(-z) = —H}" {Pf@}
1
E(x) = —R(—27rlog|x\+[()

1 3
E(x) = %logm + K.

Vzhledem k tomu, Ze distribuce generovana konstantni funkei K spl-

nuje homogenni Laplaceovu rovnici, lze diky linearité problému volit

fundamentalni feseni Laplaceova operatoru ve dvou dimenzich tvaru:
1

E(z) = gy log |x|.
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1
2. Prom > 2 je funkce i e LY R™), s vyuzitim (2.24) tedy z (3.1)
T

2l¢)”
dostévame
1
T T
1
FFIEN = |-
1 _
B-2) = — 57 |7]
1 r2=m[ (=2tm
Ble) = ~gm r(;)y(r—zi%)
B = LGB0 T(5)
v 4z pm—2 Am=2g'y pm—2
B(r) = :

C(m = 2)kprm2"

Zdtraznéme, ze jsme nenalezli vSechna feSeni rovnice (3.1), nebot exis-
. A . 2 : o
tuji nenulova feSeni rovnice [£|” g = 0, jako naptiklad g = 0.

Podle vysledku piikladu 2.14 je tedy feSenim také napriklad

1
E(zr) = — 1
(z) (m — 2)Ky,rm—2 +
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Z.aver

V této praci jsme se seznamili se zajimavou a progresivni teorii distri-
buci. Presvédcili jsme se, Ze pii vhodné volbé testovaciho prostoru lze radu
vlastnosti klasickych funkci pomérné primocaie pfenést na zobecnéné funkce,
neboli distribuce. Déale jsme pfipomnéli Fourierovu transformaci v klasickém
smyslu jako nastroj analytického feseni diferencialnich rovnic a pienesli jsme
jeji zakladni vlastnosti do prostoru distribuci. V zavéru jsme nahledli i do
oblasti aplikaci této teorie v parcialnich diferencialnich rovnicich.

Doufam, ze ¢tenaf ziskal pocit, ze hledani Fourierovych transformaci od
distribuci vétsinou vyzaduje pocetni techniky zvladnutelné se zakladnim kur-
zem matematické analyzy a Ze lze pomoci nich tispésné fesit nékteré parcialni
diferencialni rovnice.

Jsem si védom toho, ze v této praci je prezentovan pouze zlomek roz-
sahlé teoretické oblasti, spojujici poznatky funkcionalni a komplexni analyzy
s aplikacemi v matematické fyzice. Vérim vsak, Zze by se tento text mohl
stat dobrym podkladem pro prvni seznameni s touto problematikou. Zvida-
vého ctenare hledajiciho hlubsi teoretické poznatky odkazme naptiklad na
Friedmanovu monografii [2] ¢ na Vladimirovovu knihu [6], zaméfenou také
na aplikace v matematické fyzice.
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