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Kapitola 1

Uvod

Témou tejto bakalarskej prace su investicie a ich analyza. Budem klast do-
raz na to, ako ohodnocovat cenné papiere a ako ich vyuzit pri konsStrukeii
portfolii. Na zaciatku sa budem venovaf cennym papierom s pevnym vyno-
som, hlavne ocenovaniu dlhopisov a vysvetleniu faktorov, ktoré ovplyviuju
pohyb ich kurzov. Ukédzem, ako sa urcéi vynos dlhopisu ¢i jeho duréacia alebo
konvexita.

Investori vsak len zriedkakedy ststredia vsetko svoje bohatstvo do jed-
ného instrumentu. Namiesto toho vytvaraja portfdlia, ¢o znamena, ze kon-
struuju urcité skladby investicnych a neinvesti¢nych instrumentov, ktoré
spliiaji ich predstavy. Zékladnou myslienkou tedrie portfélia je taka alo-
kécia aktiv, pri ktorej je dosiahnuty primerany vynos vo vztahu k riziku.
Tento problém popisuje Markowitzova tedria portfélia, na ktort sa zame-
riam v druhej casti prace.



Kapitola 2

Cenné papiere s pevnym
vynosom

Histdria cennych papierov siaha az do dalekej minulosti. Uz v dobe ale-
xandrijskej moZeme néjst zmienku o tychto velmi oblibenych finanénych
instrumentoch, kde dlznik potvrdzoval bankérovi svoj zavizok vystavenim a
podpisanim dlzného listu. Na druhej strane bankér vystavil dlznikovi potvr-
denie o prijati dokladu. Vyraznym bolo obdobie stredoveku. Cenné papiere
sa podobali tym dnesnym a vystavovali ich kniezata, papezi a ini vysoki hod-
nostari. Rozhodujuci vyznam ziskali cenné papiere s rozvojom kapitalismu
a ich pouzitie sa rozsirilo vdaka rychlemu zdokonalovaniu techniky banko-
vych operacii. Dnes sii cenné papiere klasickym nastrojom investovania a
obiehaji na narodnych aj medzinarodnych trhoch. Podla [3] cenny papier
predstavuje zastupitelny a prevoditelny finanény nastroj. Prave vlastnost ob-
chodovatelnosti je délezité, aby sme dany nastroj mohli povazovaf za cenny
papier. V tejto kapitole sa budeme venovat cennym papierom s pevnym
vynosom, ktoré poskytuju vlastnikovi prijem s vopred stanovenou struk-
tarou. Jedina neistota je spojena s tym, ze emitent nedodrzi podmienky
(napr. kvoli bankrotu), vtedy je prijem preruseny. S cennymi papiermi sa
obchoduje na dobre rozvinutych trhoch a st délezité hlavne pre investorov
uzatvarajucich obchody na tychto finanénych trhoch.



2.1 Typy cennych papierov

Nie je mozné poskytnut prehlad vSetkych cennych papierov s pevnym vyno-
som, pretoze ich existuje velké mnozstvo. Spomeniem aspor niektoré hlavné
typy:

Sporitelné vklady

Patria medzi najznamejsie inStrumenty s pevnym vynosom. Sporiace Ucty
pontkaju komercéné banky, sporitelné alebo tiverové spoloc¢nosti. Peniaze na
Ucte su troc¢ené urokovou sadzbou. Takyto Gcet poskytuje znaéni bezpecnost
istiny, mal( pravdepodobnost neziskania troku, vysoku likviditu a relativne
nizku vynosnost.

InsStrumenty penazného trhu

S instrumentami petiazného trhu (so splatnostou menej ako 1 rok) sa obcho-
duje na OTC trhoch spolo¢ne s peniazmi centralnej narodnej banky. Tieto
trhy st velmi dobre organizované a instrumenty vysoko Standardizované.
Ucastnikmi st hlavne banky a iné finanéné instittcie. Dovodmi pre obcho-
dovanie mozu byt optimalizacia likvidity, zaistenie rizika a iné. MézZeme ich
rozliSovat podla viacerych kritérii, napr. kotacie. Medzi inStrumenty kéto-
vané na vynosovej baze (tj. kupované a predédvané za ich nominélnu hod-
notu) patria depozitd penazného trhu. Sa to pevne troc¢ené cenné papiere so
standardnymi splatnostami do 1 roku (cez noc, tzv. overnight, dennd, tyz-
denna,...). Urok a nominalna hodnota sa splaca ku diiu splatnosti. Dalsimi
inStrumentami st depozitné certifikaty. Depozitny certifikat (CD) je pou-
kézka na terminovany vklad, ktoré sa moéze predavat pred diiom splatnosti.
Z instrumentov kétovanych na depozitnej béaze (tj. predavanych pod svoju
nominélnu hodnotu) spomenieme zmenku - cenny papier, kde sa osoba, ktora
zmenku vystavuje, zavizuje zaplatit osobe uvedenej na zmenke uréent Cias-
tku v urCenom termine a na urcéenom mieste.

Vladne dlhopisy

Ceské vladne dlhopisy emituje ministerstvo financii, ale o vlastni emisiu
sa stard Ceskd narodna banka (CNB). V sti¢asnosti sa jednd o dva druhy
dlhopisov':

e kratkodobé dlhopisy (Statne pokladni¢né poukazky) - bezkupénové dl-

1zdroj: www.cnb.cz



hopisy s nominalnou hodnotou 1 mil. KC, nie st verejne obchodova-
telné, investor musi maf zaloZeny ucet v SKD CNB

e strednedobé a dlhodobé kupdénové dlhopisy (SD) s nominalnou hod-
notou 10 000 KC a pevnym roénym kupénom - st verejne obchodova-
telné cenné papiere, investor musi maft zriadeny cet cennych papierov

v SCP.

SPD a SD sa predavaja na trhu ucastnikom formou aukecii.

Anuity

Anuita je kontrakt, pri ktorom s drzitelovi anuity vyplacané peniaze v pra-
videlnych splatkach v dohodnutom obdobi. Tato ciastka je po cela dobu
rovnaka, meni sa len pomer splatka : trok. Spociatku tvori vacsinu cCiastky
urok, pomer se postuva v prospech splatok a na konci splatnosti tvori vicsinu
ciastky splatka a zvysSok turok. Niekedy anuita poskytuje fixnu ¢iastku kazdy
rok po celit dobu Zivota; v tomto pripade je cena anuity zalozena na veku
drzitela a pocte rokov, po ktoré su uz splatky vyplacané.

Hypotecné uvery

Pojem hypotec¢ny tGver predstavuje pohladavku zaistent redlnym alebo fi-
nanénym majetkom. Oproti tomu hypotéka znamend len zaistenie pohla-
davky tymto majetkom. V praxi sa vSak pojem hypotéka pouziva v zmysle
hypotecného tveru. Je to strednedoby az dlhodoby uver, ktorého tcelom je
investicia do nehnutelnosti. Hypotéky nepatria obvykle medzi cenné papiere,
pokym nie st uzatvorené ako kontrakt medzi dvoma stranami, napriklad
bankou a vlastnikom domu.

Dlhopisy

Dlhopisy st zo spominanych cennych papierov najlikvidnejsie a v praxi maju
velky vyznam, takze sa im budem venovat dokladnejSie. Spomeniem iba
zékladnt charakteristiku, pretoze kazdy druh dlhopisu mé svoje Specifické
¢rty a vlastnosti, ktoré by sa dali najst v odbornej literatire. Dlhopis je
cenny papier, ktory vyjadruje zavizok vydavatela dlhopisu (emitenta) pla-
tit peniaze drzitelovi dlhopisu (veritelovi) podla dohodnutych pravidiel v
¢ase vydania dlhopisu. Dlhopis vyplaca konkrétnu sumu, jeho nominalnu
hodnotu, v dobe splatnosti. Okrem toho viacsina dlhopisov vyplaca pravi-
delne kupodnové platby. Posledna kupdénova platba je realizovana v da-
tume splatnosti, to znamena, ze sa vyplati nominalna hodnota + kupodn.



Cena kupénu byva uvaddzana v percentach z nominalnej hodnoty. Obdobie
medzi platbami kupénu musi byt minimélne jeden rok. V realite vSak velmi
zriedkavo dochadza ku kiupe dlhopisu presne jedno obdobie pred vyplatou
kupénu. S ohladom na to, Ze kupén nabieha kazdym diiom, je treba tito sku-
to¢nost zohladnit v cene dlhopisu pomocou alikvotného urokového vy-
nosu (AUV). Ak kipime dlhopis poc¢as obdobia, ked kupén nabieha, AUV
musi byt vyplateny predchédzajicemu vlastnikovi dlhopisu. Tato platba sa
realizuje v ¢ase predaja dlhopisu, nie v dobe vyplaty kuponu, a pripocita sa
k nominalnej hodnote. Alikvotny trokovy vynos je urceny linearnou inter-
polaciou zalozenou na pocte dni:

pocet dni od poslednej kupdénovej platby

AUV = * cena kupoénu.

pocet dni medzi dohodnutymi vyplatami kupénov

Hoci dlhopisy pontkaja pevny vynos, v pripade finan¢nych tazkosti emitenta
moze dojst k nezaplateniu. Mieru rizika urcéuju ratingové organizacie. Hod-
notia bonitu dlhopisu, tj. schopnost splacat finan¢né zaviizky. Statne dl-
hopisy nie st ohodnocované, pretoze st povazované za bezrizikové. Casto sa,
pouziva SirSia rada kategérii. Dlhopisy investi¢ného stupna su také, kto-
rym bolo priradené jedno z najvyssich hodnoteni - vysoké alebo stredné. Na-
opak, dlhopisom Spekulativneho stupma bolo priradené najnizsie hod-
notenie. Niekedy sa takto nizko hodnotené cenné papiere nazyvaju prasive
dlhopisy (junk-bonds). Urcenie ratingovej triedy je zalozené predovsetkym
na fina¢nej situacii emitenta, ako napriklad pomer zadlZenosti vzhladom ku
kapitalu alebo stav aktiv a pasiv.

2.2 Vypocet stcasnej hodnoty anuity

Vidsina inStrumentov s pevnym vynosom zahftia povinnost vyplacaf pravi-
delne rovnaku c¢iatku, ako napriklad anuity, standardné kupoénové dlhopisy,
hypotéky alebo iné po6zicky. Ukazeme si niektoré zakladné vzorce na vypocet
sucasnej hodnoty daného konstantného penazného toku a ich pouzitie.

Ako prvi spomenieme perpetuitu (veéna anuitu), ktora vyplaca fixna
sumu dozivotne. Takéto anuity st pomerne zriedkavé. Stucasna hodnota per-
petuity sa dd jednoducho odvodit. Budeme predpokladat, Ze A je ¢iastka
vyplacana na konci kazdého obdobia a r je Grokova miera v danom obdobi.
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Potom sticasnt hodnotu vyjadrime

e}

=X T

(14 1)k (2.1)

Je vidiet, Ze vyraz vo vnutri sumy reprezentuje geometrick radu, ktoréd sa
dé spocitat podla standardného vzorca:

1+r r

Vzorec (2.2) je zdkladny vzorec pre vypocet stcasnej hodnoty
perpetuity, kde A je vyska splatky vyplacana v kazdom obdobi zacCinajica
v sucCasnosti a r je urokova miera.

Ovela cCastejsi je vSak pripad, ked sa penazny tok skladd z kone¢ného
mnozstva n platieb vo vyske A. Stcasna hodnota kone¢ného penazného toku
vzhladom k tirokovej miere r je

= kz:(l fr)’f' (2.3)

Ako v pripade (2.1) s¢itanim geometrickej rady sa dostaneme k zaklad-
nému vzorcu pre vypocet suCasnej hodnoty anuity, ktorda vyplaca
pravidelne ¢iastku A po n obdobi pri Grokovej miere r:

A 1
P:rll—(lw)n]. (2.4)

2.3 Dlhopisy

2.3.1 Vynos dlhopisu

Tzv. "spravodlivd” cena obligicie (vntitornd hodnota dlhopisu) je rovna si-
casnej hodnote vsetkych budtucich penaznych tokov danej obligacie. Dis-
kontny faktor pouzity pri vypocte tejto hodnoty by mal vychidzaf z trz-
nej urokovej miery obdobnych investi¢nych prilezitosti (rovnakej triedy ob-
ligacii). Vynosnost do splatnosti (yield-to-maturity) je vnitorn4 miera
vynosnosti pefiazného toku (—MV,C,C,...,C + F), kde MV je okamzité
trznd hodnota dlhopisu, F' nominalna hodnota dlhopisu a C' kupén. Hla-
déam vlastne drokovt sadzbu, za ktort by som musela alternativne ulozit
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dané penazné prostriedky na terminovany tcet, aby som mohla realizovat
vybery zhodné s prijmami z dlhopisu. Inymi slovami, vynosnost do splat-
nosti je vlastne vnutorna miera vynosnosti dlhopisu pri stic¢asnej cene. U nas
st dlhopisy vii¢sinou obchodovatelné s nominalnou hodnotou 10 000 KC,
ro¢nymi vyplatami kuponu a s dobou splatnosti do 10 rokov.

Budem predpokladat dlhopis s nominalnou hodnotou F', ktory vyplaca
m-kupénov rocne s hodnotou C'/m a n je zostavajuci pocet vyplatnych ob-
dobi. Kupoénova platba za rok je teda C'. Nech P je sucasna hodnota dlho-
pisu. Potom v§nosnost do splatnosti A je hodnota, ktora spliia vztah

F " C/m
T+ O /m)” Z 1+ (A\/m)]™

(2.5)

Hodnota A je dana irokovou sadzbou, kedy je tirok pripisovany m-krat rocne.
Je vidiet, Zze prvy vyraz vo vzorci je suicasnéd hodnota nominélnej hodnoty
platby a k-ty ¢len sumy znamenda stucasni hodnotu k-teho vyplacaného ku-
pénu vo vyske C/m. Stcet tychto vsetkych st¢asnych hodndt udava cenu
dlhopisu. Sumu v (2.5) mézem nahradit vzorcom pouZivanym pri anuitéch,
pretoze tato suma vyjadruje sicasnit hodnotu rovni kupénovym platbam

C/m:
F C 1
S oymr ll T (A/M ’ (26)

kde F' znac¢i nominalnu hodnotu dlhopisu, C' je ro¢na kuponova platba a m
je pocet kuponovych platieb za rok.

Aby som stanovila vynos, musim riesit rovnicu (2.6) s neznamou A. Po-
dobne ako pri inych vypoctoch vnatornej miery vynosnosti, pouziva sa ite-
rativny postup Tahko realizovatelny pomocou podcitaca. Vzorec (2.6) vsak
predpoklada presny pocet zostavajicih kuponovych platieb do datumu splat-

nosti, preto je nutna tprava o pocet dni medzi datumami kupoénovych pla-
tieb.

Priklad: 8% dlhopis s dobou do splatnosti 18 rokov mé vynos 9%. Aka
je cena dlhopisu?

Riesenie: Cenu dlhopisu P vypocitam dosadenim danych hodnot do rov-
nice (2.6). Ako nominalnu hodnotu pouzijem hodnotu vladnych dlhopisov

10 000 KC:

10000 8 < 1

= — ) =9117KC
(110,09 0,09 (1+0, 09)18>
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2.3.2 Vynosova krivka

Budeme skiimat vzfah medzi vynosom a splatnostou dlhopisov, ktoré si si
az na splatnost podobné. Zavislost medzi mierou vynosu a dobou splatnosti
je nazyvand vynosovou krivkou. Pre spravnu konstrukciu vynosovej krivky je
nutné uvazovat len vynosy dlhopisov z homogénnej skupiny (napr. z pohladu
likvidity alebo rizika).

Najznamejsia je vinosova krivka z vynosnosti do splatnosti (YTM). Gra-
ficky znazornuje zévislost medzi vynosnostou do splatnosti a dobou splat-
nosti homogénnej skupiny dlhopisov. Na obr.2.12 st ukdzané tri typické prie-
behy vynosovych kriviek.

Pri konstrukcii vynosovej krivky narazame na niektoré problémy. Z defi-

vynos

rastuca

vyduta

klesajuca

doba do splatnosti

Obr. 2.1: Vztah medzi vynosom dlhopisu a dobou splatnosti

nicie YTM vyplyva predpoklad reinvestovania kupdénov za vynos zhodny s
YTM. Trzné trokové miery sa vSak menia, preto sa tu objavuje tzv. rein-
vesticne riziko. Iba jediny typ dlhopisu nenesie toto riziko - bezkuponovy
dlhopis. Dalsim problémom je, Ze vynosovéa krivka nerozlisuje medzi dlho-
pismi s malym a vysokym kupdénom s rovnakou dobou do splatnosti. Inymi
slovami, kupénové platby vyplyvajice z dlhopisu nie st diskontované zodpo-
vedajicou urokovou sadzbou. Z toho dovodu sa konstruuje celd rada inych
vynosovych kriviek.

2str. 144 [1]
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2.3.3 Duracia

Kvantifikovat trokové riziko cenného papiera, tj. cenovu citlivost na zmenu
spotovej vynosovej krivky, je mozné len pomocou jediného parametra, kto-
rym je duracia. Duracia zahftia vplyv vSetkych faktorov ovpyvnujucich ce-
novu citlivost dlhopisu - splatnost, penazné toky a vynosnost do splatnosti.
V naSom pripade duracia cenného papiera s pevnym vynosom je vazeny
priemer Casov, v ktorych st realizované platby. Vahové faktory predsta-
vuju sicasné hodnoty jednotlivych platieb. Za predpokladu, ze diskonto-
vané penazné toky PV (to), PV (t1),..., PV (t,) st prijaté postupne v ¢asoch
to, t1, ..., tn, durdciu vyjadrim vyrazom

PV (to)to + PV (t1)t1 + ... + PV (t,)t,
PV ’
pricom vyraz v menovateli PV = >, PV (t;).

D—

KedZe duracia predstavuje priemernt splatnost, je vyjadrend v jednot-
kach Casu, obvykle v rokoch. Je tiez zrejmé, Ze plati vztah to < D < t,, tj.
hodnota durécie je vzdy ¢as medzi splatnostou prvého a posledného periaz-
ného toku. Pri urc¢ovani sticasnej hodnoty dlhopisu je prirodzené pouzit ako
urokovt mieru vynosnost dlhopisu. V takomto pripade hovorime o Macau-
layho duracii. Budem predpokladat dlhopis realizujtici kupénové platby
m-krat ro¢ne s platbami ¢, v ¢asoch k a zostévajicou periédou dlzky n.
Macaulayho duracia je definovana vztahom

S (k/m)er/ [L+ (A/m)]*
PV ’

D =

kde

Z 1+ /\/m)]

a A je vynosnost do splatnosti. V nasledujicom texte symbolom D budem
oznacovat Macaulayho duraciu. V pripade, Ze vSetky kupoénové platby si
rovnaké, pre sumu v Citateli zlomku mozem pouzit explicitny vzorec. Do-
stanem dalsie mozné vyjadrenie duracie pre dlhopis s kupénovymi platbami
m-krat rocne vo vyske ¢, arokovou mierou y a zostavajicim poctom obdobi

n:
l+y  l4+y+n(c—y)

D= .
my  mc[(1+y)" =1 +my
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Durécia a citlivost(senzitivita)

Ako som uz spominala, duracia vyjadruje citlivost dlhového néstroja na
zmenu urokovych mier a je timernd prvej derivacii ceny dlhopisu podla vy-
nosnosti do splatnosti:

dP . dPV, " (k/m)PVj, 1
_ _ Z — DP = —-DyP, (2.
d\ = dx =1+ (A\/m) 1+ (A/m) wb (27)

pricom som pouzila skutocnost, ze P = Y}'_, PVi. Dy sa nazyva modifi-
kovana durdcia. Hodnoty Macaulayho a modifikovanej durécie sa pre velké
hodnoty m alebo malé hodnoty A liSia iba nepatrne, preto sa v praxi niekedy
medzi nimi nerobi rozdiel; plati Dy, ~ D. Rovnica (2.7) je dolezity vztah
pre vypocet citlivosti ceny dlhopisu. Pouzitim aproximécie dP/d\ =~ AP/A\
(2.7) prepisem do tvaru

AP = —DyPAM. (2.8)

Tento vztah udéva zmenu redlnej ceny dlhopisu pri zmene trokovych mier.

Duracia portfolia

Duréciu jedného cenného papiera uz urcit vieme - teraz budeme predpokla-
dat, Ze sme vlastnikom niekolkych dlhopisov. St ndm vyplacané kupény z
jednotlivych dlhopisov, vysky platieb sa vSak moézu lisit kvoli roznym dé-
tumom splatnosti. Pozrieme sa, ¢o modzeme povedat o takomto portféliu.
Najprv pouzijeme predpoklad, ze Grokové miery vsetkych inStrumentov sa
rovnaké. V takom pripade je duracia portfdlia vazena suma duracii jednotli-
vych dlhopisov s vahovymi koeficientmi uré¢enymi timerne vzhladom k cenam
dlhopisov. Nech je dané portfélio K akcii so sicasnymi hodnotami PV} a
duraciami Dy, k =0, ..., K.Potom plati:

DiPVy + Dy PV + ...+ D PV
PVi+ PVy+ .. PVg '

Overime tento vztah pre portfélio zloZzené z dvoch inStrumentov A a B, teda
jeho hodnota je P = P4 + PB. Pre durcie plati

PA

Dportflio =

D4 =
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o ZZ:O tkPVkB
- pB
Scitanim tychto dvoch rovnosti dostavame

DB

PAD* + PPD® =3 1, (PVA + PVP),
k=0

¢o je po vydeleni P durécia portfdlia:

PADA  PBDB
P TP

Takisto by sme to mohli overit pre portfélio skladajice sa z viacerych dlho-
pisov.

Budeme uvazovat este pripad, Ze tirokové miery jednotlivych dlhopisov
sa nerovnaju. Vtedy sa urci jednotna trokova miera, napriklad formou prie-
meru, a stcasné hodnoty PV sa prepocitaji pomocou nej (v takom pripade
sa stfasné hodnoty dlhopisov nemusia rovnat ich cendm). Zvys$na cast vy-
poctu je rovnaka ako sme ukazali vyssie.

2.3.4 Konvexita

Modifikovana duracia meria sklon cenovej krivky v danom bode. Cenova
krivka vSak nie je linedrna, preto zavedieme dalsi pojem, ktory graficky
meria relativnu zakrivenost cenovej krivky dlhopisu - konvexitu. Konvexita
je druhou derivaciou ceny dlhopisu podla vynosnosti do splatnosti. Sprestiuje
cenovu zmenu dlhopisu na zmenu urokovych sadzieb, meria odchylku, ktora
vyplyva z nelinearity cenovej krivky. Konvexita C' je definovana vztahom

_1dP

— ?W. (2.9)

KedZe P je sucet vetkych penaznych tokov plynicich z obligacie, (2.9)
mozeme prepisat do tvaru

1 X d2PV,
O_Fk; d\2
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2.3.5 Imunizacia

Imunizdcia je proces vytvarania takého portfélia, ktoré bude odolné voci
zmenam urokovej miery. Je to jedna z najrozsirenejSich metéd formovania
portfélia. Vyuzivaju ju hlavne finanéné instittcie ako penziové fondy alebo
poistovacie spoloc¢nosti, ktoré maji budice financné zavizky. Zaobstaraju si
portfdlio, ktoré pouziju na splacanie zavizkov v dobe ich vzniku. Portfélio je
imunizované, ak sa jeho sticasna hodnota rovna penaznému toku zavizkov a
duracie sa zhoduji. To znamend, ze nové portfélio tvorené z aktiv s pevnym
vynosom a penazného toku platieb zavizku méa nulovi strednit hodnotu a
nulovi duraciu.

Imunizacia poskytuje ochranu proti zmenam vynosov. Ak sa zmeni vynos
portfélia, nova hodnota portfélia by mala stale pokryvat budice zavizky.
Nové portfélio vSak uz nebude imunizované voc¢i dal§im zmendm trokovej
miery, preto je potrebné z casu na cas reimunizacia.

V praxi imunizéiciu stazuje niekolko veci. Metdda tvorby portfélia pred-
poklada, Ze vynosy sa rovnaju, ¢o v skutocnosti nie je bezné. Zvycajne dl-
hodobé dlhopisy poskytujia vasci vinos ako kratkodobé. Okrem toho, ak sa
vynosy dlhopisov zmenia, je nepravdepodobné, ze vSetky sa zmenia rovnako,
preto reimunizécia bude obtiaznejsia.
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Kapitola 3

Analyza portfolia

V prvej casti prace sme sa zaoberali hlavne charakteristikou jednotlivych
cennych papierov, ukéazali sme si, ako sa zisti vynos dlhopisu, jeho dura-
cia a podobne. V tejto kapitole budeme posudzovat dovody pre spojenie
inStrumentov penazného trhu do portfélia. Pri kipe cenného papiera vzdy
pozname cenu, ktort zan musime zaplatit, ale vynos zostava neisty. Obme-
dzime sa len na investicie s jednou periddou, to znamena, Ze na zaciatku
investujeme urcitu ¢iastku a na konci periédy je realizovana vyplata. Ako
priklad mdZeme uviest bezkupdénovy dlhopis drzany do splatnosti. Hoci vela
beznych investicii tento predpoklad nespliia, tiez st pre zjednodusenie ana-
lyzované ako jedno-periodické. Na zostavenie portfélia pri neistom vynose
sa pouziva viac metéd. Budeme Studovat zakladna z nich, ktoru je analyza
strednej hodnoty a rozptylu portfolia. Tato metéda vyuziva tedriu pravdepo-
dobnosti a vedie k vhodnému matematickému vyjadreniu.

3.1 Navratnost aktiv a kratky predaj

Aktivum je inStrument, s ktorym sa mo6ze obchodovat (t.j. kupovat a pre-
dévat). Budeme predpokladat, ze sme vlastnikom nejakého aktiva. Nech X
je suma, ktord sme do neho investovali a X; suma, ktorti sme zan ziskali.
Potom R znadi celkovy vynos a plati vztah

R_YO'

(3.1)
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Dalsou veli¢inou je vynosovda miera r, pre ktort plati

X1 —Xo

r XO

(3.2)
Pre celkovy vynos aj vynosovi mieru sa niekedy skratene pouziva vyraz
vynos, z kontextu by vSak malo byt jasné, o ktort veli¢inu sa jedna. Z (3.1)
a (3.2) vyplyva, ze

R=1+nr,

alebo inak prepisané
X1 = (1 + ’I“)Xo.

Niekedy je mozné predat aktivum, aj ked ho nevlastnime. Hovori sa tomu
kratky predaj (short selling). Je to burzova transakcia zaloZena na tom, ze
inStrumenty sa nakupuju za nizsiu trznd cenu a predavaju za vyssiu. Investor
si najprv pozi¢ia cenné papiere od ich vlastnika (brokerskej firmy). Nasledne
aktivum preda a v budicnosti splati poskytnuty aver v cennych papieroch.
Spekuluje pritom, Ze kurz pri predaji aktiva bude vysoky a pri jeho spitne;j
kupe nizky. Brokerské firmy zapozi¢iavaji casto cenné papiere bez trokov,
pretoze maju k dispozicii penazné prijmy klienta z kratkych predajov. Ak
st pocas pozicky akcie vyplacané dividendy, potom investor musi dividendy
uhradit. Na kratky predaj sa vztahuju podobné marze ako na nékup na
uver. Je v8ak povazovany za dost riskantny kvoli moznej velkej strate, preto
je medzi niektorymi finanénymi instittciami zakazany.

Teraz urc¢ime vynos spojeny s kratkym predajom. Najprv prijmeme za
aktivum sumu X a v budicnosti ho odkipime naspiit za X, takze vydaj
je — X a prijem —Xj:

X1 X

X0 Xo

Vidime, Ze sme dostali rovnaky vzfah ako pri obycajnej kiipe a naslednom
predaji. Takisto plati

R:

_Xl = —X()R = —Xl(l + 7").

Budeme uvazovat pripad, Ze mame portfélio zlozené z n aktiv, ktoré mé hod-
notu Xy. Ak Xo;,7 = 1,2, ..., n, reprezentuje i-te aktivum, potom > 1" ; Xo; =
Xo. Ak je povoleny kratky predaj, niektoré Xy, mozu byt zaporné. Nech
w;, >y w; = 1, je vaha i-teho aktiva v portféliu:

XOi = ’LUZ'X().
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Nech dalej R; znaci vynos i-teho aktiva. Potom vynos portfolia na konci jeho
drzania je
1 Riw X "
i=1 1L WiAQ
L=l TR0 N R
X() ; ER%)

Podobne pre vynosovil mieru dostaneme

n
r= Z w;T;.
i=1

Celkovy vynos aj miera vynosnosti portfélia sa rovna vazenej sume prislus-
nych vynosov jednotlivych aktiv, pricom vahy vyjadruju zastiipenie aktiv v
portféliu.

R:

3.2 Nahodné veliCiny

Ako uz bolo povedané na zaciatku, vynos aktiv pri kiipe nepozname. MéZzeme
ho len odhadnit pomocou pravdepodobnostnych charakteristik. Kratko sa
budeme venovat zakladom tedrie pravdepodobnosti, pretoze ju budeme po-
trebovat v dalsom texte (zdroj [6]).

Definicia 1 Majme pravdepodobnostny priestor (2, A, P). Redlna funkcia
X definovand na €Y, pre ktori plati

re€R=[X <z| €A, (3.3)

sa nazyva nahodna velic¢ina. Redlna funkcia spliajica 3.3 sa nazgva me-
ratelnd.

Definicia 2 Strednou hodnotou ndhodnej veliciny X rozumieme ¢islo
EX = / X(w)dP(w)
Q
(pokial existuje).

Definicia 3 Nech X je ndhodnd velicina s diskrétnym rozdelenim, ktoré
nadobuda hodnoty x1, s, ...Potom

EX =) z;Plz = X|]

=1

pokial rada konverguje absolitne.
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Definicia 4 Nech ndhodnd veli¢ina X ma spojité rozdelenie s hustotou f.(x).
Pokial je

(o)
| Jalfulw)da < o,

potom
EX:/ xfe(x)dx.

Poznamka 1 Strednd hodnota md nasledugice vlastnosti, ktoré vyuZijeme
neskor:

1. Ak je Y zndma hodnota (nie ndhodnd veli¢ina), potom E(Y) =Y.

2. AkY a Z si ndhodné veliciny, potom E(aY +(Z) = aE(Y)+BE(Z)
pre Vo, 3 € R.

3. Ak'Y je ndhodnd velicina, pre ktorid plati Y > 0, potom E(Y) > 0.

Dalsou pouzivanou charakteristikou rozdelenia ndhodnej veli¢iny je rozptyl.
Popisuje velkost kolisania ndhodnej veli¢iny okolo strednej hodnoty.

Definicia 5 Nech X je ndhodnd wvelicina s konecnou strednou hodnotou.
Potom vyraz
varX = BE(X — EX)?,

pokial strednd hodnota na pravej strane existuje, sa nazjva rozptyl ndhodnej
veliciny X. Pre rozptyl sa pouZiva aj znacenie o2 = varX. Odmocnina z
rozptylu o, = vVvarX sa nazijva smerodatna odchylka nahodnej veliciny.

Poznamka 2 Rozptyl moZeme prepisat do tvaru

var (X) = E(X — EX)?
= EX? -2XE(X)+ (EX)?
= EX?— (EX)

Definicia 6 Ndhodné veliciny X1, X,...su nezavislé, ak pre vsetky x1, x,...st
nezdvislé ndhodné javy [ X1 < x1], [X2 < x2],...Ak maji ndhodné veliciny X
a'Y diskrétne rozdelenie, potom je definicia nezavislosti totoznd s poziadav-
kou

PIX =1, Y =vy;] = PIX =z,;|P]Y =y,]

pre vsetky i a j.
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Definicia 7 Nech pre nahodné veliciny X, Y existuji rozptyly. Vyraz
oxy =cov(X,Y)=E(X —-EX)(Y —FEY)
sa nazyva kovariancia nahodnych velicin X,Y .
Zrejme plati cov(X,Y)=cov(Y,X) a cov(X,X)=var(X). Analogicky ako pre
rozptyl budeme vo vypoctoch pouzivat rozpisany tvar
cov(X,Y)=EXY — (EX)(EY).

Ak pre veliciny X, Y plati oxy = 0, nazyvaju sa nekorelované. Plati to vtedy,
ked X a Y st nezavislé. V pripade oxy > 0, x a y s pozitivne korelované,
oxy < 0 negativne korelované. Znézoriuje to nasledujuci graf:

y y y

a) pozitivne korelované b) negativne korelované c) nekorelované

Obr. 3.1: Korelécia dat
Pre kovarianciu dvoch ndhodnych veli¢in x,y plati

loxy| < oxoy.

Ak oxy = oxoy, kovariancia nadobtida najvicsiu mozna hodnotu a velic¢iny
su dokonale korelovanée. Naopak, ak oxy = —oxoy, hovorime o dokonale ne-
gativne korelovanych veli¢indch. Dalsim uZito¢nym ukazatelom vztahu dvoch
nahodnych veli¢in je korelacny koeficient, ktory definujeme ako

OxXy

Z vlastnosti kovariancie vyplyva, Ze |pxy| < 1.
Poznamka 3 Pre ndhodné veliciny X,Y, ktorych rozptyly existuji, plati:
var(X +Y) = E(X —EX+Y — EY)?)

= BE(X —EX)’4+2E(X —EX)(YY —EY) + E(Y — EY)?)

2 2
= ox +20xy +0y.
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3.3 (Ocakavany vynos a riziko portfdlia

Podobne ako pri jednotlivych finanénych nastrojoch, aj pri celkovom portfé-
liu sa investor rozhoduje na zéklade o¢akdvanych vynosov a rizika. V dalsom
texte si ukdzeme, ako sa vynos a riziko portfélia meria.

3.3.1 Ocakavany vynos portfolia

Nech je dané portfdlio zlozené z n aktiv s vynosmi p1, ps, ..., pp @ oCakavanymi
vynosmi E(py) = ri, E(p2) = r2, ..., E(pn) = rn. Nech w;,i = 1,2,....n
st vahy jednotlivych aktiv zastupenych v portféliu. S vyuzitim vlastnosti
linearity strednej hodnoty dostaneme ocakavany vynos portfélia

Tp = W1T1 + Walgy + ... + Wy Ty,

3.3.2 Riziko portfdlia

Riziko portfdlia nie je ur¢ené len vazenym priemerom rizik jednotlivych aktiv
v portféliu, ale je tiez ovplyviiované vzajomnym vztahom ich vynosov. Ozna-
¢ime si ag rozptyl potfdlia, o rozptyl i-teho instrumentu a o;; kovarianciu
vynosu medzi aktivami i a j. Potom rozpyl vynosu portfélia vypocitame:

‘72 = E[(pp_rp)2]

= B i = Y v
_ E@ il — ><z w;(p; —15))]

— E[zn: wyw;(p; — i) (pj — 1)

i,j=1

n
= Z WiW;0ij.

,j=1

K vypoctu rizika portfélia nam stac¢i poznat vahy jednotlivych aktiv a ko-
variancie dvojic aktiv. Kovariancia vyjadruje absolttne meritko smeru vza-
jomného pohybu investicii. MdZze nadobudat:

e kladnd hodnotu - vynos z oboch aktiv sa pohybuje rovnakym smerom
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e zapornu hodnotu - vyjadruje inverzny vztah medzi vynosmi z tychto
aktiv

e nulovil hodnotu - vynosy sa pohybuji nezavisle.

3.3.3 Diverzifikacia

Diverzifikacia je proces kombinovania inStrumentov v portféliu tak, aby
bolo obmedzené celkové riziko bez znizenia vynosu. Ako mieru rizika budeme
pouzivat smerodatni odchylku, pretoZze sa udéva v rovnakych jednotkach
ako vynos. Podla [1] budeme skimat tri pripady:

1. vynosy aktiv st dokonale kladne korelované
2. vynosy aktiv st dokonale zaporne korelované

3. vynosy aktiv st nekorelované

Diverzifikacia, ak st vynosy dokonale pozitivne korelo-

vané

Mame dané portfélio zlozené z dvoch aktiv s ocakavanymi vynosmi 7y, ry
a vahami wy, wy. Korela¢ny koeficient je p;o = 1, oba vynosy aktiv sa teda
pohybuju rovnakym smerom. Oc¢akavany vynos portfdlia je

rp = W1T1 + WaTs. (3.4)

Rozptyl portfdlia je dany vzorcom

2 2 2 2 2 2
0, = wio] + wy05 + 2wi1we0103 = (w101 + Wy0a)”, (3.5)

odtial smerodatna odchylka

0p = W101 + We0s. (3.6)

Pripustnd mnozina portfolii pri pis je linearna. Z toho vyplyva, ze diver-
zifikdcia v tomto pripade nie je vyhodna. Vsetky portfélia totiz maja taka
konfiguraciu rizika a vynosu, ktoré st linedrnou kombinéaciou rizik a vynosov
aktiv x1 a 5. Nie je mozné obmedzit riziko bez toho, aby sme prisli o ¢ast

vynosu.
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Diverzifikacia, ak si1 vynosy dokonale zaporne korelo-

vané
Ako v predchadzajicom pripade, ocakdvany vynos portfélia obsahuja-
ceho dve aktiva zostdva rovnaky, zmeni sa vztah pre rozptyl:

2 2 2 2 2 2
0, = Wi} + wy05 — 2w1we0102 = (w101 — We03)”,
pre smerodatni odchylku plati
Op = W101 — W202.

Korelacny koeficient je p1o = —1, vynosy oboch aktiv sa pohybuji opac-
nym smerom. Portfélio v tomto pripade je celkom bezrizikové, ak spliia dve
podmienky:

1. Vymnosy oboch aktiv musia byt dokonale negativne korelované

2. Relativne podiely aktiv v portféliu musia vyhovovat rovnici
wy Oy
wy o
Ak polozime wy = 1 — wy, z (3.7) si vyjadrime

02 01
Wy =

wp =

s .
O’1+O’2 01+0'2

Vyhody diverzifikicie pri zapornej korelacii aktiv st zrejmé.

Diverzifikacia, ak st vynosy nekorelované

Posledny pripad bol extrémnym prikladom vyhod diverzifikacie, ale v
praxi je dost nepravdepodobny. Vyhody sa vSak prejavia, akonahle st vy-
nosy aktiv menej nez dokonale pozitivne korelované, dokonca aj pri tplne
nekorelovanych vynosoch. Teraz budeme uvazovat portfélio zlozené z n ak-
tiv. Smerodatna odchylka v tomto pripade je

o, = \/(wfaf + w303 + ... + wio?). (3.8)

Ak maju vsetky zlozky portfélia rovnaka vahu (tj. w; = %) a pre jednodu-
chost rovnaky rozptyl (tj. o = 0?), (3.8) sa upravi na

o2 N o2 - o2 \/ o2 o
op=\l—4+—+ ..+ —==¢{/n— = —.
b n?  n? n? n?  \/n
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S rasticim n smerodatnd odchylka (riziko portfélia) klesd k nule. Tento
vysledok je dosledok zdruzovania rizik; ked sa zdruzi viac nekorelovanych
rizik, celkové riziko portfdlia sa znizuje.

3.3.4 Grafické znazornenie ocakavaného vynosu a ri-
zika portfolia

Aby sme mali jasnejsiu predstavu o vytvarani portfdlia, ukazeme si jeho gra-
fické znazornenie. Ocakavané vynosy aktiv mozu byt reprezentované dvoj-
rozmernym grafom, pricom vertikdlna os je pouzita pre ocakavany vynos
aktiva r a horizontalna os pre smerodatnii odchylku o. Aktiva st zakreslené
ako body grafu s danymi hodnotami r a o:

r

Obr. 3.2: r - ¢ diagram

Nech st dané dve aktiva reprezentované tymto grafom. Tieto aktiva po-
uzitim roznych véh formuji portfélio, ktoré mozeme brat ako nové aktivum.
Strednti hodnotu a smerodatnt odchylku nového aktiva vypocitame spdso-
bom odvodenym v 3.3. KedZe kovariancia v grafe nie je znazornend, existuje
viac moznosti pre zakreslenie nového aktiva zavisiacich prave na kovariancii
dvoch povodnych aktiv.

Budeme sa zaoberat moznostami vytvarania portfélia z dvoch aktiv uve-
denych na obr.3.3!. Zasttipenie aktiv v portféliu je uréené pomocou premen-
nej o, kde w; = 1 —a awy = a, a € (0,1). Podla toho, aké o nadobuda
hodnoty, portfélio sa moze skladat len z prvého aktiva, rozneho pomeru
oboch aktiv alebo len druhého aktiva. Ak a ¢ (0,1), jedna véha (w; alebo
wy) je zaporné a teda sa jednd o kratky predaj jedného z aktiv.

Lstr. 153 [4]
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Obr. 3.3: Kombinécia dvoch aktiv

Ako sa a meni, nové portfélio sa pohybuje po krivke 12. Jej presny tvar
je dany kovarianciou dvoch aktiv. Plna ¢iara zodpoveda kladnej kombina-
cii dvoch aktiv pre rozne kovariancie, prerusovana ciara kratkemu predaju
jedného z aktiv. Dokonca plati, Zze plné Cast krivky musi lezat vo vnutri
trojuholnika tvoreného bodmi 1,2 a bodom A leziacim na vertikalnej osi. K
lepsiemu porozumeniu tvaru krivky slazi nasledujtica veta:

Veta o grafickom znazorneni portfélia: Krivka tvorend nezdapornymi
kombindciami dvoch aktiv v r — o diagrame lezi vo vnutri trojuholnikovej
plochy ohranicenej povodnymi aktivami a bodom na vertikdlnej osi umiest-
neného vo vzdialenosti A = (1109 + 1201) /(01 + 02).

Dokaz: Vynos portfélia definovany pomocou « je

pla) = (1 —a)pr + aps
a oCakavana hodnota vynosu
r(a) = (1 —a)r +ar.

Pre smerodatni odchylku portfélia plati vztah

o(a) = \/(1 — a)?0} + 2a(1 — a)o1z + a?03. (3.9)

Pouzitim vzorca pre korelacny koeficient p = 22 prepiSem (3.9) do tvaru

o(a) = \/(1 — )20} 4 2pa(l — a)or02 + a203. (3.10)

Vyraz (3.10) ndm na prvy pohlad toho vela nepovie, takze do neho dosa-
dim krajné hodnoty, ktoré moze p nadobudat. Pre p = 1 dostanem horné
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ohranicenie

ola)* = \/(1 — )20} + 2a(1 — a)oy02 + o203

= /Il — a)o; + aoy)?
= (1—a)o; + aoy

a pre p = —1 dolné ohranicenie

ola), = \/(1 — )20} — 2a(1 — a)oy09 + %03

= V(1 - a)or —aoyP?

= (1 —-a)o; — aoy.

Je zrejmé, Ze vyraz pre horni hranicu, ako aj vztah pre o¢akdvant hodnotu
je pre « linearny. Z toho vyplyva, ze ako sa o meni, aj Standardna odchylka
a oCakavana hodnota sa menia linearne v zavislosti na «. Graficky sa teda
ich hodnota pohybuje po tsecke tvorenej bodmi 1 a 2.

Vyraz pre dolni hranicu je tiez takmer linearny, s vynimkou znamienka
absolutnej hodnoty. Pre malé « je vyraz vo vnutri absolttnej hodnoty kladny,
takZze ho mozem prepisat na (1 — a)o; — aoy. Musi platif a < i

Ak je a > 21— vyraz v absolttnej hodnote je aoy — (1 —a)oy. Zmena zna-

mienka nastava v bode A definovanom g Graficky je teda dolné hranica

znazornend useCkami Al a A2. Odtial je uz zrejmé, Ze krivka vytvorend
kombindciou dvoch aktiv musi lezat vo vnutri takto uréenej trojuholniko-
vej plochy a pre priemernti hodnotu korelacného koeficientu méa tvar ako na
obr.3.3.

3.4 Pripustna mnozina

Namiesto dvoch budeme teraz analyzovat n aktiv a bude nas zaujimat vy-
tvorenie portfélia z tychto aktiv. Portfélio sa méze skladat z jedného aktiva,
dvoch aktiv alebo Tubovolného poc¢tu aktiv az po n. Vznikne pridelenim véa-
hovych koeficientov w;, > ; w; vSetkym aktivam. Nebudeme brat do tvahy
portfélia, nad ktorymi dominuji iné portfélia (neefektivne portfolia). Jedno
portfélio dominuje nad druhym vtedy, ak ma nizsiu smerodatntt odchylku
pri rovnakom vynose alebo vyssi vynos pri rovnakej smerodatnej odchylke.
Pripustna mnoZina portfolii vytvorenych z n aktiv je zndzornena na obr.3.4,
je zlava konvexnda a ma spravidla ”déazdnikovy tvar”.
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Obr. 3.4: Pripustna mnozina

r r
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a) mnozina bodov s minimalnym rozptylom b) efektivna hranica

Obr. 3.5: Specialne mnoziny

Lavéa hranica pripustnej mnoziny (obr.3.5a) sa oznacuje ako pripustnd
mnozina portfolii s minimdlnym rozptylom (smerodatnou odchylkou), pre-
toze pre kazdi hodnotu ocakavaného vynosu plati, Ze bod s najmensou
smerodatnou odchylkou lezi prave v tejto mnozine. Bod M sa nazjva bod s
minimélnou smerodatnou odchylkou. Efektivna hranica (obr.3.5b) je ta cast
pripustnej mnoziny, ktora nezahina neefektivne portfélia. Budeme si preto
vSimat len efektivnu mnozinu a v dalSej Casti si ukdZzeme, ako vypocitat
body, ktorymi je tvorena.

3.5 Markowitzov model

Jedna metdoda vypoctu efektivnej mnoziny je znama ako Markowitzova me-
téda (podla Markowitza?). Markowitz uk4zal, Ze riziko investovania do aké-

2Harry Markowitz, 1959
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hokolvek aktiva nie je zavislé na inych aktivach, ale na nova investiciu sa
musi pozerat v tom zmysle, ako prispieva k zmene rizika a vynosu celkového
portfdlia.

Model je zalozeny na nasledujtcich predpokladoch:

investori su rizikovo averzni
vSetci investori investuji na rovnako dlhé obdobie - jednu periédu

investori vytvaraju svoje rozhodnutia na zaklade ocakavaného vynosu
a rizika portfélia

investiéné rozhodovanie je realizované na zaklade ocakavaného tzitku
neexistuju ziadne transakéné naklady a dane
vSetky aktiva st obchodovatelné

ziadny investor nemoze podstatne ovplyvnit vynosy aktiv na trhu.

Opit budeme predpokladat n aktiv. Ocdakdvané vynosy aktiv st r =
(r1,72,...,7,) a kovariancie medzi vynosmi V = (oy;),4,5 = 1,2, ...,n. Vahy
jednotlivych aktiv v portféliu oznad¢im w = (wy,ws,...,w,), >rw; = 1.
KedZe kratky predaj je povoleny, niektoré vahové koeficienty mozu byt za-
porné. Pre [ubovolny zafixovany o¢akavany vynos p budeme hladat portfélio
s minimalnou smerodatnou odchylkou a tymto ocakavanym vynosom. Ma-
tematicky sformulujeme tento problém (vid. [2]):

1
minimalizuj inV w (3.11)
s podmienkami r'w = u (3.12)
1"w = 1. (3.13)

3.5.1 Riesenie Markowitzovho problému

Markowitzov problém sa riesi pomocou Lagrangeovych multiplikatorov A; a
Ag. Lagrangeova funkcia vyzera nasledovne:

1
L(w, A\, A2) = inV w— M (rTw —p) — A (17w — 1).
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Zderivujeme ju podla kazdej premennej w; a vysledok poloZime rovny
0. Pre lepsie pochopenie si najprv ukdzeme diferencovanie pre dve aktiva.
Lagrangeova funkcia ma tvar

1
L= 5(w%05+w1w2012+w2w10m+w303)—M(T1w1+r2w2—u)—)\2(w1+w2—1).

Derivovanim dostaneme

oL 1

87 = 5(20’% + 012wo + 0'21w2> —Air1 — Ao
1

oL 1

Yo 5(012101 + 91wy + 205w5) — MiTp — Aa.
2

Pouzitim rovnosti o5 = 097 a polozenim tychto derivacii rovnych nule
2
O'lwl + O12W9 — /\17“1 — )\2 = O

2
O91W1 + OyWy — /\1T2 - /\2 =0.

Méme dve rovnice, okrem toho eSte mame dve podmienky (3.12) a (3.13),
takze budeme riesit 4 rovnice so 4 nezndmymi wq, wo, A1 a Ay. ZovSeobecnenie
rieSenia pre n aktiv je nasledovné:

Pre efektivne portfolio zloZené z n aktiv s ocakdvanym vynosom p
(s povolenym krdtkym predajom) vihy w;,i = 1,2,...,n a Lagrangeove mul-
tiplikdtory A1, Ao splriaji

r'w=p (3.15)
17w = 1. (3.16)

Dostali sme n+2 linedrnych rovnic s n+2 nezndmymi. VyrieSenim tychto
rovnic dostaneme vahové koeficienty w;, ktoré urcia zasttipenie jednotlivych
aktiv v portféliu s oakdvanou hodnotou vynosu p. Podla [5] sa v praxi
pouziva zjednodusena verzia Markowitzovho modelu, ktora sa nazyva jed-
noduchy indexny model?.

Priklad: St dané tri aktiva s vynosmi pi, ps a p3. Kovarianéna matica a
ocakévané hodnoty vynosov st

3vytvoril ho W.Sharpe v roku 1963
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2 1 0
V=]121/|lar=
01 2

Najdite portfélio s minimélnym rozptylom.

Riesenie: Priklad budem riesit Markowitzovou

0,4
0,8
0,8

metédou. Najprv si zo-

stavim rovnice podla 3.14 a podmienok 3.15, 3.16:

2wy +wy — 0,4\ —
wy + 2wy + w3 — 0,8\ —pu =
we + 2wz — 0,8\ —pu =
0,4w; + 0,8ws + 0,8ws =

Wi + W2 + w3 =

3 O o o

Dostala som ststavu piatich linearnych rovnic s piatimi neznamymi w1, wsy, w3, A

a (. Zostavim z nich maticu

1 2 1 -0,8
-2 -1 0 -0,4
0 1 2 -0,8
1 1 1 0
0,4 0,8 0,8 0
Upravami dostanem tvar
1 21 —-0,8 —1
012 -0,8 —1
0 0 2 0 0
0 00 0,4 0
0 0O 0 2

-1]0
—-1]0
-1]0
-1]1
0 |b5r
0
0
1
2
5r — b

Je zrejmé, ze 2wz = 1, teda w3 = % Zo symetrie w; = ws dostavam rieSenie

2 2
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3.5.2 Nezaporné obmedzenia

Doteraz sme uvazovali, ze kratky predaj aktiv je povoleny. Ak by povoleny
nebol, vSetky vahové koeficienty w; budu nezaporné. Vedie to k alternativ-
nemu vyjadreniu Markowitzovho problému:

1
minimalizuj §WTVW
vzhladom k r'w = pu

1'w =1

w;>0,i=1,2,..,n.

Jedné sa o problém kvadratického programovania, tj. najdenie extrému kvad-
ratickej formy pri linedrnych obmedzeniach a podmienkach nezapornosti.

3.6 Veta o dvoch fondoch

Veta o dvoch fondoch Ak mdme dve portfolia w,, w, s minimdlnym
rozptylom a ocakdvanymi vynosmi rq a Ty, T4 F# Ty, potom je mozné ich
kombindciou vytvorit nové portfdlio w, s minimdlnym rozptylom tvaru

w, = aw, + (1 — a)w,

pre nejaké o. KaZdé portfolio tvaru w, = aw, + (1 — a)w, je portfdlio s
manimdlnym rozptylom.
Overim, Ze to naozaj plati:

o aw! + (1 — a)w? je portfélio so stuctom vahovych koeficientov rovnym
1= je splneny vztah 3.16

e ocakavana hodnota ar, + (1 — a)r, = 3.15

e lava strana oboch rieSeni je rovnd 0 = ich kombinécia bude takisto
rovna 0

Veta o dvoch fondoch mé pre investorov velky vyznam. Investori si ne-
musia kupovat jednotlivé akcie, ale mozu investovat do spolo¢nych fondov.
Takisto méa vyuzitie aj pri vypoctoch. Na vyriesenie problému Markowitza
pre vSetky hodnoty p je nutné najst len dve rieSenia a kombinovaft ich.
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Zjednodusenim je urcit si hodnoty A; a Ay. Vhodnou volbou je polozit
(a)A\1 = 0,22 = 1 a (b)A; = 1,A\y = 0. V oboch pripadoch sa méze pod-
mienka > " ; w; = 1 porusit; potom je potrebné vysledok normalizovat. Rie-
Senie dosiahnuté volbou (a) neberie do tvahy obmedzenie pre ocakavani
hodnotu vynosu, preto je to bod s minimalnou smerodatnou odchylkou.

3.7 Zahrnutie bezrizikového aktiva

Markowitzov model predpoklada, ze portfdlio je vytvorené len z rizikovych
aktiv, pre ktoré ¢ > 0. Ak by vSak existovala moZnost vyuzit rizikové aj
bezrizikové aktiva, investori by mohli investovat do obidvoch druhov instru-
mentov. Bezrizikové aktiva su charakteristické tym, zZe ich vynosova miera
je ista, teda rozptyl ocakavanych vynosov je rovny nule. Medzi bezrizikové
aktiva patria napriklad kratkodobé statne pokladni¢né poukazky. Zahrnutie
bezrizikového aktiva vyrazne modifikuje mnozinu portfolii aj krivku efektiv-
nych portfolii.

Nech mame bezrizikové aktivum s vynosovou mierou ry a nejaké rizikové
aktivum s vynosom p oc¢akdvanym vynosom r a rozptylom o2. Kovariancia
tychto aktiv je nula z definicie E[(p — r)(ro — ro)] = 0. Portfélio zlozené z
tychto aktiv s vahovymi koeficientmi ma

oCakdvany vynos : r, = arg + (1 — a)r

smerodatnt odchylku : (1 — «a)o.

Tieto rovnice vedu k linedrnej pripustnej mnozine port{élii.

Teraz budeme predpokladat n rizikovych aktiv so zndmymi ocakavanymi
vynosovymi mierami 7; a kovarianciami o;; a bezrizikové aktivum s vynosom
ro. Najprv vytvorime mnozinu pripustnych portfélii zlozena iba z rizikovych
aktiv. Dalej pre kazdé aktivum z tejto mnoziny vytvorim kombinacie s bez-
rizikovym aktivom. Tieto kombinacie vytvoria novy tvar pripustnej mnoziny
portfélii - nekonecny trojuholnik na obr.3.6.
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Obr. 3.6: Zahrnutie bezrizikového aktiva
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Kapitola 4

Z.aver

Cennych papierov a moznosti, ako do nich investovat, je velké mnozZstvo.
Obchody s cennymi papiermi vSak samozrejme nie st pre kazdého, pretoze
moznost vyssieho vynosu je vzdy spojend s vy$Sou mierou rizika. Pri investo-
vani a skladani svojho portfélia (instrumentov, do ktorych budeme vkladat
svoje peniaze) je nutné reSpektovat radu aspektov, ktoré pramenia z odlis-
nosti jednotlivych nastrojov trhu. Inak bude investovat ¢lovek, ktory chce
mat zaisteny stabilny prijem a inak ten, kto nie je nijako limitovany ¢asom
a je ochotny podstipit urcité riziko pre budice zisky.

V praci som uviedla, ako sa cenné papiere, najmé dlhopisy ocenuju a
ktoré faktory vplyvaji na ich cenu. Ukazali sme si taktiez jednu z metéd pre
hladanie portfélia s ¢o najmensim rizikom a vypocet zastipenia jednotlivych
aktiv v portféliu s vyuzitim Markowitzovho modelu.
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