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Uvod

Pojem kmitajici znaménkové miry se patrné poprvé objevil v souvislosti se
zkoumanim hlubsich problémt Choquetovy teorie, viz ¢lanky [5] a [6]. Pti
trochu jiném thlu pohledu lze kmitajici znaménkové miry chapat jako zobec-
néni znamych nikde monoténnich realnych funkci. Cilem prace bylo ukazat,
ze pri tomto zobecnéni se platnost nékterych vlastnosti nikde monoténnich
funkci zachovava i pro miry.

Je napriklad dobie zndmo, ze nikde monoténni funkce jsou 2.kategorie
v prostoru spojitych funkei (vSechny spojité funkce bez derivace jsou nikde
monoténni). V ¢lanku [6] je dokézano, Ze kmitajici znaménkové miry jsou
2 kategorie v Banachové prostoru Radonovych mér na kompaktnim metric-
kém prostoru X bez izolovanych bodt, které spliuji podminku p(X) = 0.
Ve véte 2.2 tento vysledek rozsitime na cely systém uzavienych podprostorii
prostoru Radonovych mér na X a tvrzeni z [6] dostaneme jako jeden ze za-
jimavych dusledku (k tomu poznamenejme, ze v [6] je pouzita trochu jina
definice nikde monoténni miry)

Na prelomu 19. a 20.stoleti byla také dokazana existence nikde mono-
ténnich funkci, které maji vlastni derivaci v kazdém bodé, tzv. Kdpckeho
funkci. Tvrzeni 2.11 ukazuje, Ze obecnéji v R™ existuji kmitajici znamén-
kové miry, které maji konecnou derivaci podle Lebesgueovy miry v kazdém
bodé, tedy jakési vicerozmérné analogie Kopckeho funkeci. Kli¢ovou roli v
konstrukci téchto mér hraji vlastnosti aproximativné spojitych funkei a hus-
totni topologie.



Kapitola 1

Nikde monotonni funkce

Redlna funkce f se nazyva nikde monotonni, pokud neni monoténni na
zadném intervalu (a,b) C R. Nikde monoténni jsou tfeba funkce, které ne-
maji v zadném bodé vlastni derivaci. V této kapitole ukazeme, ze i funkce
lepsich vlastnosti mohou byt nikde monoténni.

Kazda funkce s konecnou variaci je souctem dvou monoténnich funkci a
ma vlastni derivaci skoro vSude. Presto existuji funkce s konec¢nou variaci,
které nejsou monoténni na zadném intervalu. Ve druhé kapitole uvidime, ze
takovych funkei je navic velmi mnoho (ve smyslu kategorii). Dokazeme také
existenci nikde monoténnich funkci, které maji vlastni derivaci dokonce v
kazdém bodé.

Rekneme, ze funkce f : R — R je Pompeiuova funkce, ma-li na R ome-
zenou derivaci f a mnoziny {f' = 0}, {f’ > 0}, jsou husté v R.

Rekneme, ze funkce f je Kdpckeho funkce, je-li Pompeiuova a mnoziny
{f' >0}, {f <0}, jsou husté v R.

Kopckeho funkce jsou tedy nikde monoténni funkce, které maji v kazdém
bodé derivaci. Ve vété 1.2 popiSeme nepiimy dikaz jejich existence podle
C.E.Weila ([8]).

Lemma 1.1 Ezistuje nekonstantni funkce f : R — R, kterd md v kaZdém
bodé vlastni derivaci a mnozina {f" = 0} je hustd v R.

Diikaz: Setadme ¢isla z QN (0,1) do posloupnosti {g¢,}. Polozime

Gla) =Y —V”;_q v € (0,1)

neN



Soucet pro G(x) konverguje lokalné stejnomérné, takze G je spojita rostouci
funkce na (0,1). Pro dané h # 0 je

Gl +h)—Gx) Ve+h—qn— 2 —qn 1

neN neN

kde gji(z) = (Vo +h—a2) + Vo +h = gn - /2= o+ (V2 = ¢n)*. Tedy
G(z +h) — G(z) G(x + h) — G(z)

;ILIL% N > 0 pro kazdé x a }1111% . =00

pro x € Q (limita vzdy existuje, nebot jednotlivé s¢itance jsou nezaporné).
Oznac¢ime-li F' inverzni funkci ke G, je I = 0 na husté mnoziné a pfitom
F’ neni identicky nulova (F' je rostouci). Funkce f(z) = F (w + f)
ma pozadované vlastnosti, jsou-li a a 3 konstanty takové, aby f byla dobfte
definovana na R.

O

Poznamka Mirnou modifikaci konstrukce popsané v predchozim lemmatu
lze zaridit, aby sestrojena funkce méla omezenou derivaci. Lze toho docilit
napiiklad tak, Ze za prvni dvé ¢, zvolime ¢isla 1/4 a 3/4 . Potom pfislusna
suma pro derivaci funkce G bude vSude na (0, 1) odrazena od nuly kladnou
konstantou, takze derivace F' (a tudiz i derivace f) bude omezena.

Necht X je prostor vSech omezenych redlnych funkci, které maji primitivni
funkci na R a pro kazdou f € X je {f = 0} hustd v R. Podle pfedchoziho
lemmatu X obsahuje i nenulové funkce. Jelikoz kazda derivace je funkci 1.
Baireovy tridy, je {f = 0} typu Gs pro kazdou f € X. Z toho plyne, ze
X je linearni prostor; jsou-li fi, fo € X, plati {fi + fo = 0} D ({fi =
0} N {f2 = 0}), pficemz mnozina vpravo je Gs a husta, nebof obé mnoZiny
{fi =0} a {fa = 0}) jsou Gs a husté, a R je Bairetiv prostor. S normou
| fIl = sup,er | f(x)] tvoii X dokonce Banachtiv prostor. Je-li totiz { f,,} C X
cauchyovska, pak f, — f stejnomérné, kde f je omezena funkce. Potom f
mé primitivni funkci a mnozina {f = 0} je hustd v R, protoze (), {/fn =
0} C {f =0} a{f, =0} jsou Gs a husté. Nyni jiz pfikro¢ime k samotnému
diikazu existence Kopckeho funkce.

Véta 1.2 (Weil)
Necht E = {f € X | ezistuje (a,b) C R takovy, Ze [ je monotonni na (a,b)}.
Potom E je 1.kategorie v X.



Diikaz: Necht {I,},en je systém vSech otevienych intervali s racionalnimi
konci. Ozna¢ime Ef ={fe€ X|f>0na l,}, E, ={fe€ X|f <O0nal,}.
Mnoziny E a E, jsou ur¢ité uzaviené, ukdzeme, Ze jsou Fidké. K tomu
zvolme f € Ef ae > 0. Necht = € I, f(x) = 0. S vyuzitim Lemma 1.1 a
vhodné linedrni transformace nalezneme funkci g € X, ||g|| < ¢, g(z) < 0.
Potom f+g e X, [|[(f+9) — fll =gl <ea f+g ¢ E’. Mnozina E}
ma tedy prazdny vnitfek, a je tudiz ridka. Analogicky se ukaze, ze i £, je
fidka. Protoze £ = J, o £y UU,en En » je E 1. kategorie v X

neN —n

O

Protoze X je uplny metricky prostor, je 2.kategorie podle Baireovy véty,
takze X \ F je neprazdné. Tak dostdvame

Dausledek 1.3 Erxistuje Kopckeho funkce na R.

Kopckeho funkce 1ze také sestrojit piimo z Pompeiuovych funkci; o tom
se lze dod¢ist v [1] nebo [2].



Kapitola 2

Kmitajici znaménkové miry

2.1 Definice a existence

Necht X je lokalné kompaktni Hausdorffiv prostor. Rekneme, Ze mira u na
X je Radonova, jestlize

borelovské mnoziny jsou p-métitelné,

pro kazdou K C X kompaktni je u(K) < oo,

w(G) = sup{p(K) : K C G, K kompaktni} pro kazdou G C X otevie-

nou,

p(E) =inf{u(G) : G C X oteviena} pro kazdou F C X p-méfitelnou.

Je-li p znaménkovd mira, oznacime ut, resp. p~, jeji kladnou, resp. za-
pornou variaci. Totalni variaci p ozna¢ime |u|. Znaménkova mira na X je
Radonova, jsou-li jeji kladna a zaporna variace konecné Radonovy miry.
Symbolem M (X)) ozna¢ime Banachtiv prostor vSech znaménkovych Rado-
novych mér na X s normou ||| = |u|(X). Prvky tohoto prostoru lze chapat
jako ttidy ekvivalence, kde pu ~ v pravé kdyz p = v na borelovskych mnozi-
nach (potom se rovnaji na priniku svych defini¢nich obori). Prostor M(X)
je dudlnim prostorem k prostoru Co(X) vSech spojitych funkci na X tako-
vych, ze pro kazdé € > 0 je | f| < € mimo jistou kompaktni mnozinu K. C X.

Predstavme si, Ze mame funkei f : [0,1] — R, ktera je nikde monoténni

a ma na [0,1] kone¢nou variaci. Takovou funkci mizeme standartnim zptso-
bem ztotoznit s jistou znaménkovou Radonovou mirou x4 na [0,1]. Pfitom g
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musi spliiovat podminku p*(a,b) > 0, u~(a,b) > 0 pro kazdy (a,b) C [0, 1].
To vede k definici kmitajici znaménkové miry v obecnéjsi situaci:

Znaménkovou miru p € M(X) nazveme kmitajici, jestlize pro kazdou
neprazdnou G C X otevienou je p*(G) > 0 a u=(G) > 0. Mnozinu vSech
kmitajicich znaménkovych mér na X ozna¢ime IC(X).

Sestrojit kmitajici znaménkovou miru napi. na R™ neni obtizné; jsou-li
{an }nen, {bntnen € R™ dvé disjunktni spocetné husté mnoziny, polozime
= 0en2" 0ay = D pen2 " - 0p,, kde d, je Diracova mira soustiedénd v
bodé z, tedy mira spliujici u({z}) = 1 a supp(u) = {z}. Nekone¢nou sumu
chapeme ve smyslu konvergence v prostoru M(X).

V pripadé obecnéjsich lokalné kompaktnich prostori jiz mizeme narazit
na potize. Pokud napiiklad X obsahuje néjaky izolovany bod, pak zadna
kmitajici znaménkova mira na X nemuze existovat.

Uvazujme nyni prostor X vsech ordindlnich c¢isel az do w; vcetné, kde
mezi kazdé dva po sobé jdouci ordinaly ”vlepime” kopii intervalu [0,1]. Po-
tom X je linearné uspotradany prostor, ktery ma suprema i infima, je tedy
kompaktni. Navic X nema zadné izolované body. Presto na X neexistuje
zaddna kmitajici znaménkova mira, protoze v X existuje nespocetny systém
navzajem disjunktnich otevienych mnozin. Kdyby u*(G,) > 0 pro kazdou
G, z néjakého nespocetného systému {G,, }ae 4 otevienych disjunktnich mno-
zin, pak by u*(X) > sup{d_ s 1" (Ga) | B C A spofetnd} = oo a podobné
o (X) = oc.

Tomuto problému lze zabranit pozadavkem, aby X mél spocetnou otevie-
nou bazi, coz zahrnuje pripady, kdy X je kompaktni metricky prostor nebo
X = R™. Uvidime, ze potom uz kmitajici znaménkové miry vzdy existuji.
Ptislusné tvrzeni zformulujeme obecnéji, abychom rovnou ukézali i existenci
kmitajicich mér, které jsou v néjakém smyslu ”hezci”.

Necht A(X) je podprostor M(X). Rekneme, Ze A(X) obsahuje impulsy,

jestlize pro kazdou neprazdnou G C X otevienou existuje v € A(X) spliu-
jlet [[v]| < 1avt(G) > 1.
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Piiklady 2.1

1. Necht A(X) = M(X)
Je-li G C X oteviena a v = §,, kde x € G je libovolny bod a ¢, je
Diracova mira soustfedéna v bodé x, pak v je impuls.

2. Necht A(X) = My(X) ={p € M(X)|u(X) =0}
Polozime-li v = % <0y — % - 0y, kde x a y jsou néjaké dva rtzné body z
oteviené mnoziny GG, potom v je impuls.

3. Necht A(X) = AC(uo) = {p € M(X)|p < po}, kde pg € M(X)
splituje supp(po) = X, a G C X oteviena, |uo|(G) = D > 0. Pred-
poklddejme napiiklad, Ze pg(G) > £. Nalezneme K, K~ C G dis-
junktni kompaktni mnoziny tak, Ze po = pug na KT, g = py na K~ a
pg (K™) + pg (K7) > 3 D (zevnitt aproximujeme Hahnttv rozklad p1g).
Jelikoz X je Hausdorffuv, existuji disjunktni oteviené mnoziny V, W C
G,K* Cc V,K~ C W. Pouzitim Urysonova lemmatu nalezneme funkce
f,0€Co(X),0<f<1,0<g<1,f=1naK"af=0mimoV,
g =1na K~ ag =0 mimo W. Polozime h = f — g,du = h - dpuy.
Je llull < D, it (G) > pt () + iy (K) — ol (G (K UK-)) >
%D — iD = %. Nakonec staci polozit v = % -t a opét vidime, ze
A(X) obsahuje impulsy.

Véta 2.2 Necht X je lokdlné kompaktni prostor se spocetnou bdazi a bez izo-
lovangch bodi, A(X) uzavieny podprostor M(X), ktery obsahuje impulsy.
Potom mnozina KC(X)NA(X) je 2.kategorie v A(X). Specidlné KK(X)NA(X)
je neprazdnd.

Diikaz: Pouzijeme Baireovu vétu o kategoriich. Ozna¢ime {G,, },en otevie-
nou bazi X a definujeme Ef = {u € AX)|pu™(G,) = 0}, E, = {u €
A(X)| 1= (G,) = 0}. Plati A(X)\ K(X) =U,—, EfulU,_, E,, . UkdZeme,
ze BT a E jsou uzaviené a fidké.

Pro uzavienost uvazujme posloupnost {i, fnen € Ef, 1, — p. Potom také
pn — p ve w*-konvergenci na M(X). Pfredpokladejme, ze pu*(G,) > 0.
Necht ¢ € C.(X),0 < ¢ < 1, = 0 mimo G, a [, ¢du > 0. Potom w*
konvergence dava 0 > fX wdp, — fX wdup > 0, coz je spor.

Zvolme nyni 4 € Ef a e > 0. X je Hausdorffiv a nemd izolované body,
takze G, je nekonecnd. Existuje tedy z € G, takové, ze p~{z} < 5. Vzhle-
dem k regularité p~ mizeme nalézt G C G, otevienou spliujici z € G, a
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1~ (G) < 5. Necht v € A(X),v7(G) > 5 a ||v|| < e. Polozime v = p +v. Je
=1l < &7 (Ga) > 7¥(G) > § — & > 0. Tedy 7 ¢ E.Ukézali jsme, 7e
mnoziny F jsou uzaviené a maji prazdny vnittek, jsou tedy Fidké.

Zcela analogicky jsou fidké i mnoziny E, . Protoze A(X) je uzavieny pod-
prostor Banachova prostoru M(X), je to uplny prostor. Mnozina A(X) \

K(X) je v ném podle pfedchoziho 1.kategorie. Podle Baireovy véty je tedy
A(X) N K(X) 2.kategorie.

O

Poznamka MnozZina kmitajicich znaménkovych mér je 2.kategorie v pro-
storech M(X), My(X), AC(uo) (podle predchozi véty a piikladu 2.1). Pfes-
néji, A(X)NK(X) ve Vété 2.2 tvoii dokonce Bairetv prostor; z ditkazu totiz
plyne, ze A(X)NK(X) je G5 husté v tplném prostoru A(X). Pfitom je-li A
néjakd G hustd podmnozina Baireova prostoru Y a {G, } C A spocetna po-
sloupnost otevienych hustych mnozin v A, existuji mnoziny {é\;} oteviené
husté v 'Y tak, ze G,, = GNnﬂA. Potom N G, = ﬂCTnﬂAje Gs husta vY a
tim spise hustd v A, takZze A je Baireuv prostor.

7 Véty 2.2 plyne i nasledujici tvrzeni, které lze dokazat také elementarnéji
s vyuzitim diskontinui kladné miry.

Disledek 2.3 Eristuje A C R™ méritelnd mnozina spliugici \(ANG) > 0,
MG\ A) > 0 pro kaZdou G C R™ neprazdnou otevienou, kde \ je Lebesgu-
eova mira na R™.

Diikaz: Podle ptikladu 2.1 (3) a Véty 2.2 existuje na R™ kmitajici zna-
ménkova mira p absolutné spojitd vzhledem k néjaké koneéné mife v na
R™ takové, ze v < A < 7. Je-li (P, N) né&jaky Hahnuv rozklad p, mizeme
polozit A = P.

2.2 Aproximativné spojité derivace
Velmi uziteénym néstrojem pro zkoumani zajimavych derivaci jsou aproxi-

mativné spojité funkce. V tomto oddilu shrneme nékteré jejich vlastnosti,
které pozdéji vyuzijeme ke konstrukci kmitajicich mér na R™. Odménou za
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trochu vétsi teoretickou narocnost je znac¢na ucinnost této konstrukce - po-
moci aproximativné spojitych funkci mizeme sestrojit znaménkovou miru
na R kterd ma vsude derivaci podle Lebesgueovy miry, se zadanym polar-
nim rozkladem (k obecné komplexni mife na méfitelném prostoru existuje
podle Radon-Nikodymovy véty komplexni méfitelnd funkce h, |h| = 1, pro
niz dp = hd|u|, viz [7]. V ptipadé znaménkové miry je pak h(z) = +1 pro
kazdé x. Mame tedy na mysli mnoziny {h > 0} a {h < 0}.) Specialné pro
m = 1 dostaneme jinou konstrukci Képckeho funkce.

Symbolem U, (x), resp. B,.(x) ozna¢ime otevienou, resp. uzavienou kouli v
R™ se stfedem v = a polomérem r > (. Symbol A bude znacit Lebesgueovu
miru na R™ a \* vnéjsi Lebesgueovu miru.

Necht © € R™, A C R™. Horni, resp. dolni hustotou mnoziny A v bodé x se
nazyva cislo

_ MU, (z) N A) .. A U(x) N A)
“(r, A) =1 — - O4(r, A) = liminf ——————.
©*(x, A) liri?jp NGAD)) , resp. O, (z, A) iminf — 0. (2)

Pokud se horni i dolni hustota mnoziny A v bodé x rovnaji, nazyvame jejich
spole¢nou hodnotu hustotou mnoziny A v bodé x a znacime O(x, A).

Bod z nazveme bodem hustoty A, pokud ©(x, A) = 1. Podle Lebesgueovy
véty o hustoté je O(z, A) = 1 pro skoro vSechna x € A, je-li A méfitelna [3].
Pro A méfitelnou navic plati O(z, A) = 1 pravé kdyz O(z, R™ \ A) = 0.

Mnozinu G C R™ nazveme d-otevrenou, je-li lebesgueovsky meértitelna
a kazdy jeji bod je bodem hustoty G. Systém vSech d-otevienych mnozin
tvori topologii na R™, tzv.hustotni topologii, kterd je jemnéjsi nez klasicka
eukleidovska topologie [3]. V dalsim textu budeme terminy d-spojité funkce,
Inty apod. pouzivat pravé v souvislosti s hustotni topologii.

Funkce f : R™ — R se nazyva aproximativné spojita v bodé x € R™,
jestlize pro kazdé ¢ > 0 je O(z,{y € R™||f(z) — f(y)| > €}) = 0. Ekvi-
valentné, f je aproximativné spojita v bodé x, pokud existuje méritelna
mnozina E takova, ze O(z, F) =1 a lim,_,, yep f(y) = f(z). Podle Denjoy-
ovy véty je f lebesgueovsky méritelna, pravé kdyz je aproximativné spojita
ve skoro vSech bodech [3].

Rekneme, 7ze f je aprozimativné spojitd, je-li aproximativné spojitéd v
kazdém bodé x € R™. Kazd4 aproximativné spojitda funkce je métitelnd,
takze pro kazdy bod x a € > 0 je dokonce O(x,{|f(y) — f(x)| < ¢}) = L.
Jingmi slovy =z € Intq({|f(y) — f(x)| < €}). To silné pfipomind klasickou
definici spojitosti. Skute¢né plati tato charakterizace:
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Véta 2.4 Funkce f : R™ — R je aprozimativné spojitd, prave kdyz je d-
spojitd.

Diikaz: Je-li f aproximativné spojita a f(z) > a pro néjaké x € R™, existuje
méfitelnd mnozina E takova, ze ©(z, E) = 1 alim, ., yep f(y) = f(x). Tedy
pro r dost malé je U,(xz) N IntyE d-okoli x, které je podmnozinou {f > a}.

Naopak je-li f d-spojita, je méritelna a pro kazdé x € R™ a ¢ > 0 je
O, {1f(y) — F@)] < £}) = 1, tudiz Oz, {|f(y) — f(@)] > e}) =0 a f je

aproximativné spojita v x.

O

Poznamka Dusledkem ptedchozi véty je mimo jiné uzavienost aproxima-
tivné spojitych funkei na bézné aritmetické operace + , - , - , =+ (mé-li takova
operace smysl).

Necht f € L] (R™). Bod x € R™ se nazjyva Lebesgueovym bodem funkce f,
jestlize
1
lim ————— — f(t)| dt = 0.
lim s [ 1@ - 10
Uy (z)

Neurcity integral realné funkce f mé derivaci v kazdém Lebesgueové bodé
x funkce f rovnu f(z), podobné je-li f Radon-Nikodymovou derivaci miry
p podle A na R™, je f(z) rovno derivaci %’f v kazdém Lebesgueové bodé f
[7].

Tyto dva pripady je nutno rozlisit, ponévadz pojem derivace miry v R™
neni zobecnénim pojmu derivace realné funkce; piikladem je funkce f(z) =
|z| na [-1,1], kterd v 0 nemd derivaci v klasickém smyslu, nicméné derivace
ji pfislusné (znaménkové) Lebesgue-Stieltjesovy miry podle A v 0 je nulova.
Pojem Lebesgueova bodu zastiesuje oba dva pojmy; proto v dalsim textu
budeme pojmem mira p diferencovatelnd vzhledem k v oznacovat, ze yu < v
a kazdy bod = € R™ je Lebesgueovym bodem Radon-Nikodymovy derivace
i podle v.

Vychodiskem pro tivahy o derivacich je nésledujici vlastnost aproxima-
tivné spojitych funkei:

Tvrzeni 2.5 Necht [ : R™ — R méritelnd je omezend na néjakém okoli

bodu x € R™. Potom [ je aproximativné spojitd v bodé x pravé tehdy, kdyZ
bod x je Lebesgueovym bodem funkce f.
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Diikaz: Necht z € R™ a |f| < M na okoli z. Ozna¢ime
A, ={t e R™||f(x) — f(t)| > €}. Je-li x Lebesgueovym bodem f, pak

LS e (/ V=gl

takze (U = )))\(U () N As) — 0 pro kazdé £ > 0. Naopak, pokud
AU (x) N Az) — 0 pro kazdé > 0, je

) 1
lim s [ 1f@) = f0]de <

Ur(x)

A(UT

) 1
TE%LW- / \f(z) — f(t)| dt + / edt | <(2M+1)-¢

Ur(z)NA: Ur(z)\Ae

O

Problém sestrojit derivaci urcitych vlastnosti lze tedy redukovat na se-
strojeni vhodné omezené aproximativné spojité funkce. Vzhledem k ome-
zenosti stac¢i konstruovat funkce splnujici 0 < ¢ < 1. Nas bude v analogii
s nikde monoténnimi funkcemi zajimat predev§im moznost rozhodnout, ve
kterych bodech bude nase funkce nulova, resp. nenulova. K tomu se hodi
védét, Zze nami konstruovana funkce bude 1.Baireovy tiidy.

Tvrzeni 2.6 Necht ¢ : R™ — R omezend aproximativné spojitd. Potom
¢ je 1. Baireovy tridy, tedy existuje posloupnost {onnen spojitych funkct,
ktera bodoveé konverguje k .

Diikaz: Polozime ¢, (x) = m - [ p(t)dt a aplikujeme tvrzeni 2.5.
Ul/n(z)

O

Mnoziny {¢ > a}, {¢ < a} jsou pro funkci ¢, kterd je 1.Baireovy tfidy,
typu F,. To nam spolu s vétou 2.4 fika, ze mnozina, kde bude nase funkce
kladné (nebo zaporna), by méla byt d-oteviena typu F,.

V nasledujicich odstavcich ukédzeme, ze takova podminka uz je i posta-
¢ujici; kdykoliv A je d-oteviena typu F,,, muZeme sestrojit aproximativné
spojitou funkci ¢ takovou, ze 0 < ¢ <1 a {p >0} = A.
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K tomu pouzijeme konstrukeci podobnou diikazu Urysonova lemmatu, jak
je popsan v [7].

Necht 7 a ¢ jsou dvé topologie na mnoziné X, ¢ C 7. Rekneme, Ze 7
mé Luzin-Mensovovu vlastnost vzhledem k o, jestlize pro kazdé dvé mno-
ziny F,G C X, kde F je o-uzaviena a G je T-oteviena, F' C G, existuje F
o-uzaviena takova, ze F' C Int.(F) C E C G.

Nyni chceme ukazat, ze hustotni topologie na R™ ma Luzin-Mensovovu
vlastnost vzhledem k Eukleidovské topologii; to bude klicovy krok nasi kon-
strukce. V dtikazu pouzijeme zndmou Vitaliovu vétu o pokryti a jedno na-
zorné tvrzeni.

Tvrzeni 2.7 Necht A C R™ neprdzdnd, € > 0. Potom
A{z € R™|dist(z, A) = e}) = 0.

Diikaz: Muzeme predpokladat, ze A je uzaviené. Funkce x — dist(x, A) je
spojita, takze E := {x € R"|dist(z, A) = €} je méfitelna. Podle Lebesgu-
eovy véty o hustoté jsou skoro vSechny jeji body body hustoty. Staci tedy
ukazat, ze FE neobsahuje zadné body hustoty.

Zvolme x € E. AN Ba.(x) je kompaktni, takze existuje y € A, |z —y| =
dist(z, A) = . Potom

A
e Ay

O

Necht A C R™. Rekneme, Ze systém V uzavienych kouli je vitaliovské
pokryti A, jestlize pro kazdé x € A ar > 0 existuje B € V, z € B C B,(x).

Véta 2.8 (Vitali) Necht V je vitaliovské pokryti A C R™. Potom existuje
spocetny disjunktni podsystém W C V takovy, ze A(A\ |JW) = 0.

Dikaz této véty lze nalézt v [3]

Lemma 2.9 (Luzin-MenSovova vlastnost hustotni topologie) Pro kaZdou
G C R™ d-otevienou a F' C G uzavienou existuje E uzaviend, F' C Inty(E) C
ECAaG.
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Diikaz: Necht H C R™ oteviend, F' C H, \(H\F') < co. Pron € N polozime
A, = {z € R™|dist(z,F) € (27"71,27")} N G. Mizeme predpokladat, ze
G C Hazeplati G\ F = J A, (v opatném piipadé mizeme misto G
uvazovat mnozinu G := (GNH)\({dist(-, F) > SO {dist(-, F) = 27}),
coz je d-oteviend podmnozina G obsahujici F).

Pro n € N déle polozime A, = {B.(z)|z € A,,r > 0,B.(z) C
{dist(-, F) € (2"71,27")}NH}. Systém A,, tvori vitaliovské pokryti A, takze
podle Vitaliovy véty existuje {A*},cn spofetny disjunktni podsystém A,
spliujict A(A, \U,cy A%) = 0. Plati A((U,cny A%) < AMH\ F) < 0, takze pro
kazdé n € N existuje k, € N takové, ze 7 | MAF) < o (27771277,
kde «,, je mira jednotkové koule v R™. Pro k = 1,...,k, nalezneme kom-
paktni mnoziny F¥ C AFNG tak, aby A((A*NG)\FF¥) < ap,- (2777 1)m.27nF,
Pro k > k, polozime F¥ = .

Definujeme E := F U, yen Fir- Potom:

o 'CFECAQG.

e [ je uzaviena.

Necht {z,};en C E, x; — x € R™. Pfedpokladejme, Ze z; ¢ F (jinak
vybereme podposloupnost {z;} C {z;} N F a bude x € F z uza-
vienosti). Pokud pro né&jaké k a n je z; € F¥ pro nekoneéné mnoho
j, pak z € F¥ (F* kompaktni). Pokud pro n&jaké n je z; € Fy’
pro nekonecné mnoho j, pak existuje & takové, Ze z; € F* pro neko-
ne¢né mnoho j (pro dané n je jen koneéné mnoho F* neprazdnych),
tedy opét z € FF. V jiném pripadé lze vybrat {z;} C {z;} podpo-
sloupnost, z; € Fk n; — oo. Ze spojitosti funkce dist(-, F) mame

ng?

dist(xz, F) = lim; o dist(z;, ) =0ax € F C E.

o ' C Inty(E)

Zvolme x € F', ¢ > 0. Protoze z je bod hustoty G, existuje ro > 0 :

/\(/\E(}JTS(:ZB\)();) < 5 pror € (0,79). Pro N € N spliiujici 27 < rg a pro

r € [27V71 27N plati odhady:

A(By(x) \ E) <€ N ABy(z))NG\ E) _
A(By(z)) 2 A(B,(z))
e MBH )N GNFN \Unpen ) e MUnsn An \ Upgen )
- §+ Oy, » T™ - §+ Q- (27N-1)m
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‘;+ 2N1m SNOS NAENG)\ B <

n>N keN
E Z 22 nk g-n| < EJFZ (271427 < f_|_27N+3 <&
2 n>N S 2 n>N S 2

pro N dost velké.

Jsou-li A, B C R™, budeme psat A < B, pokud A C IntyB.

Véta 2.10 Necht F C R™ d-oteviend mnozina typu F,. Potom existuje
¢ : R™ — [0, 1] aprozimativné spojitd funkce takovd, Ze {¢ > 0} = F. Navic
lze poZadovat, aby ¢ byla shora polospoyitd.

Diikaz:  Necht F' = JZ, Fj, Fj uzaviené. Pro n € Ny sestrojime s
vyuzitim Luzin-Mensovovy vlastnosti hustotni topologie indukci uzaviené
mnoziny F,, takto:

1. FE <XF
2. U§=1 F;UE g1 2 By 2 F, k> 2.

Je tedy F; < E’% =...2Ey, 2... 2 FaF =J,,En Oznacime
Qp :=Qn(0,1]. Cisla z Qf \ {2 | n € No} sefadime do posloupnosti {g, }nen.
Postupujeme opét indukci; k danému n nalezneme j tak, aby ¢, € (]%, %)
Polozime py = lerl’ P = 1 . Necht {p.}}, je mnoZina {po,p1} U {q |l <
n,q € (,]+17 HL Nalezneme nejvetsi p, a nejmensi p; tak, aby platilo p, <
an < 1. Potom vybereme uzavienou mnozinu F,, splnujici £, < E, <X E,
Timto zptisobem ziskdme systém {Eq}qe@é uzavienych mnozin takovych, ze
F = qu@é E, a pro kazdé p,q € Q},p < q je E, < E,. Polozime

0 , pokud = ¢ F
P77 sup{geQt|z e IntyE,} , jinak

= 0 , pokud = ¢ F
| inf{qe Qf|z ¢ E,} , jinak
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Potom
{p>a}t=U e, Inty(E,) je d-oteviend, tedy ¢ je zdola d-polospojita
qe

0
{Y <a}= qug<<§1 R™ \ E, je oteviend, tedy v je shora polospojita a tudiz i
0

shora d-polospojita.

Ovéfime, ze ¢ = 1. Je-li p(x) # 1(x) pro néjaké x, pak nutné p(x) < (x).
Zvolime p, ¢ € Q tak, ze p(x) < ¢ < p < ¢¥(z). Potom = ¢ Int.(E,), x € E,.
Zaroven plati E, < E,, takze z x € E, plyne € Inty(E,), coz je spor.
Je tedy ¢ = 1 a ¢ je d-spojitd a shora polospojita. Podle véty 2.4 je ¢
aproximativné spojita, navic jisté plati {¢ > 0} = F.

O

Vlastnost hustotni topologie popsana ve znéni véty 2.10 se nazyva Zahor-
ského vlastnost vzhledem k eukleidovské topologii. Podrobné se hustotnimi
topologiemi zabyva [4].

Poznamka V predchozi vété lze vzdy dodatecné zaridit, aby ¢ byla le-
besgueovsky integrovatelna. Misto ¢ mizeme totiz uvazovat funkci ¢ - 1,
kde ¢ je néjaka spojitd nezaporna a vsude nenulova integrovatelna funkce,
napriklad e~ l#l”,

Tvrzeni 2.11 Necht P, N C R™ jsou dvé disjuktni méritelné mnoZiny. Po-
tom existuje znamenkovd mira p diferencovatelna vzhledem k \ takovd, Ze
vatahy P = {54 > 0} a N = {24 < 0} plati a# na mnoziny nulové Lebesqgu-
eovy miry.

Diikaz: d-vnitiek kazdé méritelné mnoziny se od ni lisi o mnozinu nulové
miry a kazdou méfitelnou mnozinu lze zevnit aproximovat mnozinou typu
F, az na mnozinu nulové miry; existuji tedy d-oteviené mnoziny P C P,
N C N typu F, spliujici A(P \ P) = A(N \ N) = 0. Podle Véty 2.10
a nésledujici poznamky sestrojime omezené integrovatelné aproximativné
spojité funkce ¢, ¥ : R™ — [0, 1] takové, ze P = {¢ > 0}, N = {¢b > 0}.
Nakonec staci polozit du = (¢ — 1) dA.

O

Disledek 2.12 FEuxistuje kmitajici znaménkovda mira p na R™ diferencova-
telnd vici \.
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Diikaz: Staci aplikovat predchozi tvrzeni na mnoziny A, R™ \ A, kde A je
jako ve 2.3.

O

Pokud m = 1, je distribu¢ni funkce takto sestrojené miry K&pckeho
funkei.

20



Literatura

[1] J. Blazek, E. Boréak, J. Maly : On Képcke and Pompeiu functions. Ca-
sopis pro péstovani matematiky 103(1978), 53-61

2] A.B. Kharazishvili : Strange functions in real analysis. Monographs and
Textbooks in Pure and Applied Mathematics, New York, 2000

[3] J.Lukes, J.Maly : Measure and Integral. Matfyzpress, Praha 2005

[4] J.Lukes, J.Maly, L.Zaji¢ek : Fine topology methods in real analysis and
potential theory. Springer-Verlag 1986

[5] J.N. McDonald : Compact convez sets with the equal support property.
Pacific J. Math. 37(1971), 429-443

(6] J.N. McDonald : Some constructions with Choquet simplezxes. J. London
Math. Soc.6(1973), 307-310

(7] W.Rudin : Analyjza v redlném a komplexnim oboru. Academia, Praha
2003

8] C.E. Weil : On nowhere monotone functions. Proc. Amer. Math. Soc.
56(1976), 388-389

21



