Oponentsky posudek bakaldiské prace

Miroslav Kold#: ,, Kmitajici znaménkové miry“

Predlozend prace se zabyva kmitajicimi mirami na lokdlné kompaktnich prostorech, coz jsou takové
miry, jejichz kladnd i zdpornd €ast ma za nosi¢ cely prostor. V jistém smyslu jde o zobecnéni nikde
monoténnich funkei, tj. funkei, které nejson monoténni na zidném intervalu.

Kapitola 1 se vénuje nikde monoténnim funkeim, zcjména existenci Képckeho funkei, coz jsou funkee
f definované na R, které maji na R omezenou derivaci a pritom mnoziny {f >0} i{f" <0} jsou husté
v R. V Kapitole 2 se konstruuji kmitajici miry s riiznymi dodatenymi vlastnostmi.

Téma neni trividlni. Prace oviem trpi fadou nedostatki, jejichz spoleénym rysem jsou vagni formulace
v ditkazech, obéasny zmatek v terminologii a nedostateéné odkazy na literaturu. Jsem pfesvédéen, ze
libovolna prace by se méla psit s ohledem na mozného ¢tendfe, tedy s ohledem na to, Ze to nékdo bude
&st a bude chtit pochopit, o¢ jde. Nékteré z nedostatki Ize odstranit snadno, nékteré obtizngji.

Nejprve uvedu nejzavaznéjsi nedostatky:
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1. V diikazu Lemmatu 1.1 zcela chybi dikaz existence limity limyg, ¢ (“Lh,z G() Snadno se (s vyuzitim

nezapornosti séitancil) ovéfi, ze pro x € Q je limita rovna +oo; a Ze stejné tomu tak je, pokud ¢ Q
a s ——A = +too. Oviem v piipadé, Ze tato fada konverguje, pak to asi neni jednoduché a

n=1 2n.3. m

rozhodné to neplyne jen z toho, Ze sCitance jsou nezaporné. Véta tvaru

Necht uy, jsou nezdporné funkce definované na témze prstencovém okoli 0, ktere magi v bode 0 limitu.

Pak funkce Y | un md v nule limitu.

totiz neplati, jak se lze pfesvédcit snadnym protipiikladem. Piedpoklddam, ze pro pripad z lemmatu
limita skuteénd existuje, ale je to treba dokazat.

2. Strana 10, odstavee 5: Zde autor asi chee popsat konstrukei tzv. dlouhé piimky. Ale popis je végni
a tak, jak je mu rozumét, je navic Spatné. Piesnd definice je, Ze dlouhd pfimka je lexikograficky soucin
[0,w1)-[0,1) (pFipadné doplnény o posledni bod, cheeme-li kompaktni prostor). Intuitivngé se to da ¥ici, 7e
mezi kazdé dva po sobé jdouci ordinaly vlepime otevieny interval (0, 1). Kdybychom tam dali uzavieny,
sistaly by izolované body. Navic se tvrdi, Ze jde o kompaktni prostor, takze by tam mél byt bud skutecny
diikaz nebo odkaz na skuteény ditkaz.

3. Strana 11, Piiklad 2.1, bod 3: Nalezeni K+ a K~ je samoziejmé standardni operace. Ale vysvétleni
zde je prilis strucné, a navic pouzivd vnitini regularitu pg a pg pro wétitelné mnoziny. Pfitom v definici
Radonovy miry na strané 9 se vnitini regularita pozaduje jen pro oteviené mnoziny. To je tieba vysvétlit.

4. Strana 14: Pojmy tykajici se diferencovatelnosti mér a Lebesgueovych bodi jsou nejasné.

(i) Lebesgueovy body (narozdil od mnoha jinych vlastnosti funkci) zévisi na volbé reprezentanta z
t¥idy ckvivalence. To by se mélo zdiraznit. A také, ze skoro viechny body jsou Lebesgueovy
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(ii) Neni definovano, co je to F5. Za Radon-Nikodymovu derivaci povazuji hustotni funkei z Radon-
Nikodymovy vity, kiera je uréena az na mnoZinu miry 0. Pokud se vybira specidlni reprezentant, mélo
by se to napsat a vysvétlit.

(iii) Jak je to s tou diferencovatelnosii: Je-li g absolutné spojita vzhledem k v, pak existuje Radon-
Nikodymova derivace f € L'(v). Ta je urcena jako t¥ida ekvivalence s rovnosti v-skoro viude. Ale
Lebesgueovy body json vzhledem k Lebesgueové mife. Tedy znamend to, Ze existuje reprezentant, ktery
je lokdlné integrovatelny vzhledem k Lebesgueové mife a viechny body jsou Lebesgueovy? Pokud v je
Lebesgucova mira, je to snad srozumitelné. Ale tak, jak je to napsano, je to nejasné.



5. Strana 15, zavereéné nerovnosti ditkazu Tvrzeni 2.5: Piedem nevime, zda limita existuje, proto j¢
tfeba psat limsup. Navic nevim, pro¢ na zavér je uvedeno (2M + 1)e, mné vychazi prosté €.

6. Strana 19, ditkkaz Tvrzeni 2.11. Neni vysvétleno, jak z toho, ze d-vnitiek méfitelné mnozinu se od
ni s jen o mnozinu miry nula, a z toho, Ze kazdou méfitelnou mnozimu lze zevnitf aproximovat Fy
mnozinou, plyne, ze kazdon métitelnou mnozinu lze zevuiti aproximovat mnozinou, co je zaroven £, i
d-oteviena. (Samoziejmé to je jednoduché. ale ma to vysvétlit autor. ne si domyslet ¢tenaf.)

7. Odkazy na literaturu: Pokud se odkazuje na konkrétni vétu, je tfeba uvést ¢islo véty pripadng Cislo
strany. (Co kdyby to nékdo chtél éist a hledat!) Odkazy typu ditkaz se najde v [3] json nedostatedné,
Zv1aste kdyz [3] neni pétistrankovy ¢lanek. ale skripta. Samoziejmé. tento typ odkazu je mozny u tvrzeni
obecnéjsiho typu, jako t¥eba tato problematika je podrobnéji zkoumdna v [3], ale i pak by bylo Iépe odkaz
zptesnit, uvést napriklad kapitolu.

Kromé uvedenych zavaznéjsich nedostatki uviadim nékteréd drobngjsi, které ¢tendi odstrani snadueji:

(i) Strana 6: To, %e funkce nemajici nikde vlastni derivaci jsou nikde monoténni, a to, ze Kopkeeho
funkce jsou (presné ty?) nikde monoténni funkee, co maji vude (vlastni nebo omezenou?) derivaci. by
stalo za vysvétleni.

(ii) Strana 7, poznamka: Konstrukei neni tfeba nodifikovat, derivace funkee G je automaticky odrazena
od nuly. Ale kdy# uz ji modifikujete, moZnd proto, aby konstanta odrazeni vysla péknd (jiny ditvod mme
nenapada), pak bych éekal, ze tam bude néjaky vypocet. néjaké zdiavodnéni, nebo aspon uvedené ty
konstanty.

(ifi) Strana 7, definice prostoru X: Formulace je podivna. Asi myslite, ze f € X, pravé kdyz [ ma
primitivni funkei a mnozina {f = 0} je husta.

(iv) Strana 7, Véta 1.2: Misto monotonni ma byt neméni znamenko.

(v) Strana 8, konec diikazu: Tu vhodnou linearni transformaci by bylo vhodné specifikovat. (Skliddame
zevnitE ¢i zvenku a co viastné cheeme docilit?)

(vi) Strana 8. Disledek 1.3: Chtélo by to zminit. pro¢ je to disledek. Ze se totiz vezine primitivni
funkce k néjakému prvku F.

(vii) Strana 9: Na vétu o dualité Co(X) a M(X) by mél byt n¢jaky odkaz.

(viii) Strana 11, Piiklady 2.1.: To. Ze v je impuls. nebylo definovéno. Ale je samozfejmé jasné. co se
tim mini.

(ix) Strana 11, Piiklad 2.1.3 a diikaz Véty 2.2t Prostor Co(X) resp. Co(X) nebyl definovan. Méla by
byt uvedena definice a mélo by se pouzivat jednotné znaceni.

(x) Strana 11, P¥iklad 2.1.3: Zavéreéna nerovnost. by stdla za alespon néjaké zdivodnéni.

(xi) Strana 11, Piiklad 2.1.3 a dikaz Véty 2.2: Pouziva se Urysohnovo lemma, ve Vité 2.2 se to aul
nezminuje. Také by tam mél byt odkaz na tu formu Urysohnova lemmatu, kterd se pouZiva.

(xii) Strana 12, Poznamka: Zde se dokazuje. %e husta G5 podmnozina Baircova prostoru je opét Bairetiy
prostor. Ale tak, jak je to napsané, to neni diikaz, protoze to vypada, jako kdyZ se nepouziva, ze A je Gis.
Pfitom je to potfeba v kli¢ovém misté, kdy se tvrdi, ze G, NA je Gs hmsta v Y. Je t¥eba bud zdiraznit,
7e primik dvou Gy hustych je zase hustd: nebo piimo vyjadiit A jako primik posloupnosti otevienych
hustych a pak pouzit, ze Y je Bairetv.

(xiii) Strana 12, diikaz Diisledku 2.3: Ditkaz je formulovan jako slozité souveti, které se hiife lusti.
Lepsi by bylo to zformulovat jako vice jednudussich vét.



i (xiv) Strana 13: Tvrdi se, Ze f je aproximativné spojitd v bodé z, pravé kdyz existuje méfitelna
mnozina s hustotou 1 v bodé z, pres niz limita funkce f v bodé z je rovna f(z); a Ze aproximativné
spojité funkce jsou meéritelné. To je sice pravda, ale mél by tam byt odkaz nebo diikaz.

(xv) Strana 14: V ditkaze Véty 2.4 chybi zminka o mnozinach {f < a}.

(xvi) Strana 14: Piiklad s derivaci funkce |z| a pfislusné miry by mél byt vysvétlen.

(xvii) Strana 15, odstavec za koncem dikazu: Pro¢ lze problém sestrojeni derivace takto redukovat?
Chybi vysvétleni.

(xviii) Strana 15, dikaz Tvrzeni 2.6: Je tieba dokdzat spojitost funkci p,,.

(xix) Strana 6, konec ditkkazu Tvrzeni 2.7: Pro¢ je to limsup rovné -;—? Bylo by tieba zdtivodnit.

(xx) Strana 17, ditkaz Lemmatu 2.9: V prvni ¢asti se pouzivaji predchozi lemmata, takze by se na né
mélo odkazat. Ve druhém odstavci ma byt index £ a ne n (ve druhé vété, dvakrat). Na konci druhého
odstavce je jakysi podivny znak misto (). Diikaz uzavienosti E by mél byt zformulovan pofadné (takto
je s mirnou namahou rozlustitelny). Zavérecné nerovnosti jsou spravné, ale neskodilo by vysvétlit, jak
vznikaly.

(xxi) Strana 18, konec stranky: Ma byt ¢(z) a 9(z), ne jen ¢ a 1.

(xxii) Strana 19, Tvrzeni 2.11: Neni definovano, co je to %’,{. Je to Radon-Nikodymova derivace?

Pies uvedené nedostatky se domnivam, Ze préce spiSe splije pozadavkyldadand na hakalifskou praci.
Navrhuji ji hodnotit stupném dobre.
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