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down mı́ry rizika (maximálńı, pr̊uměrný a podmı́něný drawdown), a formu-
lujeme některá tvrzeńı o jejich vlastnostech v kontextu obecných měr rizika.
Připomı́náme také často diskutované alternativńı mı́ry rizika VaR a CVaR.
Formulujeme úlohy optimalizace portfolia s podmı́něným drawdownem a
CVaR jako mı́rami rizika. V numerické studii optimalizujeme akciové portfo-
lio Pražské burzy cenných paṕır̊u za použit́ı těchto měr. Analyzujeme rozd́ıly
těchto dvou př́ıstup̊u.
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Kapitola 1

Úvod

V úlohách optimalizace portfolia usilujeme o nalezeńı investičńı strate-
gie, která nám nab́ıdne takové využit́ı našich finančńıch prostředk̊u, které
můžeme v nějakém smyslu označit za nejlepš́ı,

”
optimálńı“. To zpravidla

znamená, že usilujeme o maximalizaci očekávaného výnosu. Problémem v ta-
kovém př́ıpadě ovšem je, že vysoký očekávaný zisk ještě neznamená, že
neexistuje nezanedbatelná pravděpodobnost velkých ztrát. Tento problém
řeš́ı

”
mean-risk“ optimalizačńı modely, v nichž se hledá portfolio nejen s co

nejvyšš́ım výnosem, ale zároveň i s nejmenš́ım rizikem.
Existuje mnoho zp̊usob̊u, jak riziko měřit. Jeden z nejstarš́ıch pocháźı

od H. M. Markowitze, který jej publikoval v roce 1952 v [6]. V takzvaném
Markowitzově modelu usilujeme o maximalizaci očekávaného výnosu a mi-
nimalizaci rozptylu výnos̊u. Jelikož tato dvě kritéria zpravidla nelze splnit
naráz, jedná se o úlohu v́ıcekriteriálńı optimalizace, kterou lze formulovat
několika zp̊usoby. Můžeme maximalizovat očekávaný výnos za podmı́nky,
že rozptyl nepřesáhne určitou mez, nebo naopak minimalizovat rozptyl za
podmı́nky, že očekávaný výnos bude aspoň roven určité dané hodnotě. Je
taktéž možné maximalizovat rozd́ıl očekávaného výnosu a nějakou kon-
stantou přenásobeného rozptylu výnos̊u. Lze ale dokázat, že všechny tyto
formulace jsou si navzájem ekvivalentńı. Přestože Markowitz̊uv model je
nejznáměǰśım

”
mean-risk“ modelem, ukázalo se, že má svoje nevýhody.

Když poč́ıtáme rozptyl, nerozlǐsujeme, jestli jsou odchylky od očekávaného
výnosu směrem dol̊u nebo nahoru. Přitom odchylky směrem nahoru nám
nevad́ı, nepovažujeme je za riziko. Řešeńım může být nahradit rozptyl tak-
zvanou semivarianćı, která penalizuje pouze odchylky směrem dol̊u.

V současné době se v praxi k měřeńı rizika hojně využ́ıvá tzv. Value at
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Risk (VaR), který udává maximálńı možnou ztrátu při zanedbáńı ztráty,
ke které může doj́ıt s pravděpodobnost́ı menš́ı než 1 − α, kde α voĺıme
dostatečně bĺızko jedné. Protože však ani tento zp̊usob měřeńı rizika neńı
považován za ideálńı (některé d̊uvody jsou stručně vyjmenovány v kapitole
3.1), je výzkum zp̊usob̊u měřeńı rizika velmi aktuálńı. Rockafellar a Uryasev
představili v [8] podmı́něný Value at Risk (CVaR), který udává středńı hod-
notu ztráty, k ńıž může doj́ıt v (1−α) · 100% nejhorš́ıch př́ıpad̊u. CVaR má

”
hezč́ı“ matematické vlastnosti, než VaR (jedná se totiž o tzv. koherentńı

mı́ru rizika) a v posledńı době se zač́ıná použ́ıvat v praxi. Jedńım z nej-
nověǰśıch zp̊usob̊u měřeńı rizika jsou drawdown mı́ry rizika, které představili
Chekhlov, Uryasev a Zabarankin v [4] a které maj́ı oproti CVaR tu vlastnost,
že

”
maj́ı pamět’“ a měř́ı dlouhodoběǰśı ztráty, konkrétně rozd́ıly mezi nejvyšš́ı

dř́ıve dosaženou hodnotou portfolia a jeho hodnotou v daném okamžiku.
Drawdown mı́rami rizika se zabývá tato práce.

Struktura práce je následuj́ıćı. V kapitole 2 nejprve stručně představ́ıme
pojmy mı́ra rizika a koherentńı mı́ra rizika. Poté se budeme věnovat draw-
down mı́rám, a to konkrétně pro diskrétńı rozděleńı výnos̊u (ztrát) – nej-
prve pro jeden scénář a poté pro v́ıce scénář̊u. Zadefinujeme maximálńı a
pr̊uměrný drawdown a předevš́ım podmı́něný drawdown (CDaR) pro je-
den i v́ıce scénář̊u výnos̊u a zformulujeme tvrzeńı o některých jejich vlast-
nostech. V kapitole 3 stručně představ́ıme daľśı již zmiňované mı́ry rizika
VaR a CVaR. Ukážeme, jak vypadá CVaR v př́ıpadě, že výnosy (ztráty)
maj́ı diskrétńı rozděleńı. V kapitole 4 ukážeme, jak spoč́ıtat CDaR a CVaR
jako řešeńı úloh lineárńıho programováńı. Představ́ıme optimalizačńı mo-
dely, v nichž budeme za předpokladu na očekávaný výnos minimalizovat ri-
ziko měřené pomoćı těchto dvou měr. Konečně v kapitole 5 aplikujeme tyto
modely na data z Pražské burzy cenných paṕır̊u. Pomoćı obou měr budeme
hledat optimálńı portfolia a analyzovat rozd́ıly těchto dvou př́ıstup̊u.
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Kapitola 2

Drawdown mı́ry rizika

V této kapitole se nejprve seznámı́me s pojmem mı́ry rizika. Dále definujeme
pojem drawdownu a s jeho pomoćı pak drawdown mı́ry rizika.

2.1 Mı́ry rizika

Abychom mohli ř́ıci, co jsou drawdown mı́ry rizika, muśıme nejprve osvětlit
několik základńıch pojmů. Jako investoři chceme sestavit portfolio, které pro
nás bude nějakým zp̊usobem optimálńı. Zpravidla to znamená, že chceme
dostat co největš́ı výnos, ale také chceme co nejméně riskovat. Právě riziko-
vost portfolia budeme cht́ıt měřit pomoćı měr rizika, které v této podkapitole
obecně zadefinujeme stejným postupem, jako v [2].

Definice 2.1. Ztrátovou funkćı rozumı́me náhodnou veličinu Z = g(x,Y),
která je funkćı vektoru x = (x1, . . . , xm)T ∈ X ⊂ R

m a náhodného vek-
toru Y = (Y1, . . . , Ym)T se složkami definovanými na pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,A,P) a maj́ıćımi hodnoty v (E,B(E)), kde B(E) je Borelovská
σ-algebra generovaná metrickým prostorem E ⊂ R.

Veličiny z předchoźı definice můžeme interpretovat následovně: máme m
aktiv, do nichž lze investovat. Množina X je množinou možných rozhodnut́ı,
jak a do kterých aktiv investovat (váhy, alokace portfolia). Jednotlivé složky
náhodného vektoru Y představuj́ı výnosy jednotlivých aktiv.

Definice 2.2. Necht’ Z je množina ztrátových funkćı. Potom mı́rou rizika
rozumı́me funkcionál ρ : Z → R.
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Pokud bychom ztrátovou funkci definovali jako náhodný proces (resp. po-
sloupnost, vektor), můžeme analogicky zavést dynamickou mı́ru rizika. V́ıce
o nich lze nalézt např. v [2]. Mezi dynamické mı́ry rizika patř́ı i drawdown
mı́ry.

Definice 2.3. [1] Necht’ ρ je mı́ra rizika a necht’ X,Z ∈ Z. Řekneme, že ρ
je koherentńı, jestliže pro ni plat́ı

1. Ekvivariance v̊uči posunut́ı: ρ(Z + c) = ρ(Z) + c.

2. Pozitivńı homogenita: ρ(λZ) = λρ(Z), ∀λ ≥ 0.

3. Monotonie: Necht’ X ≤ Z všude na Ω, potom ρ(X) ≤ ρ(Z).

4. Subaditivita: Necht’ nav́ıc X + Z ∈ Z, pak ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Z).

Definice 2.4. Necht’ ρ je mı́ra rizika a necht’ X,Z, λX + (1 − λ)Z ∈ Z
∀λ ∈ (0, 1) Řekneme, že ρ je konvexńı, jestliže pro ni plat́ı

ρ(λX + (1 − λ)Z) ≤ λρ(X) + (1 − λ)ρ(Z) ∀λ ∈ (0, 1).

Tvrzeńı 2.5 (Vztah konvexity a subaditivity). Necht’ ρ je mı́ra rizika. Pak ρ
je konvexńı a pozitivně homogenńı právě tehdy, když je subaditivńı a pozitivně
homogenńı.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme implikaci zleva doprava. Z konvexity speciálně
pro λ = 1

2
máme

ρ(1
2
X + 1

2
Z) ≤ 1

2
ρ(X) + 1

2
ρ(Z).

Obě strany nerovnosti vynásob́ıme dvěma a dostáváme

2ρ(1
2
(X + Z)) ≤ 2(1

2
ρ(X) + 1

2
ρ(Z)).

Na levé straně nerovnosti potom použijeme pozitivńı homogenitu a dostáváme

ρ(X + Z) ≤ ρ(X) + ρ(Z),

což je žádaná subaditivita.
Nyńı dokážeme opačnou implikaci. Ze subaditivity speciálně pro λX, (1 −
λ)Z, λ ∈ (0, 1) máme

ρ(λX + (1 − λ)Z) ≤ ρ(λX) + ρ((1 − λ)Z).

Na pravé straně nerovnosti stač́ı použ́ıt pozitivńı homogenitu a dostáváme

ρ(λX + (1 − λ)Z) ≤ λρ(X) + (1 − λ)ρ(Z),

což je žádaná konvexita.
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2.2 Základńı drawdown mı́ry

Základńı předpoklady a definice převezmeme z [4]. Necht’ (Ω,A,P) je
pravděpodobnostńı prostor. Necht’ [0, T ] je časový interval, který je rozdělen
na konečný počet podinterval̊u [tk−1, tk], k = 1, . . . , N , t0 = 0, tN = T .
Necht’ máme na výběr m aktiv, do kterých můžeme investovat a necht’

(r1(tk), . . . , rm(tk))
T je náhodný vektor výnos̊u těchto aktiv v čase tk, k =

1, . . . , N definovaný na pravděpodnostńım prostoru (Ω,A,P). Uvažujeme
přitom aritmetické výnosy, tj.

ri(tk) =
pi(tk)−pi(tk−1)

pi(tk−1)
, k = 1, . . . , N,

kde pi(tk) je cena i-tého aktiva v čase tk. Dále předpokládáme, že
máme k dispozici bezrizikové aktivum s konstantńım výnosem r0, a
definujeme vektor r(tk) = (r0(tk), r1(tk), . . . , rm(tk))

T. Necht’ x(tk) =
(x0(tk), x1(tk), . . . , xm(tk))

T je vektor vah určuj́ıćıch složeńı portfolia v čase
tk, k = 1, . . . , N , tj. vektor splňuj́ıćı podmı́nky

∑m

i=0 xi(tk) = 1. Obecně lze
model doplnit ještě o daľśı lineárńı podmı́nky (může to být např́ıklad zákaz
prodej̊u nakrátko, tj. xi ≥ 0, i = 1, . . . , m), pak ṕı̌seme x ∈ X , kde X je
konvexńı polyedrická množina určená těmito podmı́nkami.

Poznámka 2.6. K několika následuj́ıćım pojmům, které budeme defino-
vat, je nutné poznamenat, že je lze brát jako funkce náhodých vektor̊u
r(t1), . . . , r(tN). My ovšem nyńı budeme považovat r(t1), . . . , r(tN) za reali-
zace těchto náhodných vektor̊u, tedy vektory č́ısel, a nazveme je scénářem
výnos̊u. Formálně správněǰśı vzhledem k definici mı́ry rizika by sice bylo
tak nečinit, nicméně vzhledem k tomu, že směřujeme k praktickému využit́ı
drawdown měr při formulaci optimalizačńıch úloh (viz kapitola 4), které
budeme aplikovat na historická data (tj. scénáře), je tento př́ıstup nejen
jednodušš́ı, ale i názorněǰśı.

Definice 2.7. Výnos portfolia v čase tk je

r
(p)
k (x(tk)) = r(tk)

Tx(tk) =
m
∑

i=0

ri(tk)xi(tk).

Definice 2.8. Částečný součet výnos̊u portfolia do času tk (uncompounded
cumulative portfolio rate of return) definujeme jako

wk(x(tk)) =











0, k = 0,
k
∑

l=1

r
(p)
l (x(tl)), k = 1, . . . , N.
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Pro zjednodušeńı znač́ıme wk = wk(x(tk)). Dále definujeme vektor w =
(w1, w2, . . . , wN)T.

Definice 2.9. Drawdown portfolia definujeme jako vektor

AD(w) = AD = (AD1, . . . , ADN)T, ADk = max
0≤j≤k

wj − wk.

Č́ıslo ADk, které nazýváme drawdown portfolia v čase tk, nám ř́ıká, jaký
největš́ı nezáporný rozd́ıl byl mezi některým z předešlých částečných součt̊u
výnos̊u (tj. těch v časech t0, . . . , tk) a částečným součtem výnos̊u v čase tk,
tedy

”
o kolik nejv́ıc jsme na tom v minulosti byli lépe než v čase tk“.

Povšimněme si, že vektory w a AD jsou vlastně časovými řadami
w1, . . . , wN a AD1, . . . , ADN , kde k-tá složka w a AD odpov́ıdá času tk.
Zřejmě AD0 = w0 = 0.

V textu [4] se drawdownu ř́ıká absolutńı drawdown.
Obecně bychom mohli drawdown definovat i bez diskretizace časového

intervalu, viz [3]. My ovšem budeme rovnou předpokládat diskrétńı verzi,
která je vhodná pro praktické účely (optimaliazce a aplikace na historická
data).

Tvrzeńı 2.10 (Vlastnosti drawdownu). Necht’ w, wa a wb jsou vektory
částečných součt̊u výnos̊u portfolia. Drawdown AD má následuj́ıćı vlastnosti:

1. Nezápornost: AD(w) ≥ 0.

2. Invariance v̊uči posunut́ı: AD(w + c) = AD(w), kde w + c = (w1 +
c, w2 + c, . . . , wN + c).

3. Pozitivńı homogenita: AD(λw) = λAD(w), ∀λ ≥ 0.

4. Konvexita: AD(λwa + (1− λ)wb) ≤ λAD(wa) + (1− λ)AD(wb) ∀λ ∈
[0, 1].

5. Rekurzivita: ADk = [ADk−1 − r
(p)
k (x(tk))]

+, k = 1, . . . , N .

Důkaz tohoto tvrzeńı je možné nalézt v [4].
Nyńı pomoćı výše uvedených pojmů postupně zadefinujeme tři draw-

down mı́ry: maximálńı drawdown, pr̊uměrný drawdown a podmı́něný draw-
down. Tyto definice převezmeme z [4], značeńı pak z [2].
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Definice 2.11. Necht’ [0, T ] je časový interval, který je rozdělen na konečný
počet podinterval̊u [tk−1, tk], k = 1, . . . , N , t0 = 0, tN = T . Maximálńı
drawdown na tomto intervalu je definován jako

MaxDD(AD(w)) = max
1≤k≤N

ADk.

a pr̊uměrný drawdown na tomto intervalu jako

AvDD(AD(w)) =
1

N

N
∑

k=1

ADk.

Protože maximálńı drawdown bere v úvahu pouze nejvyšš́ı drawdown ve
scénáři, a pr̊uměrný drawdown naopak může některé vysoké drawdowny

”
za-

maskovat“, budeme v daľśım směřovat k definici podmı́něného drawdownu.
K tomu si v souladu s [4] zadefinujeme funkci πAD vzorcem

πAD(z) =
1

N

N
∑

k=1

I{ADk≤z},

kde I{ADk≤z} je indikátorová funkce (tj. funkce, která je rovna jedné, je-
li podmı́nka ve složené závorce splněna, a rovna nule jinak), a funkci π−1

AD

vzorcem

π−1
AD(α) =

{

inf {z | πAD(z) ≥ α}, α ∈ (0, 1]

0, α = 0.
(2.1)

Vid́ıme, že pokud by πAD byla prostá (což speciálně v tomto diskrétńım
př́ıpadě neńı), π−1

AD by k ńı byla funkćı inverzńı.
Dále zadefinujeme množinu

Ξα = {ADk |ADk > π−1
AD(α), k = 1, . . . , N}

Za podmı́něný drawdown (Conditional Drawdown at Risk, CDaR) be-
reme pr̊uměr (1 − α) · 100% nejvyšš́ıch drawdown̊u. Pro taková α, pro něž
jsme schopni přesně spoč́ıtat (1 − α) · 100% nejvyšš́ıch drawdown̊u (tzn.
plat́ı rovnost card(Ξα)/N = (1 − α)) plat́ı πAD(π−1

AD(α)) = α. Obecně ale
počet (1 − α) · 100% nejvyšš́ıch drawdown̊u přesně spoč́ıtat nelze a rovnost
vždy neplat́ı. Ze vzorce (2.1) vid́ıme, že plat́ı πAD(π−1

AD(α)) ≥ α (viz [4]).
Proto CDaR zadefinujeme jako vážený pr̊uměr

”
hraničńı hodnoty“ π−1

AD(α)
a drawdown̊u, které tuto hodnotu ostře překračuj́ı.
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Definice 2.12. Necht’ α ∈ [0, 1). Podmı́něný drawdown (Conditional Draw-
down at Risk) na hladině α definujeme jako

CDaRα(AD(w)) =

(

πAD(π−1
AD(α)) − α

1 − α

)

π−1
AD(α)+

1

(1 − α) ·N

∑

ADk∈Ξα

ADk.

(2.2)

Je zřejmé, že podmı́něný, maximálńı a pr̊uměrný drawdown jsou dyna-
mickými mı́rami rizika, považujeme-li AD za náhodné vektory (což je zřejmě
tehdy, když vektory výnos̊u považujeme za náhodné vektory, viz pozn. 2.6).

Tvrzeńı 2.13 (Vlastnosti CDaR). Necht’ AD, ADa a ADb jsou drawdowny
a necht’ α ∈ (0, 1). Potom pro CDaRα plat́ı:

1. Ekvivariance v̊uči posunut́ı: CDaRα(AD + c) = CDaRα(AD) + c, kde
c = (c, . . . , c).

2. Pozitivńı homogenita: CDaRα(λAD) = λCDaRα(AD), ∀λ ≥ 0.

3. Monotonie: Necht’ ADa
k ≤ ADb

k, k = 1, . . . , N , potom CDaRα(ADa) ≤
CDaRα(ADb).

4. Konvexita: CDaRα(λADa + (1 − λ)ADb) ≤ λCDaRα(ADa) +
(1 − λ)CDaRα(ADb) ∀λ ∈ [0, 1].

Tvrzeńı 2.14 (Vztah podmı́něného, maximálńıho a pr̊uměrného drawdownu).
MaxDD a AvDD jsou speciálńı př́ıpady CDaRα, plat́ı pro ně

MaxDD(AD(w)) = lim
α→1

−

CDaRα(AD(w))

AvDD(AD(w)) = CDaR0(AD(w))

Zájemce o d̊ukazy předchoźıch tvrzeńı odkazujeme na [4]. Z tvrzeńı 2.13
a 2.5 plyne, že CDaR je koherentńı mı́rou rizika.

2.3 Zobecněńı drawdown měr

V praxi se může stát, že nám nestač́ı drawdown mı́ra na pevné hladině α, ale
chceme se zajistit i proti takovým extrémńım propad̊um, které mohou být ve
scénáři výnos̊u natolik výjimečné, že je dostatečně zohledńı pouze drawdown
mı́ra na extrémně vysoké hladině α1. Zároveň ale nechceme přij́ıt o

”
rozumný
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odhad“, který nám dá drawdown mı́ra na nižš́ı hladině α2. Těchto hladin,
které chceme vźıt do úvahy, může být i v́ıce.

Následuj́ıćı definice převezmeme z [4]. Podmı́něný drawdown lze zobec-
nit jako konvexńı kombinace podmı́něných drawdown̊u s r̊uznými úrovněmi
spolehlivosti. V takovém př́ıpadě uvažujeme diskrétńı rizikový profil χ, což
jsou váhy splňuj́ıćı

1. χ(αl) ≥ 0, αl ∈ (0, 1), l = 1, . . . , L,

2.
∑L

l=1 χ(αl) = 1.

Definice 2.15. Necht’ je dán diskrétńı rizikový profil χ. Potom definujeme
smı́̌sený podmı́něný drawdown jako

CDaRχ(AD) =
L
∑

l=1

χ(αl)CDaRαl
(AD).

Lze uvažovat i spojitý rizikový profil – př́ıslušné definice lze nalézt v [4].

V daľśım textu zadefinujeme drawdown mı́ry pro v́ıce scénář̊u výnos̊u.
Základńı předpoklady a definice opět převzmeme z [4], značeńı z [2]. Ne-
cht’ Ω = {ωs | s = 1, . . . , S} je konečná množina náhodných jev̊u a
necht’ ps je pravdědpodobnost jevu ωs, s = 1, . . . , S. Necht’ rs(tk) =
(r0s(tk), r1s(tk), . . . , rms(tk))

T, k = 1, . . . , N je s-tý scénář pro hodnoty
náhodného vektoru výnos̊u m aktiv a bezrizikového aktiva označeného opět
indexem 0, odpov́ıdaj́ıćı náhodnému jevu ωs ∈ Ω a časovému intervalu [0, T ]
rozdělenému na konečný počet podinterval̊u [tk−1, tk], k = 1, . . . , N , t0 = 0,
tN = T . Necht’ x(tk) = (x0(tk), x1(tk), . . . , xm(tk))

T je vektor vah určuj́ıćıch
složeńı portfolia v čase tk. Potom můžeme definovat s-tý scénář výnosu port-
folia v čase tk a s-tý scénář částečného součtu výnos̊u portfolia do času tk
následuj́ıćımi vzorci

r
(p)
sk (x(tk)) = rs(tk)

Tx(tk) =
m
∑

i=0

ris(tk)xi(tk),

wsk(x(tk)) =











0, k = 0,
k
∑

l=1

r
(p)
sl (x(tl)), k = 1, . . . , N.
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Pro zjednodušeńı opět ṕı̌seme wsk = wsk(x(tk)). Symbolem w budeme značit
matici (wsk)

S N
s=1,k=0. Obdobně jako pro jeden scénář nyńı zadefinujeme draw-

down a drawdown mı́ry.

Definice 2.16. Drawdown pro v́ıce scénář̊u definujeme jako

ADS(w) = ADS = (ADsk)
S N
s=1,k=0, ADsk = max

0≤j≤k
wsj − wsk, s = 1, . . . , S.

Definice 2.17. Maximálńı a pr̊uměrný drawdown pro v́ıce scénář̊u jsou
definované vzorci

MaxDD(ADS(w)) = max
1≤s≤S, 1≤k≤N

ADsk.

AvDD(ADS(w)) =
1

N

N
∑

k=1

S
∑

s=1

psADsk.

Maximálńı drawdown pro v́ıce scénář̊u je tedy definován jako maximum
ze všech drawdown̊u (přes všechny scénáře a časové okamžiky). Pr̊uměrný
drawdown pro v́ıce scénář̊u je pak středńı hodnotou pr̊uměrných drawdown̊u
pro jednotlivé scénáře.

Analogicky jako v př́ıpadě pro jeden scénář zadefinujeme i následuj́ıćı:

πADS(z) =
1

N

N
∑

k=1

S
∑

s=1

psI{ADsk≤z},

π−1
ADS(α) =

{

inf {z | πADS(z) ≥ α}, α ∈ (0, 1]

0, α = 0.

Ξα = {ADsk |ADsk > π−1
ADS(α), k = 1, . . . , N s = 1, . . . , S}

Definice 2.18. Necht’ ADS je drawdown pro v́ıce scénář̊u a α ∈ (0, 1).
Podmı́něný drawdown pro v́ıce scénář̊u (Multi-scenario CDaR) na hladině
α definujeme jako

MCDaRα(ADS(w)) =
(

πADS(π−1
ADS(α)) − α

1 − α

)

π−1
ADS(α) +

1

(1 − α) ·N

∑

ADsk∈Ξα

psADsk.
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Tvrzeńı 2.19 (Vlastnosti MCDaR). Necht’ w, wa a wb jsou matice
částečných součt̊u výnos̊u portfolia pro v́ıce scénář̊u a necht’ α ∈ (0, 1).
MCDaRα má následuj́ıćı vlastnosti:

1. Nezápornost: MCDaRα(ADS(w)) ≥ 0.

2. Invariance v̊uči posunut́ı MCDaRα(ADS(w + c)) =
= MCDaRα(ADS(w)), kde w + c = (wsk + c)S N

s=1,k=0.

3. Pozitivńı homogenita: MCDaRα(ADS(λw)) = λ·MCDaRα(ADS(w)),
∀λ ≥ 0.

4. Konvexita: MCDaRα(ADS(λwa+(1−λ)wb)) ≤ λ·MCDaRα(ADS(wa))+
(1 − λ) · MCDaRα(ADS(wb)) ∀λ ∈ [0, 1].

D̊ukaz. Pro jednorozměrný př́ıpad (jeden scénář) plyne z tvrzeńı 2.10 a 2.13,
pro v́ıce scénář̊u je jednoduchým zobecněńım. Pro detaily viz [4].

Nakonec ještě můžeme, opět analogicky k př́ıpadu pro jeden scénář, de-
finovat MCDaRχ pro (diskrétńı) rizikový profil χ.

Definice 2.20. Necht’ χ je diskrétńı rizikový profil. Definujeme MCDaRχ

předpisem

MCDaRχ(ADS(w)) =
L
∑

l=1

χ(αl)MCDaRαl
(ADS(w)).

15



Kapitola 3

Alternativńı mı́ry rizika

V této kapitole představ́ıme daľśı moderńı mı́ry rizika: Value at Risk a Con-
ditional Value at Risk, v souladu s [9].

3.1 Value at Risk

Value at Risk (VaR) a Conditional Value at Risk (CVaR) nejsou narozd́ıl od
drawdown mı́ry mı́rami dynamickými, což znamená, že záviśı pouze na hod-
notě portfolia v čase 0 a v čase T . Základńı model bude podobný tomu v kapi-
tole 2. Necht’ (Ω,A,P) je pravděpodobnostńı prostor. Necht’ máme na výběr
m aktiv, do kterých můžeme investovat a necht’ (r1, . . . , rm)T je náhodný vek-
tor výnos̊u těchto aktiv za obdob́ı [0, T ] definovaný na pravděpodobnostńım
prostoru (Ω,A,P). Dále předpokládáme, že máme k dispozici bezrizikové
aktivum s konstantńım výnosem r0, a definujeme r = (r0, r1, . . . , rm)T. Ne-
cht’ x = (x0, x1, . . . , xm)T je vektor vah určuj́ıćıch složeńı portfolia, tj. vektor
splňuj́ıćı podmı́nky

∑m

i=0 xi = 1, popř́ıpadě nějaké daľśı lineárńı podmı́nky.
Potom výnos portfolia je náhodná veličina

r(p)(x) = rTx =
m
∑

i=0

rixi,

a ztrátu porfolia (ztrátovou funkci) definujeme jako

g(x, r) = −rTx.

Protože r je náhodný vektor, je g(x, r) náhodná veličina. Jej́ı distribučńı
funkce je

ψ(x, ξ) = P[g(x, r) ≤ ξ].
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Value at Risk na hladině α budeme definovat podle [9] jako hodnotu ztráty,
která bude překročena s pravděpodobnost́ı nejvýše 1 − α.

Definice 3.1. Necht’ α ∈ (0, 1) a g(x, r) je ztrátová funkce. Value at Risk
VaRα(x) definujeme předpisem

VaRα(x) = min{ξ |ψ(x, ξ) ≥ α}.

Dále definujeme horńı VaR jako

VaR+
α (x) = inf{ξ |ψ(x, ξ) > α}.

Je zřejmé, že plat́ı VaRα(x) ≤ VaR+
α (x).

Přestože je VaR jedńım z fundamentálńıch zp̊usob̊u měřeńı rizika, má
několik velkých nevýhod: neńı subaditivńı a tedy neńı koherentńı, neńı kon-
vexńı, vede na úlohu MIP (viz např. [7]) a neobsahuje žádnou informaci o
tom, jak moc závažná je ztráta ve zbývaj́ıćıch (1−α) · 100% př́ıpad̊u. Proto
zavád́ıme CVaR, který je v těchto ohledech vhodněǰśı k měřeńı rizika.

3.2 Conditional Value at Risk

Conditional (podmı́něný) Value at Risk (CVaR) na hladině α definujeme
podle [9] jako středńı hodnotu (1 − α) · 100% největš́ıch ztrát. Podobně
jako v př́ıpadě podmı́něného drawdownu může být v př́ıpadě diskrétńıho
rozděleńı g(x, r) problém přesně naj́ıt (1 − α) · 100% nejhorš́ıch př́ıpad̊u.

Definice 3.2. Necht’ α ∈ (0, 1) a g(x, r) je ztrátová funkce. Definujeme
horńı a dolńı CVaR vzorci

CVaR+
α (x) = E[g(x, r) | g(x, r) > VaRα(x)],

CVaR−
α (x) = E[g(x, r) | g(x, r) ≥ VaRα(x)],

Lze nahlédnout, že je-li v bodě VaRα(x) pravděpodobnost́ı atom rozděleńı
g(x, r), bude platit CVaR−

α (x) < CVaR+
α (x). Proto je nutné zavést CVaRα

”
složitěǰśım předpisem“.

Definice 3.3. Necht’ g(x, r) je ztrátová funkce. Definujeme α-chvost jako
náhodnou veličinu Tα s distribučńı funkćı

ψα(ξ) =







0, ξ < VaRα(x),
ψ(x, ξ) − α

1 − α
, ξ ≥ VaRα(x).
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Definice 3.4. Za předpoklad̊u daných definićı 3.3 definujeme

CVaRα(x) = ETα.

Názorněji lze však CVaRα, vyjádřit jako vážený pr̊uměr VaRα a středńı
hodnoty (1−α) · 100% nejhorš́ıch ztrát, tj. ztrát ostře překračuj́ıćıch VaRα.

Tvrzeńı 3.5 (CVaR jako vážený pr̊uměr). Necht’ λα(x) = ψα(VaRα(x)),
tedy

λα(x) =
ψ(x,VaRα(x)) − α

1 − α
.

Pro CVaRα(x) plat́ı rovnost

CVaRα(x) = λα(x)VaRα(x) + (1 − λα(x))CVaR+
α (x). (3.1)

Př́ımo ze vzorce 3.1 plyne následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 3.6 (Vztah VaR a CVaR). Pro každé α ∈ (0, 1) a váhy x plat́ı
VaRα(x) ≤ CVaRα(x). Rovnost nastane pouze tehdy, když pravděpodobnost
ztráty věťśı než VaRα(x) je nulová.

Bude-li mı́t vektor výnos̊u r diskrétńı rozděleńı, bude mı́t i g(x, r) diskrétńı
rozděleńı. Můžeme tak modelovat riziko při konečném počtu scénář̊u výnos̊u.

Důsledek 3.7 (CVaR pro v́ıce scénář̊u). Necht’ náhodný vektor výnos̊u r

má diskrétńı rozděleńı soustředěné v konečně mnoha bodech. Potom ztráta
portfolia g(x, r) bude mı́t pro pevné x rovněž diskrétńı rozděleńı soustředěné
v konečně mnoha bodech v1 < v2 < . . . < vS, pro něž bude platit P[g(x, r) =
vs] = ps,

∑S

s=1 ps = 1. Pro α ∈ (0, 1) najdeme právě jeden index sα takový,
že

sα−1
∑

s=1

ps < α ≤

sα
∑

s=1

ps.

Pak plat́ı
VaRα(x) = vsα

a

CVaRα(x) =
1

1 − α

[(

sα
∑

s=1

ps − α

)

vsα
+

S
∑

s=sα+1

psvs

]

.

Formulace a d̊ukazy předchoźıch tvrzeńı je možné naj́ıt v [9].
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Kapitola 4

Optimalizačńı modely

V této kapitole představ́ıme minimalizačńı formule pro drawdown mı́ry a
CVaR a také model optimalizace portfolia pomoćı těchto měr.

4.1 Model založený na drawdown mı́̌re

Abychom dokázali spoč́ıtat CDaR z definice, viz vzorec (2.2), potřebujeme
nejprve znát hodnotu π−1

AD(α), což zdvojnásobuje dobu výpočtu. Výpočet
CDaR lze ale také zformulovat jako optimalizačńı úlohu, jej́ımž vyřešeńım
dokážeme vypoč́ıst obě hodnoty najednou. Předpokládejme ted’ tedy, že
máme nějaké dané portfolio nebo aktivum a chceme spoč́ıtat jeho podmı́něný
drawdown. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou odvozeny v [4]. Nejprve budeme formu-
lovat úlohu pro jeden scénář výnos̊u a pevnou hladinu rizika α. Základńı
předpoklady jsou stejné, jako v kapitole 2.2.

Věta 4.1 (Minimalizačńı formule pro CDaR). Necht’ AD(w) =
(AD1, . . . , ADN)T je drawdown funkce a α ∈ (0, 1). Výpočet hodnoty
CDaRα(AD(w)) lze redukovat na úlohu lineárńıho programováńı

CDaRα(AD(w)) = min
y,z

y + 1
(1−α)N

N
∑

k=1

zk

s.t. zk ≥ ADk − y, zk ≥ 0, k = 1, . . . , N,

vedoućı k jediné optimálńı hodnotě y∗ = π−1
AD(α) nebo k uzavřenému intervalu

optimálńıch hodnot y∗ ∈ [π−1
AD(α), π−1

AD(α+)] (kde α+ znač́ı limitu zprava).
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Důsledek 4.2. Necht’ r(p) = (r
(p)
1 , . . . , r

(p)
N )T jsou výnosy daného portfo-

lia nebo aktiva odpov́ıdaj́ıćı okamžik̊um t1, . . . , tN a α ∈ (0, 1). Hodnotu
CDaRα(AD(w)) lze vypoč́ıst vyřešeńım úlohy lineárńıho programováńı

CDaRα(AD(w)) = min
u,y,z

y + 1
(1−α)N

N
∑

k=1

zk

s.t. zk ≥ uk − y,

uk ≥ uk−1 − r
(p)
k , u0 = 0,

zk ≥ 0, uk ≥ 0, k = 1, . . . , N,

(4.1)

vedoućı k jediné optimálńı hodnotě y∗ = π−1
AD(α) nebo k uzavřenému intervalu

optimálńıch hodnot y∗ ∈ [π−1
AD(α), π−1

AD(α+)].

Následuj́ıćı tvrzeńı zobecňuje předchoźı úlohu pro v́ıce scénář̊u výnos̊u a
pro diskrétńı rizikový profil namı́sto pevné úrovně α.

Tvrzeńı 4.3. Necht’ r
(p)
s = (r

(p)
s1 , . . . , r

(p)
sN)T jsou výnosy daného portfolia

nebo aktiva odpov́ıdaj́ıćı okamžik̊um t1, . . . , tN a s-tému scénáři maj́ıćımu
pravděpodobnost ps, s = 1, . . . , S (viz kapitola 2.3) a χ je diskrétńı rizikový
profil jako v definici 2.15. Hodnotu MCDaRχ(AD(w)) lze vypoč́ıst vyřešeńım
úlohy lineárńıho programováńı

MCDaRχ(AD(w)) = min
u,y,z

L
∑

l=1

χ(αl)

(

yl + 1
(1−αl)N

N
∑

k=1

S
∑

s=1

pszlsk

)

s.t. zlsk ≥ usk − yl,

usk ≥ us(k−1) − r
(p)
sk , us0 = 0,

zlsk ≥ 0, usk ≥ 0,

l = 1, . . . , L, s = 1, . . . , S, k = 1, . . . , N.

V daľśım budeme cht́ıt drawdown mı́ru CDaRα pro jeden scénář výnos̊u
použ́ıt k optimalizaci portfolia. Úlohu budeme formulovat následovně: naš́ım
ćılem bude minimalizovat riziko vyjádřené drawdown mı́rou za podmı́nky,
že náš výnos bude alespoň roven dané konstantě µ. Tedy

min
x∈X

CDaRα (AD (w (x)))

s.t. 1
N
wN(x) ≥ µ,

(4.2)

kde X je množina omezeńı pro váhy x. Důvod, proč je levá strana podmı́nky
přenásobena konstantou 1

N
je, aby tato podmı́nka odpov́ıdala podmı́nce

v úloze 4.4 – ozřejmı́me ńıže.
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Budeme předpokládat, že váhy jsou konstantńı na celém časovém in-
tervalu [0, T ], tedy x(tk) = x ∀tk ∈ {1, . . . , N}, kde x je vektor konstant,
x ∈ X .

Věta 4.4 (Optimalizace portfolia pomoćı drawdown mı́ry). Problém 4.2 lze
za předpoklad̊u d̊usledku 4.2 formulovat jako úlohu lineárńıho programováńı

min
x∈X ,u,y,z

y + 1
(1−α)N

N
∑

k=1

zk

s.t. 1
N

N
∑

k=1

r
(p)
k (x) ≥ µ,

zk ≥ uk − y, zk ≥ 0,

uk ≥ uk−1 − r
(p)
k (x), u0 = 0,

uk ≥ 0, k = 1, . . . , N.

(4.3)

4.2 Model založený na CVaR

Analogicky k CDaR, lze i výpočet CVaR zformulovat jako úlohu linárńıho
programováńı. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou odvozeny v [9]. Základńı předpoklady
jsou stejné, jako v kapitole 3.

Věta 4.5 (Minimalizačńı formule pro CVaR). Necht’ g(x, r) je ztráta port-
folia a α ∈ (0, 1). CVaRα(x) lze vypoč́ıtat vyřešeńım úlohy

CVaRα(x) = min
y

y + 1
1−α

E
[

[g(x, r) − y]+
]

vedoućı k jediné optimálńı hodnotě y∗ = VaRα(x) nebo k uzavřenému inter-
valu optimálńıch hodnot y∗ ∈ [VaRα(x),VaR+

α (x)].

Nyńı předchoźı tvrzeńı zformulujeme pro konkrétńı př́ıpad - konečný
počet scénář̊u výnos̊u.

Důsledek 4.6. Necht’ náhodný vektor výnos̊u r má diskrétńı rozděleńı
soustředěné v konečně mnoha bodech rs, s = 1, . . . , S, s pravděpodobnostmi
ps, s = 1, . . . , S. Necht’ r

(p)
s = rT

s x. Pak lze lze CVaRα(x) vypoč́ıtat vyřešeńım
úlohy

CVaRα(x) = min
y

y + 1
1−α

S
∑

s=1

ps

[

−r
(p)
s − y

]+

.
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Nyńı bychom chtěli formulovat optimalizačńı úlohu tak, aby byla snadno
srovnatelná s úlohou 4.4, tedy abychom ji mohli aplikovat stejným zp̊usobem
na stejná data a se stejným omezeńım. Proto za jednotlivé scénáře bu-
deme brát to, co v modelu s drawdown mı́rou považujeme za pozorováńı
v jednotlivých okamžićıch jednoho scénáře. Budeme mı́t proto N scénář̊u
(a abychom sjednotili značeńı, budou indexovány ṕısmenem k), z nichž
každý bude mı́t pravděpodobnost pk = 1

N
. Budeme cht́ıt minimalizovat ri-

ziko vyjádřené pomoćı CVaR za podmı́nky, že náš výnos (v tomto př́ıpadě
středńı hodnota výnos̊u při jednotlivých scénář́ıch) bude alespoň roven dané
konstantě µ. Tato podmı́nka je ekvivalentńı podmı́nce v úloze 4.4, nebot’

wN(x) =
∑N

k=1 r
(p)
k (x). Úlohu tedy zaṕı̌seme jako

min
x∈X

CVaRα(x)

s.t. 1
N

N
∑

k=1

r
(p)
k (x) ≥ µ,

(4.4)

kde X je množina omezeńı pro váhy x.

Věta 4.7 (Optimalizace portfolia pomoćı CVaR). [7] Necht’ náhodný vektor
výnos̊u r má diskrétńı rozděleńı soustředěné v konečně mnoha bodech rk,
k = 1, . . . , N , s pravděpodobnostmi pk = 1

N
, k = 1, . . . , N . Necht’ r

(p)
k = rT

k x.
Problém 4.4 lze potom formulovat jako úlohu lineárńıho programováńı

min
x∈X ,y,z

y + 1
(1−α)N

N
∑

k=1

zk

s.t. 1
N

N
∑

k=1

r
(p)
k (x) ≥ µ,

zk ≥ −r
(p)
k − y, zk ≥ 0, k = 1, . . . , N.

(4.5)
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Kapitola 5

Empirická aplikace

V této kapitole vyřeš́ıme představené optimalizačńı úlohy 4.3 a 4.5 pro
reálný historický scénář výnos̊u, konkrétně pro data z Burzy cenných paṕır̊u
Praha. Zájemce o daľśı aplikace drawdown měr na historická data odkazu-
jeme zejména na práce [3], [4], [5] a [11].

5.1 Formulace úlohy

S pomoćı CDaR a CVaR budeme hledat optimálńı portfolio akcíı obcho-
dovaných na Pražské burze cenných paṕır̊u, z nichž se ke dni 28. 2. 2007
skládalo portfolio Pražské burzy – index PX. Konkrétně se jedná o tituly
CETV, ČEZ, Erste Bank, Komerčńı banka, Orco, Phillip Morris ČR, Te-
lefónica O2 C.R., Unipetrol a Zentiva. Využijeme k tomu údaje o týdenńıch
výnosech za obdob́ı od 1. 9. 2005 do 28. 2. 007.

Tato data byla p̊uvodně použita v práci [10], kde bylo také představeno,
jak se k nim došlo:

”
Výnosy byly spočteny z uzav́ıraćıch akciových kurz̊u

na konci každého obchodovaćıho týdne od 1. 9. 2005 do 28. 2. 2007, s od-
pov́ıdaj́ıćım dividendovým výnosem. Označ́ıme-li K(tk) kurz dané akcie na
konci k-tého týdne, D dividendu vyplacenou v l-tém týdnu (uvažujeme-li
obdob́ı od 1. 9. 2005 do 28. 2. 2007, ve kterém byly dividendy vypláceny
pouze jednou), pak týdenńı výnos dané akcie je dán vzorcem

r(tk) =
K(tk) −K(tk−1) + D

52
I{k≤l}

K(tk−1)
,

kde I je indikátorová funkce. Týdenńı data od 1. 9. 2005 do 28. 2. 2007 dávaj́ı
86 pozorováńı pro každou akcii.“ Tato data může čtenář nalézt v př́ıloze A.
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Dále poč́ıtáme s t́ım, že bezriziková úroková mı́ra je 4% p.a., tedy týdenńı
výnos bezrizikového aktiva je r0 ≈ 0, 0769%. Dále jsme si spočetli, že pr̊uměrný
týdenńı výnos indexu PX za toto obdob́ı byl přibližně 0,5274%.

Obrázek 5.1: Grafy výnos̊u akcíı

Naš́ım úkolem tedy bude naj́ıt portfolio složené z výše zmı́něných titul̊u,
které bude při daném minimálńım očekávaném týdenńım výnosu nejméně
rizikové. Riziko přitom budeme měřit pomoćı měr CDaR a CVaR na hla-
dině 0,95. Prodeje na krátko nebudou povoleny. Ukážeme, jak se výsledky
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změńı, pokud neumožńıme vkládat prostředky do bezrizikového aktiva. Za
minimálńı očekávaný týdenńı výnos vezmeme týdenńı výnos indexu PX
(0,5274%) a dále 0,25%, 0,75% a 1,0% a také výnos bezrizikového aktiva,
pokud do něj neumožńıme vkládat prostředky. Úlohu řeš́ıme v programu
GAMS.

5.2 Výsledky s bezrizikovým aktivem

V tabulce 5.1 je vidět, jakých výsled̊u jsme dosáhli za předpokladu, že lze
vkládat prostředky do bezrizikového aktiva. V prvńım řádku tabulky vid́ıme
použitou mı́ru rizika, ve druhém požadovaný očekávaný výnos, následuje
rozložeńı (váhy) portfolia a v posledńım řádku je pak hodnota rizika měřená
pomoćı dané mı́ry.

CDaR0,95 CVaR0,95

pož.výnos 0,25% PX 0,75% 1,0% 0,25% PX 0,75% 1,0%

CETV - - - - - - - -

CEZ 4,9% 9,2% 12,7% 16,6% 4,3% 11,1% 16,6% 22,7%
ERSTE - - - - - - - -

KB - - - - - - - -

ORCO 12,1% 34,1% 51,7% 71,5% 12,6% 32,7% 48,9% 67,0%
TABAK - - - - - - - -

TELEFON. - - - - - - - -
UNIPET. - - - - - - - -

ZENTIVA - - - - - - - -

bezrizikové 83,0% 56,7% 35,6% 11,9% 83,2% 56,2% 34,5% 10,2%

riziko 0,032 0,092 0,141 0,195 0,011 0,030 0,045 0,062

Tabulka 5.1: Optimalizace s bezrizikovým aktivem

Z tabulky vid́ıme, že portfolia kromě bezrizikového aktiva budou obsa-
hovat pouze tituly CEZ a ORCO a to jak při použit́ı mı́ry CDaR0,95, tak
při použit́ı mı́ry CVaR0,95. Portfolia jsou si velmi podobná, rozd́ıl je pouze
v tom, že při každém pevném požadovaném výnosu bude při použit́ı mı́ry
CDaR0,95 titul CEZ v portfoliu zastoupen v poměru o několik procentńıch
bod̊u menš́ım než při použit́ı CVaR0,95, a to z větš́ı části na úkor titulu
ORCO.
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5.3 Výsledky bez bezrizikového aktiva

Pokud nepovoĺıme nákup bezrizikového aktiva (viz tabulka 5.2), portfolia už
budou rozmanitěǰśı, než v předchoźıch př́ıpadech. Pro vysoké výnosy opět
budeme nakupovat předevš́ım tituly CEZ a ORCO. Pokud se spokoj́ıme s
nižš́ım výnosem, ale budeme požadovat menš́ı úroveň rizika, budeme naku-
povat zejména titul TELEFONICA. Zat́ımco za použit́ı mı́ry rizika CDaR0,95

bychom jako konzervativńı investor preferovali dále KB a CETV, za použit́ı
mı́ry rizika CVaR0,95 to budou předevš́ım ERSTE, TABAK a CETV.

CDaR0,95 CVaR0,95

pož.výnos b.r. 0,25% PX 0,75% 1,0% b.r. 0,25% PX 0,75% 1,0%

CETV 14,5% 14,5% - - - 3,0% - 4,3% 7,1% -

CEZ - - - 8,3% 15,1% - - 14,0% 13,7% 35,3%
ERSTE - - - - - 40,9% 30,0% 13,5% - -

KB 33,5% 33,5% 8,8% - - - - - - -

ORCO - - 16,5% 39,2% 67,3% 3,5% 5,7% 24,2% 39,2% 55,0%
TABAK - - - - - 27,6% 25,7% 17,2% 4,7% -

TELEFON. 51,9% 51,9% 74,7% 52,6% 17,6% 25,0% 27,5% 26,7% 35,4% 9,7%
UNIPET. - - - - - - - - - -

ZENTIVA - - - - - - 11,1% - - -

riziko 0,124 0,124 0,128 0,158 0,201 0,049 0,049 0,053 0,057 0,065

Tabulka 5.2: Optimalizace bez bezrizikového aktiva

Za neatraktivńı tituly (tj. tituly, které jsou v optimálńıch portfolíıch
obsaženy jen velmi okrajově nebo v̊ubec) považuje mı́ra CDaR0,95 tituly
ERSTE, TABAK, UNIPETROL a ZENTIVA, zat́ımco CVaR0,95 pouze ti-
tuly UNIPETROL a KB. Z tabulky je ale vidět, že zat́ımco v portfolíıch
sestaveném za pomoci CDaR0,95 jsou pro naše data a dané požadované
výnosy vždy nejvýše (dokonce právě) tři tituly, v těch sestavených za pomoci
CVaR0,95 je to až šest titul̊u. Z toho je vidět, že CVaR0,95 nám dává v́ıce
diverzifikovaná portfolia, než CDaR0,95. Vzhledem k tomu, že CVaR poč́ıtá
pouze pr̊uměr nejhorš́ıch ztrát z jednotlivých týdn̊u a CDaR

”
má pamět’“,

tj. poč́ıtá pr̊uměr největš́ıch propad̊u v rámci celého obdob́ı, lze tento fakt
interpretovat tak, že CDaR0,95 do portfolia zařadil pouze ty tituly, které
neměly dlouhodobě klesaj́ıćı trend, zat́ımco CVaR0,95 zařadil i takové, které
mohly i dlouhodoběji (několik týdn̊u za sebou) klesat (tj. mı́t velké draw-
downy), ale pr̊uměr jednotlivých nejhorš́ıch týdenńıch propad̊u nebyl velký
(srovnej obrázek 5.1).
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Obrázek 5.2: Grafy výnos̊u portfolíı

Naměřené riziko je vždy větš́ı (a to dokonce výrazně) pro mı́ru CDaR0,95.
To opět souviśı s konstrukćı těchto měr – s t́ım že CDaR je mı́ra dynamická,

”
s pamět́ı“, a poč́ıtá propady v rámci celého obdob́ı. Když se pod́ıváme na

vstupńı data pro naše úlohy, viz př́ıloha A, vid́ıme, že CDaR mı́ra v tomto
př́ıpadě umožňuje lépe se vyhnout dlouhodobému riziku: jediným titulem,
který měl za celé obdob́ı od 1.9.2005 do 28.2.2007 záporný pr̊uměr týdenńıch
výnos̊u, byl titul TABAK, který se v portfolíıch vzniklých optimalizaćı po-
moćı CDaR v̊ubec nevyskytl, zat́ımco v některých vzniklých optimalizaćı
pomoćı CVaR ano.

Pro zaj́ımavost uvád́ıme i graf částečných součt̊u výnos̊u optimálńıch
portfolíı s požadovanými očekávanými výnosy rovnými alespoň výnosu
PX a alespoň 0,75% (obrázek 5.2). Předevš́ım na optimálńıch portfolíıch
s očekávanými výnosy rovnými výnosu PX si je možné všimnout, že portfo-
lio optimalizované pomoćı CDaR0,95 má skutečně menš́ı drawdowny, ale to za
cenu toho, že po většinu času jsou částečné součty výnos̊u menš́ı. Srovnáme-
li tato dvě portfolia s portfoliem odpov́ıdaj́ıćım indexu PX, lze si všimnout,
že index PX má po většinu času vyšš́ı částečné součty výnos̊u, než každé
z těchto dvou portfolíı.
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5.4 Eficientńı hranice

Nyńı prostudujeme eficientńı hranice, tedy křivky znázorňuj́ıćı očekávaný
výnos optimálńıho (vzhledem k nějaké mı́̌re rizika) portfolia v závislosti na
riziku. Budeme pracovat se stejnými daty i mı́rami rizika jako v předchoźı
části. Nejprve se pod́ıváme na eficientńı hranice v př́ıpadě, že povoĺıme nákup
bezrizikového aktiva. Jak je vidět z graf̊u (obrázek 5.3), eficientńı hranice pro

Obrázek 5.3: Eficientńı hranice (portfolia s bezrizikovým aktivem)

28



CDaR0,95 i CVaR0,95 jsou téměř lineárńı, pouze těsně u hranice maximálńıho
možného dosažitelného očekáváného výnosu (v oblasti, kde už v portfolíıch
neńı obsaženo bezrizikové aktivum) se r̊ust mı́rně zpomaluje. Maximálńı
dosažitelný očekávaný výnos je přitom zhruba 1,1816% a je ho dosaženo,
pokud se portfolio bude skládat pouze z titulu ORCO.

Ve spodńıch grafech vid́ıme srovnáńı eficientńıch hranic. Toto srovnáńı
bylo vytvořeno tak, že jsme vzali portfolia patř́ıćı do obou eficientńıch hra-
nic, a k nim spočetli velikost rizika pomoćı jedné dané mı́ry. Jak je vidět,
eficientńı hranice jsou si velmi podobné, pouze na levém grafu je vidět, že
portfolia z CVaR0,95-eficientńı hranice maj́ı při daném CDaR0,95 o něco málo
menš́ı výnos (rozd́ıl je ale nejvýše v setinách procentńıch bod̊u).

V př́ıpadě, že nákup bezrizikového aktiva nepovoĺıme, bude situace
zaj́ımavěǰśı (viz obrázek 5.4). Eficientńı hranice budou konkávńı křivky (viz
[4]). Eficientńı hranice pro CDaR0,95 roste v oblasti, kde dosahuje hodnot
mezi 0,6% a 1,05%, přibližně lineárně.

Daľśı věćı, které si zde můžeme všimnout, je, že snižováńım požadovaného
výnosu pod cca 0,4% už nezmenš́ıme CDaR0,95 optimálńıho portfolia, zat́ımco
u CVaR0,95 je tato hranice až někde u 0,2%. Lze zjistit, že úlohy v těchto
bodech dosahuj́ı svého globálńıho minima a ani odstraněńım požadavku na
očekávaný výnos už nelze riziko zmenšit.

To nejzaj́ımavěǰśı ale vid́ıme ve spodńıch grafech, které srovnávaj́ı efi-
cientńı hranice. Pokud očekávaný výnos přesahuje 0,8%, jsou si eficientńı
hranice podobné (to je zp̊usobeno i podobným složeńım jejich portfolíı,
v nichž jsou v r̊uzných poměrech obsaženy předevš́ım dva nejvýnosněǰśı ti-
tuly: ORCO a CEZ), nicméně při nižš́ıch očekávaných výnosech je vidět
velmi zaj́ımavý jev – portfolia, která jsou eficientńı v̊uči CVaR0,95, maj́ı
velmi vysoké riziko měřené pomoćı CDaR0,95 a naopak, obě mı́ry rizika zde
tedy

”
jdou proti sobě“.

Např́ıklad portfolia eficientńı vzhledem k CVaR0,95 s výnosnost́ı okolo
0,4% maj́ı CDaR0,95 roven zhruba 0,20 (tedy stejně jako portfolia s mnohem
vyšš́ı výnosnost́ı okolo 0,95%), ale portfolia eficientńı vzhledem k CVaR0,95

s výnosnost́ı okolo 0,8% maj́ı CDaR0,95 zhruba pouhých 0,17.
Podobně při srovnáńı eficientńıch hranic vzhledem k CVaR0,95 vid́ıme,

že CDaR0,95-eficientńı portfolia s výnosnostmi zhruba 0,4% maj́ı CVaR0,95

zhruba 0,067 (tj. stejně jako portfolio s výnosnost́ı cca 1,0%), ale CDaR0,95-
eficientńı portfolio s výnosnost́ı 0,8% má CVaR0,95 jen cca 0,059.

To může být zp̊usobeno t́ım, co již bylo zmı́něno výše – tituly které
neměly dlouhodoběǰśı klesaj́ıćı trendy (a t́ım byly atraktivńı pro drawdown
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mı́ru), mohly mı́t velké jednorázové týdenńı propady, naopak tituly s dlou-
hodoběǰśımi klesaj́ıćımi tendencemi nemusely mı́t velké mezitýdenńı pro-
pady (a tak z̊ustat atraktivńı pro CVaR0,95).Ostatně, jak je vidět z tabulky
5.2, portfolia s malými požadovanými očekávanými výnosy sestavená po-
moćı CDaR0,95 a CVaR0,95 se od sebe svým složeńım vzájemně skutečně lǐśı
(shoduj́ı se pouze v 28% svého složeńı pro požadovaný výnos rovný aspoň
bezrizikovému, v 27,5% pro požadovaný výnos rovný aspoň 0,25% a v 43,2%

Obrázek 5.4: Eficientńı hranice (portfolia bez bezrizikového aktiva)
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pro požadovaný výnos rovný aspoň výnosu indexu PX).
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Kapitola 6

Závěr

V této práci jsme se zabývali drawdown mı́rami rizika. Po definici pojmů
mı́ra rizika a koherentńı mı́ra rizika jsme zavedli maximálńı, pr̊uměrný a
podmı́něný drawdown (CDaR), který je koherentńı mı́rou rizika. Představili
jsme také alternativńı mı́ry VaR a CVaR. Ukázali jsme zp̊usob výpočtu
těchto měr jako řešeńı úlohy lineárńıho programováńı. Formulovali jsme
úlohu optimalizace portfolia jako úlohu v́ıcekriteriálńı optimalizace s maxi-
malizaćı zisku a minimalizaćı rizika měřeného pomoćı CDaR a CVaR. V obou
př́ıpadech se opět jedná o úlohu lineárńıho programováńı.

Tuto úlohu jsme vyřešili pro konkrétńı historická data z Pražské burzy
cenných paṕır̊u. Hledali jsme portfolio, které bude při daném požadovaném
očekávaném výnosu nejméně rizikové. Riziko jsme přitom měřili pomoćı
CDaR0,95 a CVaR0,95. Našli jsme složeńı optimálńıch (eficientńıch) portfolíı
při několika daných hodnotách požadovaných výnos̊u a analyzovali jsme efi-
cientńı hranice. Zjistili jsme, že ve složeńı portfolíı optimalizovaných pomoćı
CDaR a CVaR jsou značné rozd́ıly, a že portfolia, která jsou CVaR-eficientńı,
maj́ı vysoký CDaR a naopak. Tento rozd́ıl jsme přičetli na vrub tomu, že
CDaR přikladá větš́ı d̊uraz dlouhodobým propad̊um, než CVaR.

Pokud bychom měli k dispozici jiná data, v nichž by byly tituly s jinou
charakteristikou, mohli bychom dosáhnout odlǐsných výsledk̊u. Problema-
tika by si jistě zasloužila širš́ı prostudováńı – např́ıklad aplikace na jiné typy
aktiv a na deľśı časový horizont. Numerické studie, v nichž je podmı́něný
drawdown použit k optimalizaci portfolia, lze nalézt např́ıklad v praćıch [3]
a [4]. V práci [5] jsou potom srovnávány CDaR a CVaR v úloze optimalizace
portfolia hedge fond̊u, které jsou rizikověǰśı než aktiva, s nimiž jsme praco-
vali my. V práci [11] je CDaR použ́ıván pro změnu v aplikaci na švédskou
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burzu v obdob́ı před a během současné ekonomické krize.
V současné době se v praxi použ́ıvá v́ıce CVaR než drawdown mı́ry i

z toho d̊uvodu, že byl představen dř́ıve a vycháźı ze zavedného Value at
Risk.
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Př́ıloha A

Data z BCPP

Následuj́ıćı tabulka obsahuje data popisovaná a použ́ıvaná v kapitole 5.
V prvńım sloupci se nacháźı č́ıslo týdne v obdob́ı od 1. 9. 2005 do 28. 2.
2007, v daľśıch sloupćıch potom týdenńı výnosy jednotlivých titul̊u za daný
týden.

týdenCETV CEZ ERSTE KB ORCO TABAKTELEF. UNIP. ZENT. PX

1 1,90% 2,76% -1,01% -0,42% 2,24% 5,04% 0,91% 1,42% -0,12% 0,83%
2 -3,80% 3,57% 1,23% -0,26% -1,02% 5,44% -0,44% 6,83% -1,05% 1,08%

3 -0,76% 2,95% 1,30% 1,59% -0,11% -4,01% 0,45% -0,72% -0,67% 1,08%
4 1,44% 1,19% 0,73% 4,34% 0,67% 2,64% -0,70% 2,32% 3,72% 1,38%

5 0,42% 0,21% 4,25% -0,43% 1,64% 4,28% 0,10% 1,43% -5,90% 0,98%

6 0,58% 4,62% -0,20% 0,09% -3,01% 0,23% 0,08% 3,93% 2,56% 1,27%
7 0,66% -0,13% -1,11% -0,04% 2,17% 0,41% 0,39% 11,09% 3,80% 0,57%

8 5,34% 7,15% 0,94% -1,04% 2,26% -3,78% -0,16% 7,11% 2,00% 2,39%

9 -0,47% 15,43% 3,41% 6,00% 0,78% -1,92% 0,21% 4,12% 0,18% 5,31%
10 2,51% -3,35% 1,33% 2,06% 1,59% 1,56% 0,08% 1,63% 0,18% 0,20%

11 -3,90% 6,38% -2,21% 5,08% 11,49% -0,49% 1,42% 19,41% 19,55% 3,78%
12 0,72% 0,59% -4,47% -1,15% 0,86% 2,74% 0,01% -1,43% 0,55% -1,02%

13 1,66% 5,69% 0,56% -1,00% 1,63% -1,82% 6,94% -1,40% 0,46% 2,62%

14 -7,38% -7,54% -2,81% -5,53% -1,03% -2,16% 2,33% -4,23% -3,63% -3,63%
15 1,26% -6,43% -4,31% -8,46% -5,16% -1,88% -1,56% -13,50% -7,36% -5,04%

16 -1,57% -4,93% -0,06% 0,09% -2,90% -4,93% -0,68% 14,55% -0,28% -0,88%

17 -4,46% 4,36% 2,66% 8,89% -0,04% -1,59% 2,90% 3,36% 5,61% 3,51%
18 6,34% 7,59% 3,72% 4,99% 5,16% 1,96% 0,71% 3,76% 5,50% 4,47%

19 0,66% -1,23% 2,12% -3,10% 3,20% -2,78% -1,91% -2,27% -3,48% -0,74%
20 4,94% -0,18% -2,33% -0,39% 1,74% 1,61% -0,19% -0,29% 0,48% -0,29%

21 2,20% 1,41% 1,58% -0,24% -1,66% 1,00% 0,95% 0,04% 1,13% 1,01%

22 3,84% 1,59% 2,93% 2,95% -1,39% -0,08% 0,52% -3,08% -0,72% 1,61%
23 5,32% 0,56% -3,70% -0,01% 6,80% 1,00% 2,42% -1,05% 2,69% 0,31%

24 -1,26% 4,28% 0,95% -0,21% -0,87% -0,09% 0,54% 0,44% -0,07% 1,17%

36



týdenCETV CEZ ERSTE KB ORCO TABAKTELEF. UNIP. ZENT. PX

25 -0,43% 0,34% 3,39% -0,24% 1,04% 1,74% 2,30% 1,89% 0,83% 1,46%

26 0,57% 1,46% 1,65% 0,08% 1,48% 4,38% 0,55% 0,09% 1,26% 1,08%
27 -0,14% 3,49% -0,42% 5,28% 10,25% 0,20% 2,68% 4,09% 2,66% 2,52%

28 0,36% 0,90% -3,49% -1,08% 9,75% 0,75% -1,35% 13,14% -0,58% -0,16%

29 -1,20% 3,58% 0,63% 0,41% -0,12% -0,13% 1,71% 1,21% 2,26% 1,41%
30 -4,87% 0,98% -1,71% -1,68% -1,17% -1,06% -1,51% 8,01% 0,18% -0,71%

31 6,78% 2,10% 2,02% -3,64% 2,61% 1,36% -1,20% -2,04% -1,59% 0,60%
32 -0,99% -3,78% 4,76% 0,47% 2,64% -1,14% -0,52% -0,14% -0,07% 0,26%

33 0,64% 4,10% 2,89% 0,47% -0,03% 2,08% 1,29% 0,68% -0,50% 2,01%

34 1,06% 3,14% 1,49% 2,17% 3,45% -2,45% 3,74% -3,46% 0,53% 2,04%
35 6,38% -1,96% -2,53% -1,33% 5,89% -1,40% -0,93% -1,62% 4,90% -0,70%

36 3,62% -3,51% -4,08% -3,54% -4,04% -3,78% -3,38% -2,93% -1,54% -3,07%

37 4,90% 2,43% 1,94% -0,43% 3,33% 4,76% 0,26% 3,68% 5,66% 1,96%
38 3,52% 2,60% -2,29% -0,95% -0,06% -7,21% 0,24% -1,53% 2,69% 0,07%

39 -5,50% -2,40% 2,76% 1,38% 1,48% -2,55% -3,15% -1,01% -2,74% -0,79%
40 -1,73% 2,67% 0,89% 5,05% -0,34% 4,16% 0,41% 1,31% 0,41% 1,65%

41 -2,71% -2,92% -0,91% -1,25% 3,31% -10,75% -1,16% -4,13% -3,28% -1,92%

42 -2,59% 3,28% 3,34% 1,79% 11,13% -0,26% 2,25% 2,10% -0,23% 2,45%
43 -2,66% -8,26% -3,95% 3,70% 1,82% -5,30% -1,98% -4,30% -4,86% -3,32%

44 4,17% 2,39% 1,69% 0,16% -0,48% 0,72% 1,91% -5,26% 2,49% 1,48%

45 -1,05% -1,01% 0,88% 0,58% -0,69% -10,24% 0,41% 3,81% 1,85% 0,10%
46 -7,63% -3,27% -5,93% -5,51% -10,84% -8,13% -6,44% -5,81% -3,50% -5,54%

47 -3,23% -2,26% -3,61% -6,46% -0,23% 2,44% 1,86% -9,32% -4,40% -2,75%
48 -1,04% -3,70% 1,56% 2,05% -3,20% 5,42% -4,26% -6,71% -2,20% -1,39%

49 -7,72%-13,14% -9,00% -12,90% -7,35% -1,58% -5,35% -14,24%-11,28%-9,86%

50 6,34% 5,77% -0,85% 12,86% -6,62% -0,33% 3,83% 4,31% -4,94% 3,75%
51 3,82% -0,26% 3,41% -1,86% 4,20% -5,77% 1,08% 2,63% 3,39% 1,23%

52 2,58% 15,15% 4,53% 4,62% 6,99% 5,26% 5,98% 6,00% 11,19% 7,55%

53 -0,72% -3,42% 0,08% -2,58% 3,98% -2,93% -0,45% 1,76% -1,03% -1,16%
54 -7,15% -1,09% -2,92% -6,32% -6,48% -2,93% -4,59% -5,23% -4,07% -3,83%

55 -6,15% 5,89% -1,46% 6,25% -0,43% 4,09% 4,03% 2,00% 4,14% 2,56%
56 10,28% 7,76% 6,92% 2,34% 6,14% 0,17% 2,93% 4,58% 8,33% 5,74%

57 -3,16% 0,12% -1,46% 2,26% -2,57% 1,21% 0,37% -1,17% -0,79% -0,29%

58 -0,16% -2,29% 0,16% 1,00% -1,17% -6,06% -5,27% 0,69% -2,47% -1,57%
59 -1,87% 2,26% 2,03% 0,51% 3,81% -4,63% 2,48% 2,60% 3,25% 1,70%

60 1,74% -0,24% -0,84% -0,06% 1,43% -8,81% 1,25% -1,68% 0,70% -0,12%

61 6,07% 0,59% 3,24% -0,77% 8,04% -6,32% 3,06% -0,97% 2,78% 1,95%
62 0,29% 1,25% -0,67% 2,73% -2,01% 0,01% 2,38% -0,05% 5,92% 1,19%

63 9,74% -1,85% 1,28% -0,09% 2,39% 2,18% -0,97% -3,47% 3,27% 0,45%
64 0,27% -7,23% -2,23% -5,82% 3,52% -0,31% -10,88% -5,83% 0,15% -5,12%

65 0,86% 4,25% 6,76% 2,70% 0,32% 3,18% 0,98% 6,44% 0,39% 3,60%

66 -0,92% -0,51% -0,85% -0,60% 2,14% 3,90% -1,02% 0,05% -1,31% -0,57%
67 2,73% 4,39% 5,03% 4,26% 0,84% 8,02% 1,62% 2,14% 3,43% 3,74%

68 7,84% 2,35% 1,98% 0,23% 0,38% -0,26% -0,36% 0,90% -2,11% 1,42%

69 -0,12% 4,78% 2,75% -0,23% -4,11% 7,09% 4,67% 0,15% -3,92% 2,41%
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týdenCETV CEZ ERSTE KB ORCO TABAKTELEF. UNIP. ZENT. PX

70 -1,68% -0,80% -3,00% 0,47% -1,51% -3,86% 1,83% 2,27% 2,08% -0,54%

71 -3,49% 2,53% 1,55% -3,83% 1,86% 3,24% -2,63% 0,48% -2,98% -0,30%
72 3,80% 2,53% 2,38% -1,36% -0,90% -1,28% 1,83% 0,24% 0,40% 1,51%

73 -3,36% 0,51% -2,01% -1,81% -7,02% -7,09% -0,58% 4,78% -4,11% -1,29%

74 -1,45% 3,02% 4,42% -2,24% 2,45% 1,49% 2,51% 2,83% 4,70% 2,27%
75 -0,64% 3,83% 1,39% 1,59% 7,11% 4,51% -0,04% -0,31% 1,68% 1,75%

76 -1,74% 2,10% 0,25% -0,50% 0,35% -0,74% 0,44% 3,65% -0,16% 0,58%
77 -4,66% -6,17% -1,06% -2,68% -3,75% -5,01% -1,63% -2,58% -3,71% -3,13%

78 0,76% 1,50% 0,63% 0,45% 1,21% 1,06% 1,04% 3,31% 4,02% 1,20%

79 3,56% -2,44% 2,87% 1,87% 5,48% 9,00% -0,48% -0,55% -1,66% 0,80%
80 6,27% -3,90% -0,85% 2,88% 2,48% -3,55% 3,08% 0,99% 1,84% 0,42%

81 9,76% -0,12% -0,73% -0,58% 5,64% -1,08% 3,85% -1,10% 0,24% 1,14%

82 4,47% 4,28% 2,10% -0,50% 4,93% -3,71% 4,26% 1,85% -0,47% 2,59%
83 4,39% -0,42% 3,38% -0,16% 1,91% 5,12% 1,57% 0,55% 3,79% 1,65%

84 -3,17% -0,51% -2,92% 9,01% -0,18% -2,63% -1,23% 2,60% -2,21% -0,04%
85 -0,75% -0,69% 0,66% 1,00% 8,43% -0,01% 3,37% -0,61% 1,94% 1,03%

86 -0,81% -1,07% -1,67% 3,77% -2,31% 1,04% 3,06% 0,62% -2,44% 0,26%
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Př́ıloha B

Zdrojový kód

Tato př́ıloha obsahuje zdrojové kódy v GAMSu úloh řešených v kapitole 5.
Jelikož jednotlivé konkrétńı úlohy optimalizace pomoćı CDaR, resp. CVaR
se lǐsily pouze v hodnotách parametru Mu a v tom, jestli množina Akcie

obsahovala prvek NORISK, uvád́ıme pouze zdrojový kód pro jednu konkrétńı
úlohu optimalizace pomoćı CDaR, resp. CVaR. Kompletńı zdrojové kódy
lze nalézt na přiloženém CD.

Zdrojový kód optimalizace pomoćı CDaR:

$Title Optimalizace portfolia pomoci CDAR

Set I Akcie /CETV,CEZ,ERSTE,KB,ORCO,TABAK,TELE,UNI,ZENT,NORISK/

T Tydny /T1*T86/

Table R(T,I) Vynosy akcie I v case T

(Následuje tabulka, kterou pro př́ılǐsnou rozsáhlost vynecháváme. Viz př́ıloha
A.)

Parameter Mu Pozadovany vynos /0.0075/

Alpha Hladina /0.95/;

Positive Variables Z(T) Pomocne promenne Z

U(T) Pomocne promenne U;

Variable Y Pomocna promenna Y;

Positive Variables X(I) Vahy portfolia;
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Variable Risk Hodnota ucelove fce;

Equations Cdar Ucelova funkce tj riziko

Omezeni Omezeni pozadovanym vynosem

Omz(T) Omezeni na Z

Omu(T) Omezeni na U

Xsum Suma X je rovna jedne;

Cdar.. Risk =E= Y+(1/((1-Alpha)*86))*Sum(T,Z(T));

Omezeni.. (1/86)*Sum(T,Sum(I,R(T,I)*X(I))) =G= Mu;

Omz(T).. Z(T) =G= U(T)-Y;

Omu(T).. U(T) =G= U(T-1)-Sum(I,R(T,I)*X(I));

Xsum.. Sum(I,X(I)) =E= 1;

Model Optim /Cdar,Omezeni,Omz,Omu,Xsum/;

Solve Optim Minimizing Risk Using LP;

Zdrojový kód optimalizace pomoćı CVaR:

$Title Optimalizace portfolia pomoci CVAR

Set I Akcie /CETV,CEZ,ERSTE,KB,ORCO,TABAK,TELE,UNI,ZENT,NORISK/

T Tydny /T1*T86/

Table R(T,I) Vynosy akcie I v case T

(Následuje tabulka, kterou pro př́ılǐsnou rozsáhlost vynecháváme. Viz př́ıloha
A.)

Parameter Mu Pozadovany vynos /0.0075/

Alpha Hladina /0.95/;

Positive Variables Z(T) Pomocne promenne Z;

Variable Y Pomocna promenna Y;

Positive Variables X(I) Vahy portfolia;

Variable Risk Hodnota ucelove fce;

Equations Cvar Ucelova funkce tj riziko
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Omezeni Omezeni pozadovanym vynosem

Omz(T) Omezeni na Z

Xsum Suma X je rovna jedne;

Cvar.. Risk =E= Y+(1/((1-Alpha)*86))*Sum(T,Z(T));

Omezeni.. (1/86)*Sum(T,Sum(I,R(T,I)*X(I))) =G= Mu;

Omz(T).. Z(T) =G= -Sum(I,R(T,I)*X(I))-Y;

Xsum.. Sum(I,X(I)) =E= 1;

Model Optim /Cvar,Omezeni,Omz,Xsum/;

Solve Optim Minimizing Risk Using LP;
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