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Kapitola 1
Uvod

Historie konvolucnich kodi se zacala psat v roce 1955, kdy je P. Elias poprvé
popsal ve své praci Coding for noisy channels [2]. Ctyfi roky nato jej nasle-
doval D. W. Hagelbarger, jenz konvolu¢nim kédtm fikal rekurentni a popsal
je ve svém prispévku Recurrent Codes: Easily mechanized, burst-correcting
binary codes [3]. V pribéhu Sedesétych let pak byla teorie konvolué¢nich kéda
néjsi — Viterbitiv algoritmus — jeho autor publikoval v roce 1967 v ¢lanku
nazvaném FError bounds for convolutional codes and an asymptotically opti-
mum decoding algorithm [10]. Kone¢né hlubsimi algebraickymi vlastnostmi
konvolucénich kédt se poprvé v prvni poloviné sedmdesatych let zabyval G.
D. Forney. V nedavné dobé se ukézalo, ze pti vhodném zkombinovéani konvo-
lu¢nich kédi s dalsimi technikami vzniknou kédy, které se svymi vlastnostmi
blizi Shannonovu odhadu na idealni informac¢ni pomér. Tzv. turbokody spat-
fily svétlo svéta v roce 1993 v ¢lanku francouzskych elektroinzenyri okolo
Claude Berroua nazvaném Near Shannon Limit Error-correcting Coding and
Decoding: Turbo-codes [1].

V této praci se pokusim na zékladé knih [4], [5], [6], [7], [8] a [9] a ¢lanki
[1], [2], [3] & [10] shrnout dosavadni vysledky badani v oblasti konvolu¢nich
kédt, abych se pak zaméril konkrétné na problém dekédovani, pouzivanych
algoritmi a jejich srovnani.

1.1 Zakladni pojmy

Tradic¢ni pristup k samoopravnym kédim veli rozdélit predavanou zpravu na
bloky stejné (obvykle velmi kratké) délky k, pak na kazdém bloku provést



kédovaci algoritmus a ziskat sekvenci n bitl. Vysledkem je kédové slovo,
které zavisi pouze na jednom konkrétnim bloku na vstupu a které se po
prenosu dekéduje opét nezavisle na ostatnich. Nastane-li pti pfenosu chyba,
umi ji blokové kody ,,opravit® jen v ramci bloku, zadné dalsi bloky na deko-
dovéani nemaji vliv. Dostavame tedy kédy s fixnimi parametry (jeden z nich
je tzv. informacni pomér — téz nazyvany nosnost — R = %1)

Naopak konvoluéni kédy na vstupu dostanou celou sekvenci bit?, pfi-
¢emz vysledné bity ziskané z urc¢itého bloku kédovacim algoritmem zavisi i
na urcitém poctu bitl z predchozich blokt. Ty tedy nejsou nezavislé jako
v prvnim pripadé, pravé naopak. Proto lze pti dekédovani opravit i velké
mnozstvi chyb, pokud nejsou v jistém smyslu ,,ptilis nahromadény* na jed-
nom misté vysilaného slova. Oznac¢ime-li & pocet vstupnich bitt, ze kterych
kodér v jednom kroku spocita n vystupnich bitl, opét dostavame informacni
pomér R = % Jak se vSak ukaze, konvoluc¢ni kody maji obycejné pri stej-
ném informacnim poméru lepsi parametry, zejména ,snesou” vice chyb pri
pfenosu.

V celé praci budeme znacit vstupni vektor

v = (vg,Vy,...) = (v(()l),v(()Q), . ,v(()k),vg),v?), o ,UYC), o),

a kédovy vektor

c=(cp,Cp,...) = (c(()l),c((f), o ,c(()n),cgl),c?), o 7c§”), o),

kde v; a c¢; jsou po fadé vstupni slovo délky k& a kédové slovo délky n v
case 1 = 0,1,.... Pro vektory j-tych bitt z kazdého vstupniho, respektive
kédového slova uzivam znaceni

v = (v(()j), vgj), ), j=1..k,

) — (C(()j), ng)

1Obecné je informacni pomér kédu nad Z, délky n s k kédovymi slovy (tedy (n,k)
kédu) definovan jako R = log
poctem slov pF.

2V celé praci budu predpokladat praci nad télesem Zo, i kdy# teoreticky se daji kon-
voluéni kédy vybudovat nad libovolnym télesem Z,. Je také mozné (a pro porovnani s
blokovymi kédy i vhodné) si celou vstupni sekvenci pfedstavit jako sled bloki.

k « o . NIV R . p
-2—, ovSem miiZzeme se omezit na linearni kédy, tj. kédy s



Kapitola 2

Obecné vlastnosti konvolucénich
kodu

Vysvétleme si nyni princip konvoluéniho kédovani na ptikladu [2, 1] kédu,
jehoz kodér je vyobrazen na obrazku 2.1. Vstupni bit se (modulo 2) secte s
bitem v prvnim a druhém registru a dé jeden vystup, v souctu s bitem ve
druhém registru pak druhy vystup. Bit ve druhém registru se ,zapomene*,
do néj se posune bit z prvniho registru a do toho se ulozi vstup. Naskyta
se otazka, jak to vypada, kdyz se do registrii nacita prvni bit a kdyz se
jiz vstupni sekvence ,vycerpala“. Ve vétsiné pripadi se predpoklada, ze na
pocatku jsou vSechny registry ve stavu 0 a na konci se vstupni sekvence
doplni nulami tak, aby po poslednim vstupu kodér ziistal v pocatecnim, tj.

Vi

V1 X VH Xz Vi-Z
c
), AL —

Obrazek 2.1: konvoluéni kodér [2, 1] kédu
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Obrazek 2.2: stavovy stroj a mfizka naseho [2,1] kédu

nulovém stavu'. Pro nas [2, 1] kéd bude vstup v doplnén m nulami, kde m
je pocet registri kodéru.

Na konvolu¢ni kodér se také da divat jako na stavovy stroj, kdy kazdou
moznou posloupnost biti ulozenych v registrech nazveme stavem — znacime
s = (s, s® ... st) — a budeme se zajimat o to, do jakych dalsich
stavli se z jednoho konkrétniho mutze kodér dostat v zavislosti na vstupu.
Pro kodér o m registrech existuje prirozené praveé 2" stavii, na obrazku 2.2
je vyobrazena takova reprezentace naseho kodéru z obrazku 2.1. Pro ucely
dekédovani je ale nejvyhodnéjsi reprezentace pomoci tzv. mrizky, jak vidime
na obrazku 2.2. Jeden krok kodéru je zobrazen jako orientovany bipartitni
graf, jehoz vrcholy jsou vzdy jednotlivé stavy a mezi dvéma stavy s; a s,
vede hrana pravé tehdy, kdyz existuje vstup takovy, ze po ném kodér piejde
ze stavu s; do stavu sy. Zaradime-li za sebe téchto kroku vice, ziskdme prave
miizku — libovolna posloupnost orientovanych hran v ni nam pak odpovida
néjakému kédovému slovu.

Priklad 2.0.1. Necht do naseho kodéru vstoupi sekvence v = (1,1,0,0, 1,0, 1),
oznacme cz(j ), 7 = 1,2, j-ty bit vystupu po i-tém vstupu. Spocitejme prvni
dva kroky kédovani:

Na zacatku je kodér ve stavu sg = (0,0), prvni bit vstupu je vy = 1.
Tedy prvni bit vystupu spocitame jako

C(()l):vo+s(()1)+séz)=1—l—0+051 (mod 2)

a druhy jako

c(()z) :vg—l—s(()2) =14+0=1 (mod?2).

!Toto se provadi zejména z praktickych divod@ — pii dekédovani se hodi védét, jak
zhruba vstup konci. Vice se dozvime v kapitole o dekédovani.



Aktualizujme i stav: s\ = vy, s = s{V. tedy s; = (1,0).
Druhy krok bude vypadat takto: na vstupu je v; = 1, tedy

Cgl)zvl+3§1)+5§2):1+1+050 (mod 2),

c§2) = —1—552) =140=1 (mod?2).

Stav bude nyni zfejmé sp = (1,1).
Budeme-li pokracovat takto déle (pouzijeme doplnéni vstupniho vektoru
v dvéma nulami), vyjdou nam vystupy takto:

¢ =(1,0,0,1,1,1,0,1,1) a

c® =(1,1,1,1,1,0,0,0,1),
které daji celkovy vystup

¢ = (11,01,01,11,11, 10,00, 10,11)

kde ¢arky davaji dohromady vystupy ve stejném case .

2.1 Generujici matice, vyjadreni pomoci Lau-
rentovych rad

Pro sekvence biti zvolme reprezentaci fadami v proménné z, tedy sek-
venci {...v_g, v_1, Vg, V1, U, ...} zapiSeme jako formalni Laurentovu fadu
v(x) = >";2 v’ Mnozina vsech Laurentovych fad tvaru ., @z ? nad
télesem Z, je obor integrity, ktery znacime Z[z]. Pokud chceme dostat
téleso, musime ,povolit® i zaporny zacatek fady: mnozina vSech Lauren-
tovych fad > 7, 7', kde k € Z je libovolné a a; € Z, je téleso, které
znacime Zs((x)). Jako Zs(z) oznacime podtéleso Zs((z)), které je mnozinou
vSech raciondlnich Laurentovych tad, tj. téch fad, které vzniknou rozvojem

raciondlnich funkei ggg, kde P(x),Q(z) € Zs[x] a Q(z) # 0.

Definujme kli¢ové pojmy:

Definice 2.1.1. [5] [n, k] konvolucni kéd C je k-rozmérnym podprostorem
n-rozmérného prostoru Laurentovych fad Zy((x))", jehoz béaze jsou vyhradné
vektory z télesa racionalnich Laurentovych fad Zs(x)™.

2Tedy vlastné mocninnych fad.



Definice 2.1.2. Necht vstupni sekvence je v = (v(()l), 082), ce ’U(()k), vgl), ce ng), ),

ozna¢me V) () mocninnou Yadu odpovidajici vektoru v = (v3, v{? ),
tedy

V(j)(x) = Zvl(j)xl, ji=1,... k.
1=0

Ozna¢ V(z) = (VW (z), VA (z),..., V¥ (z)), analogicky pro kédové sek-
vence: C(x) = (CW(z), C@(z),..., C™(z)), kde

C’(j)(x) = ch(j)xl, j=1,...,n.

=0

Rekneme, 7e k x n matice G(x), g;j(x) € Zs(x) je generujici matici [n, k|
konvolu¢niho kédu C, jestlize kazda kédova sekvence C(x) = (CMV(z), C?(z),..., C™(z))
lze vyjadrit jako linearni kombinace jejich radki.

Poznamka 2.1.3. Budeme se zabyvat vyhradné tzv. nezpoZdenymi generuji-
cimi maticemi, tj. témi, ze kterych nejde vytknout 2! pro né&jaké [ > 0.

Odvodme generujici matici pro nas [2, 1] kéd: z piikladu 2.0.1 je zfejmé,
ze dva bity vystupu v ¢ase i (na rozdil od blokovych kédw) jsou funkei jak
i-tého vstupniho bitu v;, tak i vnitfnfho stavu s; (to samé plati i pro stav
Si+1). Obecné samoziejmé pro [n, k] kdd neni vstup v ¢ase ¢ jediny bit, ale
vektor v; délky k; vystup je pak vektor c; délky n a stav vektor s; délky m.
Vyjadieme popisovany vztah maticove:

Sir1 = SiA + Vz'B,
¢, =s,C+v,D,
kde A, B, C a D jsou matice nad Zs o rozmérech
A:m xm, B:kxm,

C:mxmn, D:kxn.

Cislo m se nazyva stuperi kodéru. Na tomto misté stoji za povsimnuti, Ze v
ptipadé, ze by vnitini stav kodéru mél délku 0 (tj. jednalo by se o kéd tzv.
bez paméti), rovnice by se redukovaly na ¢; = v;D. To ovSem neni nic jiného
nez blokovy kod generovany matici D; dostavame jej tedy jako specialni
pripad konvolu¢niho pro m = 0.
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Ukazme nyni, jak 1ze od téchto ¢tyr matic prejit k jedné, generujici:
vynasobme obé rovnosti ¢lenem z' a se¢téme pres vSechna i (vyuzijeme pfi
tom faktu, ze s;, ¢; i v; jsou nulové pro i < 0):

2718(z) = S(z) A+ V(x)B,
C(x) = S(z)C+ V(x)D,

kde V (z) a C(x) jsou jako v definici 2.1.2 a podobné S(z) = (SM(x), S@(x),...

kde .
S (z) = Zsl(j)xl, j=1,....,m.
1=0
Upravujme prvni rovnici:
v7'S(z) — S(z)A = V(x)B
S(x)(x L, — A) =V (2)B

Nyni je na misté si v§imnout, Ze 2711, — A je regularni matice typu m x m
(protoze x'I,, je regularni a prvky A jsou skalary télesa Z,), tedy Ze k ni
existuje inverzni. Proto

S(z) =V(z)B(x L, — A"
Obdobné upravime i druhou rovnici:
C(z) = S(z)C+ V(x)D
C(z) =V(2)B(z'I,, — A)7'C+V(z)D
C(z) =V(2)(B(z I, — A)7'C+D)

Dostali jsme tedy vyjadieni vystupu C'(z) i stavii S(x) v zavislosti na vstupu
V(x):
S(x) = V(z)E(x),

C(z) = V(2)G(x),
kde matice E(x) typu k x m a G(z) typu k x n ziskdme jako
E(z) =B(z"'I, — A,
G(x) =D+ E(x)C =D+ B(z"'I,, — A)~'C.

Konvolu¢ni kéd popsany maticemi A, B, C a D je tedy vlastné mnozinou
v8ech linedrnich kombinaci fadkd matice G(x) — proto je zcela legalni na-
zvat matici G(z) generujici (viz definici 2.1.2), pro ¢tvefici (A, B, C, D) se
uziva oznaceni state-space realization matice G(z).
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Priklad 2.1.4. Uvedme opét piiklad ,naseho“ kodéru, tentokrat ve formé
¢tyt matic. Z obrazku 2.1 je patrné, ze

Si+1 = (3&)1’ 35—?1) = (Um 51('1)) a

Cc; = (351) + s§2) + v, 352) + vi> .

Matice budou tedy vypadat takto:

A:(g (1)) B=(1 0),

cz(} ?) D—(1 1),

pak

E(z) =Bz, — A) ' = (1 o)(i”o1 ;l)_lz(az 2?)),

a tedy

1 0

G(x)=D+E@)C=(1 1)+ (= 332)(1 1

>:(1+x+x2 14+22).

Priklad 2.1.5. Kdyz jiz mame odvozenou generujici matici, vratme se k re-
prezentaci sekvenci bitii jako Laurentovych fad. V prikladu 2.1.4 jsme zjistili,
7e generujici matice ,naseho® [2,1] kédu je G(z) = (1+x+2* 1+22)a
vystup se da vyjadrit jako

Clx)=V()(1+z+2*> 1+2%).

Oznacime-li ¢ (z) a ¢®(z) prvky G(z), mame ¢M(z) = 1 + 2 + 2% a
g®(x) = 1+ 22 Interpretujme V(z): protoze mame k = 1, je V(z) =
V() =Y, oM. To oviem neznamené nic jiného nez %e V(z) je Lau-
rentova Fada, jejimiz koeficienty jsou vstupni bity. Naopak C(z) = (C(z), C®(z)) =
<Z¢20 cgl)xi, > is0 cl(?)xl), kde cgj) je j-ty bit vystupu v case i. Pak z vyja-
dfeni vystupu plati, ze CY)(z) = V(z)gV)(z), j = 1, 2.
Vezméme si stejny vstup jako v piikladu 2.0.1: v = (1,1,0,0,1,0,1),
tedy V(z) =1+ z +a* + 28 Pak

CY(z) =V(x)gW(z) = 1+z+a*+28)14+2+2?) = 1+2° 42 + 2%+ 2" +28,
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CO(z) =V(z)gP(z) = A4+ z+2*+251+2) = 1+ o+ 22+ 2% + 2t + 25,

Po pfevedeni z Laurentovych fad zpét na vektory dostavame
c® =(1,0,0,1,1,1,0,1,1)

c® =(1,1,1,1,1,0,0,0, 1),
tedy ten samy vysledek jako v prikladu 2.0.1.
Funkce g™ () a ¢ (z) z prikladu 2.1.5 se nazyvaji transformugici funkce,
matici G(z) se proto nékdy Fika transformugici.
Obecné pro [n, k] kéd vypadd uvedeny postup nasledovné: Ozna¢me
stejné jako v definici 2.1.2 VW (z) = > is0 vfj)xi, j = 1,2,...,k Lauren-

tovu fadu odpovidajici j-tym bitfim vstupu v ¢ase i a OV (z) = > is0 cgj):vi,
J = 1,2,...,n Laurentovu fadu odpovidajici j-tym bitim vystupu v Case
i. Stejné jako difve dostévame V(z) = (VW (z),..., V¥ (2)) a C(z) =
(C(l)(x), .., Ccm (3:)) Obecné generujici matice typu k X k mé tvar

gg’z(w) ggz; (z) - gg’"i ()

b 'T ) x DY 7n l’

e E .() 9% (x) Y (z)

gD(@) ) - g ()

Z rovnice C(z) = V(z)G(x) ziskdvame obecny kédovaci algoritmus, kdy
jednoduse C9(z) = S8 VO (2)gt)(z), j =1,2,...,n.

Jak je vidét, pri reprezentaci vektorti pomoci Laurentovych tfad neni
tfeba udrzovat stavy (ty jsou jiz ,zabudovany“ v generujici matici, jak je
zfejmé z jejiho odvozeni), je to proto asi nejjednodussi zpiisob ruéniho po-
¢itani. V praxi se nicméné pro polynomialni G(z) pouziva tzv. impulse re-
sponse, coz neni nic jiného nez vektor koeficient® polynomi v transformu-
jicich funkcich (sefazenych od koeficientu u absolutniho ¢lenu po vedouci
koeficient). Pro ,nasi“ matici G(z) to bude vypadat takto: qV) = (1,1,1) a
q® = (1,0,1). Obecné pro impulse response q') = ( (()j), q§j), o q,(ﬂ)) se
J-ty bit vystupu kodéru v case ¢ da vyjadrit jako

D=3 g

=0

3Ve vyrazu je nutno pouzit notaci piimo jednotlivych bitd vstupu, nebot obecné se v
sumé mohou objevit bity vstupujici do kodéru v rizném case.
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To oviem neni nic jiného nez operace diskrétni konvoluce (v * q))[i]*. Tu
lze zapsat i s pouzitim matic:

o o @ - g7 00
0 o ¢ - gy 4 o
¢ = [vg, V1,05 . ] 0 0 ¥ () () ()

qo 4o 41 dm

Tento tvar generujici matice se nazyva Toeplitziv.

Na zévér kapitoly se vratme ke stupni kodéru m. Casto se mu iika pa-
mét kodéru, coz mé evokovat, kolik vstupnich bita si kodér ve svém stavu
y,pamatuje”, nicméné jak nyni uvidime, tato interpretace neni zcela presna.

Priklad 2.1.6. Mé&jme [2, 1] kéd s maticemi
1 1

0 1
pak vyjdou tyto dvé rovnice:

Sit1 = (%O) + 352) + v;, 35”) ;

Cit+1 = (Ui> 51('1) +u;+ 51('2) + 59) = (’Uu 351) + Ui) .
Pfesné podle obecného postupu nastinéného vyse chceme vyjadrit vystup
c;, ovsem vyjde 0
1

C(~2) =V, +Vi1+Vi_o+v_3+---.

(2
Kodér urceny ¢tvetici matic (Ainf, Binf, Cing, Dins) z piikladu 2.1.6 tedy
mé trochu neintuitivné nekonecnou pamét. Z tohoto divodu je vhodnéjsi
uvadét spise stupen kodéru nez jeho pamét.

4Obecné je samoziejmé diskrétni konvoluce definovdna jako (f * g)[n] =
S f(n—m)g(m), vyuzijeme zfejmého faktu, ze qlw =0Vi ¢ {0, 1,..., m}.
Pravé z tohoto vztahu pochéazi nazev konvolucnich kédi.
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Kapitola 3

Tridy konvolucnich koédu

Uvedme nyni nékolik definic.

Definice 3.0.7. Necht G(x) je polynomidlni generujici matice [n, k| konvo-
luéniho kédu. Pak definujme vnitini stuperi G(zx) jako

intdeg G(z) = max deg Dy,
k

kde Dy, probihé k x k subdeterminanty generujici matice G(x); vnéjsi stupern
G(z) je

k
extdeg G(z) = Z degg;,
j=1

kde degg; je stupen j-tého fadku G(z), tj. maximalni stupeil polynomui v
J-tém fadku G(x).

Definice 3.0.8. Necht F je téleso, G(z) matice s prvky g;;(x) € F[z]. Rek-
neme, ze G(z) je unimodularni, jestlize det G(x) € F \ {0}, tj. determinant
je nenulovy skalar z télesa .

Poznamka 3.0.9. Protoze pracujeme nad télesem Zs, je podminka unimo-
dularity matice G(z) ekvivalentni podmince det G(z) = 1. Stoji také za
povSimnuti, Ze je-li G(x) unimodulérni, je ¢tvercova (typu ! x [ pro néjaké
| € N) a invertibilni, tj. existuje polynomidlni matice G~!(x) takova, Ze
G(z)G~(z) = I,,. Existence polynomidlni inverzni matice pfitom plyne z
adjungované matice a faktu, ze det G(x) je skalar.
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3.1 Zakladni kodéry

Definice 3.1.1. Rekneme, 7e dvé generujici matice G(z) a G'(z) jsou ekvi-
valentnt, jestlize generuji stejny konvolucni kéd, tedy jestlize existuje inver-

tibilnd matice T'(z) nad Zy(x), ze G(z) = T'(2)G'(x).

Definice 3.1.2. [5] Rekneme, 7e generujici matice G(z) typu k x n je zd-
kladni, jestlize je polynomidlni a mezi vSemi polynomidlnimi generujicimi
maticemi ekvivalentnimi s G(x) méa minimalni vnitini stupen.

Definice 3.1.3. [6] Necht & < n a G(z) je matice typu k x n, pak G(x)
nazveme zprava invertibilni, jestlize existuje (ne nutné polynomialni) matice
G~l(x) typu n x k takova, ze G(x)G~(x) = I, kde I} je identickd matice
typu k x k. Matici G~!(z) nazveme zprava inverzni matici G(x).

Pozndmka 3.1.4. VSimnéme si hned, Ze zprava inverzni matice miize existo-
vat pouze kdyz G(z) ma hodnost k& a nemusi byt urcena jednoznacné.

Véta 3.1.5. Necht G(x) je polynomidlni matice typu k X n.

(a) Jestlize T(x) je libovolnd invertibilni polynomidlni matice typu k X k,
pak
intdeg T'(z)G(z) = intdeg G(z) + degdet T'(z),

specidlné intdeg T'(z)G(x) > intdeg G(x), pricemZ rovnost nastane
prave tehdy, kdyz T'(z) je unimoduldrnd.

(b) intdeg G(z) < extdeg G(x).

Diikaz. (a) Podmatice T'(z)G(x) velikosti k X k jsou vlastné k x k podma-
tice G(x) vynasobené T'(z). Tedy subdeterminanty 7'(z)G(x) velikosti k x k
jsou rovny k x k subdeterminantim G(z), vynasobenym det 7'(z). Z definice
vnitfniho stupné nyni zfejmé plyne prvni ¢ast véty.
(b) Ozna¢me stupeti i-tého fadku G(z) jako f; —tj. f; = max;—y __,{degg;;j(z)}

— a Dy, libovolny k x k subdeterminant G(z). Z definice se Dy, spocita jako
soucet soudint k prvki G(x), vzdy po jednom z kazdého fadku (a kazdého z
k sloupctt). Protoze ale kazdy prvek v i-tém fadku mé stupen < f;, okamzité
vidime, ze deg Dy, < f1 + fo+ ... + fi = extdeg G(z). O

Uvedme nyni charakterizaci zakladnich kodéri:

Véta 3.1.6. Necht G(x) je polynomidlni generujici matice typu k x n. Pak
G(z) je zdkladnt, pravé tehdy kdyZ plati nékterd z ndsledugjicich podminek:
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(a) invariantni faktory G(zx) jsou vSechny 1, tj. ekvivalentné nejuétsi spo-
lecny délitel k x k subdeterminanti G(x) je roven 1,

(b) Ezistuje polynomidlni zprava inverzni matice k G(x), tj. 3G~ (z) typu
n X k takovd, Ze G(z)G'(x) = I,

(c) je-li C(z) = V(2)G(z) a C(x) € Zs[z]", pak V(z) € Zylx]* (jingmi
slovy, je-li kadové slovo polynom, pak i vstup byl polynom,).

Diikaz. Jako prvni krok nepfimo dokdZeme, Ze z predpokladu G(z) je za-
kladni plyne (a): nechf I'(x) je invariantni matice k G(x) typu k x n, tedy

g
V2
[(z) = 73 Okn—r |,
Tk
kde ~; je invariantni faktor matice, tj. v; = AAL, kde A; je nejvétsi spoleény

délitel vSech subdeterminanti G(z) typu ¢ x i a Oy,,—j je matice typu k X
(n — k), kterd obsahuje samé nuly. Pak existuji unimoduldrni matice X ()
typu k X k a Y (x) typu n x n takové, ze

Oznac¢me I'y(x) matici tvofenou prvnimi k sloupci matice I'(x), pak matice
G'(z) = T (2)X(z)G(z) je polynomialni matice ekvivalentni G(z) (roli
T(z) z definice ekvivalentnich generujicich matic hraje I'; ! (z) X (x)). Podi-
vejme se na determinant:

det(I' ' (z) X (7)) = det T}, }(x)-det X (x) = (det T (x))*-det X (z) = s(1172 - - -

kde s = det X(z) je nenulovy skalar. Podle véty 3.1.5 (a) ale plati, ze
intdeg T'(z)G(z) = intdeg G(x) + degdet T'(z), coz v tomto piipadé zna-
mend, Ze jestlize vSechny invariantni faktory G(x) nejsou rovny 1, G’(z) ma
mensi vnitini stupen nez G(z), ergo G(x) neni zakladni.

Ekvivalence obou tvrzeni v bodu (a) je zfejma:

. —_ — ¢ —— .. :—:A
RTINS AT AG T B T
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kde definitoricky je Ay = 1. OvSem Ay neni nic jiného nez nejvétsi spoleény
délitel vSech k x k subdeterminanti G(x).

Dokazme implikaci (a) = (b). Necht A, =1 a ozna¢me Dy, (z) jednot-
livé subdeterminanty typu k x k, v =1,2,.. ., (Z) Pak z Cramerova pravi-
dla pro kazdé v existuje matice H,(z) typu n x k takova, ze G(z)H,(x) =
Dy, (x)I. Protoze Ay = 1, existuje linedrni kombinace s polynomialnimi ko-
eficienty A, (z) takovd, ze Y A, (2)Dy,(x) = 1. Z toho plyne, ze G~ '(x) =
>, A(x)H,(2) je hledana polynomidlni inverzni matice k G(x).

K dtkazu (b) = (c) pfedpokladejme, ze G(z) méa inverzni polynomialni
matici G71(z) typu n x k a Ze V() je vektor délky k, jehoZ prvky jsou
raciondlni funkce. Navic predpoklddejme, ze C(z) = V(z)G(z) je vektor
polynomi délky n. Vynasobme posledni rovnost zprava matici G~*(z): do-
staneme C(x)G~(z) = V(z), a protoze G~'(x) i C(x) jsou polynomiélni,
musi byt nutné polynomidlni i V' (z).

K dokonceni diikazu nam zbyva ukazat, ze (c¢) implikuje G(z) zakladni.
Necht T'(x) je libovolna racionalni invertibilni matice typu k x k takova, ze
G'(z) = T(2)G(z) je polynomidlni. Z pfedpokladu vlastnosti (c) ale plyne, ze
T'(x) je ve skute¢nosti polynomialni (za C'(z) dosadme postupné fadky G’ (x)
a za V(x) fadky T'(z)). Pak ale z véty 3.1.5 (a) mame, ze intdeg G'(z) >
intdeg G(x), tedy G(z) je zakladni. O

Zakladni matice maji jednu zajimavou vlastnost, a to takovou, ze exis-
tuji pro libovolny konvoluc¢ni kodér a libovolnou generujici matici Ize na né
prevést:

Véta 3.1.7. KaZdd racionalni generujici matice ma ekvivalentni zdakladni
generujici matici.

Diikaz. Méjme G(z) polynomidlni matici typu k& x n. Pak plati
G(x) = A(x)I(x)B(z),

kde A(z) a B(z) jsou polynomiédlni matice typu k X k, resp. n X n, pro
které plati det (A(x)) = det (B(z)) = 1 (a tedy jsou unimodularni) a I'(x)
je diagonalni matice typu k& x n

71 ()
Y2(2)
[(z) = V3() Ok,n—k
Ve()
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kde O, je matice typu k x (n — k), jejiz prvky jsou samé nuly, a 7;(z)
jsou nenulové invariantni faktory, které splnuji v;(x) | 7:+1(x). Pokud tento
fakt rozsifime na racionalni matice G(x), zméni se pouze ¢leny I'(z) na
Yilw) = 55, kde ai(@) | aisi (@) a B (@) | Bi(w).

G'()
Bs()
typu (n — k) x n). Protoze poslednich & sloupci I'(z) je nulovych, mizeme
psat

Ozna¢me nyni B(z) = >, kde G'(x) je typu k x n (a tedy By(z)

ai(x)

B1()

G(z) = A(x) 23(z) G'(z) = A(z)T' ()G ().

ag(z)

Br ()
Matice A(z) a I'(z) ale jsou obé invertibilni typu k x k, tedy G(z) a G'(x)
jsou ekvivalentni dle definice. Nyni potfebujeme jesté ukazat, ze G'(z) je
zékladni. To je ovsem jednoduché, nebot G'(z) je ¢asti polynomidlni matice
B(z), ergo je taktéz polynomidlni. ProtoZze B(z) je unimoduldrni, m4 in-
verzni matici, a tedy i G'(z) mé zprava inverzni polynomialni matici. Tedy
G'(z) je zakladni generujici matice ekvivalentni G(x) a diikaz je u konce. [

3.2 Redukované kodéry

Definice 3.2.1. Rekneme, Ze polynomiélni generujici matice G(z) typu kxn
je redukovand, pokud mezi vSemi maticemi tvaru T'(z)G(x), kde T'(z) je
unimodularni matice fadu k, ma G(x) minimalni mozny vnéjsi stuperl.

Ptripomenme stupné tadki generujici matice G(x), definované jako f; =
max,_1 _,{degg;;(x)}. Uvedeme charakteristiku redukovanych generujicich
matic:

Véta 3.2.2. Necht G(x) je polynomidlni generujici matice typu k x n. Pak
G(z) je redukovand, pravé tehdy kdyZ plati nékterd z ndasledujicich ekviva-
lentnich podminek:

(a) definujeme-li ,matici incidence H ¢lent s nejuyssim stupném v radku

G(z) jako

—_ 0, pokud degg;;(z) < f;
Y11, pokud deggi;i(z) = fi.
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kde f; je stupen i-t¢ho Fddku G(z), pak H md hodnost k;
(b) intdeg G(z) = extdeg G(x);

(c¢) pro libovolny k-rozmeérny vektor polynomi u(x) = (ui(x), ..., ug(x)) €
Zo[z]* plati

deg (u(x)G(r)) = max (degu(w) + deggi()),

kde gi(x) znaci i-ty radek G(x).

Diikaz. V dikazu postupné dokdzeme (redukovanost) = (a) = (b) = (re-
dukovanost) a pak (a) < (c).

e Implikaci (redukovanost) = (a) dokazeme nepiimo: necht podminka
(a) neplati, tedy existuje nenulovy vektor délky k nad télesem Z,
feknéme o = (ay,..., ai), takovy, 7ze aH = 0. Oznadme G(x) =
(g1(2), ..., gr(x)) Fadky G(z), piicemz deggi(r) = fi a fi < fo <

.-+ < fi. Pak z oH = 0 plyne, Ze koeficient u 2/* v linearni kombinaci

/

g k(x> — alwf’“_flgl(x) + a2$fk_f2

=1k

go(z)+ - + oy g ()

je 0, takze transformace, kterd fadek gy (x) nahradi g'; (), snizi vnéjsi
stupenn G(z). Protoze matice této transformace je unimodularni, ziskali
jsme generujici matici s menSim vnéj$im stupném nez mé G(x), ergo
G(z) neni redukovana.

e (a) = (b): Piedpokladejme, ze H mé hodnost & a oznacme H, pod-
matice H typu k x k, v = 1,2,..., (2) Pak protoze hodnost ma-
tice H je k, existuje alespoii jedno v takové, ze det H,, # 0. Jsou-li
stupné tadktt G(x) fi,..., fx, pak koeficient u 1T/ v det G,, je
det H,, # 0. Tedy intdeg G(z) > extdeg G(x), a protoze opac¢na ne-
rovnost plati vzdy (viz véta 3.1.5 (b)), dostavame zddanou rovnost
intdeg G(x) = extdeg G(x).

e (b) = (redukovanost): Necht intdeg G(z) = extdeg G(z) a T(z) je
libovolna unimodularni matice typu £ x k. Potom

extdeg T'(x)G(z) > intdeg T'(z)G(x) = intdeg G(x) = extdeg G(x),

kde prvni nerovnost mame z véty 3.1.5 (b), druhou rovnost z véty 3.1.5
(a) a t¥eti z predpokladu. Celkem jsme tedy dokazali, Ze extdeg T'(z)G(x) >
extdeg G(z), a tedy G(z) je redukovana.
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e Na zavér ukazme ekvivalenci bodu (a) s (¢): necht u(x) = (uy(x), ..., ux(x))
je vektor polynomu a necht w(x) = (wy(x),...,w,(z)) je vektor po-
lynomu takovy, ze w(z) = u(x)G(z). Pii uvedeném znaceni fadku
matice G(x) tedy méme, Ze

w(r) = i (2)g() + - - + ug()gr(z).

Ozna¢me b; stupen polynomu u;(x), i = 1,...,k a f; tradi¢né stupen
radku g;(x). Potom z uvedené rovnice plyne, Ze stupeni w(x) je nanej-
vys b = max; (b; + f;). Zajimat nés bude, za jakych okolnosti prechazi
nerovnost v rovnost. Oznaéme «; koeficient 2~/ v u;(x). Pak vek-
tor koeficientti 2° v w(x) bude o = (ay, ..., ax)H, nebot alespon pro
jedno i je a; # 0 (b; + f; = b musi platit alesponi pro jedno ). OvSem
aH # 0 plati pro viechny nenulové o pravé tehdy, kdyz hodnost H je
k, a tedy rovnost (kterou jsme chtéli dokézat) plati pravé tehdy, ma-li
H hodnost k.

]

3.3 Kanonické kodéry

Definice 3.3.1. Rekneme, 7e matice G(z) typu k X n generujici [n, k] kéd
C je kanonickd, jestlize je polynomialni a ma minimalni mozny vnéjsi stu-
pen mezi vSemi polynomialnimi ekvivalentnimi generujicimi maticemi. Tento
stupen se nazyva stupen kodu C, zna¢ime deg C nebo t; [n, k| konvoluéni kéd
stupné ¢ znacime také jako [n, k, t] kéd.

Poznamka 3.3.2. Velice Casto se lze v popisu konvoluc¢nich kédt setkat s
pojmem constraint length, ktery nicméné neni rigorézné definovan, resp. jeho
definice se v rtznych pracech lisi. Jedna z nich odpovida i pfed okamzikem
zavedenému stupni kédu .

Pro polynomialni generujici matice existuje kritérium, pomoci kterého
lze zjistit, zda je matice kanonicka:

Véta 3.3.3. Polynomidlni generujici matice G(z) konvoluéniho kddu C je
kanonickd prave tehdy, kdyz je zdkladni a soucasne redukovand.

Diikaz. Nejprve dokadzeme implikaci =. Ozna¢me hg vnitini stupen zaklad-
nich generujicich matic kédu C, z téchto matic vyberme tu s nejmensim
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vnéjsim stupném a ozna¢me ji Go(z). Pak Go(z) je redukovand, protoze
mame-li libovolnou unimodularni matici 7'(z), tak podle véty 3.1.5 jest
intdeg T'(z)Go(x) = intdeg Go(z) = ho, a tedy z definice Go(z) plati
extdeg T'(z)Go(x) > extdeg Go(x). Nyni necht je G(x) kanonickd gene-
rujici matice. Pak musi platit intdeg Go(z) < intdeg G(x) < extdeg G(z) <
extdeg Go(z). OvSem Gy(z) je redukovand, takze intdeg Go(z) = extdeg Go(z),
tedy ve vyse uvedenych nerovnostech vsude plati rovnosti. Specialné tedy
intdeg G(z) = intdeg Go(z) = ho, tedy G(x) je zékladni, a intdeg G(z) =
extdeg G(z), tedy G(x) je redukovana.

Naopak predpokladejme, ze G(x) je zakladni a redukovand a necht G’(x)
je libovolna polynomialni generujici matice kédu C. Dostavame vztahy

extdeg G'(z) > intdeg G'(x) > intdeg G(z) = extdeg G(x),

které plynou po fadé z véty 3.1.5 o vnitinim a vnéjsim stupni, definice
zékladni matice 3.1.2 a véty 3.2.2 o redukovanych maticich. Tedy celkem
extdeg G'(x) > extdeg G(x), z ¢ehoz plyne, ze G(z) je kanonicka. O

Kanonické generujici matice nejsou nutné jednoznac¢né urcené, nicméné
nasledujici véta 1ika, ze si jsou v jistém smyslu velmi podobné:

Véta 3.3.4. Pro kaZdy konvolucni kod C je mnoZina stupni radki jeho
libovolné kanonické generujici matice stejna.

Dikaz. Oznacéme e < ey < -+ < e, a fi1 < fo < -+ < f stupné
radka ruznych kanonickych generujicich matic G(x) a G'(x) kédu C. Po-
kud by neplatilo ¢; < f; Vi = 1,..., k, existoval by index j < k takovy, ze
e1 < fi,...,e; < fj, ale ej41 > fir1. G(x) je kanonickd, tedy i zékladni
a redukovana a z jejich charakterizaci — véta 3.1.6 (e) a véta 3.2.2 (¢) —
plyne, Ze by prvnich j+1 fadka G’(x) muselo byt linearni kombinaci prvnich
j fadkt G(x), coz je ve sporu s linearni nezavislosti fadkt G'(z). O

Definice 3.3.5. Stupné radki eq,..., e, z dikazu véty 3.3.4 se nazyvaji
Forneyho indexy kédu C. Maximalni Forneyho index se nazyva pamét kddu.

Poznamka 3.3.6. PovSimnéme si, ze soucet Forneyho indexti e; +es+- - - +ex
je roven stupni kédu C z definice 3.3.1, hovoiime o [n, k, t] kédech. Jak to je
v nagem piipadé? Matice G(x) je ziejmé zékladni, nebot NSD(1+z+x?%, 1+
r?) = 1 a také redukovand, nebotf extdeg G(x) = 2 = intdeg G(z). Podle
charakterizace kanonickych matic je tedy G(z) kanonické, a tedy stupné
jejich Tadkl jsou Forneyho indexy kédu C. Ziejmé e; = 2, a tedy t = 2.
»Nasg“ kéd méa tedy parametry [2,1,2].
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3.4 Katastrofické kodéry

V této sekci si ukdzeme, ze ne vSechny kodéry maji pfiznivé vlastnosti.
Priklad 3.4.1. Vezméme si generujici matici

142z 142% =z
Gk“t(x)_(x—i-xz 14+ O>

a vstup V(z) = (0, 1%@)7 coz je slovo nekoneéné véhy, nebot

1

=14+z+22+23+...
1+2x

Po zakédovani dostaneme
C(z) = V(2)Gra(z) = (2, 1, 0),

coz je sekvence o Hammingové vaze 2. Pfedpokladejme, ze pti prichodu ka-
nalem nastaly chyby na nenulovych pozicich a na druhé strané bylo prijato
praveé nulové slovo. Da se vcelku rozumné predpokladat, ze dekédovani nu-
lového slova skonéi nulovym vysledkem, tedy Ze vger(x) = (0,0), coz ovSem
znamena, ze konecny pocet chyb pfi pfenosu zpiisobi nekone¢né mnoho chyb
pii dekédovani — oznaceni dekdédovaci katastrofa je plné na misté.

Definice 3.4.2. [6] Rekneme, 7e konvoluéni kodér s matici G(z) je katastro-
ficky, jestlize existuje slovo nekone¢né Hammingovy vahy, které po zakddo-
vani ma vahu konecnou.

Zdtraznéme nyni, ze oznaceni ,katastroficky* pada na vrub kodéru, ni-
koliv kédu jako takového. Konvolu¢ni kéd mtize totiz byt generovan rtiznymi
kodéry (resp. generujicimi maticemi) s diametralné odlisnymi vlastnostmi.
K popisu situaci, v nichz je ¢i neni kodér katastroficky, se nam bude hodit
definice zprava invertibilni matice 3.1.3.

Véta 3.4.3. [6] Kodér s generujici matici G(x) neni katastroficky, prdavé
kdy? existuje zprava inverzni matice G=1(x), kterd md za proky pouze poly-
nomy.

Diikaz. Nejprve dokdZeme implikaci <=. Mame tedy, ze 3G~*(z). Teoreticky
(za predpokladu, Ze pfi pFenosu nedoslo k zddnym chybam) 1ze uréit pivodni
zpravu jako



Necht nyni V(x) ma nekoneénou Hammingovu vahu, pak (protoze G~!(x)
je polynomidlni, a tedy jeji ¢leny maji kone¢ny pocet koeficientit) i C'(z) ma
nekone¢nou Hammingovu vahu a kodér neni katastroficky.

Implikaci = dokdzeme neptimo. Necht IG~!(z), jejiz pravé jeden clen
je racionalni funkce %, pak pro c(x) takové, ze q(x) t c(x), plati, Ze véha
m(x) je rovna oo, a tedy kodér je katastroficky. P¥ipad, kdy v G~(z) je vice
nez jeden ¢len racionéalni funkce, je nyni ziejmy. Pokud G~!(x) neexistuje,
matice G(x) nemda hodnost k, a tedy neni generujici matici [n, k] kédu. [

3.5 Systematické kodéry

Jak jsme vidéli v ¢asti vénované zakladnim kodérim, mizeme libovolnou ge-
nerujici matici prevést na zakladni. Mohlo by se zdat, zZe se lze omezit pouze
na polynomidlni generujici matice, ovsem v této casti ukazeme, ze takové
zjednoduseni neni na misté. Pravé naopak, v nékterych piipadech je vyrazné
vyhodnéjsi vyuzit matic s racionalnimi ¢leny, pokud jsou tzv. systematicke.
Tato tiida generujicich matic je z praktického hlediska velmi vyznamna, ne-
bot je zédkladem jiz zminénych turbokdédi, které se svymi vlastnostmi blizi
idedlnimu informac¢nimu poméru.

Definice 3.5.1. Rekneme, 7e generujici matice G(z) typu k x n je systema-
tickd, jestlize (po pfipadném piehdzeni Ffadku a sloupcit) obsahuje jednotko-
vou matici [.

Jak je vidét z definice, v kédovém slové se tedy v néjakém poradi (ne
nutné identickém) objevi vstupni slovo. Specialné tedy systematické kodéry
nemohou byt katastrofické — je-li vstupni slovo nekonecné vahy, je nutné
nekonec¢né vahy i kddové slovo. Nyni ukazeme, Ze kazdy kod mé systematicky

kodér:
Véta 3.5.2. Pro kazZdy konvolucni kod existuje systematicky kodér.

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, ze mame G(x) zékladni ge-
nerujici matici', tedy existuje polynomialni pravy inverz G~!(z). Pro ngj
plati

G~ () = (A(@)F(2)B(x)) " = B (&)l (2) A7 (x)

!Pokud méme racionalni nebo polynomialni bez pravého inverzu, podle véty 3.1.7 ji
miuizeme na zakladni prevést.
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a protoze G~1(z), A~}(x) i B~*(x) jsou polynomidlni, musi byt polynomidlni
i I7!(z). Z toho ovSem plyne, ze v;(z) = 1 Vi = 1,2,... k. Tedy nejveétsi
spoleény délitel vSech subdeterminantt G(z) velikosti & x k je roven 1, z
¢ehoz vyplyva, ze existuje subdeterminant Dj velikosti £ X k, ktery neni
polynom v x (jinak by nejvétsi spoleény délitel byl délitelny ).

Prehazejme sloupce G(z) tak, aby na prvnich k pozicich vznikla matice
T'(x), jejimz determinantem je Dy. Protoze T'(z) je invertibilni (je typu k x k
a det(T'(x)) # 0), mizZeme napsat

Gays(2) =T (2)G(2) = (I P(2)),

kde P(x) se nazyva paritni matice typu (n— k) X k (ne nutné polynomialni).
Gsys() je jiz zfejmé systematickou matici ekvivalentni s G(x). [

Sila a uzitec¢nost systematickych kédi spociva v jejich dalsim pouziti v
turbokddech, samy o sobé nemusi nabizet nejlepsi vykon. Z [6] pochazi ta-
bulka 3.1, kde L = max; ; deg(g;;(x)) + 1 je nejvétsi stupen transformujicich
funkei z G(x) zvétseny o 12. Porovnavaji se v ni hodnoty minimalni vzdéle-
nosti® u polynomialnich systematickych a nesystematickych kodérii pro [3,1]
kédy. Ze stejného zdroje méme i obdobnou tabulku 3.2 pro [2, 1] kddy.

Tabulka 3.1: srovnani minimalni vzdalenosti systematickych a nesystema-
tickych polynomidlnich [3, 1] kédu

Lid

w0

dnesys

00 ~1 O TR W N
N == NS, NSO )
00 00 -3 O

—_
[a)

7 tabulek jasné plyne, Ze se zvétsujicim se stupném kodéru rostou roz-
dily mezi systematickymi a nesystematickymi kodéry ve prospéch druhych
jmenovanych, je proto nevyhodné pouzivat samotné systematické kodéry.

2Tato hodnota se v mnoha pracech nazyva taktéz constraint length.
3Pro definici a nékteré vlastnosti viz kapitola 4.
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Tabulka 3.2: srovnani miniméalni vzdalenosti systematickych a nesystema-
tickych polynomialnich [2, 1] kédu

L dsys dnesys
2 5 )
3 6 8
4 8 10
5 9 12
6 || 10 13
7 12 15
8| 12 16

3.6 Priklady
V této sekci aplikujeme pravé nabyté znalosti na konkrétnich piikladech.

Nésledujicich osm matic G(x) az Gg(z) generuje ten samy [4, 2] konvolu¢ni
kéd (kazda z matic je ekvivalentni G4 (x), jak je ukézano):

1 1 1 1
Gl(x)Z(O 142 = 1)’
_(1+2 O 1 r\ (l1+z 1

1 14+zxz+22 1422 14z 1 x
G?’(x)_(x 14+ 2+ 22 x? 1 )_(a: 1—|—a:)G1<x)’

1 1 1422 142 1 T

_ 1+x+x2 1+z+x2 1+z+a2 _ 142422 14242

G4($) - ( 1 14z+a? T 1 - 1 1tz Gl(x)’
x x x

(1 14az+a2* 1+4+2% 142\ (1 =z



Budeme se zajimat o to, jaky je vnitini a vnéjsi stupen kazdé matice a
jestli nalezi do nékteré z vyse uvedenych t¥id konvolu¢nich kédi. Jednotlivé
udaje (zalozené na teoretickych vysledcich této kapitoly) jsou uvedeny v

tabulce 3.3.
Tabulka 3.3:
matice || intdeg | extdeg | zadkladni? | redukovana? | kanonicka? | systematicka?
G1(x) 1 1 ano ano ano ne
Go(x) 2 2 ne ano ne ne
Gs(x) 3 4 ne ne ne ne
Gy(z) - - - - - ne
Gs(x) 1 3 ano ne ne ne
Ge(x) 1 2 ano ne ne ano
Gq(x) 3 3 ne ano ne ne
Gs(x) - - - - - ano
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Kapitola 4

Minimalni vzdalenost
konvoluénich kodu

V této casti se budeme snazit pomoci Hilbertovych fad odvodit odhady na
minimalni vzdalenost konvoluéniho [n, k| kédu, zavedeme také tfidu opti-
maélnich konvolué¢nich kédt jakozto kédu s nejvétsi minimalni vzdélenosti (a
tedy nejvétsi schopnosti opravit chyby) pfi zadaném informa¢nim pomeéru.

Definice 4.0.1. Nechf u a v jsou vektory nad télesem Z,, pak pfirozené de-
finujeme jejich Hammingovu vzdélenost dg(u, v) jako pocet mist, na kterych
se tyto vektory lisi.

Definice 4.0.2. Mé&jme [n, k, t| konvoluéni kéd C. Jeho minimalni vzdéle-
nost d definujeme jako d = min{dy(u, v)|u # v € C}, hovotime o [n, k, t, d]
kodu.

Méjme kéd C, oznac¢me C;, mnozinu vSech polynomialnich kédovych slov
C stupné < L (tj. mnozinu vSech kédovych slov, které obsahuji pouze poly-
nomy stupné < L — polynomidlni podkdd kédu C). Pak Cp, je podmnozZinou
mnoziny vSech polynomialnich vektorti stupné < L, ale také vektorovy pro-
stor nad Z, — ozna¢me proto d;, jeho dimenzi nad dvouprvkovym télesem.
Ta jde spocitat z Forneyho indext kodu C:

Véta 4.0.3. Necht C je [n, k| konvolucni kod s Forneyho indexy (e1, ..., ex)
a dimenzemi polynomidlnich podkodi 6. Pak

2 R 2 €k
5LZL = .
;} (1—2)2
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Diikaz. Necht G(x) je kanonickd generujici matice kédu C, jejiz stupné
radku jsou Forneyho indexy e; < ey < --- < e, déle necht g;(z),..., g (x)
jsou fadky G(z) a C(z) libovolné polynomialni kédové slovo stupné < L.
Pak z charakterizace zékladnich generujicich matic (véta 3.1.6 (e)) plyne,
7e O(x) = V(2)G(x), kde V(z) = (v (2),...,v®)(2)) je taktéz vektor po-
lynomi. Z charakterizace redukovanych generujicich matic (véta 3.2.2 (¢))
méme, Ze degv(x) +¢; < L proi = 1,...,k. Tedy baze C; nad Z, je
rovna {z/g;(z)|j + e; < L}. Proto

e’L +J k

Z(SLZ ZZ ei+j + Zeﬁ-]—f—l . ZZ T Z ﬁ

L>0 i=1 j>0 i=1 j>0 i=1

]

Pozndmka 4.0.4. Rada > 150002 z véty 4.0.3 se nazyva Hilbertova rada
kédu C. -

Exaktni vzorec na vypocet d;, zni takto:

Disledek 4.0.5. Za predpokladi predchdzejici vety plati:

k
op = Zmax{L +1—e¢;, 0}
i=1
Diikaz. V ditkazu disledku vyuzijeme faktu, Ze (1 — 2)72 = 2 iz0ld + 1)27,
coz se dd snadno oveéiit: oznacme F'(z) = > . ,(j + 1)z, pak F(z) =
s = 2 (2) = (%) = ﬁ Po dosazeni do véty 4.0.3
dostavame nasledujici:

k

R I W BIELELED ) RIEIEE

L>0 i=1 520 i=1 j>e;

Tedy koeficient u 2* v Hilbertové fadé kédu C je S°F  max{L + 1 — ¢;, 0},
coz jsme chtéli dokazat.
[

Skute¢ny odhad minimalni vzdalenosti ndm pak dava tato véta:
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Véta 4.0.6. Necht C je [n, k,t] konvolucni kdd nad télesem Z, s Forneyho
indexy (eq,..., ex), pak

d < min{A, (n(L +1), k(L +1) - 1)},

kde Ay(n, k) znaci nejvétsi moznou minimdlni vzddlenost [n, k|, linedrniho

blokoveho kodu.

Definice 4.0.7. Rekneme, Ze [n, k, t, d] konvoluéni kéd je optimdlni, jestlize
ma mezi vSemi [n, k, t] konvoluénimi kédy nejvétsi minimalni vzdalenost d.

Definice 4.0.8. Rekneme, 7e [n, k,t] konvoluéni kéd je kompaktni, jestlize
pro vSechna L > 0 plati 0, = max{(L + 1)k — ¢, 0}.

Priklad 4.0.9. Vratme se zpét k nasemu [2,1, 2] kédu. Protoze k = 1, jest
0p =max{L +1— e, 0} at = e;. Tedy kdd je podle definice kompaktni,
navic g = 0 a 6, = L — 1 pro L > 1, tedy mizeme odvodit minimalni
vzdalenost jako

d < min{A(2,0), A(4,0), A(6,1), A(8,2), A(10,3),...},

po dosazeni
d = min{oo, >0, 6,5,5,...} = 5.

Kazdy [2,1, 2] kéd tedy ma miniméalni vzdalenost nejvyse 5. Je zndmo, Ze v
nasem piipadé je d = 5, a tedy jedné se o optimalni [2, 1, 2] kéd. Ovéfeni pro-
biha nasledovné: chceme dveé cesty v miizce kddu, které se lisi v nejmensim
poc¢tu hran. Necht mame dvé cesty, které se v néjakém uzlu rozdéli, tedy na
vstup prisly rozdilné bity. Protoze stav kodéru je vektor délky 2, tyto cesty
se mohou setkat nejdfive za dalsi dva kroky (za pfedpokladu, Ze nadéle na
vstupu budou ty samé bity). Mame celkem 16 moznosti takovychto rozdé-
leni dvou cest (4 moZnosti stavu, za kterého se cesty rozdélily, a 4 moznosti
nasledného vstupu délky 2) — kdyz vSechny vypiSeme, zjistime, Ze skuteéné
se takto rozdélené cesty lisi na péti pozicich.

Nabizi se otazka, zda pro kazdou trojici parametri [n, k, t] existuje op-
timalni konvoluéni kéd — odpovéd je zaporna, nicméné jeji diikaz je nad
ramec této prace.
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Kapitola 5

Dekodovani konvoluénich kodu

V predchozich kapitolach jsme si vysvétlili princip kédovani, odvodili vlast-
nosti riznych tiid konvoluc¢nich kédt v zavislosti na tvaru generujici matice
a odvodili odhad na minimalni vzdalenost, pfenesené tedy schopnost kédu
opravovat chyby vzniklé pti prenosu. V této Casti se zaméfime na to, jak z
prijatého vektoru r ziskat zpét vyslané kédové slovo c.

Pouzijeme nasledujici model: vstupni vektor v se zprava doplni nulami
tak, aby po poslednim vstupu byly v registrech kodéru samé nuly, ¢imz
vznikne vektor w, zakédovanim dostaneme ¢ a po pfenosu r s pripadnymi
chybami!. Zopakujme znaceni:

. . . . . 1 k
e Vstupni slovo v ¢ase ¢ o k bitech oznac¢me v, = <v§ ), cee ’Ut( )), ana-

logicky vektory s nulami navic jsou oznaceny w;. Sekvenci L blokt na
vstupu ozna¢me w = (W, Wy,..., Wp_1).
e Stejneé jako doposud oznacime i ptislusné kédové bity cz(»j ), 1=1,2,...,n
tvofici vektor ¢;. Cela vystupni sekvence pak je ¢ = (co,cq,...,C1_1).
Prijaté slovo ma totoznou notaci:

r=(ro,..., rp_1) = (7’(()1), 7“(()2),..., r(()n),..., T(lel,..., T(anl).

e Jako pfenosovy kandl zvolme bindrni symetricky kandl (BSC), tj. bi-
narni kanal, jez ma pravdépodobnost chyby pfi pfenosu p (typicky se

IMezi ¢ a r je obvykle jesté jedna faze, tzv. modulace, kdy se kédové slovo mapuje
na signal vhodny k prenosu; z matematického hlediska je vSak nezajimava a mtzeme ji
proto vypustit. V nasem pripadé, kdy uvazujeme binarni symetricky kanal, je navic tato
modulace identitou.
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predpoklada, ze p < %) Chybovou sekvenci ozna¢me a = (aj, ..., ar 1),
pak prijaté bity budou odpovidat

r@) — ) g g

3 Y

kde ® znadi s¢itani modulo 2 a at” ~ B(p), kde B(p) je Bernoulliova

nahodna veli¢ina. Navic pro jednoduchost predpokladejme, ze al(j jsou
nezavislé (tedy ze kanal je tzv. bez paméti).

Potrebujeme najit néjaké kédové slovo ¢, € C takové, ze jeho Ham-
mingova vzdalenost od pfijatého slova r je nejmensi mozna. Chceme tedy
navrhnout algoritmus, ktery by v celém kédu C nasel slovo ¢y, jez by bylo
nejblizsi prijatému slovu r. Prvni, naivni myslenka veli spocitat Hammin-
govu vzdalenost pro vSechna slova kédu C a pak vybrat zadané, jiz na prvni
pohled je ale jasné, ze to je vypocetné prakticky nemozné. V tuto chvili
nastupuje Viterbitv algoritmus.

Poznamka 5.0.10. Nemusi byt na prvni pohled jasné, pro¢ chceme mini-
malizovat pravé Hammingovu vzdalenost. Ozna¢me P(r;|c;) podminénou
pravdépodobnost, Ze bylo prijato slovo r; za predpokladu, Ze bylo vyslano
slovo ¢; a dy(r;, c;) Hammingovu vzdélenost vektort r; a c;. Pak mizeme
psat

dp (ri,ci)
P(rsle;) = p™oed (1 — p)r— e = (ﬁ) (1—p)"
Nyni roz$ifime myslenku na celé sekvence, nebot nestac¢i maximalizovat
pravdépodobnost pro jednotliva slova — vzpomenme, ze kédova slova za-
viseji i na vnitfnim stavu kodéru, ktery pro zménu zavisi i na predchozich
vstupech. Tedy

L1
P(I“C) = P(r07 ry,..., rL—1|c07 Ci,-- o) cL—l) = H f(ri|ci)7
i=0
kde jsme v posledni rovnosti pouzili nezavislost chyb.
Podobné jako u blokovych kéd se realizuje myslenka hledani maximalné
vérohodného kdédového slova, tj. slova ¢y, s co nejvyssi pravdépodobnosti
P(r|cym). Ale protoze p < 1, méme

<1,

A
NI NI

1—p
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tedy funkce (ﬁ) je klesajici pro rostouci £ € N, a tedy podminéna pravdé-
dp(ri,c;)

podobnost P(r;|c;) = <ﬁ (1 —p)™ klesa pro rostouci Hammingovu

vzdélenost kédového a prijatého slova dy(r;, c;). Maximalizace P(r|cy) je

tak ekvivalentni minimalizaci dy(r, ).

5.1 Viterbitv algoritmus

Viterbitv algoritmus je zalozen na jednoduché myslence: pocitani vérohod-
nostni funkce vsech kédovych slov obnasi vlastné projiti vSech moznych cest
v miizce. Je ale zjevné, Ze mnoho cest bude prochazeno zbytecné, nebot bude
ziejmé, ze pro nékteré z nich bude funkce jiz po nékolika krocich vyrazné
vétsi nez u jinych. Definujme nyni metriku cesty a vétve:

Definice 5.1.1. Necht wj ' = (Wo,..., W;_1) je sekvence vstupnich slov,
kterd definuje cestu miizkou II; = {s¢, s1,..., s;} a kterd ,zanecha“ kodér
ve stavu s;. Necht ji odpovida ej ' = (&, ..., &_1) sekvence kédovych slov.

Pak definujeme metriku cesty I1; jako
M;_1(s;) = —log P(rg, r1,..., Ti_1|Cy, €1,..., Ci1).

Definice 5.1.2. Rekneme, Ze hodnota yi;(r;, €;), definovand jako p;(r;, €;) =
—log P(r;|¢;), se nazyva metrika vétve.

Je zjevné, ze metrika celé cesty je souctem jednotlivych metrik vétvi:
Mi(sisn) = ) log P(rjle;) = > pa(r;1e;) = Mioa(si) + pua(ril&5+1),
j=0 §=0

kde ¢®5i+1) je kédové slovo piislusné vstupnimu wS+1) které kodér ze
stavu s; posune do stavu s; 1. Prodlouzeni cesty o jeden krok v mfizce tedy
vlastné znamena k dosavadni metrice cesty pricist metriku nové vétve.

Pozndmka 5.1.3. Takto zfejmé prevedeme tilohu maximalizace vérohodnostni
funkce na minimalizaci metriky cesty. Jak jsme vSak ukazali vySe, v nasem
jednoduchém pripadé binarniho symetrického kanalu nam sta¢i minimali-
zovat Hammingovu vzdéalenost — obé definice jsou zde uvedeny pro srov-
nani s dalsimi dekédovacimi algoritmy, kde jiz podobné zjednoduseni nebude
mozné. Hammingova vzdalenost je navic metrika, proto v dalsim textu po-
pisujicim Viterbitv algoritmus mutZzeme uvazovat pouze ji a pod pojmem
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metrika vétve rozumét p;(r;|¢;) = dy(r;, ¢;) a pod metrikou cesty prislus-
nou sumu.

Na pozorovani, ze metrika cesty je souc¢tem metrik vétvi, je zalozen Vi-
terbitiv algoritmus: za¢neme ve stavu sg, o kterém je zndmo, jak vypada (je
to vychozi stav kodéru, tedy vétsinou samé nuly), projdeme kazdou hranu,
ktera z sy vychazi, spocitame pro ni metriku vétve a do cilového stavu s; ji
ulozime.

Ve druhém kroku z kazdého stavu opét projdeme vSechny hrany, spoci-
tame jejich metriky, pricteme k metrikam, které jiz cesta pred prodlouzenim
o jednu hranu méla, a vysledek ulozime do cilového stavu. Takto projdeme
postupné vsechny stavy a na konci se podivame, ktery z nich ma nakumulo-
vanou nejmensi metriku — ta bude odpovidat nejpravdépodobnéjsimu slovu
Cm. Timto postupem sice najdeme pouze metriku, nikoliv prislusné kédové
slovo, nicméné budeme-li si pfi prochazeni kromé metriky pamatovat i pii-
slusnou cestu, mizeme na konci kédové slovo zrekonstruovat.

Hlavni myslenka Viterbiova algoritmu spociva v feseni situace, kdy se
dvé cesty setkaji, coz je v miiZzce konvolucéniho kédu velmi ¢asty jev. Necht
tedy mame dva rizné stavy s;, a s;,, v nichz konci cesty II;, a II;, s metri-
kami M;_1(s;,) a M;_1(8;,). Myslenka je jednoducha: dekédujeme-li metodou
maximalni vérohodnosti (a tedy minimalizujeme metriku cesty), musime v
kazdém kroku zachovat pouze ty cesty, jejichz metrika je nejmensi mozné.
Tedy v kazdém kroku si v kazdém uzlu ponechdme pouze tu cestu (a jeji
metriku), ktera je nejpravdépodobnéjsi. Tedy

Mi(si1) = min{ M;_y(s;,) + pi(x;]€05+1)), Mi_y (s3,) + pa(rs|e%i%+1)) )

a cesta s mensi metrikou (tzv. prezivsi cesta) se zachova, kdezto ta druhé se
zapomene. Takto si algoritmus v kazdém kroku pamatuje pouze 2™ metrik
a prislusnych cest a pritom neztrati zadné optimalni reSeni. Miize nastat
jesté jeden pripad: obé dvé metriky vedouci do jednoho uzlu jsou shodné,
pak se mize bud jedna z nich ndhodné zvolit (na maximélni vérohodnosti
dekédovaného slova to nic nezméni), nebo si kodér mtize nékde do statické
paméti ulozit informaci, ze do daného stavu vedla jesté jedna cesta a v
pripadé, ze uzel byl soucasti dekddovaného slova, nabidnout obé€ varianty.
Viterbitiv algoritmus by se dal zformulovat takto:

(i) Inicializace: i = 0.

()

(ii) V ¢ase i + 1 pro stav kodéru s, ;1 najdi vSechny stavy s;”’ v Case i, ze
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kterych vede do s;i1 hrana. Pro kazdy z nich spocitej metriku cesty
jako Mifl(sgj)) —+ Mi(ri, é(SEJ),SiJ,-l)).

(iii) Prezivsi cestu do stavu s;11 vyber jako cestu s nejnizsi metrikou mezi
v8emi z bodu (ii). Do stavu s;;; uloZ prezivsi cestu a jeji metriku.

(iv) Opakuj pro vSechny stavy s; .
(v) Zvétsi i o 1 a celé opakuj, dokud neprojdes celou mfizku.

(vi) Na konci vyber stav s nejnizsi akumulovanou metrikou a pfislusnou
cestu v mtizce prohlas za vysledek.

Priklad 5.1.4. Vratme se k nasemu [2, 1, 2] kédu s generujici matici G(x) =
(1+z+2*> 1+2?) a ilustrujme na ném dekédovani pomoci Viterbiova
algoritmu. Necht vstup je v = (1,0,0,1,1,0,1), pak vystup je (k ruénimu
vypoctu pouzijeme reprezentaci pomoci Laurentovych fad)

c® =(1,1,1,1,0,0,0,1,1)

c? =(1,0,1,1,1,1,0,0, 1),

tedy celkem
c = (11,10,11,11,01, 01,00, 10, 11).

Nechame kédové slovo ,,projit® binarnim symetrickym kanalem a na druhé
strané ,pfijmeme* r = (11,00,11,10,01,01, 00,10, 11), kde podtrzené jsou
bity, na nichz doslo k chybam.

V prvnim kroku dekodéru (viz obréazek 5.1) se pouze prodlouZi cesty ze
stavu 00. Nad kazdou cestu si zaznacime prislusny bit vstupu, bity vystupu
a celkovou naakumulovanou metriku. Ve druhém kroku (obréazek 5.2) jesté
stale kazda cesta vede do jiného vrcholu a k jejich kfizeni nedochazi. Ve
tfetim kroku (obrazek 5.3) uz se ale cesty setkévaji, na fadu tedy prichazi
vede — vysledek po odstranéni Spatnych cest je vidét na obrazku 5.4. Jedna
cesta zustala ,slepa”, tj. jeji naakumulovana metrika byla natolik velika, ze
nebylo vyhodné prodlouzit ji do néjakého stavu v case © = 3. V dalsim kroku
(obrazek 5.5) ji tedy muzeme smazat.

Postupné takto prochdzime celou miizku (v pfipadech, kdy se potkaji
dvé cesty s totoznou metrikou, volime mezi nimi ndhodné), jak je naznaceno
na obrazcich 5.6 az 5.11. V poslednim kroku se podivame, ve kterém uzlu je
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f=(1)  [=(00)  F=(11) F3=(10) [=(0) Fs=(01) F=(00) F;=(10)  Fg=(11)

01

Obrazek 5.1:

L=(1)  1=(00) =) [=(10) r,=0) r;=0) r,=(00) r;=(10) rg=(11)

Obrazek 5.2:

naakumulovana nejmensi metrika a za vysledek prohlasime cestu, ktera do
néj vede, jak je ukdzano na obrazku 5.12. Precteme-li kodové bity na této
cesté, dostaneme c,, = (11, 10,11, 11,01,01, 00,10, 11), tedy ¢ = ¢ a dekd-
dovani tspésné opravilo obé dvé chyby; precteme-li vstupni bity, dostaneme
vm = (1,0,0,1,1,0,1,0,0) — staci si odmyslet posledni dvé nuly, kterjymi
jsme vstupni vektor v doplnili, a dostavame piesné vstup v.

V praxi se jesté Viterbitv algoritmus vylepsuje nékolika zptsoby. P1i pii-
jimani velmi dlouhych slov by mezi pfijmem a vystupem z dekodéru vznikalo
velké zpozdéni (nebot dekodér naptfed musi dojit do koneéného stavu, aby
mohl rozhodnout, ktera cesta je vystup), navic by tim vznikaly vysoké na-
roky na pamét dekodéru. P¥i pohledu na miizku ve vySe uvedeném piikladé
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ro=(11) ry=(00) r=(11)  r;=(10)  r,=(01 rs=(01) rg=(00) r,=(10)  rg=(11)
0020072 0/00/2 0/00/4

01

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7 i=8 i=9

Obrazek 5.3: tfeti krok krok dekodéru — prvni kiiZzeni cest

ro=(11) r=(00)  r=(11) r;=(10) ry=(01) rs=(01)  re=(00) ry;=(10)  rg=(11)

A1

Obrazek 5.4: tieti krok krok dekodéru — vysledek po ponechéani nejlepsich
cest
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ro=(11) ry=(00) ry=(11) ry=(10) r,=(01) 5= (01)
0/00/2, 0/00/2 0/00/2 2
/10/2 1/10/2
i=5 i=6
,
Obrazek 5.5:
ro=(11) r,=(00) r,=(11) r3=(10) ry=(01) r5=(01)
00+ 0/00/2, 0/00/2 . 0/00/2 0/00/3 3
7z
7
10
01
1 . 1/10/2 1/10/2
i=0 i=6

Obrazek 5.6:
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re= (00)

r;=(10)

r;=(10)

rg=(11)

rg=(11)



ro=(11)
0/00/2.

ry=(00)
0/00/2

r=(11)  r;=(10  r,=(01)  r5=(01) re=(00)  r;=(10)
0/00/2 . 0/00/3

ro=(11)

r,=(00)

1/10/2, 1/10/2

Obrazek 5.7:

r,=(11) ry=(10) ry=(01) Irs=(01) I = (00) r;=(10)

- 3

7 M,

=, N
S

S

1/10/2 1/10/2

Obrazek 5.8:
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ro=(11) ry=(00) r,=(11) ry=(10) ry=(01) rs=(01) I'e=(00) rg=(11)
4
7 >,
7, N
7 N
N
4
2
1 1/10/2, 1/10/2 4
i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 =7 i=8 =9

Obrazek 5.9:

ro=(11) r,=(00) r,=(11) ry=(10) ry=(01) Irs=(01) I = (00) r;=(10) rg=(11)

00-.

01

1/10/2 1/10/2

Obrazek 5.10:
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ro=(11) r,=(00) r,=(11) ry=(10) ry=(01) Irs=(01) Ie=(00) r;=(10) rg=(11)

00-,

01

i=0 i=1 i=2 i=3 i=4 i=5 i=6 i=7 i=8 i=9

Obrazek 5.11:

Fo=(11) ry=(00) r=(11)  r;=(10  ry=(01 rs=(01)  re=(00) r;=(10)  rg=(11)

00-.,

01

i=0 i=1 i=2 i=3 i= i=: i= i=7 i=8 i=9

Obrazek 5.12: vysledek Viterbiova algoritmu — cesta s minimélni metrikou
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je jasné, ze toho neni tieba. Pri dekdédovani totiz pravidelné v dostatecné
velké vzdalenosti pred aktualné prochazenymi stavy typicky ,pfezije pouze
jedina cesta a nezavisle na tom, jak se dekodér rozhodne dale, zlistane na
vystupu tak jako tak. V nasem ptipadé to bylo v case ©+ = 8, kdy mezi i = 0
a i = 1 prezila pouze jedna cesta (viz obrazek 5.9). Je proto mozné si misto
celé miizky pamatovat pouze jeji cast, jakési posunovaci okno a priitbézné
Velikost tohoto okna, dekodovaci hloubka, se znaci I', tedy v case ¢ dekodér
posle na vystup bit cy,;_r. Je samoziejmé mozné, ze v dobé, kdy dekodér
bude chtit na vystup poslat bit zpied I' krok, jesté v ¢ase :—I" nebude jedina
prezivsi cesta, ale volbou dostatecné velké dekédovaci hloubky (zhruba péti-
az desetindsobek stupné kédu t) 1ze pravdépodobnost, Ze se tomu tak stane,
snizit na minimum a pfitom zachovat nové nabytou vykonnost dekodéru.

Druhé vylepSeni (¢i spiSe feSeni technického problému) spo¢iva v tom, Ze
je-li prijaté slovo dlouhé, v jednotlivych uzlech mftizky se mohou akumulo-
vat vysoké hodnoty metrik — abychom zabranili ptili§ velkym pamétovym
narokim, sta¢i pravidelné od kazdé metriky odecist stejnou hodnotu (na
konci sice neziskame presnou hodnotu metriky nejpravdépodobnéjsi cesty,
ale metoda jako hledani takové cesty bude fungovat) a tim drzet velikost
ukladanych tdaji v urcitych mezich.

5.2 Sekvencialni dekodovani

Viterbituv algoritmus je optimalni ve smyslu, ze vzdy najde maximalné vé-
rohodné kédové slovo. Na druhou stranu v kazdém z [ kroki (kde [ je délka
piijimaného slova r) se musi v kazdém z 2% stavi spocitat a porovnat me-
triky cest do nich mirici. Spousta vypoctti bude provadéna zcela zbytecné,
nebot jesté pred tim, nez by byly cesty s vysokou metrikou jako ,mrtvé“
smazany, nékolikrat se prodlouzi (a spotfebuji ¢ast vypocetniho vykonu).
Ulehceni neptichéazi, ani kdyz z né€jakého divodu vime, Ze nenastalo mnoho
chyb. V této Casti si ukdzeme algoritmy, které za urcitych okolnosti mohou
byt vyrazné vykonné€jsi nez univerzalné pouzitelny Viterbitiv.

Misto mfiizky budeme kéd C reprezentovat stromem, kdy kofen bude
odpovidat poc¢atku kédovani. Ukazme si to na nasem |2, 1] kédu: z kazdého
kotfene povedou dvé vétve, pficemz horni z nich znac¢i 0 na vstupu a spodni
1. Do uzlu si ulozime prislusny vystup c;, kazda posloupnost vrcholi stromu
od kotene k néjakému listu pak odpovida kédovému slovu.

Projiti vSech vétvi stromu by prirozené mélo exponencialni slozitost,

42



proto se na zakladé metriky vybere cesta (potazmo kédové slovo ¢y, ), ktera
nejvic odpovida prijatému slovu r. K tomu budeme potiebovat nové zavede-
nou metriku, nebot potifebujeme porovnavat slova rizné délky (pfedstavme
si situaci, kdy porovnavame dvé vétve délky napt. 2 a 14, kdy v prvni je
jedna chyba a ve druhé dvé: standardni metrika by vybrala prvni, ovsem je
rozumné piredpokladat, ze dva chybné bity ze ¢trnacti je lepsi vysledek nez
jeden ze dvou).

Necht tedy ¢ = (c(()i), cgi), c ct ) je ¢ast kédového slova délky n,,

n;—1
kde kazdé c!” je vektor n biti (tedy vysledek jednoho kroku kédovani).
Vektor €% ma tedy celkem nn; bitt. Pfedpokladejme, Ze bity vstupniho
slova jsou nahodné veli¢iny s 0-1 rozdélenim a p = %, pak pravdépodobnost,
7e z kodéru vystoupi €, je presné

P(é(z’)> — (27k)n, — 27Rnni,

kde R = £ zna¢f informacni pomér [n, k] kédu.

Ozna¢me X = {&W), ..., ¢} mnozinu viech ¢aste¢nych sekvenci, mezi
kterymi se chceme rozhodnout, a ny.x = max{ni,ns,...,ny} jako nejvétsi
délku ze vsech téchto sekvenci. Z prijatého slova r si vezmeme praveé tak dlou-
hou ¢astecénou sekvenci: T = (rg, r1,..., Iy..—1) = (ro, 71, coy Trnmas—1)-
Za optimalni vysledek pak povazujeme vybrani sekvence ¢ takové, ze je
maximalizovana P(¢®|F).

Upravami jako v poznamece 5.0.10 lze docilit tohoto vzorce:

nn; —1
log P(e9|F) = Z (P(rj|c§-1)) - P(Tj)) — log, Rnn,.
5=0
Definice 5.2.1. Fanova metrika cesty je definovana jako
My (&9[f) = log P(eV5),
Fanovu metriku vétve definujeme takto:
i 0y (il
ey, el’) = > (log PV 1el™) —og P(rj) = R) .
=1
kde " znaci I-ty bit r; a ¢! I-ty bit ¢!’

J
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Vsimnéme si, ze Fanova metrika je vlastné zobecnénim metriky, jez jsme
doposud pouzivali?. Prvni ¢len sumy v metrice vétve zajistuje, Ze vérohod-
nostni funkce se maximalizuje, druhé dva davaji do souvislosti i délky vek-
torti. Pokud bychom je méli vSechny stejné dlouhé (jako v konvenénim pii-
padé), nemuseli bychom tyto dva ¢leny viibec uvazovat a dostali bychom
klasicky pripad Viterbiova dekédovani.

Priklad 5.2.2. Odvodme piesné hodnoty Fanovy metriky vétve pro BSC,
p=0,1a[2,1] kéd (tedy R = 1). Médme z definice

2
p(r;, cgi)) = Z (log2 P(r](-l)|c§z’l)) — log, P(r](.l)) - R) )
=1

Rozdélme sumu na dva sc¢itance, pak kazdy z nich bude roven

logy(1 — p) — log, 4 — R =log,2(1 —p) — R =0,348 je-li r’ = c{"),
logzp—logzé — R=1log,2p— R=—2,82 jelir

Po znormovani (vydéleni obou hodnot ¢islem 0,348) dostavame, ze kazdy

sCitanec je
1 gedirl) =,
—8 jeli rl! 2 .

Tedy je-li cesta algoritmu spravna, Fanova metrika cesty by méla mirné
nartistat, naopak pokud dojde k chybé, strmé klesne doli. Konkrétné ve
Fanové algoritmu je vSe realizovano nasledovné: v paméti je uchovavana
cesta z kofenu binarniho stromu az do aktualniho uzlu a jeji metrika, plus
specialni hodnota, tzv. prdh (threshold) T. Algoritmus se v kazdém kroku
podiva do nésledujicich uzli a vybere ten s nejvétsi metrikou cesty Ng4:
pokud ta je vétsi nez aktualni metrika N, prodlouzi aktualni cestu o dany
uzel a vSe opakuje. Pokud je Ny < N, algoritmus se podiva na metriku v
predchozim uzlu Ng a porovna jis 1. V piipadé, ze Ng > T, aktualni uzel se
zavrhne a algoritmus se vrati do stavu s metrikou Ng a odtam opét pokracuje
vybérem dalsich moznych uzli (pokud jsou jiz vSechny vycerpané, opét se
o krok vrati atd.). Pokud je ovSem Np < T, zmensi T o A a algoritmus se
prenese do nasledujiciho uzlu. Pokud algoritmus néjaky uzel navstivi poprvé,
odecte od T nasobek A tak, aby T' < N.

28 jedinym rozdilem, a to Ze nyni chceme mit metriku co nejveétsi.
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Role A nemusi byt na prvni pohled zcela jasna, proto ji vénujme nésle-
dujici odstavec. Do hry A vstupuje pouze tehdy, kdyZ jsme v uzlu, jehoz
metrika je vétsi nez nejlepsi metrika jeho néasledovnikti — tzn. bud déldme
chybu pfi dekédovani, nebo naopak chybu pii prenosu opravujeme. Prave
tuto hranici (skrze T') uréuje A — ¢m vétsi je A, tim méné je tfeba po-
Cetnich operaci (ale také tim déle bude algoritmus povazovat Spatné feseni
za spravnd; nesmime také zapomenout, ze A je shora omezené pravdépo-
dobnosti maximalné vérohodné cesty); naopak ¢im mensi A, tim castéji se
algoritmus bude vracet o krok zpét. Je proto vice nez vhodné pfedem na
pocitaci ovérit vykon algoritmu s pevnym A.

Druhym algoritmem spadajicim do skatulky ,sekvencialni“ je tzv. za-
sobnikovy (Zigangirovuv) algoritmus. Jak jiz ndzev napovida, datova
reprezentace bude odpovidat zasobniku, jehoZ prvky budou dvojice { My (€®|t), ¢}
sefazené podle Fanovy metriky Mp(¢%|F) od nejvétsi po nejmensi. Jeden
krok algoritmu vypada tak, Ze se vezme prvek s nejvétsi (a tedy nejlepsi)
metrikou, piislusna cesta se o jeden krok prodlouzi viemi 2* zpiisoby, pro
kazdé prodlouzeni se spocita nova metrika a vSechny vysledky se ulozi do
zasobniku, ktery je pak opétovné setiidén.

Algoritmus funguje, nebot pokud je navrchu cesta vedouci z pocatecniho
do koncového stavu, jednd se o vysledek (protoZe je nahore, mé nejvétsi me-
triku a tedy jeho vérohodnostni funkce je maximalni mezi vSemi kédovymi
slovy). V kazdém kroku vzdy jednu cestu prodlouzim, po koneéném poctu
krokti se tedy algoritmus zastavi. Trochu jina otazka uz je jeho ¢asova slozi-
tost, nebot v kazdém kroku z jedné cesty ziskdm 2* novych, které potiebuji
zatfidit do soucasnych.

Tento problém se pokusil vyfesit F. Jelinek zajimavym vylepsenim pt-
vodniho Zigangirovova algoritmu — interval moznych hodnot Fanovy me-
triky se predem rozdéli na mensi ¢asti, z nichz kazdd ma pevnou velikost
pfifazené paméti (tzv. bucket). Algoritmus vezme vrchni prvek z intervalu s
nejvyssimi hodnotami, ktery neni prazdny, vymaze jej ze zasobniku a pro-
dlouzené cesty ulozi navrch pfislusného bucketu, ty uz déle netiidi. Tim
sice usetii ¢as potiebny k béhu algoritmu, nicméné je celkem ziejmé, Ze vy-
stup nebude nejlepsi, ale jen ,velmi dobré* kédové slovo. Nicméné vhodnou
volbou hustého rozdéleni intervalii a za predpokladu ucinéného na zacatku
podkapitoly o sekvencialnich algoritmech, totiz Ze nenastalo mnoho chyb, je
ztrata vykonu ptvodniho algoritmu minimalni.
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5.3 M-algoritmus

Variaci na Viterbitiv algoritmus je tzv. M-algoritmus, ktery se snazi vypo-
radat s vypocetni slozitosti pro vétsi stupné kodéru. V mrizce kédu mame
jen jedno spravné feSeni, pritom v kazdém kroku uchovavame 2™ cest a po-
¢itame 2™ metrik vétvi, drtivou vétsinu z nich zcela zbyteéné. Proto méjme
algoritmus, ktery si v kazdém kroku pamatuje pouze M nejlepSich cest, tedy
pti prodluzovani poé¢itdme pouze M2F metrik. Nepouzivame navic ,slévani®
cest v uzlech jako u Viterbiova algoritmu, v pfezivsich M cestach mohou byt
dvé rizné vedouci do jednoho uzlu — proto je lepsi pouzit k reprezentaci
strom, ne miizku.

Pokud zvolime M = 2™, dostavame algoritmus velmi podobny tomu
Viterbiovu, nicméné ne shodny (nékteré ponechané cesty mohou kondéit ve
stejném uzlu); pfitom lze M volit vyrazné mensi a ztratit pouze malou ¢ast
vykonu dekédovani. M-algoritmus tedy také zaradime do rodiny subopti-
malnich algoritmi, vhodnych k pouziti za urcitych podminek.

Velmi podobnou myslenku pouziva i tzv. T-algoritmus, ktery misto po-
nechani M nejlepsich cest ponecha vSechny cesty, jejichz metrika neni horsi
o vice jak T nez metrika nejlepsi z nich.

5.4 Porovnani jednotlivych algoritmu
Srovnejme si nyni jednotlivé algoritmy:

e Zasobnikovy algoritmus navstévuje kazdy uzel grafu maximalné jed-
nou (a proto kazdou metriku cesty po¢ita jen jednou), zatimco Fantv
algoritmus pouziva backtracking, a proto se mize stat, ze nékteré uzly
navstivi i nékolikrat za sebou — z toho plyne nékolikeré pocitani me-
triky stejné cesty (coz se sice da odstranit ukladanim vsech jiz spoci-
tanych metrik, nicméné toto feseni zase vyzaduje dodateénou pamét).
Viterbitv algoritmus kazdy uzel navstivi také nékolikrat, nicméné po-
et navstév je konstantni (do kazdého uzlu se ,,podiva®“ 2F-krat, kdyz
rozhoduje, jakd v ném bude metrika).

e Fantv algoritmus je z hlediska paméti méné naro¢ny, nebot si pamatuje
vzdy jen aktudlni cestu a jeji metriku (ptfipadné i vSechny spocitané),
zatimco zasobnikovy algoritmus musi uchovavat v paméti vsechny spo-
¢itané cesty (resp. né&jakou jejich prezivsi ¢ast). Viterbitiv algoritmus

46



je na pamét také naro¢ny: v kazdém ze 2™ uzld si pamatuje jak naku-
mulovanou metriku, tak i pfislusnou cestu.

Co se tyce casové slozitosti, zde je situace nejednoznacna. Narocnost
Viterbiova algoritmu nezavisi na poctu chyb pii pienosu, vSechny vy-
pocty se délaji stale stejné, pro kédy vétsitho stupné m je tato na-
rocnost vysoka; naproti tomu rychlost sekvencialnich algoritmi je do
velké miry ovlivnéna chybovosti pfenosu. Pro maly pocet chyb (a tedy
i maly pocet vraceni se Fanova nebo rychlé prodluzovani nejlepsi cesty
zasobnikového algoritmu) plati, Ze sekvencidlni dekédovani je rychlejsi
nez Viterbiovo (a Fanovo trochu rychlejsi nez zasobnikové), nicméné
pro vétsi pocet chyb jiz tyto algoritmy rychle ztraceji dech (a situace
se obraci, diky vétsimu mnozstvi kroki zpét Fanova algoritmu).

Sekvencialni algoritmy byly ptvodné v 60. letech XX. stoleti navrzeny
pro kédy velkého stupné, pro které Viterbitiv algoritmus (exponenci-
alné zavisly na m a k) byl (na svou dobu) jiz ptili§ pomaly; za pomoci
moderni techniky jiz neni vétsi problém dekédovat Viterbiovym algo-
ritmem i tyto kédy.

Podivame-li se na princip a myslenku algoritmi, tak Faniv je v pod-
staté hledani do hloubky, Viterbitiv hledani do sitky a zasobnikovy
kombinace obou dvou.

vencidlnimi nebo M-algoritmem) spo¢iva v tom, Ze prvné jmenovany
vzdy da spravny (maximalné vérohodny) vysledek, kdezto podobnou
jistotu u jinych algoritmii nemame (pouze vime, Ze feSeni je ,velmi

dobré“).
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Kapitola 6

Pouziti konvoluc¢énich kodu

Konvoluc¢ni kédy byly jiz kratce po svém objeveni a popsani ,nasazeny*
na nejkritictéjsi mista: v roce 1977 byly vypusStény dvé vesmirné sondy
Voyager 1 a Voyager 2, které k prenosu signalu zpét na Zemi pouzivaly
Reed-Solomonovy kédy kombinované s [2, 1] konvoluénim kédem s generu-
jici matici

Gz)=(14+z+2>+2°+2° 1+2>+2°+2°).

Pro nové mise (jmenovité dvojice ,vozitek* Mars Rover a Mars Explo-
ration Rover ¢i sonda Cassini letici k Saturnu) se jiz pouZiva vykonnéjsich
[6,1] konvolu¢nich kédid o m = 14. Samoziejmé, dekédovani je prislusné
nevadi prodleva mezi prijetim zpravy a jejim dekédovani.

Konvolucni kédy se uplatiiuji i v satelitni komunikaci, nejrozsitenéjsi sité
pouzivaji ty samé kédy jako program Voyager, moderni hardware pokrocil
natolik, Ze jejich nasazeni do provozu v realném case neni problém.

Obecné se konvolucni kédy pouzivaji v mensich stupnich, jejich naroc-
nost na dekédovani pro vétsi stupné je ¢ini nevhodnymi pro Siroké pouziti.
Ovsem v situaci, kdy zalezi hlavné na predani zpravy bez chyb, jsou kon-
voluéni kédy (pfipadné v kombinaci s Reed-Solomonovymi) vynikajicim po-
mocnikem. Sice je v soucasné dobé z pozice nejvykonnéjsich znamych kodt
vytlacily turbokédy a LDPC kédy (Low-Density Parity Check), nicméné
zékladem prvné jmenovanych jsou kédy konvolucni, takze se o jejich bu-
doucnost obavat nemusime.
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