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Kapitola 1

Motivace

Kolem roku 1637 vyslovil francouzsky matematik Pierre de Fermat tvrzeni, ze

rovnice
"+ oyt = 2", neN, xy2ze€Z\{0} (1.1)

nema pro n > 3 teSeni. VSechny generace matematiku se od té doby pokousely
dokézat toto tvrzeni, zndmé u nés jako Velkd Fermatova véta. Ackoliv uspéchy v
tomto sméru byly vétSinou jen Castecné, pii pokusech o dukaz byly casto vy-
vinuty mocné matematické nastroje, které potom nasly uplatnéni i v jinych,
zdanlivé s Velkou Fermatovou vétou nesouvisejicich, oblastech matematiky. Ta-
kovym nastrojem jsou i cyklotomicka télesa, kterd stala dokonce u zrodu celé
nové matematické discipliny zvané algebraicka teorie ¢isel. Nez vsak pristoupime
k vybudovani teorie cyklotomickych téles a dokézani nékterych fundamentalnich
vysledkti, vyresime jednu s nasim problémem piimo souvisejici diofantickou rov-
nici. Naddle budeme nazyvat rovnici (1.1) Fermatovou rovnici n-tého stupné. Bu-
dou nas zajimat jeji netrividlni feseni, tj. xyz # 0.

Resen{ Fermatovy rovnice druhého stupné byla znédma uz ve starovéku. Protoze
jakakoliv trojice x,y, z kladnych celych ¢éisel spliujici tuto rovnici udava podle
Pythagorovy véty délky stran pravoihlého trojuhelnika, nazyva se tato trojice i
prislusna rovnice pythagorejskou. Pokud navic kromé kladnosti predpokladame
i NSD(z,y,2z) = 1 a z je sudé, nazyva se trojice (z,vy,z) zdkladni pythagorej-
skou trojici. Ukazeme, ze k nalezeni vSech feSeni pythagorejské rovnice staci najit
vSechny zakladni pythagorejské trojice.

Predpoklad o kladnosti a nesoudélnosti x, vy, z je zfejmy. Kdyby z bylo sudé,
musely by z i y byt liché (jinak by nebylo NSD(z,y, z) = 1). Potom 22 + 3? = 2
(mod 4), ale 22 = 0 (mod 4). Tedy z je liché a x a y maji riznou paritu. Diky
symetrii x a y muzeme bez Ujmy na obecnosti pozadovat sudost x.

Hledejme nyni vSechny zdkladni trojice. Nejprve prepiseme pythagorejskou
rovnici do ekvivalentniho tvaru

=2 -y =(z2—y)(z+y)



Nyni muzeme vyjadrit
r=2u, z—y=2w, z4+y=2w,

a u? = vw, pficemZ v a w maji ruznou paritu a NSD(v,w) = 1 vzhledem k
nesoudélnosti y a z. Diky jednoznaénosti prvociselného rozkladu je v = a?, w = b?
a u = ab. Navic ¢isla a a b musi byt nesoudélnd, jinak by nebyla nesoudélna ani
v a w. Mame tedy

2w — 2v
2

_2w—|—2v
2

xr =2ab, y= = b —d?, =b* 4+ d°.
Dosazenim ovérime, ze ¢isla tohoto tvaru skutec¢né splnuji feSenou rovnici. Dostava-

me tedy

Tvrzeni 1.1. Trojice (x,y, z) je zdkladni pythagorejskou trojici, pravé kdyz

x = 2ab,
y:b2_a27
z=0*+ad’

pro néjakd a,b € 7, spliugici: b > a > 0, a,b magji riznou paritu a NSD(a,b) = 1.

Nyni se pokusime dokazat, ze Fermatova rovnice stupné 4 nema netrivialni
feSeni. Toto je jediny piipad, jenz dokazal uz sam Fermat. Ackoliv je dukaz ele-
mentarni, poprvé se v ném objevuje metoda tzv. nekonecného sestupu, kterou v
jisté podobé vyuzijeme ve vSech dukazech dalsich specidlnich pripadu Fermatovy
véty. Proto ji formulujeme obecné. Predpoklddejme, ze z1,yi, 21 je (netrividlni)
reSeni néjaké diofantické rovnice. Pokud budeme umét najit takové fesent xo, v, 29
téze rovnice, ze 0 < |z9| < |21], dosdéhneme sporu. Tento postup bychom totiz
mohli opakovat do nekonecna, ¢imz bychom dostali nekonec¢nou ostie klesajici
posloupnost prirozenych ¢isel. Nemozné.

Tvrzeni 1.2. Rovnice
ot oyt =22 (1.2)

nemd netrivialni celociselné reseni. Specidlne nema netrividalni reseni ant Ferma-
tova rovnice stupné 4.

Dikaz: Nejprve dokazeme druhou cast tvrzeni za predpokladu platnosti prvni.
Kdyby néjaka nenulova éisla z, y, z spliiovala rovnici (1.1) pro n = 4, pak by c¢isla
x,v, 2 splitovala rovnici (1.2) — spor.

Necht nyni netrividln{ trojice (z,y,z) vyhovuje rovnici (1.2). Budeme chtit
najit netrividlni trojici (e, f, g) tak, aby vyhovovala téze rovnici a zaroven |g| < |z|.
Protoze trojice (z2,12, 2) splituje pythagorejskou rovnici, muzeme bez djmy na



obecnosti predpokladat, ze je to zakladni pythagorejska trojice. Podle tvrzeni 1.1
existuji nesoudélna cela cisla a, b tak, ze

22 = 2ab, Y =b* —d?, 2=V +d?,

b > a > 0 a a,b maji riznou paritu. Potom vsak 3% + a2 = b a vzhledem k
nesoudélnosti a, b,y a lichosti y je (a,y,b) znovu zdkladni pythagorejskou trojici.
Opétovnym pouzitim tvrzeni 1.1 dostavame nesoudélna celd ¢isla ¢, d ruzné parity
takova, ze ¢ > d > 0 a

a=2cd, y=c*—d* b=c*+d*.

Dosad'me nyni za z:
2% = 2ab = 4cd(* + d?).

Réadi bychom ted usoudili, Ze ¢, d i ¢® 4+ d? musi byt druhé mocniny. To poplyne z
jednoznaéného rozkladu celych éfsel na prvoéisla, pokud dokézeme, ze ¢, d, ¢ + d?
jsou po dvou nesoudélna.

Diky nesoudélnosti ¢, d staci ovéfit nesoudélnost ¢ a ¢ + d? (stejné pak pro
d,c® + d*). Kdyby ale néjaké prvocislo p délilo jak c, tak ¢ + d?, délilo by d? a
tedy i d — spor.

7 vysSe zminéné vlastnosti celych ¢isel tak usuzujeme, ze pro néjaka kladna
e f,gje

c=¢é* d=f* 4+ d* = ¢
Potom plati e* + f* = g%, neboli trojice (e, f, g) je netrividlnim Fesenim rovnice
(1.2). Porovnejme z a g:

|z|:z:a2+b2:402d2+(c2+d2)2>g4>g>0.

Timto jsme metodou nekonec¢ného sestupu dovedli ke sporu existenci netrividl-
niho feSeni rovnice (1.2). d

Nyni uéinime snadné pozorovani. Necht n > m > 3 a necht ¢&isla z, v, z splituji
Fermatovu rovnici stupné n. Pokud m déli n, n = md, tak é&isla ¢, y?, 2 splnuji
Fermatovu rovnici stupné m. Jinak fe¢eno — neni-li rovnice stupné m ftesitelna,
neni feSitelna ani zadna rovnice stupné, ktery je nasobkem m. Protoze vSechna
celd ¢isla vétsi nez 2 jsou bud ndsobkem 4 nebo néjakého lichého prvocisla, zbyva
vzhledem k predchozimu tvrzeni dokazat Velkou Fermatovu vétu jen pro liché
prvociselné exponenty.

Vrafme se jesté na chvili k ditkaziim dvou pfedchozich tvrzeni. ProtoZe jsme
dosud nevybudovali zaddnou pokrocilejsi teorii, zvolili jsme dilkazy elementéarni,
a vyzadujici hlubsi matematické znalosti, jsou v jistém smyslu ptirozenéjsi. Uka-
zuji totiz, jakym smérem se mame vydat, abychom mohli mit nadéji, ze Velkou
Fermatovu vétu dokazeme naraz pro vice nez jeden exponent.



Prvnim takovym ukazatelem je obor takzvanych Gaussovych celjch ¢isel Z[i] =
{a+bi|a,beZ}, kde i = /—1. Je to tedy jistd podmnozina komplexnich éisel,
ktera obsahuje kotfen nad celymi ¢isly ireducibilniho polynomu z? + 1. Geomet-
ricky predstavuji Gaussova celd ¢isla miizové body v pravoihlé mfizi s bunkami o
velikosti strany 1. Je dobfe zndmo, ze Z[i] tvoii Eukliduv a tedy i Gausstuv obor.
Vlastnosti jednoznacnych rozkladu na prvocisla se da v dukazu predchézejicich
tvrzeni vyuzit podobné, jako jsme to ucinili my.

Toto uz je zarodek metody, kterou pti dokazovani Velké Fermatovy véty pouzil
Ernst Eduard Kummer (1810-1890). S vétsimi ¢i mensimi odbockami budeme
v této praci smérovat pravé k jeho vysledku, ktery byl ve své dobé bezesporu
nejvétsim pokrokem na dukazu véty od jejtho vysloveni Fermatem.



Kapitola 2
Ciselna télesa

V této pripravné kapitole pripomeneme nékteré klicové pojmy potiebné v dalsich
kapitolach. U ¢tenaie predpokladame zakladni orientaci v oblasti, a proto tvr-
zeni uvadime bez dukazu. Pro elementarni definice i dukazy uvedenych tvrzeni
odkazujeme na [1].

2.1 Zakladni pojmy

Cliselngm télesem rozumime podtéleso komplexnich éisel, které je zaroven (alge-
braickym) rozsitenim koneéného stupné télesa Q racionélnich éisel. Protoze kazdé
algebraické rozsiteni Q (obecné kazdé algebraické rozsiteni perfektniho télesa)
je separabilni, jsou ¢iselnd télesa tvaru K = Q(¢), kde t € C je néjaky alge-
braicky prvek nad Q. Stupen n rozsiteni K|Q (nékdy mluvime prosté o stupni
K) je pak roven stupni minimalniho polynomu f € Q[X] prvku ¢. Za bazi K|Q
muzeme zvolit {1,¢,...,t" 1}, VSechny netrividlni homomorfismy z K do C jsou
pak jednozna¢né urceny obrazy prvku této baze. Protoze obrazem jednotkového
prvku je zase jednotkovy prvek, vidime, ze kazdy takovy homorfismus je jiz Q-
homomorfismem. Naopak kazdy Q-homomorfismus je jiz uréen obrazem prvku ¢.
Tento obraz musi nutné byt kofenem polynomu f. Obecné nazyvame algebraické
prvky x, 2" € C wvzdjemné konjugované, pokud maji stejny minimélni polynom
nad Q. Obc¢as budeme kratce tikat, ze 2’ je konjugaci x.

Ptipomeneme nyni zakladni fakta o Galoisovych rozsitenich Q (tj. normalnich
a kone¢nych). Necht G = Gal(K|Q) je Galoisova grupa Galoisova rozsiteni K|Q,
tj. grupa vsech automorfismu télesa K. K Abelovym (resp. cyklickym) rozsirenim,
pokud je G Abelova, resp. cyklickd. Zdkladni véta Galoisovy teorie tika, ze kazda
podgrupa G’ grupy G je Galoisovou grupou (jednoznacné urcéeného) podtélesa
K' < K, které sestava z pevnych bodu vSech automorfismu o € G’. Naopak
kazdé podtéleso K’ je pevnymi body grupy G’ = Gal(K|K’). Navic normélni
podgrupy G odpovidaji podtélesum K, kterd jsou normélnimi rozsitenimi Q. V
takovém piipadé plati Gal(K’'|Q) = G/G’. Pokud je rozsiteni K|Q Abelovo, je



tedy kazdé podtéleso K normalnim (Galoisovym) rozsifenim Q.

Necht K je stdle Galoisovo rozsiteni a L je dalsi (ne nutné Galoisovo, ale
konecné) rozsiteni Q. Pak je KL Galoisovym rozsitenim L a K Galoisovym
rozsitenim K N L, pricemz symbolem K L zna¢ime nejmensi podtéleso C obsa-
hujici K i L. Navic plati [KL: L] =[K : KNL]aGal(KL|L) = Gal(K|KNL).

Vénujme se ted pojmum stopa, norma a diskriminant. Protoze tyto pojmy bu-
dou v dalsim textu hrat podstatnou roli, budeme podrobnéji komentovat odvozeni
nékterych zakladnich vztahu.

Necht K = Q(t) je ¢iselné téleso stupné n, chapané jako vektorovy prostor nad
Q. Zvolme x € K a definujme linearni zobrazeni 6,: K — K vztahem 0,(z) = zz
pro kazdé z € K. Oznacme M (0,) = (a;;);';=; jeho matici vzhledem k néjaké bazi
{b1,...,b,} vektorového prostoru K, tj.

)ZZai]’bi; jzl,,n (aijEQ)
i=1

Nyni definujeme stopu prvku z jako Trg(z) = Tr(M(6,)) a normu prvku z jako
Nk (z) = det(M(6,)). Z linearni algebry vime, ze stopa ani determinant matice
linearniho zobrazeni nezaviseji na volbé baze, takze pravé zavedené pojmy jsou
dobre definované. Pokud nebude hrozit nedorozumeéni, budeme stopu a normu
prvku x znacit prosté Tr(z) a N(x).

Necht z m4 minimdlni polynom g = X" + a, 1 X" ' + -+ + ag, s = n/r
znaci dimenzi K nad Q(z), {z1 = z,29,...,2,} je mnozina vSech kofenu ¢ a
{o1,...,0,} je mnozina vsech homomorfismu z K do C. Pak plati

Tr(z) = —sa,_1 = sti = Zaj(a:), (2.1)

N(z) = (—1)"a = Hx, Ha] (2.2)

7 téchto vztahu dostdvame okamzité pro x,y € K a b € Q

Tr(z +y) = Tr(z) + Tr(y),
Tr(bx) = bTr(z), (2.3)
N(zy) = N(z) N(y),

neboli stopa (resp. norma) je homomorfismem aditivni (resp. multiplikativni)
grupy télesa K. Navic pro z € Q mame Tr(z) = nz a N(x) = 2™

Dostavame se ted k pojmu diskriminantu, ktery bude, jak uvidime pozdéj,
jednim z invariantu ¢iselnych téles.

Stale piedpokladejme, 7e K|Q je rozsiteni stupné m. Necht (xq,...,z,) je
néjaka n-tice prvku z K. Jeji diskriminant definujeme jako

diserg (1, .. ., m,) = det(Trg (z525))7 ;-

10



Ozna¢me jako A matici, kterd ma na misté (7, j) prvek o;(z;), kde {o1,...,0,} je
mnozina vSech homomorfismu z K do C. Zrejmé plati A - AT = (Tr(z;x;)):; a z
véty o nasobeni determinanttu dostavame

discrc (1, ..., 1) = [det(A)]% (2.4)

Necht nyni B = {z1,...,2,} tvoif bazi vekotorového prostoru K a vyjddieme
jednotlivé slozky vektoru (yi,...,y,) € K" vzhledem k B, tj. y; = Y1, cijzi, j =
L,...,n (¢; € Q). Pak plati

discr(yy, . . ., yn) = [det(cij)]? - discr(zy, . . ., 2,). (2.5)

Uvazme nyni specidlni bdzi {1,¢,...,t" '} télesa K = Q(t) a oznacme t; =
t,tg, ..., t, vSechny prvky konjugované s ¢ (tedy vSechny komplexni kofeny jeho
minimalntho polynomu). S vyuzitim (2.4) a znalosti Vandermondova determi-
nantu mame

diser(Lt,....t" ) = J[ t—t;)? = (1" [t — t,): (2.6)

1<i<j<n i#]
Protoze jsou t; = t,ts,...,t, po dvou ruzné (K je separabilni rozsifeni), je po-
sledni diskriminant nenulovy a diky (2.5) vidime, ze discr(yy, ..., y,) = 0, pravé
kdyz jsou y1,...,y, linedrné zavislé.

Na zaveér této sekce zavedeme jesté jeden pojem, ktery se nam bude pozdéji ho-
dit i v obecnéjsim kontextu. At T je téleso charakteristiky 0 a at T' < C. Diskrimi-
nant monického polynomu f € T[X]| s (ne nutné ruznymi) kofeny zy,...,z, € C
definujeme vztahem

diser(f) = [ (zi— ;)% (2.7)

1<i<j<n

Alternativné jej muzeme spocitat ze vzorce

diser(f) = (=) [T £(ay). (28)

j=1

kde f’ zna¢i derivaci f. Souvislost diskriminantu polynomu s diskriminantem
prvku (definice pro obecnd rozsiteni je stejnd) je ndsledujici: At K = T(y) je
rozsifeni stupné r a ¢ € T[X] je minimélni polynom prvku y. Pak discr(g) =
discr(1,y, ...,y 1), jak napovidd vztah (2.6).

2.2 Celistvé prvky ciselnych téles
Vztah mezi celistvymi prvky a pfislusnymi télesy odpovida vztahu mezi celymi

a raciondlnimi ¢isly, resp. je jeho zobecnénim. V této sekci definujeme zdkladni
pojmy a uvedeme tvrzeni v rozsahu nezbytné nutném pro budovani teorie v dalsich
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kapitolach. U ¢tenare predpokladame zbéznou znalost latky, a tak budeme tvrzeni
uvadét vétsinou bez dukazu.

Zacneme pojmem celistvého prvku. Ten se da definovat obecné pro okruhy
takto. At S je okruh (komutativni s jednotkovym prvkem) a R jeho podokruh.
Prvek x € S nazveme celistvym nad R, pokud existuje nenulovy monicky polynom
z R[X], jehoz je x kofenem. O S pak fekneme, ze je celistvy nad R, pokud je kazdy
prvek z S celistvym nad R. Pokud kazdy prvek z S, celistvy nad R, jiz patii do
R, nazveme R celistvé uzavrenym v S. Pokud je R obor integrity, fekneme o ném,
ze je celistvé uzavieny, pokud je celistvé uzavieny ve svém podilovém télese ve
smyslu predchozi definice.

Lemma 2.1. Af R' znaci mnoZinu vsech proki z S, které jsou celistvé nad R.
Pak R’ tvori podokruh S a R’ je celistvé nad R a celistvé uzaviené v S.

Okruh R’ z predchoziho lemmatu nazveme celistvym uzdvérem R v S. Diive
nez prejdeme z obecné reci okruhu do konkrétniho pripadu ¢iselnych téles, ucinime
jesté dvé pozorovani, ktera se nam budou diive ¢i pozdéji hodit.

Lemma 2.2. Af S je obor integrity, I jeho nenulovy idedl a R podobor S.

(1) Pokud je R Gaussuv, pak je uz celistvé uzavieny.

(2) Pokud je S celistvy nad R, tak RN I # {0}.

Nas bude ted zajimat situace, kdy R = Z. Podle predchoziho lemmatu je tedy
obor 7Z celistvé uzavieny ve svém podilovém télese Q. Celistvym prvkum nad Z
budeme tikat algebraickd cela cisla.

Necht K je néjaké ciselné téleso a oznacme jako Zjy mnozinu véech alge-
braickych celych ¢isel z K. Podle lemmatu 2.1 je tedy Zg celistvym uzavérem Z v
K. VySe naznacend analogie vztahu Z ke Q a Zx ke K je obsahem nasledujiciho

Tvrzeni 2.3. Kazdy prvek z K se dd napsat ve tvaru b/d, kde b € Zy ad € Z C
Lk, d # 0. Specidlné K je isomorfni podilovému télesu oboru Zk .

Piimo z definice Zg plyne, Ze ZxNQ = Z. Uvedme ted dalsi dulezité vlastnosti
algebraickych celych ¢isel.

Tvrzeni 2.4. Necht x© € Zx md minimdlni polynom f € Q[X]. Potom véechny
koeficienty f lezi v Z (neboli f € Z[X]). Zaroven vsechny prvky konjugované s x
(tj. vSechny koteny f) jsou celistvé nad 7.

Ze vztahu (2.1), (2.2) z predchozi sekce vidime, ze norma i stopa prvku se daji
odvodit z koeficientu jeho minimélniho polynomu. Pokud tedy x € Zg, mame
podle predchoziho tvrzeni i Trg(z), Ng(z) € Z.

Pii zkoumani vztahu délitelnosti v okruzich ,ignorujeme® invertibilni prvky.
V celych ¢islech jsou takové prvky jenom dva, jmenovité 1. Nésledujici tvr-
zeni podava zakladni charakterizaci invertibilnich prvku v okruzich algebraickych
celych cisel.
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Tvrzeni 2.5. At K je éiselné téleso a x € Zk. Pak z je invertibilni < Ny (z) =
+1.

Diky znalosti podoby invertibilnich prvku a diky multiplikavité normy je mozné
dokéazat

Tvrzeni 2.6. Necht © € Z, x # 0 a x nend invertibilnd. Pak x se dd napsat jako
soucin ireducibilnich proku ze Zy (tj. proku bez vlastniho délitele).

Nyni se dostavame ke klicovému tvrzeni této sekce.

Tvrzeni 2.7. At K je c¢iselné téleso stupné n nad Q. Pak okruh algebraickijch
celych cisel Zy je volnou Abelovou grupou hodnosti n. To znamend, Ze existuji
prvky by, ..., b, € Zk takové, Ze kaZdy prvek ze Zy lze jednoznacné zapsal ve
tvaru bizy + - - - + bpzy, kde z; € Z.

Ackoliv toto tvrzeni nevypada slozité, jeho dosti dlouhy dukaz vyzaduje celkem
upornou praci s moduly. My jej nicméné v dalsi kapitole dokazeme pro specialni
ttidu ¢iselnych téles.

Tvrzeni 2.7 nés opraviiuje definovat jeden dulezity pojem: Kazdou bazi volné
Abelovy grupy Zjy nazyvame celistvou bazi ¢iselného télesa K. Protoze celistva
béze ma n = [K : Q] prvki, je zaroven i bazi K chapaného jako vektorovy prostor
nad Q. V nésledujicim tvrzeni objasnime vySe naznacenou roli diskrimantu jako
zékladniho invariantu ¢iselnych téles.

Tvrzeni 2.8. Necht {by,...,b,} je celistvd bdze ciselného télesa K stupné n a
bi,..., b, € Zk. Potom

discrg (by, . .., b,) = discrg (by, ..., b)),
pravé kdyz {by, ..., b} je celistvou bazi K.

Diikaz: Protoze {bi,...,b,} je celistvd baze, mizeme pro j = 1,...,n psét b =
Yoy #ijbi, kde z;; € Z. Podle vztahu (2.5) z predchozi sekce tak méame

discrg (b, ..., b)) = [det(z;;)]? - discrg (by, . . ., by).
Protoze je matice (z;5);; celo¢iselnd, je invertibilni, praveé kdyz je jeji determinant

roven +1. Ov8em invertibilita této matice znamend prave to, ze {b},...,0,} je
celistva baze. d

Ackoliv celistvd baze ¢iselného télesa neni uréena jednoznacné, je jednoznacné

urcen jeji diskriminant. Proto ma smysl zavadét pojem diskriminant ciselného
télesa jako diskriminant jeho libovolné celistvé baze. Budeme jej znacit d-.
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Kapitola 3

Cyklotomicka télesa

3.1 Odmocniny z jedné a cyklotomické polynomy

V této kapitole vybudujeme zéklady teorie cyklotomickych téles. Dokazeme pro né
nektera tvrzeni, ktera plati obecné pro ¢iselna télesa. Zacneme pojmem odmocnina
z jedné.

Prvek ¢ € C nazveme n-tou odmocninou z jedné, pokud spliuje (" = 1.
Vime, ze potom je ¢ tvaru e?*™/™ pro néjaké k = 1,...,n a tedy |[¢| = 1.
Snadno se ovéri, ze vSechny n-té odmocniny z jedné tvori multiplikativni cyk-
lickou grupu. Generatory této grupy (prvky fadu n) nazyvame primitioni n-té
odmocniny z jedné. Pokud (, je generdtor, tak vSechny ostatni generatory jsou
tvaru (¥, NSD(k,n) = (k,n) = 1. Mdme tedy ¢(n) primitivnich n-tych odmocnin
z jedné (p znaci, jak je obvyklé, Eulerovu funkei).

Necht ¢, je primitivni n-t4 odmocnina z jedné. Polynom

e,(X)= [ (x-¢b
1<k<n
(kmn)=1
nazyvame n-tym cyklotomickym polynomem. Kofeny tohoto polynomu jsou praveée
vSechny primitivni n-té odmocniny z jedné. Podle piredchoziho je tedy ®,, stupné
p(n).

Lemma 3.1. X" —1 =], ®a(X).

Diikaz: Stupen polynomu na pravé strané je roven y din ©(d) = n. Protoze X™ —1
nema nasobné koreny, staci dokazat, ze koreny obou polynomu se shoduji. Koteny
kazdého polynomu ®; jsou pravé vsechny primitivni d-té odmocniny z jedné.
Kofeny X™ — 1 jsou vSechny n-té odmocniny z jedné. Kazda n-td4 odmocnina z
jedné je vSak primitivni d-tou odmocninou z jedné pro néjaké d, d|n, a naopak. ¥
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Podivejme se na nékolik prvnich cyklotomickych polynomu:

P X)=X—-1, O(X)=X+1, P(X)=X>+X+1
Py X)=X?4+1, (X)) =X+ X+ X*+ X +1

Jejich tvar je motivaci k nasledujicimu lemmatu, které by bylo sice mozno casem
dokézat aplikaci vysledki z predchozi kapitoly, ale my jej nyni dokdzeme piimo.

Tvrzeni 3.2. ¢,(X) € Z[X].

Dikaz: Indukei podle n. Pripad n = 1 je jasny. Predpokladejme, ze tvrzeni plati
pro vSechna m < n. Podle pfedchoziho lemmatu je

X" —1=0,(X)[] ®a(X).
din
d<n
7 indukéniho predpokladu vime, ze produkt v predchozi rovnosti je celoc¢iselnym
polynomem. Navic je monicky, takze jim muzeme vydélit polynom na levé strané
a vysledny podil, ktery je roven ®,,, zustane polynomem v Z[X]. BY

K dukazu nasledujiciho tvrzeni budeme potiebovat tzv. Gaussovo lemma, které
ifkd, ze primitivni (specidlné monicky) polynom ze Z[X] je ireducibilni nad Z,
pravé kdyz je ireducibilni nad Q.

Tvrzeni 3.3. Polynom ®,, je ireducibilni nad Q.

Diikaz: Podle Gaussova lemmatu staci dokdzat ireducibilitu v Z[X]. Necht tedy
D, (X) = f(X)g(X), kde f(X),q(X) € Z[X], piicemz f(X) je minimélni po-
lynom prvku (,. Zvolme prvocislo p nesoudélé s n. Pak (P je opét primitivni
n-t4 odmocnina z jedné a tedy ®,(¢?) = 0. Necht f(¢?) # 0, tedy g(¢?) = 0.
Protoze g(z?) = g(z)? (mod p), maji f(X) i g(X), chdpané jako polynomy v
FF,[X], spole¢ny koien v F, (algebraicky uzévér F,). Protoze ®,(X)|X™ — 1, m4
X"—1 € F,[X] vicendsobny koten v IF,, coz nenf mozné, jelikoz (X" —1)' = nX""*
a NSD(p,n) = 1.

Je tedy f(¢?) = 0 pro kazdé prvocislo nesoudélné s n a tim padem i pro
kazdé k nesoudélné s n, 1 < k < n. Protoze ¢* # (J pro k # j (mod n), je
deg(f) > p(n) = deg(P,,). Polynomy ®,, a f se tedy rovnaji a vzhledem k iredu-
cibilité f je ireducibilni i ®,,. 23

Zkoumejme nyni blize koeficienty cyklotomickych polynomu.

Tvrzeni 3.4. Pro kazdé n > 2 je polynom ®,, reciproky, tj. pokud ®,(X) =
A X" + ap 1 X" 4+ -+ ag, plati a; = an,_; pro vsechna i = 0,...,n. Specidlné
konstatni c¢len je roven 1.
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Diikaz: Pro n = 2 tvrzeni jisté plati, protoze ®3(X) = X + 1. Necht tedy n > 2.
Reciprokost ®,, se d4 jesté jinak vyjadiit vztahem ®,(X) = X*™®, (X1).
Podle definice je

o.(X)= J[ (x-¢) a

1<k<n
(kmn)=1
X, (x ) = xe I (- = JT a-x¢h,
1<k<n 1<k<n
(k,n)=1 (kmn)=1

kde ¢, je néjaka primitivni n-t4 odmocnina z jedné a v posledni rovnosti jsme
vyuzili toho, Ze primitivni n-té odmocniny jsou uzaviené na operaci inverzniho
prvku.

Vyndsobme nyni posledni vyraz prvkem []i<k<n ¥ = (3, kde s = > 1<ken k.
(k,n)=1 (km)=1
Protoze plati (k,n) =1 < (n—k,n) = 1 a pro n sudé neni (n,n/2) =1, je

s = Z (k+(n—%k) =0 (modn),
1<k<n/2
(kmn)=1

a proto (; = 1. Dostavame tedy

IT ac-x¢H=¢ I a-x¢H= ] ¢-x)= [ &x-¢h.
1<k<n 1<k<n 1<k<n 1<k<n
(km)=1 (kmn)=1 (k,n)=1 (kmn)=1
protoze mezi sebou nasobime ¢(n) ¢lenu a to je pro n > 2 sudé ¢islo.
Specidlni piipad plati, protoze ®,, ma vedouci koeficient roven 1. BY

Ukéazeme si ted prvni aplikaci cyklotomickych polynomi. Dokdzeme jeden
dulezity specidlni piipad slavné Dirichletovy véty, ktera iikd, ze pokud NSD(a,n) =
1, pak v aritmetické posloupnosti a,a + n,a + 2n, ... existuje nekone¢né mnoho
prvocisel.

Tvrzeni 3.5. Pro kazdé n € N existuje nekoneéné mnoho prvocisel p, takovych
Zep=1 (mod n).

Diikaz: Piebirdme z [5, Theorem 4.16]. Tvrzeni pro n < 2 nefika nic jiného, nez
ze existuje nekonec¢né mnoho prvocisel, coz jiz pfed nasim letopoctem dokazal
Eukleidés. Predpokladejme tedy, ze n > 2.

Budeme dokazovat, ze pro kazdé takové n existuje aspon jedno prvocislo kon-
gruentni s 1 modulo n. Kdyby potom pro néjaké ng pouze koneéné mnoho prvocisel,
feknéme py, ..., p;, bylo kongruentnich s 1 modulo ny, jisté by existovalo prvocislo
p takové, ze

p=1 (mod ngp;...ps).

Ptitom by bylo p =1 (mod ng) a ziejmé p # p;, i = 1,...,t, coz je spor.
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Nejprve dokazeme, ze pro vsechna n > 2 je |®,(n)] > 1 a tedy ®,(n) je
deélitelné aspon jednim prvocislem. Protoze ale plati pro & € N nerovnosti |n —
Gl = n[ =Gl =n—1>1,je

()| = J] In=¢il>1.
1<k<n
(k,n)=1

K dokoné¢eni dukazu nyni bude stacit, kdyz ukazeme, ze pro n > 2 je kazdy
prvociselny délitel @, (n) kongruentni s 1 modulo n. Zvolme tedy p prvociselného
deélitele @,,(n). Z tvah vyse vime, ze takové p existuje. Protoze @, (X)|X™ — 1 je
i ®,(n)n™ — 1 a tedy p|n™ — 1, neboli podle Lagrangeovy véty tad ¢ prvku n v
grupé Z, déli n. Pokud dokézeme, Ze t = n, bude podle téze véty n|p — 1 a tedy
p=1 (mod n).

Pro spor predpokladejme, ze ¢t < n. Potom ®,(X) podle lemmatu 3.1 nedéli
X*—1, a proto je polynom (X™ —1)/(X* — 1) délitelny ®,,(X). Dosazenim n za
X dostdvdme p|(n™ — 1)/(n* — 1). Na druhou stranu spocitdme, ze

n

n"—1 (n')r -1
nt—1  nt—1

|3

e+t L

= (n)¥ 1+ ()

Diky n' =1 (mod p) dostdvdme

n" —1
nt —1

El—f—"'-i-l:% (mod p).

% jednicek

Protoze p déli levou stranu posledni kongruence, musi délit i pravou a tedy p|n.
Z p|n™ — 1 ale dostavame pin, coz je spor. Plati tedy t =n a p =1 (mod n), jak
se mélo dokazat. Y

3.2 Zakladni vlastnosti cyklotomickych téles

Necht ¢, = €2™/™. Téleso Q((,) nazveme n-tym cyklotomickym télesem. Pokud
bude n z kontextu zfejmé, budeme obcas prosté psat ¢ a Q(().

7, predchozi sekce vime, ze miniméalnim polynomem prvku ¢ = ¢, je polynom
®,, € Z[X], a tedy stupen rozsiteni [Q(() : Q] je roven p(n). Bazi Q(¢) nad Q je
pak napiiklad

{1,¢,¢ ..., ¢Pm1y

ProtoZe vSechny kofeny ®,, jsou tvaru ¥, kde NSD(k,n) = 1, a tedy lezf v
Q(Q), je Q(¢) rozkladovym rozsitenim polynomu ®,,. Zaroven jsou vsechny koteny
tohoto polynomu jednoduché, a tak je Q(¢) i normélnim (Galoisovym) rozsitenim
télesa Q. Podivejme se na jeho Galoisovu grupu.
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Tvrzeni 3.6. Galoisova grupa Gal(Q(()|Q) je isomorfnd multiplikativni grupé 7.
Specidlné je Gal(Q(¢)|Q) Abelovou grupou.

Diikaz: Hledanym isomorfismem bude zobrazeni ¢, které prvku o € Gal(Q(()|Q),
o(¢) = ¢, pritadi prvek k € Z*. Vzhledem k tivahdm provddénym vyse je v
dobte definované a prosté. Protoze se jednd o zobrazeni mezi dvéma konecnymi
mnozinami stejné velikosti ¢(n), je i na. Zbyva rutinné ovérit, ze to je homomor-
fismus.

Necht 01,05 € Gal(Q(¢)|Q). Miizeme psét o;(¢) = (%), i = 1,2. Potom

(V) = 0103(C) = 01(0a(C)) = 01 (¢MY)..

Protoze je o1 homomorfismus, mame
o o o1))\¥(02) o o
o1 (C¢( 2)) — (Ul(g))w( 2) — (Cd)( 1)) 2 _ Ct/}( 1)( 2)’

a tedy ¢(0102) = ¢(01)(02). S

Pro nésledujici sérii tvrzeni budeme potiebovat nékteré zédkladni vlastnosti
Eulerovy funkce. Shrneme je do lemmatu, které nebudeme dokazovat.

Lemma 3.7. Necht m,n jsou prirozend ¢isla a d = NSD(m,n), f = nsn(m,n).
Potom plati:

(1) p(n)p(m) = e(d)e(f).
(2) Af mIn. Pak p(n) = o(m), prdvé kdyz m = n nebo m je liché a n = 2m.

Tvrzeni 3.8. Necht m,n,d a f jsou jako v predchozim lemmatu. Potom je

Diikaz: Pro prehlednost budeme misto Q((,) psat kratce Q.
Protoze nejvétsi spoleény délitel m a n je roven mn/ f, existuji celd ¢isla a, b
takovd, ze am + bn = mn/ f, neboli a/n + b/m = 1/ f. Dostdvame tak vztah

cach = (€2wi/n)“ (ezm'/m)b _ o2mi/f _ ¢

a proto Q; C Q,Q,,. Na druhou stranu mame n|f i m|f, takze zfejme Q,, C Q;
i Q. € Qf a z definice soucinu téles je i Q,Q,,, € Q. Celkem jsme tedy dokézali
Qn@m = @ f

Dokazme ted druhou rovnost. Zakladni tvrzeni o vztahu sou¢inu a pruniku
dvou téles ndam spolu s polozkou (1) predchoziho lemmatu fikd, ze

[Qn : (QnNQ)] = [QuQn - Qu] = [Qf : Q] = @(f)/0(m) = @(n)/w(d).

Z této rovnosti a vztahu [Q, : Q] = [Q, : (Q, N Q)] [(Q, N Qy) : Q] dostavame
ihned [(Q, N Q) @ Q] = ¢(d) = [Qs : Q]. K dokonceni dukazu si nyni staci
uvédomit, ze diky d|n, m ziejmé plati Q; C Q,,,Q,, a tedy i Q; C Q, N Q,,. K
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Tvrzeni 3.9. Necht m < n. Pak Q((,) = Q((n), prdvé kdyz m = n nebo m je
liché a n = 2m.

Diikaz: (<) Pokud m je liché a n = 2m, tak podle lemmatu 3.7(2) je ¢(n) = p(m).
Tedy [Q(G,) : @] = [Q(Gn) : Q1. Protoze min, méme Q(G,) € Q(G,). Tim je prvni
¢ast tvrzeni dokazana.

(=) Vime, ze ¢(n) = p(m), ale z toho bohuzel tvrzeni neplyne. Protipiikladem
je napf. p(3) = ¢(4) = 2.

Ozna¢me tedy d = NSD(m,n), f = nsn(m,n). Podle ptedchoziho tvrzeni
mame Q(¢y) = Q(¢r) = Q(¢) = Q(Gn)- Dedukujeme, ze ¢(d) = ¢(f), ale navic
ted mame i d|f, takze muzeme pouzit lemma 3.7(2). Pokud plati m < n, je d
vlastnim délitelem f, a tedy f = 2d a d je navic liché. Pocitejme:

mn m n
2d=f=— = 2=—- -
/ d d d
Protoze pracujeme s prirozenymi ¢isly a m < n, musi byt m = d. Tedy m je liché
a n = 2m, jak se mélo dokazat. Y

Tvrzeni 3.10. Q((,) € Q(¢,) < m|n nebo m = 2u pro néjaké liché u takové,
Ze u|n.

Diikaz: (<) Piipad m|n je jasny. Pokud m = 2u, plyne z ptredchoziho tvrzeni

(=) Z predpokladané inkluze plyne Q((n) = Q((,) NQ(¢n) = Q(Ca), kde d je
jako vzdy nejvétsi spolecny délitel m a n. Opét z predchoziho tvrzeni tedy mame
bud d = m, a tedy m|n, nebo m = 2d a d je liché. Y

3.3 Kronecker-Weberova véta

Opét dokazeme specialni pripad jedné véty, tykajici se tentokrat uz piimo cyklo-
tomickych téles. Nejprve si viimneme nékterych dusledku tvrzeni 3.6 a zakladni
vety Galoisovy teorie.

Necht Q(¢,) je cyklotomické téleso. Potom je grupa Gal(Q(¢,)|Q) komutativnf
a kazda jeji podgrupa je normalni. Kazdé podgrupé H tedy odpovida podtéleso
K < Q(¢), které je normalnim rozsifenim Q. Protoze je tato korespondence
jednoznacna, dokézali jsme timto opacnou implikaci nasledujici véty.

Véta 3.11 (Kronecker,Weber). Af K je konecéné rozsireni Q. Pak K je Abelovo
(tj. normdalni s komutativni Galoisovou grupou), pravé kdyz K C Q((,) pro néjaké
n € N.

Piimou implikaci dokéazeme pro kvadratickd rozsitent racionalnich ¢isel, tj. pro
rozsiteni stupneé 2, ktera jsou jisté Abelova. K tomu budeme potrebovat néasledujici
dvé lemmata, z nichz prvni vyslovime obecné, protoze jej vyuzijeme i pozdéji.
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Lemma 3.12. Af K je kvadratické rozsirend télesa T' charakteristiky 0. Pak exis-
tuje d € T takové, Ze K = T(\/E) Pokud navic T = Q, muzeme volit d jako
bezétvercové celé éislo (tj. p*td pro Zddné prvocislo p).

Dukaz: Protoze K je rozsiteni konecného stupné, existuje z € K takové, ze K =
T(z). Necht minimdln{ polynom prvku z je f(X) = X%+ bX + ¢ € T[X]. Snadno
se ovéri, ze jeho druhym kofenem je —b—x. Spocitejme nyni diskriminant f podle
vztahu (2.7):

d, = discr(f) = (z — (=b—2))* = (b + 22)* = b* + 4(bx + 2?) = b* — 4c.

Protoze K je rozsfieni stupné 2, nelezi v/d; v T (discr(f) ndpadné ptipomina
vzorec znamy ze stfedni skoly). Mame tedy K = T'(y/dy). V pifpadé T = Q lezd
podle tvrzeni 2.4 koeficienty minimélniho polynomu v Z, takze i d; € Z. Pokud d
vznikne odstranénim sudych mocnin vSech prvocisel, vyskytujicich se v rozkladu
dy, bude d bezctvercové a jiste K = Q(v/d). 4

(n—1)(3n—2)
2

Lemma 3.13. Necht g(X) = X" — 1. Potom discr(g) = n™(—1) a

Vdiser(g) € Q(¢)-

Diikaz: K vypoctu diskriminantu tentokrat vyuzijeme vzorec (2.8). Derivace g(X)
je nX"" !, Ozna¢me jesté pro jednoduchost koieny g jako xq,...,z,. Ziejmé

(_1)n H;‘l:1 Ty = H?:1 (—I'j) =—1.

discr(g) = (—1)n(n2_1) H (na?™) = (—1)wn" (H xj>

(n—1)(3n—2)
2 .

Dokazme ted ¢dst o odmocniné. ProtoZe kofeny ¢ jsou pravé vsechny n-té
odmocniny z jedné, lezi vsechny v Q((,). Pak jisté lezi v Q((,) i prvek

w= [ @ -3&).

1<i<j<n
Z definice diskriminantu je pfesné w = y/discr(g). {

Nyni jiz muzeme dokazat, ze kazdé kvadratické rozsiteni K télesa Q lezi v
néjakém cyklotomickém télese. Podle lemmatu 3.12 je K = Q(\/c_l) pro néjaké celé
¢islo d = +2py -+ - p,., kde e je 0 nebo 1 a p; jsou po dvou ruzné licha prvocisla.

Potom jiste K C Q(v—1,v2,\/p1,...,/Pr). Piitom /=1 = (4, =i a V2 se d&
za pomoci (Z = (4 vyjadiit takto:

G+ =G+rGi+2=i+(—i)+2=2
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Mame tedy Q(v/—1,v2) C Q({s) a zbyva se vypotadat s lichymi prvoéisly. Proti
nim pouzijeme lemma 3.13.

Diskriminant polynomu X? — 1 muzeme pro liché prvocislo p napsat jako
pP(—=1)P=DEP=2)/2 = 5p(—1)P=D/2(p(P=1)/2)2 g jeho odmocnina lez{ v Q((,). Celkem
tedy mame

QG) 2 Q (Vs (Xr = 1)) =

B et Q(vp) pokudp=1 (mod 4),
= (Vo-1) {@W—_p) pokud p=3  (mod 4).

Zkombinujeme dosavadni vysledky dohromady a dostaneme

K =Q(Vd) CQW=1,V2,\/B1, s v/Dr) € Qs Gors -5 Gpr) € QG
kde m = 8py -+ - p,. 23

Pozndmka. At p je liché prvocislo. Galoisova grupa télesa Q((,) je isomorfni Z
a je tedy cyklicka. Proto obsahuje pravé jednu podgrupu indexu 2 a tedy Q((,)
obsahuje pravé jedno kvadratické rozsiteni Q. Z predchoziho dukazu plyne, ze to

je bud Q(,/p), nebo Q(/=p) podle toho, jestli je p = 1 nebo 3 (mod 4).

Podivejme se na zavér této sekce na redlnd podtélesa Q((,), jmenovité na to
nejvetsi vzhledem k inkluzi.

Tvrzeni 3.14. Af o, znaci ¢, + ¢, '. Potom Q(a,) = Q(¢,) NR.

Diikaz: ¢, + (' = 2cos(2m/n), takze jistée Q(a,,) C Q(¢,) N R. Zarovein méme

[Q(G) = (QG) NR)] = 2 adiky ¢F — ag, + 1 = 0 je wréité [Q(¢) : Qa)] < 2,
takze plati i Q(aw,) 2 Q(¢) NR. {

3.4 Celistvé prvky a diskriminant

V nasledujicich dvou sekcich se budeme vénovat p-tym cyklotomickym télesum
Q(&), kde ¢, je primitivni p-t4 odmocnina z jedné a p liché prvocislo. Minimalnim
polynomem prvku ¢, je

p—1
O, (X)=][(X=¢) =X+ X724 4 X 41, (3.1)

=1

Stupen Q(¢p) nad Q je tedy p—1 a jeho prvky jsou tvaru ag+aiGp+- - - +ap_2C 2,
a; € Q. PiSme nadale misto ¢, prosté ¢ a zna¢me A okruh algebraickych celych
cisel télesa Q((). Ziejme je ¢ € A. Nasledujici lemma se ndm bude ¢asto hodit.
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Lemma 3.15.
(1) Proky 1 —¢,1—=¢%...,1 =Pt jsou navzdjem asociované v A.
(2) N(1 =¢) = TI’Z/ (1 =¢) = @,(1) = p = (1 — )P, kde ¢ je invertibilni
prvek v A.
(3) 1 —¢ je ireducibilni a A(1 — () NZ = Zp.
Diikaz: (1) Zvolme 4,5 € {1,...,p — 1}. Protoze Z; je cyklickd grupa, existuje k
takové, ze j =ik (mod p). Protoze ( je p-t4 odmocnina z jedné, dostavame
1— Cj B 1— CZk
1—-¢ 1
Podobné i (1 —¢")/(1—¢/)e Aatedy 1 — (|1 — 7.
(2) Podle vzorce (2.2) méme

=14+ e 4.

NI -0 =[[m -0 =T[0-¢),

kde 01, ..., 0,1 jsou prvky Galoisovy grupy télesa Q(¢). Druhd a tfeti rovnost ply-
nou piimo z definice a ¢tvrtou rovnost dostaneme aplikaci predchozi ¢asti dukazu.
(3) Kdyby néjaké o € A bylo vlastnim délitelem 1— ¢, musela by i norma N(«)
byt vlastnim délitelem N(1 — ¢) = p. Protoze N(«) je podle tvrzeni 2.4 prvkem
7., dostavame spor.
Vzhledem k tomu, ze A(1 — () diky ¢asti (2) obsahuje p a neobsahuje 1, je
A(l =) NZ = Zp. Y

Nase dalsi snazeni bude smérovat k popisu prvku okruhu A. Obecny vysledek
z predchozi kapitoly iikd, ze A je volnd Abelova grupa hodnosti stejné, jako
je dimenze télesa, tedy p — 1. My tento fakt nyni dokdzeme explicitné (dukaz
prebirdme z [9, sekce 5.5]. Protoze A obsahuje Z a ( je prvkem A, ziejmé je
ZIC) = {20+ 21+ -+ 2, 2CP% | 2, € Z} C A. Je dobré, ze plati i opacnd
inkluze:

Tvrzeni 3.16. A = Z[(], neboli A je volnd Abelova grupa s bdzi {1,¢, ..., (P72}

Diikaz: Zvolme x € A, x = ag+a1(+- - -+a,2(?2, kde a; € Q. Dokazme indukef,
ze vechna a; ve skutecnosti lezi v Z.
Odecteme-li od z prvek z( = ag( + a1¢* + -+ - + a,_2(P~ !, dostdvdme

21— =a(1—=C) +ar(¢ =)+ +ap ("= ¢7H).

Protoze prvky ¢, ..., (P! jsou navzdjem konjugované (jsou to kofeny polynomu
(3.1)), maji viechny stejnou stopu rovnou Tr(¢) = Y77 ¢! = —1. S vyuzitim

vztahu (2.3) tak mame

Tr(e(1 - €)) = Tr(ag(l — €) + -+ - + Tr{ap (P2 — 1))
— ap - Tr(1 = ¢) = agl(p — 1) — (~1)] = aop.
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Necht z; = x,29,...,2, 1 jsou konjugace prvku z. Podle tvrzeni 2.4 vime,
ze lezi v A. S vyuzitim této znalosti a casti (1) predchoziho lemmatu spocitejme
stopu jesté jinym zpusobem, tentokrat podle vztahu (2.1):

Tr(z(1— Q) =z1(1 = Q) +22(1 = ¢F) + -+ 2pa (1= CP7)
=2'(1-¢) € A(1—¢).

Ale Tr(z(1 — ¢)) patii do Z, a tak podle ¢ésti (3) téhoz lemmatu dostavame
Tr(z(1 —()) = aop € Zp, neboli g € Z.

Piedpoklddejme nyni, Ze a;_; lezi v Z, a dokazme to samé o a;. Nasobme z
tentokrat (P7: x(P™ = agCP 7 + -+ a;_1CP +a; + aj 1+ -+ apoCPITR
Vyjédifme-li ¢P~* podle (3.1) v nizsich mocnindch ¢, dostaneme po vhodné sub-
stituci zapis

a7 = (a; — aj1) + aiC + ayl + -+ + a2

Protoze (P~ € A, analogickym postupem jako v prvni ¢asti diikazu dostaneme
a; — a;j—1 € Z a diky indukénimu predpokladu tak mame i a; € Z. Tim je dukaz
hotov. Y

V druhé ¢ésti této sekce spocteme diskriminant dg () télesa Q((), tj. diskrimi-
nant jeho celistvé baze {1,¢, ..., (P72}

Tvrzeni 3.17. dg() = (—1)P~D/2pp=2,

Diikaz: Diskriminant budeme pocitat podle definiéniho vzorce discr(1,¢, ..., (P72) =
det(Tr(¢); ;ZO). V dikazu piedchoziho tvrzeni jsme spocetli Tr(1) = p — 1 a
Tr(() =--- = Tr(¢? ') = —1. Méame tedy
p—1 —1 —1 -1 ... -1
-1 -1 -1 -1 ... -1
-1 -1 -1 -1 ...p-1
discr(1,¢,...,¢P7 %) = | . ' ' _ _
1 -1 -1 p—1 ... -1
-1 -1 p-1 -1 ... -1

Tento determinant D budeme upravovat takto:

(1) Odecteme prvni fadek od vsech ostatnich radku.
(2) Rozvineme determinant podle druhého fadku.
(3) Novy determinant rozvineme podle prvniho sloupce.
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Ve 7\ ~ p_2
p—1 —1 —1 —1 T —
» 0 0 ... 0 .o ]
pYl-p 0 0 ... p (:)—p(—1)3- |
p 0 0 0 »p 0
p—3
—TN—
0 ... 0p
0 ... 0
L I B O e
P .00

M

Pozndmka. Pro kazdé cyklotomické téleso Q((,,,) plati, ze jeho okruh algebraickych
celych éisel je Z[(,]. Stejné tak se daji podobnou metodou odvodit i prislusné dis-
kriminanty. Dukazy nejsou obtizné, pouze trochu zdlouhavé. Navic tyto vysledky
nebudeme nikde potiebovat, a tak ¢tendfe pouze odkazeme na [9, sekce 16.2].

3.5 Invertibilni prvky

Popis invertibilnich prvku (jednotek) v okruhu algebraickych celych ¢isel cykloto-
mického télesa pro nas bude velmi dulezity v kapitole 7. Jako zakladni vysledek
jej vsak uvedeme uz ted.

Budeme se pohybovat ve fixnim télese Q(¢,) = Q((), p liché prvoéislo, s okru-
hem celistvych prvka A. Jednotky v A zfejmeé tvoii multiplikativni grupu. Budeme
ji znacit Ug) = U. Oznacme jesté Wy = W grupu vSech odmocnin z jedné v
Q(C). Zrejme W C A. Budou nés prirozené zajimat jak velikosti U a W, tak
vztahy mezi nimi. Nékteré snadné vysledky obsahuje néasledujici

Lemma 3.18.
(1) W = {17 Ca <27 cee 7<p—1’ _17 _Ca _CQa tey _gp—l}‘
(2) W je cyklickou podgrupou U .

(3) At 2 =2, 2@ . 2P jsou proky konjugované s x € A a af || =1 pro
1 <i<p-—1, pricemz |-| znaci absolutni hodnotu komplexniho ¢isla. Pak x
je odmocnina z jedné.

Dukaz: (1) Vsechny uvedené prvky W jisté obsahuje. Jsou to totiz 2p-té odmoc-
niny z jedné. Kdyby ve W byla jesté néjaka primitivni m-t4 odmocnina z jedné,
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m 1t 2p, pak by bylo Q((») € Q((,). Podle tvrzeni 3.10 vsak Q((,) obsahuje jen
cyklotomicka télesa Q(¢r) = Q(¢) = Q a Q(¢2p) = Q((p)-

(2) Je-li £¢* € W, tak jei £¢ % = £¢P~% € W. Tedy W je podgrupou U. Jeji
cykliénost plyne z toho, ze —( ma rad 2p.

(3) Nejprve ukazeme, ze prvku x splnujicich predpoklady je jen koneéné mnoho.
Necht f(X) = [[’20 (X —29) = ag + ax X + - - + ;. XP"! je takzvany charak-
teristicky polynom prvku z. Je vidét, ze f € Z[X] (je to mocnina miniméalniho
polynomu z). Jeho koeficienty jsou az na znaménko elementérni symetrické poly-
nomy v proménnych (M, ... z®=D tj.

ag = Z g gliz) ) k=0,1,...,p—1

11 <ta<-<ip

Absolutn{ hodnota viech séftanci je rovna 1, takze |ax| < (P.') < (p— 1)! pro
vSsechna 1 < k < p — 1. Tedy prvky s predpokladanou vlastnosti jsou kotfeny
polynomu z mnoziny S = {g € Z[X] | deg(g) = p — 1 a |koeficient g| < (p — 1)!}.
Ta je konecnd, a proto je koneény i pocet kotenu jejich polynomu.

Pokud prvky konjugované s x jsou v absolutni hodnoté mensi nez jedna, jisté
tuto vlastnost maji i konjugace prvki z2, 23, . .. Podle piedchoziho je tato mnozina
konecnd, a tak musi byt " = x® pro néjakd 1 < r < s. Jinak feceno x je (s —r)-ta
odmocnina z jedné. Y

Dostavame se nyni k hlavnimu tvrzeni sekce, které dokazal Kummer pfi préaci
na dukazu Velké Fermatovy véty. Citujeme z [9, str.176].

Tvrzeni 3.19. Kazdé v € U se dd napsat jako (*v, kde v € U NR.

Diikaz: Necht @ znaci &fslo komplexné sdruzené k u. Pak % je ziejmé také jednotka

(ww=1=u-v=1). Polozme v' = u-u'. UkdZeme, Ze v’ je odmocnina z jedné.
Zvolme o € Gal(Q(¢)|Q). Protoze komplexni sdruzovani je automorfismem

telesa Q(¢) a Gal(Q(¢)|Q) je Abelova grupa, plati o(u) = o(u). Pocitejme:

lo(u-a )=o) - o@ " =lo)|-Jo() " =1.

Pii znaceni polozky (3) piedchoziho lemmatu tedy méme |u/®| = 1 pro viechna
1 <i<p-—1, takze u’ je skuteéné odmocnina z jedné. Podle (1) téhoz lemmatu
je v = £C" pro ngjaké h =0,1,...,p — 1. Ukdzeme, ze musi byt v’ = ¢".

Pokud u je tvaru 2o + z:( + -+ - + zp,ggp_Q, pak ziejmé u = 2o+ 21 4+ 4
z,_2(~ P2 Po¢itejme modulo p:

ul = (Z zi§i> = sz = (Z zig“_i> =u" (mod p).

i=0 =0

Kdyby bylo v/ = —(" tak u = —("u a v» = —w” (mod p). Potom 2u? = 0
(mod p), neboli p|2uP. Protoze u? je jednotka, musi byt p|2, coz neni mozné, a
proto u' = (™.

25



Zvolme k tak, aby 2k = h (mod p). Potom diky ¢ = ¢" dostdvame

Polozime-li v = u/¢*, mdme v € U NR, v je jednotka a u = (*v. YK

Diusledek. Oznacme Ut grupu jednotek okruhu algebraickijch celych cisel télesa
Q(C+C¢™Y). Pak U = (¢) x U*, kde (C) znaci cyklickou grupu generovanou (.

Diikaz: Plyne z predchoziho tvrzeni a tvrzeni 3.14. Y

Podivejme se ted na jednu dilezZitou tifidu jednotek z UT. Podle lemmatu
3.15 z predchozi sekce je 1 — (* asociované s 1 — ( pro 1 < s < p—1 a tedy
u=(1-¢%)/(1-) je jednotkou okruhu A. Ziejmé jeu = (1 —¢"%)/(1—-(7'), a
proto podle posledni ¢asti predchoziho dukazu existuje k celé tak, ze (1—*)/(1—
§) = (1= ¢)/(1 = ¢1), neboli

1-¢ 1-¢° [ ,1-C")
1-¢ '1—<—1_<C 1—c—1) '

- 1-¢
BTV T 1o

pak vy, € A a protoze je vyraz pod odmocninou invariatni vuéi komplexnimu
sdruzovani, je vy € R. Celkem tedy mame v, € UT. Prvky v pros =2,3,...,(p—
1)/2 nazyvame kruhové jednotky. Je vidét, Ze jsou po dvou ruzné a ze nejsou ani
1, ani —1.

V této sekci jsme tedy ukazali, ze kazda jednotka okruhu algebraickych celych
¢isel cyklotomického télesa Q((,) je souc¢inem p-té odmocniny z jedné a realné jed-
notky. S timto si pro nase tucely vystacime. Nasledujici tvrzeni, které zde uvedeme
alespon bez dukazu, vSak dava strukturni vysledek pro vSechna éiselna télesa.
Uvazujme ted obecné rozsifeni K = Q(t) stupné n a necht t; = t,t,,...,t, jsou
koreny minimalniho polynomu f prvku t. Vime, Ze ty ryze komplexni se vyskytuji
v parech. Oznacme rq, resp. 2ry pocet realnych, resp. ryze komplexnich kofenu
polynomu f, tedy r; + 2ry = n. Nyni jiz muzeme zformulovat tzv. Dirichletovu
vetu o jednotce. Jeji dukaz nalezne ¢tendr v [9, sekce 10.4].

Polozime-li

Véta 3.20 (Dirichlet). Grupa jednotek Uy okruhu celistvgch prvki télesa K je
tvaru

UKgWKX01X~--XCT,

kde Wy je konecnd cyklickda grupa vsech odmocnin z jedné, C; jsou nekonecné
cyklické multiplikationi grupy a r =1y +ro — 1.

Cislo 7 se nazyva hodnost grupy Ug.
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Kapitola 4

Konstrukce pravidelnych
n-uhelniku

Tato kapitola slouzi jako mirné odleh¢eni po predchozich teoretickych castech.
Ctendf by pii jeji ¢etbé mél nabrat dostatek energie ke straveni kapitol nésleduji-
cich, jejichz tématem jiz bude Velkd Fermatova véta. Ackoliv se zde o cyklo-
tomickych télesech nedokazuji zadné hluboké vysledky, je to partie matematiky
natolik klasicka, ze si zaslouzi byt v této souvislosti uvedena.

4.1 Konstrukce pravitkem a kruzitkem

Podivame se na jeden velmi stary problém, kterym je konstrukce geometrickych
utvaru ,idealnim“ pravitkem a kruzitkem. Jak ale uvidime, oba dva néstroje bu-
dou mit k dokonalosti daleko, protoze zna¢né omezime funkce, které se jinak u
béznych pravitek a kruzitek vyuzivaji.

Tak predevsim nase idedini pravitko mé jen jednu hranu (zato nekonecénou), ale
nemd zadné znacky, které bychom mohli pouzit k méreni vzdalenosti. Pravitkem
tedy muzeme narysovat jen primku prochéazejici dvéma zadanymi body. Idedini
kruzitko slouzi k rysovani kruznice se zadanym stiedem a polomérem. Diky jeho
dokonalosti muzeme timto kruzitkem narysovat kruznici o libovolné velkém (za-
daném) poloméru. Na druhou stranu nemuze byt piimo pouzito k prendseni
vzdalenosti. Toto velmi silné omezeni se da nastésti povolenymi prostiedky snadno
obejit, takze jej dale nebudeme uvazovat.

Uz z dob antického Recka pochdzejf tyto tfi slavné tlohy:

Kvadratura kruhu Pro dany polomér r sestroj stranu ctverce, ktery mé stejny
obsah jako kruh o poloméru r.

Zdvojeni krychle K dané krychli s hranou a sestroj hranu b, ze krychle s hranou
b ma dvojnasobny objem oproti krychli s hranou a.

Trisekce tihlu Dany thel rozdél na tti stejné velké uhly.
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Ekvivalentni vysloveni prvnich dvou tloh v fe¢i moderni matematiky zni takto:
Pro danou jednotkovou tisecku sestroj usecku délky =, resp. v/2. Po 2000 let se
matematici snazili tyto tulohy vyftesit, leC neuspésné. Az teprve rozvoj algebry
a zejména teorie ¢iselnych téles v 19. stoleti jim dal do ruky nastroj vhodny
k uchopeni téchto problému. My v této sekci jako vedlejsi vysledek dostaneme
feseni vSech tii tloh. Nasim hlavnim cilem je vSak zkouméani jiného problému,
jehoz koteny sahaji také az do starovéku.

Eukleidés (asi 300 pi.n.l.) ve 4. knize svych Zdkladu (fec. XTovxela) pro-
vedl konstrukei pravidelného ¢tyi-, péti-, Sesti- a patnactithelnika. Od té doby
zustavalo stale otevienym problémem, zda i pro jind n > 3 lze sesrojit pravi-
delny n-thelnik. Az v roce 1796 dokézal teprve 19 lety Carl Friedrich Gauss, ze je
mozné sestrojit pravidelny 17-ihelnik. O par let pozdéji potom podal postacujici
podminku sestrojitelnosti pravidelnych n-ihelniku pro libovolna n.

K rozhodnuti fesitelnosti nebo nefesitelnosti daného konstrukéniho problému
chceme vyuzit teorii ¢iselnych téles. K tomu budeme potiebovat vhodné formali-
zovat proces konstruovani geometrickych utvaru. Konstrukce provadime v roviné,
kterou chapeme jako redlny eukleidovsky prostor dimenze 2. Kazdy bod roviny
potom ztotoznujeme s jeho souradnicemi vzhledem k néjaké bazi. Na zacatku kon-
strukéniho procesu jsme obdafeni jen pocdtecnimi body (0,0) a (1,0). Bod roviny
nazveme sestrojitelnym, pokud jej muzeme sestrojit opakovanim nékterych z nize
uvedenych konstrukei:

1. Ved pifmku dvéma jiz sestrojenymi body.

2. Narysuj kruznici se stifedem v jiz sestrojeném bodé a polomérem rovnym
vzdalenosti mezi dvéma jiz sestrojenymi body.

3. K jiz sestrojenym bodum pridej dalsi bod, ktery je:
(a) prusecikem dvou piimek nebo
(b) prusecikem piimky a kruznice nebo

(c) prusecikem dvou kruznic.

Predpokladejme, ze jsme jiz sestrojili mnozinu bodu P, = {F, = (0,0), P, =
(1,0), Ps,...,P,} a oznacme K nejmensi podtéleso R, které obsahuje soufadnice
vsech P;. Podivejme se nyni, jakym zpusobem z téchto bodu muzeme sestrojit
dalsi bod P, ;. Konstrukei rozlisime podle piripadu uvedenych v 3.:

(a) Piimka dand nékterymi dvéma body z P, mé rovnici s koeficienty z K.
Prusecik dvou takovych pirimek je feSenim soustavy dvou linearnich rovnic
o dvou neznamych s koeficienty v K, a tedy ma souradnice také v K.

(b) I kruznice sestrojend pomoci bodu z P, ma rovnici s koeficienty v K. V
tomto pripadé je prusecik dan jako feSeni soustavy linearni a kvadratické
rovnice o dvou neznamych. Vyjadfenim z linedrni rovnice a dosazenim do
kvadratické dostaneme kvadratickou rovnici o jedné nezndmé s nezapornym
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diskriminantem d. Podle toho, zda v/d lezi nebo nelezi v K, méa prusecik
pifmky a kruznice soufadnice bud v K, nebo v K(v/d).

(c) Podobné jako v (b) se ukéze, ze hledany prusec¢ik ma opét soufadnice z K
nebo z K(v/d).

Zavér: Nejmensi realné podtéleso obsahujici soufadnice bodu P, UP, je bud K
nebo K (v/d).

Abychom mohli zapojit do hry cyklotomicka télesa (coz kromé netrivialnich
piipadi nejsou podtélesa R), zavedeme pojem sestrojitelné komplexni ¢islo. Tak
tedy komplexni ¢islo a+bi se nazyva sestrojitelné, pokud je sestrojitelny bod (a, b)
podle predeslé definice. Vyse provadéné tivahy nyni zformulujeme pro sestrojitelna
komplexni ¢isla jako

Tvrzeni 4.1. Pro kazZdé sestrojitelné cislo z € C existuje konecnd posloupnost
Ky = Q Ky, ..., K, K1 algebraickiyjch rozsireni télesa Q takovd, Ze z patri do
Ky, proj = 1,....t je K; = K;_1(\/d;j—1), kde dj—y € K; 1, dji—1 > 0, a
koneéné K1 = K(i), kde i = /—1. Specidlné je [K,y1 : Q] rovno 2% pro néjaké
k> 0.

Diikaz: Tvrzeni je opravdu dusledkem ptredchozich ivah. Staé¢i si jen uvédomit, ze
K, jiz obsahuje redlnou i imaginarni ¢dst z, a tedy z patif do K (i). Cést o dimenzi
plyne z toho, ze [M : L][L : K| = [M : K] pro kazdé rozsifeni téles K < L < M
a X? 4+ 1 € K;[X] je minimalnim polynomem . {

Pozndamka. Prvek i samoziejmé muzeme pridat kdykoliv béhem rozsirovani. My
jsme jej pridali az nakonec jen z toho duvodu, abychom mohli korektné navazat
na predchazejici ndzorné tuvahy.

K tomu, abychom dokazali, ze néjaké ¢islo z neni sestrojitelné, staci podle
predchoziho tvrzeni ukazat, ze existuje rozsiteni téles L > K > Q takové, ze
L = K(z) a bud dimenze L nad K neni koneénd, nebo nen{ mocnina dvojky. Na
zaveér sekce vyuzijeme toto pozorovani k dukazu nefesitelnosti kvadratury kruhu
a zdvojeni krychle.

Diky vysledkum z 19.stoleti vime, Ze ¢islo 7 je transcendentni, coz dokazuje
nemoznost kvadratury kruhu. Minimélnim polynomem é&sla /2 nad Q je X3 —2,
tj. [Q(v/2) : Q] = 3, takze ani zdvojeni krychle neni proveditelné jen za pomoci
pravitka a kruzitka.

4.2 (Gaussova véta

V této sekci, kterd je inspirovand [5, str.15-17], dokdzeme nutnou a postacujici
podminku k tomu, aby se pravidelny n-tihelnik dal sestrojit pomoci pravitka a
kruzitka. Toto tvrzeni zformuloval a jednu jeho ¢ast dokézal Gauss v knize Disqui-
sitiones Arithmeticae z roku 1801. Druhou ¢ast dokézal Pierre Laurent Wantzel
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v roce 1837. Ten také jako prvni predvedl nemoznost zdvojeni krychle a trisekce
uhlu.

Diive nez pristoupime k hlavnimu tvrzeni, dokazeme jedno pomocné lemma.

Lemma 4.2. Oznac¢me K mnozinu vsech sestrojitelnych cisel. Pak K je podtéleso
C uzavrené na odmocriovani proki.

Diikaz: Ovérime axiomy télesa. Z definice obsahuje K nulovy prvek 0 i jednotkovy
prvek 1. Naznacime, jak k danym bodum A, B (budeme ted pro ndzornost opét
ztotoznovat komplexni ¢isla s body roviny) sestrojit body A+ B a A - B. Zéaroven
se vyhneme zfejmym trivialnim piipadum, jako napt. A nebo B je nula. Viele
¢tenari doporucujeme, aby si pii dikazech kreslil.

Pro kterykoliv bod C' budeme velikost ticecky CO znacit prosté |C].
Soucet: Sestrojme kruznice ki(A,|B|) a kao(B,|A|). Hledany bod A 4+ B je ten
jejich prisecik, ktery nelezi v poloroviné uréené pifmkou AB a bodem 0 (piipad
A, B, 0 lezi na jedné piimce je jasny).
Soucin: AL B nelezi na redlné pifmce. Zptusobem zndmym ze stiedni skoly, vyuzi-
vajicim podobnosti trojihelniki, sestrojime usecku délky r = |A||B| a kruznici
k3(0,7). Oznacme A’, B, 1’ po fadé priiseciky kruznice ks s piimkami A0, B0, 10 (je
ziejmé, ktery prusecik za dvou méme vybrat). Sestrojme kruznici ky4(A’, |1'B’|).
Pokud lezi bod B v poloroviné dané pifmkou 10 a bodem i = (0,1) (je jasné,
jak jej sestrojit), oznacime jako A - B prusecik ky s ks, ktery potkdme jako prvni,
kdyz pujdeme cestou po k3 z bodu A" proti sméru hodinovych ruci¢ek. Analogicky
naopak. Pfitom mame na mysli rucickové hodiny znamé z béznych domacnosti.
Svétaznaly Ctendrf se totiz mohl setkat i s hodinami, kde jdou ruc¢icky proti sméru
hodinovych rucicek.

Konstrukce opa¢ného prvku je zfejma a inverzni prvek se sestroji podobné
jako soucin. Uzavienost na odmocniny plyne napt. z Eukleidovy véty o vySce. »d

Nyni jiz mame témér vSe pripraveno, abychom dokazali hlavni tvrzeni této
kapitoly. Jesté vsak musime definovat, co znamena tvrzeni, ze pravidelny n-tthelnik
je nebo neni sestrojitelny. Umime-li tento pravidelny utvar sestrojit, jisté umime
sestrojit i jeho zakladni whel 27 /n. Proto je pfirozena nasledujici definice.

Pravidelny n-thelnik nazveme sestrojitelngym, pokud je sestrojitelné ¢islo ¢, =
2mi/n
e :

Véta 4.3 (Gauss: Disquisitiones Arithmeticae 1801). Pravidelny n-ihelnik je pro
n > 2 sestrojitelny, pravé kdyz je n tvaru 2°pips---py, kde s,7 > 0 a p1,...,p,
jsou po dvou riznd lichd prvocisla tvaru 2 + 1 pro néjakd 1, > 1.

Dukaz: Protoze tloha rozpulit i zdvojit ihel jde provést pravitkem a kruzitkem,
muzeme bez Ujmy na obecnosti predpokladat, ze n je liché.

(=) Liché ¢islo n je obecné tvaru p{*---p%, kde a; > 1 a py,...,p, jsou po
dvou ruzné lichd prvocisla. Protoze [Q((,) : Q] = ¢(n) a ¢, je sestrojitelné, musi
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byt podle tvrzeni 4.1 ¢(n) = 2F pro n&jaké k > 0. Plat{

p(n) = (pr = 1)pi" - (pr = 1o ™!
Pokud mé byt ¢(n) mocnina dvojky, musi byt nutné py,...,p, tvaru 2 + 1 a
a; =---=a, =1, coz je pfesné tvrzeni véty.

(<) Méa-li n prvociselny rozklad, jaky se predpoklada ve vété, je ¢(n) podle
vipoctu v prvni éasti ditkazu tvaru 2F. Galoisova grupa G télesa Q((,) je podle
tvrzeni 3.6 isomorfni Abelové grupé Z;, a tak podle tvrzeni z teorie grup obsahuje
fetézec podgrup

G=GyDG;D...D G DG, ={ld},

kde index |Gq : G1| = -+ = |Gi—1 : Gg| = 2. Oznacime-li F(G;) téleso sestavajici
z pevnych bodu vsech automorfismu z G;, dostaneme ze zakladni véty Galoisovy
teorie Tetézec téles

Q=F(Gy) C F(Gy) C ... C F(Gr-1) C F(Gg) = Q(¢n),

pricemz [F(Gy) : F(Gi-1)] = -+ = [F(G1) : F(Gp)] = 2. Podle lemmatu 3.12 je
kazdé F(Giy1) tvaru F(G)(Vd;), d; € F(G;). Zacali jsme tedy télesem (sestro-
jitelnych) raciondlnich ¢éisel a postupné jsme priddvali odmocniny. Protoze téleso
KC je podle lemmatu 4.2 uzaviené na odmocnovani, je Q(¢,) C K a tedy i ¢, € K,
coz se mélo dokazat. B¢

Pro n < 40 jsou tedy pravidelné n-uhelniky sestrojitelné pouze pro n =
3,4,5,6,8,10,12,15,16, 17, 20, 24, 30, 32, 34,40, pricemz jen piipady n = 17,34
nebyly znamy uz Eukleidovi.

Disledek. Trisekce ihlu nelze provést pravitkem a kruZitkem.

Diikaz: Kdyby sla trisekce provést, dal by se setrojit pravidelny 9-tthelnik — spor "4

Ackoliv jiz mame uplnou charakterizaci sestrojitelnych pravidelnych n-thelni-
ku, predchozi véta nedava zadny jasny navod, jak ty skutecné sestrojitelné zkon-
struovat. Pokud ovSem jiz umime setrojit pravidelny p-thelnik i pravidelny g¢-
thelnik pro néjaka dvé ruzna prvocisla p,q, umime sestrojit i pravidelny pg-
uhelnik. Protoze jsou p, ¢ nesoudélna, existuji totiz podle Bézoutovy rovnosti cela
¢isla a, b takova, ze ap + bqg = 1. Pravidelny pg-ihelnik pak sestrojime podle

27 2t 2w

a— +b— = —.

q p pq
Jak ale sestrojit pravidelny p-thelnik pro p prvocislo? Trojihelnik sestrojit jisté
umime. Horsi to jiz bude s 5- a 17-thelnikem (pétithelnik mozna néktefi z nas
sestrojovali na stfedni Skole). Zfejmé plati, ze ¢, je sestrojitelné ¢islo, prave kdyz
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je sestrojitelny cos(%”). Gaussova véta jinymi slovy fikd, Ze pro (, sestrojitelné
se da cos(%7T
sebe vnofenych) druhych odmocnin. Kdyby se nam toto vyjadieni povedlo najit,
méli bychom aspon néjaké voditko, jak Cos(%”) sestrojit.

) = —3. Spocitéme ted cos (3F):

) vyjadrit jako vyraz sklddajici se z béznych operaci a (piipadné do

2r

Je znamo, ze cos ( .

X20,(X) =X+ X"+ X+ X "+ X 2= (X +1/X)P* + (X +1/X) — 1,

neboli (5 + (5 ' = 2cos (%’r) je kofenem polynomu Z2 + Z — 1 a tedy

pe (Y V1 (om) VB
COS 5 = 2 COS 5 = 4 .

Véimnéme si, ze (v/5 —1)/2 je tzv. zlatyf ez coz jak znamo je pomér, kterym deélf
prusecik libovolnych dvou thlopficek v pravidelném pétithelniku kazdou z nich.

Pri praci na dukazu sestrojitelnosti pravidelného 17-tithelnika se pak Gaussovi
povedlo odvodit tento vzorec:

27 1 1 1
— | ===+ —V1 —1\/34 —2+/1
cos( ) 16+16 7+16 3 7+

17
1 / /
+§\/17+3\/17— 34 —2V17 — 24/ 34 + 2V1T.

A7z dosud jsme zatajovali zrejmy fakt, ze k iplné charakterizaci pravidelnych
n-uhelnikt potiebujeme védet, kterd éisla tvaru a = 28+1 jsou prvoéisly. Tvrdime,
ze pokud a je prvocislo, pak nutné k je mocnina dvojky.

Kdyby tomu tak totiz nebylo, existuje liché [ > 1 takové, ze k = Im. Pak

21— (27— (1) = 27— (D)@ = @ )

a tedy 2™ + 1 je vlastnim délitelem 2 + 1 — spor.

Cislam tvaru Fj, = 22° + 1 se iiké Fermatova c¢isla, protoze je Fermat studoval
a na zakladé toho, ze Fjy,..., Fy jsou prvocisla, vyslovil domnénku, Ze vSechna
¢isla tohoto tvaru jsou prvocisly. Euler vSak ukazal, ze Fj je slozené, a do dnesni
doby se zadné jiné Fermatovo prvocislo najit nepodarilo. Nutno ovsem fict, ze
vzhledem k exponencialni rychlosti, jakou roste pocet cifer Fermatovych ¢isel, je
jen pro 5 < k < 32 dokazéno, ze je Fj slozené. Kompletni rozklad pak zname
pouze u Fi, ..., Fi;.

Tato domnénka se stala Fermatovym nejslavnéjsim omylem, na zakladé néjz
nékteti lidé pochybovali i o platnosti Velké Fermatovy véty, které se budeme
vénovat ve zbytku této prace.
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Kapitola 5

Gaussuv dukaz

Nésledujici tti kapitoly budou viceméné smétovat k dikazu specialniho ptripadu
Velké Fermatovy véty. Od doby jejiho vysloveni Fermatem az po Kummeruv
slavny dukaz ubéhlo pres dvé sté let. My nebudeme sledovat tuto dlouhou cestu
od zacatku, ackoliv prvotni vysledky jsme zminili uz v ivodni kapitole. Pfejdeme
rovnou az ke Gaussovu dukazu nefesitelnosti Fermatovy rovnice tietiho stupné.
Pted nim sice tento piipad dokazal Euler, ale Gaussuv pristup jiz predznamenava
Kummertv, a proto se jim budeme v této praci zabyvat.

Pii hledani Pythagorejskych trojic jsme pouzili vztah 2% —y? = (z —y)(z +v).
Budeme se snaZit o néco podobného i v pifpadé 23 + y>. K tomu se ndm budou
hodit tzv. Eisensteinova celd ¢isla, coz jsou celistvé prvky télesa Q((3) = Q(v/—3).
Z piedchozich kapitol vime, Ze minimalni polynom prvku (3 = ¢ je X? + X + 1,
Eisensteinova celd ¢isla tvoif okruh Z[¢(] = {a + 0( | a,b € Z} a £1,4(, +¢>
jsou vSechny odmocniny z jedné v Z[(] (pficemz (? = —1 — (). Kli¢ovou roli
bude hrit prvek A = 1 — (. Podle lemmatu 3.15 je A ireducibiln{ v Z[(] a A?|| 3.
Kdybychom pracovali v obycejnych celych ¢islech, snazili bychom se zredukovanim
rovnic modulo 3 obdrzet spor s existenci netrividlniho feseni Fermatovy rovnice.
V oboru Z[C] tuto roli prevezme, jak uvidime, préavé prvek A.

Dulezité je také explicitné znat normu obecného prvku a = a4+ b(. Ta je podle
definice rovna

N(a+b¢) = (a+b)(a+ bC?) = aa = a® — ab + b*. (5.1)

Snadno se ovéfi, ze norma v tomto piipadé nabyvé pouze nezapornych (celocisel-
nych) hodnot. Tyto poznatky nyni vyuzijeme v dukazu nasledujictho lemmatu.
Symbol (A) v ném znamend hlavni idedl Z[¢]A. Pokud nebude feceno jinak, budeme
od této chvile znacit prvky okruhu Z[(] feckymi pismeny, zatimco obycejna celd
¢isla latinkou. Symbol (\) znamend, jak je obvyklé, hlavni idedl Z[(]A.

Lemma 5.1.

(1) Vsechny invertibilni prvky v Z[C] jsou odmocninami z jedné.
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(2) Z[C] je Eukleidiv obor.
(3) Teéleso Z[C]/(N) md 3 proky.

Dikaz: (1) Vzhledem k tvrzeni 2.5 staci najit prvky s normou 1. Upravou vzorce
(5.1) se dostavame k Feseni rovnice

(2a — b)* + 3b* = 4.

Je ihned vidét, ze |b] < 1. Ke kazdému ze ti{ moznych b vyjdou dvé ruzna a.
Kazdy z téchto 6 prvku je pak nutné odmocninou z jedné.

(2) K zadanym prvkum «, § € Z[(], B # 0, chceme najit -, § tak, ze « = y3+4
a N(§) < N(B). Protoze 33 € Z, méme

a ozﬂ

B 3B
Najdeme celd cisla m,n tak, aby |m —s| < 1/2 1 |n — ] < 1/2, a polozime
vy=m+n( ad=a— 0. Spoc¢itdme normu:

=N (5) =N (5-0) == mP = =m0+ - 0
1 1 1

— 1.
4+4+4<

=s+1t(, s,teQ.

(3) Vyjadreme kazdé o € Z[(] jako yA+4. Protoze N(\) = 3, muzeme za repre-
zentanty tiid faktorokruhu Z[C]/()) vzit prvky s normou mensi nez 3. Podobnou
upravou vzorce (5.1) jako vysSe zjistime, Ze prvek s normou 2 v Z[(] neexistuje.
Prvky s normou 1 uz zname. Jak se snadno ovéid, plati 1 = ¢ = ¢% (mod \) a
—1=—( = - (mod \). Zérovein 1 # —1 (mod )). Protoze jediny prvek s nu-
lovou normou je 0, dostavame pravée tii tiidy reprezentované prvky 0,1, —1, takze

Z[C]/(A) = Fs. e
V blizicim se diukazu budeme ¢asto pracovat s prvky nedélitelnymi A. K tomu

je vhodné znat jemnéjsi chovani téchto prvku.

Lemma 5.2. Necht 0 € Z[C], M. Pak 6° = £1 (mod \*).

Dukaz: 7 predchoziho lemmatu vime, ze § = +1 (mod A). Polozme p = 460
tak, aby # = 1 (mod \), tedy p = pA + 1. S vyuzitim vztaht (5.1) a 1 — (? =
(1—=¢)(1+¢) = —A¢* dostavame

p=1=(u—=1)(n =~ = (pPNPA+ 1= (pA+1-¢)
= pAPA + X (pA =A%) = Np(p +1)(p — ¢7)
=NMp(p+1)(p—1) (mod \).
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Opét podle predchoziho lemmatu musi byt jedno z ¢isel p, p + 1, p — 1 délitelné
A, takze plati p®> — 1 = 0 (mod A\*). Zpétnym dosazenim 6 za u dostdvdme
pozadovanou kongruenci 62 = 41 (mod \*). d

Nyni jiz pristoupime ke Gaussovu dukazu netesitelnosti Fermatovy rovnice 3.
stupné, a to dokonce v Eisensteinovych celych ¢islech. Citujeme jej z [2].

Véta 5.3 (Gauss). Necht «, 3, € Z[(]. Pokud plati
o® + B4+ =0, (5.2)
tak afy = 0.

Diikaz: V pokusech o dikaz Velké Fermatovy véty pro obecny exponent p se ¢asto
rozlisuji pripady p 1 a8y a plafy. Jak uz jsme fekli, v nasem piipadé tuto roli
prevezme A =1 — (.

L. Mafy
Podle predchoziho lemmatu tedy plati

0=+ +7*=x1+£1+£1 (mod \?),

pricemz tento zapis znamena, ze muze nastat kterakoliv z osmi kombinaci znamének.
Vysledky jsou nicméné jen ctyii, a to £1 nebo +3. Piipad £1 je vyloucen,
protoze A* nenf invertibilni. Jelikoz A\? || 3, nen{ ani A\*|£3. Je tedy nemozné, aby
a® + 33 +~3 = 0 a zérovein Mafy.

II. Mapy

Necht «, 3,7 jsou nenulovd a pritom splituji (5.2). Z toho vyvodime spor.
Vzhledem k symetrii a homogenité rovnice (5.2) muzeme bez djmy na obecnosti
piedpoklddat, ze Ay, Ma, M3 a NSD(a, 8) = 1. Mame tedy o + 33+ 3752 = 0,
kde n > 1 a At 6. Budeme chtit pouzit metodu nekonecného sestupu, tj. najit
nenulové p, o a 7 takova, ze p>+o3+ X373 = 0, A nedéli p, o, 7 a NSD(p, o) = 1.
Takto piimo se ndm to ale bohuzel nepovede. Pfi¢ina spociva v tom, ze v Z[(]
existuji jednotky odlisné od £1. Uvazujme proto obecnéjsi rovnici

o+ B+ e =0, (5.3)

kde ¢ je jednotka okruhu Z[(].

Nejprve znovu pouzijeme pfedchozi lemma a dostdvdme +1 + 1 = £\
(mod \). Levd strana je rovnd bud 2 nebo 0. Protoze ale A {2 (staéi porovnat
normy obou prvki), musi byt nutné M43 a tedy n > 2.

Ptepisme rovnici (5.3) do tvaru

—eX5% = 4 32 = (a + B)(a + BO) (a + B¢,
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kde druhd rovnost plyne ze vztahu (5.1). Pro zjednoduseni zépisu budeme posledni
tTi ¢initele po fadé znacit jako Ap, A, A3. Prvek A\ déli levou stranu rovnice, takze
mus{ délit i jednoho z nich. Protoze 1 = ¢ = ¢* (mod \), déli A vSechny tfi. Navic
n > 2, takze \? délf aspoii jedno A;. Mame ale

A=A = (1-()B= A3,
Ay = Az = (1 - ¢ = —ABC,
Ay — Ay = ((— (*)B = ABC.
Protoze A nedéli 3, nedéli \? levé strany predchozich rovnosti, a tak pouze jedno

A; je ndsobkem A\?. Pi{padnym nahrazenim 3 v rovnici (5.3) prvkem 3¢ nebo 5¢?
muzeme (pii zachovén{ platnosti rovnice) docilit toho, ze A\?|A;. Dostavame tedy

A =X3"2D,,

Ay =ABs,

Ay =)\Bj,
—£0® =B, By Bs,

pticemz M B; (protoze A{J).

Réadi bychom ted konstatovali, Ze B; musi byt aZ na asociovanost tiet{ mocniny
néjakych prvku ze Z[¢]. K tomu potiebujeme, aby v nasem oboru existoval jedno-
znacny rozklad na ireducibilni prvky a aby By, By, B3 byly po dvou nesoudélné.
Prvni vlastnost plyne z lemmatu 5.1. Nesoudélnost ukazeme napt. pro By, Bo. U
ostatnich dvojic se postupuje obdobné.

Kdyby néjaky ireducibilni prvek 7 délil B; i Bs, bylo by jisté

T|(A/A = Az /X) =

a zaroven

7T|(A1+A2/)\—A1/)\) :Al —ﬁ:a.

To ale neni mozné, jelikoz jsme predpokladali nesoudélnost « a (3.
Muzeme tedy psat

3

Bl = 6101,
_ 3
BZ - 62027
3

B3 = 6303a

kde e; jsou jednotky v Z[(] a C; po dvou nesoudélné a nedélitelna \.
Ze vztahu 2 4+ ¢ + 1 = 0 nyni dostdvame

A+ A+ A= a(+(+H1) +BC+HEE+1) =0,
takze po dosazeni za A;

€263)\C§ + (62)\05’ + 61/\3n_20§ = O
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Tuto rovnici jesté vydélime A a najdeme vhodné jednotky ey, e5 € Z[(] tak, aby
platilo

C3 4 esC3 4+ esN* 305 = 0. (5.4)
Podivejme se na posledni rovnici modulo A\%. Diky n > 2 dostaneme C3 +e,C3 = 0
(mod A\?). Protoze ale A nedéli Cy ani C3, je opét podle piedchoziho lemmatu

+14e,=0 (mod \?).

Zajimé nds ted, které z Sesti jednotek v Z[(] vyhovuji pii néjaké kombinaci
znamének této kongruenci. Urcité to jsou 1 i —1 a tvrdime, Ze +( ani +(?
uvazovany vztah nesplnuji.

N(1+¢) =1, a tedy 1+ je jednotka. Pak oviem nemuze byt A\?|1+ (. Neplati
ani A\2|1 — ¢ = X. Podobné pro £¢% M2 11+ (% = —Ca A?t1 - = M1+ Q).
Muzeme tedy rovnici (5.4) napsat jako

O3+ (£Cy)% 4+ es 3D = 0.

Toto uz je rovnice stejného typu jako (5.3), pricemz A nedéli Cy, Cy, C3 a zéroven
NSD(C3,+C5) = 1. Dostavame tedy nekonecény sestup, coz vyvraci existenci ne-
trividlntho Feseni rovnice (5.2). d

Jiz jsme naznagili, ze tento Gaussuv dukaz obsahuje nékteré ideje pozdéjsiho
Kummerova dukazu. Které to jsou? Dopredu muzeme prozradit, ze kostra dukazu
zustane nezménéna. Pri zkoumani Fermatovy rovnice stupné p vyuzijeme vlast-
nosti okruhu algebraickych celych ¢isel p-tého cyklotomického télesa, v prvé radé
toho, ze a? 4 37 = (a+ ) N(a+ (). Bohuzel ne vsechny postupy jsou beze zmény
prenositelné.

Zejména obecné neplati, ze by Z[(,] byl Gausstuv obor. Pfitom tato vlastnost
byla thelnym kamenem naseho dukazu. Za nevyréeného predpokladu gaussov-
skosti Z[(,] pro v8echna prvocisla dokonce Gabriel Lamé v roce 1847 ,dokazal®
Velkou Fermatovu vétu v plné obecnosti. Pritom uz roku 1844 ukézal Kummer, ze
Z[(23] neni Gaussuv. Tento vysledek Lamému nicméné nebyl zndm. Kummer vsak
nalezl zpusob, jak nejednoznaénost rozkladu ¢isel z ¢asti napravit. Zavedl nova
yidedlni c¢isla®“, ktera byla inspiraci Richardu Dedekindovi k definici moderniho
pojmu idedl. Na jeho pocest se obory integrity s jistymi vlastnostmi nazyvaji
Dedekindovy a my se jimi budeme zabyvat v nasledujici kapitole.

Dalsim klicovym faktem, ktery neplati obecné, je existence pouze konecéného
mnozstvi invertibilnich prvku. Podle Dirichletovy véty mame uz pro piipad p =5
nekoneéné mnoho jednotek. Tato skuteénost je duvodem, pro¢ Gaussuv dukaz
nemuzeme pouzit jako Sablonu ani pro dalsi specidlni piipady, i kdyby v nich
(jako tieba pravé pro p = 5) existovaly jednozna¢né rozklady na ireducibiln{
prvky. Vyrovnat se s timto problémem bude velmi obtizné. Dokonce tak obtizné,
ze neni v moznostech této prace sledovat dukaz Kummerovy véty o jednotkach
v cyklotomickych télesech, kterd se vyuziva v zavérecné fazi jeho dukazu Velké
Fermatovy véty.
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Kapitola 6

Dedekindovy obory

Vysledky v této kapitole obsazené jsou pro nas jen odrazovym mustkem k diukazu
Velké Fermatovy véty pro regularni prvocisla a nesouviseji piimo s teorii cykloto-
mickych téles. Proto budeme tvrzeni uvadét az na vyjimky bez dukazu, zato vsak
s vétsi mirou obecnosti. Ctenaf najde tuto partii i s ditkazy podrobné zpracovanou
v [9, kapitoly 7 a 8].

6.1 Proc¢ je dobré mit idealy?

Zatneme piikladem prevzatym z [7]: Uvazujme téleso Q(v/—5) a oznacme R
mnozinu vsech jeho prvku celistvych nad Z. D& se ukazat, ze R = Z[\/—5] =
{a+by/=5 | a,b € Z}. Podivejme se ted, jak se v tomto oboru rozkladd prvek 6.

Ziejmé plati
6=2-3=(1+v-5)(1—+v-bH).

Pfitom prvky 2,3,1 & /=5 jsou ireducibilni v R a zidny prvek z dvojice 2,3
neni asociovany s zadnym prvkem dvojice 1 + v/—=5,1 — /=5. V oboru R tedy
nemame jednoznac¢ny rozklad na ireducibilni ¢initele. Se stejnym problémem se v
pripadé cyklotomickych téles potykal Kummer. Zavedl vsak nova ,idealni ¢isla“, s
jejichz pomoci se mu nejednoznacnost rozkladu povedlo do jisté miry obejit. Jeho
metoda se ukazala byt prenositelna i do ostatnich ¢iselnych téles, a proto ji bu-
deme demonstrovat na vyse zminéném piikladeé. Zékladni idea zde totiz vynikne
lépe, nez kdybychom pracovali s komplikovanym télesem Q((23) (prvni cykloto-
mické téleso, jehoz celistvé prvky netvori Gausstuv obor). Nebudeme ov§em blize
specifikovat Kummerova idealni ¢isla, nybrz rovnou pouzijeme Dedekinduv pojem
idedl, ktery je jejich dnes pouzivanou obdobou. U ¢tenare predpokladdme dobrou
obeznamenost s timto pojmem. Pfipomeneme tak jen definici souctu a soucinu
idedli: I +J ={a+blaecl,be J}, IJ={>" ab; | a €1,b € JneN}
Pi{mo z definice se oveéri, ze plati I(J + K) =1J + 1K aze I + J i I.J jsou také
idealy.

38



Jako motivace k zavedeni idedli nam poslouzi ptiklad, jehoz autorem je Di-
richlet. Uvazujme mnozinu S = {1,5,9,13,...}. Vidime, Ze je uzaviena na ndsobeni.
Protoze vsak 9-49 = 21 - 21, neni v S jednozna¢ny rozklad na ireducibilni prvky.
Tento nedostatek spociva v tom, ze chybi spolecné faktory cisel 9,21 a 49, 21. Za-
vedeme proto idedlni ¢isla (9,21) = NSD(9,21) a (49, 21). Pomoci nich pfepiSeme
piedchozi rovnost jako (9,21)%(49,21)% = (9,21)(49,21)(9,21)(49,21). Pavodn{
nejednoznacnost byla tedy zpusobena jen odlisnym sparovéanim ¢initelu (49,21) a
(9,21) na ruznych stranach rovnice.

Analogicky ted budeme postupovat pii odstraiiovani nejednoznaénosti roz-
kladu Sestky v oboru R. Zavedeme idedly P = (2, 1++v/=5),Q = (3,1+/=5),Q" =
(3,1—v/=5), kde (a, b) znacf idedl Ra+ Rb. Roznasobenim ¢len po ¢lenu dostédvame

P? = (R2+ R(1++/-5))*
= R4+ R2(1 + vV=5) + R2(1 + V=5) + R(—4 + 2v/—5)
= R2- (R2+ R(1+ V=5) + R(—2+ V-5))
= (2)(2,1 4+ /=5, -2+ v/=5).

Druhy idedl v poslednim vyrazu je roven (1), protoze —2 + (1 + v/=5) — (=2 +
V=5) = 1. Mame tedy P? = (2) a podobné se ovéif, ze QQ' = (3), PQ =
(1++/=5),PQ" = (1 — v/—=5). Opét vidime, ze po zavedeni idedlii ma prvek 6
jednoznaény rozklad (2,1 + v/—=5)%(3,1 4+ v/=5)(3,1 — v/=5). Vsimnéme si jeste,
7e jsme explicitné nepottebovali ideal P’ = (2,1 — /=5). Plat{ totiz P = P’, jak
se snadno ovéri.

Uvahy vyse provadéné je nyni potieba trochu upfesnit. Pfedné, pokud pracu-
jeme s idedly, tak ve skutecnosti nerozkldadame prvek 6, ale hlavni idedl (6), ktery
s nim ztotoznujeme. Za druhé musime vyjasnit, jaké idedly by mély hrat roli jiz
dale nerozlozitelnych prvkiu. Inspirujeme-li se celymi ¢isly, dostaneme jako horké
kandidaty prvoidedly. Jak uvidime v néasledujici sekci, tato volba skutecné ponese
své ovoce.

6.2 Zakladni vlastnosti Dedekindovych obort

Obor integrity R nazveme Dedekindovym oborem, pokud kazdy jeho nenulovy idedl
lze az na poradi jednoznacné vyjadrit jako soucin prvoidealu. Jak brzy uvidime,
idedly Dedekindova oboru maji mnoho vlastnosti analogickych s celymi ¢isly.

Na libovolném okruhu muzeme zavést relaci délitelnosti idealu takto: I déli
J, pravé kdyz existuje ideal K takovy, ze J = K. Potom .J je obsazen v I.
V Dedekindovych oborech plati i opaéna implikace: I|J < J C I. V béznych
okruzich se definuji prvoidedly podminkou: P O [J = P 2 I nebo P DO J.
Dedekindovy obory umoznuji diky predchozimu tuto ekvivalentni definici: P je
prvoidedl, pokud plati (P|IJ = P|I nebo P|J), coz kopiruje definici prvocinitelu
v Z.
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Uvazujme od této chvile pevny Dedekindtuv obor R a ukazme dalsi analogie
s celymi ¢isly. Pro kazdy idedl I oboru R existuje pouze konetné mnoho ideali,
které deéli I — to ovSem plyne primo z definice. Ddle muzeme stejnym zpusobem
jako v Z definovat nejmensi spoleény nasobek a nejvétsi spolecny délitel idedlu
I a J. Potom plati: nsn(/,J) = I N J, NSD(I,J) = I + J. Diky této vlastnosti
muzeme zformulovat c¢inskou vétu o zbytcich pro Dedekindovy obory. O ideédlech
I, J tekneme, ze jsou nesoudélné, pokud I 4+ J = R.

Tvrzeni 6.1. Necht Py,...,P. jsou po dvou nesoudélné (tj. rizné) prvoidedly
oboru R, ey, ...e, prirozend ¢isla a J = P{*--- P°. Pak

R/J = H R/PS.
=1

Verze této véty pro obecny okruh S aidedly @1, ..., @, pfedpoklddd Q; +Q); =
SaJ=0Q:N...NQ,, cemuz v oboru R diky vySe uvedenym vztahum pfesné
odpovida nesoudélnost prvoidealu a fakt, ze jejich nejmensi spolecny nasobek je
roven jejich soucinu.

Podivejme se nyni, jaké je misto Dedekindovych oboru mezi jinymi obory
specialnich vlastnosti, jmenovité mezi obory hlavnich idedlt a Gaussovymi obory.
Ctendf si jisté vsiml ndpadnych podobnosti mezi vlastnostmi obori hlavnich
idedli a Dedekindovych oboru. Neni tedy prekvapivé, ze obor hlavnich idedlu
je 1 Dedekindovym oborem. Opa¢né implikace vSak neplati. Na druhou stranu
mame tuto ekvivalentni podminku:

Tvrzeni 6.2. Dedekinduv obor je oborem hlavnich idedli, prdve kdyz je Gaus-
sovym oborem.

Jak jsme jiz naznacili, obecné neplati, ze okruh celistvych prvku ¢iselného
télesa je Gaussuv. Dokazeme vsak, ze vzdy je alespon Dedekinduv. Za tim tcelem
uvedeme tvrzeni, které se nékdy uziva primo jako definice Dedekindova oboru.

Tvrzeni 6.3. Obor R je Dedekindiv, prdvé kdyz splnuje ndsledujici tri podminky:
(1) R je noetherovsky.

(2) R je celistvé uzavieny.

(3) Kazdy nenulovy prvoidedl oboru R je mazimdlni.

Pripominame, ze noetherovskost oboru znamena konecnost kazdého ostie ros-
touctho tetézce idealu, ekvivalentné kone¢nou generovanost kazdého idealu. D&
se vSak dokonce ukazat, ze kazdy idedl Dedekindova oboru je generovan nejvyse
dvéma prvky. Diky vlastnostem, které jsme zatim uvedli, muzeme ihned nahlédnout,
ze Dedekinduv obor spliuje podminku (3). Kdyby totiz pro néjaké I C R bylo
P C I, pak I je vlastnim délitelem P, a tedy P neni prvoidedl.

Zvolme nyni K c¢iselné téleso stupné n s okruhem celistvych prvka A. Budeme
oveétovat jednotlivé body predchoziho tvrzeni. Vlastnost (2) spliuje A pfimo z
definice. K dukazu zbylych dvou budeme potifebovat jedno pomocné tvrzeni.
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Lemma 6.4. At I je nenulovy idedl okruhu A. Pak I md v A konecny index.

Dikaz: 7 tvrzeni 2.7 plyne, ze A je tvaru Zb, ® - - - & Zb,,. Lemma 2.2 nam posky-
tuje a € I NZ,a # 0. Ztejmé plati Aa = Zab, @ - - - @ Zab,, C I. Index Aa v A je
ale a™. Lemma pak plyne z nerovnosti |A/I| < |A/Aal. d

Lemma 6.5. Kazdy nenulovy prvoidedl okruhu A je maximdini.

Diikaz: Zvolme nenulovy prvoidedl P. Pak A/ P je obor integrity a podle predchozi-
ho lemmatu i kone¢ny. To znamend, ze A/ P uz je téleso, neboli P je maximalni. X

Abychom dokézali vlastnost (1), zavedeme pojem norma idedlu I jako N(I) =
|A/I|. Definice ma smysl diky lemmatu 6.4. Vzdy bude z kontextu jasné, zda
operator N znac¢i normu prvku ¢i normu idedlu, takze by nemeélo dochazet k ne-
dorozumnéni. Duvodem pro stejny nazev v obou pripadech je

Tvrzeni 6.6. Pro 0 # y € A plati N(Ay) = |[N(y)|.

Uvedme alespon pro zajimavost nékteré zakladni vlastnosti normy.
Pro prvoidedly plati: N(P¢) = N(P)¢. Z tohoto faktu a z ¢inské véty o zbytcich
je ihned vidét, ze pro idedl I = []_, P{" plat{

N(1) = [ IRy (6.1)

Na okruhu A lze také zavést Eulerovu funkci pro nenulové idedly, a to nasledovné:
o(I) = {a+1 € A/l | Aa+ I = A}|. Tato funkce je zobecnénim celoc¢iselné
Eulerovy funkce a plati pro ni analogické vztahy. Napt. p(IJ) = ¢(I)p(J) pro
nesoudélné ideély I, .J, nebo ¢(P) = N(P) — 1 pro prvoidedl P. Dokonce plati i
Eulerova véta: pokud I je nenulovy idedl a hlavni idedl generovany prvkem a € A
je nesoudélny s I, pak a*) =1 (mod I).

My vsak smétujeme k dikazu noetherovskosti oboru A.

Lemma 6.7. Necht I,J C A jsou idedly takové, e I C J. Pak N(I) > N(J).

Diikaz: Definujme zobrazeni f: A/I — A/J predpisem f(a+ 1) =a+ J. Ziejmé
je zobrazeni korektné definovéno a je na. Zvolme b € J \ I. Potom b+ I # 0, ale
f(b+1)=0b+J =0, takze f neni prosté. Mame tedy zobrazeni mezi kone¢nymi
mnozinami, které je na a neni prosté. Takze |A/I| > |A/J|. 4

Lemma 6.8. Okruh A je noetherouvsky.

Diikaz: Necht I} C Iy C I3--- je nekonecénd ostie rostouci posloupnost idedli.
Podle ptedchoziho lemmatu je N(1;) > N(I3) > N(I3) > ---. Norma je ale vzdy
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prirozené cislo, takze dostavame spor. bY

Dokézali jsme tedy, ze obor A celistvych prvku ¢iselného télesa K je Dedekin-
dovym oborem. Zaroven jsme v predchozi sekci vidéli, ze A nemusi byt obecné
oborem hlavnich idealu. Kdyz toto v pripadé cyklotomickych téles zjistil Kum-
mer, vymyslel zpusob, jak métit ,vzdalenost® A od oboru hlavnich idedli. My
jeho postup ukazeme opét obecné.

Podmnozinu M # {0} télesa K navzveme lomengym idedlem okruhu A, pokud
existuje nenulové a € A takové, ze Ma je idedl v A. Ziejmé kazdy nenulovy
idedl I okruhu A je také jeho lomenym idedlem. V takovém pripadé nékdy o [
mluvime jako o celistvém idedlu. Analogicky jako pro celistvé idedly definujeme
i soucin lomenych idealu. Protoze M A = M pro kazdy lomeny ideal M, mame
na mnoziné vsech lomenych idealu strukturu komutativniho monoidu — budeme
jej znacit Jx. Pro M € J definujeme M~ = {z € K | Mz C A}. Duvodem k
tomuto znaceni je to, ze MM = A pro kazdy lomeny idedl M. Zaroveii M ! je
také lomeny ideal, takze Jx tvoii grupu.

Tvrzeni 6.9. Af M je lomeny idedl okruhu A. Pak M se dd jednoznacné vyjddrit
jako [[;_, P{*, kder >0, e; jsou nenulovd celd ¢isla a P; po dvou rizné prvoidedly.
Navic M je celistvy idedl, prdve kdyz e; >0 prot=1,... 7.

Predchozi tvrzeni jinymi slovy tika, ze Jx je volna Abelova grupa s bézi
tvorenou vsemi prvoidedly. Ziejmym zpusobem tak muzeme mluvit o lomeném
idealu jako o podilu dvou celistvych idealu.

Pro =z € K* nazveme mnozinu Az hlavnim lomenym idedlem okruhu A.
Pripominame, ze K je podilovym télesem A, takze Az je skutecné lomeny ideal.
Pro a € A nenulové plati Aa=! = (Aa)~!. Pokud tedy x = b/c, b,c € A, madme
A(b/c) = Ab - (Ac)™!, neboli hlavni lomené ideély jsou rovny podilim nenu-
lovych hlavnich celistvych idedlu. Protoze nenulové hlavni celistvé idedly tvoii
podmonoid multiplikativniho monoidu v8ech celistvych idedlu, tvoii hlavni lo-
mené idealy podgrupu Jx. Budeme ji znacit Px. Muzeme tedy uvazovat tridovou
grupu Cx = Jk/Prk. Jednotkovym prvkem této faktorgupy je tiida obsahujici
nevlastni (celistvy) ideal A. Nésledujici vlastnost grupy Cx je klicova.

Tvrzeni 6.10. Grupa Cx je konecnd.

Pocet prvku Cx znacime hg a fikdme mu tridové cislo télesa K.

At M je lomeny idedl. Potom Ma = M - Aa je celistvy idedl pro néjaké a € A.
Kazdy lomeny idedl je tedy roven podilu celistvého idedlu a hlavniho celistvého
idealu. Proto plati

Tvrzeni 6.11. Kazdy lomeny idedl je hlavni, tj. hx = 1, prdavé kdyz A je obor
hlavnich idedli.

Nyni jiz mame ptipraveno vSe potiebné pro nasledujici kapitolu, ktera je vy-
vrcholenim této prace.
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Kapitola 7

Kummeruv dukaz

7.1 Pripravné prace

V roce 1850 publikoval Kummer dikaz Velké Fermatovy véty pro prvocisla, ktera
splnuji nasledujici dvé podminky:

(i) Pokud M? je hlavni lomeny ideél okruhu Z[(,], pak M je také hlavni lomeny
idedl.

(ii) Necht e je jednotka okruhu Z[(,]. Pokud € = m (mod p) pro n&jaké m € Z,
pak existuje jednotka e, € Z[(,] takovd, ze ¢ = &}.

Kummer pozdéji ukazal, ze (i) ve skute¢nosti implikuje (ii). Zaroven podal pfesnou
charakterizaci prvocisel, kterd spliuji (i). My v této kapitole detailné provedeme
Kummeruv dukaz, kromé jednoho dokézeme i vsechna pomocna lemmata. Histo-
rické podrobnosti tykajici se Kummerova postupu a viubec vétsiny moderni ma-
tematiky spjaté s Velkou Fermatovou vétou najde ¢tendf v [8].

K tomu, abychom ptredvedli Kummeruv dikaz, budeme jesté potiebovat nékolik
lemmat. Tato plati obecné pro jakékoliv prvocisla. Zaroven obnovujeme znaceni
pouzité vétsinou jiz diive: p je liché prvocislo, ¢ je primitivni p-t4 odmocnina z
jedné, A\ =1—(, K = Q(¢), A =Z[(] a U je grupa jednotek A. Pokud nefekneme
jinak, bude opét fecké pismeno predstavovat prvek z A, zatimco latinské znadci
celé cislo.

Prvni lemma obsahuje ruznorodé vysledky, které jsou vétsinou snadnym dusled-
kem definic a tvrzeni predchozich kapitol. Myslime si ale, ze je dobré je pro pohodli
¢tenare explicitné zformulovat.

Lemma 7.1.

(1) AJAXN=TF,. Specidlné AN je mazimdind idedl.

(2) Mnozina B = {1, \,\%, ..., \P72} tvori celistvou bdzi télesa K.

(3) Ata€ Aja € Z,k > 1. Pokud o = a (mod \¥), pak o = a? (mod \P~1F).
(4) a? + 3 =T[5 o + '8 = (a+ H)N(a + ().
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(5) At m € Z. Potom p|m < Am.

Dikaz: (1) Dokazeme, ze faktorokruh A/AX ma p prvku. Podobné jako v dukazu
lemmatu 6.4 se ukaze, ze index Ap v A je pi&¥ = pp~1 Lemma 3.15 ndm iik4, ze
Ap = AXN~!. Nyni sta¢i pouzit vztah (6.1): pP~! = |A/Ap| = N(Ap) = N(A\)P~! =
|AJANPL.

(2) Mnozina B je ziejmé bazi télesa Q(\) = K. Vime, ze Z = {1,¢,...,(?7?}
je celistvou bazi K. Vzhledem k tvrzeni 2.8 staci ukazat, ze discr(B) = discr(Z).
Prvky konjugované s A jsou zjevné 1 —¢,1—¢?%,...,1— (P! takze ze vztahu (2.6)
dostavame

disaeB)= [ (-¢-0-¢))'= [ (& -¢)?=discr(2).

1<i<j<p—1 1<i<j<p—1

(3) @ =a (mod A¥) znamena, ze o = a+ pA*. Pak of = 7  (?)a’pP ' AKP=),
Pritom pro 1 <1 < p — 1 je koeficient (’;) délitelny p || \P~1. Zdroveri pro 1 < i <
p—1lmame k(p—i)+p—1>p—1+kak(p—0)>p—1+k. Celkem tedy
a? = (M)arp"\” = a? (mod A1),

(4) Podle lemmatu 3.1 plati X? —1 = &, (X)®,(X) = (X — 1) [[Z} (X — ¢Y).
Prvni rovnost odsud ziskdme dosazenim «/—( za X a vyndsobenim obou stran
(—B)P. Druhd rovnost plyne ze vztahu (2.2).

(5) Pifmd implikace je jasnd. Necht tedy A\|m. Pak m € AN NZ = Zp podle
lemmatu 3.15(3). Tedy p|m. d

Necht o € A je takové, ze Afa. Podle piedchoziho lemmatu je o = m + n\
(mod A\?), pficemz pfm. Cislo o nazveme semiprimdrnd, pokud n = 0, tj. « = m
(mod \?). Semiprimérn{ ¢fsla se ndm budou hodit v ditkazu Kummerovy véty, a
proto o nich dokazeme nékterd jednoducha tvrzeni.

Lemma 7.2.
(1) A« =m+n) (mod \?), kde m,n € Z a ptm. Zvolme l € Z tak, aby lm =n
(mod p). Pak C'a je semiprimdrni.

(2) Pokud «, B jsou semiprimdrni, tak existuje | € Z takové, Ze I3 = a (mod \?).

Diikaz: (1)¢' = (1 = X)! =1 —1IX (mod A\?). Diky Im =n (mod p) a diky p || AP~}
mame
Ca=1-INm+nN)=m+ (n—mA=m (mod \?),
takze ('ac je semiprimérni.
(2) Necht @ = m (mod A?),3 = n (mod N\?), p { m,n. Zvolme [ tak, aby
In =m (mod p). Potom I3 =In=m = a (mod \?). {
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V dukazu Kummerovy véty budeme stejné jako v piipadé p = 3 rozlisovat,
kdy Ay a kdy A t ~. Pro vétsi prehlednost dukazu provedeme nékteré delsi
vypocty v nésledujicim lemmatu. Ctenaf v ném jiz muize nalézt analogie s vyse
zminénym piipadem. Pripominame, ze jsme v predchozi kapitole dokazali, ze A
je Dedekinduv obor.

Lemma 7.3. Af aBy#0 aa? + 3 ++? = 0.

(1) Pokud M~, tak existuji takové idedly 1, Jo, J1,. .., J,—1 okruhu A, Ze ANJy a
Ala+¢*p)=J01, k=0,1,...,p— 1.

(2) At a? + P = 6P\, kde e € U, m > 1, MaBd. Pakm > 2.

(3) Af v = 6A™, m > 2, M aBd a I' = NSD(Aa, AB). Pak existuje index jo,
0<jo<p-—1, aidedly Jy,...,J,—1 takové, Ze ANMJ\ a

Ao+ 03) = (ANPm=DFLp P

Jo?

Ala+Ip) = AX- I'J? pro j # jo.

Diikaz: (1) Podle lemmatu 7.1(4) méame

p—1
P =a"+ 8 =[] (a+¢'B).
i=0
Nejprve spocteme NSD(A(a+¢'8) |i=0,1,...,p—1). Zvolme libovolné j, k,
0 <j <k <p-—1. Ukdzeme, ze pokud néjaky ideal W je spolecnym délitelem
Ala+B) a Ala+ ¢*3), pak W déli A(a + ¢'3) pro viechna i =0,...,p— 1.
W|A(a + ¢'3) znamend o + '3 € W. Plati

(a+¢8) = (a+ ") =1 -¢)pew
a podobné
((a+M8) = (Ca+ P =1 - Fae W
Podle lemmatu 3.15 ale mdme 1 — ¢*77||1 — ¢ = \. Protoze ¢ je invertibilni,
dostavame W |AN - AG, W|AMX - Aa.

W vsak nedéli AX. V opaéném piipadé totiz (protoze A\ je prvoidedl) W = A\
delf [Ty A(e+ B¢Y) = (Ay)P, coz je proti nasemu piedpokladu. Mame tedy
W|Aa, W|AB, neboli a, 3 € W. Potom jisté¢ i a + ('3 € W pro kazdé i =
0,...,p— 1, neboli W|A(a + (*3).

Dokézali jsme, ze I = NSD(A(a+ ¢73), A(a+ ¢*3)) je i nejvétsim spoleénym
delitelem vsech A(a+ ¢'3). Proto jsou idedly A(a+¢'3)- I po dvou nesoudélné

a ze vztahu )
AY\" 1 Ale+¢0)
1) I

Il
=)

%
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a jednoznac¢né faktorizace idedlt na prvoidealy tak dostavame

Ala +¢'B)

=J?
[ K3

pro néjaké idealy J;, i = 0,...,p — 1. Navic A\ nedéli zddné J;, protoze jinak by
AN délilo A~.

(2) Vynasobime-li a, 5 néjakou p-tou odmocninou z jedné, prvky takto obdrzené
budou opét vyhovovat uvazované rovnici. Protoze AMfa/3, muzeme podle lemmatu
7.2(1) bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze «, 3 jsou semiprimérni. Existuji
tedy a, b takovd, Ze a = a (mod A\?) a 3 =0 (mod A\?). Pouzitim lemmatu 7.1(3)
dostavdme of = a? (mod NT1) a B2 = b (mod APT1).

Piedpoklddejme ted m = 1. Potom af + b = af + 3P + p P! = N\P(e6? + p).
Diky p|| A»7! tak vidime, Ze p|a? + b*. Na druhou stranu ale p?{a? + b* (protoze
A1d). Mame tedy a? + bP = ps, kde pfs. Takze aP + b* = \P~!s a podle lemmatu
7.1(5) Ms. To je ale spor, protoze AP|a? 4 bP. Je tedy m > 2, jak se mélo dokdzat.

(3) Postup je podobny jako v ¢asti (1). Proto nékteré kroky provedeme rychleji.

Plati

p—1
oA = [ (ar+ 6¢H),
k=0
takze A|a+ (73 pro ngjaké j. Pro k # j mame a+C*3 = (a+73)+ B¢ (¢CF7 1),
piicemz ¢*7 — 1] . A tedy délf viechna a + 3¢*. Protoze m > 2, existuje index
Jo, 7e N2|a + (70 3. Ukézeme, ze A2 nedéli uz zadnd jind o + 3¢*.
Kdyby tomu tak nebylo, tak pro néjaké kg, kg # jo, plati

N[(a+¢8) = (a+¢8) = (L= (),

Potom ale A|3, coz je spor s piedpokladem. Mame tedy A"P~~|q 4 (703,

Déle a, 3 € I, takze o+ ¢*3 € I' pro véechna k = 0,...,p — 1. Navic AMT,
protoze Ma, [3.

Dohromady dostavame

Aa + ¢B) = (ANPm=DH g

Jo?

Ala+ )= AN-I'J;  pro j # jo,

pticemz AN { J;, pro k = 0,...,p — 1. Zbyva ukdazat, ze idedly J; jsou po dvou
nesoudélné. Potom totiz ze vztahu

A5\?
(%) -1+
k=0

a z jednoznacné faktorizace dostaneme J; = J; pro néjaké idedly Jo,..., Jp,—1
nedélitelné A\.
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Pro spor predpokladejme, ze néjaky prvoideal P deli J: i Ji, j < k. Pak
P # A), takze A\ - I'P déli oba idedly A(a + ¢73), A(a + Cgﬁ). Stejnym postu-
pem jako vyse se ukaze, ze I'P|AB a I'P|Aa. Pak ale I'P|NSD(Aa, AB) = I,
cOZ je nemozné. B¢

7.2 Velka Fermatova véta pro regularni prvocisla

Nejrpve popiseme prvocisla, kterd spliuji podminky (i) a (ii) ze zac¢étku predchozi
sekce: liché prvocislo p nazveme regquldarnim, pokud p nedéli fad grupy Ck télesa
K = Q(¢,), neboli pthg-.

Formulujeme ted jedno snadné lemma, které ovsem implicitné obsahuje celou
Kummerovu dlouholetou praci na ditkazu Velké Fermatovy véty.

Lemma 7.4. Ndsledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:
(1) p je reguldrnd.

(2) Pokud MP je hlavni lomeny idedl okruhu A = Z[(y], pak M je také hlavni
lomenyj idedl.

Dikaz: (1) — (2) Pokud M neni hlavni, tak jeho dd v grupé Ck je roven p. Tedy
plhk a p neni reguldrni.

(2) — (1) Necht p|hg. Protoze Cx je konecné Abelova grupa, existuje v nf
prvek radu p, tj. takovy lomeny idedl M, ktery neni hlavni, pricemz MP uz hlavni
je. Y

A7z do této chvile nebylo ptilis jasné, jakym zpusobem se daji idealy vyuzit v
tvrzeni, které pojednava pouze o vlastnostech ¢isel. Predchozi lemma nam vsak
umoznuje tento postup:

Jak jsme vidéli v kapitole 5, klicovym krokem vétsiny potencialnich dukazu
Velké Fermatovy véty je rozklad o 4+ (P na po dvou nesoudélné cinitele a kon-
statovani, ze tyto Cinitele musi byt p-tymi mocninami. To je ovSem korektni ar-
gument jen za predpokladu gaussovskosti oboru, v némz pracujeme. Nas obor A
vSak tuto vlastnost obecné nema, zato je Dedekinduv. V tomto klicovém kroku
dukazu tedy na chvili prejdeme z teci ¢isel do feci idedlu a diky jednoznacnosti
rozkladu ziskame faktory N;, které jsou hlavnimi lomenymi idealy a navic p-tymi
mocninami néjakych lomenych idealu M;. Za ptrepokladu regularnosti p pak kon-
statujeme, ze M; jsou uz také hlavni, a to ndm umozni vratit se zpatky k ¢islum.
Poznamenejme, ze vétsinu prace tykajici se tohoto kroku jsme jiz provedli v po-
slednim lemmatu predchozi sekce.

Druhym problémem, se kterym se musime vyrovnat, jsou invertibilni prvky v
A. Tento problém tesi Kummerovo lemma o jednotkdch, které tikd, ze reguldrni
prvocisla spliuji podminku (ii). Pro dukaz tohoto velmi obtizného lemmatu Kum-
mer vyvinul tzv. A-adické metody. Neni v moznostech této prace Kummerovo
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lemma dokézat. Vyzadovalo by to totiz vybudovani takového mnozstvi teorie, ze
by se objem préace dvojndsobné zvétsil. Ctenafe tak aspoil odkazujeme na [9], kde
kromé dukazu Kummerova lemmatu najde i veskerou s nim souvisejici teorii. 7Z
kapitoly 19 této knihy také s drobnymi zménami citujeme dukaz hlavni véty této
prace.

Véta 7.5 (Kummer 1850). Necht p je regquldrni prvocislo a a, 3,y € A. Pokud
of + P +~P =0, tak afy = 0.

Dikaz: Predpokladejme, ze «, (3, spliuji Fermatovu rovnici stupné p a a8y # 0.
Z kapitoly 5 vime, ze pak p > 5.

I. Mafy
Nejprve pouzijeme lemma 7.1(4):

p—1

P =a"+ 8 =] (a+B).

J=0

Protoze A7, je i Ma + ¢P713. Podle lemmatu 7.2(1) tedy existuje k takové, ze
C*(a+¢P713) je semiprimarni. Po vyndsoben{ vhodnou p-tou odmocninou z jedné
muzeme vzhledem k témuz lemmatu bez 1jmy na obecnosti predpokladat, ze i
a, B jsou semiprimérni. Toto lemma, tentokrat ¢ast (2), ndm poskytuje a,b € Z
takova, ze

a=al*(a+¢*71F)  (mod N?), (7.1)
B=bC"a+¢P'B)  (mod A\?).

Tvrdime, ze a +b =1 (mod p).
Ze vztahu (7.1) dostavame

a4+ P8 = (a+ o) (a+¢PTIB)  (mod A?).

Protoze Ma+¢P713,je 1 = (a+¢P~1b)¢* (mod A?). Jiz nékolikrat jsme ale vidéli,
7e (F = (P71 =1 (mod \), takze 1 = a+b (mod \). Lemma 7.1(5) ndm pak dava
l=a+b (mod p).

N&s dalsi postup spoc¢iva v tom, ze budeme postupné vyluc¢ovat vSsechny hod-
noty, kterych by b mohlo nabyvat, a tim dostaneme kyzeny spor. Ziejmé b % 0
(mod p), protoze dosazenim do (7.1) bychom dostali 5 = 0 (mod \), o ¢emz
predpoklddédme, ze nenastane. Nemuze byt ani b = 1 (mod p). Pak totiz a = 0
(mod p) aa =0 (mod \).

Za predpokladu b # 0,1 (mod p) ted zbyvaji dva pifpady: 20 = 1 (mod p)
a 2b # 1 (mod p). Nize dokdzeme, Ze druhy piipad nenastava, takze je uz jen
posledni moznost 2b = 1 (mod p). Potom diky a +b = 1 (mod p) dostavame
a = b (mod p), a tedy o =  (mod \). Vzhledem k symetrii «, 3, ve vychozi
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rovnici bychom stejnymi ivahami dosli k zdvéru, ze &« = v (mod A). Pouzitim
lemmatu 7.1(1) a Malé Fermatovy véty tak dostdavame

0=+ +y"=a+F+~v=3a (mod ).

Protoze, ale p # 3, musi byt A|a, coz je spor. Zbyva tedy vylouéit piipad 2b # 1
(mod p).

Podle lemmatu 7.3(1) je A(a+¢7f) = JJI, piicemz AM.J;. Potom pro viechna
j=0,1,....,p—1 plati

A( o+ > Ala+¢ip) T _< Jj )p‘ (7.2)

at ¢ 18) " Ala+p) - T \Jpa

(Jj/Jp—1)P je tedy hlavni lomeny idedl, a tak podle lemmatu 7.4 je i (J;/J,_1)
hlavnim lomenym idedlem

T :
Nt MY | : pi €A, 0#n; €Z (viz tvrzeni 2.3).
Jp-1 n;

Tato rovnost se da ekvivalentné napsat jako

Jj - Ang = Jp1 - Apy.

Protoze AM.J;, J,_1, pro vechna e > 0 plati: A\°|Ap; < AN¢|An;. Po piipadném
vydéleni \° tedy muzeme predpoklddat \fu;, n;.
Timto skoncila nase exkurze do svéta idedlu. Napisme ted rovnost (7.2) v

¢islech: , ,
J .
S N
o+ Cp 1ﬁ n;
Podle tvrzeni 3.19 existuji e; € UNR a ¢; € Z takovd, Ze (~Fw; = £;¢%. Pak plati

m(a+¢8) = ¢ CH a+ ¢ B),

Polozme

Y B
CFla+¢r16)’ CFla+¢r16)

Potom n(a’ + {70') = €;¢%u € A. Podle lemmatu 7.1(2) existuje m; € Z
takové, ze p; = m; (mod \). Podle ¢ésti (3) téhoz lemmatu je pf = mf (mod AP).
Dostavame tak

g = (o, 8" € K)

nf(a +¢70) =e;¢mf (mod AP).

Vyuzijeme toho, ze ¢; € R a A = 1 — (7' ||\, a aplikujeme na piedchozi rovnici
komplexni sdruzovani:

nP(a/ + (7F) = ;¢ 9mb (mod MP).
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Tyto dvé rovnice ted spojime dohromady

¢nf(a’ + 73

gjmy = gcmg?@ +C¢773)  (mod MP).
Protoze Afn;, muzeme s n; délit:
o + B =+ ¢ (mod NP). (7.3)

7 definice o/, 3', ze vztahii (7.1) a z Ma+ (P13 plyne o/ = a (mod N\?), 3 = b
(mod A?). Dosazenim do (7.3) ziskavame a + (b = (*%(a + (77b) (mod N?). Pro
| € Z ale mame ¢! = (1 —\)! =1 -1\ (mod \?), takze

a+b—jbA=(1—2¢;\)(a+b+jb\) (mod \?).
Upravujme tento vztah pomoci vyse dokazané kongruence a +b =1 (mod p):

2¢;\ = 256X (mod \?)
c; =jb (mod \).

Obé strany posledni kongruence jsou celoc¢iselné, takze
¢; =jb (mod p) pro vSechna j =0,1,...,p— 1. (7.4)

Nasleduje lehce trikova ¢ast dukazu, ve které jiz vylou¢ime posledni moznost b #
0,1 (mod p), 2b # 1 (mod p), coz bude spor.

Protoze p > 5, muzeme s vyuzitim (7.4) pro j = 0,1,2,3 explicitné napsat
rovnice (7.3):

go— @ = F = N
¢~ — IF = v,
GO = M~ (P =
Csﬁ/ _ g6ba _ CGIF?»E — p3)\p.

+ 4+ +

Q2 QR

Koeficienty této soustavy linedrnich rovnic s nezndmymi o/, 3/, o, 5’ napiseme do
matice M. Nékolikandasobnym rozvojem podle sloupcu a radku spoc¢teme

det<M) — (1 - C)(l . CQb)(l . CQb_l)(C . €2b)(g . C%_IXC% . C%_l)-
Podle Cramerova pravidla mame

o det(Ml)
¢ det(M)”

kde M, je matice vznikla nahrazenim prvniho sloupce matice M sloupcem
(PN, p1 AP, po P, ps XY,

50



a proto AP|det(M;). Ale A/, takze nutné N|det(M). Protoze predpokladdme
b# 0,1 (mod p), 2b # 1 (mod p), jsou vsechny faktory v det(M) asociovany s
A, a tedy det(M) || A°. Ovsem AP|A\° je nemozné pro p > 7. Zbyva tedy probrat
piipad p = 5.

Podle lemmatu 7.1(1) je A/AX = F5. Protoze Mafy, mdme «a, 3,y = +1,+2
(mod \) a a® 3, 7° = £1, 432 (mod A\3). Potom

0=a’+ % +9° = £1,43,£30, £32, £34, 463, 465,96  (mod \°).

Protoze A\° || 5\ a N(\) = 5, jsou tyto kongruence nesplnitelné.

IL. MaSy
Ptredpokladejme bez jmy na obecnosti , ze Ay, Ma, AM 3. Potom pro néjaké
d, Md, am > 1 plati a? + P = —§PAP". Mame tedy vztah

af + P = 6PN, (7.5)

kde € € U. Protoze Maf3d, je podle lemmatu 7.3(2) m > 2. Stejné jako v piipadé
p = 3 budeme chtit dosahnout nekonecného sestupu vzhledem k m a tim i sporu
s existenci zadanych «, 3, .

Lemma 7.3(3) nam poskytuje jisté jo. Nahrazenim (3 za (°8 a piipadnou
zménou znaceni muzeme dosahnout toho, ze

Ala 4 3) = (ANPm=D+1p o
Ala+p) = AX-T'J?, j=1,...,p—1,

pticemz AN JyJ; - - - J,—1. Potom je

j A7
A (Oé ++<ﬂﬁ) = (AN)7PmD). (%) pro viechna j=1,...,p— 1. (7.6)
o 0

Vidime, ze (.J;/Jo)? je hlavni lomeny ideal. Protoze p je regulérni, je i J;/Jy hlavni
lomeny ideal

T ,
—J:A(&>, ,LLjEA, O#anZ, )\J(,uj,nj.
J() n;

Existuji tedy jednotky ey, e, takové, ze vztah (7.6) muze byt pro j = 1,2 prepsan
takto:

(a + AN =g (a+ ) (&Y )

ny

Ny

(a + C2ﬁ))\p(m—1) — €2<Oz + 6) (&)p .
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Nyni ode¢teme druhou rovnici od 1 + (-nédsobku prvni:

((a+ BN — (a + ) (alu o) ("_) . (“_)) |

ni No

Tento vztah jesté upravime na tvar

S ypmey P _ p (pama)Pes
S e = ()’ = TR

Podle lemmatu 7.1(4) je N(1+¢) = (1+1)/(1+1) = 1, takze 1+ ( je invertibilni.
Po substituci o = ping, 8 = psny, &' = nine nakonec dostavame

(&P +&(B) ="(§PImD e

Protoze m > 2, AP déli (o/)P4-¢'((')P. Zéroven M = pgny, takze AN+AG = A
a pro néjaké k je k@ = 1 (mod A). Potom i kP(5')? = 1 (mod AP), a proto
(k)P + & =0 (mod NP). Existuje tedy p takové, ze &’ = p (mod P).

Déle podle lemmatu 7.1 je p = r (mod \) pro néjaké r € Z a &’ = pP = 1P
(mod AP). Diky této kongruenci a regularité p jsou splnény predpoklady Kum-
merovy podminky (ii), takze existuje €] € U takové, ze ¢’ = (¢])P. Celkem tedy
mame rovnici

(@) + (&8 = /@y,

kterd je stejného typu jako (7.5), ale s m—1 misto m. Timto dostavame pozadovany
spor. Y

7.3 Zavérecné poznamky

V souvislosti s Kummerovou vétou je prirozené si polozit otazky: Existuji vubec
regularni prvocisla? Pokud ano, ktera to jsou? Je jich nekoneé¢né mnoho? Nejsou
vSechna prvocisla uz regularni?—Odpovédi na tyto otazky budou obsahem po-
sledni ¢éasti této prace. Teorie, ktera umoznuje zkoumat regularitu prvocisel, je
vSak pomeérné obtizna. Na této zakladni drovni nam tak stejné jako v pripadé
Kummerova lemmatu o jednotkach nezbyva, nez uvadét tvrzeni bez dukazi.
Ctenéie opét odkazujeme na [9], kde kromé vylozené teorie najde i daleko vic
vysledku tykajicich se regularnich prvocisel.

Pfipomindme, Ze prvocislo p je reguldrni, pravé kdyz nedéli rad h, tiidové
grupy p-tého cyklotomického télesa Q((,). Specialné p je regularni, pokud h, = 1,
neboli Z[(,] je obor hlavnich idedlu. Podle tvrzeni 6.2 tak Velkd Fermatova véta
plati pro vsechny Z|[(,], které jsou Gaussovymi obory.

Provétovat regularitu prvocisel se zda byt velmi jednoduché — staci prosté
spocitat h,. Touto cestou se zpocatku vydal i Kummer. Jenze brzy bylo ziejmé,
ze s rostoucim p se Umérné zvysSuje i obtiZnost vypoctu h,. Jeji pricinu se ted
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pokusime alespon nastinit. K tomu potfebujeme znat jesté trochu teorie, ktera je
sice mimo ramec této prace, na druhou stranu tak bude vidét, jakymi cestami se
dostava analyza do algebraické teorie cisel.

Do této chvile jsme poznali dva zakladni invarianty ¢iselnych téles: diskrimi-
nant a tridové ¢islo. Dalsim invariantem je tzv. regulator. Tento pojem tizce souvisi
s Dirichletovou vétou o jednotce (viz veta 3.20, prebirame i piislusné znaceni). Jeji
verze pro cyklotomicka télesa jinymi slovy fiké, ze existuji jednotky nekoneéného
radu uy, ..., u, takové, ze kazdd jednotka u okruhu Z[(,] se d4 jednoznacné na-
psat jako u = (=(,)“uf" - uf, kde 0 < ey < 2p a ey,...,e, € Z. Protoze
viechny konjugace (, jsou ryze komplexni, je ¢islo r (hodnost grupy jednotek)
rovio rp — 1 = (p—1)/2 —1 = (p — 3)/2. Mnozina {uy,...,u,} se nazyvé funda-
mentdlni systém jednotek okruhu Z[(,).

At o4,...,0,-1 jsou prvky Galoisovy grupy télesa Q((,). Usporddejme je tak,
aby 0;(¢,) = 0,,44(¢) Pro j = 1,2,...,r5 = (p — 1)/2. Pisme o;(z) = 2 a
uvazme matici

loglut”| loglul®| - loglul”|

1 2 r

| toglus”| loglus”| -+ loglul”|
log|u$l)] log|u$2)| log|u$r)|

kde log znaéi prirozeny logaritmus. Ackoliv fundamentalni systém jednotek neni
urcen jednoznacné, da se ukédzat, ze pokud pro jiny systém sestrojime timto
zpiisobem matici Ly, bude vzdy |det(L)| = |det(L)|. Cislo R = |det(L)| pak
nazyvame reguldtor télesa Q((,). K tomu, abychom jej spocetli, musime nalézt
néjaky fundamentdlni systém jednotek, coz se obecné jevi jako krajné obtizny
problém.

Souvislost regulatoru a tridového ¢isla nam objasni Dedekindova zeta funkce,
kterou definujeme pro libovolné ¢iselné téleso K jako

1
Crls) = NGB

1eZ

kde Z zna¢f mnozinu viech nenulovych idedli okruhu Zg. Rada na pravé strané
konverguje absolutné a stejnomérné na intervalu [1 + d,00) pro kazdé § > 0,
takze (x(s) je spojitou funkei definovanou na (1, 00). Specialné pokud K = Q, je
Zy = 7 obor hlavnich idedlu a podle tvrzeni 6.6 mame N(Zn) = |N(n)| = n pro
vSechna n € Z. Pro racionalni ¢isla tedy dostavame

oo

Cols) = E

ns’
n=1

Funkce ((s) = (p(s) se nazyva Riemannova zeta funkce.
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A nyni jiz k slibené souvislosti reguldtoru a tiidového ¢isla télesa K = Q((,).
Plati
2(P=3)/2(p-1)/2 R

Slirﬂ(s — 1)Ck(s) = hy - 2

Z tohoto vztahu bychom jiz teoreticky (a s pokrocilejsi teorii i prakticky) umeéli
spocitat soucin Rh,. Velmi zhruba feceno tak obtiZnost vypoctu h, spociva prave
v obtiznosti vypoctu regulatoru. Musime se tedy vzdat myslenky na primy vypocet
ttidového ¢isla a radéji se poohlédnout po jinych postupech.

Dilezitym Kummerovym zjisténim v tomto sméru bylo, ze h, je délitelné
tifdovym cislem ht télesa Q(¢, + ¢, ') = Q(¢) N R. Kummer zéroven dokazal,
ze ht je rovno indexu [U* : V|, kde U* je grupa jednotek Q(¢, + ¢, ') a V je
volna Abelova grupa generovana kruhovymi jednotkami (viz kap. 3.5). Opét tedy
vidime, Ze invertibilni prvky hraji v cyklotomickych télesech dulezitou roli.

Oznacme nyni h, podil h,/ h; . Kummer nakonec dospél k tomuto prekvapi-
vému vysledku:

Tvrzeni 7.6. p deli h, < p déli h, .

A tak zacal zkoumat aritmetické vlastnosti ¢isla o, . Aby bylo vidét, s jakymi
obtizemi se musel potykat, uved me pro zajimavost vzorec pro vypocet tohoto tzv.
pridruzeného tridového cisla:

hy =11/ 2p)",

kde
p—1 S
t="—— 7= GG@’)---G™?), G(X) = ¢X’, g;=¢ modp,
=0

a konecné g je primitivni prvek grupy Z; a n primitivni (p — 1)-t4 odmocnina z
jedné.

Kummer vsak dovedl z téchto vztahu dostat jesté jinou ekvivalentni podminku
regularnosti, souvisejici tentokrat s tzv. Bernoulliovymi ¢isly. Po Jakobu Bernoul-
lim tato ¢isla znovu objevil Euler v souvislosti s nasledujici formalni mocninnou

radou:
eX —1

1 1 1
=1+ —-X+=-X>+_-X34....
X Tt Tyttt

Protoze konstatni ¢len je 1, ma tato fada inverzi
X B1 B2 B3

1 D Py B
X1 T Tt gt

Cislim B; € Q rikame Bernoulliova ¢isla. Da se jednoduse ukézat, ze Bgg i1 =
0 pro k£ > 1. Stejné tak se d4 dokéazat spousta rekurentnich formuli a jinych
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vztaht, které Bernoulliova ¢isla splnuji. Zminme alespon jejich dulezitou souvislost

s Riemannovou zeta funkci. Pro £ > 1 plati

ko1 2(2Kk)!
(2)2

By, = (—1) C(2k). (7.7)
A nyni jiz ke Kummerovu hlavnimu vysledku. Pokud a,b,c € Z, NSD(b,¢) = 1,
fekneme, ze a déli b/c, jestlize alb.

Tvrzeni 7.7. p déli h, (tj. p neni requldrni), prdvé kdyz p deli alespon jedno z
¢isel By, By, ..., By_3.

Ackoliv citatel Bernoulliovych cisel roste celkem rychle, je tato podminka jiz
pouzitelna k ovérovani regularity. Navic plati: jmenovatel ¢isla Bsg je souc¢inem
vech prvocisel takovych, ze p — 1|2k. Muzeme tedy k vypoctu vyuzit i vztah
(7.7). Nejprve za pomoci této metody a pro veétsi prvocisla pak pouzitim jesté
mocnéjsich nastroju dosel Kummer po celozivotnim poéitani k témto vysledkum:

p < 163 neni regularni prvocéislo <= p = 37,59,67, 101,103, 131, 149, 157.

Piehlednou Kummerovu tabulku rozkladu faktoru f, na prvocisla najde ctenar
v [8, str.130-131]. Z nf je patrné, ze pro p < 163 je h, = 1, pravé kdyz p < 19.
Navic pocinaje 23 az do 163 je rust h, monoténni. Tato fakta vedla matematiky
ve 20. stoleti k formulovani hypotéz, které se nakonec ukazaly byt pravdivé:

Tvrzeni 7.8.

(1) hy, =1 (neboli Z[(] je obor hlavnich idedli) < p < 19.
(2) Ezistuje po takové, Ze funkce h™(p) = h, je ryze rostouct pro p > po.

Poznamejme, ze domnénka py = 19 zatim nebyla potvrzena.

V této souvislosti zminme nékteré neddvné vysledky tykajici se oboru Z[(,]
pro libovolna m, ptricemz nas budou zajimat ty, které jsou obory hlavnich idealu.
Piipomenme, ze podle tvrzeni 3.9 staci uvazovat m # 2 (mod 4). Montgomery a
Masley v [6] ukazali, ze Z|[(,,] je obor hlavnich idedlu pravé pro 30 konkrétnich
hodnot m. O desitce téchto oboru se uz za Kummerovych dob védélo, ze jsou
Eukleidovy. Ve své préci [3] pak Harper dokazal (mimo jiné), ze dokonce vsech 30
uz je Eukleidovymi obory. Jak ukazuje nasledujici véta, kterd s Harperovou praci
pifmo souvisi, toto viibec nenf ndhoda. Ctenéfe odkazujeme na [4].

Véta 7.9 (Harper, Murty 2004). Af K je Galoisovo rozsiteni Q a atf hodnost r
grupy jednotek Uk je vétsi nez 3. Pak obor Zy je Eukleidiv, prdve kdyz je oborem
hlavnich idedli.

Na zavér se pokusme odpovédét na otazky, které jsme vyslovili na zacatku
sekce. Odkéazeme-li se znovu na Kummerovu tabulku ¢isel A, , muzeme konstato-
vat, ze regularni stejné jako neregularni c¢isla existuji. Zaroven se téch regularnich
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jevi byt pomérné vic. Za pomoci vypocetni techniky se ukazuje, ze hustota re-
gularnich prvocisel mezi vSemi prvocisly je asi 0,61. Piesto se ale dodnes neumi
ani dokazat, ze reguldrnich prvocisel je nekonecné mnoho, ani podat néjakou je-
jich explicitni charakterizaci. Na druhou stranu dukaz nekonecnosti mnoziny ne-
regularnich prvocisel neni nijak obtizny a plyne z vlastnosti Bernoulliovych ¢isel.
Kummer se po svém diikazu zabyval i nereguldrnimi prvocisly a odvodil podminky,
za kterych Velka Fermatova véta plati i pro né. Do dnesni doby se bohuzel nikomu
nepodarilo dojit Kummerovymi postupy az k jejimu tuplnému vyteseni, ackoliv
byla tato véta v roce 1995 jinymi metodami dokazana Wilesem v plné obecnosti.

Zminkou o dukazu Velké Fermatovy véty symbolicky konéi naSe exkurze do
teorie Ciselnych a zejména cyklotomickych téles. Snazili jsme se predvést klasické
vysledky 19. stoleti, které, a¢ vyvinuty primarné pro feSeni této nejslavnéjsi mate-
matické véty, prezily svou dobu a staly se zdkladem algebraické teorie cisel. Jak je
vidét z posledni sekce prace, cyklotomickymi télesy se matematici zabyvaji az do
dnesnich dob. Ackoliv prakticka uzitecnost Velké Fermatovy véty je pravdépodob-
né mald a ackoliv jiz byla dokazana, jisté by stalo za to ji Kummerovym postupem
dokazat znovu. Jeji témeér 400 letd historie totiz ukazuje, ze pii jejim dokazovani
bylo vzdy vyvinuto spoustu zajimavé a elegantni matematiky.
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