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Abstrakt: V predlozené praci studujeme Poissonovo rozdéleni a jeho modi-
fikace. PopiSeme intervaly spolehlivosti pro parametr Poissonova rozdéleni
a na prikladé je porovname. Popiseme metody testovani hypotézy, ze na-
hodny vybér pochazi z Poissonova rozdéleni, a v piipadé zamitnuti nulové
hypotézy navrhneme alternativni modely. Mezi né patii zejména Poissonovo
rozdéleni s nadhodnocenou nulou, Poissonovo rozdéleni s modifikovanou nu-
lou, useknuté Poissonovo rozdéleni a smés Poissonovych rozdéleni. Popiseme
metody odhadu parametrii a testy dobré shody. Pojedname o testech rov-
nosti parametri nékolika Poissonovych rozdéleni. Postupy budou ilustrovany
na numerickych datech pomoci knihoven programu R.
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Abstract: In the present work we study Poisson distribution and some its
modifications. Confidence intervals for the parameter of Poisson distribution
are constructed. Goodness-of-fit tests for Poisson distrubution are described
and in case of rejecting the Poisson model alternative models are presented.
These include Zero-Inflated Poisson Model, Zero-Modified Poisson Model,
Truncated Poisson Model and Poisson Mixture Model. Methods of estima-
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equality of parameters of several Poisson distributions. The procedures are
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Uvod

V roce 1838 Siméon Denis Poisson (1781-1840) ve své praci Recherches sur
la probabilité des jugements en matieres criminelles et matiere civile vySet-
foval binomické rozdéleni v pripadé velkého poc¢tu pokusti a malé pravdeé-
podobnosti ispéchu v jednotlivych pokusech. Dokazal, ze pfi n—oo, p—0 a
np — A > 0 plati
n AE

lim Fl—p)h=er—.

novoo (k)p S Kl
Od té doby se rozdéleni majici pravdépodobnosti

k

A
_ o =A
PX = k) =e5r

nazyva Poissonovo a znac¢i Po(\). Vypoctem dostavame EX = A, var X = A.

Poissonovo rozdéleni se ¢asto pouziva jako model pro pocet vyskytt urci-
tého jevu, napf. pro pocet volani prichazejicich na telefonni tistfednu béhem
jedné minuty, pocet zakazniki, ktefi piijdou do néjakého systému obsluhy,
pocet kazli v jednom metru néjaké tkaniny atd.

V pripadé ndhodného vybéru, ve kterém se vyskytuji nezaporné celodci-
selné hodnoty, jeden z nejjednodussich modelt je praveé Poissonovo rozdéleni.
V prvni kapitole pojedndme o riznych metodéach testovani hypotézy, ze na-
hodny vybér pochéazi z Poissonova rozdéleni. V pfipadé zamitnuti nulové
hypotézy mame k dispozici rizné modifikace zakladniho modelu, zejména
Poissonovo rozdéleni s modifikovanou nulou, Poissonovo rozdéleni s nadhod-
nocenou nulou a useknuté Poissonovo rozdéleni. Tyto modely jsou popsané
ve ¢tvrté kapitole. V druhé kapitole ukazeme, jak se konstruuji standardni,
skérovy a exaktni interval spolehlivosti pro parametr Poissonova rozdéleni,
a na prikladé je porovname.

Nékdy se zajimame o to, zda ndhodné vybéry pochézeji ze stejného Po-
issonova rozdéleni, nékdy jde o vztah mezi parametry dvou Poissonovych
rozdé€leni. V tieti kapitole je uvedeno jak postupovat v téchto ptripadech.

k=0,1,2,...,



Vsechny vypocty k prikladtim byly provedeny pomoci programu R. Disk,
ktery je v priloze, obsahuje vsechna data, pouzité funkce a vyresené priklady.
V priloze A jsou rovnéz uvedeny navody k vypoctim. Pouzité funkce byly
v nékterych ptipadech prevzaty z knihy Simonoff, 2003 a z webovych stranek

http://www.stern.nyu.edu/~ jsimonof/AnalCatData/.



Kapitola 1

Testy Poissonova rozdéleni

1.1 Test metodou Y?

Necht X, X,,..., X, je ndhodny vybér z n&jakého rozdéleni na mnoziné
nezapornych celych ¢isel. Budeme testovat nulovou hypotézu, ze jde o vybér
z Poissonova rozdéleni Po()), kde \ je neznamy parametr. Test x? se provadi
nasledujicim zptsobem. Nejprve se vhodné zvoli ¢isla r > 0 a k > 3 a vybér
se rozdéli do k trid tak, ze se do prvni tiidy zaradi pozorovani mensi nebo
rovna r, do posledni t¥idy pozorovani vétsi nebo rovna r+k — 1 a prostiedni

tiidy jsou tvofeny samostatnymi hodnotami r + 1,...,r + k — 2. Oznac¢me
¢etnosti jednotlivych tiid Y;, Y, 1,..., Y, x_1. Oznacme dale
g™
G =—, 1=20,1,2,...
7!
Pak pravdépodobnosti odpovidajici jednotlivym tiidam jsou p,, ..., Drik_1,
kde

A e}
pr:Z% pi=gproi=r+1.. .. r+k-2, Prok—1 = Z 4.
i=0 i=r+k—1

Definujme nahodnou veli¢inu

r+k—1
ooy bk
i=r npi .

Ta dava do souvislosti teoretické a pozorované ¢etnosti, a to takovym zptiso-
bem, Ze ¢im mensi jsou jednotlivé rozdily, tim mens je x?, jinymi slovy, malé



hodnoty veli¢iny x? svédéi ve prospéch nulové hypotézy a velké hodnoty ve
prospéch alternativni hypotézy. Veli¢inu x? zavedl K. Pearson a dokazal,
ze za predpokladu platnosti nulové hypotézy pii n — oo ma asymptoticky
rozdéleni x? ;. V nasem piipadé ale A je neznamy parametr. Proto jako
testovou statistiku pouzijeme veli¢inu

) < T+k_1Y;'—7’Li5\ 2
vy = 30 IR

kde \ je odhad A modifikovanou metodu minimalniho x2. Odhad A je feSenim

rovnice
r+k—1

Z Y; api()\) -0
Uzitim vztahu aa(f\i = (3 — 1)¢; se po upravé ziska rovnice
1 r . : r+k—2 oi i ;
N S A e == Sk IR
n D i Ui Pt Dk Ui

ktera se tesi iteracné. Za pocatecni aproximaci se bere

r+k—1

Aoz% > iy

Statistika x?()\) také ma asymptoticky x? rozdéleni, ale jelikoz jsme misto
skuteéné hodnoty \ pouzili odhad, je to x? rozdéleni s k — 2 stupiiti volnosti
(viz Andél, 2007, str. 273). Jakmile tedy dostaneme y2(A) > x2_,(«), zamit-
neme hypotézu, ze vybér pochazi z Poissonova rozdéleni. Vzhledem k tomu,
ze jde o asymptoticky test, je hladina testu jen pfiblizné rovna «. K tomu,
aby shoda s limitnim rozdélenim byla dobra, je zapottebi, aby teoretické
detnosti np;(\) byly dostatecné velké (nejméné 5).

Poznamka. Jedna z nevyhod tohoto testu spo¢iva v tom, Ze pii velkém
rozsahu vybéru i malé (prakticky bezvyznamné) odchylky od Poissonova
rozdéleni vedou k velké hodnoté statistiky 2, a tedy k zamitnuti nulové hy-
potézy. Pfitom pouziti veli¢in (Y; —np;)/np; k posouzeni vécné vyznamnosti
odchylek neni vhodné, protoze se dava prilis velka vaha t¥idam s malymi
teoretickymi cetnostmi. Proto se jako celkova mira bere index nepodobnosti



(index of dissimilarity)

r+k—1

D— Z |Yi gnnﬁﬁ,

~

kde p; = p;(\). Hodnota D je nezdporné a nemuze nabyt hodnoty vétsi nez 1
(viz Simonoff, 2003, str. 78). Neni jednozna¢né urceno jak velkd hodnota D
znamend vécnou odchylku ale uvadi se, zZe hodnoty 0,1 az 0,15 jsou prakticky
bezvyznamné.

Priklad 1. Stejny postup byl popsan v knize Cramér, 1946, az na feSeni
rovnice (1.1). Misto itera¢niho postupu autor pouzil aproximaci A = X a
zdtivodnil to nasledovné. Mame

r+k—2
i=r+1 {i;r<Xi<r+k—1}

zatimco prvni a posledni ¢len v zavorce priblizné udavaji soucet X; pro které
plati X; < r resp. X; > r+ k — 1. Staci si uvédomit nasledujici rovnost

E(X|X S 7") — Zirzol%’
im0 Ui

kde X je ndhodn4 veli¢ina s rozdélenim {g;, 7 > 0}.

Podivejme se na priklady tam uvedené a srovnejme vysledky.

V tabulce 1.1 jsou vysledky experimentu, v kterém byl sledovan pocet
vyzarovanych a-¢astic v casovém intervalu délky 7.5 vtefin. Polozime r = 0
a sloucime posledni tii t¥idy, ¢imz dostavame k£ = 11. Modifikovana metoda
minimalntho x? dava A= 3,8703, vysledek, ktery se jen nepatrné lisi od
A = X = 3,8700, coz se vysvétluje velkym pocétem pozorovani (n = 2608).
Zaver je v obou pripadech stejny, shoda s Poissonovym rozdélenim je dobra,
tj. na zadné ,rozumné“ hladiné bychom nulovou hypotézu nezamitli.

Tabulka 1.2 udava pocet kvéti rostliny Primula veris (prvosenka jarni).
Tentokrat mame 200 pozorovani, slouc¢enim prvnich 3 a poslednich 4 tiid
dostavame r = 0 a k = 9. Shoda s Poissonovym rozdélenim uz neni tak
dobra (na hladiné 5 procent bychom ji zamitli), coz se vysvétluje zejména
velkym poctem rostlin s osmi kvéty.

Cramér déale uvadi ptfiklad N. G. Holmberga, ktery zkoumal koncent-
raci ¢ervenych krvinek v krvi pomoci specialniho pristroje. Ten je ve tvaru

10



Tabulka 1.1: a-Céstice

1 pocet period s i « ¢asticemi teoretické cetnosti
1 0 57 54,399 54,382
2 1 203 210,523 210,476
3 2 383 407,361 407,302
4 3 525 525,496 525,461
5 4 532 508,418 508,423
6 5 408 393,515 393,550
7 6 273 253,817 253,859
8 7 139 140,325 140,359
9 8 45 67,882 67,904
10 9 27 29,189 29,201
11 10 10 17,075 17,084
12 11 4
13 12 2
A =3,8700 A\ = 38703
2 12,885 12,882
p-hodnota 0,16788 0,16801

obdélnika a obsahuje piihradky riznych (zndmych) velikosti. Pomoci mik-
roskopu pak sledoval pocet krvinek v jedné z nich a tim ziskal odhad jejich
koncentrace. V tomto piipadé mame 169 pozorovani, odhady A\ = 11,911 a
A= 11,921 davaji stejny vysledek, shoda s Poissonovym rozdélenim je velmi
dobra.

Poznamka. 7 nasich prikladt vyplyva, Ze odhad ziskany modifikovanou
metodou minimélniho y? se nelisi o moc od vybérového priiméru. Chernoff
a Lehmann (1954) vsak ukazali, Ze za urcitych pfedpokladu regularity pii
n — oo plati

3 he—
3 [Y _ npz )‘
(V) ZZE +7Z7
np; (A —
kde Z; jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny, i =1,2,...,k — 1,

Z1 ~ N(0,1) a0 < 7 < 1 obecné zavisi na A. Odtud za platnosti nulové
hypotézy plyne B
PIX*(A) = xio(@)] == 8> a,

11



Tabulka 1.2: pocet kvéta Primula veris

¢ pocet rostlin s ¢ kvéty teoretické Cetnosti
1 3 5
2 4 2
3 5 10 25,022 25,143
4 6 19 19,136 19,193
5 7 20 24,193 24,240
6 8 42 26,764 26,788
7 9 27 26,318 26,314
8 10 25 23,291 23,263
9 11 23 18,739 18,696
10 12 11 13,820 13,774
11 13 5 22,717 22,589
12 14 6
13 15 4
14 16
15 17
16 18
17 19
18 20 1
A=8850 \=8841
2 15,647 15,638
p—hodnota 0,03 0,03

tj. asymptoticka pravdépodobnost chyby prvniho druhu je vétsi nez pozado-
vané a. Uvadi se vSak, Ze asponi v ptipadé Poissonova rozdéleni rozdil |5 —«|
je prilis maly, nez aby vyrazné ovlivnil pribéh testu, coz souhlasi s nasimi
vysledky:.

1.2 Podminény test

Necht X1, Xs, ..., X, je ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni. Pak je sdru-
zené rozdéleni velicin X1, X5, ..., X,, ddno vzorcem

—nA)\Z?: x;
P(X: =21, X = ) = — :

Comlas) !

12



Tabulka 1.3: Cervené krvinky

1 pocet ptrihradek s i ¢ervenymi krvinkami teoretické cetnosti
1 4 1
2 5 3
3 6 5 8,136 8,091
4 7 8 7,660 7,628
5 8 13 11,404 11,367
6 9 14 15,093 15,056
7 10 15 17,977 17,948
8 11 15 19,466 19,451
9 12 21 19,322 19,323
10 13 18 17,703 17,719
11 14 17 15,062 15,088
12 15 16 11,960 11,991
13 16 9 8,903 8,934
14 17 6 16,314 16,403
15 18 3
16 19 2
17 20 2
18 21 1
A=11911 )\ =11,921
X2 4,022 4,017
p—hodnota 0,946 0,947

13



Nahodna veli¢ina 7' = > | X; ma Poissonovo rozdéleni s parametrem n,

a tedy

t . —n\
P(T:t):%, t=0,1,2,...

Potom plati
P(Xl :Z'l,...,Xn :le'n,T:t)

P(X1:x177Xn:'rn|T:t) =

P(T =t)
e_”A)\E?:I Tq
21lxo) L, A
t! 1\ .
= —— | = ro ;i =t2>1.
1!z, (n) P Z ' -
=1
Odtud plyne, Ze podminéné rozdéleni veli¢in X, X5,..., X, pfidaném T =t

je multinomické M (t, %(1, 1,..., 1)’). Pak Pearsonova statistika
— (Xi—2)?
Q=) —— (1.2)
i=1 n

m4 asymptoticky rozdéleni x2_; (viz Andél, 2007). Podminény test je zalo-
zen na této statistice. Pokud dostaneme

Q<L (1-3) mebo  Q=x2,(5).
zamitneme hypotézu, ze vybér pochazi z Poissonova rozdéleni. Aby shoda
s limitnim rozdélenim byla dobra, Jje zapotiebi, aby primér X nebyl ptilis
maly, obvykle se uvadi podminka X > 5.

1.3 Modifikovany Kolmogoroviuv-Smirnoviv
test

Jiny test dobré shody pro Poissonovo rozdéleni je zalozen na modifikaci
standardniho testu Kolmogorova-Smirnova (déle K-S test), ktery se pouziva
predevsim v pripadech testovani, zda ndhodny vybér pochéazi z rozdéleni
se zndmymi parametry, a dava dobré vysledky pro spojita rozdéleni (viz
Campbell, Oprian, 1979). V ostatnich piipadech je velice konzervativni a
jeho pouziti se nedoporucuje.

14



Obvykle pfi testovani, zda ndhodny vybér X, ..., X,, pochéazi z Po()), je
A nezndmy parametr. Ve svém ¢lanku Campbell a Oprian navrhli novou ta-
bulku kritickych hodnot, specidlné pro Poissonovo rozdéleni. Test se provadi
nasledovné. Nejprve se spocte X a empiricks distribuc¢ni funkci S,

n

Ozna¢me Fy(z) = P(X < z), kde X ~ Po(X). Pak spoc¢téme testovou
statistiku
D = sup|Fy(z) — Sp(x)]

a prekroci-li D kritickou hodnotu z tabulky, zamitne se hypotéza, ze vybér
pochazi z Poissonova rozdéleni.

Ukazuje se, Ze je sila modifikovaného K-S testu vyssi nez sila y2-testu, a
jako dalsi vyhoda se uvadi moznost pouziti jiz pro mala n.

15



Kapitola 2

Intervaly spolehlivosti pro
parametr A\

Ukazeme nejprve intervalovy odhad zalozeny na centralni limitni véte.

2.1 Standardni interval

Méjme X7, Xo, ..., X, ndhodny vybér z Poissonova rozdéleni Po()\). Z cen-
tralni limitni véty pak plyne

X —
A N N(0,1) pro n. — oo.

A

n

Dle zékona velkych ésel plati X —— \. Odtud dostavime

X\/_f\/fi) N(0,1)

a pak dle Cramérovy-Sluckého véty plati

g:X_AﬁN(OJ).

N |><:\

o=

Proto P(|{| < us) — 1 —«, kde uga je kritickd hodnota standardnfho nor-
malniho rozdéleni. Pak

_ /X _ /X
<X— —ua, X + —ug>
n 2 n 2

16



je interval spolehlivosti pro A s koeficientem spolehlivosti, ktery pii n — oo
konverguje k a.

2.2 Skorovy interval

Vzhledem k tomu, Ze je odhad rozptylu X i sam funkei X, miiZe se stat, ze je
skutecné pokryti standardniho intervalu mnohem mensi nez 1 —a. Vylepseni
dosdhneme nasledovné. Vyjdeme z relace

X — Al

A
n

P gu% —1—«

a pokusime se najit interval (\;, \,) takovy, ze plati

i, A
AE ) & |X A Susy /.

n

Jinymi slovy, hleddme feseni rovnice | X — \| = us \/% . Mame
X2 20X + X = S

2 o u? 2
ANM—(2X+— | A+ X* = 0,
n

2 U u2 _

)\172 = X+—:F —|—X
\/7

Tato feseni nam davaji levy, resp. pravy krajni bod skérového intervalu

2n  /n NG

s asymptotickym koeficientem spolehlivosti «. V knize Hatle, Likes je uve-
deno, Ze je tato aproximace pouzitelnd pro n > 9/\.

2 U w2 2 U u2
<X+——— X X+—+— —+X>

2.3 Clopper-Pearsonuv interval

Standardni a skérovy interval davaji dobré vysledky pro velka n, dokonce i
pro mala n, pokud je A dostatecné velké. V ostatnich ptripadech se pouziva

17



exaktni interval (A, A,), kde
P(X >zlA=X\)=a/2, P(X <z[A=),) =a/2,

pficemz X = > " | X;. Pro z = 0 polozime \; = 0.

Nyni ukdZeme, Ze pravdépodobnosti P(Y < y), kde Y ~ Po(\), lze
vyjadrit pomoci rozdéleni X%( Pf¥ipomeitime hustotu y? rozdéleni o n
stupnich volnosti

y+1)°

1
— n/2—1_—x/2
f(z) w2 (1) (g)x e e x> 0.

Potom pfi n = 2(y + 1) mame

1 2
M+ 0P (¢ > 2) = g [ e ¥ 0y’
Integraci per partes dostavame

1 C>Oe_é(xz)ydx2 = /Ooe_zzydz
2941 Jax A

= Lly+HPY <y).
Pak pro X ~ Po(n\) plati
- = P(X 2 ZL’|)\ = )\l)

= 1-PX<z—-1A=X)
= 1-P(x3, > 2n\) pro x > 0.

Odtud mame 2n)\; = x2,,_o a podobné postupujeme pro \,. Kone¢né do-
)
stavame

0 prox =0 1
>\ e ’ >\ = — 2 a .
l { %Xng_% pro x > O’ P 2nx2x+2,§

18



Tabulka 2.1: vstfelené a obdrzené branky

Pocet branek | Vstielené | ObdrZzené
0 3 6
1 9 21
2 24 17
3 18 16
4 14 12
5 7 9
6 3 1
7 2
8 1
9 1

Priklad. V tabulce 2.1 je zaznamenan pocet vstielenych a obdrzenych
branek hokejového tymu New Jersey Devils v sezéné 1999-2000 (Simonoff,
2003, str. 72). Testujme hypotézu, Ze jde o vybéry z Poissonova rozdéleni.
V ptipadé vstielenych branek mame 7 = 3,06, x* = 3,16 (5 stupiiii volnosti)
a prislusnou p-hodnotu 0,675. V pripadé obdrzenych branek mame z = 2,46,
X% = 2,32 (4 stupné volnosti) a p-hodnotu 0,677. Nezamitdme tedy hypotézu,
ze jde o vybéry z Poissonova rozdéleni.

Standardni 95% interval spolehlivosti pro pocet vstfelenych branek je
(2,68; 3,44) a skérovy interval je (2,71; 3,46). V pfipadé obdrzenych branek
mame (2,12;2,80) a (2,15; 2,83). Vidime, Ze v téchto piikladech tyto intervaly
vychézeji velmi podobné. Pfesné intervaly spolehlivosti jsou (2,69; 3,46) resp.
(2,14; 2,83).

19



Kapitola 3

Testy rovnosti parametru
Poissonovych rozdeéleni

3.1 Asymptoticky test

Méjme ndhodny vybér X; = (Xii,..., X1p,) z rozdéleni Po();), ndhodny
vybér Xo = (Xa1, ..., Xopn,) z rozdéleni Po(\y),. .., ndhodny vybér X; =
(X11,...,Xm,) z rozdéleni Po(\r), I > 2, a nechf vybéry X;,X,,...,X;
jsou vzajemné nezavislé.

Testujme hypotézu Hy : Ay = Ay = - -+ = \; proti alternativé, ze aspon
dva z téchto parametru jsou rozdilné. Oznac¢me

1

n; 1
l_’i:niiz.l’ij, ’i:].,...,l, N:an, f:%Z’nsz
1

= i=1 i=1
Néahodné veli¢iny

VA

jsou nezavislé a z centralni limitni véty plyne, ze vSechny maji asymptoticky
normalni rozdéleni N(0, 1).

Za platnosti nulové hypotézy je u; = (&; — M)y/ni/vVAL, i =1,...,1, a
statistika Z je konsistentnim odhadem spole¢ného rozptylu vsech I rozdéleni.
Pak /7 je konsistentnim odhadem smérodatné odchylky (viz Héatle, Likes
1972, str. 215).

N R N §

U; =
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Dle Cramérovy-Sluckého véty nahodné velic¢iny
&= (T — M)V /VT, i=1,...,1
také maji asymptoticky standardni norméalni rozdéleni. Pak velicina
-\
x2=;(&— #) ,

kde € = Zle ¢;/1, méa asymptoticky x? rozdéleni o I — 1 stupnich volnosti
(viz Hatle, Likes 1972, str. 320) a po tpravé dostavame

I I 2
=1 i=1

Za platnosti Hy bude P [x? > x7_, | priblizné . Nulovou hypotézu tedy
zamitneme, kdyZ bude platit x* > x7_, .

Poznamka. Pron; = --- =n; =nméme N =nlaz = Zle z;/1,
takze statistika 3.1 mé tvar

>
Il
IS

N 52 !
= Ny
> ie1 Ti i=1
V pripadé I = 2 miizeme postupovat jinak. Vyuzijeme asymptotické
normality vybérovych prameért
Ai :
EZ$N<)\Z,—), Z:1,2.
Pak méame \ \
Ty — Ty~ N (Al—Ag,—1+—2).
st N9
Za platnosti nulové hypotézy nahodna veli¢ina

X1 — To
= 1 1
7 (5 + )
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ma asymptoticky N(0, 1) rozdéleni.

V pripadé pravostranné alternativy H; : A\; — Ay > 0 nulovou hypotézu
zamitneme, kdyz bude platit u > u,, a v pripadé levostranné alternativy
Hy: A1 — Xy < 0 dostaneme-li u < —u,, kde u, je kritickd hodnota N(0, 1).
V pripadé oboustranné alternativy nulovou hypotézu zamitneme plati-li,
[u| > uq /2

3.2 Podminény test

Nechf X; mé Poissonovo rozdéleni s parametrem \; a X, Poissonovo rozdé-
leni s parametrem \y. Chceme testovat hypotézu Hy : v = A\ /A2 = v, kde
Y je dané kladné ¢islo.

Ozna¢me S = X; + X5. Pak S ~ Po[(7 + 1)\2]. Potom je podminéné
rozdéleni X7, Xy pii daném S = s dano vzorcem

e—’y)\z (YA2)"1 [ —Aq ﬁ

! 2!
P(Xi=x,,Xo=2|S=5) = o g
( 1 1, A2 2| ) e—('y)\2+)\2)(7)‘2+>‘2)
s!

- ()G ()

pii s = x1+x5. Odtud vyplyva, ze podminéné rozdéleni X; pifi daném S = s
je Bi(s,v/v + 1) a za platnosti nulové hypotézy Bi(s,vo/v0 + 1).

Testujme nulovou hypotézu proti pravostranné alternativé Hy : v > .
Pak ve prospéch alternativni hypotézy svédci velka hodnota x4, jinymi slovy
nulovou hypotézu zamitneme, dostaneme-li

i C) (%VJOF 1)t (1 - 7071 1)S_t = (32)

t=x1

Vypocet se zjednodusi uzitim rovnosti

Zx: (?)pt(l -p)" =G (;:j;lp%p) ,

t=0

kde G je distribu¢ni funkce F rozdéleni o 2(n—x) a 2(x+1) stupnich volnosti
(viz Hatle, Likes 1972, str. 141). Podminka 3.2 je tedy ekvivalentni podmince

X1

ot 1 > Yo Foryi2.24, (@),
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kde F, () je kritickd hodnota rozdéleni F,, ,,.
Podobné postupujeme v pripadé levostranné alternativy Hy : v < 7.
Hypotézu zamitneme, jestlize

T1 t s—t
Z S Yo 1— Y0 <a
—o t Yo + 1 Yo + 1

1’1—|—1
T2

nebo pokud

< Y0 F2p 20142 (1 — @) .

V ptipadé oboustranné alternativy H; : v # 7o nulovou hypotézu zamit-
neme, jestlize

) () <
1-— < — nebo

; <t Yo+ 1 Yo+ 1 - 2
> ()G (-58) =

t Yo+ 1 Yo+ 1

t=x1

| e

tj. jestlize

Z1

1 o
< YoFou,,22,+2 (1 — —> .

(6%
> 70F2:E2+2,2x1 (5) nebo 9

1’2—1_ T

Piiklad. Nasledujici ptiklad je uveden v knize Hatle, Likes (1972) na str.
334. Ze zkuSenosti je znamo, ze se pocet poruch urcitého zarizeni za 100
hodin provozu fidi Poissonovym rozdélenim s parametrem \. Testujme hy-
potézu, ze dvé nova zafizeni A a B maji stejny parametr \, proti alternative,
ze A ma vyssi stfedni pocet poruch za 100 hodin provozu. U zafizeni A se
béhem 100 hodin provozu vyskytlo 8 poruch a u zafizeni B 5 poruch.
Testujeme nulovou hypotézu Hy : A\; /Ay = 1 proti pravostranné alterna-
tive Hy : A1/Ay > 1. Nulovou hypotézu bychom zamitli na takové hladiné «,

ktera splnuje
8
6 > Fiaq6 (@) .

Jak znamo, nejmensi takové « je p-hodnota, a v nasem ptipadé statisticky
software dava a > 0.29, tedy nulovou hypotézu nezamitame.
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3.3 Test zaloZeny na zobecnénych linearnich
modelech

Ukazuje se, Ze linearni regresni model Y = X3 +¢€, kde X = {x;;} je matice
danych ¢isel typu n x p, kde n > p, 8 = (01, ...,03,) je vektor nezndmych
parametriia € = (€1, ..., €,) je ndhodny vektor majici rozdéleni N(0, o%I) pii
nezndmém o2 > 0, nedavé dobré vysledky v situacich, kdy je silné porusen
predpoklad normality veli¢in Y;. Navic bychom chtéli zobecnit tento model
pro pripad, kdy Y; nabyvaji diskrétnich celoc¢iselnych hodnot. Pro takové
pripady byla vyvinuta teorie zobecnénych linedrnich model.

Regresni model musi specifikovat distribuci Y; (ndhodna komponenta),
zpusob, kterym xy;, k = 1,...,p ovliviiuji Y; (systematickd komponenta) a
vztah mezi ndhodnou a systematickou komponentou (tzv. linkovou funkei).
Zobecnény linearni model je urcen specialni volbou ndhodné a systematické
komponenty a jejich vztahu.

Nahodna komponenta vyzaduje, aby hustota Y; byla hustota exponenci-
alnitho typu
yiti — b (6;)

a(¢) +C(yza¢) )

f (yi79i7 ¢) = exp

kde a, b, ¢ jsou znamé funkce splnujici

pi =EY; =V (0:)

varY; = a (¢) V" (6;).

Parametr 60, zavisi na xj;, zatimco ¢ je obvykle zndmé.
Systematickd komponenta méa byt linedrni funkci parametrii

ni = Bo + Biwi + -+ + By
Linkova funkce g pak urcuje vztah mezi n; a u; = EY; nasledovné
9(ps) = 1i-

Vektor parametrii se nejcastéji odhaduje metodou maximalni vérohod-
nosti. Logaritmicka vérohodnostni funkce vektoru Y je dana vzorcem

N[00
L_;[ @ + ¢y, )| - (3.3)

a
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Jak uvadi Simonoff (2003) na str. 127, tato metoda vede na soustavu
X'Wr =0, (3.4)

kde
on;

a,ui'

W = diag [(g‘:)z/v (y,-)] a 1= (yi— )

)

Odtud méame
X'WX3 = X'Wz,

kde z = X3 + r. Konec¢né dostavame rovnici
B=(XWX) " X'Wz,
ktera se Tesi iteracné.
Chceme-li testovat hypotézu Hy : 4 = --- = 3, = 0 proti alternative,

ze aspon jeden z téchto parametri je nenulovy, pouzijeme test zaloZeny na
vérohodnostnim poméru. Mame

LR=2(L; — L), (3.5)

kde Ly a Lo jsou maximalni hodnoty logaritmickych vérohodnostnich funkci
v obecném resp. zjednoduseném modelu. Za platnosti nulové hypotézy ma
statistika LR asymptoticky rozdéleni x?.

Poznamka. V pripadé Poissonova rozdéleni s parametrem A\ mame

f(y) = explylog (A) — A —log (y!)],
tedy jde o rozdéleni exponencialniho typu, staci polozit
f=log\, ¢=a(p)=1, b)=¢e" cly)=log(y).

Specialni ptipad zobecnéného linedrniho modelu je Poissonuv regresni model,
kde Y; maji Poissonovo rozdéleni a linkova funkce je logaritmus

In\; = Bo + brxn + -+ + By
Mame tedy

Y ~ Polexp (B + frzws + -+ Byprp)],  i=1,....n.
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Méjme dva nezavislé vybéry Xy, Xo,..., X,, z Po(\) a Y1,Ys,....Y,
z Po(u). Necht Xq,...,X,,,Y1,...,Y, je sdruzeny vybér, ktery oznacime
Zy, Ly, ..., 4N, kde N = m 4+ n. Veliéiny Z,...,Zy jsou nezavislé a
Zi ~ Po(\;),kde \; = Aproi=1,....maX =pproi=m+1,...,N.
Pak pro vektor u = (0,,...,0,1,...,1) mame
e — N —

In\; = By + Brus,

kde By = InX a f; = Inp — InA. Tedy podminka A = p je ekvivalentni
podmince ; = 0. Chceme-li testovat Hy : A = p, mizeme piejit k hypotéze
B1 = 0, kterou testujeme pomoci statistiky (3.5).
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Kapitola 4

Alternativni modely

V prvni kapitole jsme pojednali o testech dobré shody pro Poissonovo roz-
déleni, nezminili jsme se vSak o tom, jak postupovat v ptfipadech zamitnuti
nulové hypotézy. Popiseme nékolik modifikaci zakladniho modelu.

4.1 Poissonovo rozdéleni s nadhodnocenou
nulou

Jelikoz je Poissonovo rozdéleni urceno jedinym parametrem, je v jistém
smyslu ,striktni“. Césto se stava, Ze heterogenita populace zptisobi signi-
fikantni rozdil mezi stfedni hodnotou a rozptylem a shoda s Poissonovym
rozd€lenim je narusena. Jedna z pri¢in muze byt prilis velky pocet nul v na-
hodném vybéru. V takovych piipadech je vhodné uvazovat nasledujici mo-
difikaci Poissonova rozdéleni.

Rekneme, 7e ndhodna veli¢ina X mé Poissonovo rozdéleni s nadhodno-
cenou nulou (Zero-inflated Poisson, ZIP), jestlize s pravdépodobnosti p je
to ndhodné veli¢ina s Poissonovym rozdélenim a s pravdépodobnosti 1 — p
musi byt X = 0. Veli¢cina X pak m4 rozdéleni

1—p+pe™? jeliz =0,
PX=2)= { pe A je-li z > 0,
a plati tedy
EX =p)\,  varX =pA[l+A(1—p).
Pomér rozptylu a stfedni hodnoty je
varX
EX

=1+A1-p)>1
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a rovnost nastava, pravé kdyz p = 1 (Poissonovo rozdélent).

Parametry A a p se obvykle odhaduji metodou maximalni vérohodnosti.
Vérohodnostni funkce ndhodného vybéru Xy, ..., X,,, ve kterém se vyskytuje
ng nulovych hodnot je
fepA)=(1—-p+pe?)” p"‘"(’e‘“"‘"(’)%,

xileg! .y,

kde jsme pro zjednoduseni zapisu vyuzili rovnosti 0! = 1. Logaritmicka vé-
rohodnostni funkce pak ma tvar

L(p,A) =noln (1= p+pe™)+ (n—np) (Inp—A)+InA> 2= > Inal.

i=1 i=1

Dostavame systém vérohodnostnich rovnic

8L(p’ )\) No (1 — e_/\) n — ng
- _ =0 4.1
dp T—ptpe—  p ’ (4.1)
OL(p, \ nope T
% = —m -+ (n — no) + Zfl =0. (4.2)

Nemame k dispozici explicitni vzorce pro \a p a vypocCty se proto prova-
déji pomoci knihovny VGAM programu R. Poznamenejme pouze, Ze z (4.1)

dostévame
_ n—mno
l—e = ,
np

a proto

n (1 —13+]§e_A) = 1o,
z Ccehoz vyplyva, Ze se teoretickd a empirickd cetnost nulovych pozorovani
shoduji.

4.1.1 Volba modelu

Pti volbé modelu se casto fidime dvéma pozadavky: co nejlepsi shoda dat
s modelem a co nejmensi pocet parametri. Tyto dva principy obvykle jdou
proti sobé a abychom mohli posoudit kvalitu modelu, je zapotiebi dat je do
souvislosti. Jedna z moznosti je AIC kritérium (Akaike Information Crite-
rion), které ma tvar

AIC = —2L + 2k,
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kde L je hodnota logaritmické vérohodnostni funkce v bodé maximalné ve-
rohodného odhadu a k je pocet odhadovanych parametri v modelu. Pri
porovnani modeli se pak za nejlepsi povazuje ten, ktery ma minimalni hod-
notu AIC.

Ukazuje se vSak, ze v pripadech vybérid malych rozsahi AIC' kritérium
muze vést na modely s velkym poctem parametri, tj. penalizace 2k neni
dostatecné silna, aby zabranila zavadéni nadbytecnych parametri. Proto se
doporucuje modifikovany A/C' (Hurvich a Tsai, 1989)

n
AIC. = 2L+ 2k (n—k‘—l) .

Priklad 1. Mé&jme X1, Xs, ..., X,, ndhodny vybér z diskrétniho rozdé-
leni. Chceme porovnat Poissonovo rozdéleni a ZIP model na zakladée AIC
kritéria. Definujme vektor n, ve kterém i-ta slozka predstavuje pocet vyskyti
hodnoty ¢ v ndhodném vybéru. V pfipadé, ze ndhodny vybér pochézi z Po-
issonova rozdéleni, mame k=1 a

L, = —mA\ + an (xlnj\ - lnx!) )

z=0

V pripadé Poissonova rozdéleni s nadhodnocenou nulou mame k£ = 2 a

A > Y
Ly = ngln (1 —p+ ﬁe—*> + Z neln (ﬁe_)‘—) .
g z!

Dostaneme-li AICY) = —2L;+1 < —2Ly+2 = AIC, (resp. AIC.; < AIC,
pro mala m), rozhodneme se pro Poissontiv model, v opa¢ném ptipadé volime
ZIP model.

Priklad 2. Na str. 85 Simonoff piSe, Ze se v Belo Horizonte v Brazilii
u 797 déti zkoumala kazivost zubt. Index kazivosti (decayed, missing and
filled teeth index-DMF'T index) je zalozen na poctu zkazenych, chybéjicich a
plombovanych zubt a jelikoz se u déti vztahoval k osmi mléénym stolickam,
nabyval hodnoty od 0 do 8. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 4.1. Hodnoty
7 = 3,32 a s?> = 6,64 implikuji, Ze Poissonovo rozdéleni v tomto piipadé neni
vhodny model. Spocitdme-li Pearsonovu statistiku, dostavame x? = 957.6 (7
stupiii volnosti) a p-hodnota je prakticky nula. Uvazujme proto Poissonovo
rozdéleni s nadhodnocenou nulou. Maximalné vérohodné odhady parametri
jsou A=417a p = 0.8. Hodnota Pearsonovy statistiky je v tomto piipadé
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Tabulka 4.1: Kazivost zubu

DMFT index | pocet déti
172
73
96
80
95
83
85
65
48

00O 3O UL W N~ O

x2 = 65,7 (6 stupiiii volnosti), coZ je hodnota stéle vysoce signifikantni, ale
implikuje, ze je shoda dat s modelem mnohem lepsi. Navic hodnota AIC
v pripadé Poissonova rozdeéleni je 3958,1 a v pripadé ZIP modelu 3471,7.
Odtud vyplyva, zZe je v této situaci model ZIP jednoznac¢né lepsi.

Poznamenejme jesté, ze hodnotu 1 — p = 0,2 miizeme interpretovat jako
podil déti, které viibec netrpi kazivosti zub.

4.2 Smés Poissonovych rozdéleni

Dalsi model, ktery miizeme uvazovat v pripadé velké variability dat je na-
sledujici. Necht kazdé pozorovani X; mé Poissonovo rozdéleni s parametrem
AY;, kde Y; je nezdporna nadhodné velicina spliujici EY; = 1. Podminéné
rozdéleni X; pii daném Y; =y je

P(X;=alV;=y) = e—Ay%.
xZ!

Nepodminéné rozdéleni X; pak uz neni Poissonovo, ale je ddno vzorcem

P(X;=a) = | T ey gy

z!

kde g(y) je hustota veli¢iny Y;. Pfedpokladejme déle, Ze Y; méa gama rozdéleni
s jednim parametrem, tedy

:—l/—l—yl/
9(y) O y>0, v>0,
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kde I'(a) = [;" 2 e~ dx pro a > 0.
Nepodminéné rozdéleni X; pak ma tvar

[ele] )\ xT v
P (Xi — x) — / e—/\yﬂy_yv—le—yu dy
0

z! T (v)
AT v o0
- —(v+N)y :L‘+I/—1d
21T (v) /0 ¢ Y Y
AT VY 1

v > —tyx+v—1
= — e 't dt
o' T (v) (A + y)”” /0
A\* v T(x+v)

A+ T ()

T +v) AN\ v Y

- T \M+v At+v)
To je vSak negativné binomické rozdéleni s parametry v a v/(v + u). Toto
rozdéleni se pii v — oo blizi Poissonovu rozdéleni s parametrem \

X (rtv—1)-- T () A\
xXr vV — R4 1%
lim P(X; =) = = li a 1—
M PXi=0) = M T T ) [( Hy)]
_ )\—e_)‘lim (x—i—u—l)z-~-y
z! v—00 A +v)
AT

Ea

= €

kde jsme vyuzili identity I'(a + 1) = al'(a), a > 0 a limity
Av

At+v
: A
e_ limy o0 )\_ﬁ:/ e—)\

)\ A;tz/
li 1-—

Stredni hodnota a rozptyl veli¢in X; se urci snadno vyuzitim vlastnosti pod-
minéné sttedni hodnoty

EX; = E[E(Xi|Yi)]
= E(\Y)
A, 1=1,...,n.
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Podobné

EX? = E[E(X]Y)]
= E(\Y?+2Y)

= A2(1+1)+A,
14

A
varX; :)\(1+;), t=1,...,n. (4.3)

a tedy

Jelikoz v > 0, je rozptyl tohoto rozdéleni skute¢né vetsi nez u Poissonova
rozdéleni a s rostoucim v se blizi \.

Maximalné vérohodny odhad parametru A je vybérovy primeér X, za-
timco neexistuje explicitni vyjadieni maximélné vérohodného odhadu v (viz
Simonoff 2003, str. 88). Muzeme proto pouzit momentovou metodu. Vy-
jdeme z rovnosti (4.3), A odhadneme pomoci X a varX; pomoci S2. Dost4-
vame odhad _

- X2
V=%

Méjme nahodny vybér X7, Xs, ..., X,,. Chceme-li testovat nulovou hy-
potézu, ze ndhodny vybér pochéazi z Poissonova rozdéleni proti alternative,
ze pochézi z negativné binomického rozdéleni, pouzijeme testovou statistiku

Z:(S}_zq) ”;1. (4.4)

Podminéné rozdéleni veliciny Q = (n — 1)s?/X pti daném T = > X; je
asymptoticky x2_; (viz Andél 2005, str. 278). Odtud mame

1 1 2
E(n_lQ‘T)Nl, var(n—lQ‘T)Nn—l’
a tedy Z mé asymptoticky N(0, 1) rozdéleni. Je-li Z > u,, zamitneme hypo-
tézu, ze nahodny vybér pochazi z Poissonova rozdéleni.
Piiklad. V tabulce 4.2 jsou uvedeny poc¢ty utkani anglické 1. ligy v se-
zoné 1967-1968, ve kterych padlo k branek, £ = 0,1,...,8. Zkoumejme
shodu téchto dat s Poissonovim rozdélenim. Vypocteme z = 1,514 a s? =

1,765. Pifi n = 924 mame Z = 3,56 a p-hodnotu 0,0002. Spocteme dale Pear-
sonovu statistiku. Dostavame x? = 18,03 (6 stupnt volnosti) a p-hodnotu
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Tabulka 4.2: Pocet branek v anglické 1. lize v sezéné 1967 - 1968

Pocet branek | Pocet utkani
0 225
1 293
2 224
3 114
4 41
5 15
6 9
7 1
8 2

0,006. Obe¢ statistiky prokazuji spatnou shodu dat s Poissonovym rozdé-
lenim. Uvazujme proto smés Poissonovych rozdéleni (negativné binomické
rozdéleni). Pomoci knihovny MASS vypocteme maximalné vérohodné od-
hady parametr A\ = 1,514 a 7 = 9,626. Pearsonova statistika je v tomto
piipadé x? = 3,8 (5 stupiifi volnosti) a pfislusna p-hodnota je 0,58.

Vhodnost tohoto modelu je v tomto pripadé prithledna i z jiného hlediska.
Pravdépodobnost, ze utok skonc¢i uspéchem, zavisi na tom, ktefi z hracia
utoci. Navic tato pravdépodobnost se u tymu méni v case v zavislosti na
pribéhu sezény nebo dokonce utkani.

4.3 Useknuté Poissonovo rozdéleni

Méné casto se stava, ze je shoda s Poissonovym rozdélenim narusena z di-
vodu ptili§ malé variability dat, coz mtizeme nahlédnout pomoci statistiky
(4.4). Jedna z pfi¢in muZe byt to, ze veli¢iny tvofici nahodny vybér nabyvaji
pouze kladnych hodnot. Navrhneme proto modifikaci Poissonova rozdéleni,
kterd ma tuto vlastnost.
Necht X ~ Po()). Rekneme, %e ndhodna veli¢ina Y mé useknuté Pois-
sonovo rozdélent (Zero-truncated Poisson), plati-li
P(X =k)
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Potom plati

A A e
Eyzm, varY:<1_e_>\) (1—1_e_>\)

a mame EY > varY.

Predpokladejme, Ze Yi,...,Y, jsou nezavislé stejné rozdélené ndhodné
veli¢iny a maji useknuté Poissonovo rozdéleni. Pak pro Y=y vérohodnostni
funkce p(y, \) je

e_”A)\E Yi

p(y,A) = 0
&4 yilya! -y (1 —e™?)

a logaritmicka vérohodnostni funkce je

L(y,\)=-nA+InA> 5= Iny!—nln(1—e™?).

i=1 i=1
Polozime

n Y
’ _ D1 Yi __he _
L' (y,\)=—-n+ 3 o 0

a po uprave dostavame
A= (1-e?)y. (4.5)

V tomto pripadé jsme nenasli explicitni vzorec pro maximalné véro-
hodny odhad parametru A, ale snadno se pfesvédcime, ze funkce g(\) =
(1 —e ) — A m4 na intervalu (0, 00) pravé jeden koten, a tedy je to maxi-
malné vérohodny odhad. ZapiSeme-li rovnici 4.5 ve tvaru

A
Y= TSy

zjistime, Ze v tomto piipadé momentova metoda a metoda maximélni véro-
hodnosti vedou na tutéz rovnici.

Piiklad. V tabulce 4.3 je uveden pocet obyvatel v jednotlivich domech
(Simonoff 2003, str. 121). Simonoff déle piSe, Zze domy bez obyvatel nebyly
do studie zahrnuty. Mizeme tedy uvazovat useknuté Poissonovo rozdéleni
jako model pro tato data. Maximéalné vérohodny odhad je A = 0,577. Pii-
slugna Pearsonova statistika je x* = 1,332 (1 stupeti volnosti) a p-hodnota
je 0,25. Model useknutého Poissonova rozdéleni tedy nezamitneme. Uvedme
pro uplnost hodnoty vybérového priméru a rozptylu

X =1,32, S% =0,37.
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Tabulka 4.3: pocet obyvatel

pocet obyvatel | pocet domu
1 436
2 133
3 19
4 2
5 1
6 0
7 1

4.4 Poissonovo rozdéleni s modifikovanou
nulou

V nékterych situacich se nuly vyskytuji v ndhodném vybéru, ale jejich
pocet je natolik maly, Ze nemtizeme prijmout model Poissonova rozdéleni.
Potiebujeme tedy model, ve kterém je pravdépodobnost, Ze je pozorovani
rovno nule, mensi nez u Poissonova modelu. V takovych pripadech mizeme
modifikovat ZIP model tak, ze pfipoustime, aby p > 1. Pak mame

PX=0)=1- - 1<p< .
( ) ptpe,  pro 1<p<o——

Pi{mym vypodtem se snadno ovéii, ze P(X = 0) < e~

Parametry p a A odhadneme nasledovné. Uvazujeme-li pouze kladné po-
zorovani, parametr A bude parametr useknutého Poissonova rozdéleni a od-
hadneme ho pomoci (4.5). Pak z (4.1) dostavdme maximélné vérohodny
odhad parametru p
]. — no/n
1—e

Priklad. Na str. 121 Simonoff (2003) uvadi, Ze v Los Angeles u 457
bezdomovc bylo zjistovano, kolikrat v pfedchozim tydnu navstivili socialni
jidelny nebo distribu¢ni centra potravinovych balicki. Vysledky jsou uve-
deny v tabulce 4.4.

Abychom zjistili, jestli je rozdil mezi vybérovym primérem = = 2,14
a veli¢inou s? = 1,54 signifikantni, spocteme statistiku (4.4). P¥i n = 457
dostdvame Z = —4,19 a p-hodnotu 1,4 - 107°. NemfiZzeme tedy piijmout
Poissonovo rozdéleni jako model pro tato data. Uvazujme proto Poissonovo

p= (4.6)
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Tabulka 4.4: Socialni jidelny

pocet navstév | pocet osob
0 27
1 137
2 128
3 96
4

6

90
19

rozdéleni s modifikovanou nulou. Mame maximalné vérohodné odhady A=
1,95 a p = 1,1. Hodnota Pearsonovy statistiky 3,47 (3 stupné volnosti) a
prislusna p-hodnota 0,32 svédci ve prospéch naseho modelu.

Simonoff naznacuje, ze diivodem k mensimu poctu nul ve vybéru mize
byt to, Ze se respondenti vybirali na mistech, ktera bezdomovci obvykle
navstévuji, mimo jiné na parkovistich, v dennich centrech, v distribu¢nich
centrech pro potravinové balicky, v socidlnich jidelnach atd.
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Priloha A
Poznamky k vypoctim

V prikladech prvni kapitoly porovnavame hodnoty Pearsonovych statistik
v ptipadé pouziti odhadu modifikovanou metodou minimalniho x? a vybé-
rového prumeéru. Prvni odhad dostavame pomoci funkce chiodhad (x), ktera
za parametr ma data.frame (tabulka pozorovanych cetnosti). Pfed prove-
denim testu jsou slouceny tiidy s malymi pozorovanymi cetnostmi. Hod-
notu Pearsonovy statistiky pak dostavame pomoci funkce chitest(x,1),
kde druhy parametr predstavuje odhad parametru \.

Funkce pro vypocet skérového a exaktniho intervalu spolehlivosti jsou
prevzaté z

http://www.stern.nyu.edu/” jsimonof/AnalCatData.

Funkce scoreintpois <- function (x, alpha) za parametry ma vektor
pozorovani a pozadovany koeficient spolehlivosti, kdezto funkce exactpoisci
<- function(x, t, alpha) za prvni parametr ma soucet slozek vektoru
pozorovani, za druhy rozsah vybéru a za tieti koeficient spolehlivosti.

Maximalné vérohodny odhad parametru useknutého Poissonova rozde-
leni je spocitan pomoci funkce truncpoismle <- function(x). Funkce pro
odhad parametri Poissonova rozdéleni s nadhodnocenou nulou je zipmle
<- function(x). V pripadé Poissonova rozdéleni s modifikovanou nulou
nejprve uvazujeme nenulova pozorovani a parametr A\ odhadneme jako pa-
rametr useknutého Poissonova rozdéleni. Maximalné vérohodny odhad pa-
rametru p pak z (4.6) snadno dopocitame.

V pripadé zobecnénych linedrnich modelt se vypocty casto provadéji
pomoci knihovny MASS. Tam se najde funkce glm.nb, kterd ur¢i maximélné
vérohodné odhady parametrii negativné binomického rozdéleni.
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Shodu dat s alternativnimi modely testujeme pomoci Pearsonovy statis-
tiky, ktera je specialnim pfipadem mocninné divergence (viz Simonoff, 2003,
str. 77). Na jeji vypocet mame k dispozici funkci powdiv <- function(obs,
exp, npar, lambda), kde jako parametr kromé pozorovanych a empiric-
kych cetnosti mame pocet odhadovanych parametri v modelu. Zvolime-li
lambda=1, dostavame Pearsonovu statistiku.

38



Literatura

[1] Andél J.: Zdklady matematické statistiky, Matfyzpress, Praha, 2007.

[2] Cambell D. B., Oprian C. A.: On the Kolmogorov-Smirnov test for the
Poisson distribution with unknown mean, Biom. J. 21 (1979) 17-24.

[3] Chernoff H., Lehmann E. L.: The use of mazimum likelihood estimates
in x* test for goodness of fit, Ann. Math. Statist. 25 (1954) 579-586.

[4] Cramér H.: Mathematical Methods of Statistics, Princeton University
Press, Princeton, 1946.

[5] Hatle J., Likes J.: Zdklady poctu pravdépodobnosti a matematické sta-
tistiky, SN'TL, Praha, 1972.

[6] Simonoff J. S.: Analyzing Categorical Data, Springer, New York, 2003.

39



