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Kapitola 1
Uvod

Teorie slozitosti patfi k modernim matematickym disciplindm, velmi tzce
souvisejicim s teoretickou informatikou. Jejim ohniskem je zkoumaéani casové
a prostorové narocnosti algoritmi, tj. jak dlouho algoritmus pocita vysledek
pro rizné velké vstupy, resp. kolik spotiebuje paméti. K odhadim vypocetni
narocnosti programi se hojné vyuziva idealizovany model tzv. Turingova
stroje. Tento obecny koncept predstavil Alan Turing jiz v roce 1936. Lze si
jej predstavovat jako program pracujici s paskami, na kterych méa ulozena
data. Ke kazdé pasce priléha cCteci a zapisovaci hlava, ktera se v kazdém
kroku muze na zakladé urcitych pravidel posunout o jedno policko vpravo ¢i
vlevo a také miize prepsat jeho obsah.

Definice 1.1. Necht A je konefnd mnozina znaki, abeceda, necht obsa-
huje prazdny znak b € A a necht |A| > 2. Ozna¢me ¥ = A\ {b} mnozinu
vstupnich znaki. Déle necht @) je koneéna mnozina stavii, obsahujici pocé-
tecni stav ¢y a dva koncové stavy ¢, a ¢_ (pfijimaci a zamitaci). Kone¢né
méjme prechodovou funkci

§: QxA—QxAx{L R},

kde pismena L a R znac¢i posuv hlavy vlevo, resp. vpravo. Pak Turingovym
strojem M rozumime usporadanou Sestici (Q, A,b,0, qo, {q+,q-}).

Dobou béhu Ty (x) Turingova stroje M myslime celkovy pocet posunuti
vSech hlav, dokud se stroj nedostane do koncového stavu, ma-li na vstupu x.
Turingiiv stroj se vsak také zastavit nemusi. V takovém pripadé je doba béhu
nekonec¢na. Prostorovou ndrocnosti pak rozumime pocet policek ,navstive-
nych“ hlavami béhem vypoctu.



Casto se jako abeceda ¥ voli mnozina {0, 1} a vstupy pak vypadaji jako
posloupnosti biti. Mnozinu vSech vektort (neboli téz slov skladajicich se
pouze z) nul a jednicek libovolné konecéné délky zna¢me {0, 1}*. Podobné
budeme znaéit {0, 1}" mnozinu vSech slov délky n. Obvyklou tlohou, kterou
maji Turingovy stroje fesit, je rozhodnout, zda-li vstupni vektor patii do
jistého jazyka L C {0,1}*. Takovym strojum, které po urcité dobé trvani
vypoctu skonci s odpovédi ano, nebo ne, fikdme rozhodovaci. V nékterych
pripadech vSak rozhodovaci stroj nelze zkonstruovat, a musime se proto
spokojit s ponékud slabsim vypocetnim modelem — prijimacim strojem. Ten
se zastavi, pravé tehdy kdyz vstupni slovo do jazyka nalezi. V opac¢ném
pripadé vypocet nikdy neskonci, ergo jeho vysledek se nedozvime, protoze,
pokud jej pfedcasné ukoncime, nikdy nebudeme mit jistotu, ze by se za
néjakou dobu stroj preci jen nezastavil.

Pro lepsi predstavu uvedme kratky piiklad. Chceme zjistovat, zda vstup
obsahuje lichy pocet jedni¢ek. Pokud ano, pfijmeme takovy vstup (koncovym
stavem je ¢y ), resp. jej zamitneme v opa¢ném piipadé (koncovym stavem
je q—). To znamena, ze Turingtv stroj po¢itd paritu vstupu neboli @), a;,
kde a = (ay,...,a,) je vstupni slovo. Je zfejmé, Ze celkova doba vypoctu
bude zaviset na délce vstupu (délku slova a znacme |a|). Pravé od této
zavislosti se odviji klasifikace algoritmu do tzv. trid sloZitosti.

Definice 1.2. Mg¢jme jazyk L C {0,1}*. Pak L € P, pravé tehdy kdyz
existuje Turingtv stroj M rozhodujici L a

Jk € NVn € NVz € {0,1}": Ty (z) = O(n").

Mnozinu P nazyvame t¥idou polynomidiné rozhodnutelnych jazyki.
Obdobné L € EXPTIME, pravé tehdy kdyz existuje Turingtiv stroj M
rozhodujici L a

dp(n)Vn € NVz € {0,1}": Ty(x) =0 (2p(n)) 7

kde p(n) je polynom v proménné n. MnoZinu EXPTIME nazyvame tfidou
exponencidlné rozhodnutelnych jazyki.

Poznamenejme, Ze nas zajima predevsim asymptotické chovani algoritmi,
kdyz n — oo. Ziejmé plati

P C EXPTIME,



nebot pro kazdy polynom ¢(n) existuje jisté ng, ze pro vSechna n > ng je
shora omezeny libovolnou exponencialou se zakladem vétsim nez 1.

Aby néas vhled do problému byl uplny, je tieba jesté definovat, co ro-
zumime nedeterministickym Turingovym strojem. Takovy stroj N ma navic
v mnoziné stavi () nedeterministicky stav ¢,, do kterého kdyz se dostane,
tak se rozhodne zcela libovolné, jak v probihajicim vypoc¢tu pokracovat. Po-
chopitelné je mozné, ze v neékterém kroku zvoli chybnou moznost, a zavie
si tak cestu ke spravné odpovédi, cemuz je tieba vénovat pozornost. To-
tiz pokud vypocet skonéi zamitacim stavem, neznamena to nutné, ze dany
vstup nepatii do prislusného jazyka. Jen se dozvime, Ze zvolena posloup-
nost rozhodnuti byla chybna, a je proto nutné zacit vypocet znovu. Kdyz
naopak stroj vstupni slovo pfijme, je toto rozhodnuti definitivni. Rikame, Ze
nedeterministicky Turingtv stroj prijimd vstup, pravé tehdy kdyz existuje
néjaky prijimaci vypocet. Moznych vypocti je vSak velmi mnoho (typicky
exponencialné), a proto je vypocetné velmi naroc¢né je vSechny projit.

Dobou béhu Ty (x) nedeterministického Turingova stroje N rozumime
pocet kroki nejkratsiho prijimaciho vypoctu na vstupu z, pokud takovy
existuje. V opacném piipadé definujeme Ty (z) = oo.

Analogicky, jako jsme definovali tfidu P, miZeme definovat tiidu NP.

Definice 1.3. Méjme jazyk L C {0,1}*. Pak L € NP, pravé tehdy kdyz
existuje nedeterministicky Turingtv stroj N prijimajici jazyk L a splnujici
Jk e NVn € NVz € {0,1}"NL: Tn(z)=0(n").

Mnozinu NP nazyvame ttidou jazykt, prijimanych nedeterministickym stro-

jem v polynomialnim case.
Jak jsme jiz naznacili vysSe, mnohdy zname efektivnéjsi nedeterministické
algoritmy. Avsak to neznamenad, Ze to plati vZdy. Pfesnéji feCeno nevime, zda

nahodou neexistuje stejné rychly deterministicky program fesici tutéz tlohu.
Formalné vzato nas zejména zajima, zda plati

P<NP. (1.1)

Odpovéd na tuto otdzku zatim nezname a patrné se ji hned tak ne-
dockame. Jde o mimofadné obtizny problém, ktery byl rovnéz zatazen na
seznam Millennium Prize Problems [3]. VSeobecné se soudi, Ze vyse uvedena
rovnost neplati a ze plati ostra inkluze

PCNP. (1.2)



Disledky tohoto tvrzeni jsou pfitom velmi zavazné a dotykaji se i ta-
kovych oblasti jako je kryptografie. Napiiklad moderni asymetricka krypto-
grafie, ktera je vyuzivana i pro tzv. elektronicky podpis, je totiz do znacéné
miry zalozena na tom, Ze nékteré matematické problémy maji vypocetné
velmi narocné teseni. Konkrétné uvazme problém nalezeni rozkladu sloze-
ného ¢isla v soucin prvocisel. O ném se vi, Ze je jisté ve tiidé NP, ale pritom
nemame dokazano, ze by neexistoval zadny polynomialni deterministicky al-
goritmus!. Jeho existence, kterd nutné plyne z piipadné rovnosti P = NP,
by pfitom mohla vést (nejen) k velmi snadnému prolomenti jiz zmitiovaného
elektronického podpisu.

Jednim z pfistupi, kterymi se matematici pokouseji potvrdit platnost
inkluze (1.2), je vyuziti dolnich odhadi sloZitosti Turingovych stroji poci-
tajicich booleovské funkce. V nasledujicim textu shrneme ty nejzajimavéjsi
dosud dokazané odhady a predvedeme metody jejich vytvareni a prokazo-
vani.

'Rozumime algoritmus pro klasické pocitace, nikoli kvantové — pro né existuje algorit-
mus se slozitosti O(n?).



Kapitola 2

Booleovské funkce a obvody

2.1 Zakladni pojmy a definice

Nyni prejdeme k zakladnim pojmtm a definicim, pomoci nichz je vybudo-
vana pomérné rozsahla teorie booleovskych funkci. Budeme pfitom postu-
povat podobné jako v ¢lanku Boppana, Sipser [2].

Definice 2.1.  Booleovska funkce n promenngjch je kazda funkce f spliujici

f:{0,1}" = {0,1},

pfi¢emz mnozinu {0, 1} chapeme jako dvouprvkové téleso Zs, resp. {0,1}"
jako vektorovy prostor dimenze n nad timto télesem.

Kazda booleovska funkce ma pfesné 2" moznych vstupt, odkud jiz snadno
nahlédneme, %e booleovskych funkci n proménnych je 22,

Déle v textu budeme dodrzovat nasledujici znaceni. Pro slovo z € {0, 1}"
rozumime x; hodnotu na i-té pozici, neboli

r=(21,...,Ty).

Ve vykladu také pouzivame nésledujici symboly: aAb jako logické ,a a za-
roven b“, a\Vb necht oznacuje spojku ,,a nebo b a a®b chapejme jako ,vylu-
¢ovaci nebo*, resp. jako s¢itani modulo 2. Negaci proménné nebo libovolného
vyrazu budeme znacit pruhem nad onim vyrazem nebo také znackou —.

Nyni na vektorovém prostoru {0,1}" zavedeme nasledujici ¢asteéné ka-
nonické usporadani:

Va,be {0,1}": a<b & Vie{l,....,n}: a <.
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Poznamenejme, ze néktera slova porovnat nelze, napt. (0,1) a (1,0).
Budeme tikat, ze funkce f je monotonni, pravé kdyz

Va,b € {0,1}",a <b = f(a) < f(b).

Prikladem monoténni funkce je soucin, f(z1,z5) = x129. Naopak soudet
g(x1,x2) = x1 @ x2 monoténni neni, jak se lze snadno presvédcit: ¢(0,1) =
= 1, ale pfitom ¢(1,1) = 0.

Lemma 2.2. Necht x, y a z jsou booleovské proménné. Pak plati:

(i) zvO0=z,z2vV1=12AN0=0,zAl=2,2060=2,2801=7T;

(ii) operace V, N\ a @ jsou komutativni a asociationi;

(iii) (distributivita) x A\ (y @ z) = (x Ay) ® (x A z);
)

(iv) eVe =z, z2VZ=1L 2Nz =2, 2ANT=0,202=0,20T =1,
zV(xAy)=x, A (zVy) =z

(v) (de Morganova pravidla) tNy =T Ay, t ANy =T V7.

Definice 2.3. Pro booleovskou proménnou = bud ! = z a 2° = —z. Déle

necht z € {0,1}". Pak minterm m, pro a € {0,1}" definujeme jako
me(z) = (" A A xi .

Obdobné definujeme maxterm
So(x) =2/ V...V,

Véta 2.4 (o reprezentaci booleovské funkce).  KazZdou booleovskou funkci f
lze reprezentovat jako

fa)=\  mda)= N\ s(e).

ae{y;f(y)=1} be{y; f(y)=0}

Temto vyjadrenim Fikdme disjunktioni, resp. konjunktivni normdlni forma,
zkracene DNF, CNF.
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Diikaz.  Podle definice vyse je my(z) = 1, pravé tehdy kdyz = = a. Je-li
f(z) = 1, pak existuje a € {y; f(y) = 1}, Ze a = © a my(z) = 1, tedy
\V ma(x) = 1. Je-li f(x) =0, pak pro vSechna a € {y; f(y) = 1} plati a # z,
a tudiz m,(x) je vzdy 0. Proto \/ m,(z) = 0.

Naopak, je-li \/ m,(x) = 1, tak pro n&jaké a € {y; f(y) = 1} musi platit
a =z, proto i f(z) = 1. Je-li \/ my(z) = 0, tak zadné takové a neexistuje,
tudiz f(z) = 0.

Analogicky se diukaz provede i pro konjunktivni formu. O]

Zustava vsak otazkou, jakym zptsobem k dané funkci najit ptislusné
mintermy nebo maxtermy. Nastésti vSak existuji spolehlivé algoritmy, které
tento problém tesi. My se vSak omezime na pouhé konstatovani, ze je mame
k dispozici, a v tomto textu je popisovat nebudeme. Zajemce lze odkazat na
literaturu [17, kapitola 2].

Véta 2.5. KaZdou vyrokovou formuli o lze wvyjddrit pomoci booleovské
funkce f.

Diikaz.  Oznacéme x1,...,x, proménné ve formuli ¢. Vytvofime-li tabulku
vSech 2" moznych vstupnich hodnot a ke kazdé pritadime vyslednou hodnotu
z formule, 1ze tuto tabulku pouzit jako tabulku hodnot funkce f. O]

Nyni jsme schopni prevadét mezi sebou booleovské funkce a vyrokové
formule. Nasim dalsim cilem je zavedeni jakéhosi abstraktniho vypocetniho
modelu, pomoci néhoz pak budeme provadét odhady slozitosti riznych bo-
oleovskych funkci.

Definice 2.6. Necht 2 je mnozina elementarnich operaci, tzv. baze. Boole-
ovsky obvod C v bazi Q2 je acyklicky orientovany graf na mnoziné {z1, ..., 2}
Vrcholy, které maji vstupni stupeni (fanin) 0, ozna¢ime 1, ..., z, a budeme
je nazyvat vstupy. Vrcholy, jez maji vystupni stupeni (fanout) 0, oznacime
Y1,---,Yr a budeme jim tikat vystup. VSechny vrcholy kromé vstupnich
ozna¢ime néjakou g¢-arni funkci w € (), aby jeji arita odpovidala vstup-
nimu stupni. Hodnota kazdého takového vrcholu v je potom rovna funkéni
hodnoté této funkce aplikované na vrcholy, z nichz vede hrana do v.

Velikosti booleovského obvodu se rozumi pocet vSech vrcholl, znac¢ime
|C| = s. Hloubkou obvodu myslime délku nejdelsi cesty mezi néjakym vstup-
nim a vystupnim vrcholem.

Rekneme, Ze obvod C pocitd (reprezentuje) funkci f, jestlize na stejnych

11



vstupech vraci stejné vystupni hodnoty jako f.

Necht f : {0,1}* — {0,1}. Pak Cq(f) je velikost nejmensiho obvodu
v bazi Q reprezentujiciho funkei f. Necht ¢ : {0,1}* — {0,1} a h : N —
— N, pak tikdme, ze g ma obvodovou sloZitost h, jestlize pro kazdé n plati

Ca(gl10,13») = h(n).
(e
O O
ORORONCO

Obr. 2.1. Jednoduchy booleovsky obvod pocitajici paritu ma velikost 7
a hloubku 2

Obycejné se jako baze 2 voli de Morganova baze {A,V,—}, tedy kon-
junkce, disjunkce a negace, nebo algebraickd baze {®, A}, odpovidajici ope-
racim soucet a soucin nad télesem Z.

Definice 2.7. Baze (1 je uplna, jestlize libovolna booleovska funkce mtize
byt pocitana booleovskym obvodem v bazi €.

Véta 2.8 (souvislost mezi formulemi a obvody). At C' je obvod v de Mor-
ganové bdzi majici pouze jeden vystupni vrchol. Pak lze tento obvod prevést
na vyrokovou formuli ¢. Naopak libovolnou vyrokovou formuli lze chdpat
jako takovy obvod.

Diikaz.  Jednotlivé podformule vyrokové formule vytvorime vzdy ze vSech
vrcholl, které vedou do pfislusného vrcholu. Ma-li néktery vrchol fanout
vyssi nez jedna, pak je tfeba cely term, ktery jej reprezentuje, pouzit ve
formuli vicekrat.

7 formule budeme postupné vytvaret obvod podle jejiho hierarchického
usporadani. Miizeme navic vyuzit toho, ze v obvodu Ize jeden vysledek pouzit
vicekrat. Tedy pokud se ve formuli néjaky term opakuje, v obvodu z néj staci
vést vice hran a nemusi se pocitat cely znovu. O]

Predchozi tvrzeni spolecné s vétou 2.4 tedy 1ika, ze de Morganova baze
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je uplna. Diky de Morganovym pravidlim z lemmatu 2.2 ji mizeme jesté
zmensit a stale bude Gplna. Mame na mysli bazi {A, -} a také {V, —}. Navic
lze kazdy obvod v de Morganové bazi pretransformovat tak, aby negujici
brany byly jiz na nejnizsi irovni obvodu, tedy hned nad vstupnimi promeén-
nymi. Timto pfechodem se nijak nezvysi hloubka obvodu a jeho velikost
se prinejhorsim zdvojnasobi. Predpokladejme nejprve, ze z hradla vychazi
pouze jedna hrana. Jestlize vede do negace, pak staci aplikovat vyse zminéna
pravidla: nahradit jednu operaci tou druhou (A za V a naopak) a negaci pre-
sunout pred tento vrchol. Misto jedné negujici brany vsak v obvodu mame
dveé, ale o jednu troven nize. Ale pokud z takto prestavovaného vrcholu vy-
chazela jesté aspon jedna hrana bez negace, je tieba cely ptislusny podobvod
zkopirovat, abychom neovlivnili hodnotu vstupujici do téchto hran a uzlt.
Rovnéz algebraicka baze je tiplna. To diky existenci Walsh-Hadamardovy
transformace, o niz se zminuje napiiklad Preneel [11, kapitola 8|.

2.2 Obvodova slozitost

Nyni se vratime opét k tridam slozitosti a Turingovym strojim. Jak ukazal
J. E. Savage v roce 1972 [14], existuje souvislost mezi vypocetni slozitosti
Turingova stroje a obvodovou slozitosti. Obvodovou sloZitosti jazyka rozu-
mime obvodovou slozitost jeho charakteristické funkce. Na Savageovu praci
navéazali Pippenger a Fischer, ktefi dokazali nasledujici tvrzeni [10].

Véta 2.9. Jestlize jazyk L je rozhodnutelny v case T'(n), neboli L €
€ TIME(T(n)), pak md obvodovou sloZitost O(T'(n)log(T(n))).

Diikaz.  DokéZeme pouze slabsi odhad O(T%(n)). K tomu nejprve piedpo-
kladejme, ze stroj M rozhoduje jazyk L v ¢ase T'(n). Konvertovanim na jed-
nopéskovy stroj spotiebujeme nejvyse O(7?(n)) kroki, nebot kazd4 péska
miize mit maximélné délku T'(n) (jinak by ji stroj ani nemohl celou precist).

Vypocet jednopaskového stroje si lze predstavovat jako tabulku, v niz
i-ty fadek vyjadiuje stav pasky v Case i. Snadno nahlédneme, ze k vypoctu
jednoho policka na pozici (i, j) staci znat obsah t¥i poli bezprostfedné nad
nim, tedy (i — 1,7 — 1), (i —1,7) a (i — 1,5 + 1), nebot v jednom kroku se
hlava miize posunout maximéalné o jedno policko. Pro kazdou bunku tabulky
proto mizeme zkonstruovat jednoduchy obviidek konstantni velikosti. Bunék
v tabulce je viak O(T*(n)). O
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Ziejmym dusledkem této véty je, ze kazdy jazyk, ktery je v P ma rov-
néz polynomialni obvodovou slozitost. Opac¢néa implikace bohuzel neplati.
To lze nahlédnout nésledujici tivahou. Méjme jazyk L definovany pomoci
nerekurzivni mnoziny’ A C N nasledovné: z € L & |z] € A. Tento jazyk
je algoritmicky nerozhodnutelny, ale pritom obvod, ktery jej pocita, staci
pouze konstantni velikosti. Podle délky vstupu n bude mit na vystupnim
vrcholu hodnotu 0, nebo 1 v zavislosti na tom, zda n € A.

Tyto uvahy vedou k myslence uniformniho vypocetniho modelu. Zatimco
Turingiiv stroj je velmi univerzalni pocetni stroj, kterému mutzeme zadavat
rizné velké vstupy, tak booleovské obvody tuto vlastnost nemaji. Kazdy ob-
vod musi dostat vstup délky, pro kterou byl postaven. Pokud tedy chceme
pomoci obvodi simulovat ¢innost néjakého Turingova stroje, potfebujeme
posloupnost obvodi {C),}nen pro rizné dlouhé vstupy. Pravé takovéto vy-
pocetni modely nazyvame neuniformni.

Na chvili ted odsko¢ime od konkrétnich jazyki a jejich obvodi a po-
kusime se odpovédét na otazku, zda existuje néjaky univerzalni odhad na
velikost obvodt booleovskych funkei. Roku 1956 D. E. Muller [9] dokazal
nasledujici exponencialni odhad.

Véta 2.10. Témer kazda booleovskd funkce n promeénngch vyZaduje obvod
v de Morganové bazi (navic takové, Ze konjunkce i disjunkce maji fanin prave
dva) o velikosti (2™ /n).

Dikaz. Oznac¢me s velikost obvodu a zvolme néjaky vrchol, do néhoz ve-
dou dvé vstupni hrany. Kazdou z nich mutZeme zvolit nasledovné: budto
vede z jiného vrcholu, nebo ze vstupni proménné, nebo jeji negace, nebo je
konstantni. Celkem mame (s 4+ 2n + 2) moznosti, jak zvolit jednu hranu.
Navic méame dvé funkce, kterymi mtizeme vrchol oznacit. Proto celkem exis-
tuje 2(s + 2n + 2)? zptisobt, kterak vytvofit jeden vrchol. Celkem je jich s,
a proto existuje
(2(s +2n +2)*)°
riznych obvodt vyhovujicich podminkam véty.
Konetné si viimneme, Ze pro s = 2" /10n je obvodi p¥iblizné v/22" < 22",
kde na pravé strané nerovnosti je pocet booleovskych funkci n proménnych.

!Takové mnoZiny skutecné existuji, nebot vime, Ze vech podmnozin piirozenych &isel
je nespocetné mnoho, ale vSech Turingovych stroji je pouze spocetné mnoho. Piikladem
nerekurzivni mnoziny je jazyk HALT kdédujici tzv. halting problem.
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Takze skoro vSechny takové funkce vyzaduji obvody velikosti alespon 2" /10n.

]

Bohuzel tato véta ma k FeSeni problému P vs. NP daleko. Rika sice, Ze
velmi mnoho funkci mé exponencialni slozitost, ale tyto funkce mohou byt
uplné libovolné. Asi neptekvapi, ze funkce, ktera je ve tiidé EXPTIME bude
mi exponencialné velky obvod, ale pro¢ by jej méla mit i funkce, ktera je jen
NP-tézka?

Je tedy tfeba zamérit se na konkrétni funkce, o nichz vime, jak vypadaji,
a vytvaret spodni odhady jejich slozitosti. Avsak jakkoli jsou tyto odhady
vyznamné a dilezité, pro obecné obvody zatim mame k dispozici jen line-
arni omezeni. Dle [2] pFedvedeme konstrukei spodniho odhadu pro prahovou
funkci THy, ,,, kterd vraci hodnotu 1, pravé tehdy kdyz alesponi k z n vstup-
nich bitd je rovno jedné.

Stejné jako v predeslém tvrzeni i zde budeme pracovat s obvody v de
Morganové bazi s binarnimi operacemi konjunkce a disjunkce a unarni ne-
gaci.

Véta 2.11.  Pro kazdé n > 2 prahovd funkce THsy, potrebuje obvod veli-
kosti nejmené 2n — 4.

Diikaz. 'V dikazu se vyuziva jednoduchy trik eliminace vrcholti. Postupu-
jeme indukci dle n. Pro n = 2 a n = 3 je tvrzeni jasné. Obvod pro tii
proménné bude jisté obsahovat vice nez dva vrcholy, coz lze nahlédnout
prostym uvazenim vsech moznosti.

Nyni bud C' optimalnim obvodem pro funkci TH,,,. Pfedpokladejme,
ze vrchol v je nejnize situovanym (ve smyslu hierarchie) pracujicim s pro-
ménnymi x; a x;. Ty mohou byt ohodnoceny ¢tyimi zplisoby. V zavislosti
na tom pak zbytku obvodu stac¢i pocitat funkce THg,_o, TH; ,_o, resp.
THs,,—. Aby vSak obvod C' byl schopny rozlisit, ktera ze situaci nastala,
musi alespon z jedné proménné x; nebo x; vychazet jesté jedna hrana. Af
vychazi z x;. Pokud nastavime tuto proménnou konstantné na 0, tak v ob-
vodu muzeme eliminovat nejméné dva vrcholy, které s ni pocitaji. Zaroven
ale obvod pracuje jen s n — 1 vstupy a fesi tedy funkci THy ,,—;. Dle induke-
niho predpokladu je tedy jeho velikost 2(n — 1) — 4. Ov8em z pivodniho
obvodu C' jsme nejméné dveé brany odebrali, tudiz jeho velikost byla aspon
2n — 4. O

Zatim se vSak nepodafilo najit podstatné silnéjsi odhady pro obecné
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obvody. VSechny dosud dokézané odhady jsou pouze linedrniho fadu, tedy
O(n). Napiiklad Iwama, Lachish, Morizumi a Raz [7] predstavili spodni
odhad 51— o(n) pro (n, k)-silné-2-zdvislou funkci. Uvedme nyni jeji definici.
Necht je dana funkce F' : {0,1}" — {0,1} a pro kazdé 1 < i < j < n,
a,b € {0,1} je funkce F([i, j,a,b] restrikci F|gj; jap, kde 93,7, a,0] : ; — a
a x; — b. Rekneme, Ze funkce F' je 2-zdvisld, kdyZ pro libovolné i a j, 1 < i <
< 7 < njsou funkce Fi, j,0,0], F[i, j,0,1], F[i,j,1,0] a F[i, 7,1, 1] navzajem
ruzné. Bud dale X,,, C {z1,...,2,} mnoZina velikosti m a 9J,, : X,, — {0,1}.
Konecné funkce F' je (n, k)-silné-2-zavisla, pravé tehdy kdyz F|y,, je 2-zavisla
pro kazdé m, které spliuje 0 < m < n — k, pro kazdou podmnozinu X,,
a libovolné v,,. Zavérem poznamenejme, ze existuji i polynomiélni algoritmy,
které takovou funkci dokazi explicitné konstruovat.
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Kapitola 3

Obvody s omezenou hloubkou

3.1 AC, NC hierarchie

V této kapitole predstavime nékteré zékladni odhady pro specialni t¥idu ob-
vodi - obvody s omezenou hloubkou. Jak nazev napovid4, budeme se zaby-
vat obvody, které fesi urcity problém, ale jejichz hloubku predem explicitné
omezime.

Déle budeme vSechny obvody uvazovat v nasledujicim tvaru. Kazda hla-
dina obvodu obsahuje pouze jeden typ logické operace (bud A, nebo V; oboji
libovolné arity) a tyto se po hladinach stfidaji. Dalsi podminkou je umisténi
negaci — tyto smi byt v obvodu jen na nejnizsi hladiné, tj. pfimo u promeén-
nych.

Symbolem Y3 rozumime obvod majici na vystupu operaci V, hloubku d
a velikost nejvyse S. Podobné znakem Zg’t myslime obvod hloubky d +
+ 1 takovy, ze vSechny operace na nejnizsi hladiné maji fanin nejvyse t.
Terminologicky fikame, Ze obvod je t-otevieny, jestlize je Els’t pro néjaké S €
€ N, tj. jde o disjunkci S — n — 1 konjunkci arity nejvyse ¢. Obdobné se
definuji obvody typu I15 a Hg’t, pokud maji na vystupu operaci A. Obvody,
které jsou ve tvaru Hls’t, nazyvame t-uzaviene.

Na obvody typt X a II budeme v nasledujicim textu hledét jako na své
vzajemné dudly.

Kdyz mame vybudovany tyto pojmy, budeme je pouzivat i pro oznaceni
booleovskych funkci definovanych pomoci ptislusného typu obvodu.
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Zavedme jesté znaceni

poly __ nt poly,const nti
Zd - U Ed a Zd = U Ed .
7 [

Definice 3.1. Definujeme slozitostni t¥idy

NCO _ U Egoly,const a ACO _ U EZOIY
d d

a dale induktivné celou hierarchii NC* a AC* pro i > 0. Jde o mnoziny funkci
vypocitatelnych polynomialné velkymi obvody (ve smyslu vyse uvedenych
konvenci) s hloubkou O(log' n) a konstantnimi, resp. neomezenymi faniny.

Uzitim predchozich definic lze velmi snadno ovétit platnost inkluze
AC’ C NC'.

Stadi vzit libovolné hradlo AC’ obvodu, které nemé konstantou omezeny
fanin, a prepsat jej pomoci vice shodnych hradel s konstantnim faninem.
Tim misto jednoho hradla obdrzime maly obvtdek, ktery méa vsak zjevné
logaritmickou hloubku. Provedeme-li takovou transformaci se vSemi hradly,
pievedeme obvod z typu AC® na typ NC'.

Neni vSak ziejmé, zda je tato inkluze ostra, ¢i nikoli. Na konci této ka-
pitoly ukaZzeme, ze plati dokonce jako ostra.

3.2 Hastadovo prepinaci lemma

Pro klicovy dikaz budeme potiebovat techniku tzv. restrikci. Jde o jakési
castecné ohodnoceni vstupnich proménnych. Nékterym prifadime hodnotu
konstant (0 nebo 1) a ostatni nechame i nadale volné jako proménné (tento
fakt budeme znacit symbolem ).

Definice 3.2. Necht X = {z1,...,z,} jsou vstupni proménné obvodu C
pocitajictho booleovskou funkci f. Restrikci p rozumime zobrazeni z X
do {0, 1, x}. Funkci f|,, resp. obvod C|, nazyvame indukované restrikci p.

Nyni se na tento pojem podivame jesté z pravdépodobnostniho hlediska.
Volme pevné p, 0 < p < 1. Oznacime R, systém restrikci na mnoziné X,
které kazdému x; € X, 0 < ¢ < n priradi nezavisle jednu z hodnot z mnoziny
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{0, 1, %} s pravdépodobnostmi Pr[o(z;) = *] = p a Pr[o(z;) = 0] = Pro(z;) =
=1 =010-p)/2

Nyni mtzeme vyslovit prepinaci lemma, které dokazal roku 1985 Johan
Hastad [6] a které iika, Ze lze ,pFepinat® mezi konjunktivnimi a disjunktiv-
nimi obvody, aniz bychom je pfitom s vyznamnou pravdépodobnosti néjak
zésadné (v asymptotickém smyslu) zvétsili.

Lemma 3.3 (prepinaci). Necht f je t-uzaviend funkce n proménngch.
At o je ndhodné zvolend restrikce z prostoru R,,. Potom

S
Pr[f|, nent s-oteviend | < <1§‘Zt2) . (3.1)

Je patrné, Ze nerovnost (3.1) mé smysl pouze tehdy, pokud je pravdé-
podobnost p dostatecné mala. V opacném piipadé bychom totiz na pravé
strané mohli obdrzet ¢islo vétsi nez jedna, coz je ovSsem vzhledem k definici
pravdépodobnosti splnéno vzdy a prinos lemmatu by nebyl vibec zadny.
S odvolanim na silny zakon velkych ¢isel proto miizeme uvazovat pouze ty
restrikce, které udéluji relativné méalo hvézdicek (jejich pocet budeme v da-
I8im textu oznacovat [; tedy [ < n/2).

Ptvodni Hastadiv dikaz lemmatu zasadnim zpusobem vyuzival po-
znatkdl o podminénych pravdépodobnostech, ale roku 1993 publikoval Ale-
xander Razborov dikaz odlisny [12, App. E.4], ktery je mozné v teorii boo-
leovskych obvodii pouzit ponékud obecnéji. Proto jej v tomto textu upied-
nostnime. Nejprve definujme mnozinu H (7, u) vSech kone¢nych posloupnosti
B = (b,---,0k), piicemz kazdé [3; je slovo délky r skladajici se ze znak ,x*,
,0“a ,1“a vzdy obsahujici aspon jednu jednicku. Navic celkovy pocet jed-
nicek ve vSech [3; dohromady je roven ¢islu u. Dokazme nyni o velikostech
takovych mnozin jednoduché kombinatorické tvrzeni.

Lemma 3.4. Pro libovolnd cela c¢isla r,u > 0 plati

\H(r,u)] < (IOQQ)H .

Diikaz.  Definujme ¢islo « tak, aby spliiovalo (14 1/v)" = 2. Indukci dle u
dokazeme, Ze pro takto zvolenou hodnotu plati |H (r,u)| < +". Pro u =0 je
tvrzeni ziejmé platné, predpokladejme tedy, ze mame u > 0.

Podle definice plati 5 € H(r,u), jestlize existuje ,rozklad“ 5 = (51, 7),
v némz ) ma i < u hvézdicek a 5/ € H(r,u — i). Vyuzijeme indukéniho
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predpokladu a jednoduché uvahy, ze ve slové (3, lze ¢ hvézdicek rozmistit
(:) zpusoby. Proto s pouzitim binomické véty a definice ¢isla v mtizeme
pocitat

min{r,u} r

r . r u—1

ol =3 (i< 3 (1) -
i=1 =1

B (- )

Zbyva pouzit definici exponencialni funkce a dokoncit ditkaz. Vime

2 (1+1) < (@),

Y
a proto v < r/log2, coz bylo dokazati. O

Necht symbol R!, znaci systém vsech restrikci na n proménnych, které
piidéluji pravé | hvézdicek. Dale oznacime B (f) C R! ty ,Spatné* restrikce,
které funkci f ohodnoti vstupni proménné tak, Ze se z ni nestane s-oteviena
funkce, a ukazeme, ze takovych restrikci je oproti vSem relativné malo.

K provedeni samotného diikazu najdeme zobrazeni mezi B (f) a néjakou
dostatecné malou mnozinou.

Lemma 3.5. Necht [ je t-uzaviend funkce a l > s jsou celd kladnd cisla,
pak existuje prosté zobrazeni

F: B(f)— R x H(t,s).

Dikaz. Méjme f = /\f:1 C;, kde C; jsou klauzule velikosti nejvyse t,
a zvolme libovolnou restrikci o € Bj(f) a ohodnoceni 7 funkce f|,, které
pfifazuje hodnoty alespoil s zbylym proménnym tak, aby f|., = 1.
Rekurzivné vybudujeme posloupnost ¢aste¢nych ohodnoceni 7,7, ...,
ktera rozdéluje m na malé casti. Predpokladejme, Ze jiz mame 7y, ..., m_1 C
C , piicemz jednotliva 7; maji navzajem rtzné defini¢ni obory, a jako celek
je tato podposloupnost ruzna od 7. Aplikujme restrikci m;_; ... 7m0 na dis-
junkce C1, ..., C) a najdéme nejmensi index v;, ktery splituje Cy, |x, , .m0 F
% 1. Vzhledem k tomu, ze m;_;...m # m, tak takové v; musi existovat
(v ohodnoceni ztiistavaji ,dole“ jesté néjaké volné proménné). Specidlné také
flriy..mo F 1. Ozna¢me mnozinu proménnych klauzule C,, pismenem 7;

20



a symbolem Y; jeji podmnozinu, ktera obsahuje pouze ty proménné ohodno-
cené restrikci 7, ale ne restrikei m;_q ... 7. Zjevné Y; # 0, nebot fl,, = 1,
coz by pro Y; = 0 vedlo na C,,|», = 1, ale my jsme predpokladali opak.
Mzeme proto definovat m; = 7ly;.

Najdéme miniméalni £ € N, ze 7y, ..., 7 ohodnocuji alesponn s promén-
nych, a ofiznéme z 7, ty posledni proménné, aby stéle platilo C,, |, . =1,
ale pritom 7y, ..., T, obsahovaly dohromady presné s proménnych. To lze
jisté udélat, nebot staci, aby 7, piifazovalo pravé jedné proménné hodnotu 1.
Ostatni mtzeme odebrat.

Nechf 7; je jednozna¢né urcené ohodnoceni, které ma stejny defini¢ni
obor jako m; (tj. Y;), ale nezajistuje ohodnoceni hradla C,, hodnotou 1.
Definujeme restrikci

Fi(o) = ... T10,

ktera je jisté prvkem rodiny R’ *, protoZe vSechny diléi restrikce 7; mayji
navzajem disjunktni defini¢ni obory.

Dale budeme definovat slova ¢ € {0,1,*}' pro 1 < i < k néasledujicim
postupem. Prvky mnoziny 7T; oznacime {CU,&(Z":[), . 71’19(7;7751.)}. Diky vlastnos-
tem funkce f plati t; < t. Navic pozadujme, aby platilo ¥(i, 1) < ... <
< 9(i,t;). Znak na j-té pozici slova o’ necht je

ag. =

i {Wi(l’ﬁ(i,j)) D 7?2(.:1:19(1,])) s kdyi j S tl a Qfﬁ(iyj) je v def. oboru T,
J

* jinak.

Vzhledem k tomu, jak jsme definovali 7;, tak spolecné s 7; maji tyto restrikce
ruzny efekt na disjunkci C),, a tedy i na alespon nékteré proménné, které v ni
vystupuji, a proto pro kazdé 7 l1ze nalézt takové j, ze plati O';- = 1. Protoze
71, ..., T ohodnocuji pravé s proménnych, vidime (o!,...,0%) € H(t,s).
Zavedme oznaceni

Fy(0) = (a',...,0%)

a hledané zobrazeni F' definujme pfedpisem

F: o~ (Fi(o), Fx(0)).

Abychom dokézali, Ze jde o injekci, pfedvedeme, jakym zptisobem je
mozné ze zadané dvojice (Fi(o), F5(0)) ziskat zpét restrikci p. Najdeme nej-
prve v8echny dvojice (;, ;). Se znalosti kazdé z hodnot 7; a 7; se p obdrzi
jiz snadno.
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Stejné jako v prvni ¢asti diikazu postupujme indukei dle 7. Pfedpokla-
dejme, Ze jiz zname vSechny (7;, 7;) pro j < i. Pak ovSem vzhledem k definici
symbolu F}(p) zndme rovnéz i restrikci 7ty ... 7;m_1 ... m 0. JenZe index v;
jsme definovali jako nejmensi s vlastnosti C,, |7, #m,..me = 1 (restrikce
7j, 1 < j < k, na hodnotu C,, nemaji Zadny vliv, protoze ji neohodnocuji
jako identicky pravdivou klauzuli, resp. maji jiny defini¢ni obor). To v8ak
znamena, ze pro vsechny indexy v < v; je C, = 1, nebot v; byl prvni, pro
ktery tato identita neplatila.

Jiz tedy zndme i hodnotu v;. Jsme proto schopni uréit i T;. Ze znalosti o*
a T; odvodime i defini¢ni obor restrikce 7; (a rovnéz 7;) a dle Fi(p) ziskdme
hodnoty #;. S pouzitim o® pak zrekonstruujeme ;. O]

Abychom dokonc¢ili Razboroviv diikaz Hastadova prepinaciho lemmatu,
staci ndm provést vypocet

Bs
Pl"[f \9 neni s—otevfené] | l (f )| <
R
o IR 5)]
(lemma 3.5) > i <
" 2n—l+s .
< [—s t
(lemma 3.4) = 1Og 5 ’

()

odkud budeme pokracovat pro | < n/2, jak jsme vysvétlovali na zacatku
sekce. Pak ovSem pro velka n intuitivné plati

()= ()

Odhadnéme ted pomér téchto binomickych koeficientii 1épe! Pro lep$i orien-
taci vyuzijeme tzv. sestupnych mocnin %) = x(z —1)...(z — k + 1).

(17—13> (z—s)!<z!—z+s)! B (n— D)1

<n) B I=—s)(n—1+s)

z (n =)l
_ 1(s) - I \*
=1+~ \n-1/)
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Jesté pred tim, nez dosadime predchozi odhad do hlavniho vypoctu, si vzpo-
meneme, ze | = pn, a tedy také p < 1/2. Dokazali jsme

2t \° ’ apt \*
Pr[f|, neni s-oteviend] < b < P :
log 2 1—p log 2

3.3 Spodni odhad pro paritu

V této sekci vyuzijeme Hastadovo lemma ke konstrukei exponencialniho dol-
niho odhadu pro velikost obvodu pocitajiciho paritu. Tato funkce vraci hod-
notu 1, pokud je na vstupu lichy pocet jednicek, resp. 0 v opacném pripadé.
Budeme ji znacit PARITY,, kde indexem n rozumime pocet vstupujicich
proménnych (zpravidla jej vynechavame). Pro klicovy odhad nejprve odvo-
dime lehky dusledek prepinaciho lemmatu.

Dusledek 3.6. Pro libovolné p, d, 0 < k < d —1 a funkci f typu Eg’t
plati ndsledujici: Jestlize o € R,x, potom

4pt \*
Pr [f|g nem’Zg’_tk} < S (1 §2> )
0

Dikaz.  Oznacme cely obvod pocitajici funkci f pismenem C. Uvazme pro-
stor R, ) vSech k-tic restrikci, ze kterého vyberme prvek (o1, ..., o). Kazda
slozka tohoto vektoru je c¢astecné ohodnoceni, které s pravdépodobnosti p
pridéli proménné symbol hvézdicky. Pritom je nutné, aby restrikce ;1 pra-
covala pouze s témi proménnymi, kterym byly pfedchozimi ¢ restrikcemi
vzdy udéleny hvézdicky. Snadno se 1ze presvédcit, ze po aplikaci vSech ohod-

noceni z (o1, . .., or) zbude p*n volnych proménnych, coZ je stejné mnoZstvi
jako pii uziti o € R,x.
Postupnym restringovanim obdrzime mnozinu funkei fi,..., fxr1, pro

které plati fiy1 = fi|,,, pliCemz f; = f. Pfitom kazd4 z téchto funkci zahr-
nuje spodni podobvody uvazovaného obvodu C', které jsou budto t-oteviené,
nebo t-uzaviené, coz plyne z prepinaciho lemmatu. AvSak podle uvedeného
tvrzeni k tomu dochézi jen s urcitou pravdépodobnosti. Naopak pravdé-
podobnost, Ze proces omezovéani selze, je nejvyse (4pt/log2)!, ale protoze
diléich podobvodu je nejvyse |C|] = S, vysledek jesté prendsobime touto
hodnotou a ziskame potiebné tvrzeni. O
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Dutsledek 3.7. Je-li f typu Eg’t, t > log, S, potom existuje restrikce o
pritazujict alespon
n

3(16t)""

hvézdicek tak, Ze f|, je konstantni.

—t (3.2)

Diikaz.  Nejdiive uvazme, pro jak velkd n mé vyraz v (3.2) kladnou hod-
notu. To plati pron > 3-16971¢¢. Dosadme do piedeslého diisledku p = 1/16t
a k = d — 1; restrikci tedy hleddme v mnoZiné R,a-1. Obdrzime nerovnost

4pt ! 1 ¢
P [ ’ ES,t] < < t <
r|f|, neni 7| < S og2) = \300g2) = 0,73* < 0,73,

kde jsme vyuzili pfedpokladu ¢ > log, S a vysledek zaokrouhlili nahoru.

Pocet udélenych hvézdicek mizeme povazovat za ndhodnou veli¢inu X,
s binomickym rozdélenim s parametry n a p. Stfedni hodnota konverguje
k np a plati centralni limitni véta, ktera rika, ze vzhledem k nasemu omezeni
n>3-167 17 je

Pr [g udéluje méné nez %npd_1 hvézdiéek} < P(—1)=0,16.

Zde ® je distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni a jeji ¢iselna hodnota je
opét zaokrouhlena nahoru.

Vzhledem k tomu, ze 0,73 + 0,16 < 1, tak pravdépodobnost, Ze restrikce
prevede funkci f do tvaru Ef’t a zaroven udéli aspoit np?~!/3 hvézdicek, je
kladna. Jinak feceno mezi vSemi restrikcemi musi existovat néjaka, ktera
vyhovuje této podmince.

Nyni sta¢i zajistit, aby vznikld funkce f|, byla konstantni. To se vSak
provede snadno, kdyz si uvédomime, Ze pro obvody typu Ef ' stadi zvolit
jednu t-tici vstupnich proménnych vstupujicich do stejné konjunkce (ta ma
fanin nejvyse t) a zafixovat je. Pfidanim takového mapovani k jiz nalezené
restrikci tedy dokazeme tvrzeni. O

Véta 3.8. Pro Zadné n,d > 0 neni funkce PARITY typu Zjlog?s, kde
S < on/*/16,

Dukaz.  Pro diikaz sporem predpokladejme, Ze parita je typu Zj’lOgQ % a jeji
obvodova sloZitost je shora omezena vyrazem 2"*/16. Potom viak dle pied-
choziho disledku existuje restrikce g, ktera nechava aspon jednu proménnou
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volnou, ale pfitom zajistuje, Ze parita je konstantni. To je ovSem zjevny spor,
nebot parita vzdy zavisi na vSech vstupnich bitech. O

Dusledek 3.9.
PARITY ¢ AC’.

Ukazali jsme, ze obvody, které by pocitali paritu vstupu, museji byt vétsi
nezli obvody typu P, : podrobnéji Fedeno paritu se nedé pocitat obvodem,
ktery by mél polynomialné mnoho hradel vzhledem k délce vstupu a pritom
meél omezenou hloubku. V dalsi sekci toto pozorovani vyuzijeme a ukazeme,
ze podobnou naroc¢nost ma i fada dalsich tloh.

Nejdiive ale dokonc¢ime feSeni motiva¢niho problému ze zacatku kapi-
toly. Funkci parity lze pocitat pomoci obvodu v podobé binarniho stromu
s hradly @. AvSak zjevné plati a @ b = (-a A b) V (a A —=b). Navic bindrni
strom pro n listd ma hloubku O(logn). Dokézali jsme PARITY € NC'.
Dohromady s ptedchozim disledkem tedy ziskdvame

AC’ c NC'.

3.4 ACY reducibilita

Pomérné silnym nastrojem, ktery umoznuje provadét dolni odhady pro ce-
lou 8kalu problémt, je AC® reducibilita. Vyuziva klasické metody prevedeni
jednoho problému na jiny. Furst, Saxe a Sipser [5] tento postup zavadéji
a poskytuji ne€kolik prikladi.

Definice 3.10. Booleovska funkce f je ACY-reducibilni na booleovskou
funkci g (znacime f < 5co g), pokud lze jeji vypocet realizovat obvodem
omezené hloubky a polynomialni velikosti, ktery se skldda z hradel VvV, A
a hradla pocitajiciho funkci g (tuto operaci povazujeme za vypocetné stejné
naro¢nou jako zbylé dvé).

Uvedena definice nam ihned umozinuje vyslovit snadné pozorovani.

Lemma 3.11.  Pokud je PARITY AC’-reducibilni na funkci g, potom g ¢
¢ ACC.

Diikaz. Uvazme, kdyby g € AC’. Protoze PARITY je dle predpokladu
AC-reducibilni na ¢, tak dostaneme dostaneme pro paritu polynomialné
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velky obvod omezené hloubky, coZ je spor, nebot z pfedchozi sekce vime, Ze

PARITY ¢ AC. O

V nasledujicich odstavcich toto tvrzeni Sikovné vyuzijeme. Nejprve k di-
kazu, ze jazyk MAJ rovnéz nelze pocitat polynomidlné velkymi obvody
s omezenou hloubkou. Necht mame n proménnych x4, ..., x,. PoloZzime

1, pokud > x;>n/2,
MAJ(zy, ..., x,) = {0 inak !

Jinymi slovy tato funkce vraci ,vétSinovy nazor“ svych vstupnich promén-
nych!.

Véta 3.12.
PARITY < pco MAJ.

Diikaz. Chceme vytvorit obvod, ktery bude pocitat paritu pomoci kon-
junkeci, disjunkci a hradel, ve kterych je implementovana funkce vétsiny. Po-
moci zminénych hradel dokazeme vytvotit obvod Py, ktery bude vracet hod-
notu 1, praveé kdyz presné k vstupnich bitlt bude rovnych jedné. Pak zjevné
PARITY = \/!_, Ps_1, kde t je nejvétsi piirozené ¢islo splitujici 2t — 1 < n.

Obr. 3.1. Obvod P, pro n =5 (MAJ zna¢i majoritu na negacich vstupu)

Piedvedme nyni konstrukci podobvodu Py. Trik je jednoduchy. Piedpo-
klddejme nejprve, ze k > n/2. Pak staci vstup doplnit konstantami 0 na

Majorita je o¢ividné specialnim piipadem prahové funkce THy ,, pro k = [n/2] + 1.
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délku 2k. Aplikujme funkci MAJ na prvnich 2k — 1 proménnych (tedy jednu
konstantu vynechame) a jeji hodnotu ozna¢me a. Podruhé aplikujeme MAJ
na negace vsech 2k vstupnich hodnot. Vysledek pojmenujme b. Snadno na-
hlédneme, ze P, = a A'b.

Pro k < n/2 si staci uvédomit, Ze zaménou jedni¢ek za nuly a naopak
se uloha prevede na predchozi ptipad. Obvod P, tudiZz obsahuje presné tii
vypocetni hradla, a proto celkova velikost obvodu pocitajiciho paritu je na-
nejvys 3[n/2] + 2n+ 1, tedy jisté polynomialni vzhledem k n. Jeho hloubka
je nejvyse 3. O

S pouzitim lemmatu 3.11 snadno odvodime nésledujici tvrzeni.

Dusledek 3.13.
MAJ ¢ AC’.

Podobnym zptisobem je mozné dokazat, ze napriklad také nasobeni dvou

n-bitovych cisel nelze pocitat polynomialné velkymi obvody s omezenou
hloubkou.
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Kapitola 4

Monotoénni obvody

4.1 Spodni odhad pro kliku

Uvodem této kapitoly definujeme pojem monoténniho obvodu. Néasledné jej
dédme do souvislosti s monoténni funkci, jak jsme ji definovali na zacatku
druhé kapitoly. To bude dostatecnym zakladem pro dalsi vyklad, jehoz vy-
vrcholenim bude pfedvedeni exponencidlniho spodniho odhadu [1].

Definice 4.1. Monotonnim obvodem rozumime kazdy obvod, ktery obsa-
huje pouze binarni operace V nebo A, nikoliv negace.

Necht f : {0,1}" — {0,1} je monoténni funkce. Zapisem C§'(f) ozna-
¢ujeme velikost nejmensiho monoténniho obvodu v béazi ) reprezentujiciho
funkei f. Necht ¢ : {0,1}* — {0,1} a h: N — N. Potom fikdme, Ze g ma
monotonni obvodovou sloZitost h, jestlize pro kazdé n plati C§'(g|0,13n) =
= h(n).

Korektnost posledni definice vyplyne z nasledujici véty.

Véta 4.2. Booleovskd funkce f : {0,1}" — {0,1} je monotonni, prdavé
tehdy kdyz i lze pocitat monotonnim obvodem C'.

Diikaz.  Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat, ze f(0,...,0) =0 a také
f(1,...,1) = 1, neb jinak by 8lo o konstantni funkci, kterou pochopitelné
lze pocitat monoténnim obvodem, a to dokonce konstantni velikosti.
Predstavme si booleovskou hyperkrychli v dimenzi n, jez mé vsSechny
vrcholy ocislované binarnimi hodnotami od 0 do 2" — 1. Jeji hrany jsou
spojnice téch vrchold, jejichZ pojmenovani se lisi pouze v jedné pozici (tedy
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maji Hammingovu vzdalenost 1). Na takovy objekt lze nahlizet jako na
graf. Uvazme vSechny cesty (jejich pocet necht je s) z vrcholu (0,...,0) do
vrcholu (1,...,1) a z kazdé vezméme prvni vrchol v/ takovy, ze f(v’) =
= 1. VSechny tyto vrcholy pouzijeme takto: ty proménné x;, které maji ve
vrcholu v/ hodnotu 1 pfidadme jako vstupy do hradla A. Tim dostaneme s ta-
kovych konjunktivnich hradel, jejichz vystupy ,svedeme® do disjunktivniho
hradla V. Jeho vystup je hodnotou funkce f.

Zpétnad implikace je jesté snadnéjsi. Jestlize v obvodu nejsou negace,
tak pro vstup x > y musi nutné vracet hodnotu stejnou, nebo vyssi, ergo
reprezentuje monoténni funkci. O]

Plynule navazeme na predchozi dikaz, kdyz se nyni budeme zabyvat
problémem z teorie grafii. Necht je ddn graf G = (V, E). Rikame, 7e v grafu GG
existuje klika velikosti k£, pokud v ném existuje uplny podgraf na k vrcholech.
Nasim tkolem je rozhodnout, zda zadany graf obsahuje kliku velikosti k.
Funkci fesici tento problém nazveme

CLIQUE,: G —{0,1}.

Oznacime m pocet vrcholid grafu. Je zfejmé, ze vSech moznych grafii na m vr-
cholech je 2(%). Proto jako vstup této funkce uvazujme slova (z;;), 1 <i <
< 7 <m, délky (T;), ktera budeme interpretovat takto:

xi,j:1<:>{i,j}€E, $1’]:O<:>{Z,j}¢E

Cili pokud v takovém vstupu zménime jeden bit z nuly na jednicku, tak
zvySime pravdépodobnost vyskytu kliky libovolné velikosti, nebot tim de
facto pfidame do grafu jednu hranu. Nahlédli jsme, ze funkce CLIQUE, je
monotdénni.

Nejen to. Problém kliky, definovany jako mnozina dvojic (G, 1) tako-
vych, ze graf G obsahuje kliku velikosti alespori k, je navic NP-tuplny [8].
To znamena, ze libovolny jiny problém, ktery je ve tiidé NP, lze na tento
prevést v polynomialnim case. Proto, pokud bychom dokézali néjaky silny
dolni odhad pro tuto tlohu, méli bychom ihned odhady pro celou fadu da-
1sich situaci.

Pro monoténni obvody jsou dnes znamy jiz pomeérné silné spodni odhady
slozitosti. Velkym tuspéchem byla Razborovova superpolynomialni spodni
mez n?1°8™ kterou publikoval roku 1985 [13]. Jeji pfinos nespocival pouze
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v podstatné lepsim odhadu (do té doby nejlepsim byl pouze linearni [16]),
ale zejména ve zvoleném pristupu. Pomoci vylepsené Razborovovy metody

se o dva roky pozdéji podafilo Alonovi a Boppanovi dokazat exponencialni
spodni odhad pro kliku [1].

Véta 4.3. Necht G = (V, E) a oznac¢me m = |V|. Pokud

2/3
s<k<i( ™ ,
— T 4 \logm

pak md funkce CLIQUE,(m) monotonni obvodovou sloZitost alespor

1 m (VEk+1)/2
8 \ 4k3/2logm '

‘- E (1ogm>2/3J

je monotonni sloZitost funkce CLIQUE,(m) rovna

oo(o((e25)))

Diikaz tohoto tvrzeni je pomérné rozsahly, a proto jej zde pouze nasti-
nime. Postupovat pfitom budeme jednak dle ptivodniho ¢lanku [1], v némz
autofi pouzivaji vice algebraickou terminologii, tak také podle prace [2],
ktera zavadi nové pojmy a celkové dikaz zjednodusuje. Pokud jde o pojmy,
tak jsou to zjevné analogie, na které povétsinou nebudeme explicitné upo-
zornovat. Klicem k tispéchu je uziti aproximacnich obvodt a ukazani faktu,
ze tyto se prilis nelisi od obvodu pocitajiciho kliku.

Pozitivnim testovacim grafem rozumime takovy graf na m vrcholech,
ktery obsahuje pouze ty hrany, které tvori iplny podgraf na néjakych k vr-
cholech a zadné jiné hrany neobsahuje. VSech moznjch takovychto graft je
zjevné (7]?)

Vrcholy grafu lze také ,obarvit“. Pfredpokladejme, Ze mame k dispozici
k—1 barvu. Na zac¢atku méjme mnozinu bodd V' a prazdnou mnozinu hran F£.
Jestlize kazdému vrcholu v € V pfifadime néjakou barvu b(v) a nasledné
hranami propojime vSechny dvojice vrcholii s riiznymi barvami, aby platilo

Specidlne, pro
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b(v) # b(v') = {v,v'} € E, nikdy nemizeme dostat graf, ktery by obsahoval
kliku velikosti k. Takto ziskané grafy nazyvame negativni testovaci grafy.
Vsech moznych obarveni je (k —1)™, a i pfesto, Ze nékterd vedou na shodné
grafy, budeme mezi nimi rozliSovat.

Hlavni myslenkou celého diikazu je predvést, ze kazdy maly (ve smyslu
odhadu z véty) monoténni obvod by pro vétsinu pozitivnich testovacich grafi
vracel hodnotu 0 nebo pro vétsinu negativnich testovacich grafii by vracel
hodnotu 1. Jinymi slovy chceme ukéazat, ze pro tyto specidlni grafy malé
obvody nemohou fungovat spravné.

Pro mnozinu V' = {1,...,m} ozna¢ime pismenem A systém vSech je-
jich podmnozin. Ziejmé |A| = 2™. Operace [A] na mnoziné A € A dava
hodnotu 1, pokud A obsahuje kliku, a 0 jinak (pfesnéji feceno graf (A, EN
N (A x A)) obsahuje resp. neobsahuje kliku velikosti k). Této funkci fikejme
indikdtor kliky.

Omezime-li konstantou [ kardinalitu mnozin, které indikator muze zkou-
mat, mizeme definovat aprozimujici obvod jako disjunkci nejvyse p omeze-
nych klikovych indikatort. Nadale predpokladejme, ze | < k. Pak aproxima-
tor bude vracet hodnotu 1, pouze tehdy dostane-li na vstupu tplny podgraf
na [ bodech.

Monoténnimu obvodu C', ktery rozhoduje problém kliky, tak mtizeme
prifadit aproximujici obvod C. Parametrem tohoto prifazeni je &slo I, které
urcuje, jak moc velké podmnoziny mnoziny V' ma aproximator prozkouma-
vat. Je zjevné, ze pro velké hodnoty [ bude aproximator pomérné pfesny.

Pro dikaz sporem nyni méjme maly obvod C' a jemu pfislusejici aproxi-
métor C. V prvni fadé ukéZeme, Ze pro pozitivni testovaci grafy plati

c<C
a pro negativni testovaci grafy plati
C>C.

V druhém kroku pak zbyva dokazat, ze kazdy aproximator vraci 0 na
vétsiné pozitivnich testovacich grafti nebo vraci 1 na vétsiné negativnich
testovacich grafi.

Odtud snadno plyne, ze malé obvody pro simulaci funkce CLIQUE,, ne-
staci.
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Abychom zkonstruovali aproximator, postupujme ,,odspodu“. Aproxima-
tor pro graf na dvou vrcholech i a j (lze znacit [{i,j}]) je ekvivalentni
proménné z; ;. Zbyva provést indukéni krok.

Predpokladejme, Ze mame aproximator pro kazdy vlastni podobvod ob-
vodu C. Pak jsou dvé moznosti. Budto je posledni operaci disjunkce, nebo
konjunkce. Potiebujeme tedy vybudovat aproximatory pro tyto dvé elemen-
tarni operace.

Nejprve pro disjunkei. Oznacime A = \/i_,[X;]| a B =\/_,[Y;] aproxi-
matory z indukéniho predpokladu. Diky konstrukci méame r, s < p. Pokud
bychom vsak jako aproximétor AV B vzali (\Vi_,[X;]) V (V;_,[Y;]), tak se
muze stat r+s > pu, a tedy ziskany aproximator by nebyl korektné definovan.

Toto lze oSettit jednoduchym trikem. Nékteré casti aproximatori nahra-
dime jednou casti, kterd bude pro vsechny shodna.

Rikdme, Ze skupina mnozin My, My, ..., M, tvoii slunecnici, pokud exis-
tuje mnozina M takova, ze pro kazdou dvojici riznych indext ¢, j plati
M; N M; = M. Mnozinu M nazyvame semenik a miZe byt i prazdna.
Mnoziny M; tvoii okvétni listky. V nasem pfipadé ptijde o mnoziny obsahu-
jici vrcholy grafu, tedy o podmnoziny V. Kazda z nich mé navic mohutnost
nejvyse [.

Vratme se k nasemu problému a podivejme se na systém mnozin M =
={X1,...,X,,Y1,...Y;}. Pokud nékteré jeho prvky tvoii slunecnici, tak je
nahradime pfislusim semenikem. Této proceduie rikame otrhdvani a opaku-
jeme ji, dokud neni systém M dostatecné maly (nejvyse p prvki).

Lemma 4.4 (Erdss-Rado [4]). Necht M je systém mnoZin, z nichZ kazdd
md nejuyse | proki. Pokud |M| > (p — 1)1, pak M obsahuje slunecnici
s alespon p okvétnimi listky.

Zvolime-li u = (p — 1)!1!, 1ze opakované pouzit lemmatu, a dokud bude
|IM| > p, mtizeme otrhavat listky. Na konci pak nutné | M| < p. Aproximo-
vanou disjunkci budeme znagcit L.

Nyni pro konjunkei. Opét méme z indukéniho pfedpokladu A = \/|_, [ X;]
a B =\/_,[Y;], kde r, s < ju. Pomoci distributivniho zdkona vypocitame

AnB =\ (X1 A 30).

i=1j=1
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Toto ale neni aproximator. Jednak proto, Ze se mtize skladat az z p? termi,
ale také kvuli tomu, ze ([ X;] A [Y;]) nevytvari indikator kliky.
Pres takovéto nepiijemnosti se lze prenést ve tiech krocich:

(A1) prepsat [X;] A Y] = [X; UY;],

(A2) vypustit ty indikatory, které vyuzivaji mnoziny X; U Y; kardinality
vetsi nez [,

(A3) aplikovat otrhavaci algoritmus jako v pfipadé disjunkce.

Ziskany aproximator konjunkce budeme znacit 1.
Dohromady se nam podaftilo zkonstruovat aproximujici obvod C'.

Nyni se podivejme na vlastnosti aproximovanych operaci. Uvazme nej-
prve pozitivni testovaci graf. Po jeho otrhani testujeme pouze mensi mnoziny
vrcholi. Mtze se stat, Zze jsme néjakou testovaci mnozinu tak zmensili, ze
z ni zbyl jiz jen uplny graf, tedy AV B < AU B.
na pozitivnim testovacim grafu se [X;] A [Y;] i [X; UY]]| chovaji stejné.
Naésledujici krok je problematicky, nebot se pfi ném vynechavaji indikatory
majici | X; UY;| > [+ 1. Tyto indikatory testuji, zda na aspon [ + 1 vrcholu
existuje klika velikosti k. Ze zbylych nejvyse m — (I 4+ 1) vrcholi mtzeme
vybrat dalsich nejvice k — (I + 1) bod1, které spojime hranami, ale ofezany
aproximator to nemfize nijak zjistit. Cili ztraci informaci o nejvyse (Tg__ll__ll)
pozitivnich testovacich grafech. Takovych zanedbani provadime nanejvys u?.
A konecné krok (A3) jsme jiz rozebrali v minulém odstavci.

Celkem obvod C' obsahuje nanejvys |C| téchto operaci, takze pocet po-
zitivnich testovacich graft, pro které C' > C, je nejvyse

m—1—1
C| p? .
C| (k i 1)
Vsech moznych pozitivnich testovacich grafi je vSak (7:), coz je mnohem
vice, a proto dochazime k zavéru, ze pro vétsinu z nich plati C' < C.

Podobnym zptisobem, i kdyz ponékud naroc¢néji, se da ukazat, ze nerov-
nost C' < C plati pro nejvyse

N
€] (2) (k—1)"

kE—1
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negativnich testovacich grafii. Z téchto vyrazu se jiz pomérné snadno odvodi
ona exponencialni dolni hranice monoténni slozitosti.

Zbyva ukézat, Ze aproximator vétsinou chybuje. M&jme A = \/_,[X;]
a néjaky negativni testovaci graf. V tivahu prichézeji dvé moznosti. Aproxi-
mator je budto identicky nulovy, s ¢imZ nic neudélame, anebo neni. Potom
ovSem A > [X;]. Negativni testovaci graf je timto indikadtorem odmitnut,
pokud nékteré dva vrcholy v X; maji tutéz barvu, protoze pak nemohou
byt spojeny, a nejde tudiz o kliku. Mezi vSemi (k — 1)™ obarvenimi zvolme
nahodné jedno. Pravdépodobnost, Ze dva vrcholy v X; maji shodnou barvu,

je nejvyse
(’X”) (l)
2 2
< .
k—1 — k-1

Takze pravdépodobnost, Ze se tak nestane, a tedy [X;| = 1, je nejméné 1 —
— (})/(k —1). Vzhledem k po¢tu moznjch obarveni vidime, Ze aproximator

vraci 1 na alespon
k—1

(k—1)"

moznych negativnich testovacich grafech, nebo je identicky nulovy.

Timto jsme dokazali oba kroky potiebné do ,hlavni myslenky dikazu“.
Proto nemiize byt zadny monoténni obvod pocitajici funkci CLIQUE, mensi
nezli exponencialni vzhledem k délce vstupu.

Jelikoz je tento problém NP-uplny, tak je tento odhad aplikovatelny i na
dalsi monoténni NP-tiplné tlohy.

4.2 Monoténni projekce

Nyni, podobné jako v predchozi kapitole, vyuzijeme vyse uvedeny vysle-
dek pro CLIQUE, k ziskani spodnich odhadt pro dalsi booleovské funkce.
Nejprve zavedme novy termin monotdnni projekce. Rikdme, Ze booleovska,
funkce f : {0,1}" — {0,1} je monoténni projekci funkce g : {0,1}" —
— {0,1}, pravé kdyz existuji symboly oy,...,0, € {0,1} U {x1,..., 2.},

1Pokud piipustime i negace proménnyjch x;, jde pouze o projekci.
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pro které f = g(oy,...,0,). Je o¢ividné, Ze pokud funkce f je monoténni
projekci g, pak monoténni vypocetni slozitost funkce g je alespon stejné tak
velka jako v ptipadé funkce f.

Definice 4.5. SAT(m) je funkce 2m? proménnych @1 1, ..., Timm, Y11, -
Ym,m, ktera vraci hodnotu 1, pravé kdyz existuje ohodnoceni 21, ..., 2z, €
€ {0, 1}, které spliiuje formuli

||>§

\/ (i AN zj) V (yij A —zj) ) (4.1)

Lemma 4.6. Pro1 <k <m je funkce CLIQUE,(m) monotonni projekci
funkce SAT (4m*).

Dikaz.  Vytvofme nejprve CNF formuli A v proménnych g,;, u € [k] =
={1,...,k}aie |[m],ap,kdet € ([Zﬂ) odpovid4d moZnym hranédm v grafu
na m vrcholech, ktera vyjadiuje, ze relace

{(u,4) | qua = 1}

je grafem prosté funkce f : [k] — [m], jejiz obor hodnot je klika v grafu
s vrcholy [m]. Pro uplnost vykladu uvedme, Ze konjunkce klauzuli

(1) {Qu,l, s 7Qu,m} Yu € Uf—‘,
(i) {~Gui Gu;} Yu € [K], Vi, j € [m], i # j,
(ill) {—Gui, "qui} Yu,v € [k], u # v, Vi € [m] a

(V) {=u;i» ~Quj» Py} Yu,v € [k, u# v, Vi, j € [m],i#j

je pravdiva, pravé kdyz graf obsahuje kliku na [k].

Celkovy pocet proménnych je tedy km + (T;) < 2m? a formule m4 méné
nez k + km? + k*m + k*m? < 4m* klauzuli.

Pro redukci zvolme M vétsi z obou hodnot, tedy M = 4m*. Pro kaz-
dou konkrétni mnozinu hran E (tedy kazdou substituci hodnot 0 a 1 za
proménné p;) dostaneme formuli Ag v proménnych g, ;, jejiz splnitelnost je
ekvivalentni existenci kliky velikosti k v grafu ([m], E).

Pozitivni, resp. negativni literal ¢, ; v s-té klauzuli reprezentujme uzitim
nové promeénné T ,(y i), I€SP. Ysr(ui)- Lyto proménné miiZzeme piimo pouZzit
pro konstrukei formule ve tvaru (4.1), jejiz splnitelnost je pak také ekviva-
lentni existenci kliky. O
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Véta 4.7. Monotonni obvodovd sloZitost funkce SAT(m) je

/6
exp| Q| ————— .
P ( (10g1/3 m) )

Diikaz.  Plyne ihned spojenim tuvahy pfed definici, lemmatu a véty 4.3. [

Zavérem poznamenejme, ze predvedend metoda monoténnich projekci je
koncipovana mnohem obecnéji a poskytuje uzitecnou pomtcku pro spodni
odhady slozitosti i jinych funkci.

4.3 Souvislost mezi monotonni a klasickou
obvodovou slozZitosti

Diky dosazenym vysledktim je znalost vztahu mezi monoténni a nemono-
ténni slozitosti velmi zajimava. Pokud by totiz byla polynomiélni, zname-
nalo by to, Ze asymptoticky stejné odhady (tj. exponencidlni) plati i pro
neomezené obvody pocitajici téze funkce i za pomoci negaci.

Bohuzel se vSak ukazuje, zZe mezi zminénymi tfidami polynomialni vztah
neni. Eva Tardos ve své poznamce [15] nabizi dalsi zobecnéni Razborova
pristupu, diky kterému ukaze exponencialni rozdil mezi monoténni a nemo-
noténni obvodovou slozitosti pro jednu funkci z P.

Naproti tomu zajimavou alternativou jsou tzv. platkové funkce (angl.
slice functions), o nichz je zndmo [17, sekce 6.13], Ze velmi dobfe zachovavaji
slozitost pri pfechodu z monoténniho obvodu do obvodt v tplné bazi.

Definice 4.8. Funkce f : {0,1}" — {0,1} se nazyva k-platkova, jestlize
f(z) =0 pro kazdé x € {0, 1}", které obsahuje méné nez k jednicek, f(x) =
= 1 pro kazdé = € {0,1}" obsahujici vice nez k jedni¢ek. Pokud vstupni
slovo obsahuje pravé k jednicek, mize byt funkce definovana zcela libovolné.

Je ziejmé, ze platkové funkce jsou monoténni.

Predpokladejme, Ze obvodova slozitost pfi pouziti negaci by byla nizsi
nez pii jejich zakdzani. Uvazme tedy optiméalni obvod v tplné bazi, ktery
muzeme prestavet tak, aby se vSechny negace vyskytovaly v nejnizsi tirovni,
tj. pfimo nad proménnymi. A nyni se pokusime tyto negované promeénné
nahradit monoténnim obvodem.
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Definice 4.9. Necht f : {0,1}" — {0,1}. Funkce h; : {0,1}" — {0,1}
je pseudokomplementem pro x; vzhledem k f, pokud v libovolném obvodu
pro f lze negaci proménné x; nahradit funkci h;.

Véta 4.10. Oznacme X = (z1,...,2,) a X; = (1, ..., i1, Tit1, - -, Tpy)-
Potom prahovd funkce THy(X;) je pseudokomplementem pro x; vzhledem
k libovolné k-platkove funkci f.

Diikaz.  Oznacime f’ funkci, kterd vznikla z f ndhradou 7; pomoci prahové
funkce TH(X;). Chceme ukazat ' = f.

Méjme nejprve vstup = € {0, 1}" obsahujici méné nez k jednicek. Potom
jisté f(z) = 0, ale také THy(zN X;) = 0 < T;, kde zépisem = N X; rozumime
slovo vzniklé z x vypusténim znaku x;. Tedy f'(z) = f(z).

Nyni necht x obsahuje vice nez k jednicek. Pak nutné f(z) = 1, ale také
THi(x N X;) =1 > T;. A z monotonie funkce f" mame opét f'(x) = f(x).

Zbyva moznost, ze x obsahuje praveé k jednicek. V tom pripadé

nebot onéch k jednicek je na jinych pozicich nezli i-té. Z ekvivalence je vidét,
ze i v tomto pripadé prahova funkce nahrazuje negaci. O

Navic je prahova funkce monoténni a mé slozitost nejvyse linedrni [17,
sekce 6.2] tvaru
2(k—1)n—k?, (4.2)
¢ili se dobfe vyuzije pti zbavovani se negaci v obecnych obvodech, ale pfitom
je prilis nezvétsi.

Definice 4.11.  Exaktni funkci Ej : {0,1}" — {0,1} rozumime takovou
funkci, kterd ma na vstupu x € {0,1}" hodnotu 1, pravé kdyz = sestava
z k jednicek.

Definice 4.12. Funkci f* : {0,1}" — {0,1} nazgvame k-tym pldtkem
funkce f: {0,1}" — {0, 1} a definujeme ji jako

S5 =(f NEy) V THps1 = (f ATHg) V THyq .

Lemma 4.13. Pro libovolnou booleovskou funkci n promeénngch plati

f= \/ (f* NEg) .

0<k<n

37



Diikaz.  Stac¢i dosadit do vzorce a pouzit distributivni zédkon

Vo (#am) = (AR VTHG) AR =

0<k<n 0<k<n
=\ ((fAE)V(TH AEy)) =
0<k<n
0<k<n
nebot prahova funkce pro k + 1 a exaktni pro k se vzdjemné vylucuji. [

S pouzitim lemmatu a horniho odhadu (4.2) se snadno dokéazi dalsi tvr-
zeni.

Vé&ta 4.14.  Pro sloZitost C monotdnni reprezentace (f°, ..., f™) funkce f
platt

CUH<CU....f+0m)  a  Cf....f") <C(f)+0(n).
Pro jeji monotonni sloZitost C™ obdobné plati
C™(f%.. ") SC™(f)+Olnlogn) o C™(f) <C™(f) +O(n),
je-li f monotonni a k je konstanta.

Disledek 4.15.  Pro k-ty platek booleovské funkce f plati
C™(f*) < O(C(f*)) + C™(THL(X3))
kde 1 < i <n.

Cili silné spodni odhady na monoténni slozitost néjakého k-tého platku f*
funkce f zaroven poskytuji i dolni meze pro obvodovou slozitost této funkce.
To je znacnou motivaci pro hledani rtznych funkci, které by poskytly co
nejsilnéjsi odhady ve svych platkovych analogiich. Vse ale zavisi na tom, jak
efektivnim zptisobem pocitat prahovou funkci bez uziti negaci. Naptiklad
z osobni korespondence mezi Wegenerem a Patersonem [17] je zndm obvod

se slozitosti
C™(THy) = O (nmin{k,n — k,log*n}) ,

coz je v nejhorsim pripadé kvadraticky odhad.
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Kapitola 5
Zaver

Spodni odhady na velikost obecnych obvodi pro konkrétni booleovské funkce
se sice na prvni pohled zdaji jako snadné kombinatorické tlohy, ale dosud se
jim daii odolavat vSéem metodam. Jak nas prehled ukazuje, dokonce i nej-
riznéjsi tridy specidlnich obvodt vyzaduji velmi sofistikované postupy a ne-
jednoduché kombinatorické tvahy.

Vyvoj za poslednich tficet let nam navic nedodava prili§ optimismu, po-
kud jde o nad€ji na zasadni vylepSeni soucasnych vysledkli. Vse nasvédcuje
tomu, ze dosud uzivané metody nelze zasadnim zptsobem vylepsit ani zo-
becnit. Proto je tfeba se pokusit najit lepsi ptistupy, diky kterym bychom
se s nasimi znalostmi posunuli blize feSeni téchto otazek.
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