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Abstrakt: V predlozené praci studujeme tlohu jednoduchého ttidéni. Nej-
prve se vénujeme situaci, kdy rozptyly jsou stejné, pricemz popiseme obecny
model této situace a pak odvodime rozdéleni F-statistiky, na zakladé které
se testuje hypotéza o rovnosti stfednich hodnot. Pak jiz feSime problém
nestejnych rozptylu. Opét popiseme obecny model a ukazeme proc¢ nestejné
rozptyly vadi v klasickém feseni. Déle uvedeme tti konkrétni postupy testova-
ni hypotézy o rovnosti stfednich hodnot v pripadé nestejnych rozptylu, a to
metodou Welche, Boxe a Kruskala-Wallise. Pro ilustraci je prace doplnéna
simulacemi ukazujicimi silu téchto testu a jejich schopnost udrzet hladinu.
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Abstract: In this paper, we study the problem of one-way ANOVA. First,
we focus on the simpler case of equal variances. We describe a general model
and then obtain the F-statistic distribution, which is used for testing the
hypothesis that the expected values of two random variables equal. Next we
analyze the case of unequal variances. As before, we describe the general
model and identify instances where unequal variances cause the classical
solution to break down. Further, we present three specific methods for test-
ing the hypothesis that the means equal in the case of unequal variances.
Namely Welch test, Box test and Kruskal-Wallis test. For illustration, we
append numerical simulations, which show the power of each of these tests
and their ability to retain the significance level.

Keywords: one-way ANOVA, Welch test, Box test, Kruskal-Wallis test



Kapitola 1

Uvod

Cilem této prace je popsat ulohu jednoduchého tridéni a nékteré jeji reseni
v situaci, kdy rozptyly nejsou stejné, a pomoci simulaci porovnat s klasickym
feSenim.

V mnoha pfirodnich i technickych védach je ¢asto zapotiebi porovnat
nekolik sad namérenych hodnot a rozhodnout, zda se dané sady pohybuji
kolem stejné stfedni hodnoty. Jde vlastné o porovnani nékolika ndhodnych
vybéru a test hypotézy o rovnosti stfednich hodnot. Predpokladejme, ze
vybéry pochazeji z normalniho rozdéleni. Pokud jsou vybéry jen dva, lze test
provést snadno pomoci dvouvybérového t-testu. Je-li vybéru vice, pouzije se
metoda zvand jednoduché tiidéni. Jeji teoretické zazemi je popsano v Kapi-
tole 2, stejné jako odvozeni rozdéleni F-statistiky, ktera se k testu hypotézy
pouziva. Pro oba vySe zminéné postupy je ale nutné, aby vSechny hod-
noty, bez ohledu na to, z jaké sady pochazeji, byly naméfeny se stejnou
presnosti, tedy aby vSechny nahodné vybéry mély stejny rozptyl. Ne vzdy
je ovsem mozné, napiiklad z technického hlediska, tento pozadavek splnit.
Jak tedy postupovat v situaci, kdy tomu tak neni? Tomuto problému se
vénujeme v Kapitole 3. Snazime se zobecnit metodu jednoduchého tridéni
na novou situaci a ukazujeme, kde nestejné rozptyly vadi klasickému teSeni.
Daéle uvidime, ze s rozdélenim statistiky F uz to pak neni tak jednoduché
a jeji rozdéleni je mozno pouze aproximovat. Dva ruzné zpusoby aproximace
jsou uvedeny v podkapitolach 3.2 a 3.3. Je to postup B. L. Welche a E. P.
Boxe. Welchuv postup je naprogramovan coby protéjsek k jednoduchému
tiidéni v programu R a je velmi ¢asto pouzivén. Reseni Boxe se uz tak
¢asto nepouziva a chceme-li ho pouzit, musime si ho naprogramovat sami.
Nakonec popiseme jesté znamy Kruskaluv-Wallisuv test, ktery je nepara-



metrickou obdobou jednoduchého tiidéni a neni k nému tedy zapotiebi nor-
malita vybéru. Misto F-statistiky se v ném pouziva velicina H, kterd ma
vsak s F-statistikou urcity vztah.

Na konci je prace doplnéna o simulace, které ilustruji silu jednotlivych
testl a jejich schopnost udrzet danou hladinu. Budeme zde diskutovat, jak se
jednotlivé testy hodi pro ruzné rozsahy vybéru a stejné ¢i nestejné rozptyly.
Vse bude ukdzano na normalnim, logistickém a gamma rozdéleni.



Kapitola 2

Jednoduché tridéni pro pripad
stejnych rozptylua

2.1 Model jednoduchého tridéni

Méme k nezdvislych vybéru Yii,...,Y;,, z rozdéleni N(u;, 0?), kde i =
1,...,k. Rozsah i-tého vybéru je tedy n; a parametr o2 > 0 neni znam.
Testujeme hypotézu Hy : 1 = ... = pg. Jedna se o linearni model tvaru
Y = X3 + e, maticové zapsano

Y 1 0 ... 0 e11
Yin, 1 0 .. 0 €1n,
Yo1 0O 1 ... 0 1 €21
Yo, | =10 1 o 0. [ |+ ]em |, (2.1)
Ykl 0 0 .. 1 €kl
Yknk 0o 0 .. 1 €kny,

kde B je vektor neznamych parametru a e je vektor chyb. Predpokladejme,
ze m; > 1 pro véechna i = 1,...,k (pak h(X) = k) a ze n > k. Déle
piedpoklddejme, ze vektor chyb e m4 normdlni rozdéleni N (0, 0I). Nulové
stfedni hodnota odpovida tomu, ze pozorovani vektoru Y nejsou zatizena
systematickymi chybami. Varianéni matice oI zase k4, Ze méfeni jed-
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notlivych slozek vektoru Y jsou provadéna se stejnou piesnosti a ze chyby
meéteni ruznych slozek vektoru Y jsou nezavislé.
Casto se pouziva i model

Yi, = p+ni + eip, p=1,...,n;;i=1,...,k, (2.2)

kde p a n; jsou neznamé parametry, pricemz pu; = i + 7;. Do modelu nam
timto ptibyl dalsi parametr, coz bude mit za nasledek to, Ze dostaneme
soustavu rovnic se singularni matici a ze parametry p, 1y, ..., nr nebudou

Parametry pq, . . ., u se odhaduji metodou nejmensich ctverct, tj. z pod-
minky, ze vyraz

S(B) = (Y - XB) (Y - Xp)

mé byt minimdlni [2, str.81].
Tento odhad oznacime b = (by, ..., b;)". Dle [1, véta 9.1] plati, ze

b= (X'X)"'X'Y.

Vektor b se tedy muiZe poéitat ze soustavy normalnich rovnic X'Xb = X'Y.
Zavedeme-li si znaceni

k
n = Zni’
i=1
1 &
Yi. = — Yip,
7 p:1
1 da
b= L2V
i=1 p=1
ny 0 0
diag (n1,...,m) = 0 ng .. 0 |
00 . m
tak potom v piipadé naseho modelu je
X'X = diag (N1, ... ng), XY = (v, ... ,nkyk.)/7

a tudiz
b= (y, ..,y)"
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Vyraz
k

R = (Y — Xb)(Y — Xb) ZZ i — Vi)

i=1 p=1

se nazyva rezidudlni soucet ¢tvercu a casto se misto R oznacuje jako S,.

Za platnosti nasi hypotézy Hy mame podmodel Y = U'y+e kde U, «1 =
(1,....,1Y avyjetypul x 1. Nynf UU =n a U'Y = ZZ1Z Yi,, takze
odhad g parametru v metodou nejmensich ¢tvercu ¢ini

= (UU)'UY =y..
Prislusny rezidualni soucet ¢tvercu je roven
k  n
Ry =(Y-Ug)(Y-Ug)=> Y (Vi —y.)
=1 p=1

Velicina R; se casto znac¢i St a nazyva se celkovy soucet ¢tvercu. Rozdil
R; — R se nazyva tadkovy soucet ¢tvercu. Je to

Sa = Ri—R
= i;(Y —y.)" - Zl ;(Y — i)’
= éi[% — i)+ (i —y.))? — éi(y@ — ;)
= Xk;g(y —y.)’+ 22:;(@ —y ) (Yep — i)
= sz;nz(y —y)2+2§; (yi._y..)}é(y;p_yi.)

k
= Z nz(yz - ?/)2
i=1

Staci si jen uvédomit, ze

ng

Z(Y — Y. —Z N Zyz = niyi. — niy;. = 0,
p=1

p=1
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a tudiz cely vyraz Zle[(yi. —y.) > 51 (Yip — 9i)] je roven nule. Z vypoctu

S plyne, ze pro veliciny S4, St a S, plati
St =854+ Se.
Celkovy soucet ¢tvercu tedy vyjadiime jako soucet radkového souctu ¢tvercu
(ktery vyjadfuje variabilitu pruméru v jednotlivych vybérech) a reziduélniho
souctu ¢tvercu (ten vyjadiuje variabilitu uvnit¥ vybéru).
K testovani hypotézy Hy se pouziva statistika

Sa

(2.3)

2.2 Odvozeni rozdéleni statistiky F

Véta 1 Necht X ~ Ni(0,A), kde A je symetrickd a idempotentni matice,
h(A) = r > 0. Potom plati | X||* ~ x2. [1, véta 4.14]

Lemma 1 Necht a a b jsou redlna ¢isla. Je-li X ~ N(u,0?), pak a + bX ~
N(a+ bu,b*c?). [2, véta 4.1]

Lemma 2 Necht X = (X1,..., X,,) ~ N(u, V). PakY = a,;x1 +Bpxn X ~
N(a+ Bu,BVB'). |2, véta 4.4]

Véta 2 Necht X ~ N(ul,diag(1/ny,...,1/nz)), kde 1 je vektor samych
jednicek délky n. Dale necht n = ¥¥ n;,n= (ny,...,n), X = 13F n, X,
Potom

- 1
Z = diag (y/n1, ..., /nx)(X — X1) ~ N(0,I — —y/ny/n’),
n
kde \/n = (y/n1,...\/ng) . Piitom jsou Z a X nezdvislé ndhodné veliciny.

Diikaz: Vektor Z dostaneme, kdyz vektor (I — +1n’)X vyndsobime matici

D :=diag (v/n1,-- -, v/1),
nebot (I—11n)X =X —21n'X =X — 11nX = X — X1.
Potom tedy Z = D(X — X1) = D(I — 11n’)X a dle lemmatu 2 plati, ze

Z ~ N(©01- %\/ﬁﬁ’).
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Stredni hodnotu ndhodného vektoru Z snadno vypocteme pomoci lineari-
ty stfedni hodnoty:

1
EZ=DI--1n)EX
n
1
=D(I— —1n')ul
n

1
=D(pl — —1n'pl)

n

1
=D(ul — —1%7,pm;)

n

1
=D(ul — —1pun)

n
=D(pul —pl)=0.

Nyni vypocteme variancni matici vektoru Z:

1
varZ = var[D(I — —1n’)X]
n

1 1
=D(I— —1n') varX(I— —nl1")D
n

n

1 1 1
=I1--DD °n1'D — —D1n'D’D + = D1n'D *n1'D

n n n

1 1 1
=I--D 'nl'D - —D1n'D~" + —nD11'D

n n n

1 1 1
=I-—vnyn'——vnyn'+—y/nyn’

n n n

1

“1- e

Piedposledni rovnost plyne z toho, ze: D™'n = /n a D1 = \/n.
Zbyva uz jen dokazat nezavislost. Vime, ze

1
Z = DI--1n)X a
n
_ 1 ,
X = —n'X.
n

11



Tudiz

1 1
cov(Z,X) = cov[D(I — —1n")X, —n'X]
n n

1 1
=D(I— —1n')varX—n

n n
1 1
=D(I—- -1n)D ?-n
n n
1 —1 1 Iy—2
=-D"n-— —2D1n D “n
n n
1 1
= -D'n—--D1=0.
n n

Navic Z a X jsou linearni funkce téhoz vektoru X, ktery mé normalni
rozdéleni, a tedy i sdruzené rozdélenf vektoru (Z, X)' je normalni. V takovém
pifpadé je pak nekorelovanost ekvivalentni nezavislosti, a tudiz Z a X jsou
nezavislé.

([

Lemma 3 Je-li A, ,, idempotentni matice hodnosti r, pak I — A je rovnéz
idempotentni a h(I — A) =n —r. [2, véta A.13]

Lemma 4 Necht Y a Z jsou nezdvislé ndhodné veliciny takové, ze Y ~ 2
aZ~x2 PakY +Z ~ x2, .. [2, véta 4.14]

Veéta 3 Necht jsou splnény piedpoklady modelu jednoduchého tiidéni, tj.
Yip ~ N(ui,0?) (kde 6% > 0) jsou prop = 1,...,n;,0 = 1,..., k, nezdvislé

nahodné veliciny an; > 1, Vi =1,... k. Plati-li gy = ... = uy, pak
Sa
L = L Bt (2.4)
n—=k

Diikaz: Staéi ukézat, ze 24 ~ x7_|, % ~ x2_, a ze Sa, S. jsou nezévislé.
Pak (2.4) plyne trividlné z definice F-rozdéleni.

Nejprve ukazeme, ze i—g‘ ~ Xi_,. Zvolime X; = % a pouzijeme vétu 2.
Mame tedy
1
X = (Xl, . ,Xk), = ;(yl., . 7yk.>,

12



ng

i e 1 y

p=

X =

S|

Néhodny vektor Z mé potom tvar:
Z = D(X-X1)

1 . !
= ;dlag(\/n_h?\/n_k)(yl — Y. Yk, —?J)

_ %[\/n_1<y1. —y)se v (ye — )]

Nyni si spocteme Ctverec normy

2
1Z|]> = ( z%—l—%—zi)

= zf+...+z,%

1
= ;[nl(yl. - y“)Q + . ng(yk — y..)Z]
= 5

coz je presné vyraz, ktery potifebujeme. Dle véty 1 potom *j—/g ~ X2, kde
o . v s . , “ 1 .
r = h(varZ). Variancni matice var Z ma dle véty 2 tvar I — ~y/ny/n’ a je
idempotentni, tedy jeji hodnost se rovna jeji stopé.
Tudiz

r = h(varZ)
= tr(varZ)

= (I~ Vava)
= tr(I;) — %tr(\/ﬁ\/ﬁ/)
— k- u(va'va)

n
1

= k——n
n

= k—1.

Zde jsme jesté vyuzili toho, ze tr(AB) = tr(BA) pro kazdé dvé matice A, B.
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Jesté bychom meéli ovérit, zda pouziti obou vét bylo legélni, tj. zda byly
splnény jejich predpoklady.

Ovéieni predpokladu véty 2: Vime, ze Yi, ~ N(u;,0?). Dle lemmatu 1
a z nezavislosti Y;, mé

Yi. 1 <
Xi=—= Y,
o no p; P

rozdéleni N( —Nifli, —=N;0°), CoZ po Upravé davd N (& L) Plati-li puy =
. = g, pak Xl N LyaX ~ N(gl,dlag(n—1 )) nebot slozky
X jsou nezavislé nahodné velic¢iny.
Ovéreni predpokladu véty 1: Vime, ze

1 1
Z =DI- ~1n)X ~ N(0,I — —v/nyn’).
n n

Tedy A = varZ = I — 2y/ny/n’. Matice A je ziejmé symetrickd a dle
lemmatu 3 je také idempotentni, nebof 1y/ny/n’ je idempotentni.

Nyni se podivame na druhou ¢ast dukazu, a to na tvrzeni % ~ X2 ..
Zde staci ukazat, ze
1 «

2 2

2 (Y:LP - yl) ~ Xn;—1-

p=1

Pak z lemmatu 4 dostavame, ze

. 1 ey
e 2 2
; = ; ZZ(Y;]J - yl) ~ Xn1—1+n2—1+...+nk—1
i=1 p=1
2
Xn1+n2+...+nk—k‘
2
~ Xnp—k-
Ptitom je zde dulezité, ze veliciny Y, a tedy i veliciny % ZZ;(YW — )2,
jsou nezavislé, tudiz pouziti lemmatu 4 je opravnéné.
To, ze
IS 2 2
; Z(Y;p - yl) ~ Xni_]-
p=1
plyne z véty o vlastnostech ndhodného vybéru z N (u;, 0?) [2, véta 4.21 b)].
Ta nam pro nasi konkrétni situaci dava, ze
(n; — 1)S7

L (2.5)

14



kde
1

Szz = -1 Z(Y;p - yi.)z- (26)
p=1

n;

Potom _
(ni—1)S? 1 &
S = 5 Y Y —u) ~ G

p=1

o o2
coz je presné vyraz, ktery jsme potiebovali.

Zbyva uz jen dokazat nezavislost S4 a S.. Veliciny Yi,...,Y;,, maji
rozdéleni N(p;,0?) a jsou mezi sebou nezéavislé pro vsechna i = 1,... k.
Z vlastnosti nahodného vybéru z N(u;, 0?) [2, véta 4.21 )] méme, ze y;. a S}
jsou nezavislé. Navic dle [2, str. 33] i jejich méfitelné funkce jsou nezavislé.
Tedy S4 a S, jsou nezdvislé, nebot Sy = Zle ni(ys. —y.)? je funkef prumeérn
Y,k aSe =200 (Yip — vi)* = S (n; — 1) je funkef S;.

(I

Dokazali jsme, ze statistika

n—=k

pomoci které se analyza rozptylu jednoduchého tiidéni provadi, mé za plat-
nosti hypotézy Hj rozdéleni Fj_; ,_;. Jednoduché tiidéni tedy patii do ka-
tegorie tzv. F-testu a jeho kriticky obor ma tvar:

{F Z Fk—l,n—k(a)}-

Ptekroci-li tudiz velicina F' kritickou hodnotu Fj,_q ,,—x (), pak zamitame na
hladiné a hypotézu o rovnosti stfednich hodnot.
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Kapitola 3

Jednoduché tridéni pro pripad
nestejnych rozptylu

3.1 Momenty S, a S,

Uvolnéme si nyni pozadavky modelu jednoduchého tiidéni a uvazujme v jed-
notlivych vybérech ruzné rozptyly. Predpokladejme tedy, ze

/*'Ll]-nl O‘%Inl 0 e O
.. ol
Y ~ N ; 272 9 (3]')
J17 . 0 0 O',%Ink

kde 1, je vektor samych jednicek o délce n;, I,,, je jednotkova matice typu

n; X n; a 'Y je jako v (2.1). V dalsim budeme varianéni matici Y znagéit V.
Nejprve se podivame na rozdéleni veliciny S4 za hypotézy Hy: EY = pul

(kde 1 je stale jednotkovy vektor délky n). Rozndsobenim lze ovérit, ze

Si=Y'(H, —Hy)Y = ||(H, — H) Y|, (3.2)

Nk ~ng

kde Hy = X(X'X)7'X' = diag (;-1n,17,, -+, - 1n1;,) @ Ho = ;11" Bez
ijmy na obecnosti muzeme predpoklddat, ze p = 0. (To lze, nebot (H; —
Hy)u1 = 0 pro véechna u.) Potom Y ~ N(0,V) a Z = V-Y2Y ~ N(0,1).
Pak

Sa=Y'V'AVI2H, - H) V'V 1Y

3.3
=Z'V'*(H, - H))V'*Z = Z'AZ, 33

16



kde A = VY/2(H, — Hy)V'/2.

Véta 4 Necht Z = (Zy,...,7Z,) mé koneéné druhé momenty a necht
EZ = u, varZ = V. Pak pro libovolnou matici C,,, plati EZ'CZ =
tr(CV) + p/'Cp. 2, véta 4.18]

Lemma 5 Vlastni c¢isla \q, ..., A\, symetrické matice C,,«,, jsou vzdy realna.
Bez 1jmy na obecnosti predpokladejme, ze Ay > ... > \,. Polozme A =
diag (A1, ..., \,). Pak existuje takova matice Q ze plati

nxn’

C=QAQ I=QQ.
viz [2, véta A.6]

Véta 5 Necht Z = (Z1,...,%,) a necht Z ~ N(0,I). Pak pro libovol-
nou symetrickou matici C,,x,, plati var Z'CZ = 2 tr(C?).

Diikaz: K matici C najdeme z lemmatu 5 prislusné matice Q a A tak, ze

C =QAQ'. Pak
Z'CZ = (ZQ)A(Q'Z) = UAU = Z U2,

kde U = Q'Z ~ N(0,1).
Pro vypocet rozptylu budeme potiebovat E(Z'CZ) a E(Z'CZ)*.

E(ZCZ) = E (i /\iUf) = i NEU? = i A
i=1 =1 i=1
E(Z'CZ)> = E <zn: zn: )\i)\jUfo) = i zn: XA EUU?

i=1 j=1 =1 j=1

- Z)\QEU4+Z Z N\ EURU?

i= 1] 1,5#4

= SZA2+Z Z A

i=1 j=1,j#i

~ 22)\2+ZZ>\/\ —22)\2 (zi; )2.

=1 j=1
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Zde jsme vyuzili znalosti momentu normovaného normalniho rozdéleni -
EU}=3 EU? =1.

Konecné

var(Z'CZ) = E(Z'CZ)’ - [E(Z'CZ))?

=1

= 2) N =2trC”
=1
O

Stredni hodnotu S, vypocteme z véty 4, pficemz si uvédomime, ze EZ =
p=0avarZ =V = 1. Pak tedy

ES), = EZAZ=trA =t[VY?(H, — H,)V'?
= tr[V(H1 - Ho)] = tl’(VHl) — tr(VHo)

k k
E 2 1 E 2
X n -
=1 =1

— 2 _ 52
= ko?— o2,

2 1N\k 2, 92 _ 1\k 2
kde 0% = % Zi:l 0; a0, =, Zi:l nio; .

Podle véty 5 vypocteme rozptyl Sa. Pro zjednoduseni zapisu budeme
pocitat jeho polovinu. Je to

1 1
§varSA = évarZ’AZ = trA?

= u[V?(H, — Hy)V'/*V'2(H, — Hy)V']
tr[V(H, — Hy)V(H; — Hy)]

= tr[(V(H; — Hy))?]

= tr[(VH; — VH,)?

= tr[(VH,)?] — 2tr[VH, VH] + tr[(VH,)?|

k

_ 025 i (1S, 2
Z o; - Z n;o; + o Z n;o;
i=1 i=1

i=1

- = =2
_ 1_ 954 4 52
= ko' =20} +02,
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T _1xk 4115k 4
kde o = £ X7 00 aog =3 > oy

Z nasich vysledka vidime, ze pokud ¢? = o2 pro vsechna i = 1,...,k,
pak

k
1 1
ESys = ko’ ——0”> nj=ko’ — —o’n=0(k—1
A ol =0 z':ln o — o o’ ( ) a

1 k 2 & 1< ’
o 4 4 1 2

§varSA = ;a —E;n,a +<n;np)
= ko' —20* +0* =0k - 1),

coz presné odpovidd vztahtim pro stfedn{ hodnotu a rozptyl rozdéleni a?y2 .
V obecném piipadé nic takového tict nelze. Muselo by totiz platit

(ko? — 02)2 = (k — 1)(ko* — 2038 +02),
a to obecné neplati.

Pokud maji vSechny vybéry stejny rozsah, tj. n; = m pro vSechna i =
1,...,k, potom

k L k L&
ES, = Zaf—ﬁZmJiQ:ZJ?—EZU?

k k 2

%varSA = Zaf—%mZaf—l—(%Za?)
= ia‘.l—giafle 1 o7

i=1 l ki:l Z k '

= kot — 2?%—?2.

<.
I B
—_
N——
V)

Stredni hodnota vypada, ze pochazi z rozdéleni pxifl, avSak rozptyl takové
znamky nevykazuje. Muselo by platit

= 1)?]2 = (k~1) (ko' ~ 207 +57°), (3.4)
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to jest

(k—1)02 = kot — 20% + 02", (3.5)
Plati ale pouze
(k—1)02" < kot — 20% + o2 (3.6)

Tato nerovnost je zalozena na nerovnosti mezi prumery: (?)2 < F, kterou
lze ukazat tieba takto:

%z::a — 02)? (Za — k(0?) ):F_(?)Q.

Vyraz (3.6) vznikne z této nerovnosti vynasobenim ¢islem (k — 2) (pokud
k > 2) a jednoduchou tpravou. Pro k = 1 a k = 2 je platnost nerovnosti
ziejma a v téchto dvou pripadech je v ni dokonce dosazeno rovnosti. Obecné
pak v (3.6) nastava rovnost pouze pokud ¢? = ¢ pro véechna i = 1,...,k,
coz uz jsme vytesili vyse.

Stejné budeme postupovat i v pripadé rozdéleni veliciny S.. Opét lze vy-
poctem ovérit, ze
S.=Y(I-H,))Y = |(I-H)Y|?,

kde H; je jako v (3.2). Zde neni zapotiebi brat ohled na hypotézu H
o rovnosti y;, protoze (I — Hy)(p11,,, ..., urly, ) = 0. Proto muzeme i zde
predpokladat, ze = 0. Pak Y ~ N(0,V), Z = V"/2Y ~ N(0,1) a

Se — Y,V_1/2V1/2<I . Hl)vl/Qv—l/QY

3.7
= Z'VYV*(1-H,)VY*Z = Z/BZ, (3.7)

kde B = V(I - H,)V'2
Stredni hodnotu a rozptyl spocitame opét z vét 4 a 5.

ES. = EZBZ=trB=t[VY*(I-H,) VY]
= [ (I-Hy)] =tr(V) —tr(VH,)

k
= E n;o E o} — ko2.
=1 i=1
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Rozptyl spliuje

1 1
§varS6 = évarZ’BZ = trB?

= t[VYA(I-H)V/AV21I-H,)V/
= t[VI-H)V(I-H,)]
tr[V(I— Hy))? = tr(V — VH;)?

tr(V)? — 2tr(VZH,) + tr(VHl)

k

= E n;o; —25 o; +E O’

= g niaf—g o} =not — kot
i=1 i=1

Z téchto hodnot je patrné, ze pokud 0? = o proi = 1,..., k, pak
k
ES. = azzni—a%:aQ(n—k) a
) &
évarS8 = 04Zn,~—04k:a4(n—k‘),

coz odpovida rozdéleni o?x?_,.
Obecné ale nic takového neplati. Musela by byt opét splnéna rovnost

(no? — ko?)? = (n — k)(not — ko?).

Plati ale pouze - L
(no? — ko?)? > (n — k)(nod — ko).

Tuto nerovnost lze snadno ziskat z nésledujici nerovnosti: pro kladna cisla

C1,...,cp plati:
k k
chi:v? > (Z cixi)?, (3.8)
i=1 i=1

k e .~ T . . o v/
kde ¢ = )", ¢;, piicemz rovnost nastava jen tehdy, jsou-li vSechna ¢isla z;
stejna.
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o . . — k
Diikaz: Oznac¢me nejprve T, = %Zizl cir;. Pak

k k k
0<c E ci(lv; — T =c E cix? — 2cT, E ciri + AT
i=1 =1

=1
k k 2
_ 2
=cC E G, — E (T .
i=1 =1

2

k k e . e
Tedy ¢ i, cia? > <§ ) ci:c¢> , pficemz tvrzeni o rovnosti je ziejmé.
O

V této nerovnosti staci nynf vzit ¢; = n; — 1 a z; = o?. Potom

c = n—k,
k k k
chZw? = (n—k) Z(nl — 1o} =(n—k) (Z nio; — Zaf)

=1 %

(Zl Cil’i> = [Zl(m - 1)02-2] = (Zlnlof — ;03>
= (no? —ko?)?

Tedy (no2 — ko?)? > (n — k)(noi — ko*). Navic rovnost nastava jen tehdy,
jsou-li 02 = 02 pro viechna i = 1,...,k, coz je pifpad diskutovany vyse.

Pokud maji vSechny vybéry stejny rozsah, tj. n; = m pro vSechna ¢ =
1,...,k, potom

k k
ES. = mZaf—Za?zmk;—kﬁ:(n—k); a
i=1 i=1

k k k
1 4 4 4
§var56 = ;mai—;ai—(m—l);q
1 o —
= (n—k)E;Jf = (n—k)o*.
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Vypada to jako stfedni hodnota a rozptyl rozdéleni ?qu% i» aleizde nardzime
na to, ze (02)2 < o4. Rovnost nastivé pouze v pifpadé 0? = o2 pro i =
1,...,k.

Z téchto vysledku je patrné, ze veliciny S4 a S. uz nemaji Sanci vytvorit
nahodnou veli¢inu s F-rozdélenim. Presto muze byt zajimavé zjistit, jak je
to s jejich nezavislosti. Ta se snadno ukaze z nasledujici véty.

Véta 6 Necht Y ~ N, (u, V) a necht F,x,, > 0, G5, > 0. Necht ¢ €
R,,d € R,. Plati-li GVF = 0, jsou nédhodné veliciny (Y — ¢)F(Y — ¢)
a (Y —d)'G(Y — d) nezavislé. [2, véta 4.20]

7Z piedchoziho vime, 7ze Sy = Y'(H; — Hp)Y a S, = Y'(I — H))Y. Tedy
staci ve vete 5 vzit F = (H; —H;), G=(I—-H;) ac=d =0.
Je tfeba jen ukazat, ze matice F' a G jsou pozitivné semidefinitni. To vsak
dle [2, véta A.14] plyne trividlné z toho, Ze jsou symetrické a idempotentni.
Daéle je treba jesté ovérit vztah: GVF = 0. Roznésobime:
GVF = (I-H,)V(H; -H),)
= VH, -VH;-H;VH, + H;VH,
= 0.
Plati totiz VH; = H;VH; a VHy = H; VH,. Veliciny S4 a S, jsou tedy
nezavislé.

3.2 Testovani hypotézy o rovnosti stirednich
hodnot postupem B. L. Welche

V této podkapitole uvedeme modifikaci jednoduchého tridéni v pripadé ne-
stejnych rozptylu uvedenou v [4].
Necht Y;, jsou jako v (3.1), tj. Vi, ~ N(u;, 07). Piipomenme si, ze

1 &
Yi. = n ZYZ‘p'
7 p=1

Dle [2, véta 4.21 a)] m& y; rozdéleni N (u;, Z—?) Déle uvazujme statistiku

k

v = wiyi — )

i=1
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kde

ni n;
w; = =5, (podobné budeme znaéit w; = —)
S 9
k
S S

2
93

Veliciny S7 jsou definované v (2.6) a dle (2.5) maji rozdéleni Z5x7 ;.
Piislusné stupné volnosti budeme znacit f; (tj. f; = n; — 1).

Testujeme hypotézu Hy : p11 = ... = u a bez ijmy na obecnosti budeme
predpokladat, ze u; = 0. V [4] je popsano podrobné odvozeni aproximace
momentové vytvorujici funkce M (u) a kumulantové vytvotujici funkce K (u)
veliciny v?, oboji do fadu 1/ f;. N4m bude stacit jen jeho vysledek:

M(u) = (1 —2u)" 2D

1+ [2u(1 = 2u)™" +3u’(1— 2u)7] | ) 1 (1 S ) (3.9)

i=1

K(u) = —%(k ~ 1)log(1 — 2u)

+ [2u(1 = 2u) ™" + 3u(1 — 2u) 2] i ! (1 - ZkL) . (3.10)

i=1 fi i=1 Wi

Ptipomenme jesté, ze momentova vytvorujici funkce néjaké nahodné veli¢iny
T je definovand predpisem M (u) = E e, zatimco kumulantovéa vytvoiujict
funkce je definovand jako K (u) = log M (u). [5, str. 114, 115]

Déle budeme potiebovat veli¢inu

kde x2, X3 jsou nezdvislé a maji stupné volnosti fl, resp. fz. Jeji momentova
vytvorujici funkce je opét odvozena v [4].
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Ve svém clanku si Welch na tomto misté poklada fl = k — 1 a déle
pracuje s velicinou G = [(k—1)+ %]F , kde A je zatim bliZe neurceny vyraz.
Pro veli¢inu G obdrzime

Mg(u) = (1—-2u)"2%=1 |1 + wua —2u) 7t + EuQ(l — 2u) 2
i i (3.11)

Kg(u) = —%(k:—l)log(l—2u)+%[A+2(k—1)]u(1—2u)_1+k2 ; 1u2(1—2u)_2.
(3.12)

Zduraznéme, ze funkce Mg (u) a Kg(u) jsou opét pouze aproximace momen-
tové a kumulantové vytvotujici funkce veliciny G, a to do tddu 1/ f2.

Porovname-li kumulantové funkce K(u) a Kg(u), zjistime, zZe je lze up-
ravit tak, aby si byly rovny. Musi platit

SR Ek:l R 2 a (3.13)
f2 kel i=1 /i Zf:l Wi '

2
fr  k+1 ;ﬂ( ZL%’) . (3.14)

Z toho vyplyva, ze veliina v? m4 rozdéleni [(k‘ -1+ f—’ﬂ F.kde fi=k—1
a fya 24 jsou jako v (3.13) a (3.14). Ze vztahu

A
v? = [(k:—l)juT] F
fa
dostavame )
v
. k—1
14+ ———
ka_l

Test hypotézy H, zalozeny na tomto vysledku bude vypadat nasledovné.

Do vyrazu (3.15) dosadime za v%, f; a fé. Tak ziskdme veli¢inu
2

Zf:l w; (i, — ?3)2
k—1

F =

2
2k —2) 1 w;
S AR N [

+ kQ -1 Zz:l fz < Zle U)Z')
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do které jesté za neznamé veliciny w; dosadime jejich nestranné odhady w;.
Daéle si spocteme stupné volnosti

fl = k_L

3 Zk 1 ’
A w
k?—1 i=1 fl Zf:l Wy

Kriticky obor pak bude mit tvar {F' > F} : (a)}, kde F} 5 (a) je kri-
ticka hodnota F-rozdéleni o stupnich volnosti f1 a f2 na hladiné testu a.

Pokud tedy bude platit F' > F} 5 («v), pak zamitdme hypotézu Hy a rovnosti
sttednich hodnot na hladiné a.

-1

3.3 Testovani hypotézy o rovnosti stirednich
hodnot postupem G. E. P. Boxe

Vé!:a 7 Nechf @', resp. @) jsou nezdvislé kvadratické formy s rozdélenim
> )\;X?/;.’ resp. Y7, AjXy,- Potom velicina Q'/Q mé aproximativné roz-
déleni bFj p, kde

_ E@)
b = EQ) (3.16)
, _ 2E@)F
W= S (3.17)
_ 2EQF
h = var(Q) (3.18)

[3, véta 3.1 a 6.1]

Pouzijeme model (3.1) a vysSetiime opét rozdéleni Sy a S.. Za platnosti
hypotézy Hy o rovnosti strednich hodnot muzeme podle (3.3) kvadratickou

formu S, zapsat ve tvaru
Sy,=7'AZ,

kde A = V2(H, - Hy))VY2 a Z = V72Y ~ N(0,I). Z lemmatu 5
k matici A existuje matice Q tak, 7e A = QAQ’ a I = QQ’, pficemz
A =diag (A1,..., \p), kde Ay > ... > )\, jsou vlastni ¢isla matice A.
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Potom
k-1

Sa=ZAZ=7QAQZ=UAU =) \U}
=1
kde U = Q'Z ~ N(0,I). Suma ve vyrazu (3.19) mé pouze k — 1 scitancu,
nebot nenulovych éisel matice A je pouze k — 1. To si mlZeme ovérit tak,
ze si uvédomime, ze pocet nenulovych vlastnich ¢isel kazdé matice je roven
jejf hodnosti. Matice V2 je navic reguldrni, tedy

(3.19)

7

h(A) - h[Vl/Q(Hl - H0>V1/2] - h(Hl - Ho)
Jenze matice (H; — Hy) je idempotentni, a tudiz
h(A)=h(H; —Hy) =tr(H, — Hp) =k — 1.

Zrejme kazdé U? ma rozdéleni %, takze soucet ¢tverci Sa je nezdpornou
linedrn{ kombinaci k — 1 nezdvislych ndhodnych veli¢in s rozdélenim y?, kde
koeficienty linearni kombinace jsou vlastni ¢isla \;.

Rozdéleni S, nahlédneme trochu jinym zptsobem. Vyjadieni veliciny S,
si lze takto upravit:

k n; k
Se = Z Z(Yz‘p —y)? = Z(nz - 1)S7,
i=1 p=1 =1

kde S7 = =5 >0 (Y — %i.)%. Z vlastnosti nahodného vyberu z N (pu;, 07)
[2, véta 4.21 b)| vime, Ze

(n; — 1)*91'2 -~ X2
O_ZQ n;—17

a tudiz
k

Se =Y (n; —1)S7 ~ Zaxn_l
i=1
Rezidualni souéet ¢tvercu S, je tedy souctem k nezavislych nahodnych veli¢in
s rozdélenim o7 x2 _ ;.
Aproximaci rozdéleni podilu S4/S. dostaneme, vezmeme-li ve vété 9
Q' =S4 a@Q =S.. Staci jen spocitat koeficient b a stupné volnosti h a h'.

27



K tomu je zapottebi znat stiedni hodnoty a rozptyly obou téchto velicin. Ty
uz mame spocitané v podkapitole 3.1. Mame

ESs = —02——20 n—n;)
2 L
_ 4
varSy = (k:a4_204+02 (Za nz> +520¢(n—2ni)
ES. = — ko? = Za

varS, = 2(nol —kot) = QZaf(n -

Dle véty 7 lze tedy statistiku

p o~ T kE(S4) _ n—k S (n—ny)o?
k—1 E(Se) n(k - 1) Zle(ni — 1)0‘12

2
k o\ o2
o 2EGP [Zizl(n m)al]
2
RS 2] S (0 - 2000
2
k
2[E(S.)]? [Zizl(ni - 1)03]
h = oy = - :
var(Se) >im1(ni —1)a;
Test hypotézy pak bude vypadat tak, ze spo¢teme veli¢inu gf//((::;)) a po-

rovname ji s kritickou hodnotou bF}, 5 (). Bude-li

Safk=1)
S./n—k) = tHwenl@);

pak na hladiné a zamitneme hypotézu Hy a rovnosti stfednich hodnot.
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3.4 Kruskaluv-Wallisuv test

Kruskaluv-Wallisuv test je neparametrickou obdobou jednoduchého ttidéni
a pouziva se zejména tehdy, jde-li o vybéry z rozdéleni znacné se lisicich
od normalniho. Jeho pfedpokladem je, ze vybéry Yj;,...,Y},, jsou na sobé
nezavislé a pochdazeji z rozdéleni se spojitou distribuéni funkei F;, kde ¢ =
1,...,k.

Pomoci tohoto testu lze testovat hypotézu o rovnosti distribu¢nich funkei,
tj. Hy: Fi(z) = ... = Fy(x) pro viechna z.

Samotny test pak probihd tak, Ze kazdé velicine Y;, prifadime jeji poradi
R;, ve sdruzeném vybéru. Jako testovou statistiku pouzijeme

12 -T2
H= OESY ; m 3(n+1),

kde T; = Z;”:l R;, je soucet poradi v i-tém vybéru.

Vyznam této statistiky si muzeme oduvodnit nasledujici ivahou. Pripo-
menme, ze fadkovy soucet ¢tvercu je definovan jako

k
Sa= iy —y.),
=1

kde y;, = ni Yo Yipay, = 1 Zle > pey Yip. V téchto vyrazech nahradime

T n
veli¢iny Y;, poradimi R;, a vytvoiime tak obdobu veli¢iny Sy, kterou naz-
veme S’;. Velicina S’ bude mit tvar

k T 2

S = ni (| ——T

A Z 7 (nl )
=1

kde T} je jako v definici statistiky H a T = %ZleTi = 2tedtn _ ndl

Upravime-li si tento vzorec, dostaneme

k
T2 _ T2 1)2
Sh=3 T = %_M,
i=1

Misto vyrazu S./(n — k), ktery odhaduje o2 (bez ohledu na Hy), pouZijeme
obdobny odhad pro rozptyl (tentokréte za hypotézy Hy) zalozeny na poradi:




Tento vyraz si dale upravime, ptricemz si uvédomime, ze R = T = ”Tl
Budeme mit

n

N 1 n —2
2 2 R
4 n—lzll n—1

1=

n(n+1)2n+1) n (n+1)?

6(n—1) n—1 4
_ n(n+1)
B 12
Celkové pak dostaneme
Sy 12, 12 KT oam+1)? 12
o2 nn+D"* nn+1) — n; 4 n(n+1)
k
12 T?
= 2 N 3+
n(n—l—l)Zni (n+1),

coz je presné statistika H.

Navic z dukazu véty 3 vime, ze veli¢ina i—g‘ mé rozdéleni xi_;. Néco
podobného bychom tedy ocekéavali i od nasi veliciny ‘Z—l;‘ A skutecne, dle [1,
str. 115] lze dokdzat, Ze za platnosti Hy m4 statistika H asymptoticky x>
rozdéleni. Dle tvrzeni [1, véta 9.11] o tvaru statistik tohoto typu je EH =
k — 1, tedy pijde o asymptotické x? rozdéleni s k — 1 stupni volnosti. Proto
v nasem testu hypotézu Hy zamitneme, pokud H > x7 ().

Pokud hypotézu Hy nezamitneme, pak muzeme predpokladat, ze stiedni
hodnoty (pokud existuji) vybéra Yji,...,Y;, jsou si rovny, nebot rovnaji-
li se distribu¢ni funkce, rovnaji se také vSsechny momenty. Je tfeba si jen
uveédomit, ze obracend implikace neplati a zamitnuti Hy nedava o stiednich
hodnotach zadnou informaci.
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Kapitola 4

Simulace

4.1 Ovéreni hladiny a sily testu

V této kapitole budeme zkoumat vSechny diive zminéné testy jednoduchého
trident: klasicky F-test, Welchovu metodu, Kruskaluv-Wallisuv test a Box-
ovu metodu. Podivame se, jak tyto testy udrzuji hladinu a jaka je jejich sila
v ruznych situacich, pro ruzné rozsahy vybéru a pro ruzna rozdéleni.
Simulace provedeme pomoci programu R (zdrojovy kéd je na ptilozeném
CD). Nejprve si zvolime rozsahy jednotlivych vybéru ny, . .., ng a jejich pocet
k. Déle vektor strednich hodnot (p1, . .., ux), vektor smérodatnych odchylek
(01,...,0%), hladinu testu a a pocet simulaci, které budeme chtit provést.
My jsme zvolili vzdy k = 3, a = 0,05 a pocet simulaci jako 1000. Pocitac tedy
1000 krat nageneruje data zadanych parametru a otestuje na nich hypotézu
Hy o rovnosti stfednich hodnot, a to vSemi ¢tyfmi testy. Relativni pocty
zamitnuti hypotézy kazdym testem jsou pak zaneseny do tabulky.
Dodrzovani hladiny ovérime pocatecni volbou parametru, pti niz bude
Hy platit, tj. zvolime py = po = ps. Relativni ¢etnost zamitnuti pak bude
odhadem pravdépodobnosti, ze dany test zamitne nulovou hypotézu, ktera
ale plati, tedy pujde o odhad pravdépodobnosti chyby prvniho druhu, tedy
o odhad hladiny. Nas bude zajimat, pro které testy a které situace se bude
tento odhad blizit skuteé¢né hodnoté hladiny «.. Pocet zamitnuti S je ndhodna
veli¢ina s rozdélenim Bi(m, p), kde m je pocet simulaci (tedy m = 1000) a p
je skuteéna pravdépodobnost zamitnuti Hy, kdyz Hy plati. Testujeme tedy
vlastné hypotézu, ze p = «. Dle centralni limitni véty [2, véta B.5] ma za
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platnosti Hy testova statistika

S—ES  S—ma
Vvar S ma(l — «a)

asymptoticky rozdéleni N(0,1). Kriticky obor tedy bude mit tvar

S — ma| a
Z U <_> )
vma(l —a) 2
kde u(a/2) je kriticka hodnota rozdéleni N (0, 1). Pro relativni ¢etnosti bude
kriticky obor vypadat takto

S,
ENERS

Tedy hypotézu o tom, ze dany test dodrzuje hladinu, zamitame, pokud bude
platit

ONC=

m

‘S
— -«
m

Dosadime-li do tohoto vzorce ndmi zvolené hodnoty (tedy m = 1000 a o =
0,05) dostavame, ze hypotézu zamitame pokud

s
2 > 0,013
'1000 0,05‘_0,03

Hodnoty, které tuto nerovnost nesplnuji, tedy podporuji hypotézu o dodrzeni
hladiny testem, budou vzdy v ptislusné tabulce uvedeny tucné.

Dodrzeni hladiny je pro spravné fungovani testu nutné, ale nikoli po-
stacujici kritérium. Je tieba jesté zjistit jeho silu. Tu budeme ovérovat tak,
ze zvolime za parametry pro data hodnoty, pii kterych hypotéza o rovnosti
stfednich hodnot neplati. Relativni ¢etnost zamitnuti pak bude odhadem pro
pravdépodobnost, ze test zamitl hypotézu H,, kterd neplatila, tudiz pujde
o odhad sily testu. Test, ktery se v dané situaci ukaze jako nejsilngjsi, bude
v tabulkach uveden tuénym pismem.

Je treba jesté podotknout, ze samotna velikost sily testu v dané situaci
je dana ptredevsim velikosti zvolenych smérodatnych odchylek. Volba vétsich
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hodnot nutné znejisti rozhodovani o nulové hypotéze a povede k nizsi hod-
noteé sily. Abychom tedy mohli porovnavat testy mezi sebou i v ramci ruznych
situaci (fadka tabulky), budeme se snazit udrzovat konstantni hodnotu K
rozptylu celkového prumeéru. Pro kazdou zvolenou kombinaci rozsahti vybéru
ni,ng, ng a smérodatnych odchylek oy, 09, 03 tedy bude muset platit

k  n; k. n;
K =var(y.) = var (% ZZYZP> = % ZZOE

i=1 p=1 i=1 p=1

My budeme volit vSechny vybéry tak, aby soucet jejich rozsahu n byl ve
vSech situacich stejny a byl roven hodnoté 30. Pak tedy staci, aby byl pro
vS8echny radky konstantni vyraz: Zle n;o?. Budeme pozadovat

3
> nio} = Kn® = 140.
=1

Pro prehlednost si do tabulky navolime celo¢iselné hodnoty smérodatnych
odchylek o1, 09, 03, a pak najdeme konstantu c tak, aby platilo

3
> nicoy)? = 140.
=1

Konstanta ¢ bude stejna pro vSechna o; v ramci jednoho fadku a v tabulce
bude uvedena vzdy ve sloupecku pred prislusnym vektorem smérodatnych
odchylek. Tak bude mozné porovnavat nasimulované hodnoty nejen v ramci
stejnych rozsahu vybéru a stejnych rozptylu, ale i mezi sebou.

Simulace provedeme pro normalni, logistické a gamma rozdéleni. Pro
kazdé rozdéleni budeme zkoumat stejné rozsahy vybéru a stejné kombinace
stfednich hodnot a smérodatnych odchylek. Pak budeme u kazdého testu
sledovat, zda dodrzuje hladinu a jak je v dané situaci silny.

4.2 Normalni rozdéleni

Nejprve se podivame na situaci, kdy vSechny vybéry pochazeji z normélniho
rozdéleni. Pro toto rozdéleni je za platnosti predpokladu rovnosti rozptylu
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mozno jako pro jediné spocitat skutecnou hodnotu sily F-testu. Tato hod-
nota je uvedena v tabulce 4.2 v patém sloupecku pod ndzvem ” F-test
(teor.)”. Simulace dopadly takto:

Tabulka 4.1: Empiricka hladina testu pro normalni rozdéleni

Kruskal
N1, N2, N3 | 1, 42, 43 c 01,092,03 | F-test | Welch | -Wallis Box
10,10,10 0,0,0 2,16 1,1,1 0,060 | 0,061 | 0,058 | 0,058
9,10,11 0,0,0 2,16 1,1,1 0,063 | 0,054 | 0,060 | 0,055
7,10,13 0,0,0 2,16 1,1,1 0,044 | 0,051 | 0,045 | 0,044
6,7,17 0,0,0 2,16 1,1,1 0,050 | 0,048 | 0,038 | 0,051
10,10,10 0,0,0 1,00 1,2,3 0,063 | 0,048 | 0,048 | 0,044
9,10,11 0,0,0 0,97 1,2,3 0,044 | 0,048 | 0,052 | 0,039
7,10,13 0,0,0 0,92 1,2,3 0,023 | 0,048 0,031 0,037
6,7,17 0,0,0 0,92 1,1,3 0,003 | 0,031 0,014 0,032
6,7,17 0,0,0 1,34 3,1,1 0,188 | 0,056 0,095 0,065

Tabulka 4.2: Empiricka sila testu pro normalni rozdéleni
F-test Kruskal
ni,MNo, N3 | M1, 2, 143 c 01,09,03 | (teor.) | F-test | Welch | -Wallis Box

10,10,10 123 [216] 11,1 0,400 | 0,382 | 0,354 | 0,341 | 0,371

9,10,11 123 | 216 11,1 0,308 | 0,410 | 0,396 | 0,390 | 0,398
7,10,13 123 |216| 11,1 0,379 | 0,375 | 0,358 | 0,357 | 0,367
6,7,17 123 |216| 11,1 0,382 | 0,391 | 0,345 | 0,352 | 0,391

10,10,10 123 | 1,00 1,23 — ] 0,393 | 0,479 | 0,410 | 0,335
9,10,11 123 097 | 123 — | 0,396 | 0,508 | 0,405 | 0,374
7,10,13 123 092 123 — | 0327 | 0,531 | 0357 | 0,378
6,7,17 123 092 1,13 — | 0,298 | 0,612 | 0,404 | 0,584
6,7,17 123 | 134 31,1 — | 0,427 | 0294 | 0,365 | 0,214
6,7,17 321 [092] 1,13 — | 0261 | 0,606 | 0,368 | 0,527
6,7,17 321 |[1,34] 311 — ] 0,400 | 0270 | 0,342 | 0,188

Z tabulky 4.1 vidime, ze jsou-li smérodatné odchylky (a tudiz i rozptyly)
stejné, dodrzuji hladinu vSechny ctyfi testy, bez ohledu na rozsahy jed-
notlivych vybéru. Co se tyce jejich sily (viz tabulka 4.2), tak ta mé v téchto
pripadech také velmi vyrovnané hodnoty. Porovname-li navic nasimulované
hladiny F-testu s jejich teoretickymi hodnotami, zpozorujeme zna¢nou shodu.

Jsou-li smérodatné odchylky ruzné, ale rozsahy vybéru jsou stejné, nebo
se lisi jen velmi malo, pak hladinu opét dodrzuji vSechny testy. I s jejich
silou je to velmi podobné jako v predchozim piipadé. Vyjimku tvoii jen
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Welchuv testu, jehoz sila vyrazné stoupla a muzeme ho proto za této situace
doporucit.

Jsou-li smérodatné odchylky ruzné a navic se zna¢né lisi i rozsahy jed-
notlivych vybéra, pak hladinu « ve vsech pripadech nedodrzel zadny test.
Avsak velmi dobte si vedl Welchuv test, ktery selhal (a to navic celkem tésné)
pouze v jediném priipadé. Hned za nim pak Boxova metoda, ktera hladinu
nedodrzela ve dvou piipadech, ale opét relativné tésné. Ostatni testy v této
extrémni situaci daly zcela neptipustné hodnoty. V ptipadech, kdy nejvétsi
rozptyl byl u vybéru s nejvétsim rozsahem, se Welchuv test ukazal i jako
nejsilngjsi, opét bezprostiedné nésledovan Boxovym testem.

Neni-li nejvétsi smérodatnd odchylka u vybéru s nejvétsim rozsahem,
pricemz ostatni dva vybéry jsou si rozsahové podobné, je tézké vybrat,
ktery z testu doporucit. Hladinu v tomto piipadé dodrzel pouze Welchuv
test (pripustit by se dal i Boxuv test), ale tyto dva se zase ukdzaly jako
nejslabsi. Testy, které v této situaci mély jednoznacné nejvétsi silu, zase
hrubé nedodrzely hladinu. Vezmeme-li ovSem v uvahu rozdily v hladinach
a rozdily v silach jednotlivych testu, je ziejmé, ze Welchuv test je nejlepsim
kompromisem.

4.3 Logistické rozdéleni

Nyni vyzkousime vlastnosti testu pro vybéry z logistického rozdéleni. Toto
rozdéleni volime z toho duvodu, ze Kruskaluv-Wallisuv test je znam jakozto
lokalné nejsilnéjsi poradovy test v pripadé, ze vybéry pochazeji prave z lo-
gistického rozdéleni [2, str. 246]. Stfedni hodnoty vybéru budeme i nadéle
znacit py, po, 13 a smérodatné odchylky oy, 09, 03.

Vysledky simulaci jsou v tabulkach 4.3 a 4.4.

Co se tyce dodrzovani hladiny, jsou vysledky vesmés podobné jako u nor-
malniho rozdéleni. Jsou-li smérodatné odchylky stejné, pak hladinu dodrze-
ly vSechny testy. Jako nejsilnéjsi se zde ukazaly byt F-test a Kruskaltuv-
Wallistuv test.

V pripadé nestejnych smérodatnych odchylek je situace opét trochu slo-
taktka vSechny testy. Vyjimku tvoftil jen Welchuv a Boxuv test, které v jed-
nom piipadé tésné hladinu nedorzely. Jsou-li rozsahy ruzné, pak se situace
otocila a hladinu dodrzely pouze Welchuv a Boxtuv test. Se silou testu je
to zde podobné jako u norméalniho rozdéleni. V extrémnim pripadé, kdy
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Tabulka 4.3: Empiricka hladina testu pro logistické rozdéleni

Kruskal

N1, N2, N3 | b1, U2, 43 c 01,02,03 | F-test | Welch | -Wallis Box
10,10,10 0,0,0 2,16 1,1,1 0,058 | 0,049 | 0,055 | 0,051
9,10,11 0,0,0 2,16 1,1,1 0,042 | 0,038 | 0,038 | 0,040
7,10,13 0,0,0 2,16 1,1,1 0,051 | 0,041 | 0,045 | 0,043
6,7,17 0,0,0 2,16 1,1,1 0,058 | 0,061 | 0,053 | 0,060
10,10,10 0,0,0 1,00 1,2,3 0,051 | 0,041 | 0,045 | 0,044
9,10,11 0,0,0 0,97 1,2,3 0,042 | 0,033 0,041 0,036
7,10,13 0,0,0 0,92 1,2,3 0,033 | 0,045 | 0,041 | 0,041
6,7,17 0,0,0 0,92 1,1,3 0,008 | 0,048 0,024 0,037
6,7,17 0,0,0 1,34 3,1,1 0,173 | 0,045 0,077 0,063

Tabulka 4.4: Empiricka sila testu pro logistické rozdéleni

Kruskal
Nni,MNo, N3 | 1, h2, 43 c 01,09,03 | F-test | Welch | -Wallis | Box
10,10,10 1,2,3 2,16 1,1,1 0,397 | 0,391 0,391 0,380
9,10,11 1,2,3 2,16 1,1,1 0,412 | 0,399 0,416 | 0,391
7,10,13 1,2,3 2,16 1,1,1 0,388 | 0,370 0,376 0,365
6,7,17 1,2,3 2,16 1,1,1 0,403 | 0,360 0,400 0,379
10,10,10 1,2,3 1,00 1,2,3 0,422 | 0,477 0,467 0,362
9,10,11 1,2,3 0,97 1,2,3 0,393 | 0,513 0,454 0,371
7,10,13 1,2,3 0,92 1,2,3 0,352 | 0,569 0,429 0,406
6,7,17 1,2,3 0,92 1,1,3 0,311 | 0,661 0,477 0,552
6,7,17 1,2,3 1,34 3,1,1 0,451 | 0,343 0,417 0,233
6,7,17 3,2,1 0,92 1,1,3 0,333 | 0,650 0,475 0,579
6,7,17 3,2,1 1,34 3,1,1 0,496 | 0,334 0,451 0,241

nejvetsi rozptyl neni u vybéru s nejvétsim rozsahem, byly nejsilnéjsi F-test
a Kruskaluv-Wallisuv test, v ostatnich pripadech Welchuv test a Boxuv test.

Souhrnné lze fici, ze jsou-li rozptyly stejné, muzeme F-test doporucit
i pro logistické rozdéleni. Stejné tak Welchuv test pro nestejné rozptyly.
Kruskaluv-Wallisuv test by byl pro toto rozdéleni také pouzitelny, obzvlasté
v pripadé, kdy si rovnosti rozptylu nejsme jisti. Ne vzdy sice dodrzel hladinu,
ale témér ve vsech pripadech byl (s malym rozdilem) druhy nejsilnéjsi.

4.4 Gamma rozdéleni

Toto rozdéleni zde uvadime coby zastupce nesymetrickych rozdéleni. Stredni
hodnota tohoto rozdéleni je vzdy kladnd, tedy bude tfeba tomuto pozadavku
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prizpusobit volbu stfednich hodnot jednotlivych vybéru. Proto u ovérovani
hladiny polozime vSechny stfedni hodnoty rovny 1. To nikterak nevadi,
protoze hladina testu na faktické velikosti sttedni hodnoty nezavisi. Znaceni
ponechame stejné jako v predchozich tabulkach, tedy gy, po, i3 pro stiedni
hodnoty a o1, 09, 03 pro smérodatné odchylky.

Simulace dopadly takto:

Tabulka 4.5: Empiricka hladina testu pro gamma rozdéleni

Kruskal

N1, N2, N3 | 1, h2, 43 c 01,09,03 | F-test | Welch | -Wallis Box
10,10,10 1,1,1 2,16 1,1,1 0,029 | 0,028 0,039 0,012
9,10,11 1,1,1 2,16 1,1,1 0,028 | 0,036 0,047 0,012
7,10,13 1,1,1 2,16 1,1,1 0,034 | 0,041 | 0,049 0,007
6,7,17 1,1,1 2,16 1,1,1 0,032 | 0,047 | 0,044 0,021
10,10,10 1,1,1 1,00 1,2,3 0,112 | 0,206 0,477 0,077
9,10,11 1,1,1 0,97 1,2,3 0,103 | 0,157 0,464 0,066
7,10,13 1,1,1 0,92 1,2,3 0,081 | 0,116 0,403 0,040
6,7,17 1,1,1 0,92 1,1,3 0,111 | 0,084 0,515 0,085
6,7,17 1,1,1 1,34 3,1,1 0,082 | 0,390 0,563 0,121

Tabulka 4.6: Empiricka sila testu pro gamma rozdéleni

Kruskal
ni,Na, N3 | H1, 2, 43 c 01,09,03 | F-test | Welch | -Wallis | Box
10,10,10 1,2,3 2,16 1,1,1 0,518 | 0,546 | 0,804 | 0,473
9,10,11 1,2,3 2,16 1,1,1 0,525 | 0,580 | 0,825 | 0,498
7,10,13 1,2,3 2,16 1,1,1 0,483 | 0,613 | 0,750 | 0,493
6,7,17 1,2,3 2,16 1,1,1 0,480 | 0,633 | 0,742 | 0,512
10,10,10 1,2,3 1,00 1,2,3 0,393 | 0,404 | 0,394 | 0,300
9,10,11 1,2,3 0,97 1,2,3 0,370 | 0,494 | 0,453 | 0,326
7,10,13 1,2,3 0,92 1,2,3 0,291 | 0,556 | 0,400 | 0,368
6,7,17 1,2,3 0,92 1,1,3 0,264 | 0,651 | 0,447 | 0,589
6,7,17 1,2,3 1,34 31,1 0,753 | 0,761 | 0,918 | 0,720
6,7,17 3,2,1 0,92 1,1,3 0,592 | 0,767 | 0,958 | 0,679
6,7,17 3,2,1 1,34 31,1 0,442 | 0,236 | 0,498 | 0,139

7 vysledku vidime, Ze je-li splnéna rovnost smérodatnych odchylek, je
jednoznacnou volbou Kruskaluv-Wallisuv test. Nejenze vzdy dodrzel hla-
dinu, ale jednoznacné mél i nejvétsi silu. I Welchuv test ve dvou ptipadech
uvedl hodnoty odpovidajici predepsané hladiné a jeho sila také nebyl Spatna.

Co se tyce situaci s nestejnym rozptylem, je vidét, ze zadny z testu neni
pro gamma rozdéleni prilis vhodny. Zcela lze zavrhnout F-test, Welchuv
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test a Kruskaluv-Wallisuv test, které ve vSech pripadech znacéné nedodrzely
hladinu. Boxuv test na tom byl zdanlivé podobné, byl vSak ze vSech testu jed-
nozna¢né nejblize intervalu pro udrzeni hladiny (0,037;0,063) a jeho sila se
také drzela v mezich dnosnosti. Pokud bychom tedy preci jen chtéli néktery
z testu pouzit, pak pravé Boxuv test.

4.5 Zavér

Zavérem muzeme jen potvrdit, ze F-test je nejlepsim testem pro testovani
hypotézy o rovnosti stfednich hodnot v ptipadé stejnych rozptylu, a to ne-
jen pro normalni rozdéleni, ale i pro logistické. Totéz plati pro Welchuv test
v piipadé nestejnych rozptylu. Kruskaluv-Wallisuv test prokazal svou silu
pro vybéry pochazejici z logistického rozdéleni a ani v ostatnich situacich
nemél spatné vysledky. Zejména piekvapil svou silou a dodrzovanim hladiny
u gamma rozdéleni pii stejnych rozptylech. Boxova metoda mé pro normalni
a logistické rozdéleni co do hladiny a sily podobné dobré vlastnosti jako
Welchuv postup a ukézala se i jako pouzitelnd pro gamma rozdéleni v pripadeé
nestejnych rozptyli.
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