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Katedra pravděpodobnosti a matematické statistiky
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Úvod

Markovove ret’azce sa použ́ıvajú na modelovanie rôznych praktických systémov napŕı-
klad zásobovaćıch systémov alebo systémov obsluhy. Postupnosti dát alebo časové rady
sa často vyskytujú v rôznych aplikáciách. Na analýzu takýchto postupnost́ı je potrebné
dôkladne zvolit’ matematický model, ktorý by umožnil predpovedat’ a testovat’ hypotézy
o dátach. Markovove ret’azce sú tiež dôležité pri modelovańı dynamiky prechodov medzi
ratingami v kreditnom riziku.
Kreditným rizikom rozumieme riziko, že určitá invest́ıcia alebo portfolio nebudú dávat’

očakávané výnosy kôli neschopnosti dlžńıka splácat’ istinu a náležitý úrok. Kreditné
riziko portfolia je riziko, že defaulty alebo straty kôli defaultom sú omnoho väčšie, než
sa pôvodne predpokladalo. Kreditné riziko portfolia sa určuje podl’a kreditných riźık
základných akt́ıv. Na meranie a riadenie kreditného rizika portfolia je dôležité vytvorit’

modely, ktoré popisujú závislost’ medzi ratingami jednotlivých akt́ıv v portfoliu, pretože
straty akt́ıv závisia na ich ratingoch. Tieto závislosti sa dajú dobre poṕısat’ pomocou
viacrozmerného Markovovho ret’azca vyšš́ıch rádov, kde matica prechodu predstavuje
pravdepodobnost’ budúceho vývoja ratingov.

Prvá kapitola obsahuje defińıcie základných pojmov, dôležité tvrdenia a odvodenia
niektorých vlatnost́ı Markovových ret’azcov. Markovove ret’azce vyšš́ıch rádov pred-
stav́ıme v druhej kapitole a odvod́ıme model, ktorý budeme d’alej zovšeobecňovat’.
V kapitole 3 popisujeme viacrozmerné Markovove ret’azce a ich vlastnosti. V kapi-
tole 4 zovšeobecńıme model Markovovho ret’azca vyšš́ıch rádov z druhej kapitoly na
viacrozmerný model výšš́ıch rádov a poṕı̌seme metódu odhadov paramertov tohoto
modelu. Vytvorený model aplikujeme na meranie kreditného rizika v portfoliu. V po-
slednej kapitole sú ukážky použitia jednotlivých modelov. V appendixe sú zdrojové
kódy k pŕıkladom z predchádzajúcej kapitoly v programoch GAMS a R.
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Kapitola 1

Markovove ret’azce prvého rádu

1.1 Základné pojmy a vlastnosti

Defińıcia 1.1. Nech (Ω,A, P ) je pravdepodobnostný priestor, nech T ⊂ R. Rodina
reálnych náhodných velič́ın {Xt, t ∈ T} definovaných na (Ω,A, P ) sa nazýva náhodný
proces. Nech {Xt, t ∈ T} je náhodný proces taký, že pre každé t ∈ T existuje stredná
hodnota EXt. Potom funkcia µt = EXt definovaná na T sa nazýva stredná hodnota
procesu {Xt, t ∈ T}.
Ak {Xt, t ∈ T} je proces s konečnými druhými momentmi, tj. E|Xt|2 < ∞ pre
všetky t ∈ T , potom funkcia dvoch premenných definovaná na T × T predpisom
R(s, t) = E(Xs − µs)(Xt − µt) sa nazýva autokovariančná funkcia procesu {Xt, t ∈ T}.
4

Defińıcia 1.2. Dvojica (S, ε), kde S je množina hodnôt náhodných velič́ın {Xt} a ε je
σ-algebra podmnož́ın S, sa nazýva stavový priestor procesu {Xt, t ∈ T}. Ak náhodné
veličiny {Xt} nadobúdajú len diskrétne hodnoty, hovoŕıme, že ide o proces s diskétnymi
stavmi, ak nadobúdajú hodnoty z nejakého intervalu, hovoŕıme o procese so spojitými
stavmi. 4

Defińıcia 1.3. Hovoŕıme, že proces {Xt, t ≥ 0} je Markovov proces so stavovým pries-
torom (S, ε), ak pre všetky t > 0 plat́ı

P (Xt ≤ j|Xt−1, ..., X0) = P (Xt ≤ j|Xt−1) skoro iste (1.1)

pre každé j ∈ R. 4

Vlastnost’ (1.1) sa nazýva markovská vlastnost’.
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Defińıcia 1.4. Postupnost’ celoč́ıselných náhodných velič́ın {Xt, t ∈ N0} sa nazýva
Markovov ret’azec s diskrétnym časom a množinou stavov S, ak sṕlňa

P (Xt = j|Xt−1 = i1, Xt−2 = i2, ..., X0 = it) = P (Xt = j|Xt−1 = i1) (1.2)

pre všetky t > 0 a všetky j, i1, ..., it ∈ S také, že P (Xt−1 = i1, Xt−2 = i2, ..., X0 = it) >
0. 4

Podmienené pravdepodobnosti P (Xt+m = j|Xt = i) = pij(t, t + m), pre m ∈ N,
m ≥ 1, kde i, j ∈ S a P (Xt = i) > 0, sú pravdepodobnosti prechodu m-tého rádu. Ho-
voŕıme, že Markovov ret’azec je homogénny, ak pravdepodobnosti prechodu pij(t, t+m)
nezávisia na časových okamžikoch t a t + m ale len na ich rozdiely m. V pŕıpade, že
m = 1, ide o pravdepodobnosti prechodu prvého rádu. Znač́ıme ich pij a sṕlňajú

pij ≥ 0, i, j ∈ S a
∑
j∈S

pij = 1, i ∈ S.

Pravdepodobnosti prechodu prvého rádu môžme zostavit’ do štvorcovej matice P =
{pij, i, j ∈ S}.

Pravdepodobnosti pi = P (X0 = i), i ∈ S nazývame počiatočné pravdepodobnosti.
Plat́ı pre ne

pi ≥ 0 a
∑
i∈S

pi = 1.

Pravdepodobnostné rozdelenie p = {pi, i ∈ S} sa nazýva počiatočné rozdelenie Mar-
kovovho ret’azca. Predpokladáme, že p je st́lpcový vektor, taktiež d’aľsie uvažované
vektory budú st́lpcové. Potom pT označuje transponovaný vektor.
Označme p

(t)
ij prvok matice Pt, kde t ∈ N0.

Veta 1.5. Nech {Xt, t ∈ N0} je homogénny Markovov ret’azec s maticou pravdepodob-
nost́ı prechodu P. Potom pre pravdepodobnosti prechodu t-tého rádu plat́ı

P (Xm+t = j|Xm = i) = p
(t)
ij , i, j ∈ S (1.3)

pre všetky celé m ≥ 0, t ≥ 0, a P (Xm = i) > 0.

Dôkaz vety je uvedený v [5], Veta 2.2.
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Ďalej nás zauj́ımajú absolútne pravdepodobnosti pj(t) = P (Xt = j), j ∈ S, ktoré
predstavujú pravdepodobnost’, že Markovov ret’azec {Xt} sa v čase t nachádza v j-tom
stave. Zaṕı̌seme ich vektorovo pomocou počiatočného rozdelenia p a matice pravdepo-
dobnost́ı prechodu t-tého rádu Pt výrazom

p(t)T = pTPt, t ∈ N0. (1.4)

Poznámka. Vzt’ah (1.4) sa dá tiež vyjadrit’ v tvare

p(t)T = pTPt = pTPt−1P = p(t− 1)TP. (1.5)

Defińıcia 1.6. Nech {Xt, t ∈ N0} je homogénny ret’azec s množinou stavov S a maticou
pravdepodobnost́ı prechodu P. Nech π = {πj, j ∈ S} je nejaké pravdepodobnostné
rozdelenie na množine S, teda plat́ı πj ≥ 0, j ∈ S,

∑
j∈S πj = 1. Potom π sa nazýva

stacionárne rozdelenie daného ret’azca, ak plat́ı:

πT = πTP. (1.6)

4

Poznámka. Transponovańım vzt’ahu (1.6) dostávame π = PTπ.

Defińıcia 1.7. Náhodnú veličinu τj(1) := inf{t > 0 : Xt = j}, kde j ∈ S, nazývame
čas prvého návratu do stavu j. Ďalej položme τj(0) = 0 a inf{∅} =∞. 4

Defińıcia 1.8. Stav j Markovovho ret’azca sa nazýva trvalý, ak ret’azec, ktorý vychádza
zo stavu j, sa do j vráti s pravdepodobnost’ou 1 po konečne mnoho krokoch, teda plat́ı
P (τj(1) <∞|X0 = j) = 1. 4

Defińıcia 1.9. Trvalý stav j sa nazýva nenulový, ak

E[τj(1)|X0 = j] <∞.

4

Defińıcia 1.10. Stav j sa nazýva periodický s periódou dj, ak plat́ı dj > 1, kde dj je

najväčš́ı spoločný delitel č́ısel t ≥ 1, pre ktoré p
(t)
jj > 0. V pŕıpade, že dj = 1 sa stav j

nazýva neperiodický. 4
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Uvažujme homogénny Markovov ret’azec {Xt, t ∈ N0} s množinou stavov S a diskrét-
nym časom, ktorého počiatočné rozdelenie je p = {pj, j ∈ S} a matica pravdepodob-
nost́ı prechodu je P. Potom pre strednú hodnotu a rozptyl procesu plat́ı:

EXt =
∑
j∈S

jP (Xt = j) =
∑
j∈S

jpj(t),

varXt = E(Xt − EXt)
2 = EX2

t − (EXt)
2 =

∑
j∈S

j2pj(t)−

(∑
j∈S

jpj(t)

)2

,

kde pj(t) =
∑

k∈S pkp
(t)
kj .

Ďalej pre autokovariančnú funkciu R(m,n) plat́ı:

R(m,n) = cov(Xm, Xn) = EXmXn − EXmEXn,

kde v pŕıpade, že m < n dostávame:

EXmXn =
∑
i∈S

∑
j∈S

ijP (Xm = i,Xn = j) =

=
∑
i∈S

∑
j∈S

ijP (Xn = j|Xm = i)P (Xm = i) =
∑
i∈S

∑
j∈S

ijp
(n−m)
ij pi(m).

Ked’ m > n dostávame:

EXmXn =
∑
i∈S

∑
j∈S

ijP (Xm = j,Xn = i) =

=
∑
i∈S

∑
j∈S

ijP (Xm = j|Xn = i)P (Xn = i) =
∑
i∈S

∑
j∈S

ijp
(m−n)
ij pi(n).

Pŕıklad 1.1. Uvažujme Markovov ret’azec {Xt, t ∈ N0} s množinou stavov S = {0, 1} a
diskrétnym časom, ktorého počiatočné rozdelenie je p = (p0, p1)

T a matica pravdepo-
dobnost́ı prechodu je

P =

(
1− a a
b 1− b

)
.

Podl’a Perronovho vzorca spoč́ıtame maticu pravdepodobnost́ı prechodu n-tého rádu.
(Uvedené v [5], Veta B.6.)
Teda

Pn =
1

a+ b

(
b+ a(1− a− b)n a− a(1− a− b)n
b− b(1− a− b)n a+ b(1− a− b)n

)
.
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V našom pŕıpade bude mat’ vektor absolútnych pravdepodobnost́ı vyjadrenie

p(n)T =
1

a+ b
[b+ (p0a− p1b)(1− a− b)n, a− (p0a− p1b)(1− a− b)n] = (p0(n), p1(n)).

Stredná hodnota, rozptyl a autokovariančná funkcia procesu sa dajú zaṕısat’ vzt’ahmi:

EXn =
a− (p0a− p1b)(1− a− b)n

a+ b
,

EXn+kXn =

(
a+ b(1− a− b)k

a+ b

)k
[a− (p0a− p1b)(1− a− b)n]

a+ b
,

varXn =
[a− (p0a− p1b)(1− a− b)n][b+ (p0a− p1b)(1− a− b)n]

(a+ b)2
,

cov(Xn+k, Xn) =
a− (p0a− p1b)(1− a− b)n

a+ b

(
a+ b(1− a− b)k

a+ b

)k
− [a− (p0a− p1b)(1− a− b)n][a− (p0a− p1b)(1− a− b)n+k]

(a+ b)2
.

V mnohých pŕıpadoch sa stáva, že matica pravdepodobnost́ı prechodu nie je známa
a muśı sa odhadnút’ z dát. Vieme, že pre homogénny Markovov ret’azec s množinou
stavov S = {1, ...,m}, počiatočným rozdeleńım p = (p1, ..., pm)T a maticou prechodu
P = {pij}i,j∈S plat́ı

P (X1 = i1, X2 = i2, ..., Xm = im) = pi1(1)pi1i2 ...pim−1im , (1.7)

kde pi1(1) sú absolutné pravdepodobnosti v čase 1, o ktorých predpokladáme, že sú
známe konštanty alebo tzv. rušivé parametry, ktoré nie sú predmetom odhadu.

Označme fij počet prechodov zo stavu i do stavu j. Potom môžme (1.7) preṕısat’ do
tvaru

l(P) = pi1(1)pi1i2 ...pim−1im = pi1(1)
m∏
i=1

m∏
j=1

p
fij

ij .
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Počet nezávislých parametrov pij matice P je m(m− 1) a dajú sa odhadnút’ pomocou
metódy maximálnej vierohodnoti, kde maximalizujeme vierohodnostnú funkciu

L(P) = log pi1(1) +
m∑
i=1

m∑
j=1

fij log pij

za podmienky, že riadkové súčty matice P sú rovné 1, teda

m∑
j=1

pij = 1 i = 1, ...,m. (1.8)

Túto optimalizačnú úlohu budeme riešit’ pomocou metódy Lagrangeových multiplikáto-
rov. Derivujeme funkciu

L(P)−
m∑
i=1

µi

(
m∑
j=1

pij − 1

)
podl’a parametrov µi a pij. Máme teda

∂L(P)

∂µi
=

m∑
j=1

pij − 1, (1.9)

∂L(P)

∂pij
=
fij
pij
− µi. (1.10)

Ked’ výraz (1.9) polož́ıme rovný 0, dostaneme podmienku pre jednotkové riadkové súčty
matice P a pre výraz (1.10) dostaneme

pij =
fij
µi
.

Použit́ım podmienky (1.8) źıskame

m∑
j=1

pij =

∑m
j=1 fij

µi
= 1 ⇒ µi =

m∑
j=1

fij.

Potom odhad parametrov matice prechodu je

p̂ij =
fij∑m
j=1 fij

. (1.11)
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Kapitola 2

Markovove ret’azce vyšš́ıch rádov

V mnohých situáciách, ked’ pozorovania procesu s konečnou množinou stavov nesṕlňa-
jú Markovskú vlastnost’ (1.1), sa ako vhodný matematický nástroj jav́ı model Marko-
vovho ret’azca vyšš́ıch rádov, teda model {Xt} sṕlňajúci nasledujúce zovšeobecnenie
Markovskej vlastnosti:

Defińıcia 2.1. Postupnost’ celoč́ıselných náhodných velič́ın {Xt, t ∈ N0} definovaných
na pravdepodobnostnom priestore (Ω,A, P ) sa nazýva Markovov ret’azec n-tého rádu s
množinou stavov S, ak sṕlňa:

P (Xt = j|Xt−1 = i1, Xt−2 = i2, ..., X0 = it) =

= P (Xt = j|Xt−1 = i1, Xt−2 = i2, ..., Xt−n = in) (2.1)

pre všetky t ≥ n a všetky j, i1, ..., it ∈ S také, že P (Xt−1 = i1, Xt−2 = i2, ..., X0 = it) >
0. 4

Pri použ́ıvańı bežného modelu Markovovho ret’azca n-tého rádu s m stavmi nastáva
problém s množstvom parametrov. V tomto pŕıpade je počet parametrov (pravdepo-
dobnost́ı prechodu) mn(m − 1), ktorý rastie exponenciálne vzhl’adom k rádu modelu.
Pre praktické aplikácie sú preto vhodneǰsie Rafteryho [6], [8] a Chingov [2] model Mar-
kovovho ret’azca n-tého rádu, pretože majú menš́ı počet parametrov. Rafteryho model
sa dá naṕısat’ ako

P (Xt = j|Xt−1 = i1, Xt−2 = i2, ..., Xt−n = in) =
n∑
h=1

λhpihj t ≥ n, (2.2)

kde
∑n

h=1 λh = 1 a P = (pkl) je stochastická matica prechodu taká, že 0 ≤
∑n

h=1 λhpihj ≤
1 pre všetky j, ih ∈ S. Počet nezávislých parametrov modelu je m(m− 1) + n− 1. Pa-
rametre pihj, λh sa dajú odhadnút’ pomocou metódy maximálnej vierohodnosti tak, že
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maximalizujeme výraz

∑
j,i1,...,in:l(j,i1,...,in)>0

l(j, i1, ..., in) log
n∑
h=1

λhpihj,

kde l(j, ..., in) znamená, kol’kokrát sa postupnost’ (j, i1, ..., in) vyskytuje v dátach, za
podmienok ∑

h:λh≥0

λh min
1≤i≤m

pih + (1−
∑
h:λh≥0

λh) max
1≤i≤m

pih ≥ 0 h = 1, ..., n

n∑
h=1

λh = 1 pihj ≥ 0
m∑
r=1

pihr = 1 j, ih ∈ S.

Pre absolútne pravdepodobnosti pj(t) v čase t plat́ı

pj(t) = P (Xt = j) =

=
∑
i1∈S

∑
i2∈S

...
∑
in∈S

P (Xt = j|Xt−1 = i1, ..., Xt−n = in)P (Xt−1 = i1, ..., Xt−n = in) =

=
∑
i1∈S

∑
i2∈S

...
∑
in∈S

(λ1pi1j + ...+ λnpinj)P (Xt−1 = i1, ..., Xt−n = in) =

=
∑
i1∈S

λ1pi1j
∑
i2∈S

...
∑
in∈S

P (Xt−1 = i1, ..., Xt−n = in) +

+
∑
i2∈S

λ2pi2j
∑
i1∈S

∑
i3∈S

...
∑
in∈S

P (Xt−1 = i1, ..., Xt−n = in) + ...+

+
∑
in∈S

λnpinj
∑
i1∈S

...
∑

in−1∈S

P (Xt−1 = i1, ..., Xt−n = in) =

=
∑
i1∈S

λ1pi1jP (Xt−1 = i1) +
∑
i2∈S

λ2pi2jP (Xt−2 = i2) + ...+
∑
in∈S

λnpinjP (Xt−n = in) =

= λ1

∑
i1∈S

pi1jpi1(t− 1) + λ2

∑
i2∈S

pi2jpi2(t− 2) + ...+ λn
∑
in∈S

pinjpin(t− n). (2.3)

Plat́ı vzt’ah: ∑
ik∈S

pik(t− k)pikj = p(t− k)TP(j),

13



kde P(j) znač́ı j-ty st́lpec matice P.
Vektorovo sa teda výraz (2.3) dá zaṕısat’ ako

pT (t) = λ1p
T (t− 1)P + λ2p

T (t− 2)P + ...+ λnp
T (t− n)P

alebo
p(t) = λ1P

Tp(t− 1) + λ2P
Tp(t− 2) + ...+ λnP

Tp(t− n),

kde p(t) = (P (Xt = 1), P (Xt = 2), ..., P (Xt = m))T je vektor pravdepodobnostného
rozdelenia v čase t. Teda

p(t) =
n∑
h=1

λhP
Tp(t− h).

Veta 2.2. Nech {Xt, t ∈ N0} je Markovov ret’azec n-tého rádu definovaný vzt’ahom
(2.2). Nech pre maticu P existuje stacionárny vektor π = {πj, j ∈ S}, taký, že πj > 0
pre j = 1, ..., n a

∑n
j=1 πj = 1 a πT = πTP. Potom

lim
t→∞

P (Xt = j|Xt−1 = i1, ..., Xt−n = in) = πj, j, i1, ..., in ∈ S.

Dôkaz. Vid’ [6], Veta 1.

Označme χ = (χt(1), ..., χt(m))T vektor, pre ktorý χt(j) = 1 ak Xt = j a χt(j) = 0
inak. Dá sa teda tiež ṕısat’, že Xt = j práve ked’ χt = ej = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0), kde 1
predstavuje j-tu zložku vektoru.
Potom vzt’ah (2.2) sa dá vyjadrit’ v tvare

P (Xt = j|Xt−1, ..., Xt−n) =

[
n∑
h=1

λhP
Tχt−h

]
j

,

kde [.]j znač́ı j-tu zložku vektoru a

P (Xt = j|Xt−1 = i1, ..., Xt−n = in) =

[
n∑
h=1

λhP
Teih

]
j

. (2.4)

V d’aľsom texte budeme použ́ıvat’ so zvykmi v literatúre, ktorá sa zaoberá Markovovými
ret’azcami vyšš́ıch rádov, označenie p(t) = Xt. Potom sa teda dá Rafteryho model (2.2)
naṕısat’ v tvare

Xt+1 =
n∑
h=1

λhP
TXt+1−h t = n, n+ 1, ..., (2.5)
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kde Xt+1−h je pravdepodobnostné rozdelenie ret’azca v čase (t+1−h). Model navrhnutý
Chingom [2] zovšeobecňuje Rafteryho model tým, že umožňuje, aby sa matica P menila
v závislosti na velkosti rádu. Výraz (2.5) môžme teda zovšeobecnit’:

Xt+1 =
n∑
h=1

λhP
T
hXt+1−h, (2.6)

kde Ph je napŕıklad matica prechodu po h krokoch, teda Ph = Ph.
Podobne ako (2.4) sa dá Chingov model pre podmienené pravdepodobnosti vyjadrit’

v tvare

P (Xt = j|Xt−1 = i1, ..., Xt−n = in) =

[
n∑
h=1

λhP
T
heih

]
j

, (2.7)

kde [.]j je j-ta zložka vektoru.

15



Kapitola 3

Viacrozmerné Markovove ret’azce

Defińıcia 3.1. Postupnost’ {Y t, t ∈ N0} celoč́ıselných s-rozmerných náhodných vekto-
rov sa nazýva s-rozmerný Markovov ret’azec so množinou stavov S ⊂ Ns

0, ak plat́ı:

P (Y t = it|Y t−1 = it−1, ...,Y 0 = i0) = P (Y t = it|Y t−1 = it−1) (3.1)

pre t > 0 a pre všetky celoč́ıselné vektory it, it−1, ..., i0 ∈ S také, že P (Y t−1 =
it−1, ...,Y 0 = i0) > 0. 4

Nech {Y t, t ∈ N0} je s-rozmerný Markovov ret’azec s množinou stavov S̃. Označme
Y t = (Yt1, ..., Yts)

T . Potom matice pravdepodobnost́ı prechodu PY rádu |S̃| × |S̃|, kde
|S̃| je počet prvkov množiny S̃, je matica prvkov

pi1...is,j1...js = P (Y t = (j1, ..., js)
T |Y t−1 = (i1, ..., is)

T ) =

P (Yt1 = j1, ..., Yts = js|Yt−1,1 = i1, ..., Yt−1,s = is)

pre všetky (i1, ..., is)
T ∈ S̃ a (j1, ..., js)

T ∈ S̃.

Vektor πY taký, že πY = {πj, j = 1, ..., |S̃|}, kde πj > 0 a
∑|S̃|

j=1 πj = 1, a pre ktorý

d’alej plat́ı
πTY = πTY PY ,

sa nazýva vektor stacionárneho rozdelenia procesu {Y t, t ∈ N0}.
Podobne sa dajú zovšeobecnit’ d’aľsie defińıcie z kapitoly 1.
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Dá sa ukázat’, že jednorozmerný ret’azec vyššieho rádu sa dá preṕısat’ na viacrozmerný
ret’azec prvého rádu.

Pŕıklad 3.1. Uvažujme jednorozmerný Markovov ret’azec druhého rádu {Xt, t ∈ N0}
s množinou stavov S, teda n = 2. Položme Y t =

(
Xt

Xt−1

)
, kde t > 0. Ukážeme,

že {Y t, t ∈ N} je dvojrozmerný Markovov ret’azec prvého rádu s množinou stavov
S̃ = S × S = S2.

Chceme overit’, že plat́ı vzt’ah

P

(
Y t =

(
k

l

) ∣∣∣∣Y t−1 =

(
i11

i12

)
,Y t−2 =

(
i21

i22

)
, ...,Y 1 =

(
it1
it2

))
=

= P

(
Y t =

(
k

l

) ∣∣∣∣Y t−1 =

(
i11

i12

))
(3.2)

pre k, l, i11, i12, ..., it1, it2 ∈ S.
Zrejme môžme naṕısat’

P

(
Y t =

(
k

l

) ∣∣∣∣Y t−1 =

(
i11

i12

)
,Y t−2 =

(
i21

i22

)
, ...,Y 1 =

(
it1
it2

))
=

= P (Xt = k,Xt−1 = l|Xt−1 = i11, Xt−2 = i12, Xt−2 = i21, Xt−3 = i22, ..., X1 = it1, X0 = it2).

Posledný výraz je definovaný, ak i12 = i21, i31 = i22, ... a je rovný 0 ak l 6= i11.
Pre l = i11 je rovný

P (Xt = k,Xt−1 = i11, Xt−2 = i12, Xt−3 = i31, ..., X1 = it1, X0 = it2)

P (Xt−1 = i11, Xt−2 = i12, Xt−3 = i31, ..., X1 = it1, X0 = it2)
. (3.3)

Pravdepodobnost’ (3.3) sa dá d’alej zaṕısat’ ako

P (Xt = k|Xt−1 = i11, Xt−2 = i12, ..., X0 = it2)P (Xt−1 = i11, Xt−2 = i12, ..., X0 = it2)

P (Xt−1 = i11, Xt−2 = i12, Xt−3 = i31, ..., X1 = it1, X0 = it2)
=

= P (Xt = k|Xt−1 = i11, Xt−2 = i12, Xt−3 = i31, ..., X1 = it1, X0 = it2) =

= P (Xt = k|Xt−1 = i11, Xt−2 = i12). (3.4)

17



Podobne

P

(
Y t =

(
k

l

) ∣∣∣∣Y t−1 =

(
i11

i12

))
= P (Xt = k,Xt−1 = l|Xt−1 = i11, Xt−2 = i12) =

=
P (Xt = k,Xt−1 = l, Xt−1 = i11, Xt−2 = i12)

P (Xt−1 = i11, Xt−2 = i12)
.

V pŕıpade, že l 6= i11 je posledný výraz rovný 0, inak sa dá preṕısat’ na

P (Xt = k,Xt−1 = i11, Xt−2 = i12)

P (Xt−1 = i11, Xt−2 = i12)
=

= P (Xt = k|Xt−1 = i11, Xt−2 = i12). (3.5)

Zrovnańım (3.4) a (3.5) vid́ıme, že {Y t, t ∈ N} je dvojrozmerný Markovov ret’azec
prvého rádu s množinou stavov S × S.

Pŕıklad 3.2. Nech {Xt, t ∈ N0} je Markovov ret’azec 2. rádu s množinou stavov S = {0, 1},
pre ktorý plat́ı Rafteryho model, tj.

P (Xt = j|Xt−1 = i1, Xt−2 = i2) = λ1pi1j + λ2pi2j.

Potom Y t =
(
Xt

Xt−1

)
tvoŕı dvojrozmerný Markovov ret’azec 1. rádu s množinou stavov

S̃ =

{(
0

0

)
,

(
0

1

)
,

(
1

0

)
,

(
1

1

)}
= S × S.

Pravdepodobnosti prechodu

P

(
Y t =

(
j0
j1

) ∣∣∣∣Y t−1 =

(
i0
i1

))
= pi0i1j0j1

sú rovné

pi0i1j0j1 = P (Xt = j0|Xt−1 = i0, Xt−1 = i1) = λ1pi0j0 + λ2pi1j0 , ak j1 = i0

= 0 inak. (3.6)
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Matica pravdepodobnost́ı prechodu PY je teda

PY =


λ1p00 + λ2p00 0 λ1p01 + λ2p01 0
λ1p00 + λ2p10 0 λ1p01 + λ2p11 0

0 λ1p10 + λ2p00 0 λ1p11 + λ2p01

0 λ1p10 + λ2p10 0 λ1p11 + λ2p11

 .

Predpokladajme, že

P =

(
p00 p01

p10 p11

)

je stochastická nerozložitelná matica (vid’ [5] Dodatok B), potom je aj PY stochastická
vd’aka predpokladu, že plat́ı λ1 + λ2 = 1 a λ1 ≥ 0, λ2 ≥ 0. Matica PY je nerozložitelná
a konečná, všetky stavy sú trvalé a nenulové, a ak p00 > 0, sú aj neperiodické. To
znamená, že v ret’azci {Y t, t ∈ N} existuje stacionarne rozdelenie

πTY = πTY PY ,

kde

πY =


π1

π2

π3

π4

 .

Nech d’alej plat́ı

P =

(
1− a a
b 1− b

)
,

kde 0 < a < 1 a 0 < b < 1.

Potom

PY =


1− a 0 a 0

λ1(1− a) + λ2b 0 λ1a+ λ2(1− b) 0
0 λ1b+ λ2(1− a) 0 λ1(1− b) + λ2a
0 b 0 1− b

 .
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Hl’adáme stacionárne rozdelenie pre maticu PY :

π1 = (1− a)π1 + [λ1(1− a) + λ2b]π2

π2 = (λ1b+ λ2(1− a))π3 + bπ4

π3 = aπ1 + [λ1a+ λ2(1− b)]π2

π4 = [λ1(1− b) + λ2a]π3 + (1− b)π4

π1 + π2 + π3 + π4 = 1.

Úpravami dostaneme výsledné stacionárne rozdelenie v tvare:

π1 =
b[λ1(1− a) + λ2b]

(a+ b)[λ1 + λ2(a+ b)]

π2 =
ab

(a+ b)[λ1 + λ2(a+ b)]

π3 =
ab

(a+ b)[λ1 + λ2(a+ b)]

π4 =
a[λ1(1− b) + λ2a]

(a+ b)[λ1 + λ2(a+ b)]
.

3.1 Model pre viacrozmerný Markovov ret’azec prvého

rádu

Preformulujeme Rafteryho model jednorozmerného Markovovho ret’azca n-tého rádu
z druhej kapitoly na model s-rozmerného ret’azca prvého rádu. Predpokladajme, že
máme k dispoźıcii s postupnost́ı dát {Y (j)

t , t ∈ N0}, j = 1, ..., s, ktoré nadobúdajú
hodnoty z množiny stavov S = {1, ...,m}. Ďalej predpokladajme, že rozdelenie j-tej

postupnosti v čase t + 1 záviśı len na rozdeleńı všetkých s postupnost́ı {Y (j)
t , t ∈ N0},

j = 1, ..., s v čase t. Označme P(jk) maticu pravdepodobnost́ı prechodu zo stavov v k-tej
postupnosti v čase t do stavov v j-tej postupnosti v čase t + 1, ktorej súčet prvkov
každého riadkového vektoru je rovný 1. Rozmer matice P(jk) je teda m×m.

Nech {Y (j)
t , t ∈ N0} je j-ta postupnost’ dát Y t = (Y

(1)
t , ..., Y

(s)
t )T . Potom teda môžeme

ṕısat’

P (Y
(j)
t+1 = i|Y t,Y t−1, ...,Y 0) = P (Y

(j)
t+1 = i|Y t) =

[
s∑

k=1

λjk(P
(jk))Tχ

(k)
t

]
i

,
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kde χ
(k)
t = ez, ak Y

(k)
t = z, a [.]i znač́ı i-tu zložku vektoru.

Teda

P (Y
(j)
t+1 = i|Y (1)

t = i1, ..., Y
(s)
t = is) =

[
s∑

k=1

λjk(P
(jk))Teik

]
i

. (3.7)

Ak označ́ıme X
(j)
t+1 rozdelenie k-tej postupnosti v čase t+ 1, tj.

X
(j)
t+1 = (P (Y

(j)
t+1 = 1), ..., P (Y

(j)
t+1 = m))T ,

potom model môžme zaṕısat’ v tvare

X
(j)
t+1 =

s∑
k=1

λ(jk)(P(jk))TX
(k)
t j = 1, 2, ..., s t = 0, 1, ... (3.8)

kde

λ(jk) ≥ 0, 1 ≤ j, k ≤ s,
s∑

k=1

λ(jk) = 1 j = 1, 2, ..., s.

Vektor X
(j)
0 , typu m× 1, je počiatočné rozdelenie j-tej postupnosti a X

(k)
t je rozdelenie

k-tej postupnosti v čase t. Vzt’ah (3.8) znamená, že pravdepodobnostné rozdelenie j-tej

postupnosti Y (j) v čase t+ 1 záviśı len na vážených priemeroch (P(jk))TX
(k)
t v čase t.

Ďalej sa dá vzt’ah (3.8) preṕısat’ pomocou maticového zápisu

Xt+1 =


X

(1)
t+1

X
(2)
t+1
...

X
(s)
t+1

 =


λ(11)(P(11))T λ(12)(P(12))T . . . λ(1s)(P(1s))T

λ(21)(P(21))T λ(22)(P(22))T . . . λ(2s)(P(2s))T

...
...

. . .
...

λ(s1)(P(s1))T λ(s2)(P(s2))T . . . λ(ss)(P(ss))T




X
(1)
t

X
(2)
t
...

X
(s)
t

 .

(3.9)
Vektor Xt+1 má rozmer ms× 1. Výpočtom parametrov matice P(ij) a λ(ij) sa budeme
zaoberat’ v nasledujúcej kapitole.

21



Kapitola 4

Viacrozmerné Markovove ret’azce
vyšš́ıch rádov

V tejto časti zovšeobecńıme model (2.6) na s-rozmerný model Markovovho ret’azca

n-tého rádu. Predpokladajme, že máme s postupnost́ı dát {Y (j)
t , t ∈ N0}, j = 1, ..., s,

ktoré nadobúdajú hodnoty z množiny stavov S = {1, ...,m}. V tomto modeli predpo-
kladáme, že rozdelenie j-tej postupnosti v čase t + 1 záviśı len na rozdeleńı všetkých
s postupnost́ı v časoch t, t− 1, t− 2, ..., t− n+ 1.
Takže v tomto modeli je vektor pravdepodobnostného rozdelenia j-tej postupnosti
v čase t+ 1 daný vzt’ahom:

X
(j)
t+1 =

s∑
k=1

n∑
h=1

λ
(jk)
h (P

(jk)
h )TX

(k)
t+1−h, j = 1, 2, ..., s, t = n, n+ 1, ... (4.1)

za podmienok

λ
(jk)
h ≥ 0, 1 ≤ j, k ≤ s,

s∑
k=1

n∑
h=1

λ
(jk)
h = 1 j = 1, 2, ..., s.

Vektor X
(j)
t+1 má rozmer m×1. Ďalej P

(jk)
h je matica pravdepodobnost́ı prechodu h-teho

rádu zo stavov v k-tej postupnosti v čase t− h+ 1 do stavov v j-tej postupnosti v čase
t+ 1, ktorej súčet prvkov každého riadkového vektoru je rovný 1. P

(jk)
h je typu m×m.

Položme Π
(j)
t = ((X

(j)
t )T , (X

(j)
t−1)

T , ..., (X
(j)
t−n+1)

T )T , kde j = 1, 2, ..., s. Každý z vekto-

rov X
(j)
t má rozmer m× 1. Potom má teda vektor Π

(j)
t rozmer nm× 1. Vzt’ah (4.1) sa
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dá preṕısat’ pomocou maticového zápisu

Πt+1 =


Π

(1)
t+1

Π
(2)
t+1
...

Π
(s)
t+1

 =


B11 B12 . . . B1s

B21 B22 . . . B2s
...

...
. . .

...
Bs1 Bs2 . . . Bss




Π
(1)
t

Π
(2)
t
...

Π
(s)
t

 = RΠt, (4.2)

kde

Bii =


λ

(ii)
1 (P

(ii)
1 )T λ

(ii)
2 (P

(ii)
2 )T . . . λ

(ii)
n−1(P

(ii)
n−1)

T λ
(ii)
n (P

(ii)
n )T

I 0 . . . 0 0
0 I . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 ... 0 I 0

 , (4.3)

kde I znač́ı jednotkovú maticu.
Ak i 6= j potom

Bij =


λ

(ij)
1 (P

(ij)
1 )T λ

(ij)
2 (P

(ij)
2 )T . . . λ

(ij)
n−1(P

(ij)
n−1)

T λ
(ij)
n (P

(ij)
n )T

0 0 . . . 0 0
0 0 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 ... 0 0

 , (4.4)

kde Bij je matica typu mn ×mn a vektor Πt+1 je rozmeru mns × 1. Poznamenajme,

že jednotlivé st́lpcové súčty matice R sa nemusia rovnat’ jednej, ale matica (P
(jk)
h )T má

všetky st́lpcové súčty rovné jednej.

Veta 4.1. Predpokladajme, že (P
(jk)
h )T (1 ≤ j, k ≤ s) sú nerozložitelné matice a λjk > 0

pre 1 ≤ j, k ≤ s. Potom existuje vektor Π = ((Π(1))T , (Π(2))T , ..., (Π(s))T )T roz-
meru mns × 1 taký, že Π = RΠ. Pre vektory Π(j) rozmeru mn × 1 d’alej plat́ı, že
Π(j) = ((π(j))T , (π(j))T , ..., (π(j))T )T a

∑m
i=1[π

(j)]i = 1 pre 1 ≤ j ≤ s, kde [.]i označuje
i-tu zložku daného vektoru.

Dôkaz. Ide o zovšeobecnenie dôkazu Vety 4 v [1] a plynie ako dôsledok Vety 3 v [3].

Takže pre každé j = 1, 2, ..., s predstavuje vektor Π(j) = ((π(j))T , (π(j))T , ..., (π(j))T )T

združené stacionárne rozdelenie j-tej postupnosti (vid’ poznámka za defińıciou (1.6)).
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Nasledujúca veta je uvedená v [5] len pre jednorozmerný Markovov ret’azec, ale
v pŕıpade viacrozmerného Markovovho ret’azca {Y t, t ∈ N} ju aplikujeme na každú
zložku vektoru zvlášt’. Tým źıskame odhad (silne konzistentný) stacionárneho rozdele-
nia jednotlivých zložiek vektoru Y t.

Veta 4.2. V nerozložitelnom ret’azci {Xt, t ∈ N0} s trvalými nenulovými stavmi plat́ı∑t
ν=1 I{Xν = j}

t
→ πj pre t→∞ s pravdepodobnost’ou 1,

kde (πj, j ∈ S) je stacionárne rozdelenie daného ret’azca a I{A} označuje indikátor javu
A.

Dôkaz vety je uvedený v [5], str. 57.

Teraz poṕı̌seme metódu, ktorou odhadneme parametre λ
(jk)
h a matice prechodu P

(jk)
h . Zo

zadaných postupnost́ı spoč́ıtame počet prechodov f
(jk,h)
ijik

zo stavu ik v k-tej postupnosti
v čase t− 1 + h do stavu ij v j-tej postupnosti v čase t+ 1, kde ij, ik ∈ {1, 2, ...,m}.
Potom sa matica počtu prechodov zostroj́ı nasledovne:

F
(jk)
h =


f

(jk,h)
11 . . . f

(jk,h)
m1

f
(jk,h)
12 . . . f

(jk,h)
m2

...
. . .

...

f
(jk,h)
1m . . . f

(jk,h)
mm

 .

Z F
(jk)
h źıskame odhad matice prechodu P

(jk)
h :

P̂
(jk)
h =


p̂

(jk,h)
11 . . . p̂

(jk,h)
m1

p̂
(jk,h)
12 . . . p̂

(jk,h)
m2

...
. . .

...

p̂
(jk,h)
1m . . . p̂

(jk,h)
mm

 ,

kde

p̂
(jk,h)
ijik

=


f
(jk,h)
ij ik∑m

ik=1 f
(jk,h)
ij ik

ked’
∑m

ik=1 f
(jk,h)
ijik

6= 0

0 inak.
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Markovov ret’azec n-tého rádu má podl’a Vety 4.1 vektor združeného stacionárneho
rozdelenia Π. Stacionárne rozdelenie j-tej postupnosti Π(j) môžme podl’a Vety 4.2 od-
hadnút’ zo zadaných postupnost́ı tak, že spoč́ıtame pomer výskytov jednotlivých stavov
v každej postupnosti. Označme

Π̂ = ((Π̂
(1)

)T , (Π̂
(2)

)T , ..., (Π̂
(s)

)T )T ,

kde
Π̂

(j)
= ((π(j))T , (π(j))T , ..., (π(j))T )T .

Podl’a Vety 4.1 je RΠ = Π, teda
B̂11 B̂12 . . . B̂1s

B̂21 B̂22 . . . B̂2s
...

...
. . .

...

B̂s1 B̂s2 . . . B̂ss

 Π̂ ≈ Π̂.

Úlohu odhadu parametrov λ
(jk)
h , kde j, k = 1, ..., s, h = 1, ..., n sformulujeme nasledovne:

min
λ(ij)

max
i

∣∣∣∣∣
[

s∑
k=1

n∑
h=1

λ
(jk)
h (P̂

(jk)
h )T Π̂

(k)
− Π̂

(j)

]
i

∣∣∣∣∣ (4.5)

za podmienok:
s∑

k=1

n∑
h=1

λ
(jk)
h = 1, λ

(jk)
h ≥ 0, ∀h, j, k,

kde [.]i znač́ı i-tu zložku vektoru.
Uvedená optimalizačná úloha (4.5) sa dá preṕısat’ na úlohu lineárneho programovania:

min
λ(ij)

wj (4.6)

za podmienok:

wj ≥
[
Π̂

(j)
]

1
−

[
s∑

k=1

n∑
h=1

λ
(jk)
h (P̂

(jk)
h )T Π̂

(k)

]
1

wj ≥
[
Π̂

(j)
]

2
−

[
s∑

k=1

n∑
h=1

λ
(jk)
h (P̂

(jk)
h )T Π̂

(k)

]
2

...

wj ≥
[
Π̂

(j)
]
m
−

[
s∑

k=1

n∑
h=1

λ
(jk)
h (P̂

(jk)
h )T Π̂

(k)

]
m
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wj ≥ −
[
Π̂

(j)
]

1
+

[
s∑

k=1

n∑
h=1

λ
(jk)
h (P̂jk

h )T Π̂
(k)

]
1

wj ≥ −
[
Π̂

(j)
]

2
+

[
s∑

k=1

n∑
h=1

λ
(jk)
h (P̂jk

h )T Π̂
(k)

]
2

...

wj ≥ −
[
Π̂

(j)
]
m

+

[
s∑

k=1

n∑
h=1

λ
(jk)
h (P̂jk

h )T Π̂
(k)

]
m

wj ≥ 0,
s∑

k=1

n∑
h=1

λ
(jk)
h = 1, λ

(jk)
h ≥ 0 ∀h, j, k,

kde [.]i je i-ta zložka vektoru. (Vid’ [3]).

4.1 Aplikácia na kreditné riziko

Uvažujme portfolio s s korelovanými kreditnými rizikami. Na pravdepodobnostnom
priestore {Ω,A, P} definujme časové rady Y (1), Y (2), ..., Y (s) tak, že pre každé j = 1, ..., s

je Y (j) := {Y (j)
t }t∈N0 stochastický proces s diskrétnym časom a množinou stavov S =

{1, 2, ...,m}. Náhodná veličina Y
(j)
t pre t ∈ N0 predstavuje rating j-teho kreditného

rizika v čase t a Y t = (Y
(1)
t , ..., Y

(s)
t )T je náhodný vektor ratingov portfolia v čase t.

Nech Ft je množina ratingov portfolia pozorovaných do času t, tj. Ft = {Y 0,Y 1, ...,Y t}.
Označme {X(j)

t }t∈N0 pravdepodobnostné rozdelenie ratingov j-teho rizika v čase t, teda

X
(j)
t = (P (Y

(j)
t = 1), P (Y

(j)
t = 2), ..., P (Y

(j)
t = m))T . Budeme predpokladat’, že pravde-

podobnostné rozdelenie ratingov j-teho rizika v čase t + 1 za podmienky, že poznáme
množinu Ft = {Y 0,Y 1, ...,Y t} záviśı na rozdeleńı ratingov celého portfolia v časoch
t, t − 1, ..., t − n + 1. Vývoj pravdepodobnostného rozdelenia ratingov teda budeme
modelovat’ pomocou s-rozmerného Markovovho ret’azca rádu n, tj. predpokladáme, že
X

(j)
t+1 sa riadi vzt’ahom (4.1)

X
(j)
t+1 =

s∑
k=1

n∑
h=1

λ
(jk)
h (P

(jk)
h )TX

(k)
t+1−h, j = 1, 2, ..., s, t = n, n+ 1, ... (4.7)
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za podmienok

λ
(jk)
h ≥ 0, 1 ≤ j, k ≤ s,

s∑
k=1

n∑
h=1

λ
(jk)
h = 1 j = 1, 2, ..., s.

Vzt’ah (4.1) sa dá preṕısat’ pomocou maticového zápisu na tvar (4.2) Πt+1 = RΠt.

Matica R záviśı na maticiach P
(jk)
h a parametroch λ

(jk)
h , ktoré môžme odhadovat’ metóda-

mi poṕısanými v predchádzajúcom odstavci. V praxi sa uvažujú aj iné odhady matic
Pjk
h založené na nejakej apriornej informácii, napŕıklad na základe histórie ratingov

podobných firiem alebo ako referenčná matica vytvorená renomovanou medzinárodnou
agentúrou, napŕıklad Standard & Poor’s. Označme túto apriornú maticu Q(jk).

Tu budeme postupovat’ podobne ako v článku [7] a na odhad matice P
(jk)
h budeme

uvažovat’ odhad

(P
(jk)
h )T = wjk(Q(jk))T + (1− wjk)(P̂(jk)

h )T j, k = 1, 2, ..., s h = 1, 2, ...n

kde 0 ≤ wjk ≤ 1 pre každé j, k = 1, 2, ..., s, Qm×m je referenčná matica a P̂
(jk)
h je

empirický odhad použ́ıvaný rovnako ako v predchádzajúcej kapitole. V našom pŕıpade
budeme pre každú maticu P̂

(jk)
h použ́ıvat’ rovnakú apriornú maticu Q(jk) = Q.

Položme λ̃
1(jk)
h = λ

(jk)
h wjk a λ̃

2(jk)
h = λ

(jk)
h (1−wjk). Potom plat́ı: λ̃

1(jk)
h + λ̃

2(jk)
h = λ

(jk)
h

pre každé j, k = 1, 2, ..., s.
Označme C(h) := λ̃

1(ii)
h QT + λ̃

2(ii)
h (P̂

(ii)
h )T . Potom podl’a (4.3) môžme ṕısat’:

B̂ii =


C(1) C(2) . . . C(n− 1) C(n)

I 0 . . . 0 0
0 I . . . 0 0
...

...
. . .

... 0
0 0 ... I 0

 ,

ak i 6= j potom podl’a (4.4) je

B̂ij =


λ̃

1(ij)
1 QT + λ̃

2(ij)
1 (P̂

(ij)
1 )T . . . λ̃

1(ij)
n QT + λ

2(ij)
n (P̂

(ij)
n )T

0 . . . 0
0 . . . 0
...

. . . 0
0 ... 0

 .
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Úlohu odhadu porametrov modelu sformulujeme podl’a (4.5):

min
λ̃
1(jk)
h ,λ̃

2(jk)
h

max
i

∣∣∣∣∣
[

s∑
k=1

n∑
h=1

(λ̃
1(jk)
h QT + λ̃

2(jk)
h (P̂

(jk)
h )T )Π̂

(k)
− Π̂

(j)

]
i

∣∣∣∣∣ (4.8)

za podmienok:

s∑
k=1

n∑
h=1

(λ̃
1(jk)
h + λ̃

2(jk)
h ) = 1, λ̃

1(jk)
h ≥ 0, λ̃

2(jk)
h ≥ 0, ∀h, j, k.

Túto úlohu môžme preformulovat’ podl’a (4.6) ako s úloh lineárneho programovania:

min
λ̃
1(jk)
h ,λ̃

2(jk)
h

wj (4.9)

za podmienok

wj ≥
[
Π̂

(j)
]

1
−

[
s∑

k=1

n∑
h=1

(λ̃
1(jk)
h QT + λ̃

2(jk)
h (P̂

(jk)
h )T )Π̂

(k)

]
1

wj ≥
[
Π̂

(j)
]

2
−

[
s∑

k=1

n∑
h=1

(λ̃
1(jk)
h QT + λ̃

2(jk)
h (P̂

(jk)
h )T )Π̂

(k)

]
2

...

wj ≥
[
Π̂

(j)
]
m
−

[
s∑

k=1

n∑
h=1

(λ̃
1(jk)
h QT + λ̃

2(jk)
h (P̂

(jk)
h )T )Π̂

(k)

]
m

wj ≥ −
[
Π̂

(j)
]

1
+

[
s∑

k=1

n∑
h=1

(λ̃
1(jk)
h QT + λ̃

2(jk)
h (P̂

(jk)
h )T )Π̂

(k)

]
1

wj ≥ −
[
Π̂

(j)
]

2
+

[
s∑

k=1

n∑
h=1

(λ̃
1(jk)
h QT + λ̃

2(jk)
h (P̂

(jk)
h )T )Π̂

(k)

]
2

...

wj ≥ −
[
Π̂

(j)
]
m

+

[
s∑

k=1

n∑
h=1

(λ̃
1(jk)
h QT + λ̃

2(jk)
h (P̂

(jk)
h )T )Π̂

(k)

]
m

wj ≥ 0,
s∑

k=1

n∑
h=1

(λ̃
1(jk)
h + λ̃

2(jk)
h ) = 1, λ̃

1(jk)
h ≥ 0, λ̃

2(jk)
h ≥ 0, ∀h, j, k,

kde [.]i predstavuje i-tu zložku vektoru.
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4.2 Credit Value at Risk

Defińıcia 4.3. Uvažujme množinu V reálnych náhodných velič́ın. Funkciu ρ : V → R
nazývame mierou rizika, ak je:

• monotónna: X ∈ V,X ≥ 0 ⇒ ρ(X) ≤ 0

• sub-adit́ıvna: X, Y,X + Y ∈ V ⇒ ρ(X + Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y )

• pozit́ıvne homogénna: X ∈ V, h > 0, hX ∈ V ⇒ ρ(hX) = hρ(X)

• translačne invariantná: X ∈ V, a ∈ R, (X+a) ∈ V ⇒ ρ(X+a) = ρ(X)−a.

4

Defińıcia 4.4. Nech T je budúci časový horizont, α ∈ (0, 1) je zvolená konfidenčná
hladina a nech X je náhodná veličina, ktorá reprezentuje stratu uvažovaného portfolia.
Potom Value at Risk definujeme vzt’ahom

V aRα(X) = inf{x ∈ R : P (X ≤ x) ≥ α}.

4

Value at Risk V aRα(X) interpretujeme ako maximálnu možnú stratu portfolia za dané
obdobie pri zvolenej konfidenčnej hladine. Znamená to, že náhodná strata väčšia než
V aRα(X) nastane len s malou pravdepodobnost’ou (1− α).
VaR nie je mierou rizika, pretože nesṕlňa vždy podmienku sub-aditivity: pre portfolio
zložené z viacerých sub-portfolíı môže nastat’ situácia, že ked’ je VaR vyč́ıslené pre
jednotlivé sub-portfoliá v rámci portfolia, súčet VaR jednotlivých sub-portfolíı môže
byt’ nižš́ı než VaR pre celé portfolio. Preto bolo vytvorené Conditional Value at Risk
(CVaR) nazývané aj Expected Shortfall, ktoré už podmienku sub-aditivity sṕlňa. CVaR
poṕı̌seme v nasledujúcej časti.

Value at Risk je v súčastnosti štandardným nástrojom na riadenie rizika v bankách
a ostatných finančných inštitúciách. Pomocou modelu viacrozmerného Markovovho
ret’azca poṕısaného na začiatku kapitoly môžme spoč́ıtat’ Credit Value at Risk pre port-
folio kreditných riźık s korelovanými ratingami.
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Uvažujme portfolio s s korelovanými kreditnými rizikami Y = {Y (1), Y (2), ..., Y (s)} a

proces {Y t, t ∈ N0} ratingov portfolia Y , kde Y t = (Y
(1)
t , ..., Y

(s)
t )T . Nech jav {Y (j)

t = i}
znamená, že j-te kreditné riziko je v i-tej ratingovej triede v čase t, kde j = 1, ..., s a
i ∈ S = {1, ...,m}.
Označme L

(j)
ti stratu z j-teho kreditného rizika v čase t za podmienky, ze Y

(j)
t = i pre

každé j = 1, 2, ..., s, i = 1, ...,m a t ∈ N0. Ked’ je táto strata záporná, potom zisk
z j-teho rizika je −L(j)

ti . Strata j-teho kreditného rizika v čase t záviśı na Y
(j)
t , označme

ju L
(j)
t (Y

(j)
t ).

Potom plat́ı:

L
(j)
t (Y

(j)
t ) =

m∑
i=1

L
(j)
ti I{Y

(j)
t = i},

kde I{A} znač́ı indikátor javu A.
Celková strata portfolia Lt v čase t je:

Lt(Y t) =
s∑
j=1

m∑
i=1

L
(j)
ti I{Y

(j)
t = i}.

V praxi sa v oblasti merania a riadenia kreditných riźık použ́ıva podmienené očakávanie
celkovej straty portfolia Lt+1 v čase t+ 1, pričom poznáme množinu Ft = {Y 0, ...,Y t}:

E(Lt+1(Y t+1)|Ft) =
s∑
j=1

m∑
i=1

E(L
(j)
t+1,iI{Y

(j)
t+1 = i}|Ft) =

s∑
j=1

m∑
i=1

Ljt+1,iP ({Y (j)
t+1 = i}|Ft).

(4.10)
Ďalej predpokladáme len, že proces {Y t, t ∈ N0} se riadi viacrozmerným modelom
prvého rádu (3.7), resp. (3.8). Potom

P (Y
(j)
t+1 = i|Ft) = P (Y

(j)
t+1 = i|Y t),

teda

P (Y
(j)
t+1 = i|Y (1)

t = i1, ..., Y
(s)
t = is) =

[
s∑

k=1

λ(jk)(P(jk))Teik

]
i

,

kde [.]i predstavuje i-tu zložku vektoru.
Ak odhadneme parametre modelu rovnako ako v odstavci 4.1 (pre n=1), môžeme ṕısat’

P (Y
(j)
t+1 = i|Ft) ≈

[
s∑

k=1

(λ1(jk)QT + λ2(jk)(P̂(jk))T )eik

]
i

.
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Potom podmienená stredná hodnota je

E(Lt+1(Yt+1)|Ft) ≈
s∑
j=1

m∑
i=1

Ljt+1,i

[
s∑

k=1

(λ1(jk)QT + λ2(jk)(P̂(jk))T )eik

]
i

.

Predpokladajme, že straty z kreditných riźık v rôznych ratingových triedach sú pre-
dom známe. V portfoliu s akt́ıv s korelovanými ratingami môžme celkovú stratu port-
folia v čase t+ 1 spoč́ıtat’ ako súčet strát jednotlivých akt́ıv v čase t+ 1

Lt+1(Y
(1)
t+1, Y

(2)
t+1, ..., Y

(s)
t+1) = L

(1)
t+1(Y

(1)
t+1) + L

(2)
t+1(Y

(2)
t+1) + ...+ L

(s)
t+1(Y

(s)
t+1) (4.11)

Rating j-teho akt́ıva Y
(j)
t+1 v čase t + 1 nadobúda hodnoty v množine {1, 2, ...,m} pre

každé j = 1, 2, ..., s. Uvažujme rozklad
⋃m
i=1 Pi intervalu [0, 1], kde Pi = [ i−1

m
, i
m

), pre

každé i = 1, 2, ...m. Ďalej predpokladajme, že strata z j-teho akt́ıva L
(j)
t+1(Y

(j)
t+1) za pod-

mienky Y
(j)
t+1 = i nadobúda hodnoty z intervalu Pi, pre každé j = 1, ..., s a i = 1, ...,m.

Napŕıklad, ak počet ratingových tried je m = 9 a ak je j-te akt́ıvum v čase t + 1 v
triede AAA, ktorú sme označili 1, potom Y

(j)
t+1 = 1, a preto strata j-teho akt́ıva v čase

t+ 1 nadobúda hodnoty v intervale P1 = [0, 1
9
). Preto každej strate L

(j)
t+1(Y

(j)
t+1) z j-teho

akt́ıva v čase t + 1 za podmienky, že Y
(j)
t+1 = i pre každé j = 1, ..., s a i = 1, 2, ...,m

prirad́ıme náhodnu hodnotu z rovnomerného rozdelenia na intervale Pi.

Označme Ik̃ = (i1, i2, ..., is) usporiadanú množinu č́ısel z množiny {1, 2, ...,m}, teda
{(i1, i2, ..., is) ∈ {1, 2, ...,m}s}. Uvažujme všetky usporiadané s-tice s opakovańım prv-
kov z {1, 2, ...,m}. Takýchto množ́ın bude tedams = M , kdeM ∈ N. Takže k̃ = 1, ...,M .
Prepokladajme, že pre prirodzené č́ıslo M je Lt+1,1 < Lt+1,2 < ... < Lt+1,M . To zna-
mená, že celková strata Lt+1,k̃ v čase t + 1, ktorá odpovedá prvkom množiny Ik̃, sa

zvyšuje so zväčšujúcim sa k̃. Takže množiny Ik̃ sú usporiadané tak, aby sa straty Lt+1,k̃

s rastúcim k̃ zvyšovali.
Predpoved’ celkovej straty, ktorá odpovedá prvkom množiny Ik̃ pre všetky k̃ = 1, ...,M ,
je podrobne odvodená v [7] a spoč́ıtame ju podl’a vzt’ahu:

P (Lt+1 = Lt+1,k̃|Ft) =

=
∑

(i1,i2,...,is)∈Ik̃

s∏
j=1

[
s∑

k=1

(λ̃1(jk)QT + λ̃2(jk)(P̂(jk))T )eik

]
ij

. (4.12)
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Podl’a defińıcie VaR pre portfolio s konfidenčnou hladinou α ∈ (0, 1) v čase t + 1 za
podmienky, že poznáme množinu Ft je:

V aRα(Lt+1|Ft) := inf{L ∈ R|P (Lt+1 ≥ L|Ft) ≤ 1− α}.

Nech K∗ je kladné celé č́ıslo z {1, 2, ...,M} také, že

P (Lt+1 ≥ Lt+1,K∗ |Ft) =
M∑

k̃=K∗

P (Lt+1 = Lt+1,k̃|Ft) > 1− α (4.13)

a

P (Lt+1 ≥ Lt+1,K∗+1|Ft) =
M∑

k̃=K∗+1

P (Lt+1 = Lt+1,k̃|Ft) ≤ 1− α. (4.14)

Potom plat́ı:
V aRα(Lt+1|Ft) = Lt+1,K∗ . (4.15)

4.3 Credit Expected Shortfall

Defińıcia 4.5. Nech T je budúci časový horizont, α ∈ (0, 1) je zvolená konfidenčná hla-
dina a nech X reprezentuje náhodnú stratu uvažovaného portfolia. Potom Conditional
Value at Risk definujeme vzt’ahom:

CV aRα(X) = E[X|X ≥ V aRα(X)].

4

CVaR je teda priemerná strata zo 100(1 − α)% najhorš́ıch pŕıpadov strát portfolia.
Niekedy sa CVaR nazýva Expected Shortfall (ES). ES teda predstavuje priemernú
stratu veritela v pŕıpade defaultu. CVaR doṕlňa informácie poskytované VaR. Plat́ı
CVaR ≥ VaR, takže portfoliá s malou CVaR majú tiež malú VaR.

Podl’a článku [4] môžme ES definovat’ nasledujúcim spôsobom, ktorý použijeme v
pŕıklade 2.

Defińıcia 4.6. Nech X je reálna náhodná veličina z pravdepodobnostného priestoru
(Ω,A, P ), pre ktorú plat́ı EX <∞, a nech α ∈ (0, 1) je pevné. Potom

ESα(X) =
1

1− α
[E[X;X ≥ V aRα(X)] + qα(1− α− P (X ≥ V aRα(X)))] , (4.16)

kde qα = inf{x ∈ R : P (X ≤ x) ≥ α} je dolný α-kvantil X. 4
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Tu však budeme postupovat’ podl’a článku [7] a preṕı̌seme vzt’ah (4.16) na tvar, ktorý
budeme použ́ıvat’ v nasledujúcej kapitole. ES pre kreditné portfolio v čase t + 1 za
podmienky, že množina Ft je známa až do času t s hladinou α, môžme preṕısat’ na
tento tvar:

ESα(Lt+1|Ft) =
1

1− α
E(Lt+1I{Lt+1≥Lt+1,K∗}|Ft) + Lt+1,K∗

[
1− P (Lt+1 ≥ Lt+1,K∗ |Ft)

1− α

]
.

(4.17)

Tento vzt’ah (4.17) sa dá podl’a [7] preṕısat’ na nasledujúci tvar, ktorý sa použ́ıva pri
bežných výpočtoch:

ESα(Lt+1|Ft) =
1

1− α

M∑
k̃=K∗

Lt+1,k̃P (Lt+1 = Lt+1,k̃|Ft)

− Lt+1,K∗

1− α
(P (Lt+1 ≥ Lt+1,K∗|Ft)− (1− α)) =

=
1

1− α

M∑
k̃=K∗

Lt+1,k̃

∑
(i1,...,is)∈Ik̃

s∏
j=1

[
s∑

k=1

(λ̃1(jk)QT + λ̃2(jk)(P̂(jk))T )eik

]
ij

− Lt+1,K∗

1− α

M∑
k̃=K∗

∑
(i1,...,is)∈Ik̃

s∏
j=1

[
s∑

k=1

(λ̃1(jk)QT + λ̃2(jk)(P̂(jk))T )eik

]
ij

+ Lt+1,K∗ .

(4.18)

Podrobneǰśı popis výpočtu podl’a (4.18) bude uvedený v d’aľsej kapitole.

33



Kapitola 5

Aplikácie

5.1 Pŕıklad 1

Máme k dispoźıcii dáta od agentúry Reuters o objeme spotreby kakaa v USA. Pozo-
rovania sú mesačné od januára 2007 do júna 2009, celkom teda ide o 30 pozorovańı.
Možné objemy spotreby sú rozdelené do piatich kategóríı: vel’mi ńızky objem spotreby
1, ńızky objem spotreby 2, priemerná spotreba 3, vysoký objem spotreby 4 a vel’mi
vysoký objem spotreby 5. Budeme pracovat’ s jednorozmerným Markovovym ret’azcom
druhého rádu (n = 2, s = 1). Postupnost’ dát označ́ıme S.

S : 1→ 2→ 2→ 1→ 5→ 3→ 3→ 2→ 2→ 2→ 1→ 1→ 4→ 3→ 5→
3→ 3→ 2→ 2→ 1→ 2→ 2→ 1→ 1→ 1→ 2→ 1→ 1→ 1→ 1

Spoč́ıtame matice počtu prechodov:

F1 =


6 3 0 1 1
5 5 0 0 0
0 2 2 0 1
0 0 1 0 0
0 0 2 0 0

 F2 =


3 3 2 1 0
7 2 0 0 1
0 4 1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 2 0 0


Ďalej spoč́ıtame odhad matice pravdepodobnost́ı prechodu P̂h, h = 1, 2 :

P̂1 =


6
11

3
11

0 1
11

1
11

1
2

1
2

0 0 0
0 2

5
2
5

0 1
5

0 0 1 0 0
0 0 1 0 0

 P̂2 =


1
3

1
3

2
9

1
9

0
7
10

2
10

0 0 1
10

0 4
5

1
5

0 0
0 0 0 0 1
0 0 1 0 0
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Podl’a Vety 4.2 spoč́ıtame odhad vektoru stacionárneho rozdelenia

Π̂ = (
2

5
,
1

3
,
1

6
,

1

30
,

1

15
)T .

Úlohu sme vyriešili oboma spôsobmi, teda podl’a (4.5) a (4.6) v programe GAMS. K
dispoźıcii sme mali vol’ne dostupnú verziu. Zdrojový kód k obom riešeniam je uvedený
v pŕılohe. Tu si ukážeme postup riešenia úlohy podl’a (4.6). Najprv spoč́ıtame

P̂1Π̂ = (
127

330
,
113

330
,
1

6
,

2

55
,

23

330
)T ,

P̂2Π̂ = (
11

30
,
1

3
,
17

90
,

2

45
,

1

15
)T .

Aby sme mohli odhadnút’ λ1 a λ2, muśıme vyriešit’ optimalizačnú úlohu

min
λ1,λ2

w

za podmienok

w ≥ 2

5
− 127

330
λ1 −

11

30
λ2

w ≥ −2

5
+

127

330
λ1 +

11

30
λ2

w ≥ 1

3
− 113

330
λ1 −

1

3
λ2

w ≥ −1

3
+

113

330
λ1 +

1

3
λ2

w ≥ 1

6
− 1

6
λ1 −

17

19
λ2

w ≥ −1

6
+

1

6
λ1 +

17

19
λ2

w ≥ 1

30
− 2

55
λ1 −

2

45
λ2

w ≥ − 1

30
+

2

55
λ1 +

2

45
λ2

w ≥ 1

15
− 23

330
λ1 −

1

15
λ2

w ≥ − 1

15
+

23

330
λ1 +

1

15
λ2
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w ≥ 0, λ1 + λ2 = 1, λ1, λ2 ≥ 0.

Optimálnym riešeńım je
(λ1, λ2) = (1, 0).

Hodnota účelovej funkcie v oboch riešeniach je w = 0.15. Odhadnutý model jednoroz-
merného Markovovho ret’azca druhého rádu je

Πt+1 = P̂1Πt.

Je vidiet’, že objem spotreby kakaa by stačilo modelovat’ pomocou Markovovho ret’azca
prvého rádu.

5.2 Pŕıklad 2

K tomu, aby sme spoč́ıtali VaR a ES, je potrebné najprv odhadnút’ neznáme parametre
s-rozmerného Markovovho ret’azca n-tého rádu. Použité dáta sú poskytnuté agentúrou
Reuters. Jedná sa o históriu ratingov spoločnosti Ford v rokoch 2000 až 2009. K dis-
poźıcii máme 30 pozorovańı LT Issuer a LT LC Debt ohodnotené ratingami A, BBB+,
BBB, BBB-, BB+, BB-, B+, B, B-, CCC+, CCC, CCC-, CC, C. Pre lepšiu prehladnost’

prechodov medzi ratingami vzhl’adom k malému počtu pozorovańı sme zlúčili hodnote-
nia BBB+, BBB a BBB- do ratingovej triedy BBB, B+, B a B+ do ratingovej triedy
B a CCC+, CCC, CCC- do ratingovej triedy CCC, CC a C do ratingovej triedy C
(podl’a [7], str.19). Označme AAA=1, AA=2, A=3, BBB=4, BB=5, B=6, CCC=7,
C=8, Default=9.

Nech S1 a S2 označujú postupnosti ratingov LT Issuer a LT LC Debt.

S1 : 3→ 3→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 5→ 5→
5→ 5→ 6→ 6→ 6→ 6→ 6→ 6→ 6→ 6→ 6→ 6→ 6→ 7→ 8

S2 : 3→ 3→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 4→ 5→ 5→
5→ 5→ 6→ 6→ 6→ 6→ 7→ 7→ 7→ 7→ 7→ 7→ 7→ 7→ 8

(5.1)

Budeme postupovat’ podl’a [7]. Pre zjednodušenie vytvoŕıme model pre dvojrozmerný
Markovov ret’azec prvého rádu a z neho spoč́ıtame VaR a ES pre naše portfolio dvoch
postupnost́ı ratingov.
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Z S1 a S2 spoč́ıtame matice počtu prechodov:

F(11) =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 10 1 0 0 0 0
0 0 0 0 3 1 0 0 0
0 0 0 0 0 10 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


F(22) =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 10 1 0 0 0 0
0 0 0 0 3 1 0 0 0
0 0 0 0 0 3 1 0 0
0 0 0 0 0 0 7 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0



F(21) =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 10 1 0 0 0 0
0 0 0 0 3 1 0 0 0
0 0 0 0 0 3 8 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


F(12) =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 10 1 0 0 0 0
0 0 0 0 3 1 0 0 0
0 0 0 0 0 4 0 0 0
0 0 0 0 0 6 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


Ďalej muśıme znormalizovat’ jednotlivé riadky mat́ıc. V pŕıpade, že matica obsahuje
vel’a nulových riadkov, teda chýbajú informácie o histórii počtu prechodov medzi týmito
ratingami, odhadnutá matica prechodu P̂(jk), j, k = 1, ..., 9 nemuśı byt’ nerozložitelná.
Preto každý nulový riadok nahrad́ıme riadkom s rovnomerným rozdeleńım (podl’a [7],
str.20). Takže dostávame:

P̂(11) =



1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

0 0 1
2

1
2

0 0 0 0 0
0 0 0 10

11
1
11

0 0 0 0
0 0 0 0 3

4
1
4

0 0 0
0 0 0 0 0 10

11
1
11

0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9


P̂(22) =



1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

0 0 1
2

1
2

0 0 0 0 0
0 0 0 10

11
1
11

0 0 0 0
0 0 0 0 3

4
1
4

0 0 0
0 0 0 0 0 3

4
1
4

0 0
0 0 0 0 0 0 7

8
1
8

0
1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9
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P̂(21) =



1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

0 0 1
2

1
2

0 0 0 0 0
0 0 0 10

11
1
11

0 0 0 0
0 0 0 0 3

4
1
4

0 0 0
0 0 0 0 0 3

11
8
11

0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9


P̂(12) =



1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

0 0 1
2

1
2

0 0 0 0 0
0 0 0 10

11
1
11

0 0 0 0
0 0 0 0 3

4
1
4

0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 6

7
1
7

0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9

1
9


Na základe histórie ratingov spoločnosti Ford sme źıskali nasledujúce odhady sta-

cionárneho rozdelenia ratingov prvého a druhého kreditného rizika spoč́ıtané podl’a
Vety 4.2:

Π̂
(1)

= (0, 0,
1

15
,
11

30
,

2

15
,
11

30
,

1

30
,

1

30
, 0)T , Π̂

(2)
= (0, 0,

1

15
,
11

30
,

2

15
,

2

15
,

4

15
,

1

30
, 0)T .

(5.2)

Ako apriornú maticu Q sme použili maticu od S&P uvedenú v [9], ktorú predstavuje
Tabul’ka 5.1.

Vlastná optimalizácia úlohy prebiehala v programe GAMS. K dispoźıcii sme mali
vol’ne dostupnú verziu tohoto programu. Podl’a (4.5) sme pre prvú postupnost’ dostali
riešenie:

(λ̃1(11); λ̃2(11); λ̃1(12); λ̃2(12)) = (0.348; 0.098; 0.000; 0.553).

Výsledok pre druhú postupnost’:

(λ̃1(21); λ̃2(21); λ̃1(22); λ̃2(22)) = (0.000; 0.406; 0.237; 0.357).

Dvojrozmerný model Markovovho ret’azca prvého rádu pre dve zadané postupnosti S1

a S2 je:

Π
(1)
t+1 = 0.348QTΠ

(1)
t + 0.098(P̂(11))TΠ

(1)
t + 0.000QTΠ

(2)
t + 0.553(P̂(12))TΠ

(2)
t ,

Π
(2)
t+1 = 0.000QTΠ

(1)
t + 0.406(P̂(21))TΠ

(1)
t + 0.237QTΠ

(2)
t + 0.357(P̂(22))TΠ

(2)
t .

Je vidiet’, že obe postupnosti na sebe silno závisia a sú závislé aj na apriornej matici Q.
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Tabul’ka 5.1: Pravdepodobnosti prechodu medzi ratingami jednotlivých akt́ıv za rok 2005
od S&P

AAA AA A BBB BB B CCC C D

AAA 0.8598 0.1172 0.0176 0.0043 0.0012 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

AA 0.0178 0.8332 0.1207 0.0221 0.0031 0.0000 0.0003 0.0006 0.0024

A 0.0017 0.0358 0.8405 0.1031 0.0103 0.0002 0.0015 0.0017 0.0340

BBB 0.0033 0.0056 0.0506 0.8539 0.0744 0.0004 0.0032 0.0018 0.0032

BB 0.0001 0.0004 0.0042 0.0370 0.8260 0.0634 0.0383 0.0091 0.0215

B 0.0002 0.0007 0.0013 0.0020 0.0567 0.7185 0.1414 0.0232 0.0559

CCC 0.0000 0.0003 0.0066 0.0017 0.0054 0.0501 0.6909 0.0574 0.1795

C 0.0000 0.0000 0.0032 0.0000 0.0090 0.0109 0.1115 0.4686 0.3968

D 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000

Tento model sa môže použit’ na zistenie predpovede vel’kosti kreditného rizika v port-
foliu ratingov LT Isuuer a LT TC Debt spoločnosti Ford. Podl’a (4.11) v portfoliu dvoch
akt́ıv s korelovanými ratingami môžme celkovú stratu portfolia v čase t + 1 spoč́ıtat’

ako súčet strát oboch akt́ıv v čase t+ 1. Teda:

Lt+1(Y
(1)
t+1, Y

(2)
t+1) = L

(1)
t+1(Y

(1)
t+1) + L

(2)
t+1(Y

(2)
t+1) (5.3)

V čase t + 1 má rating j-teho akt́ıva Y
(j)
t+1 hodnotu z množiny {1, 2, ..., 9} pre každé

j = 1, 2. Podl’a odstavca 4.2 každej strate L
(j)
t+1(Y

(j)
t+1) z j-teho akt́ıva v čase t + 1,

pričom plat́ı Y
(j)
t+1 = i pre každé j = 1, 2 a i = 1, 2, ..., 9, prirad́ıme náhodnu hodnotu

z rovnomerného rozdelenia na intervale Pi = [ i−1
9
, i

9
), kde i = 1, 2, ..., 9. Hodnoty strát

jednotlivých akt́ıv v intervaloch Pi = [ i−1
9
, i

9
) nasimulované v programe R sú uvedené

v Tabul’ke 5.2.

Podl’a vzt’ahu (5.3) a nasimulovaných strát L
(j)
t+1(i) z Tabul’ky 5.2 spoč́ıtame v Tabul’ke

5.3 hodnoty celkovej straty Lk̃. Napŕıklad ak Ik̃ = (i1, i2) odpovedá I18 = (3, 4), potom

Lt+1,18 = Lt+1(3, 4) = L
(1)
t+1(3) + L

(2)
t+1(4), čomu podl’a Tabul’ky 5.2 odpovedajú hodnoty

L
(1)
t+1(3) = 0.3067 a L

(2)
t+1(4) = 0.3420. Preto celková strata Lt+1,18 = 0.6487. Tento

výpočet prebiehal v programe EXCEL.
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Tabul’ka 5.2: Nasimulované straty L
(j)
t+1(i)

j\i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 0.0628 0.1832 0.3067 0.4132 0.5418 0.6606 0.6867 0.8356 0.9594

2 0.0613 0.2062 0.2972 0.3420 0.4464 0.5632 0.7161 0.8672 0.9321

V d’aľsej Tabul’ke 5.3, uvedenej v appendixe, sme zhrnuli možné budúce hodnoty
celkovej straty portfolia Lt+1,k̃, ich možné odpovedajúce ratingy i1, i2 a budúce podmie-
nené pravdepodobnosti, že celková strata portfolia Lt+1 v čase t + 1 je rovná hodnote
celkovej straty Lt+1,k̃ za podmienky množiny informácíı o trhu Ft. Podmienené pravde-
podobnosti celkovej straty za podmienky množiny Ft pre všetky kombinácie ratingov
kreditných riźık v portfoliu, teda pre všetky množiny Ik̃, sú vyč́ıslené pomocou vzt’ahu
(4.12). Najprv sme v programe R spoč́ıtali hodnotu výrazu

s∑
k=1

(λ̃1(jk)QT + λ̃2(jk)(P̂(jk))T )eik ,

kde eik = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0)T , pričom 1 je na ik-tom mieste vektoru a ik odpovedá
prvkom množiny Ik̃ = (i1, i2). Zdrojový kód k tomuto výpočtu je uvedený v appendixe
pre pŕıpad I18 = (3, 4). Výstupom programu sú pre každú usporiadanú množinu Ik̃
dva vektory (9 × 1). Súčinom i1-zložky prvého vektoru a i2-zložky druhého vektoru
dostávame podmienenú pravdepodobnost’ celkovej straty portfolia pre každú množinu
Ik̃ = (i1, i2). Ostatné výpočty prebiehali v programe EXCEL.

Najprv spoč́ıtame Credit VaR:
Zvoĺıme č́ıslo K∗, tak aby boli splnené rovnice (4.13) a (4.14) pre danú hladinu α = 0.05.
Z Tabul’ky 5.3 zist́ıme, že K∗ = 74, pretože plat́ı:

81∑
k̃=74+1

P (Lt+1,k̃|Ft) = 0.8182 ≤ 0.95,

81∑
k̃=74

P (Lt+1,k̃|Ft) = 0.9536 > 0.95.

Hodnote k̃ = 74 odpovedá hodnota celkovej straty Lt+1,74 1.5539 preto:

V aRα(Lt+1|Ft) = Lt+1,74 = 1.5539.
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Ďalej spoč́ıtame Expected shortfall pre portfolio pomocou VaR a hodnôt z Tabul’ky
5.3 použit́ım vzt’ahu (4.18).

1

1− α

81∑
k̃=74

Lt+1,k̃

∑
(i1,i2)∈Ik̃

2∏
j=1

[
2∑

k=1

(λ̃1(jk)QT + λ̃2(jk)(P̂(jk))T )eik

]
ij

= 1.7051

a

Lt+1,74

1− α


81∑

k̃=74

∑
(i1,i2)∈Ik̃

2∏
j=1

[
2∑

k=1

(λ̃1(jk)QT + λ̃2(jk)(P̂(jk))T )eik

]
ij

− (1− α)

 = 0.0059.

Potom je Expected Shortfall

ESα(Lt+1|Ft) = 1.6992.

Vid́ıme, že plat́ı ES ≥ VaR.

5.3 Pŕıklad 3

Použijeme dáta z Pŕıkladu 2 a vytvoŕıme model dvojrozmerného Markovovho ret’azca
vyššieho rádu. Budeme poč́ıtat’ s ret’azcom druhého rádu, teda (n = 2, s = 2), pretože
mat́ıc počtu prechodov je vždy ns2.

Z S1 a S2 (5.1) spoč́ıtame matice počtu prechodov. Matice F
(11)
1 ,F

(12)
1 ,F

(21)
1 ,F

(22)
1 od-

povedajú maticiam F(11),F(12),F(21),F(22) z pŕıkladu 2.
Matice počtu prechodov po dvoch krokoch:

F
(11)
2 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 9 2 0 0 0 0
0 0 0 0 2 2 0 0 0
0 0 0 0 0 9 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


F

(22)
2 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 9 2 0 0 0 0
0 0 0 0 2 2 0 0 0
0 0 0 0 0 2 2 0 0
0 0 0 0 0 0 6 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
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F
(21)
2 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 9 2 0 0 0 0
0 0 0 0 2 2 0 0 0
0 0 0 0 0 2 8 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


F

(12)
2 =



0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0 0
0 0 0 9 2 0 0 0 0
0 0 0 0 2 2 0 0 0
0 0 0 0 0 4 0 0 0
0 0 0 0 0 5 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0


Po znormovańı dostaneme matice pravdepodobnost́ı prechodu. Matice P

(11)
1 ,P

(12)
1 ,P

(21)
1 ,P

(22)
1

sú rovnaké ako matice P(11),P(12),P(21),P(22) z pŕıkladu 2.
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9
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P̂
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2 =
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9
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2
11

0 0 0 0
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P̂
(21)
2 =
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0 0 0 0 0 2
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0 0 0 9

11
2
11

0 0 0 0
0 0 0 0 1

2
1
2

0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 5
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Odhady stacionárneho rozdelenia ratingov oboch kreditných riźık odpovedajú odha-

dom spoč́ıtaným podl’a Vety 4.2 v predchádzajúcom pŕıklade (5.2). Matica prechodu
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Q zostala tiež nezmenená. Znovu sme podl’a (4.5) pre prvú postupnost’ dostali riešenie
spoč́ıtané v programe GAMS:

(λ̃1
1(11)

; λ̃1
2(11)

; λ̃2
1(11)

; λ̃2
2(11)

; λ̃1
1(12)

; λ̃1
2(12)

; λ̃2
1(12)

; λ̃2
2(12)

) =

(0.000; 0.187; 0.378; 0.145; 0.000; 0.146; 0.000; 0.144).

Výsledok pre druhú postupnost’:

(λ̃1
1(21)

; λ̃1
2(21)

; λ̃2
1(21)

; λ̃2
2(21)

; λ̃1
1(22)

; λ̃1
2(22)

; λ̃2
1(22)

; λ̃2
2(22)

) =

(0.000; 0.199; 0.061; 0.171; 0.048; 0.105; 0.239; 0.176).

Dvojrozmerný model Markovovho ret’azca druhého rádu pre dve zadané postupnosti
S1 a S2 je:

Π
(1)
t+1 = 0.000QTΠ

(1)
t + 0.187(P̂

(11)
1 )TΠ

(1)
t + 0.378QTΠ

(1)
t + 0.145(P̂

(11)
2 )TΠ

(1)
t +

+0.000QTΠ
(2)
t + 0.146(P̂

(12)
1 )TΠ

(2)
t + 0.000QTΠ

(2)
t + 0.144(P̂

(12)
2 )TΠ

(2)
t ,

Π
(2)
t+1 = 0.000QTΠ

(1)
t + 0.199(P̂

(21)
1 )TΠ

(1)
t + 0.061QTΠ

(1)
t + 0.171(P̂

(21)
2 )TΠ

(1)
t +

+0.048QTΠ
(2)
t + 0.105(P̂

(22)
1 )TΠ

(2)
t + 0.239QTΠ

(2)
t + 0.176(P̂

(22)
2 )TΠ

(2)
t .

Je vidno, že obe postupnosti na sebe silno závisia a tiež na apriornej matici Q. To zna-
mená, že podmienené rozdelenie ratingov jednotlivých kreditných riźık v nasledujúcom
časovom okamžiku za podmienky, že v súčasnosti máme dostupné informácie o histórii
ratingov všetkých kreditných riźık, nezáviśı len na ratingu daného kreditného rizika,
ale aj na ratingoch ostatných kreditných riźık v portfoliu.
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Záver

Vytvorili sme model viacrozmerného Markovovho ret’azca vyšš́ıch rádov pre postup-
nost́ı dát. Počet parametrov tohoto modelu rastie lineárne vzhl’adom k rádu modelu
preto je dobre použitelný v praxi. Poṕısali sme metódu odhadu parametrov modelu
a demonštrovali sme ju na pŕıkladoch. Dôležitá je aplikácia tohoto modelu v oblasti
merania a riadenia kreditných riźık. Matice pravdepodobnost́ı prechodu sme odhadli
lineárnou kombináciou apriornej matice prechodu od S&P a maticou pravdepodobnost́ı
prechodu vytvorenou z matice počtu prechodov. Tým sme vytvorili model, ktorý po-
pisuje závislosti medzi ratingami jednotlivých kreditných riźık v portfoliu v pŕıpade,
že straty jednotlivých kreditných riźık závisia na svojich ratingoch. Potom sme použili
model dvojrozmerného Markovoho ret’azca prvého rádu na výpočet Value at Risk a
Expected Shortfall v danom portfoliu kreditných riźık.
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Appendix

Zdrojový kód pre pŕıklad 1 podl’a (4.5) v programe GAMS

*definujeme mnoziny a parametry

Sets

k pocetstavov / 1 * 5 /

j pocetStavov / 1 * 5 /;

Variables

z;

Positive variable lambda1;

Positive variable lambda2;

Positive variable a(j) ;

Positive variable b(j) ;

Table P1(j,k)

1 2 3 4 5

1 0.5454 0.5 0 0 0

2 0.2727 0.5 0.4 0 0

3 0 0 0.4 1 1

4 0.0909 0 0 0 0

5 0.0909 0 0.2 0 0

;

Table P2(j,k)

1 2 3 4 5

1 0.3333 0.7 0 0 0

2 0.3333 0.2 0.8 0 0

3 0.2222 0 0.2 0 1

4 0.1111 0 0 0 0
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5 0 0.1 0 1 0

;

Parameter X1(k)

/1 0.4,

2 0.3333,

3 0.1667,

4 0.0333,

5 0.0667/;

Parameter X3(j) odpoveda X1(k)

/1 0.4,

2 0.3333,

3 0.1667,

4 0.0333,

5 0.0667/;

Equations

optimum ucelova funkce

abs(j) absolutna hodnota

omezlambda podmienky

;

omezlambda .. lambda1+lambda2 =e= 1;

abs(j) .. a(j)-b(j)=e=sum(k,lambda1*P1(j,k)*X1(k)+lambda2*P2(j,k)*X1(k))-X3(j);

optimum .. z =e= smax(j, a(j)+ b(j));

Model diplomka /all/ ;

solve diplomka using dnlp minimizing z;

*zobrazime vysledok, riesenie primarnej ulohy

display lambda1.l, lambda2.l, z.l;
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Zdrojový kód pre pŕıklad 1 podl’a (4.6) v programe GAMS

Variables

w;

Positive variable lambda1;

Positive variable lambda2;

Equations

omezlambda podmienky

p1

p2

p3

p4

p5

p6

p7

p8

p9

p10;

omezlambda .. lambda1 + lambda2 =e= 1;

p1 .. w =g= 0.4 - 0.38485*lambda1 - 0.36667*lambda2;

p2 .. w =g= -0.4 + 0.38485*lambda1 + 0.36667*lambda2;

p3 .. w =g= 0.3333 - 0.34242*lambda1 - 0.33333*lambda2;

p4 .. w =g= -0.3333 + 0.34242*lambda1 + 0.33333*lambda2;

p5 .. w =g= 0.1667 - 0.16667*lambda1 - 0.18889*lambda2;

p6 .. w =g= -0.1667 + 0.16667*lambda1 + 0.18889*lambda2;

p7 .. w =g= 0.0333 - 0.03636*lambda1 - 0.04444*lambda2;

p8 .. w =g= -0.0333 + 0.03636*lambda1 + 0.04444*lambda2;

p9 .. w =g= 0.0667 - 0.06969*lambda1 - 0.06667*lambda2;

p10 .. w =g= -0.0667 + 0.06969*lambda1 + 0.06667*lambda2;

Model diplomka /all/ ;

solve diplomka using lp minimizing w;

*zobrazime vysledok, riesenie primarnej ulohy

display lambda1.l, lambda2.l, w.l;
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Zdrojový kód v programe R pre pŕıklad 2:

P11 <- matrix(c(0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0.5,0,0,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0.5,0.909,0,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0.09,0.75,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0.25,0.909,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0.09,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,1,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111), nrow = 9, ncol=9,

byrow=TRUE, dimnames = NULL)

P22 <- matrix(c(0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0.5,0,0,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0.5,0.909,0,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0.09,0.75,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0.25,0.75,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0.25,0.875,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,0.125,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111), nrow = 9, ncol=9,

byrow=TRUE, dimnames = NULL)

P21 <- matrix(c(0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0.5,0,0,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0.5,0.909,0,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0.09,0.75,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0.25,0.273,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0.727,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,1,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111), nrow = 9, ncol=9,

byrow=TRUE, dimnames = NULL)

P12 <- matrix(c(0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0,0.1111,

0.1111,0.1111,0.5,0,0,0,0,0,0.1111,

0.1111,0.1111,0.5,0.909,0,0,0,0,0.1111,
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0.1111,0.1111,0,0.09,0.75,0,0,0,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0.25,1,0.857,0,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,0.123,0,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,1,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111), nrow = 9, ncol=9,

byrow=TRUE, dimnames = NULL)

Q <- matrix(c(0.8598,0.0179,0.0017,0.0033,0.0001,0.0002,0,0,0,

0.1172,0.8332,0.0358,0.0056,0.0004,0.0007,0.0003,0,0,

0.0176,0.1207,0.8405,0.0506,0.0042,0.0013,0.0066,0.0032,0,

0.0043,0.0221,0.1031,0.8539,0.0370,0.0020,0.0017,0,0,

0.0012,0.0031,0.0103,0.0744,0.8260,0.0567,0.0054,0.0090,0,

0,0,0.0020,0.0040,0.0634,0.7185,0.0501,0.0109,0,

0,0,0.0015,0.0032,0.0383,0.1414,0.6990,0.1115,0,

0,0.0006,0.0017,0.0018,0.0091,0.0232,0.0574,0.4686,0,

0,0.0024,0.0034,0.0032,0.0215,0.0559,0.1795,0.3968,1), nrow = 9,

ncol=9, byrow=TRUE, dimnames = NULL)

ei1 <- c(0,0,1,0,0,0,0,0,0)

ei2 <- c(0,0,0,1,0,0,0,0,0)

### prva postupnost

V <- c(0,0,0,0,0,0,0,0,0)

W <- c(0,0,0,0,0,0,0,0,0)

for(j in 1:9){

for(k in 1:9){

V[k]<-((0.348*Q[j,k]+0.098*P11[j,k])*ei1[k]+0.553*P12[j,k]*ei2[k])

W[j] <- W[j]+V[k]} }

W #zobrazi vysledok

### druha postupnost

V <- c(0,0,0,0,0,0,0,0,0)

W <- c(0,0,0,0,0,0,0,0,0)

for(j in 1:9){

for(k in 1:9){

V[k]<-(0.406*P21[j,k]*ei1[k]+(0.237*Q[j,k]+0.357*P22[j,k])*ei2[k])

W[j] <- W[j]+V[k]} }

W #zobrazi vysledok
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Tabul’ka 5.3: Celková strata

k̃ Hodnota celkovej straty Lt+1,k̃ P (Lt+1 = Lt+1,k̃|Ft) Ik̃ = (i1, i2)

1 0.1241 0.1072 (1, 1)

2 0.2444 0.1045 (2, 1)

3 0.3600 0.1311 (1, 3)

4 0.3679 0.0980 (3, 1)

5 0.2690 0.1048 (1, 2)

6 0.3894 0.1022 (2, 2)

7 0.4048 0.1773 (1, 4)

8 0.4744 0.1089 (4, 1)

9 0.4804 0.1271 (2, 3)

10 0.5092 0.1577 (1, 5)

11 0.5129 0.0955 (3, 2)

12 0.5252 0.1720 (2, 4)

13 0.6030 0.1028 (5, 1)

14 0.6039 0.3588 (3, 3)

15 0.6194 0.1061 (4, 2)

16 0.6260 0.1498 (1, 6)

17 0.6296 0.1530 (2, 5)

18 0.6487 0.2492 (3, 4)

19 0.7104 0.2503 (4, 3)

20 0.7218 0.0975 (6, 1)

21 0.7464 0.1453 (2, 6)

22 0.7479 0.0741 (7, 1)

23 0.7480 0.1001 (5, 2)

24 0.7531 0.1582 (3, 5)

25 0.7552 0.7964 (4, 4)

26 0.7789 0.1622 (1, 7)

27 0.8390 0.1363 (5, 3)
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k̃ Hodnota celkovej straty Lt+1,k̃ P (Lt+1 = Lt+1,k̃|Ft) Ik̃ = (i1, i2)

28 0.8596 0.1931 (4, 5)

29 0.8668 0.0949 (6, 2)

30 0.8699 0.1495 (3, 6)

31 0.8838 0.2164 (5, 4)

32 0.8929 0.0722 (7, 2)

33 0.8968 0.0679 (8, 1)

34 0.8993 0.1573 (2, 7)

35 0.9300 0.0607 (1, 8)

36 0.9578 0.1280 (6, 3)

37 0.9764 0.1691 (4, 6)

38 0.9839 0.0918 (7, 3)

39 0.9882 0.5957 (5, 5)

40 0.9949 0.1195 (1, 9)

41 1.0026 0.1786 (6, 4)

42 1.0206 0.1212 (9, 1)

43 1.0228 0.1632 (3, 7)

44 1.0287 0.1281 (7, 4)

45 1.0418 0.0664 (8, 2)

46 1.0504 0.0589 (2, 8)

47 1.1050 0.1947 (5, 6)

48 1.1070 0.2212 (6, 5)

49 1.1153 0.1165 (2, 9)

50 1.1293 0.1846 (4, 7)

51 1.1328 0.0735 (8, 3)

52 1.1331 0.1127 (7, 5)

53 1.1656 0.1186 (9, 2)

54 1.1739 0.0514 (3, 8)
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k̃ Hodnota celkovej straty Lt+1,k̃ P (Lt+1 = Lt+1,k̃|Ft) Ik̃ = (i1, i2)

55 1.1776 0.0995 (8, 4)

56 1.2238 0.4896 (6, 6)

57 1.2388 0.1114 (3, 9)

58 1.2499 0.1065 (7, 6)

59 1.2566 0.1517 (9, 3)

60 1.2579 0.1725 (5, 7)

61 1.2804 0.0582 (4, 8)

62 1.2820 0.0884 (8, 5)

63 1.3041 0.2052 (9, 4)

64 1.3453 0.1238 (4, 9)

65 1.3767 0.6286 (6, 7)

66 1.3988 0.0840 (8, 6)

67 1.4028 0.1487 (7, 7)

68 1.4058 0.1825 (9, 5)

69 1.4090 0.0544 (5, 8)

70 1.4739 0.1168 (5, 9)

71 1.5226 0.1733 (9, 6)

72 1.5278 0.0511 (6, 8)

73 1.5517 0.0910 (8, 7)

74 1.5539 0.1354 (7, 8)

75 1.5927 0.1108 (6, 9)

76 1.6188 0.0842 (7, 9)

77 1.6755 0.1877 (9, 7)

78 1.7028 0.1423 (8, 8)

79 1.7677 0.0757 (8, 9)

80 1.8266 0.0823 (9, 8)

81 1.8915 0.1352 (9, 9)
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