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Abstrakt: V praci sa zaoberame zovieobecnenim Rafteryho modelu Markovovho retazca
na viacrozmerny model Markovovho retazca vyssich radov. Tento model mé mensi pocet
nezdvislych parametrov nez vseobecny model viacrozmerného Markovovho retazca a
preto je vhodnejsi pre praktické vypocty. Sformulujeme tilohu odhadov jednotlivych pa-
rametrov tohoto modelu a potom ho aplikujeme na meranie rizika portfélia. Spocitame
Value at Risk a Expected Shortfall v danom portféliu. Teoretické vysledky aplikujeme
na redlne ekonomické data.
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Uvod

Markovove refazce sa pouzivaji na modelovanie roznych praktickych systémov napri-

klad zasobovacich systémov alebo systémov obsluhy. Postupnosti dat alebo ¢asové rady
sa casto vyskytuju v roznych aplikacidach. Na analyzu takychto postupnosti je potrebné
dokladne zvolit matematicky model, ktory by umoznil predpovedat a testovat hypotézy
o datach. Markovove retfazce st tiez dolezité pri modelovani dynamiky prechodov medzi
ratingami v kreditnom riziku.
Kreditnym rizikom rozumieme riziko, Ze urcitd investicia alebo portfolio nebudi dévat
ocakdvané vynosy koli neschopnosti dlznika spldcat istinu a ndlezity trok. Kreditné
riziko portfolia je riziko, ze defaulty alebo straty koli defaultom si omnoho vicsie, nez
sa povodne predpokladalo. Kreditné riziko portfolia sa uréuje podla kreditnych rizik
zékladnych aktiv. Na meranie a riadenie kreditného rizika portfolia je dolezité vytvorit
modely, ktoré popisuju zdvislost medzi ratingami jednotlivych aktiv v portfoliu, pretoze
straty aktiv zavisia na ich ratingoch. Tieto zdvislosti sa daji dobre popisat pomocou
viacrozmerného Markovovho retazca vyssich rddov, kde matica prechodu predstavuje
pravdepodobnost budiceho vyvoja ratingov.

Prva kapitola obsahuje definicie zakladnych pojmov, dolezité tvrdenia a odvodenia
niektorych vlatnosti Markovovych refazcov. Markovove retazce vyssich radov pred-
stavime v druhej kapitole a odvodime model, ktory budeme dalej zovseobeciovat.
V kapitole 3 popisujeme viacrozmerné Markovove refazce a ich vlastnosti. V kapi-
tole 4 zovSeobecnime model Markovovho retazca vyssich rddov z druhej kapitoly na
viacrozmerny model vyssich rddov a popiseme metédu odhadov paramertov tohoto
modelu. Vytvoreny model aplikujeme na meranie kreditného rizika v portfoliu. V po-
slednej kapitole st ukazky pouzitia jednotlivych modelov. V appendixe st zdrojové
kédy k prikladom z predchadzajucej kapitoly v programoch GAMS a R.



Kapitola 1

) ’ ,
Markovove retazce prvého radu

1.1 Zakladné pojmy a vlastnosti

Definicia 1.1. Nech (2, A, P) je pravdepodobnostny priestor, nech 7" C R. Rodina
redlnych ndhodnych velicin {X;,t € T'} definovanych na (2, .4, P) sa nazyva ndhodnij
proces. Nech {X;,t € T} je ndhodny proces taky, ze pre kazdé ¢t € T existuje strednd
hodnota EX;. Potom funkcia p; = EX; definovand na T sa nazyva strednd hodnota
procesu {X;,t € T}.

Ak {X;,t € T} je proces s konetnymi druhymi momentmi, tj. E|X;|° < oo pre
vsetky t € T, potom funkcia dvoch premennych definovanad na T x T predpisom
R(s,t) = B(X, — us)(X; — Ti7) sa nazyva autokovarianénd funkcia procesu {X;,t € T}.
A

| 2

Definicia 1.2. Dvojica (S,¢), kde S je mnozina hodnoét ndhodnych velicin {X;} a ¢ je
o-algebra podmnozin S, sa nazyva stavovy priestor procesu {X;,t € T}. Ak ndhodné
veliciny {X;} nadobtudaju len diskrétne hodnoty, hovorime, ze ide o proces s diskétnymi
stavmi, ak nadobudaju hodnoty z nejakého intervalu, hovorime o procese so spojityms
stavmi. A

Definicia 1.3. Hovorime, ze proces {X;,t > 0} je Markovov proces so stavovym pries-
torom (S, ¢), ak pre vSetky ¢ > 0 plati

P(X; < jl X1, ..., Xo) = P(X; < j|X;—1) skoro iste (1.1)
pre kazdé j € R. A

Vlastnost (1.1) sa nazyva markovskd vlastnost.
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Definicia 1.4. Postupnost celociselnych ndhodnych velicin {X;,t € Ny} sa nazyva
Markovov refazec s diskrétnym éasom a mnoZinou stavov S, ak splila

P(Xt = j|Xt—1 =11, Xt—g = 12, ..., Xo = it) = P(Xt = j|Xt—1 = Z‘1) (1-2)

pre vSetky ¢ > 0 a vSetky j,i1,...,%; € S také, ze P(Xy_1 = i1, Xy_9 = i9,..., Xo = 0;) >
0. A

Podmienené pravdepodobnosti P(Xyy, = j|Xi = i) = p;;(t,t +m), pre m € N,
m >1,kde 7,7 € S a P(X; =1) > 0, st pravdepodobnosti prechodu m-tého rddu. Ho-
vorfme, ze Markovov retazec je homogénny, ak pravdepodobnosti prechodu p;;(¢,t + m)
nezavisia na ¢asovych okamzikoch t a t +m ale len na ich rozdiely m. V pripade, ze
m = 1, ide o pravdepodobnosti prechodu prvého rddu. Znacime ich p;; a spiﬁajﬁ

pi; 20, i,j€S a Y py=1 i€S

JjeS

Pravdepodobnosti prechodu prvého rddu mozme zostavit do Stvorcovej matice P =

Pravdepodobnosti p; = P(Xy = i), i € S nazyvame pociatocné pravdepodobnosti.
Plati pre ne

pi=0 a Zpi =L
ics
Pravdepodobnostné rozdelenie p = {p;,i € S} sa nazyva pociatocné rozdelenie Mar-
kovovho retazca. Predpokladdme, 7e p je stfpcovy vektor, taktiez dalsie uvazované
vektory budu Stipcové. Potom p’ oznac¢uje transponovany vektor.
Oznacme pg) prvok matice P?, kde t € Ny.

Veta 1.5. Nech {X;,t € Ng} je homogénny Markovov retazec s maticou pravdepodob-
nosti prechodu P. Potom pre pravdepodobnosti prechodu t-tého rdadu plati

P(Xpis = jlXm=i)=pj), ij€S (1.3)
pre vSetky celé m > 0,1t >0, a P(X,, =1i) > 0.

Dokaz vety je uvedeny v [5], Veta 2.2.



Dalej nas zaujimaju absolitne pravdepodobnosti pi(t) = P(Xy = j), j € 5, ktoré
predstavuji pravdepodobnost, ze Markovov retazec {X;} sa v ¢ase ¢ nachddza v j-tom
stave. Zapiseme ich vektorovo pomocou pociatoéného rozdelenia p a matice pravdepo-
dobnost{ prechodu t-tého radu P? vyrazom

p(t)" = p' P, t € No. (1.4)
Pozndmka. Vztah (1.4) sa da tiez vyjadrit v tvare
p(t)! =p'P' =p’P"'P =p(t — 1)'P. (1.5)

Definicia 1.6. Nech {X;,t € Ny} je homogénny retazec s mnozinou stavov S a maticou
pravdepodobnosti prechodu P. Nech w = {m;,j7 € S} je nejaké pravdepodobnostné
rozdelenie na mnozine S, teda plati 7; > 0, j € S, > ._¢7m; = 1. Potom 7 sa nazyva
staciondrne rozdelenie daného refazca, ak plati:

jeS

7l =n'P. (1.6)
A
Pozndmka. Transponovanim vztahu (1.6) dostdvame m = P7rr.

Definicia 1.7. Ndhodnu velicinu 7;(1) := inf{t > 0: X; = j}, kde j € S, nazyvame
¢as prvého ndvratu do stavu j. Dalej polozme 7;(0) = 0 a inf{(} = ooc. A

Definicia 1.8. Stav j Markovovho refazca sa nazyva trvalyj, ak refazec, ktory vychadza
zo stavu j, sa do j vrati s pravdepodobnostou 1 po koneéne mnoho krokoch, teda plati

Definicia 1.9. Trvaly stav j sa nazyva nenulovy, ak
E[r;(1)|Xo = j] < o0.
JAN

Definicia 1.10. Stav j sa nazyva periodicky s periddou d;, ak plati d; > 1, kde d; je

najvacsi spolocny delitel cisel t > 1, pre ktoré pg-? > 0. V pripade, Ze d; = 1 sa stav j

nazyva neperiodicky. A



Uvazujme homogénny Markovov retazec {X;,t € Ny} s mnozinou stavov S a diskrét-
nym Casom, ktorého pociatoéné rozdelenie je p = {p;,j € S} a matica pravdepodob-
nosti prechodu je P. Potom pre strednt hodnotu a rozptyl procesu plati:

EX, =Y jP(X,=j)=> jp(t)

jes jeS

2
varX, = B(X, - EX,)” = EX] — (EX,)* =Y _°p;(t (Z jpj(t)> :

jES JES
kde pj(t) = Y pes PRPL -
Dalej pre autokovarian¢ni funkciu R(m,n) plati:
R(m,n) = cov(X, X)) = EX, X, — EX,, EX,,

kde v pripade, ze m < n dostavame:

EXpXn =Y Y ijP(Xp =i, X, = j) =

ieS jes
=3 ijP(X, = j| X, = i)P( = iipl T pi(m).
€S jes €S jeS

Ked m > n dostavame:

BXp Xy =Y S iiP(Xyn = j, Xp = 1) =

€S jeS
=3 ijP(X = j1 X, = i) P( = ipl i
€S jeSs €S jeS

Priklad 1.1. Uvazujme Markovov retazec {X;,t € Ny} s mnozinou stavov S = {0,1} a
diskrétnym ¢asom, ktorého pociatoéné rozdelenie je p = (po,p1)’ a matica pravdepo-

dobnosti prechodu je
l—a a
b= ( b 1-b ) '

Podla Perronovho vzorca spoéitame maticu pravdepodobnosti prechodu n-tého radu.
(Uvedené v [5], Veta B.6.)

Teda
pn _ 1 b+a(l—a—>0)" a—a(l—a—>b)"
Ca+b\b=b1—-a—-b" a+b(l—a—-0b" )’
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V nasom pripade bude mat vektor absolitnych pravdepodobnosti vyjadrenie

D) = — [b-+ (poa — pb)(1 — = B)", 0 = (pa — prb)(1 = a = b)") = (po(n), pa ().

Stredné hodnota, rozptyl a autokovarianénd funkcia procesu sa daji zapisat vztahmi:

a = (poa — pib)(1 —a = b)"

EX, =
a+b

Y

)

a+m1—a—wjkm—@w—mmu—a—mﬂ
a+b a+b

EXn+an - (

[a — (poa — pib)(1 —a = b)"][b + (poa — prb)(1 — a — b)"]
(a+ b)? ’

varX,, =

cov(Xpik, Xn) =

a — (poa — p1b)(1 —a —b)" (a+b(1 —a—b)k>k
atb a+b
o= (poa = pr8)(1 = @ = b)")fa — (poa — pib)(1 — a = b)"+*]
(a+ b)? )

V mnohych pripadoch sa stava, ze matica pravdepodobnosti prechodu nie je znama
a musi sa odhadnit z dat. Vieme, Ze pre homogénny Markovov refazec s mnoZinou
stavov S = {1,...,m}, pociatoénym rozdelenim p = (pi, ..., p,)? a maticou prechodu

P = {pi;}i jes plati
P(Xq =1, Xo =l ..., Xopy = ) = Piy (1)Dirin--Piny_1ims (1.7)

kde p;, (1) st absolutné pravdepodobnosti v case 1, o ktorych predpokladame, ze su
zname konstanty alebo tzv. rusSivé parametry, ktoré nie si predmetom odhadu.

Oznacme f;; pocet prechodov zo stavu i do stavu j. Potom mozme (1.7) prepisat do
tvaru

Z(P) = pil(l)piliz'“p’im_lim = pil(l) H prjf

i=1 j=1

10



Pocet nezdvislych parametrov p;; matice P je m(m — 1) a daju sa odhadnitf pomocou
metody maximéalnej vierohodnoti, kde maximalizujeme vierohodnostnu funkciu

L(P) =logpi, (1) + Y > fijlogp;;

i=1 j=1

za podmienky, ze riadkové stucty matice P st rovné 1, teda
dpp=1  i=1,...,m (1.8)
j=1

Tuto optimaliza¢ni tilohu budeme riesit pomocou metédy Lagrangeovych multiplikéto-

rov. Derivujeme funkciu
L(P) — Zﬂi (Zpij - 1)
j=1

i=1

podla parametrov p; a p;;. Mame teda

OL®) 5~ 1, (1.9)

i =

OL(P)  f;

— =20y 1.10
apij Dij a ( )

Ked vyraz (1.9) polozime rovny 0, dostaneme podmienku pre jednotkové riadkové stucty
matice P a pre vyraz (1.10) dostaneme

Jij
Pij = —.
T

Pouzitim podmienky (1.8) ziskame
i1 fij
pr ==t a1 = Mz':Zfzj-
Z ]:1
Potom odhad parametrov matice prechodu je
. Jij
Dij = <=m 7 - (1.11)
’ Zj:l fij

11



Kapitola 2

’ L dd I d
Markovove retazce vyssich radov

V mnohych situdcidch, ked pozorovania procesu s konetnou mnozinou stavov nespfﬁa—
ju Markovskt vlastnost (1.1), sa ako vhodny matematicky néstroj javi model Marko-
vovho refazca vyssich rddov, teda model {X;} spfﬁajﬁci nasledujice zovSeobecnenie
Markovskej vlastnosti:

Definicia 2.1. Postupnost celo¢iselnych ndhodnych velicin {X;,t € Ny} definovanych
na pravdepodobnostnom priestore (2,4, P) sa nazyva Markovov retazec n-tého rddu s
mnozinou stavov S, ak splna:

P(X; =j1 X1 =11, Xyg =i, ..., Xo = 1y) =
— P(Xt — j|Xt—1 — 2.1, Xt—2 — iQ, "'7Xt—n - Zn) (21)

pre vsetky ¢ > n a vSetky 7,41, ...,19; € S také, ze P(X;_1 = i1, X4_o =1, ..., Xo = 1;) >
0. A

Pri pouzivani bezného modelu Markovovho retazca n-tého rddu s m stavmi nastéva
problém s mnozstvom parametrov. V tomto pripade je pocet parametrov (pravdepo-
dobnost{ prechodu) m"(m — 1), ktory rastie exponencidlne vzhladom k rddu modelu.
Pre praktické aplikdcie st preto vhodnejsie Rafteryho [6], [8] a Chingov [2] model Mar-
kovovho refazca n-tého radu, pretoze maji mensi pocet parametrov. Rafteryho model
sa d4 napisat ako

P(X,=jlXim =iy, Xop = a0, Xy =in) = > Mapsy >, (2.2)

h=1
kde Y r_, A = 1aP = (py) je stochastickd matica prechodu taka, ze 0 < Y"1 App;,; <
1 pre vsetky 7,45, € S. Pocet nezavislych parametrov modelu je m(m — 1) + n — 1. Pa-

rametre p;, ;, A, sa daji odhadnitf pomocou metédy maximalnej vierohodnosti tak, ze

12



maximalizujeme vyraz

Z l(j,il,---,i@logZAhPim,
h=1

j,’i1,...,in:l(j,’il,...,in)>0

kde (3, ...,4,) znamend, kolkokrdt sa postupnost (j,iy,...,4,) vyskytuje v ddtach, za
podmienok

Z Ah 1I<I%i<rinpih +(1— Z An) 83X Dip >0 h=1,..,n
h:ApR>0 - h:A\p>0 -

=1 py;=0 D p=1  jin€S
h=1 r=1

Pre absolitne pravdepodobnosti p;(t) v case ¢ plati

pi(t) = P(Xy=j)=
= Y D D) P =X =i X = i) P(Xmy = i, Xy =) =

11ES i2€S in€S

= Z Z Z()\lpllj + ...+ )\npan)P(Xt,1 = ?:17 couy thn = Zn) =

11€S5 12€S in€S

= ZAlpll]ZZP(Xtil :il,---gthn:in)—i_

11E€S5 i2€S  in€S

+ Z)\QpZQJZZZP<Xt,1 :/L'l,...,Xt,n:in)—F...—'—
i2€S 11€513€S  in€S

—|— Z)\npznjz Z P(Xt—l :ily---aXt—n:in) =
in€S i1€S ip_1€S

= Z Mpi P(Xioy = 41) + Z AoPini P(Xi—o = 12) + ... + Z ADini P( X = 1) =

i1ES i2€S in€S
=M ) PP (= 1)+ XD DiaiDin(t=2) + o+ An Y piipi (E—n).  (23)
11ES i2€S in€S

Plati vztah:
> palt = k)pij = p(t — k) Py,

iLES

13



kde P ;) znaci j-ty stipec matice P.
Vektorovo sa teda vyraz (2.3) da zapisat ako

p () = \p (t — 1P+ Xop” (t =2)P + ... + \,p” (t — )P
alebo
p(t) = MPTp(t — 1) + P p(t —2) + ... + \,PTp(t — n),

kde p(t) = (P(X; = 1), P(X; = 2),..., P(X; = m))T je vektor pravdepodobnostného
rozdelenia v case t. Teda

p(t) =Y  MPTp(t —h).

Veta 2.2. Nech {X;,t € Ng} je Markovov retazec n-tého rddu definovany vztahom
(2.2). Nech pre maticu P existuje staciondrny vektor m = {m;,j € S}, taky, Ze m; > 0
prej=1,.,nad’ m=1a nl = nTP. Potom

thm P(Xt = j|Xt_1 = 7:1, '~-7Xt—n = ln) = Ty, j,il, ...,in eSs.

Dékaz. Vid [6], Veta 1.

Oznacme x = (x:(1), ..., xe(m))T vektor, pre ktory x;(j) = 1 ak X; = j a x4(j) = 0
inak. D4 sa teda tiez pisat, ze X; = j prave ked x, = e; = (0,...,0,1,0,...,0), kde 1
predstavuje j-tu zlozku vektoru.

Potom vztfah (2.2) sa d4 vyjadrit v tvare

Y

P(X; = j| X1, Xop) = [Z AP
h=1

J

kde [.]; znaci j-tu zlozku vektoru a

P(X, = jI Xy =iy, oy Xyop = in) = [Z A PTe;, (2.4)
h=1

J

V d'alsom texte budeme pouzivat so zvykmi v literatiire, ktord sa zaobera Markovovymi
retazcami vyssich radov, oznacenie p(t) = X;. Potom sa teda d4 Rafteryho model (2.2)
napisat v tvare

Xt+1 = Z )\hPTXt+1_h t = n,n + 17 ceny (25)
h=1

14



kde X, 11 je pravdepodobnostné rozdelenie retazca v ¢ase (t+1—h). Model navrhnuty
Chingom [2] zovSeobecnuje Rafteryho model tym, ze umoziuje, aby sa matica P menila
v z4vislosti na velkosti rddu. Vyraz (2.5) mozme teda zovseobecnit:

Xe1 =D AP X1, (2:6)

h=1

kde P, je napriklad matica prechodu po h krokoch, teda P;, = P".
Podobne ako (2.4) sa d4 Chingov model pre podmienené pravdepodobnosti vyjadrit
v tvare

7 (2.7)

J

P(X, = j|Xi1 =1y, Xy = i) = [Z MPTe;
h=1

kde [.]; je j-ta zlozka vektoru.
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Kapitola 3

° V4 ’
Viacrozmerné Markovove retazce

Definicia 3.1. Postupnost {Y, ¢ € Ny} celociselnych s-rozmernych ndhodnych vekto-

rov sa nazyva s-rozmerny Markovov retazec so mnozinou stavov S C N§, ak plati:
P(Yt — it|Yt—1 — it—la ...,YQ - 'LO) - P(Yt - it|Yt—1 - it—l) (31)

pre t > 0 a pre vSetky celociselné vektory #;,%;_1,...,59 € S také, ze P(Y, 1 =

itfla--wYU:iO) >O A

Nech {Y,t € Ny} je s-rozmerny Markovov refazec s mnozinou stavov S . Oznacme
Y, = (Yi, ..., Yis)T. Potom matice pravdepodobnosti prechodu Py rddu |S| x |S], kde
|S| je pocet prvkov mnoziny S, je matica prvkov

Dirisirge = P(Ye = (1, s Js) 1Y o1 = (i1, 0y is)") =

P(Yi = ji, e, Yis = Js| Vi1 = i1y o, Vi1 = ds)

pre vetky (i1, ....i)" € S a (j1,...,j.)T € S.
Vektor my taky, ze my = {m;,j = 1,..,|S|}, kde 7; > 0a Y
d'alej plati

1]

jo1 ™ = 1, a pre ktory

sa nazyva vektor staciondrneho rozdelenia procesu {Y,,t € Ny}.
Podobne sa daji zovseobecnit dalsie definicie z kapitoly 1.
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’ ’ )~ . ’ ) v~ s s, ’ ) . ’
D4 sa ukézat, ze jednorozmerny retazec vyssieho radu sa da prepisat na viacrozmerny
Y , ’
retazec prvého radu.

Priklad 3.1. Uvazujme jednorozmerny Markovov retazec druhého radu {X;,t € Ny}

s mnozinou stavov S, teda n = 2. Polozme Y, = (X)fjl), kde t > 0. Ukazeme,

ze {Y,t € N} je dvojrozmerny Markovov retazec prvého rddu s mmnozinou stavov
S=8x%x8=252

Chceme overit, ze plati vztah
P (Yt = (l) ’Yt_l = (Z.“),Yt_z = (Z?l),...,Yl = (?“)) —
212 222 142
i .
(o= () e (10) 02
! 112

pre k1, 11,912, oy bp1, G2 € 5.
Zrejme mozme napisat

P Yt - Yt—l = -11 7Yt—2 = -21 PRERS) Yl = ~t1 =
[ 112 122 042

=P(Xy =k, Xio1 = 1| Xyq1 =11, Xymo = t12, Xy—o = lo1, Xy_3 = dog, .., X1 = 11, Xo = Up2).

Posledny vyraz je definovany, ak i1 = 491,431 = 429, ... a je rovny 0 ak [ # 7q;.
Pre | = i1 je rovny

P(X; =k, Xi1 =11, X¢—o = 12, X3 = i31, ..., X1 = G11, Xo = i12)

- - - - - 3.3
P(Xiq = t11, Xi—o = 119, Xt—3 = 31, ..., X1 = @41, Xo = Us2) (8:3)

Pravdepodobnost (3.3) sa d4 d'alej zapisat ako

P(Xt = k‘thl = 2'11>th2 = i127 "'aXO = it2)P(Xt71 = Z'llathZ = ’i12, "'7X0 = it2) _
P(Xi—1 =11, Xp—o = 112, X453 = g1, ..., X1 = U471, Xo = U12)

= P(X: = k| Xio1 = d11, Xio = t19, Xig = 31, ..., X1 = 111, Xo = G12) =

- P(Xt - ]ﬂ‘Xt,1 - 2‘117th2 - i12)- (34)

17



Podobne

P (Yt = ( l) 'YH = ( .“)) = P(X, =k, X1 = U Xy = i1, Xyg = i19) =

112

PXy =k X;1 =1, X 1 =i, X2 = i12)
P(Xi—1 = 111, X2 = 112)

V pripade, Ze [ # i1, je posledny vyraz rovny 0, inak sa d4 prepisat na

P(Xt - k7 Xt—l - ill) Xt—2 - il?) _
P(thl = Z.117 thZ = il?)

= P(X; = k[ X1 =11, Xy = i12). (3.5)

Zrovnanim (3.4) a (3.5) vidime, ze {Y,,t € N} je dvojrozmerny Markovov retazec
prvého radu s mnozinou stavov S x S.

Priklad 3.2. Nech {X;,t € Ny} je Markovov retazec 2. rddu s mnozinou stavov S = {0, 1},
pre ktory plati Rafteryho model, tj.

P(Xy = j|Xio1 = i1, Xeeg = i2) = Mpiyj + AaDigj
Potom Y, = ( X)il) tvor{ dvojrozmerny Markovov retazec 1. rddu s mnozinou stavov

{00 O 0) -5

Pravdepodobnosti prechodu
] 7
P (Yt = (jo) 'Yt—l = (0) ) = Pigi1joj1
J1 11

Pivivjoin = P(Xi = jo|Xi—1 =0, Xim1 = 11) = MDigjo + A2Dirjos ak ji1 =1
= 0  inak (3.6)

su rovné
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Matica pravdepodobnosti prechodu Py je teda

A1Poo + A2Poo 0 A1Po1 + A2por 0

Py — A1Poo + A2p10 0 Apo1 + Aopi1 0
0 A1P1o + A2poo 0 Apu + A2po
0 A1p10 + Aa2pio 0 Aip11 + Aopn

Predpokladajme, ze
P— ( Poo  Po1 )
P10 Pn

je stochastické nerozlozitelnd matica (vid [5] Dodatok B), potom je aj Py stochastickd
vd'aka predpokladu, ze plati A\; + Xy = 1 a A; > 0, Ay > 0. Matica Py je nerozlozitelnd
a konecna, vSetky stavy su trvalé a nenulové, a ak pyy > 0, si aj neperiodické. To
znamens, ze v retazci {Y,t € N} existuje stacionarne rozdelenie

kde

Nech d'alej plati

kde0<a<lalO<b<l.

Potom
1—a 0 a 0
P. — )\1(1-&)"‘)\2[) 0 )\1&+)\2(1—b) 0
Y- 0 Mb 4 Xo(1 — a) 0 M(1—b)+ M\a
0 b 0 1-b
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Hlad4dme staciondrne rozdelenie pre maticu Py
™ = (1 — CL)7Tl -+ [/\1(1 — CL) + )\2[)}71'2
T = (AMb+ Xo(1 —a))ms + bmy
T3 = am + [Aa+ A2 (1 —b)|ms
T4 = [)\1(1 —b)+)\2a]7r3+(1 —b)7T4
7T1+7T2+7T3+7T4 = 1

Upravami dostaneme vysledné stacionarne rozdelenie v tvare:

b[/\l(l — CL) + /\Qb]

T @t + dala+b)]
ab

T @D+ dela+b)]
ab

T @0+ hala+b)]

- a[A (1 = b) + Aaq]

(a+D)[A + Xa(a+b)]

3.1 Model pre viacrozmerny Markovov retfazec prvého
radu

Preformulujeme Rafteryho model jednorozmerného Markovovho retazca n-tého radu
z druhej kapitoly na model s-rozmerného retazca prvého rddu. Predpokladajme, ze
mame k dispozicii s postupnosti dét {Yt(]),t € No}, 7 = 1,..., s, ktoré nadobudaji
hodnoty z mnoziny stavov S = {1,...,m}. Dalej predpokladajme, ze rozdelenie j-tej
postupnosti v ¢ase t + 1 zavisi len na rozdeleni vSetkych s postupnosti {Y;(j ),t € No},
j=1,...,sv case t. Oznacme PU* maticu pravdepodobnosti prechodu zo stavov v k-tej
postupnosti v ¢ase t do stavov v j-tej postupnosti v ¢ase t + 1, ktorej siucet prvkov
kazdého riadkového vektoru je rovny 1. Rozmer matice PU*) je teda m x m.

Nech {Y;(j),t € Ny} je j-ta postupnost dat Y; = (Yt(l), . Yt(s))T. Potom teda mozeme
pisat
PV =ilY Y, .. Yo) = PV = ilYy) = [Z Ak (PU) T

k=1
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kde X,E’“) =e,, ak Y;(k) = z, a [.]; znadl i-tu zlozku vektoru.
Teda

P =iy, =iy, v =4 = [Z A;-APU’“)TeZ-kI . (3.7)
k=1 i

Ak oznacime Xgi)l rozdelenie k-tej postupnosti v case t + 1, tj.

Xih = (P} = 1), PGS =),

potom model mozme zapisat v tvare
XP =3 APPUOTXP =12 s t=0,1,.. (3.8)
k=1

kde s
AW >0, 1<jk<s Y AW =1 =12
k=1

Vektor X((]j ), typu m x 1, je pociatocné rozdelenie j-tej postupnosti a Xﬁk) je rozdelenie
k-tej postupnosti v ¢ase t. Vzfah (3.8) znamen4, Ze pravdepodobnostné rozdelenie j-tej
postupnosti Y@ v ¢ase t + 1 zavisf len na vazenych priemeroch (PU)TX® v case t.

Dalej sa d4 vzfah (3.8) prepisat pomocou maticového zépisu

Xl(f}i-)l AOD(PAT  \A(PAD)YT - \(s)(Ps))T Xil)
< Xgr)l /\(21)<P(21))T )\(22)(P(22))T o )\(25)(P(2s)>T X§2)
t+1 = : =
Xl(tj_)l )\(51) (P(sl))T )\(32) (P(SQ))T o )\(ss) (P(ss))T ng)
(3.9)

Vektor X;;; mé rozmer ms x 1. Vypoctom parametrov matice P a \#) sa budeme
zaoberat v nasledujtcej kapitole.
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Kapitola 4

. ’, 9
Viacrozmerné Markovove retazce
vyssich radov

V tejto casti zovseobecnime model (2.6) na s-rozmerny model Markovovho retazca
n-tého radu. Predpokladajme, ze mdme s postupnosti dat {Yt(j),t e N}, 7 =1,..,s,
ktoré nadobidaji hodnoty z mnoziny stavov S = {1,...,m}. V tomto modeli predpo-
kladdme, Ze rozdelenie j-tej postupnosti v case ¢ + 1 zavisi len na rozdeleni vsetkych
s postupnosti v ¢asoch t,t — 1,t —2,...,t — n+ 1.

Takze v tomto modeli je vektor pravdepodobnostného rozdelenia j-tej postupnosti
v ¢ase t + 1 dany vztahom:

t+1 = ZZ)‘(]k P(jk TXEi)l h J=12,..s, t=n,n+1,.. (4.1)

k=1 h=1

za podmienok

AP >0 1< k<s, AR —1 =12 s
k=1 h=

>
—_

Vektor Xgi)l m4 rozmer m x 1. Dalej P(j ") je matica pravdepodobnosti prechodu h-teho
radu zo stavov v k-tej postupnosti v case t —h + 1 do stavov v j-tej postupnostl v Case
t + 1, ktorej sicet prvkov kazdého riadkového vektoru je rovny 1. P} (7k Je typu m x m.

Polozme ITY) = ((X(J)) (Xg)l)T, o (Xgi)nH)T)T, kde j = 1,2, ..., s. Kazdy z vekto-

() ()

rov X;”” méd rozmer m x 1. Potom m4 teda vektor IT;”” rozmer nm x 1. Vztah (4.1) sa
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’ ’ ? . 2’ ’ .
da prepisat pomocou maticového zapisu

Hgl By B ... By Hé;

11 B B ... Bag 11

IL, = fH = :21 :22 . :2 t = RII,, (4.2)
Hgi)l le BsQ s Bss ]___[gs)

kde

AEIT @I AT A (PY)
1 0 0 0
B, = 0 I 0 0 , (4.3)

0 0 I 0

kde I znaci jednotkovi maticu.
Ak i # 7 potom

)\gu)(szJ))T )\gJ)(PgJ))T . Affi)l(Pﬁfi)l)T )\(1])<P£:J))
0 0 . 0 0
B, = 0 0 0 0 : (4.4)
0 0 0 0

kde B;; je matica typu mn x mn a vektor Il,;; je rozmeru mns x 1. Poznamenajme,
7e jednotlivé stlpcové stcty matice R sa nemusia rovnat jednej, ale matica (ngk))T ma

vSetky stipcové sucty rovné jednej.

Veta 4.1. Predpokladajme, Ze (P;ljk))T (1<j,k<s) su nemzlozztelne matice a \j, > 0
pre 1 < j.k < s. Potom ezistuje vektor II = ((ITW)T (II (2))T,...,(H(S))T)T roz-
meru mns X 1 taky, Ze I = RII. Pre vektory 1Y) rozmeru mn x 1 dalej plati, e
Y = (7)) (7T (w0 o 7 [7#D]; =1 pre 1 < j < s, kde []; oznacuje
i-tu zlozku daného vektoru.

Dokaz. Ide o zovseobecnenie dokazu Vety 4 v [1] a plynie ako dosledok Vety 3 v [3].

Takze pre kazdé j = 1,2, ..., s predstavuje vektor ITY) = ((wO)T (wU)T . (7@)")T
zdruzené staciondrne rozdelenie j-tej postupnosti (vid pozndmka za definiciou (1.6)).
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Nasledujtica veta je uvedend v [5] len pre jednorozmerny Markovov retazec, ale
v pripade viacrozmerného Markovovho retazca {Y;,t € N} ju aplikujeme na kazdu
zlozku vektoru zvlast. Tym ziskame odhad (silne konzistentny) staciondrneho rozdele-
nia jednotlivych zloziek vektoru Y.

Veta 4.2. V nerozloZitelnom retazci {X;,t € No} s trvalymi nenuloviymi stavmi plati

S X =)

. j pre t — oo s pravdepodobnostou 1,

kde (mj,j € S) je staciondrne rozdelenie daného retazca a I{A} oznacuje indikdtor javu
A.

Dokaz vety je uvedeny v [5], str. 57.

Teraz popiseme metddu, ktorou odhadneme parametre Agk) a matice prechodu ng " 7o
zadanych postupnosti spo¢itame pocet prechodov f&i’m zo stavu iy v k-tej postupnosti
v case t — 1+ h do stavu ¢; v j-tej postupnosti v case t + 1, kde i;,4, € {1,2,...,m}.
Potom sa matica poctu prechodov zostroji nasledovne:

i gl
Fﬁfk): 12 m2
G )

Z ng) ziskame odhad matice prechodu P;ij):

~(jk,h ~(jk,h
e i
pUb _ Pra’ o Do
h - . . . 9
GRB) (ko
pg]m ) . p%m )
kde .
fz(Jf,;h) ) m (jk,h)
sk _ ) s ked s 30 fiR A0
150 Y=L Ty
0 inak.
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Markovov retazec n-tého radu mé podla Vety 4.1 vektor zdruzeného stacionarneho
rozdelenia IT. Staciondrne rozdelenie j-tej postupnosti IT¥) mézme podla Vety 4.2 od-
hadntf zo zadanych postupnosti tak, ze spo¢itame pomer vyskytov jednotlivych stavov
v kazdej postupnosti. Oznacme

2 (1) ~(2) o (s)
I = ()", ()", .., ()17,

kde )
- (j : : A
I = (w7 ()T (w )T
Podla Vety 4.1 je RIT = II, teda
Bu B . B
B'21 B'22 . B.2s 12[ ~ ﬂ
le BSQ s Bss

Ulohu odhadu parametrov )\gk), kde 5,k =1, ...,s, h = 1, ..., n sformulujeme nasledovne:

. ~ Gk (HURNTEE R )
min max [ZZA’% (P)V) 11 IT (4.5)
k=1 h=1 i
za podmienok:
AW =1, AP >0, Vhgk,
k=1 h=1

kde [.]; znaci i-tu zlozku vektoru.
Uvedend optimalizacnd tiloha (4.5) sa d4 prepisat na tilohu linedrneho programovania:

Ig(llljl)l w’ (4.6)

za podmienok:

wo> [ﬂ(j)] - Z Z Agk)(ng)>Tﬂ(k)
| k=1 h=1 41
wo> [ﬂ(j)L B Z Z )\gljk)(lf)éjk))Tﬂ(k)
| k=1 h=1 19
wo> [f[(j)] B [ )\gk)<pgk))Tﬂ(k)
" k=1 h=1 m



g%
(AV3
|
=2
T+
]
T[]
>
z
&
%
=
=
3

Lk=1 h=1 42
w o> -7 4 AUR (paky ™)
mn k=1 h=1 m
w >0, Y S AM=1 ANY>0 Vhjk
k=1 h=1

kde [.]; je i-ta zlozka vektoru. (Vid [3]).

4.1 Aplikacia na kreditné riziko

Uvazujme portfolio s s korelovanymi kreditnymi rizikami. Na pravdepodobnostnom
priestore {2, A, P} definujme ¢asové rady YV, Y?) V) tak, ze prekazdé j =1, ..., s
je YU) .= {Y;(j )}teNO stochasticky proces s diskrétnym ¢asom a mnozinou stavov S =
{1,2,...,m}. Ndhodn4 velicina Y;(j) pre t € Ny predstavuje rating j-teho kreditného
rizika v case t a Y, = (3/;(1), e Yt(s))T je ndhodny vektor ratingov portfolia v case t.

Nech F; je mnozina ratingov portfolia pozorovanych do ¢asu t, tj. F; = {Y,Y1,..., Y}
Oznacéme {ng )}teNo pravdepodobnostné rozdelenie ratingov j-teho rizika v case t, teda
X7 = (P(Yt(j) =1), P(Y;(j) =2), .., P(Y;(j) = m))T. Budeme predpokladat, Ze pravde-
podobnostné rozdelenie ratingov j-teho rizika v ¢ase ¢ + 1 za podmienky, Ze pozname
mnozinu F; = {Y,Y1,..., Y} zavisi na rozdeleni ratingov celého portfolia v ¢asoch
t,t —1,....,t — n + 1. Vyvoj pravdepodobnostného rozdelenia ratingov teda budeme
modelovat pomocou s-rozmerného Markovovho retazca radu n, tj. predpokladdme, ze
XY sa riadi vztahom (4.1)

S n
j ik ik k .
X =33 AP@INTXE, L =128 t=nntl. (A7)
k=1 h=1
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za podmienok

AP >0

UM >0, 1<jk<s, AP 1 =12

Vztah (4.1) sa d& prepisat pomocou maticového zépisu na tvar (4.2) Iy, = RIL,.
Matica R zavisi na maticiach P(J ) a parametroch A (k) , ktoré moézme odhadovat metéda-
mi popisanymi v predchadzajucom odstavci. V praxi sa uvazuju aj iné odhady matic
P{Lk zalozené na nejakej apriornej informacii, napriklad na zaklade histérie ratingov
podobnych firiem alebo ako referenéna matica vytvorena renomovanou medzinarodnou
agentirou, napriklad Standard & Poor’s. Ozna¢me tiito apriorni maticu QU*

Tu budeme postupovat podobne ako v ¢ldnku [7] a na odhad matice P ) budeme
uvazovat odhad

(PY)T = w @)+ (1= w )PP k=125 h=12,.m

kde 0 < w’* < 1 pre kazdé j,k = 1,2,....5, Quxm je referenéna matica a le’gfk) je
empiricky odhad pouzivany rovnako ako v predchadzajucej kapitole. V nasom pripade
budeme pre kazdi maticu P;L]k) pouzivat rovnakd apriorni maticu QU¥ = Q.

Polozme S\I(jk) = )\gk) 7k g Xz(jk) = Agjk)(l —w'*). Potom plati: S\i(jk) + /N\i(jk) = )\gk)
pre kazdé j,k 1,2, i S R
Ozna¢me C(h) := )\}11 “)QT + /\2(” (P ”))T. Potom podla (4.3) m6zme pisat:

C(1) C(2) ... Cn—1) C(n)
I 0 0 0
Bu’ — 0 I o 0 0 7
. : . . 0
0 0 I 0
ak i # j potom podla (4.4) je
Z] QT + )\ (ij (Plu))T Z])QT + )\ (i) (P U))T
0 0
B, = 0 0
: 0
0 0
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Ulohu odhadu porametrov modelu sformulujeme podla (4.5):

[Z S HQr R @ - ﬂm]

k=1 h=1

(4.8)

min max
11(jk) (2(5k) )
>‘h, J 7>\h J )

za podmienok:

k=1 h=1

Tiito ilohu mézme preformulovat podla (4.6) ako s tloh linedrneho programovania:

min  w’ (4.9)
16K 326K)
h )

za podmienok

S n

oz (I - 30T+ X )T
| k=1 h=1 11
vz 0] - | S Qe
[ k=1 h=1 12

w 2 [0 [ (I90QT 4 3399 (B it

k=1 h=1 m
w o> [ﬂ(j)] X Z (X}L(jk)QT + :\i(jk)(pgjk))T)ﬂ(k)
! L k=1 h=1 41
wo> - [f[(j)] n <5\;L(jk)QT 4 S\i(jk)(ng))T)ﬂ(k)
2 | k=1 h=1 12
W > [ﬂ(j)] n (E\}Z(jk)QT 4 Xz(jk)(pgljk))T)ﬂ(k)
m k=1 h=1 m
wj > 0, (S\;L(Jk) + S\i(]k’)) =1, /N\Ilz(jk) > 0, S\i(]k) >0, Vh’j’ k’
k=1 h=1

kde [.]; predstavuje i-tu zlozku vektoru.
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4.2 Credit Value at Risk

Definicia 4.3. Uvazujme mnozinu V realnych nahodnych velicin. Funkciu p : V' — R
nazyvame mierou rizika, ak je:

e monoténna: X € V,.X >0 = p(X)<0

sub-aditivha: X, Y, X +Y eV = pX+Y)<pX)+p)

pozitivne homogénna: X € V,h >0,hX €V = p(hX) = hp(X)
e translacne invariantnd: X € Via e R, (X+a) eV = p(X+a)=p(X)—a.
A

Definicia 4.4. Nech T je budici casovy horizont, o € (0,1) je zvolend konfidenénd
hladina a nech X je ndhodna veli¢ina, ktora reprezentuje stratu uvazovaného portfolia.
Potom Value at Risk definujeme vztahom

VaR,(X) =inf{z e R: P(X <x) > a}.
A

Value at Risk VaR,(X) interpretujeme ako maximalnu moznu stratu portfolia za dané
obdobie pri zvolenej konfiden¢nej hladine. Znamena to, ze ndhodna strata vécsia nez
VaR,(X) nastane len s malou pravdepodobnostou (1 — «).

VaR nie je mierou rizika, pretoze nespifla vzdy podmienku sub-aditivity: pre portfolio
zlozené z viacerych sub-portfolif moze nastat situdcia, ze ked je VaR vycislené pre
jednotlivé sub-portfolia v ramci portfolia, sucet VaR jednotlivych sub-portfolii moze
byt niz& nez VaR pre celé portfolio. Preto bolo vytvorené Conditional Value at Risk
(CVaR) nazyvané aj Expected Shortfall, ktoré uz podmienku sub-aditivity spiﬁa. CVaR
popiseme v nasledujticej casti.

Value at Risk je v stcastnosti standardnym nastrojom na riadenie rizika v bankéach
a ostatnych finanénych institiciach. Pomocou modelu viacrozmerného Markovovho
retazca popisaného na zaciatku kapitoly mézme spocitat Credit Value at Risk pre port-
folio kreditnych rizik s korelovanymi ratingami.
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Uvazujme portfolio s s korelovanymi kreditnymi rizikami Y = {Y () Y2 V()
proces {Y,t € Ny} ratingov portfolia Y, kde Y; = (Yt(l), - Y;(S))T. Nech jav {V,¥) = i}
znamena, ze j-te kreditné riziko je v i-tej ratingovej triede v case ¢, kde j = 1,...;s a
ieS=A{1,.,m}.

Oznacme Lg ) stratu z j-teho kreditného rizika v case t za podmienky, ze Y( D = pre
kazdé 7 = 1,2,. , z =1,.,mat € Ny. Ked je tdto strata zdpornd, potom zisk
7 j-teho rlzlka je L G) Strata j-teho kreditného rizika v case ¢ zévisi na YY), oznacme
ju g (V).
Potom plati:

m

D (y,0 Z LOTy? =},

kde I{A} znaci indikétor javu A.
Celkova strata portfolia £; v case t je:

S m

=Y > iy =iy

j=1 i=1

V praxi sa v oblasti merania a riadenia kreditnych rizik pouziva podmienené ocakavanie
celkovej straty portfolia £,,1 v ¢ase ¢t + 1, pricom pozndme mnozinu F; = {Y, ..., Y, }:

E(& (Y i) F) = ZZE (L9 YY) =i} |F) = ZZLHM (V) =i} F).

7j=1 =1 7j=1 =1

(4.10)
Dalej predpokladame len, ze proces {Y;,t € Ny} se riadi viacrozmernym modelom
prvého radu (3.7), resp. (3.8). Potom

PV =i|F) = P} = ilY)),
teda

P =i,V =iy, .Y, [Z AUR) (P eik] :

kde [.]; predstavuje i-tu zlozku vektoru.
Ak odhadneme parametre modelu rovnako ako v odstavci 4.1 (pre n=1), mézeme pisat

P =il ) ~

> (NPQT 4+ AUP(P J'“))T)eik] :

k=1
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Potom podmienend stredna hodnota je

E(Loa (Vi) |F) ~ ZZLHU Z /\l(jk)QT+)\2(jk)(]_f>(jk))T)eik

7j=1 =1 k=1 i

Predpokladajme, ze straty z kreditnych rizik v réznych ratingovych triedach s pre-
dom zname. V portfoliu s aktiv s korelovanymi ratingami mézme celkovi stratu port-
folia v ¢ase t + 1 spocitat ako sicet strat jednotlivych aktiv v éase t + 1

U0 AT AT AC) S VNG ) INSEVGUNe Zw) IR EE VAN AA)) (4.11)

Rating j-teho aktiva Y;(j)l v case t + 1 nadobuda hodnoty v mnozine {1,2,...,m} pre
kazdé j = 1,2, ...,s. Uvazujme rozklad | J;", P; intervalu [0,1], kde P, = [=4, L), pre
kazdé i = 1,2, ...m. Dalej predpokladajme, Ze strata z j-teho aktlva £t+1(Y;ﬂ) za pod-

mienky Y;(j)l = ¢ nadobuda hodnoty z intervalu P;, pre kazdé j = ,sat=1,..,m.
Napriklad, ak pocet ratingovych tried je m =9 a ak je j-te aktlvum v Case t+ 1 v
triede AAA, ktortu sme oznacili 1, potom Yt 11 = 1, a preto strata j-teho aktiva v case

t + 1 nadobtida hodnoty v intervale P, = [0, §)- Preto kazdej strate £§£1 (Yt(ﬁ) z j-teho
aktiva v case t + 1 za podmienky, ze Yt(ﬁ = prekazdé j =1,....,sai=1,2,....m
priradime nahodnu hodnotu z rovnomerného rozdelenia na intervale P;.

Oznacme [;, = (i, 12, ..., i5) usporiadani mnozinu ¢isel z mnoziny {1,2,...,m}, teda
{(i1, 42, ...,15) € {1,2,...,m}*}. Uvazujme vsetky usporiadané s-tice s opakovanim prv-
kovz{1,2,...,m}. Takychto mnozin bude teda m® = M, kde M € N. Takze k=1,.., M.
Prepokladajme, Ze pre prirodzené ¢islo M je L£iy11 < Lip12 < ... < Lig1,m. To zna-

mena, ze celkova strata £, 3 v case ¢ + 1, ktora odpovedd prvkom mnoziny [, sa
zvysuje so zvacsujicim sa k. Takze mnoziny T i, su usporiadané tak, aby sa straty £, ¢
s rasticim k zvysSovali. 5

Predpoved celkovej straty, ktord odpovedd prvkom mnoziny I;, pre vietky k& = 1,..., M,

je podrobne odvodend v [7] a spoc¢itame ju podla vztahu:

P(£t+1 = £t+1,12‘Ft) =

_ Z H (ALURQT 4 N2UR (PUMNTe, | (4.12)

(il,ig,...,is)efk j=1 Lk=1 21
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Podla definicie VaR pre portfolio s konfiden¢nou hladinou o € (0,1) v ¢case ¢t + 1 za
podmienky, zZe pozndme mnozinu F; je:

VGRQ(£t+1‘Ft) = lnf{L S R‘P(£t+1 2 L‘Ft) S 1— Oé}
Nech K* je kladné celé ¢islo z {1,2,..., M} také, ze

M
P(£t+1 > £t+l,K*|Ft) = P(£t+1 = £t+171}|Ft> >1—« (413)
k=K*
& M
P(Liy1 > L1 k1| Fi) = Z Pyi=8 51lF) <1-a. (4.14)
k=K*+1
Potom plati:
VaRa(2t+1|E) = £t+1,K*' (415)

4.3 Credit Expected Shortfall

Definicia 4.5. Nech T je budiici ¢asovy horizont, a € (0, 1) je zvolend konfidenéné hla-
dina a nech X reprezentuje ndhodnu stratu uvazovaného portfolia. Potom Conditional
Value at Risk definujeme vztahom:

CVaR.(X) = E[X|X > VaRax))-
A

CVaR je teda priemernd strata zo 100(1 — «)% najhorsich pripadov strat portfolia.
Niekedy sa CVaR nazyva Expected Shortfall (ES). ES teda predstavuje priemernu
stratu veritela v pripade defaultu. CVaR dopfﬁa informéacie poskytované VaR. Plati
CVaR > VaR, takze portfolia s malou CVaR majui tiez mali VaR.

Podla ¢lanku [4] mozme ES definovat nasledujicim sposobom, ktory pouzijeme v
priklade 2.

Definicia 4.6. Nech X je redlna nahodna velicina z pravdepodobnostného priestoru
(Q, A, P), pre ktord plati EX < oo, a nech a € (0,1) je pevné. Potom
1
ES,(X) = [E[X; X >VaR(X)] + qo(1 —a— P(X > VaR,(X)))], (4.16)

C1l-a

kde ¢, = inf{x € R: P(X < x) > a} je dolny a-kvantil X. A
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Tu vsak budeme postupovat podla ¢lanku [7] a prepiseme vztah (4.16) na tvar, ktory
budeme pouzivat v nasledujiicej kapitole. ES pre kreditné portfolio v ¢ase t + 1 za
podmienky, Ze mnozina F} je zndma aZ do ¢asu t s hladinou «, mézme prepisat na
tento tvar:

P(L1 > L1 K+
l1—«

F)

1
ES,(Lia1|Fy) = EE(&HI{&HZ&H,K*HE)+£t+1,K* 1-

(4.17)

Tento vzfah (4.17) sa d4 podla [7] prepisat na nasledujici tvar, ktory sa pouziva pri
beznych vypoctoch:

M
1
ESo(Lin1|F) = 1_a Z £t+1,ch(£t+1 = £t+1,fc‘Ft)
k=K*

2L .

— 1t+_u; (P(Lis1 > Leig+|Fr) —(1—a)) =
1 M S s ~ _
= oo 2 S 2 [Z(A”J’“)QT + X2R (PU)T e,
];;:K* (il ..... is)e]l} Jj=1 Lk=1 ij

2 M S s

. 1t+1,K* Z Z H [Z(S\l(jk)QT + 5\2(jk)(15(jk))T>eik + ’gt—&-LK*‘
= (i1,vis) €T}, =1 Lk=1 ij
(4.18)

Podrobnejsi popis vypoctu podla (4.18) bude uvedeny v d'alsej kapitole.
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Kapitola 5
Aplikacie

5.1 Priklad 1

Mame k dispozicii data od agentiry Reuters o objeme spotreby kakaa v USA. Pozo-
rovania su mesacné od januara 2007 do juna 2009, celkom teda ide o 30 pozorovani.
Mozné objemy spotreby st rozdelené do piatich kategérif: velmi nizky objem spotreby
1, nizky objem spotreby 2, priemerna spotreba 3, vysoky objem spotreby 4 a velmi
vysoky objem spotreby 5. Budeme pracovat s jednorozmernym Markovovym refazcom
druhého rddu (n = 2,s = 1). Postupnost ddt oznacime S.

s: 1-2-2—-1-5-3-3-2—-2—-2—-1—-1—-4—-3—5—

3—»3—»2—-2—-1—-2—-2—-1—-1—-1—-2—-1—-1—-1—1

Spocitame matice poctu prechodov:

6 3 011 33210
55 000 72 0 01
Fr=]102201 Fo=]1 0410 0
00100 00 0O01
00 200 00 200
f)alej spoc¢itame odhad matice pravdepodobnosti prechodu Ph, h=12:

6 3 g L1 1 11 2 1 g
111111 11 11 %%991
. ;3 3 0 00 . 0 o 00 5
Pp=]10 £ 2 0 ! P,=] 0 2 £ 0 0
0 0 1 0 0 00 00 1
0 0 1 0 0 00 10 0
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Podla Vety 4.2 spocitame odhad vektoru staciondrneho rozdelenia

A 2111 1
H:(_a_7_7_7_)T'
536 30 15

Ulohu sme vyriesili oboma sposobmi, teda podla (4.5) a (4.6) v programe GAMS. K
dispozicii sme mali volne dostupnt verziu. Zdrojovy kéd k obom rieseniam je uvedeny
v prilohe. Tu si ukdzeme postup riesenia tilohy podla (4.6). Najprv spoc¢itame
< 127 1131 2 2
]-:)11_I = (_a Son’ o) Fr _3)T
3307 330" 6" 55" 330
PR 1 117 2 1
P2H = (_7 a2 _7’ T _)T'
3073790457 15
Aby sme mohli odhadnit \; a Ay, musime vyriesit optimaliza¢ni tilohu

Y

min w
A1, 2
za podmienok
2 17, 1,
WoZ 5T 330" T 307
2 127 11
> 2220y oy
w2 Ty Tz g
1 113 1
> ———A— =
W= 37 339M T 37
1 113 1
S W
w2 Ty tggp g
11 17
S WL
WoE T e T 197
1 1 17
> —— 4 =+ —=A
e T
12 9
w e — —_ —
= 30 55°° 457?
1 2 9
> —— 4+ =M+ —=A
w2 Tyttt
1 23 1
w > === A - A
15 330" 15
1 23 1
w —_ 1+—>\2
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wzoa)\1+)\2:1a)\1a)\220'

Optimalnym riesenim je

<)\17 )\2) = (170)

Hodnota tucelovej funkcie v oboch rieseniach je w = 0.15. Odhadnuty model jednoroz-
merného Markovovho refazca druhého radu je

Ht+1 = Plnt-

Je vidiet, Ze objem spotreby kakaa by stacilo modelovat pomocou Markovovho retazca
prvého radu.

5.2 Priklad 2

K tomu, aby sme spoécitali VaR a ES, je potrebné najprv odhadnit nezndme parametre
s-rozmerného Markovovho retazca n-tého radu. Pouzité dita st poskytnuté agentiirou
Reuters. Jedna sa o histériu ratingov spolocnosti Ford v rokoch 2000 az 2009. K dis-
pozicii mame 30 pozorovani LT Issuer a LT LC Debt ohodnotené ratingami A, BBB+,
BBB, BBB-, BB+, BB-, B+, B, B-, CCC+, CCC, CCC-, CC, C. Pre lepsiu prehladnost
prechodov medzi ratingami vzhladom k malému poc¢tu pozorovani sme zliécili hodnote-
nia BBB+, BBB a BBB- do ratingovej triedy BBB, B4, B a B+ do ratingovej triedy
B a CCC+, CCC, CCC- do ratingovej triedy CCC, CC a C do ratingovej triedy C
(podla [7], str.19). Oznacme AAA=1, AA=2, A=3, BBB=4, BB=5, B=6, CCC=T,
C=8, Default=9.

Nech S} a S5 oznacuji postupnosti ratingov LT Issuer a LT LC Debt.

S;: 3—43—-4—-4—-4—-4—-4—-4—-4—-4—-4—-4—-4—-5—->5—

5-5—-6—46—46—46—26—46—26—-6—-6—46—06—7—28

Sy: 3—43—-24—-4—-4—-4—-4—-4—-4—-4—-4—-4—-4—-5—->5—
5—=H—-6—26—-6—-6—-7T—-T—27T—->T—27T—-T—27—T7—28

(5.1)

Budeme postupovat podla [7]. Pre zjednodusenie vytvorime model pre dvojrozmerny
Markovov retazec prvého rddu a z neho spocitame VaR a ES pre nase portfolio dvoch
postupnosti ratingov.
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Dalej musime znormalizovat jednotlivé riadky matic. V pripade, ze matica obsahuje
vela nulovych riadkov, teda chybaji informdcie o histérii poctu prechodov medzi tymito
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Preto kazdy nulovy riadok nahradime riadkom s rovnomernym rozdelenim (podla [7],

7 S1 a S, spoc¢itame matice poctu prechodov:
str.20). Takze dostavame:
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Na zaklade historie ratingov spoloc¢nosti Ford sme ziskali nasledujice odhady sta-
ciondrneho rozdelenia ratingov prvého a druhého kreditného rizika spoéitané podla
Vety 4.2:

o _ 1 11 2 11 1 1
N 157307157307 30" 30’

Ako apriorni maticu Q sme pouzili maticu od S&P uvedent v [9], ktori predstavuje
Tabulka 5.1.

Vlastné optimalizacia tlohy prebiehala v programe GAMS. K dispozicii sme mali
volne dostupni verziu tohoto programu. Podla (4.5) sme pre prvi postupnost dostali
rieSenie:

(ATAD. 320D, A1(12), 32012)) — (().348; 0.098; 0.000; 0.553).
Vysledok pre druhi postupnost:
(ATED. N2, \122), 32(22)) — (0.000; 0.406; 0.237; 0.357).

Dvojrozmerny model Markovovho refazca prvého radu pre dve zadané postupnosti S;
a Sy je:

I, = 0.348Q I 4 0.098(PU)TTLM + 0.000Q7 I + 0.553(PU) 1,

1%, = 0.000Q"TIY 4 0.406(P®V)TTL" + 0.237QT T + 0.357(P»)T 1.

Je vidiet, Ze obe postupnosti na sebe silno zdvisia a st zavislé aj na apriornej matici Q.
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Tabulka 5.1: Pravdepodobnosti prechodu medzi ratingami jednotlivich aktiv za rok 2005
od SEP

AAA AA A BBB BB B cCC C D
AAA | 0.8598 | 0.1172 | 0.0176 | 0.0043 | 0.0012 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
AA | 0.0178 | 0.8332 | 0.1207 | 0.0221 | 0.0031 | 0.0000 | 0.0003 | 0.0006 | 0.0024
A 1 0.0017 | 0.0358 | 0.8405 | 0.1031 | 0.0103 | 0.0002 | 0.0015 | 0.0017 | 0.0340
BBB | 0.0033 | 0.0056 | 0.0506 | 0.8539 | 0.0744 | 0.0004 | 0.0032 | 0.0018 | 0.0032
BB | 0.0001 | 0.0004 | 0.0042 | 0.0370 | 0.8260 | 0.0634 | 0.0383 | 0.0091 | 0.0215
B |0.0002 | 0.0007 | 0.0013 | 0.0020 | 0.0567 | 0.7185 | 0.1414 | 0.0232 | 0.0559
CCC | 0.0000 | 0.0003 | 0.0066 | 0.0017 | 0.0054 | 0.0501 | 0.6909 | 0.0574 | 0.1795
C 1 0.0000 | 0.0000 | 0.0032 | 0.0000 | 0.0090 | 0.0109 | 0.1115 | 0.4686 | 0.3968
D | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 1.0000

Tento model sa moze pouzit na zistenie predpovede velkosti kreditného rizika v port-
foliu ratingov LT Isuuer a LT TC Debt spolo¢nosti Ford. Podla (4.11) v portfoliu dvoch
aktiv s korelovanymi ratingami mozme celkovi stratu portfolia v ¢ase t + 1 spocitat
ako sucet strat oboch aktiv v case ¢t + 1. Teda:

(V) = e v + e Q) (5.3)

V case t + 1 ma rating j-teho aktiva Y;(ﬁ hodnotu z mnoziny {1,2,...,9} pre kazdé

Jj = 1,2. Podla odstavca 4.2 kazdej strate £§21(Yt(j{) z j-teho aktiva v case t 4 1,

pricom plati Yt(j)l =i pre kazdé j = 1,2 a7 =1,2,...,9, priradime ndhodnu hodnotu

z rovnomerného rozdelenia na intervale P; = [%, é), kde 7 = 1,2,...,9. Hodnoty strat
jednotlivych aktiv v intervaloch P; = [©21 ) nasimulované v programe R st uvedené

919
v Tabulke 5.2.

Podla vztahu (5.3) a nasimulovanych strét €17, (i) z Tabulky 5.2 spocitame v Tabulke
5.3 hodnoty celkovej straty £;. Napriklad ak [; = (i1,i3) odpoveda I15 = (3,4), potom
Lii11s = Li411(3,4) = £§1+)1(3) + £, (4), comu podla Tabulky 5.2 odpovedaji hodnoty
ngl(?)) = 0.3067 a Sﬁ)l (4) = 0.3420. Preto celkova strata £;115 = 0.6487. Tento
vypocet prebiehal v programe EXCEL.
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Tabulka 5.2: Nasimulované straty 2&21 (7)

N1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 |0.0628 | 0.1832 | 0.3067 | 0.4132 | 0.5418 | 0.6606 | 0.6867 | 0.8356 | 0.9594
2 | 0.0613 | 0.2062 | 0.2972 | 0.3420 | 0.4464 | 0.5632 | 0.7161 | 0.8672 | 0.9321

V dalsej Tabulke 5.3, uvedenej v appendixe, sme zhrnuli mozné budiice hodnoty
celkovej straty portfolia £, j, ich mozné odpovedajice ratingy i1, i a budice podmie-
nené pravdepodobnosti, ze celkova strata portfolia £;,; v ¢ase t + 1 je rovna hodnote
celkovej straty £, ; za podmienky mnoziny informécif o trhu F;. Podmienené pravde-
podobnosti celkovej straty za podmienky mnoziny F; pre vSetky kombindcie ratingov
kreditnych rizik v portfoliu, teda pre vietky mnoziny I, si vycislené pomocou vztahu
(4.12). Najprv sme v programe R spocitali hodnotu vyrazu

Z(S\l(jk)QT + \2UR) (I:)(jk))T)eik,

k=1
kde e;, = (0,...,0,1,0,...,0)7, pricom 1 je na i;-tom mieste vektoru a i; odpovedd
prvkom mnoziny [ = (i1, i3). Zdrojovy kéd k tomuto vypoctu je uvedeny v appendixe
pre pripad I1g = (3,4). Vystupom programu st pre kazdi usporiadani mnozinu I}
dva vektory (9 x 1). Stuc¢inom i;-zlozky prvého vektoru a is-zlozky druhého vektoru
dostdvame podmieneni pravdepodobnost celkovej straty portfolia pre kazdi mnozinu
I = (i1, 19). Ostatné vypocty prebiehali v programe EXCEL.

Najprv spocitame Credit VaR:
Zvolime ¢islo K*, tak aby boli splnené rovnice (4.13) a (4.14) pre dantd hladinu o = 0.05.
Z Tabulky 5.3 zistime, Zze K* = T4, pretoze plati:

81
> P(L4|F) = 08182 < 0.95,

k=74+1

81
> P(£,,,4|F) = 0.9536 > 0.95.
k=74

Hodnote k = 74 odpovedd hodnota celkovej straty Liy1,74 1.5539 preto:
VaRa(2t+1|Ft) = £t+1,74 = 1.5539.
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Dalej spocitame Expected shortfall pre portfolio pomocou VaR a hodnot z Tabulky
5.3 pouzitim vztahu (4.18).

81 2

2
1 g . ~ . A .
1—a Z t+1,k Z H [Z()\l(]k’)QT + )\Q(Jk)(P(]k’))T)eik] = 1.7051

k=74 (ir,i2)€l j=1 Lk=1 i

a

2 [ 2
iujz Z Z H [Z(j\l(g‘k)QT + S\Q(jk)(f’(jk))T)eik] — (1 —a) p =0.0059.

k=74 (i1,i2)€l =1 Lk=1 i

Potom je Expected Shortfall
ESQ(£t+1|E) - 16992

Vidime, ze plati ES > VaR.

5.3 Priklad 3

Pouzijeme data z Prikladu 2 a vytvorime model dvojrozmerného Markovovho retazca
vyssieho rddu. Budeme pocitat s retazcom druhého rddu, teda (n = 2,s = 2), pretoze
matic po¢tu prechodov je vidy ns?.

Z Si a Sy (5.1) spocitame matice poc¢tu prechodov. Matice an),Fglz),Fgm,Fgm) od-
povedaji maticiam F() F(12) FCD FE2) 4 prikladu 2.
Matice poctu prechodov po dvoch krokoch:

an) _ ng2) _

OO O OO oo oo
O OO OO oo oo
SO DD DO oo oo
S OO OO OO Oo
SO DO O NN DNO OO
SO DD OV NO oo o
SO O OO o oo
S OO OO o oo
S OO OO oo oo
SO DD DD oo oo
SO DO DD oo oo
SO DO OO oo oo
S OO OO VNN OO
S OO O NN O OO
S OO N DNO O OO
S OO N OO O OO
SO R OO O o oo
O OO OO oo oo
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(22)

Po znormovani dostaneme matice pravdepodobnosti prechodu. Matice P(111)7 P(112), Png), P;

st rovnaké ako matice P11 P12 PR P2 4 prikladu 2.
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Odhady stacionarneho rozdelenia ratingov oboch kreditnych rizik odpovedaji odha-
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dom spocitanym podla Vety 4.2 v predchddzajiicom priklade (5.2). Matica prechodu



Q zostala tiez nezmenend. Znovu sme podla (4.5) pre prvii postupnost dostali riesenie
spocitané v programe GAMS:

~1(11) ~2(11) ~ 1(11) ~2(11) ~ 1(12) ~ 2(12) ~ 2(12)

G R T ) =
(0.000; 0.187; 0.378; 0.145; 0.000; 0.146; 0.000; 0.144).

Vysledok pre druhi postupnost:

~1(21) ~2(21) ~ 1(21) ~2(21) ~ 1(22) 2(22) ~1 22) ~ 2(22)

YD VP Ve D D D VD Ve P P
(0.000;0.199; 0.061; 0.171; 0.048; 0.105; 0.239; 0.176).

Dvojrozmerny model Markovovho retazca druhého radu pre dve zadané postupnosti
Sl a SQ je:
1, = 0.000Q7 I 4 0.187(P{")TTLY 4 0.378QT LY + 0.145(PS™) Il +
+0.000Q7TT® + 0.146(P) 7T + 0.000Q7TI® + 0.144(P{)TTI?,

11, = 0.000Q7ILY + 0.199(P )T +0.061Q7ILY + 0.171(PFV) 11
+0.048Q" TI®) + 0.105(P ) TI + 0.239Q7 TI”) + 0.176(P? )TH(Q)

Je vidno, ze obe postupnosti na sebe silno zavisia a tiez na apriornej matici Q. To zna-
mend, ze podmienené rozdelenie ratingov jednotlivych kreditnych rizik v nasledujicom
casovom okamziku za podmienky, ze v stcasnosti mame dostupné informacie o histérii
ratingov vSetkych kreditnych rizik, nezavisi len na ratingu daného kreditného rizika,
ale aj na ratingoch ostatnych kreditnych rizik v portfoliu.
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Zaver

Vytvorili sme model viacrozmerného Markovovho refazca vyssich rddov pre postup-
nosti dat. Pocet parametrov tohoto modelu rastie linedrne vzhladom k rddu modelu
preto je dobre pouzitelny v praxi. Popisali sme metodu odhadu parametrov modelu
a demonstrovali sme ju na prikladoch. Dolezita je aplikacia tohoto modelu v oblasti
merania a riadenia kreditnych rizik. Matice pravdepodobnosti prechodu sme odhadli
linearnou kombindciou apriornej matice prechodu od S&P a maticou pravdepodobnosti
prechodu vytvorenou z matice poc¢tu prechodov. Tym sme vytvorili model, ktory po-
pisuje zavislosti medzi ratingami jednotlivych kreditnych rizik v portfoliu v pripade,
ze straty jednotlivych kreditnych rizik zavisia na svojich ratingoch. Potom sme pouzili
model dvojrozmerného Markovoho retazca prvého radu na vypocet Value at Risk a
Expected Shortfall v danom portfoliu kreditnych rizik.
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Appendix

Zdrojovy kéd pre priklad 1 podla (4.5) v programe GAMS

*definujeme mnoziny a parametry
Sets

k pocetstavov / 1 x 5 /
j pocetStavov / 1 *x 5 /;
Variables

z;

Positive variable lambdal;
Positive variable lambda2;
Positive variable a(j) ;

Positive variable b(j) ;

Table P1(j,k)

1 2 3 4 5
1 0.5454 0.5 0 0 0
2 0.2727 0.5 0.4 0 O
3 0O 0 0.4 1 1
4 0.0909 0 0 0 O
50.0909 0 0.2 0 0
Table P2(j,k)

1 2 3 4 5
1 0.3333 0.7 0 0 0
2 0.3333 0.2 0.8 0 0
30.2222 0 0.2 0 1
40.1111 0 0 0 0
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Parameter X1(k)

/1 0.4,
2 0.3333,
3 0.1667,
4 0.0333,
5 0.0667/;

Parameter X3(j) odpoveda X1(k)

/1 0.4,
2 0.3333,
3 0.1667,
4 0.0333,
5 0.0667/;

Equations

optimum ucelova funkce
abs(j) absolutna hodnota
omezlambda podmienky

omezlambda .. lambdal+lambda2 =e= 1;

abs(j) .. a(j)-b(j)=e=sum(k,lambdal*P1(j,k)*X1(k)+lambda2*P2(j,k)*X1(k))-X3(3);
optimum .. z =e= smax(j, a(j)+ b(j));

Model diplomka /all/ ;

solve diplomka using dnlp minimizing z;

*zobrazime vysledok, riesenie primarnej ulohy
display lambdal.l, lambda2.1, z.1;
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Zdrojovy kéd pre priklad 1 podla (4.6) v programe GAMS

Variables

W,

Positive variable lambdal;
Positive variable lambda2;

Equations
omezlambda podmienky
pl

p2

p3

p4

pb

p6

p7

p8

P9

pl0;

omezlambda .. lambdal + lambda2 =e= 1;
pl .. w=g= 0.4 - 0.38485*%1lambdal - 0.36667*1lambdaZ2;

p2 .. w =g= -0.4 + 0.38485*1lambdal + 0.36667*1lambdaZ2;

p3 .. w =g= 0.3333 - 0.34242*%lambdal - 0.33333*lambda2;

p4d .. w =g= -0.3333 + 0.34242%lambdal + 0.33333*lambda?2;
pdb .. w =g= 0.1667 - 0.16667*1lambdal - 0.18889*lambda2;

p6 .. w =g= -0.1667 + 0.16667*xlambdal + 0.18889*lambda?2;
p7 .. w =g= 0.0333 - 0.03636*1lambdal - 0.04444xlambda2;

p8 .. w =g= -0.0333 + 0.03636*1lambdal + 0.04444+*lambda?2;
P9 .. w =g= 0.0667 - 0.06969*lambdal - 0.06667*1lambda2;

pl0 .. w =g= -0.0667 + 0.06969*1lambdal + 0.06667*lambda2;
Model diplomka /all/ ;
solve diplomka using lp minimizing w;

*zobrazime vysledok, riesenie primarnej ulohy
display lambdal.l, lambda2.1l, w.1;
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Zdrojovy kéd v programe R pre priklad 2:

P11 <- matrix(c(0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111,
.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111,
.1111,0.1111,0.5, 0,0.1111,0.1111,
.1111,0.1111,0. 0,0,0,0.1111,0.1111,
.1111,0.1111,0, 5,0,0,0.1111,0.1111,

0,0,0,
5,0.909,
0.0 75,
.1111,0.1111,0,0,0. 0.909,0,0.1111,0.1111,
0,0 9,0
0,0
0

s 0
9,0.

5,
.1111,0.1111,0, 09,0,0.1111,0.1111,
.1111,0.1111,0, ,1,0.1111,0.1111,
0,0.

.1111,0.1111,0,0, ) 1111,0.1111), nrow = 9, ncol=9,
byrow=TRUE, dimnames = NULL)

b

3 J

O O O O O O o o

2
,0.
0
,0

P22 <- matrix(c(0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111,

0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111,
0.1111,0.1111,0.5,0,0,0,0,0.1111,0.1111,
0.1111,0.1111,0.5,0.909,0,0,0,0.1111,0.1111,
0.1111,0.1111,0,0.09,0.75,0,0,0.1111,0.1111,
0.1111,0.1111,0,0,0.25,0.75,0,0.1111,0.1111,
0.1111,0.1111,0,0,0,0.25,0.875,0.1111,0.1111,
0.1111,0.1111,0,0,0,0,0.125,0.1111,0.1111,
0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111), nrow = 9, ncol=9,

byrow=TRUE, dimnames = NULL)

P21 <- matrix(c(0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111,
.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111,
.1111,0.1111,0.5,0,0,0,0,0.1111,0.1111,
.1111,0.1111,0.5,0.909,0,0,0,0.1111,0.1111,
.1111,0.1111,0,0.09,0.75,0,0,0.1111,0.1111,
.1111,0.1111,0,0,0.25,0.273,0,0.1111,0.1111,
0,0,0.727,0,0.1111,0.1111,
.1111,0.1111,0,0,0,0,1,0.1111,0.1111,
.1111,0.1111,0,0,0,0,0 0.1111,0.1111), nrow = 9, ncol=9,

byrow=TRUE, dimnames = NULL)

.1111,0.1111,0,

3

3

O O O O O O o o

2
,0.
0
,0

P12 <- matrix(c(0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0,0.1111,
0.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0,0.1111,
0.1111,0.1111,0.5,0,0,0,0,0,0.1111,
0.1111,0.1111,0.5,0.909,0,0,0,0,0.1111,
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0.1111,0.1111,0,0.09,0.75,0,0,0,0.1111,
0.1111,0.1111,0,0,0.25,1,0.857,0,0.1111,
0.1111,0.1111,0,0,0,0,
0 0,0
0 0,0

0.123,0,0.1111,
.1111,0.1111,0,0,0,0,0,1,0.1111,
.1111,0.1111,0,0,0,0,0,0.1111,0.1111), nrow = 9, ncol=9,

byrow=TRUE, dimnames = NULL)

Q <- matrix(c(0.8598,0.0179,0.0017,0.0033,0.0001,0.0002,0,0,0,
0.1172,0.8332,0.0358,0.0056,0.0004,0.0007,0.0003,0,0,
0.0176,0.1207,0.8405,0.0506,0.0042,0.0013,0.0066,0.0032,0,
0.0043,0.0221,0.1031,0.8539,0.0370,0.0020,0.0017,0,0,
0.0012,0.0031,0.0103,0.0744,0.8260,0.0567,0.0054,0.0090,0,
0,0,0.0020,0.0040,0.0634,0.7185,0.0501,0.0109,0,
0,0,0.0015,0.0032,0.0383,0.1414,0.6990,0.1115,0,
0,0.0006,0.0017,0.0018,0.0091,0.0232,0.0574,0.4686,0,
0,0.0024,0.0034,0.0032,0.0215,0.0559,0.1795,0.3968,1), nrow = 9,
ncol=9, byrow=TRUE, dimnames = NULL)

>

)

eil <- ¢(0,0,1,0,0,0,0,0,
ei2 <- ¢(0,0,0,1,0,0,0,0,

### prva postupnost
V <= ¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0)
W <- ¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0)

for(j in 1:9){

for(k in 1:9){
V[k]<-((0.348+Q[j,k]+0.098*P11[j,k])*eil[k]+0.553%P12[j,k]*ei2[k])
Wljl <- W[jI+Vik]l} }
W #zobrazi vysledok

### druha postupnost
V <~ ¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0)
W <- ¢(0,0,0,0,0,0,0,0,0)
for(j in 1:9){
for(k in 1:9){
V[k]<-(0.406*P21[j,k]*eil [k]+(0.237*Q[],k]+0.357*P22[j,k])*ei2[k])
Wljl <= W[jI+VIkl} }
W #zobrazi vysledok
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Tabulka 5.3: Celkovd strata

k | Hodnota celkovej straty Lip | P& =L 1l F) | 1 = (i1,i2)
1 0.1241 0.1072 (1,1)
2 0.2444 0.1045 (2,1)
3 0.3600 0.1311 (1,3)
4 0.3679 0.0980 (3,1)
5 0.2690 0.1048 (1,2)
6 0.3894 0.1022 (2,2)
7 0.4048 0.1773 (1,4)
8 0.4744 0.1089 (4,1)
9 0.4804 0.1271 (2,3)
10 0.5092 0.1577 (1,5)
11 0.5129 0.0955 (3,2)
12 0.5252 0.1720 (2,4)
13 0.6030 0.1028 (5,1)
14 0.6039 0.3588 (3,3)
15 0.6194 0.1061 (4,2)
16 0.6260 0.1498 (1,6)
17 0.6296 0.1530 (2,5)
18 0.6487 0.2492 (3,4)
19 0.7104 0.2503 (4,3)
20 0.7218 0.0975 (6,1)
21 0.7464 0.1453 (2,6)
22 0.7479 0.0741 (7,1)
23 0.7480 0.1001 (5,2)
24 0.7531 0.1582 (3,5)
25 0.7552 0.7964 (4,4)
2 0.7789 0.1622 (1,7)
27 0.8390 0.1363 (5,3)
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k | Hodnota celkovej straty Loi | P =L 11l F) | I = (i1, i2)
28 0.8596 0.1931 (4,5)
29 0.8668 0.0949 (6,2)
30 0.8699 0.1495 (3,6)
31 0.8838 0.2164 (5, 4)
32 0.8929 0.0722 (7,2)
33 0.8968 0.0679 (8,1)
34 0.8993 0.1573 (2,7)
35 0.9300 0.0607 (1,8)
36 0.9578 0.1280 (6,3)
37 0.9764 0.1691 (4,6)
38 0.9839 0.0918 (7,3)
39 0.9882 0.5957 (5,5)
40 0.9949 0.1195 (1,9)
41 1.0026 0.1786 (6,4)
42 1.0206 0.1212 (9,1)
43 1.0228 0.1632 (3,7)
44 1.0287 0.1281 (7,4)
45 1.0418 0.0664 (8,2)
46 1.0504 0.0589 (2,8)
47 1.1050 0.1947 (5,6)
48 1.1070 0.2212 (6,5)
19 1.1153 0.1165 (2,9)
50 1.1293 0.1846 (4,7)
51 1.1328 0.0735 (8,3)
52 1.1331 0.1127 (7,5)
53 1.1656 0.1186 9,2)
54 1.1739 0.0514 (3,8)
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k | Hodnota celkovej straty Loi | P =L 11l F) | I = (i1, i2)
5) 1.1776 0.0995 (8,4)
56 1.2238 0.4896 (6,6)
57 1.2388 0.1114 (3,9)
58 1.2499 0.1065 (7,6)
59 1.2566 0.1517 (9,3)
60 1.2579 0.1725 (5,7)
61 1.2804 0.0582 (4,8)
62 1.2820 0.0884 (8, 5)
63 1.3041 0.2052 (9,4)
64 1.3453 0.1238 (4,9)
65 1.3767 0.6286 (6,7)
66 1.3988 0.0840 (8,6)
67 1.4028 0.1487 (7,7)
68 1.4058 0.1825 9,5)
69 1.4090 0.0544 (5,8)
70 1.4739 0.1168 (5,9)
71 1.5226 0.1733 9, 6)
72 1.5278 0.0511 (6,8)
73 1.5517 0.0910 (8,7)
74 1.5539 0.1354 (7,8)
5 1.5927 0.1108 (6,9)
76 1.6188 0.0842 (7,9)
77 1.6755 0.1877 9,7)
78 1.7028 0.1423 (8, 8)
79 1.7677 0.0757 (8,9)
80 1.8266 0.0823 (9,8)
81 1.8915 0.1352 9,9)
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