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charakteristickej funkcie a empirickej charakteristickej funkcie rezidui. Cast prace
sa venuje aj odhadom parametrov 3 a ¢ a ich asymptotickym vlastnostiam, kedze
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Abstract: The presented work deals with the goodness-of-fit test in linear re-
gression model Y,, = X,,3 + ce,, where we focus upon error distribution. The
uniqueness of the relation between the distribution and characteristic function
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tical characteristic function and empiric characteristic function of the residuals.
A part of this work is concerned with estimating of parametres 3 and ¢ and their
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Ked sa povie test dobrej zhody, mnohym napadne asi ten najzndmejsi - Pearsonov
X2 test dobrej zhody. Niet divu, ved tento test si podla [5] dokonca zashiZil miesto
medzi 20 najvyznamnejsimi objavmi vo vede a technike od roku 1900 . V priebehu
nasledujicich 70 rokov bol tento test jednym z najpouzivanejsich ndstrojov statis-
tickej analyzy, predovsetkym vdaka svojmu pouZitiu v kontingencniych tabulkdch.
Bolo to vsak prvé objektivne kritérium pre zistenie zhody medzi tedriou a realitou
a viedol k vzniku mnohich postupov a technik, ktoré si dnes uZ beZnou sucastou
statistiky.

Jednym z nich je aj napriklad dobre znamy Kolmogorov—-Smirnovov test ¢i
Cramér von Misesov test, ktoré sa zaoberaju vzdialenostou medzi charakteristickou
funkciou a empririckou charakteristickou funkciou. KedZe urcitou transformdciou
distribucnej funkcie moZe vzniknit charakteristicka funkcia, tak sa ponikaji aj
testy dobrej zhody zaloZené na vzdialenosti charakteristickej funkcie a empriricke;
charakteristickej funkcie. Touto cestou sa uberd aj tato praca. Presnejsie nds bude
zaujimat rozdelenie chyb v modeli linedrnej regresie - ¢iZe za pritomnosti rusivich
parametrov.



Kapitola 1
Motivacia

V tuvode pripomenieme pripad testov dobrej zhody bez rusivych parametrov.
Majme néhodny vyber X, ..., X, s distribu¢nou funkciou F' a chceme testovat
hypotézu

H() F = F()

proti alternative
H1  F # Fo.

Oznacime

F(w) = 310X, < 1]

empiricku distribu¢ni funkciu vyberu a uvedieme vetu pojednéavajicu o jej asymp-
totickom spravani.

Veta 1 (Glivenko-Cantelli). Nech F(x) oznacuje skutoéni distribuéni funkciu
vyberu a F,(x) empirickd distribucnd funkciu viyberu. Oznacme

D, = sgp |Fo(z) — F(x)|.

Potom plati
P(lim D, =0) = 1.
n—oo

Uvedieme si niekolko testov zaloZenych na tejto vete - teda testy, v ktorych je
testova Statistika zalozena na vzdialenosti hypotetickej a empirickej distribucnej
funkcie. Jednym z najznamejsich je Kolmogorov—Smirnovov test, ktory hypotézu
Hy zamieta, ak D,, = sup, |F,(z) — F'(0)| prekro¢i kriticki hodnotu k,,. Pre velké
hodnoty n moézeme pouzit aproximéciu

A 2
P(D, < —=)=1-2e
( \/ﬁ) € Y

ktora vyplyva napr. z vety 11.11 uvedenej v [1]. Vyhodou tohto testu je, Ze rozde-
lenie testovej Statistiky nezalezi na Fp, avsak je vhodny len pre spojité rozdelenia.



MOTIVACIA

Ako dalsi spomenieme Cramer von Misesov test, ktorého testova Statistika mé
tvar

/ " (Fule) - Fo(w)dFo(e),

o
kde nulovii hypotézu zamietame v pripade, ak testova statistika prekroc¢i hod-
notu ¢,. A napokon Anderson—Darlingov test, ktory je citlivej$i na odchylky na
chvostoch nez Kolmogorov-Smirnovov test a méa kriticky obor

< (Fula) = Fo))?
R R E o

—00

kde a,, zévisi na Fy. Hodnoty a,, a ¢, st urcené tak, aby testy mali hladinu aspon
a.

Charakteristickd funkcia ¢ prislusna k distribucnej funkcii F' je jednoznacne
uréend vztahom

o(t) = /_00 e dF (), teR.

o0

Tato funkcia je spojita, existuje pre vSetky realne ¢ a jej hodnoty v absolitnej hod-
note s mensie alebo rovné 1. Préca [8] sa venovala testom hypotézy H, zaloZzenym
prave na vzdialenosti charakteristickej funkcie ¢(t) a empirickej charakteristickej
funkcie @, (t). Jednou z vyhod pouZitia charakteristickej funkcie v testoch dobrej
zhody je jej spojitost aj pre diskrétne rozdelenia.

Nasa situacia je vSak trochu ina, avSak testova Statistika bude zalozena na
rovnakej myslienke. Nech Yi,,,....Y,, s nezavislé ndhodné veli¢iny (ozna¢me
Y.=Yin, ., Ynn)T) sphiajiice model

Yn = XnIB + cen,

kde X,, je matica regresorov s riadkami xj,nT = (L, xjom, .- Tjpn) € RP,
j=1,...,n, B € R” a ¢ > 0 st nezndme parametre a €, = (€1,,...,€nn)" je
vektor nezavislych rovnako rozdelenych nahodnych veli¢in s distribu¢nou funkciou
F'. Chceme testovat nulovi hypotézu

H()ZFEFO

proti alternative

H,:F #F,

kde Fy je lubovolna konkrétna distribu¢na funkcia symetrické okolo nuly a spliia-
juca dalsie podmienky.
Pri testovani nulovej hypotézy pouzijeme rezidua

Y;’,n - Xj,nTIBn

Cn

€in =

Y



MOTIVACIA

kde Bn je odhad parametru 3 a ¢, je odhad parametru ¢ - parametre 3 a ¢ su
tu rusivé. Sposobov, akymi je mozné odhadnit parametre 8 a c¢ je viacero, tie
najpouzivanejsie neskor pripomenieme.

Asymptotické vlastnosti testovej Statistiky budeme skimat v Hilbertovom
priestore H = L?*(R,B,w(t)dt) meratelnych funkcii f : R — R takych, Ze

/_ T 2wt < oo,

kde w(t) je nezaporna parna vahova funkcia, pre ktora plati ffooo w(t)t?dt < oo.
Skaldrnym stuc¢inom na priestore H oznacujeme

(f.9) = / " FOguw(nat

a normou na priestore H oznacujeme

1] = / FOPw(b)dt,

V nasledujtcej kapitole uvedieme testovi Statistiku, ale budeme sa zaobe-
rat najmé odhadmi parametrov 3 a ¢ — spomenieme niektoré z nich a dalej sa
zamerame na ich asymptotické spravanie. V tretej kapitole sa budeme venovat
limitnému rozdeleniu testovej statistiky — za platnosti hypotézy, pri lokalnej al-
ternative a pri pevnej alternative. V poslednej — stvrtej kapitole si odvodime tvar
testovej statistiky pre normalne, Laplaceovo, logistické a Studentovo t rozdelenie
pre rozne vahové funkcie a navrhnuty test aplikujeme na simulované data pre
rozne volby odhadov 3 a c.



Kapitola 2
Zakladné pojmy a predpoklady

Méme nezavislé pozorovania Y; ,, ..., Y, , spliajice model
T .
Yin=%X;,B+cejn j=12,...,n, (2.1)

kde x;, = (1, Zjon, ---, Tjpn)! € RPj =1, ..., n st zndme regresory (riadky
matice X,), 8 € R? a ¢ > 0 ozna¢uju nezname parametre a chyby e;,, j =
1, ..., m si nezavislé rovnako rozdelené s distribu¢nou funkciou F'(-). Chceme
testovat hypotézu

Hy: F =F, (2.2)

proti vSeobecnym alternativam pre lubovolntu Fy, ktora je symetrickd okolo nuly
a splia dalsie podmienky.

Oznac¢me Bn odhad parametra 3 a ¢, odhad parametra ¢, 3o skuto¢nii hod-
notu parametra 3 a ¢ skutoént hodnotu parametra c. Dalej oznaéme odhadnuté
rezidud R
Yj,n - XT ﬂn

j7n

~

€jm = , j=1...n.

Cn
Budeme uvazovat len tie odhady ﬁn, ktoré splhaji

ﬁn({xj7n, Y}m—l—xgnv};j =1,...,n)= Bn({xj,n, Yint;7=1,...,n)+v VveRP
(2.3)
a odhady ¢,, pre ktoré plati

en(Xjm, OYjn; 7 =1, ..., n) =06 (Xjm, Yin;i =1, ..., n) Vb>0. (24)

V takom pripade totiz kazda testova Statistika, ktora zavisi na {x;n,Y;,} vylucne
prostrednictvom ¢é;,, j = 1, ..., n je regresne a Skalovo invariantnd, a preto
jej rozdelenie nezavisi na neznamych hodnotach parametrov 3 a c¢. Okrem toho
od odhadov B, a ¢, pozadujeme, aby boli konzistentné — potom totiz pre velké
hodnoty n budt mat é;,,, ..., é,, priblizne distribu¢nt funkciu Fy.



ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY

Charakteristicka funkciu prislusna k Fy oznacme ¢g(t) a empiricka charakte-
risticktl funkciu odhadnutych rezidui ¢, (t), teda

n

1 "
on(t) = - Z exp (ité; ).

i=1
Testova statistika bude zalozena na vzdialenosti ¢y a ¢, a ma tvar

Tw =1 [ leal®) = o0 Pult)dr (2.5)

o0

kde w(t) je nezédporna parna vahové funkcia spliiajuca [°°_t*w(t)dt < co. Hypo-
tézu H, zamietame pre velké hodnoty testovej Statistiky.

Dalej sformulujeme predpoklady tykajtce sa nielen €1, ..., €,,, ale aj od-
hadov parametrov 3 a ¢ a regresorov. Tie sa vyuziju v nasledujicej kapitole vo
vetach o limitnom tvare testovej Statistiky.

Nech rozdelenie chyb v regresnom modeli splia:

(A1) e1p, ..., €ny st nezavislé rovnako rozdelené ndhodné velic¢iny so symetrickou
distribu¢nou funkciou Fy,

(A.2) charakteristickd funkcia g (t) prislusna k Fy je absolitne spojita a funkcia

Vi = [ " P (gh(at))w(t)dt

—00

je spojitd v .a = 1 (tito podmienku mozeme vynechat, ak predpokladame,
ze rozdelenie chyb mé koneény prvy moment).

Odhady B, a ¢, okrem (2.3) a (2.4) spliiaju aj

(B.1) odhad By, pre n — oo splita
LS B ) = LS s tor(), (20
\/ﬁ p j,n n 0 \/ﬁ p B\Cjin 5 .
kde 13 je meratelna antisymetrickd funkcia, pre ktora plati E¢z(e1,,) =0
a Ewﬁ(el,n) < 00,
(B.2) odhad ¢, pre n — oo spliia

Vil — ) = jﬁZw) +op(D), 2.1

kde 1, je symetricka meratelna funkcia, pre ktort plati Ep.(e1,,) = 0a Ey?(e1,) < co.

9



ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY PREHLAD ODHADOV

Poziadavka na regresory
. _1
(Cl) llmnﬂoo IIlaXlSan’lgvSp |xjv,n]n 2 = 0.
Existuje mnoho spdsobov, ako odhadnit parametre 3 a ¢ — vo zvysku tejto
kapitoly uvedieme najpouzivanejsie z nich, doplnime predpoklady pre distribu¢nii
funkciu F', odhady stru¢ne popiSeme a nakoniec pre ne overime podmienky (B.1)

a (B.2) — teda nas bude zaujimat asymptotické spravanie jednotlivych odhadov.
Budeme sa zaoberat nasledujicimi odhadmi:

e odhad metédou najmensich stvorcov,
e odhad pomocou regresnych kvantilov,

e M-odhad.

2.1 Prehlad odhadov

V tejto kapitole si spomenieme niektoré z odhadov parametrov 3 a ¢, vSetky popi-
sané odhady splitaji (2.3) a (2.4). Pre tieto odhady neskor overime aj podmienky
(B.1) a (B.2) a vicsinu z nich pouZijeme ich v kapitole 4. Pre viac informacii o
spomenutych odhadoch vid napriklad [9] alebo [6].

V nasledujicom predpokladdme, ze existuje symetrickd pozitivne definitna
matica D taka, ze plati

1 n
lim — g XX, = D.
n—oo N 4 L

J=1
Takisto predpokladdme, Ze regresory splitaji podmienku (C.1) a €1, ..., €nn
spliiaji (A.1). Dalej si oznacime
H, = X, (X3 Xa) ' X, (2.8)

a h;;, ozna¢ime prvok matice H, na pozicii (¢,j). Taktiez predpokladame, ze
regresory spliiaji podmienku (C.1) a €1, ..., €, spliajia (A.1).
Odhad metédou najmensich stvorcov

Navyse predpokladame Ee;,, = 0, Ee7,, = 1, E|e;,|* < oo. Potom odhad metédou
najmensich stvorcov ma tvar

n
3 -1
Bn=D;'> x,.Y,
i=1

. 1 < N
&= > Vin — x58n)%,

n—=pPi

10



ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY PREHLAD ODHADOV

kde
n
_ T
D, = E XjnX;n-
j=1

Ak je F' distribu¢na funkcia normalneho rozdelenia, potom Bn je maximalne vie-
rohodnym odhadom 3. Pre vSeobecnu distribu¢nt funkciu F', ktord ma koneény
druhy moment, je B,, podla Gauss - Markovovej vety najlepsim nestrannym line-
arnym odhadom (3. AvSak je velmi citlivy na odlahlé pozorovania, na odchylky
od normalneho rozdelenia ey ., ...,e,, a zlyhdva, ak rozdelenie chyb ma fazké
chvosty.

Pre odhad parametra B plati nasledujica limitn4 veta. Postacitelnost pod-
mienky

max hy, —— 0
1<i<n " n—oo

je dokédzané napriklad v ¢lanku [11].

Veta 2. UvazZujme model
Yn - ang + Zna

kde X, je pevnd matica rozmerov n z p, jej hodnost je rovnd p, Z, je vektor nezd-
vislych rovnako rozdelenych ndahodnych velicin so strednou hodnotou 0 a rozptylom
0? < 00. Oznacme Hy, ako v (2.8) a hy;,, i-ty diagondlny prvok tejto matice. Nech

max h;;., — 0.
1<i<n 7 n—oo

Potom

\/E(Bn - /60) ﬁ) NP(O’JQD_l)'

Regresné kvantily

Regresny g-kvantil je definovany ako

— . n T
ﬁn(Q) = arggelﬁ% {Zl pq(Yj,n - Xj,nﬁ)} )
=
kde p,(2) = |2|(¢I{z > 0} + (1 —¢)I{z < 0}), 2 € R, 0 < ¢ < 1. Uvazujme odhady
A —~ (1

kde B\nl(q) oznacuje prvu zlozku B;(q), g € (0,1). Odhad (2.9) sa nazyva aj L,
odhad, ¢i regresny median.

Je tu nutny predpoklad existencie fy a jej spojitosti na okoli Fy; *(1/4), Fy '(1/2),
Fy'(3/4). Dalej fo(Fy*(q)) > 0 pre ¢ =1/4,1/2, 3/4.

Pre viac informécii o regresnych kvantiloch vid napriklad [9].

11



ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY PREHLAD ODHADOV

M-odhady

Opit budeme predpokladat Eein = 1. M-odhady st definované ako argument

minima
n T
ijyn_xj,n
Py —————— |
c

Jj=1

kde p : R — R je absolitne spojita konvexné funkcia, p(0) = 0. Teda M-odhady
su rieSenim stustavy rovnic

- Yin—x1.03 " Yin—x1.3
Zxﬂp (%) =0, ZX (% =0, (2.11)
j=1 j=1

kde ¥(t) = p/(t) a x(t) = tip(t) — p(t). V tomto pripade je ¢ monoténna neparna
funkcia a y je na R parna a na intervale (0,00) monoténna. Dalej pre funkcie

Mo(t) = —/w(x _HdRy(x), teR,

M(t) = — / (@ /H)dF(z), tER,

predpokladame platnost
Ap(0) =0, N, (0) >0,

derivécia \j5(t) je spojita na okoli nuly a

/w2(t)dt < 00, /(w(x) — Pz + qy))*dFy(z) —— 0

n—oo

pre [ubovolné ¢, také, ze ¢, — 1 = op(1). Oznacime dy, = \);(0).
Podobne pre funkciu y predpokladame

A (1) =0, N(1) >0,

derivacia A (f) je spojitd na okoli t =1 a

[t <o [ (x@-x (j—n))QdFm 0

pre Tubovolné g, také, Zze ¢, — 1 = op(1). Oznacime d, = X, (1).
Ak pouzijeme
Y=, relR

dostaneme odhad metddou najmensich Stvorcov a pre volbu

Y =signz, reR

12



ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY PREHLAD ODHADOV

zase L; odhad.
Dalsim $pecidlnym pripadom je odhad metodou mazimdlnej vierohodnosti.
Predpokladajme, Ze F, je absolutne spojita s hustotou fy,. Ak st splnené pod-
mienky regularity (vid [1], definicia 7.8, str. 104), potom odhad metédou maxi-

malnej vierohodnosti je ekvivalentny M-odhadu so skérovymi funkciami
_Jol=) folx)

w(x) = fO(QJ)’ X(l‘) =-1- xf()(ﬂj)’

Niekedy sa uvazuju M-odhady, ktoré sa rieSenim stustavy rovnic

() 0SB 0 e

J=1 Jj=1

z € R.

kde A, je vhodne zvolené postupnost konstant, napr. Huber [6] odportca
A, = (n—p)Egx. (2.13)

Dalsim moznym pristupom je pouzitie studentizovaného M-odhadu. Uvazujme
model
Y, = X0+ Z,.

Studentizovany M-odhad je potom rieSenie stistavy rovnic

n Yjn— x;-ljnt »
§ ¢ S Y t 6 ]R )
j=1 "

kde S,, > 0 je vhodné skalova sStatistika.

Nakoniec este stru¢ne spomenieme jednokrokové M-odhady, pre viac informaécii
vid [9], str. 318-321. Ozna¢me B,, odhad parametra 3 spliiajici (2.3) a ¢, odhad
c spliajici (2.4), nech

\/ﬁ(/én - B) = OP(1)7 \/ﬁ(én - C) = OP(1>

(mdzeme popiit’ napriklad odhady pomocou regresnych kvantilov). Jednokrokové
M-odhady B,, ¢, st definované ako

Bn = B’n + deDnil Z Xj,nd)(éj,n))
j=1

bn =Gt dy > X(E0),
j=1

kde 1, x, dy a d, spliiaji vlastnosti uvazované pre M-odhady a
Y;‘,n - X"r gn

~ . J,n .
€j,n—+, ]—1,...,?1.
Cn

13



ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY ODHAD METODOU NAJMENSICH $TVORCOV

2.2 Odhad metédou najmensich stvorcov

V tejto podkapitole budeme okrem uz spomenutych predpokladov navyse pred-
pokladat aj Eey, =0, Eef,, = 1 a Eley »|* < o0.

2.2.1 Asymptotické rozdelenie 3,

Upravou lavej strany podmienky (B.1) pre odhad parametra 3 metédou najmen-
Sich Stvorcov (teda B, = (XTX,) 'XTY,) dostaneme

1 o N
% Z X;'l,ﬂn(ﬁn —Bo) = Z (X5Xa) " X3 Y, — Bo)
j=1
— Z (XTX, ) XTX .80 +
+co(X 3 Xon) Z Xkn€kn — Bo)

= Z Z XTX Xk n€kn

jlkl

= Zzh]knekn

kl]l

Pretoze v modeli uvazujeme absoltatny clen, plati

Z hjk,n = Z hjk,n =1
=1 k=1

Teda podmienka (B.1) je pre odhad metédou najmensich $tvorcov splnena a ma
tvar
1 n A co n
_ZX' (Bn_ﬁo):_zekm
J,n )
a j=1 v k=1

d]ﬁ(x) =, dﬁ:COa
g je meratelna neparna funkcia a z predpokladov spomenutych vyssie mame aj
Evs(ern) = 0 a EYj(e1n) < oo. NavySe podla Lévy-Lindeberghovej centralnej
limitnej vety pre nezavislé ndhodné veli¢iny e;,,, Ee;, = 0, vare; , = 1 méme

co n o ¢ n o
- = X'n<18n - ﬁO) = = €kn — Z7
kde Z ~ N(0,1).
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ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY ODHAD METODOU NAJMENSICH $TVORCOV

2.2.2 Asymptotické rozdelenie ¢,

Najprv si upravime tvar ¢, a vyjadrime ho pomocou vektoru chyb e,

2 = (Yo - XuB)(Ya — Xaf)
n—p
1
= (Yo — Xu(XEX,) ' XTX,, 80 — coXn(XEX,) ' XTe,)T
n—p
(Yo — Xo(XEX) ' XTX 80 — coXn(XEX,) ' XTe,)
1
= (coen — coXn(XEX,) ' XTe,) T (coen — coXn(XEX,) ' XTe,)
n—p
C2
= 0 _eT(1, — Hy)en,
n—p

kde ¢y je skutoéna hodnota parametra c. Pretoze predpokladame

2
Eej, =1, 7=1,...n,
4 .
Elej | <oo, j=1,....n,
2 n

n — p n—oo
podTa silného zakona velkych ¢isel (vid [4], str. 79) plati
&0
n—p

n

g T skoro iste.
— I oo

j:

Najprv sa pozrieme na vyraz

. 1 ne:
V(e —c) = n ( Z €2 .Co — c%) _vn %eTH, ey,

kde chceme dokazat

P
n€n — 0.
n—00

2
ne
@eg H
n—p
Tento vyraz je s pravdepobnostou 1 nezdporny, pretoze

n
eEHnen =tr Hnefen =p E e?jn
j=1

a navyse pre jeho strednt hodnotu plati

EelH,e, = trEelH,e, = trH,Ee el = trH, = p.

15



ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY ODHAD METODOU NAJMENSICH $TVORCOV

Potom z Cebysevovej nerovnosti ([4], str. 26) pre \/iﬁe'rll‘Hnen ziskame pre kazdé

e>0

EeTH,e,
—eEHnen >e ) < n > In® 0.
Vi NZERE

Teda nakoniec dostavame pozadovanu konvergenciu k nule v pravdepodobnosti,
Cize

\/_COT

TH,e, —— 0. (2.15)

n—oo

Dalej plati
V(e —c3) = vn(é, — o) (én — co + 2¢0)

a dokazali sme uz, ze

2 P 2
¢, — Cp-
n—oo

Potom pouzitim continuous mapping theorem pre funkciu h(x) = /x (spojité
funkcia) dostaneme aj

En —— Co. (2.16)

n—oo

Dohromady zo vztahov (2.14), (2.15) a (2.16) pre n — oo ziskavame

Z CO + OP( ) = 2\/%60(@71 — Co) + Op(l)

Teda pre odhad parametra c

. 1 ;
&= (Yin—XjnBn)’
j=1

takze

plati Ev.(e1,) = 0 a Ev?(e1.,) < 00, 1, je parna meratelnd funkcia. Okrem toho,
podla Lévy-Lindeberghovej centralnej limitnej vety pre 632” s vyuzitim predpo-
kladu Eef, < oo mame

n—oo

Vn (% Z(ein — 1)0(%) —2 ., N(o, covar(e?, —1)).
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ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY ODHAD POMOCOU REGRESNYCH KVANTILOV

2.3 Odhad pomocou regresnych kvantilov

Predpokladajme, Zze Iy ' (1) = 0 a Fy ' (2) — Fy' (1) = 1. Tieto odhady st

vlastne tiez M—odhadmi s vhodne zvolenymi funkciami v a y, presnejsie

(x) = sign(x),

tafr (@) 5o ()]

2.3.1 Asymptotické rozdelenie 3,

Na zistenie asymptotického spravania odhadu ,én pouzijeme nasledujticu vetu.

Veta 3. UvazZujme model
Yn - Xnﬂ + Zna

kde Xy, je matican x p, Zpn = (Zip, - - . ,Znn) SU nezdvislé ndhodné veliciny s dis-
tribucnou funkciou F', matica Hy, je definovand ako v (2.8) a jej prvky oznacme
Rijn- Nech d,\/logn —— 0, kde d,, = max (h;;,)"?1 <i<n, potom za plat-

nosti nulovej hypotézy B = (B plati s pravdepodobnostou 1

n

2£(0)(X3Xn)"*(Bn — Bo) = ) (X3 Xn) 3 nsign ey, + O(d)/*(logn)*'*),

k=1
kde f je zodpovedajica hustota prislusna k F.
Dokaz: uvedeny v [2].

Teda pri splneni predpokladu d,,\/logn —— 0 za platnosti 3 = B¢ s pravde-

podobnostou 1 mame

% Z xfn(,én —Bo) = 2/5(0 \/— Z Z Xk,n sign ey ,, +
j=1

kl]l

J/

4

R 2 (KEX) O g

- WZS@W

(XTX,)"V20(dY % (log n)®/4).
2f0 \/—Z (d,/*(logn)™*)

17



ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY ODHAD POMOCOU REGRESNYCH KVANTILOV

Potrebujeme zjednodusit vyraz uvedeny v poslednom riadku. Pretoze

n

| ‘% Z X;I,‘n(XEXn)—l/2| ‘ — \ _ Z XTX -1/2 Z(XEXn)_I/ZXk,n
j=1

k=1

1 n n
=D ik

j=1 k=1

=1

Il
l—‘

tak plati
Z (XTX,)2 =0(1),

a teda ziskame

\/_ Z (XTX,)120(dY*(logn)**) = O(d?(log n)/4).

3/4 (), tak pre n — oo dostaneme

n—oo

Nakoniec ak predpokladame, ze a 2(log n)

_1 3 T (3 1 ~ 1/2 3/4 .
Xjn(Bn — Bo) = signe; ,, + O(dY*(log n)**) skoro iste,
v o) = B0y 2 e

Cize pre
d?(logn)®* —— 0

n—oo

dostéavame vztah (B.2) pre odhad pomocou regresnych kvantilov (dokonca silnejsie
tvrdenie, kedZe mame konvergenciu skoro iste) s

b
2f0(0)’

kde 13 je meratelnd neparna funkcia a pre Fy symetricka plati Evg(er,) = 0
a Ey3(ern) < oo.

Podla Lévy-Lindeberghovej centralnej limitnej vety pre signe;,, Esignel,n = 0,
varsigne; , = 1 plati

Yp(a) = signz,  dg=

2£0(0) — 5
j%)jzlx;?nwn—ﬂo)ﬁz,

kde Z ~ N(0,1).
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ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY ODHAD POMOCOU REGRESNYCH KVANTILOV

2.3.2 Asymptotické rozdelenie ¢,

Najprv si uvedieme vetu, ktora pojednava o asymptotickom spravani sa regresnych
kvantilov.

Veta 4. Nech distribucnd funkcia F' nezdvislych rovnako rozdelenych nahodnijch
veli¢in Z1 p, . .., Lypyn v models

Yn = XnIB + Zm

kde Y, = (Y1,....Y,)T, X, je matica zndmych konstdint s riadkami X;-];n, kde
thn=17=1,...,maZ=(Z,....2,)7, je spojitd a dvakrdt diferencovatelnd
na okoli F~'(a), F'(F~Y«a)) = f(F~'(a)) > 0,0 < a < 1. Nech platia podmienky

° limnﬂw%XEXn = D, kde D je pozitivne definitnd matica,

° %Z?:l f?j,n =0O(1) pren — o0 prej=1,...p.

Potom
3 3 L -1 " ; — F Ha o
Br(a) — Bla) = WD ;XJ,n%(ZJ F7(a)) + Ra(e),  (2.17)
kde )
Ba) = (br+ F~H(a),fa, - ..5,)",
IR ()| = Op(n~*) pre n — oo

bo(r) = a— Iz <0].
Doékaz: uvedeny v [9], str 166-169.

1 3

Hodnoty a zvolime 7 a 5 a uvedent vetu aplikujeme na distribu¢ni funkciu né-

hodnych veli¢in cpey , ... ,co€nn - ich hypoteticktl distribuéntt funkciu oznacme
Gy a hustotu k nej prislusna gq. Je zrejmé, ze plati

Fo(ej,n> = GO (Coejm) .

Predpokladajme existenciu gy a jej spojitost na okoli bodov Gy*(1/4), Gy*(1/2),
Gy1(3/4). Dalej go(Gy'(q)) > 0 pre ¢ = 1/4, 1/2, 3/4. Ako odhad parametra c

vezmeme 3 1
Cn = 1677,1 (Z) _ﬁn]_ <Z) )

kde E;(q) oznacuje prvi zlozku Br(q).
Potom za predpokladu £ > | 35, = O(1) pre n — oo pre j = 1,...,p, plati veta
4 a z nej dostavame

w(1) -2 (1) - () -2 () -
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ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY HUBEROV M-ODHAD

j=1
—;D’1 ix- (1 -1 [coe- — Gyt (1) < 0}) + Op(n=3/%) =
ngo(Go (1) & \4 e \a
1 a 1 1 3
- ! po X.n(__z{a—l (_) < oty < Gy <—>D+o no3,
ngo(Go—l(Z%)) ]Zl J> 2 0 4 07, 0 4 P( )
kde vsak

rlo0 (3) <o < (g) | =150 (3) <o <57 ()
(60 (3)) = (5 (3))

Tento vyraz si eSte potrebujeme upravit, aby sme dostali podmienku (B.2). Teda

prenasobenim riadkovym vektorom x;-];n = (Lzj1p,.--,Tjpn), sCitanim cez j =
1,...,n a vynasobenim /n dostaneme podmienku (B.2) v tvare

-5 (6 3) -3 0) - (- ()

i s G [ (1) <o (D)) <o

j=1
kedZe plati

1 « —~ (3 —~ (1 — /3 — /1
szfn (/Bn (Z)_Ign (Z)>_13n1 (Z)_Bnl (Z>ﬁ0-
j=1

Cize podmienka (B.2) je pre tento odhad splnen4 s

o=borf () o ()] wm g

funkcia 1), je parna meratelna, Ev.(e1,) = 0, Ev?(e1,) < oo.

2.4 Huberov M-odhad

V tejto podkapitole sa budeme zaoberat dvoma typmi M-odhadov s pouzitim
Huberovej ¢-funkcie. Prvym bude studentizovany M-odhad, pri ktorom pouzijeme
skalovu Statistiku .S, a v druhom pripade zasa budeme odhadovat stistavou rovnic
naraz parameter 3 aj c.
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ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY HUBEROV M-ODHAD

2.4.1 Asymptotické rozdelenie 3,, pri pouZiti studentizo-
vaného M-odhadu

Nech funkciu v je mozné rozlozit ako

¢=¢a+¢k+¢37

kde 1, je absolutne spojita funkcia s absolitne spojitou derivaciou, ¢ je spo-
jitd po Castiach linearna funkcia konstantna na okoli 0o a %, je neklesajica
schodovita funkcia.

Pre ziskanie asymptotického rozdelenia Huberovho M-odhadu pouzijeme do-
sledok 5.5.3 uvedeny v [9], str. 220.

Veta 5. Uvazujme model
Yn - XnIB + Zn,

kde Y, je vektor pozorovani, X, je matica konstant, 3 je mezndmy parameter
a Z, je vektor nezdvislych ndahodnych velicin s distribucnou funkciou F'. Nech
F(z)+F(—z) =1, p(—=z) = p(z), z € R. Nech st splnené nasledujice predpoklady:

M1 S,(Yn) je regresne a skdlovo invariantnd Statistika, S, > 0 skoro iste a
VS, — §) = Op(1)
pre nejaky funkciondl S = S(F) > 0,
M2 funkcia h(t) = [ p((z —t)/S)dF(z) md jediné minimum v bode t = 0

M3 pre nejaké 6 >0 an > 1 plati

/00 {|z\ sup sup [ (e7¥(z —{—u)/S)|} dF(z) < o

oo [l <6 [v] <

—00

/oo {\Zlglsglwf{(ZJrU)/Sl} dF(z) < o0,
kde 5, (2) = (d/ dz)va(2) a v(2) = (d/dz*)a(2),

M )y je spojitd, po castiach linedrna funkcia s uzlami iy, . .. puy, ktord je kon-
stantnd na okoli £o00. Jej derivdcia 1), je potom schodovitd funkcia

P(2) = ay, pre p, < 2 < pyy1,v =01, k,

kde ag,aq,....,ap € R, ap = ap = 0 a —00 = pg < p1 < ... < g <
pry1 = 0o. Dalej predpokladdme, Ze f(z) = % je ohranicend na okoli
S:ula s aS:uk;

21



ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY HUBEROV M-ODHAD

X1 .fl','jLn:l,j:l,...,n,
X2 L3 al =0() pren — oo prej=1,....p,

i=1"ij,n

X3 limnqw%XEXn = D, kde D je pozitivne definitna matica,

Potom L on
. 1 /1 -
1671 - ﬁ = n_% (EXEXn) ; Xj7nw(Zj,n/S) + Rm
kde
n=5 [T Wie/9) + i/ dF () (2.18)

a ||Ral| = O,(n7Y), ak ¥y = 0 a ||Ry|| = O,(n3/*) inak. Navyse, ak o® =
ffooo 2 (x/S)dF(z) < oo, potom /n(B, — B) md asymptoticky normdlne rozdele-
nie

N,(0,(0*/37)D7H).
Dékaz: vyplyva z viet 5.5.1 - 5.5.3 v [9], str 218-219.

Huberova 1-funkcia méa tvar:

x el <k

Vu(w) = { ksign(x) :|x| >k

(2) = a? dz) <k
PHEE) = ko) — 32 < || > &

V tomto pripade teda v, = 0, ¥, = ¥y a ¥ = 0. Dalej
1
Y1 = E(ZGQ(k’S) — 1),

kde Gy opit oznacuje distribuént funkciu coey p, . - . ,Co€nn-
Overime predpoklady vety:

X1 splnené - v modeli uvazujeme absolatny ¢len (vid tvod kapitoly 2),
X3 splnené - predpokladdame v ivode tejto kapitoly,
M1 ako statistiku S,, pouzijeme

. —~ (3 —~ (1

ktora je skdlovo a regresne invariantné a plati pre nu podmienka (B.2), kde

S(F)=F! (Z) - F! G) :
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ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY HUBEROV M-ODHAD

M2 integral nadobuda pre Huberovu v-funkciu a Fj symetrickt iba nezaporné
hodnoty, minimum sa nadobtida len v bode ¢t = 0,

M3 trividlne splnené, kedZe v nasom pripade ¢, = 0 a teda oba integraly su
nulové,

M4 funkcia 9, () je rovna 0 pre |z| > k a inak je rovnd 1.

Ak budeme navyse predpokladat existenciu go(z) prislusnej k Gy a Ze regresory
Iv cr 1 n 4 o - AN

splnaja - > " xi;,, = O(1) pre n — oo pre j = 1,...,p, mdzeme pre Huberovu

y-funkciu pouzif uvedent vetu. Podla nej potom dostédvame nasledujicu asymp-

toticku reprezentaciu

1N T (3 - 8) — S ST A
n;XJ,n(Bn /6) \/ﬁ(ZGo(sz)—l);wH(eJ’")jLn;XLHOP(n )

Viraz

ZX Op

vdaka podmienke (C.1) konverguje v pravdepodobnosti k nule pre n — oo. Na-
koniec tak mame splnentt podmienku (B.1) v tvare

LT 5 S n
n ;Xj,n(/an —B) = Jn(2Go(kS) — 1) ;zﬂH(em) + op(1),

Cize
5
2Go(kS) — 1’

kde Evoy(e1,) = 0, Ev?(e1.,) < 0o, funkcia ¢y je neparna, meratelna.

Vp() = Yu(x),  dg=

2.4.2 Asymptotické rozdelenie 3, a ¢, pri ich sti¢asnom
odhadovani

Opit budeme najprv uvazovat model
Yn = Xnﬁ + Zna

pre ktory uvedieme znacenie a vyslovime vetu, ktoré napokon aplikujeme na model
(2.1) a ziskame asymptoticki reprezentaciu ako v podmienke (B.2).
M-odhad ziskame ako argument minima funkcie

QB0 =>_r (%) 0+ Auo,

J=1
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ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY HUBEROV M-ODHAD

teda rieSenie ststavy rovnic (2.12).
Nech n < 1 — Av~', A > 0, kde 7 je najvicsi skok v distribu¢nej funkcii
Zimy - sZpp, v =min{x(—00),x(c0)} a A =lim,_, A, /n. Potom

E[V((Zn — 1)/0) X(Zn — p) /o) — Al =0
mé rieSenie (u*,0*), kde 0* > 0. Oznacme 0" = (8,0%),

U (0) = (Xt (Vin — XFuB)/0 X (Vi — xuB) /0 — 1A,

B, (0) = %E@Z 1007 900(6),

L&
T,.(0) = 7 ; U;(6),
V,(0) =varT,(0).
Dalej predpokladame, Ze plati
E(Z,/0") = 0. (2.19)
Veta 6. Nech

o lim, ..o A, —A=0pre 1A, >0, A < v, kde v = min{x(c0),x(—00)} a
o* >0,

o 2%/(x) a 23" (x) st ohranicené funkcie,

e vlastné cisla matice %XEXH st kladné a odrazené od nuly,
5 max{|[xnl[*: 1< j <n}—0,

e a,ab—c% u, uv —w? >0, kde a = E¢'(n) > 0, b = Ex*'(n), u = var(n),
v =varx(n) aw = cov(¢(n),x(n)) pre n = Zn/o".

Potom

T, (0" + %w — T,(67) + 1Bo(8) + pu(r). (2.20)

kde
sup{[|[pn(MI| : [|7]] < K} =0 pren — oo pre lub. K > 0.

Dokaz: uvedeny v [10].

Vratime sa k modelu (2.1). Za predpokladu Eein = 1 mame v nasom pripade

6 = (B.c),

polozme

Y= \/ﬁ(en - 0*):
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ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY HUBEROV M-ODHAD

potom pri splneni predpokladov podla tvrdenia vety 6 mame

T2 DAY = B )ox((Vin = Bube) — 4] =

~~

=0

mew (Vin—B0)/¢)X((Vin—Bo) /")~ Al+v/n(0°—0,)B,,(6")+p, (0" ~0n),

(2.21)
kde

sup{||pn (8" — 6, : ||(6" — 6,,)|| < K} -0 pre n — oo pre Iub. K >0
a (B",c*) st rieSenim
E[((Ya — XaB)/0) x(Ya — XaB)/c) — A] = 0

a polozime 68" = (3,,c").
Pre Huberov odhad méame

x el <k

Vu () _{ ksien(z) :|o| > k

el <k
|fL“| el >k
a A, volime podla (2.13).
Matica B,,(6%) méa pre e;,, < k tvar

1
- nc* n n O
203
0 —3vare;,

< kfo0(0) XnXE 0 )

pre e, > k

nc*

0 kCOE|€1n|

Teda po dosadeni do (2.21) ziskame

% Z} 5 n(/B ,30 \/_ Z Z Xk,nek,nl[ek,n < k]+

7j=1 k=1

\/— Z Z (X XT) " xy nsign(egn) I [ern > k] +op(1) =

=1 k=1

\/_Zejn lejn < k] + \/_281gn ejn)llejn > k| +op(1) (2.22)
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ZAKLADNE POJMY A PREDPOKLADY HUBEROV M-ODHAD

C*3

An — )= ——— in 2 A)l in k
\/ﬁ(c c’) 2cgvarel,n\/ﬁ ;((ey, ) ) [GJ, < k]+
*2

FeoElernym 2 Meinl = D lein > K]+ 0p(1). 2.23
T reoEleralv/n ;( (€snl = A)lesin > K]+ 0p(1) (2.23)

S P P . . .
Pretoze v8ak z tvaru A vyplyva, ze ¢* —— ¢g, ziskame splnenie podmienok

n—oo

(B.1) a (B.2) pre M-odhad s pouzitim Huberovej funkcie v nasledujticej forme
1 n . co n
—=> X (Bn—Bo) = —=>_ejnllejn < kl+
Co =
+— Z sign(ejn)l[ejn > k] + op(1),
Fol0) v 2
A Co -
\/ﬁ(Cn - Co) — m Z((€j7n)2 - A)][e‘j’n < k]+

1 :1

(klejnl — A)ejn > k 1).
E|€1n|\/_z ‘ej ‘ [ejy > ]+0P()

KedZe odhad metdédou najmensich Stvorcov je Specidlnym pripadom Hube-
rovho M-odhadu pre k = oo, mozeme sa pozrief, ¢i asymptotické vysledky zis-
kané pomocou vety 6 st rovnaké ako vysledky odvodené v kapitole 2.2 priamou
tpravou By, a é,. Zrejme A = 1 (z predpokladu Ee? » = 1) a teda dosadenim do
vztahov (2.22) a (2.23) dostavame

1 & R n
NG ;xfnwn —Bo) = % Z e + on(1)

Vilen = ) = 5 7= 3 ((e5n)* = 1) + 0p(1),

teda vyledky totozné s tymi, ktoré sme ziskali skor.

Odhady, ktorych asymptotické vysledky (okrem studentizovaného M-odhadu)
sme skimali v tejto kapitole, vyuzijeme aj v simulaciach, kde pomocou nich od-
hadneme parametre 3 a ¢ a porovname silu jednotlivych testov pri ich pouziti.
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Kapitola 3

Limitné rozdelenie testovej
Statistiky

V tejto kapitole vySetrime asymptotické vlastnosti testovej statistiky 7, ,,. Vety
o limitnom rozdeleni testovej Statistiky za nulovej hypotézy a pri lokalnej alter-
native su prevzaté z ¢lanku [7].

3.1 Spravanie sa za hypotézy

Pripomenme tvar testovej statistiky

[ee]

T = [ lealt) = u(t)u by
—0o

Odvodme este iné vyjadrenie testovej Statistiky 7}, .,, ktoré je nazornejsie a pouzije

sa napriklad v dokaze vety o limitnom spravani sa testovej Statistiky za hypotézy,

ktori uvedieme neskor. KedZze Fy je symetrickd, pq je redlna, parna a vahova

funkcia w(t) je parna, plati

/ cos(té; ) sin(téy ) o(t)w(t)dt = 0,

[e.o]

/_ " sin(t;)po(tw(t)dt = 0

o0

a teda tvar testovej Statistiky moZzeme upravit do nasledujtcej podoby

o/ " oult) = golt) Pu(t)dt =

o0
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2 2
> 1 & 1 &
— —_— tA‘n - t - i t/\'n
n/oo (n jgl cos(té;n) — ol )) + (n ]21 sin(té;, )) +

+3 ) sin(té; ) cos(térn) — 2¢0(t) 2 sin(téj,n)] w(t)dt =

j=1 k=1

_ / Z (% Z:;(sin(tém) T cos(t8;)) — Vo (t) )2w(t)dt.

Zn(t)

Takze priestore H mdzeme pisat
Thw = ||Zn||2

Veta 7. Nech Yi,,...,Y,, spliaji model (2.1) pre e;,, spliagice (A.1). Nech si
splnené predpoklady (2.3), (2.4), (A.2), (B.1), (B.2), (C.1). Nech vihovd funkcia
w je nezapornd symetrickd funkcia, pre ktori plati ftzw(t)dt < 00. Potom

Tn,w = ’anH2+0p<1),n—>OO, (31)
kde
1 n
Wa(t) = —=>  Wi(t)
Vi 2
a

Woi(t) == Wy(t,ejn) = (sin (tej,)+cos (te;,)—Co(t))—tCo(t)dstbs(ejn)—tCh(t)detbe(ejn)

pre 3 =1,... n,t €R.
Navyse pre n — oo existuje centrovany gaussovsky proces W = {W(t);t € R}
taky, Ze
Wo =W
Tow = WP

Doékaz: Uvedeny v [7].

Vdaka nulovosti strednej hodnoty funkcii 95 a 1. dostavame tvar autokovarianéne;j
funkcie procesu W, teda

R(s;t) = EW(s) — EW(s))(W(t) — EW(t))
= wo(s—1) — po(s)po(t),
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ktori pouZijeme pre vypocet strednej hodnoty a rozptylu ||W||?, kde

E|[W||2 = /_ Rt

Wi = [~ [ R

Toto vyjadrenie strednej hodnoty a rozptylu [|[W)||? je velmi uZito¢né, pretoze
hoci rozdelenie [|[W|[? je rovnaké ako rozdelenie

i >‘ij'2’
j=1

kde N;, j = 1,1,... st nezévislé rovnako rozdelené nahodné veli¢iny s norméalnym
rozdelenim, vo vic¢Sine pripadov je nemozné vypocitat hodnoty A;, j = 1,2,...
(vid [7]).

3.2 Spravanie sa za lokalnej alternativy

Pre tplnost uvedieme aj limitné spravanie sa testovej Statistiky pri lokalnej al-
ternative. Zamerame sa na pripad, kedy Fj je symetrickd a absolitne spojita
s hustotou fy. Uvazujeme tto alternativu

H, :eiy,... ey, stiid. s hustotou g,
kde
Gn = (1 - %u(x)) fo(x), r € R, (3.2)

k # 0 a u je meratelné funkcia taka, Ze
/u(x)fo(:z:)dx =0, 0< /u2(x)f0(x)dx < 00. (3.3)

Veta 8. Nech Yi,,...,Y,, spliaji model (2.1) pre €jn 1.1.d. s hustotou g, (vid
(3.2)), kde plati (3.3). Nech su splnené predpoklady (2.3), (2.4), (A.2), (B.1),
(B.2) a (C.1). Potom existuje centrovany gaussovsky proces W = {W(t);t € R}
taky, Ze pre n — oo

(Wa(t);t € R} 2 V(1) + kp(t):t € R}

Il 2 [ ov0) + sute) Pt

Proces {W(t);t € R} je definovany ako vo vete 7 a

p(t) = | (cos(tx) + sin(tx) — tpo(t)dsts(x) — b (t)detbe(x)) u(x) fo(z)de.
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Dokaz: Dokaz nebudeme uvadzat, kedZe ide o narocnt problematiku presahujicu
teoretické zézemie tejto prace. Pre viac informacii vid [7].

Je zrejmé, Ze pre rastice k a ||p||> # 0 nendhodnd zlozka vyrazu T, (teda
k||p|[?) prevazi nad ndhodnou zlozkou a konverguje k nekoneénu. Preto je tento
test konzistentny pre n — oo.

3.3 Spravanie sa za pevnej alternativy

V tejto podkapitole odvodime spravanie testovej Statistiky pri pevnej alternative
H :F=F

so zodpovedajicou charakteristickou funkciou ¢; (méze byt aj komplexnd) pre
odhad metdédou najmensich Stvorcov a pre odhad pomocou regresnych kvantilov
v pripade ¢ = 1.

Veta 9. Nech pozorovania Y1,,...,Y,n, spliiaji model Yin = X500 + €, kde
Clns - -5 Cnn SU nezdvislé nahodné veliciny s distribucnou funkciou Fy a charak-
teristickou funkciou k nej prislusnej ¢1. Nech platia podmienky (C.1), Ee;,, = 0,
Elejn|* < oo a navyse este

T T -1 _ EEN
max; <j<n Xjn (Xp Xn) " Xjn = maXigjcn hjjn —— 0,

1

—(XfX,) =D, — D,

n n—oo
kde D je pozitivne definitna matica. Nech ¢q je charakteristicka funkcia prislusnd
distribucnej funkcii Fy z hypotézy (2.2). Nech By, je odhad parametra 8 metddou

najmensich stvorcov. Potom

T [ i) - (P et

Dokaz: Najprv si upravime tvar testovej statistiky

T, = /_°° on(t) — golt) Put)dt (3.4)
_ /_ h %Zexp(itéjm)—(po(t) w(t)dt

1 ¢ - 1o , 1 < ,

- /_OO - Z exp(ité; ) — - Z exp(ite; ) + - Z exp(ite;,) — ¢1(t)+
Jj=1 j=1 =1

2

+1(t) — po(t)| w(t)dt =

_ / T AW(0) + Balt) + COPwlt)dr,

—00

(3.5)
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kde sme si oznadili

n

1 ¢ 1
A, t) = - E exp(ité;,) — — g exp(ite; )
j— 7j=1

n

Balt) = Y explitesn) = ()

Ct) = wi(t) —polt).

Integrand upravime

[Au(t) + Bu(t) + COIP = (Au(t) + Ba(t) + C(1)(An(t) + Ba(t) + C(1))
= ( |

|An(0)” + | Bu(8)]* + [C )P +
+2Re[A,,(t)|Re[C(t)] + 2Re[B,,(t)|Re[C(t)] +
+2Re[A, (1)|Re[B,(t)] + 2Im[A, (t)|Im[B,(t)] +
+2Im|[B,, ()] Im[C (¢)] + 2Im[A,,(t)Im[C(t)]. (3.6)

Kedze plati

Re[X]Re[Y] < v/|Re[X]P[Re[Y]]?,

potom z Hélderovej nerovnosti dostavame

/ﬂmmmmmmwag¢ﬂmmmwm/mmmmw

analogicky aj pre imaginarnu cast.
Potom dosadenim do (3.4) dostdvame nasledujicu nerovnost

/MMAO+BAQ+CWP§

—00
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SPRAVANIE SA ZA PEVNEJ ALTERNATIVY

+

e}

/_OO | A, () Pw(t)dt + /OO |B,,(t)2w(t)dt +/ |C(#)Pw(t)dt +

—0o0

J[iummamwmww¢/:

IRe[B,, (t)]|2w(t)dt +

J[Zummamvmww¢[z

IIm[B,,(t)]|?w(t)dt +

J[:umwamvwwMJ[:

IRe[C(t)]|2w(t)dt +

J[ZumwamwwowV[z

IIm[C(4)]Pw(t)dt +

\//_Z |Re[An(t)]]2w(t)dt\//_:

|Re[C(t)][2w(t)dt +

¢[:ummamvmwa¢[:

ILm[C (1)) 2w (t)dt. (3.7)

Nagim cielom je postupne upravit jednotlivé séitance v uvedenej nerovnosti. Za-

¢neme Upravou vyrazu | A, (t)

|[An(t)[*

| 2

n

Jj=1

n

Jj=1

1 < - 1< ,

- Z exp(ité;,) — - Z exp(ite; )
7j=1 7=1

— Z(Cos(téj,n) + isin(té;,)) — Z(cos(tej,n) + isin(te;,))

- Z(cos(téjvn) —cos(tejn)) +1 Z(sin(téjm) — sin(te;,))

2

n 2

J=1

n 2

i=1

2
4 (K. (. ([t
= (Z sin (5(6]'7” — em)) sin (5(63-,71 + ej,n))) +

2
4 (K. (. t
+ﬁ (Z sin (§(€j’" — em)) cos (5(6]'7” + em))) <
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Jj=1 =1
4 & t n )
+EZSIH (ej,n €J,n) ZCOS _(ej,n+€j,n) — (3 9)
Jj=1 =1
4 & t
- E S (i(ej:”_ej,n)>
7=1
2 )
< 2l =) (3.10)
j=1

Plati
éj’n - ej’n = X_ri],:‘n(ﬁo - /Bn)
Kedze B je odhad metédou najmensich Stvorcov, teda B, = (XTX,) 1XTY,,
var(3,, = 0(XTX,)™!, dalej mame

Bn—Bo = (X5Xa) '(XFYa) - Bo
= (XTXH)_l(XEXnBO + Xgen) - /80

n

Plati, ze
1 n
P <_ (e — i) > o> )
n
Pre vyraz
1 n
7j=1

pouzijeme Cebysevovu nerovnost (vid [4], str. 26). Vypocitame jeho strednt hod-
notu

J R 1 & 5
B (B —en)’ = B0 (xalBo —Bu))’ =
j=1 Jj=1
_ lzn: 2T varB,x; g —
= = 0 X; pVarBnXjn =
j=1

0'2 -
= — ) (X (XEXa) ' Xjn)
n b

j=1
= 2L . (3.11)

n n—oo
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LIMITNE ROZDELENIE TESTOVEJ STATISTIKY SPRAVANIE SA ZA PEVNEJ ALTERNATIVY

Potom s pouZzitim tvrdenia (i) vety 2.10 v [4] pre r = 1 dostavame Ve > 0

1 ELS Ein—ein)?
P <_Z(éjvn_ej7n)2 Z E) S nz]_l( Js a ) :

, €
J=1

a pretoze plati (3.11), dostavame

—Z —ejn LO.

n—oo

Dosadenim ziskame konvergenciu vyrazu [°_|A4,(t)[*w(t)d¢, pretoze plati

/OO A, () Pw(t)dt < / Z —ejn) 2 tPw(t)dt =

o0

— —§ = €im) / Pw(t)dt —— 0. (3.12)
1&\,—/
~ <oo
RSN

KedZe mozeme napisat

J/ N

[ @Pua = [ (el 0D + @, @) o,

) —00 ~ go n—0oo

zo vzfahu (3.12) potom vyplyva aj
/ (Re[A, ()] 2w(B)dt —F— 0, (3.13)
/ (Im[A, () 2w(B)dt —T— 0. (3.14)

Pozrieme na sa dalsie vyrazy z (3.7). Podla silného zékona velkych ¢isel pre
pevné t € R

1
= E exp(itej,) —— ¢1(t) Vte R skoro iste.
n n—00

i=1

Je zrejmé, ze existuje K > 0, ze

B,()| <K WteR Vn
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a funkcia B, (t) je spojitd na R Vn. Pretoze predpokladame f w(t)dt, tak
Ve>0  JA. / w(t)dt < ¢,
[t|>A

¢ize aj
Ve >0 1B, / |B,,(t)2w(t)dt < e.
[t|> B

Teda pre nejaké pevné € > 0 nam staci skimat
Be
/ 1B, () Pult)dt.
—B.

Pretoze vSak vieme, ze funkcia B,(t) je spojitd, ohranifend a zaujima nds na
uzavretom konecnom intervale, potom podla [3] (veta 7.3) dostdvame aj

/oo B, (1) Pu(t)dt —F— 0. (3.15)

n—oo
[e.o]

Dalej sa pozrieme na strednt hodnotu vyrazu [°°_(Re[B,(t)])*w(t)dt

n

E /_OO (Re[B,,(t)])*w(t)dt = E/_OO <% Z(cos(tej,n) - Ecos(tej,n))> w(t)dt =

J=1

= — Z Z/ (cos(tejn) — Ecos(te;n))(cos(tey,n) — Ecos(tek,n))zw(t)dt +

~
=1 k=1 -0

+t3 Z/ (cos(tejn) — Ecos(te;, n)) w(t)dt —— 0. (3.16)

n—oo

<oo

7 toho potom vyplyva

/_ h (Re[B, (1)) ?w(t)dt —— 0.

n—oo
e}

Analogicky aj

/ h (Im[B, (¢)])*w(t)dt ——— 0.

n—oo
—00

A nakoniec vyraz

/_Oo |C(t)|2w(t)dt = /_OO lp1(t) — SOO(t)|2w(t)dt

o0 [e.e]
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je rovny konstante. Teda méame

/ IRe[B,()]|*w(t)dt / IRe[C(1)][Pw(t)dt N 0,
\ — v ﬁo\ — e = konstanta

/ T [ B, (1)) Pw(t)dt / T C(1)] Pew(t)dt Y
\ — e /LO — e = konstanta

Nakoniec dosadenim (3.15), (3.16), (3.12), (3.13), (3.14) do (3.7) tak dostavame
limitny tvar testovej statistiky pri pevnej alternative pri pouziti odhadu metédou
najmensich stvorcov

T L [ i)~ (Pt .

Veta 10. Nech pozorovania Yi,,...,Ynn, spl}iajzl model Y;,, = Xjn3 + €;n, kde
€lms- - Enn SU nezdvislé ndhodné veliciny s distribucnou funkciou F, kde F je
symetricka okolo 0 a charakteristickou funkciou k nej prislusnej . Nech

max +/hi; (log n)1/2 — 0 pre n — oo,

1<i<n
L o
—(X,X,) =D, — D,
n n—o0
kde D je pozitivne definitnd matica a nech plati (C.1). Nech ¢y je charakteris-
tickd funkcia prislusna distribucnej funkcii Fy z hypotézy (2.2). Nech 3y, je odhad
parametra B pomocou regresnych kvantilov. Potom

W T o [ ) = ) Putt)ar

Dokaz: Dokaz tejto vety sa od ddkazu predchadzajicej vety bude liSit len Gpravou
virazu |A,(t)|*. PouZijeme vetu 3, ktorej predpoklady su splnené, a dostavame

n

Y Cin—en) = Y (Xiu(Bo —Bn))?

i=1 ey
(B0 BB - )
j=1
((Xr',EXn)_l/2 i X1 nsigne;, +op(1))
_ onD) =1

36
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pretoze

E(XTX,)"1/? Z XynSigneg, =0
k=1
a

var(Xp X)) " xunsignern = (XpXn) "D Xy avarsign e xp , (X Xy) 72 =
k=1 k=1

= varsigney I,

kde I, je jednotkova matica rddu p. Teda po vydeleni n ziskame

n—oo

1 n
=D (=€) =0, (3.17)
n

Cize rovnako ako pre odhad metédou najmensich $tvorcov mame

/_Oo A, (8) Pw(t)dt —"— 0,

z ¢oho nam opit vyplyva
/ (Re[A, ()] 2w(t)dt —F— 0, (3.18)
/ (Im[A, (O 2wt —F— 0. (3.19)

Dosadenim (3.15), (3.16), (3.17), (3.18), (3.19) do (3.7) pre L, odhad tiez dosta-
vame

[e.e]

n_lTn,w L) |901(t) - ¢0(t)‘2w<t>dt U
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Kapitola 4
Simulacie

V tejto kapitole aplikujeme navrhnuty test na simulované data, porovname nie-
kolko volieb odhadov parametrov 3 a ¢ a testové Statistiky pre rozne vahové fun-
kcie. V testoch budeme porovnavat tieto rozdelenia: normélne rozdelenie N(0, 1),
Laplaceovo rozdelenie Lap(0, 1), logistické rozdelenie Log(0, 1) a Studentovo t-
rozdelenie so 4 stupriami volnosti. VSetky numerické vypocty a simulacie boli
vykonané v Statistickom programe R.

Na urcenie kritickych hodnét sme pouzili parametricky bootstrap. Popiseme
si ho v niekolkych krokoch:

1. Zvolime parametre 3 a c. Vygenerujeme jednu sadu dat Y ,,....,Y, ,, kde
Yin =XuB+cejn, j=1,....n

kde e;,, j =1,...,n je vyber z nejakého rozdelenia (pouzili sme rozdelenia
N(0, 1), Lap(0, 1), Log(0, 1), t4). Z tohto modelu odhadneme parametre 3,
a ¢, a vypocitame hodnotu testovej statistiky.

2. Vygenerujeme nahodny vyber €7, ... ey, z hypotetického rozdelenia, teda
s distribu¢nou funkciou Fp. Vytvorime pozorovania Y7,,....Y, ", kde
Y5 =XuBn+ e, J=1,...n

Odhadneme parametre ,[;’n a ¢, a vypocitame hodnotu testovej statistiky
T*. Tento krok opakujeme N-krat.

3. Z hodnét testovej statistiky 77, ..., Tx vyberieme (1—a) kvantil, ktory bude
aproximovat kriticki hodnotu pre testovi Statistiku.

Zvolili sme N = 2000 a vsetky testy sme vykonali na hladine o = 0.05. Hod-
noty parametra a sme zvolili nasledujuce: ;11, %, 1, 2, 3 a m. Jedine pre Studentovo
t4 rozdelenie sme nepouzili hodnotu a = 2, kedZe v tomto pripade boli hodnoty
testovej Statistiky niekedy nedefinované. Pred generovanim nahodného vyberu z

38



SIMULACIE

*

hypoetického rozdelenia e ,,,...,e; ,, sme si vZdy nastavili set.seed(9), teda z
daného rozdelenia bol vzdy generovany rovnaky nahodny vyber. Pretoze nase od-
hady spliaji (2.3) a (2.4), ziskané kritické hodnoty st rovnaké bez ohladu na
rozdelenie €;,, j = 1,...,n. Pri testovani sme vzdy pouzili rovnaké nahodné vy-
bery pomocou nastavenia set.seed(9).

Parametre 3 a ¢ sme odhadovali pomocou metédy najmensich stvorcov (v
tabulkach oznacenie L), pomocou M-odhadu s pouZitim Huberovej funkcie (v ta-
bulkich M) a pomocou regresnych kvantilov. V pripade odhadu pomocou regres-
nych kvantilov sme pouzili dva rozne odhady parametra c: pomocou regresnych
kvantilov — vid (2.10) (v tabulkdch L;) a pomocou rezidualneho siuctu Stvorcov

(v tabulkach L7), teda

n

> (Vin = xaBn)*. (4.1)

Jj=1

1
n—p

Pretoze nie vSetky uvazované rozdelenia maji rozptyl jednotkovy a ziadne
nema jednotkové medzikvartilové rozpitie, odhady parametra ¢ sme pred vypoc-
tom odhadu rezidui este vydelili smerodajnou odchylkou (pripadne medzikvarti-
lovym rozpitim) hypotetického rozdelenia.

Pouzili sme nasledujice vahové funkcie

wi(t) = e,
wy(t) = el
wy(t) = (1+ e,
wy(t) = (14 t)e .

Pre kazdé rozdelenie uvedieme aspoi jeden konkrétny tvar testovej Statistiky
a potom vysledky testov. Najprv vSak este popiSeme pouzitii maticu regresorov
X, a volby parametrov pouzité v simulaciach.

V simulaciach pouzijeme maticu X, s riadkami

. .2
T _ J J
Xj,n - (LE?E) )

ktora spliia podmienku (C.1), teda

. _1
lim max  |Tjyaln"2=0
n—so0 1<j<n,I<v<p ' 7"

a plati, ze

3

1
T _
Jirﬂlonzxﬂ’” jn =1,
j=1

kde -
R

D=1|3 35 3

T 11

3 4 5



SIMULACIE NORMALNE ROZDELENIE

je pozitivne definitna matica.

Pri aproximécii kritickych hodnot sme volili B = (2,3,1)7 a ¢ = 1, aviak vdaka
vlastnostiam pouzitych odhadov, vypocitané kritické hodnoty nezavisia na tychto
hodnotach parametrov. Pri testovani sme volili 8 = (1,2,3)" a ¢ = 1.

V nasledujtcich kapitolach si vzdy uvedieme najprv tvar testovej statistiky
pre danu volbu vahovej funkcie — t4 vzdy zavisi aj na volbe parametra a, ktory
ovplyvniuje konvergenciu vahovej funkcie k nule, preto testova Statistiku budeme
oznadovat T, ,. Dalej uvedieme tabulku kritickych hodnot a nakoniec aj tabulky,
v ktorych st uvedené pravdepodobnosti zamietnutia (v percentach) nulovej hypo-
tézy — v prvom stlpci tabulky je uvedené skutoéné rozdelenie €1ms- - +Cnn &V PO-
slednom stlpci tabuliek (oznacenom KS) st vysledky Kolmogorov-Smirnovovho
testu aplikovaného na odhadnuté rezidua.

4.1 Normalne rozdelenie

Testujeme hypotézu
HO F = F(),

kde Fy je distribucné funkcia normalneho rozdelenia N(0, 1) proti alternative
H1 - F 7& F().

Najprv si upravime tvar testovej étatistiky T, dosadenim charakteristickej
funkcie normalneho rozdelenia po(t) = e %, teda

T = 0 [ " lont) — oot Pult)dt

o
11 L 2 ’
= n/ —Ze”em —e 2| w(t)dt
S
B i ’
= n/ —Zcos(téjn —Zsm (téjn) — T w(t)dt
oo |4 n i

2 2
00 1 n
= n/ ﬁ(ZCOS tejm) —i——(Zs,lnte]n) —
o =
2 « 2
—— Z cos(téj,n)e_% + e_tQ) w(t)dt
n
2
= / ( ZZCOS (€jn — €rn)) — 22005 téjn)e 7 4 et2> w(t)dt

7=1 k=1
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j=1 k=1

* (1w W - 6 2
_ 1 itin—trn] _ o iten = 2 ) wi)dt,
/oo <n E E Re| e ] jgl Re[ e ]+ ne )w()

Vahové funkcia wi(t) = e

Pre vahovii funkciu wy (t) = e~* dostaneme tvar testovej Statistiky

1 ™ “ 5 5 2 T 2T " 42
Thu = —1/= —(éj,n—€r,n)*/4a _9 —é3 . /(2+4a) ‘
’ n a(Ze o 1+a V 1+ 2a ;6 ’

]7k:1

Pomocou parametrického bootstrapu sme ziskali tiito aproximaciu kritickych hod-
not:

411 a= % a=1 a=2 a=3 a=mn

Ly | 2333 0906 0,259 0,063 0,019 0,017

M| 1809 0,612 0,180 0,063 0,033 0,030

Ly | 41.668 35.321 27.653 19.161 14.155 13.610

Ly | 2623 1.120 0.518 0.275 0.18  0.177

Tabulka 4.1: Aproximacia kritickych hodnot, vahova funkcia wy (t) = e~

Test pri pouziti odhadov parametra 3 a ¢ zalozeny na regresnych kvantiloch
(tabulka 4.4) najmenej reagoval na zmenu rozdelenia (zaroven aj kritické hodnoty
sa vyrazne 1iSili od kritickych hodnot pre iné odhady). Zvy$né pouzité odhady
nam dali podobné vysledky — pri normalnej hypotéze bolo najtazsie odlisit logis-
tické rozdelenie. AvSak zatial ¢o v pripade metddy najmensich Stvorcov a Hube-
rovho odhadu s rasticim parametrom a takmer vzdy réstla aj pravdepodobnost
zamietnutia, ak sme pouzili L; odhad parametra B a ¢ sme odhadli pomocou
rezidualneho stc¢tu stvorcov, to bolo presne naopak. Najvyssie pravdepodobnosti
zamietnutia boli v pripade pouzitia odhadu metédou najmensich stvorcov.
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SIMULACIE

NORMALNE ROZDELENIE

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=nm KS

N(0, 1) 5,15 485 470 550 5,15 5,15 0,05
Lap(0, 1) 52,10 53,00 50,60 4890 46,95 46,75 2,35
Log(0, 1) 17,60 18,45 20,60 21,80 21,00 21,10 0,25
ty 40,30 44,00 46,00 46,75 46,15 46,20 2,95

Tabulka 4.2: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) -
véhova funkcia wy(t) = e

—at?

metdda najmensich stvorcov,

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=n KS

N(0, 1) 4,40 540 575 480 4,50 4,50 0,00
Lap(0, 1) 28,50 35,55 39,25 38,50 41,55 42,25 0,00
Log(0, 1) 8,25 10,90 11,60 10,05 11,10 11,30 0,00
(71 13,55 20,75 26,60 26,55 30,50 31,10 0,00

Tabulka 4.3: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) -
kcia, vdhova funkcia wy (t) = e

—at?

M-odhad, Huberova v fun-

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=n7 KS

N(0,1) 3.95 395 4.05 390 4.00 4.00 29.40
Lap(0,1) 5.55 5656 570 590 6.35 6.35 31.85
Log(0,1) 4.95 500 5.00 525 545 545 28.80
ty 4.65 4.65 485 500 510 5,10 29,25

Tabulka 4.4: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 8 pomocou regresnych

kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou regresnych kvantilov, vahova funkcia
2
wy(t) =e ™

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=m KS

N(0,1) 4,60 470 540 6,05 645 6,40 0,30
Lap(0,1) 56,45 52,75 2925 595 285 2,65 5,05
Log(0,1) 18,30 17,50 1045 4,60 3,95 3,90 1,20
ty 43,45 43,80 31,50 11,65 5,85 535 5,25

Tabulka 4.5: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 8 pomocou regresnych
kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou rezidualneho stuctu stvorcov, vahova

funkcia wy(t) = e

—at?
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SIMULACIE NORMALNE ROZDELENIE

Vahova funkcia ws(t) = (1 + t2)e
Pre vahovi funkciu ws(t) = (1 + t2)e~ %" dostaneme tvar testovej tatistiky
_(éj,nfék,n)2

I~ e 7 /T ((éj — €rn)? — 2a(1 4 2a))
(5

4ad/?

)

j=1 k=1

_226 2+4a\/_(2—e + 6a + 4a?)

(1 + 2a)5/2

N \/_(3—1-2(1)

"o+ ap

Ziskané kritické hodnoty (pre odhad 8 i ¢ pomocou regresnych kvantilov su kri-
tické hodnoty opéf vyrazne iné):

a:i a:% a=1 a=2 a=3 a=m

Ly | 14,463 3,799 0,799 0,119 0,035 0,030

M | 11970 2,762 0,511 0,113 0,051 0,047

L, | 83,851 56,081 39,733 25,240 18,081 17,342

Ly | 15,365 4,072 1,064 0,404 0,248 0,234

Tabulka 4.6: Aproximacia kritickych hodnot, vahové funkeia ws(t) = (1 +t2)e~

Vysledky ziskané na zaklade testov pri pouziti vdhovej funkcie

ws(t) = (1+t2)e~*" st podobné ako vysledky ziskané pri pouziti wy (t) = %", Po-
uzitie metédy najmensich Stvorcov ndm opit davalo najvyssie pravdepodobnosti
zamietnutia a pouzitie odhadu pomocou regresnych kvantilov sa zasa ukazalo ako
najmenej vhodné zo skimanych odhadov. Takisto ak ej,,..., e,, pochadzali
z logistického rozdelenia, pravdepodobnost zamietnutia nulovej hypotézy bola z
uvazovanych rozdeleni najmensia — teda rovnako ako pri pouziti vahovej funkcie
wi ().
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SIMULACIE NORMALNE ROZDELENIE

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=nm KS
N(0,1) 4,30 525 460 505 530 535 0,05
Lap(0,1) 44,25 52,05 51,40 49,75 48,10 48,05 2,35
Log(0,1) 12,35 17,85 19,50 21,85 21,30 21,20 0,25
t4 32,50 40,90 45,15 46,75 46,70 46,70 2,95

Tabulka 4.7: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - metéda najmensich Stvorcov,
vahova funkcia ws(t) = (1 4 t2)e~

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=7n KS
N(0,1) 4,10 5,10 505 4,75 4,60 4,60 0,00
Lap(0,1) 19,85 29,50 36,20 36,15 39,25 39,75 0,00
Log(0,1) 6,65 9,10 1145 9,35 10,30 10,35 0,00
t4 9,35 15,05 2285 24,15 2740 28,15 0,00

Tabulka 4.8: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - M-odhad, Huberova v fun-
kcia, vahova funkcia ws(t) = (1 + t2)e~

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=n7 KS

N(0,1) 3,25 4,00 4,05 395 390 3,90 2940
Lap(0,1) 5,40 540 565 575 6,06 6,10 31,85
Log(0,1) 5,20 500 5,00 505 525 525 2880
t4 5,00 4,80 4,65 490 505 5,05 29,25

Tabulka 4.9: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 8 pomocou regresnych
kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou regresnych kvantilov, vahova funkcia
ws(t) = (1 + t2)e o

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=m KS
N(0,1) 4,90 485 4,75 595 6,20 6,25 0,30
Lap(0,1) 52,85 57,85 47,75 12,60 3,90 3,60 5,05
Log(0,1) 16,20 19,40 16,30 5,70 4,20 4,05 1,20
ty 37,90 45,15 41,75 1880 8,40 7,60 5,25

—_

Tabulka 4.10: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 3 pomocou regresnych
kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou rezidualneho stuctu stvorcov, vahova
funkcia ws(t) = (1 + t2)e=*’
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SIMULACIE NORMALNE ROZDELENIE

Vahova funkcia ws(t) = e~/

Dosadenim vahovej funkcie wy(t) = el dostaneme tvar testovej Statistiky

Toa = —ZZ

(€jn — €rn)? + a?

=1 k=1
L i + it
-2 Re (e 2(J+wé)2\/7 (1 + 2 _ YR {‘7 } + iErfi [‘7 }))
; 2 V2 V2

&2
+ne 1 /rErfc <g> ,

kde Erfi(z) = w a Erfc(z) = 1 — Erf(z).
Pomocou parametrického bootstrapu sme ziskali tieto kritické hodnoty:

a:i a:% a=1 a=2 a=3 a=mn

Ly | 9777 3,777 1,016 0,149 0,033 0,027
M| 9,115 3,306 0,812 0,108 0,029 0,025
L, | 47,670 35,243 24,098 13,292 7,611 7,129
Ly | 11,165 4,316 1,200 0,259 0,113 0,103

Tabulka 4.11: Aproximécia kritickjch hodnét, vahova funkcia wy(t) = e~

Aj v tomto pripade sme ziskali obdobné vysledky ako pri pouziti predchadza-
jucich dvoch vahovych funkcii.

Ked zhrnieme test ,normadlnej hypotézy“, tak v nasom pripade sa ako ne-
vhodny ukazal odhad parametrov 3 a ¢ pomocou regresnych kvantilov. Zaroven
islo o jediny odhad, pri ktorého pouziti boli pravdepodobnosti zamietnutia nizsie
nez pravdepodobnosti zamietnutia pri pouziti Kolmogorov—Smirnovovho testu.
Zvysné tri odhady, ktoré sme pouzili, davali podobné vysledky: najmenej casto
zamietali nulovt hypotézu, ak skutocné rozdelenie chyb bolo logistické Log(0, 1).
Ostatne, podobny vysledok davali aj simulacie v [7]. Na zaklade tychto simulécii
sa zda, ze na pouziti vahovej funkcii nezalezi, ale pri pouziti odhadu metédou
najmensich stvorcov je test citlivejsi.
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SIMULACIE LAPLACEOVO ROZDELENIE

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=nm KS
N(0,1) 4,45 405 450 455 475 4,85 0,05
Lap(0,1) 37,00 44,55 50,656 52,85 50,50 50,35 2,35
Log(0,1) 9,80 12,55 16,25 18,80 20,50 21,00 0,25
t4 25,65 33,30 39,10 44,65 46,00 46,25 2,95

Tabulka 4.12: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - metéda najmensich Stvorcov,
vahové funkcia wy(t) = e~/

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=n KS
N(0,1) 4,20 435 4,10 5,10 545 5,15 0,00
Lap(0,1) 15,05 20,05 27,70 39,20 42,65 42,60 0,00
Log(0,1) 5,50 6,55 7,65 11,10 12,40 12,40 0,00
t4 6,70 9,70 13,70 24,65 30,40 30,95 0,00

Tabulka 4.13: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - M-odhad, Huberova 1 fun-
kcia, vahova funkcia wy(t) = e~/

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=n7 KS

N(0,1) 2,20 2,40 250 235 250 2,50 29,40
Lap(0,1) 2,70 2,25 230 235 2,70 2,70 31,85
Log(0,1) 2,55 245 240 255 290 2,90 28,80
t4 2,75 2,25 235 245 255 255 2925

Tabulka 4.14: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 3 pomocou regresnych

kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou regresnych kvantilov, vahova funkcia
wy(t) = el

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=7n KS
N(0,1) 4,20 420 455 525 595 595 0,30
Lap(0,1) 44,00 49,75 53,30 37,20 12,75 10,80 5,05
Log(0,1) 11,05 14,10 17,25 12,75 565 545 1,20
ty 28,55 35,75 40,95 33,95 18,20 15,75 5,25

Tabulka 4.15: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 3 pomocou regresnych

kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou rezidualneho sic¢tu stvorcov, vahova
funkcia wy(t) = e~

4.2 Laplaceovo rozdelenie

Testujeme hypotézu
HQ F = F(),
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SIMULACIE LAPLACEOVO ROZDELENIE

kde Fj je distribu¢né funkcia Laplaceovho rozdelenia Lap(0, 1) proti alternative
H1 : F 7£ Fo.

Podobne ako v pripade normalneho rozdelenia, aj tu si upravime tvar testovej
statistiky 7,, ., dosadenim charakteristickej funkcie Laplaceovho rozdelenia

wot) = i

Tow = n / on(t) — olt) Pu(t)dt =
. o 1 ~ e m—Ehm] 2 . e _n
= /_Oo (HZZRe[e ] 1_”2;1%[6 ]+(1+t2)2>w(t)dt.

j=1 k=1

», » . 42
Vahova funkcia ws(t) = (1 + t)e
Pri pouziti vahovej funkecie ws(t) = (1 + t2)e~*" mé testova Statistika tvar

1 T 3 5 5 —(éjn—e 2/4a
Toa = —\/ 162 (Z[Qa(l—i—Za}—(€j7n—ek7n)2e (&5n—tx.n)?/4 ]>

J,k=1

+nm[l — Erf(va)]e®* — 2\/§ (i e_é?’”/4a> ;

=1

kde Erf(z) = (2//7) [y e ¥ dt.

a:i a:% a=1 a=2 a=3 a=m
Lo | 21,702 8,146 2,631 0,644 0,266 0,239
M | 20,456 6,979 2,029 0,731 0,450 0,424
L, | 71,371 46,006 32,285 22,294 16,939 16,465

Ly 15888 5,751 1,859 0,561 0,299 0,278

Tabulka 4.16: Aproximécia kritickych hodnét, vahova funkeia ws(t) = (1+12)e~

Pouzitie odhadu pomocou regresnych kvantilov sa opit ukdzalo ako najmenej
vhodné. V ostatnych pripadoch bolo najcastejsie ,,odhalené normalne rozdelenie,
avSak pravdepodobnost zamietnutia nulovej hypotézy klesala s rastiicim paramet-
rom da.
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SIMULACIE

LAPLACEOVO ROZDELENIE

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=m KS

N(0,1) 27,45 2995 25,75 965 095 0,70 1,30
Lap(0,1) 5,70 510 490 510 480 4,75 0,85
Log(0,1) 15,40 14,80 11,45 4,05 1,40 1,30 0,60
ty 9,70 9,70 10,25 955 885 8,75 0,95

Tabulka 4.17: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - metéda najmensich Stvorcov,

véhova funkcia ws(t) =

(14 %)’

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=m KS

N(0,1) 23,65 23,20 9,15 0,30 0,00 0,00 0,35
Lap(0,1) 6,00 550 490 485 505 5,15 0,20
Log(0,1) 15,05 13,55 5565 0,80 0,50 0,50 0,20
ty 12,35 935 530 1,75 1,55 1,45 0,05

Tabulka 4.18: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) -
keia, véhova funkcia ws(t) = (1 + t2)e~ o

M-odhad, Huberova v fun-

a=02 a=05 a=1 a=2 a=3 a=m KS

N(0,1) 2,95 3,66 385 3,65 365 3,55 2235
Lap(0,1) 5,00 525 545 505 520 520 23,85
Log(0,1) 4,65 490 485 4,85 480 4,80 22,70
ty 4,65 455 445 430 420 4,15 23,20

Tabulka 4.19: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 3 pomocou regresnych
kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou regresnych kvantilov, vahova funkcia
ws(t) = (1 + t2)e

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=7n KS

N(0,1) 21,65 26,95 2545 14,35 10,15 10,20 0,60
Lap(0,1) 5,85 530 485 480 4,50 4,55 0,40
Log(0,1) 10,05 1245 10,80 6,45 595 6,05 0,40
ty 7,90 9,35 10,40 10,10 10,35 10,40 0,70

Tabulka 4.20: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 3 pomocou regresnych
kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou rezidualneho si¢tu stvorcov, vahova
funkcia ws(t) = (1 + t2)e"*’
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SIMULACIE LAPLACEOVO ROZDELENIE

Vahova funkcia wy(t) = (1 + t2)e

Pre védhovi funkciu wy(t) = (1 4 t2)e~ "l dostaneme tvar testovej Statistiky

l = w— — 45 + €, + 267, (=34 a%) + a* (2 + a?)
B _222“ 2)3
((€jn = ekn)? + a?)
 AGjnlrn (=3 + &, +a®) +28, (=3 43¢}, +a?)
((€jn = 8kn)? + a?)?

j=1 k=1

—2 Z 4 a2
(2 /0 C"St( )t sin(a) + cos(a) (r — 2 / ' Sint(t)dt)).

0

V testoch pouzijeme tieto kritické hodnoty ziskané pomocou parametrického bo-
otstrapu:

a:% a:% a=1 a=2 a=3 a=7

Ly | 399411 61,158 10,411 1,395 0,339 0,287

M | 384,806 60,429 9,697 1,186 0,3301 0,292

Ly | 490,811 102,677 37,873 15,801 9,483 8,939

L7 | 409,491 56,145 8,057 1,012 0,275 0,237

Tabulka 4.21: Aproximécia kritickych hodndt, vahova funkcia wy(t) = (1+¢2)e~

Aj pri pouziti vdhovej funkcie w,(t) = (1 + t2)e~ bolo v najvicsom pocte
pripadov ,,odhalené“ normalne rozdelenie. Avsak na rozdiel od predchadzajiceho
pripadu, pravdepodobnost zamietnutia stupala s rasticim a. Odhad pomocou
regresnych kvantilov sa opit neosveddil.
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SIMULACIE LAPLACEOVO ROZDELENIE

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=nm KS

N(0,1) 6,30 16,60 25,06 27,90 20,90 19,10 1,30
Lap(0,1) 4,25 575 530 495 440 4,35 0,85
Log(0,1) 5,00 9,65 13,25 13,20 9,90 8,95 0,60
t4 4,75 9,30 9,75 10,75 10,30 9,95 0,95

Tabulka 4.22: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - metéda najmensich Stvorcov,
vahové funkcia wy(t) = (1 + t2)e~l

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=7m KS

N(0,1) 8,40 15,35 23,06 19,20 190 1,05 0,35
Lap(0,1) 6,45 586 645 570 545 525 0,20
Log(0,1) 7,60 10,75 14,75 11,25 1,80 1,40 0,20
ty 6,00 9,90 1240 8,65 2,40 2,00 0,05

Tabulka 4.23: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - M-odhad, Huberova 1 fun-
kcia, vahova funkcia wy(t) = (1 + t2)eaM

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=7 KS

N(0,1) 2,20 1,80 3,10 3,65 355 3555 2235
Lap(0,1) 5,20 5,00 520 535 515 5,15 23,85
Log(0,1) 2,90 3,10 4555 485 4,85 4,80 22,70
t4 3,35 295 4,75 440 420 4,05 23,20

Tabulka 4.24: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 3 pomocou regresnych
kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou regresnych kvantilov, vahova funkcia

wy(t) = (1 +t2)elt

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=7m KS

N(0,1) 5,10 7,70 17,85 26,65 22,90 21,85 0,60
Lap(0,1) 6,20 6,20 520 520 4,80 4,75 0,40
Log(0,1) 3,85 595 790 12,25 10,25 9,75 0,40
ty 5,30 6,45 7,70 10,10 10,50 10,45 0,70

Tabulka 4.25: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 3 pomocou regresnych
kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou rezidualneho stuctu stvorcov, vahova
funkcia wy(t) = (1 + t2)e~l

Pri testovani nulovej hypotézy, Ze rozdelenie chyb méa Laplaceovo rozdelenie
Lap(0, 1) sme tiato hypotézu najcastejsie zamietali, ak skutocné rozdelenie chyb
bolo normélne N(0, 1). Test bol najmi pre vyssie hodnoty parametra a citli-
vejsi na zmenu rozdelenia pri pouziti metédy najmensich stvorcov a kombinacie
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SIMULACIE LOGISTICKE ROZDELENIE

L, odhadu a odhadu parametra ¢ pomocou rezidualneho suctu stvorcov. Hoci
pravdepodobnosti zamietnutia boli nizSie nez v pripade testovania normalneho
rozdelenia, boli vysledky stale lepsie nez pri pouziti Kolmogorov—Smirnovovho
testu (ak neberieme do tvahy test pri pouziti odhadu 3 aj ¢ pomocou regresnych
kvantilov).

4.3 Logistické rozdelenie

Testujeme hypotézu

HO F = F(),
kde Fj je distribu¢na funkcia logistického rozdelenia log(0, 1) proti alternative
H1  F 7£ Fo.
Pre logistické rozdelenie s charakteristickou funkciou ¢ (t) = ﬁ upravime
tvar testovej Statistiky 7, .,
Tw = 1 [ lou® = o0 Pult)ds =
/ NG iif‘ [ etéanun] - 27 iR [etein) 4 T (t)dt
= — el eimnT%n] — ———— el " 4+ ——m— | w .
— \ M S sinh(7t) ‘= (sinh(mt))?

Vahova funkcia wy(t) = e

Pre vdhovi funkciu ws(t) = e~*l m4 testové statistika tvar

2a - 1 n a a a
T, = 2 - —[2 21+ Ly - 231 —]
’ n <Z a’+ (én —ek,n)2> + T (21+ 27T) Wf( + 27r)

k=1
2 O . 2 2m? @ )
_; [S(l)(avejm) - J’S <a7ej,n) ’
j=1
kde
- 1
flax) =)
kZ:O (k+ x)e
a
S (a,) =3 {(%) + (a;f +k:> } Com=1,2

k=0
Pri testovani nulovej hypotézy, ze chyby maju logistické rozdelenie, sa naj-
menej casto zamietala nulova hypotéza, ak chyby mali v skutocnosti normalne
rozdelenie. Okrem odhadu pomocou regresnych kvantilov, ktory opét zamietal
nulovii hypotézu iba v maéle pripadov, pre malé hodnoty parametra a sa velmi
neosvedcil ani M-odhad s pouzitim Huberovej v funkcie.
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SIMULACIE

LOGISTICKE ROZDELENIE

a:i a:% a= a=2 a=3 a=m
Ly | 10,542 4938 1,975 0,525 0,187 0,162
M| 9,625 4,263 1,521 0,371 0,130 0,116
L1 ] 33,692 25278 18,657 12,430 8,567 8,155
Ly | 11,419 5,141 1908 0,514 0,213 0,194

Tabulka 4.26: Aproximécia kritickych hodndt, vahova funkcia wy(t) = e~

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=7n KS

N(0,1) 6,05 6,35 5,65 530 375 3,60 0,10
Lap(0,1) 17,35 19,55 19,65 21,30 21,30 21,90 1,10
Log(0,1) 5,95 590 500 490 520 555 0,10
t4 11,45 13,85 15,20 18,50 21,00 21,80 1,70

Tabulka 4.27: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - metéda najmensich stvorcov,

véhové funkcia wy(t) = e~/
a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=nm KS
N(0,1) 6,75 6,00 5,50 3,75 2,65 2,20 0,00
Lap(0,1) 9,00 9,55 10,55 14,40 21,35 21,65 0,00
Log(0,1) 6,55 5,90 530 440 5,60 5,40 0,00
ty 9,50 6,05 6,30 6,75 10,15 10,20 0,00

Tabulka 4.28: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - M-odhad, Huberova 1 fun-

kcia, vdhova funkcia wo(t) = e

—alt|

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=n7 KS

N(0,1) 3,95 3,80 3,90 3,75 390 3,90 27,20
Lap(0,1) 7,15 6,00 550 550 565 570 29,65
Log(0,1) 5,90 500 4,90 495 500 5,00 26,65
t4 5,50 5,06 4,65 4,40 480 490 27,15

Tabulka 4.29: Vysledky testov - odhad 3 pomocou regresnych kvantilov, parame-

ter ¢ odhadnuty pomocou regresnych kvantilov, vdhova funkcia wq(t) =
a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=nm KS
N(0,1) 3,90 3,30 2,70 3,06 390 3,90 0,30
Lap(0,1) 24,00 26,55 28,20 26,00 19,95 18,60 2,25
Log(0,1) 5,50 540 550 500 500 4,95 0,50
ty 14,05 17,05 19,65 21,50 20,55 19,85 2,20

efam

Tabulka 4.30: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 8 pomocou regresnych
kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou rezidualneho stuctu stvorcov, vahova

funkcia wsy(t) = e

—alt|

02



SIMULACIE LOGISTICKE ROZDELENIE

Vahova funkcia wy(t) = (1 + t2)e

Pre védhovi funkciu wy(t) = (1 4 t2)e~ "l dostaneme tvar testovej Statistiky

n_ 2 i i el — 4% epn+ e, +267, (=3+a%)+a*(2+a?)
e (é?n — 2éj7nék,n + ézﬂl + CL2)3
—46jnbrn (-3 + 62, +a%) +262, (-3 +367, + a2)>

3
22 o 42 2
(ej’ 26Jnekn+ekn+a )

_ZZ( (7T+2m7r+al)+

(7r—|—2m7r+a))

A8m (e3,, — 6éj27n(7r + 2mm + a)? + (7 + 2m7 + a)*)
(2, + (7 +2mm + a)2)4
16m3¢ (2,5) — 8m%aC (3,5%) + 481¢ (4,5%) — 24a¢ (5,5%)
n

84

Ziskali sme tieto kritické hodnoty:

a:% a:% a=1 a=2 a=3 a=mn
Ly | 361,504 53,605 8,471 1,363 0,388 0,326
M | 355,393 52449 7,640 1,032 0,272 0,233
Ly | 427454 79,602 29,084 14,844 9,978 9,462
L7 | 410,042 59,316 9,251 1,288 0,380 0,331

Tabulka 4.31: Aproximacia kritickych hodnét, vahova funkcia wy(t) = (1+t2)e~l"
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SIMULACIE LOGISTICKE ROZDELENIE

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=nm KS

N(0,1) 5,95 545 645 570 525 510 0,10
Lap(0,1) 7,70 9,95 18,30 19,55 21,20 21,25 1,10
Log(0,1) 6,35 570 585 480 495 5,00 0,10
t4 6,00 820 12,15 14,95 18,656 19,35 1,70

Tabulka 4.32: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - metéda najmensich Stvorcov,
vahové funkcia wy(t) = (1 + t2)e~l

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=7n KS

N(0,1) 5,90 6,30 6,75 535 3,65 3,25 0,00
Lap(0,1) 7,60 6,60 875 10,50 15,05 15,65 0,00
Log(0,1) 6,80 580 6,45 515 4,40 4,55 0,00
t4 5,60 4,65 6,40 595 6,85 6,95 0,00

Tabulka 4.33: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) -
kcia, vahova funkcia wy(t) = (1 4 t2)e~l*l

M-odhad, Huberova ¢ fun-

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=n7 KS

N(0,1) 4,80 3,60 4,00 385 380 3,85 27,20
Lap(0,1) 7,55 9,70 7,50 545 555 560 29,65
Log(0,1) 5,35 545 6,10 4,90 4,95 495 26,65
t4 5,90 590 580 4,65 4,50 4,60 27,15

Tabulka 4.34: Vysledky testov - odhad 8 pomocou regresnych kvantilov, pa-
rameter ¢ odhadnuty pomocou regresnych kvantilov, vahova funkcia wy(t) =
(14 t2)e ol

a=025 a=05 a=1 a=2 a=3 a=m KS

N(0,1) 5,80 500 3,66 295 3,15 3,05 0,30
Lap(0,1) 8,70 15,90 24,00 28,65 2540 24,95 2,25
Log(0,1) 5,10 6,00 5,20 545 5,10 5,15 0,50
ty 7,35 10,30 14,15 19,80 21,55 21,50 2,20

Tabulka 4.35: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 3 pomocou regresnych
kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou rezidualneho stuctu stvorcov, vahova
funkcia wy(t) = (1 4 t2)e~l*

Vysledky ziskané pri volbe vahovej funkcie w(t) = (1 + t?)e~* st podobné
ako tie, ktoré sme ziskali pri vdhovej funkeii w(t) = e/,
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SIMULACIE STUDENTOVO T-ROZDELENIE

V pripade nulovej hypotézy, Ze chyby pochadzaju z logistického rozdelenia,
bolo (z uvazovanych rozdeleni) najtazsie odlisit pripad, ked chyby v skuto¢nosti
mali normalne rozdelenie. K rovnakému vysledku na zéklade simulacii dospeli
aj v ¢lanku [7]. Odhad pomocou regresnych kvantilov sa neosved¢il ani v tomto
pripade, test vyuzivajuci M-odhad s Huberovou v funkciou zamietal nulova hy-
potézu menej casto nez zvysné dva odhady.

4.4 Studentovo t-rozdelenie

Testujeme hypotézu
HO P = Fg,

kde Fj je distribu¢na funkcia Studentovho ¢ rozdelenia so 4 stuptiami volnosti
proti alternative

HliF#Fo.

Charakteristicka funkcia Studentovho t-rozdelenia so 4 stupniami volnosti méa
tvar

po(t) = 2[al* Ky(2]]),
kde K,, oznacuje modifikovani Besselovu funkciu druhého radu. Po dosadeni va-

hovej funkcie wy(t) = (1 4 t?)e~* dostaneme nasledujici tvar testovej statistiky

n n

% Z Z (é;{n — 46 ey b, +283 (=3 +a%) +a? (24 d?)

~9 A~ ~ ~9 2 3
(em — 2€nrn + €en T a )

~

48 nern (=3 + &1, + a?) +25% (=3 + 367, + a?)
(e?yn — 28 nrn + €5, + a2)3

= 2a
—2
; {(a“ +a2(&], —4) + (6, +4))*

14 12 542 10 ~4 ~2
+(a® +a (765, — 32) +a " (21¢;,, — 12865, +392) +
+a®(35¢2, — 1608}, + 109667, — 3240) +

22 \3(28 ~6 A4 A2

+(4+ é5,)° (65, +20¢;, — 120¢;, + 517665, — 3232) +
+a®(35€5, + 1104¢;, + 12064¢7, + 21120) +
+a*(21e0, + 16065, + 65667, — 13104¢7,, — 11430467, — 91904) +

N

+a? (7657 + 128¢9, + 4245, — 2364869, — 64640¢;, + 17561667, + 217088))+

5T TV
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SIMULACIE

STUDENTOVO T-ROZDELENIE

12(36 + a* + 4ia%e;, — 2282, + &4, + a2(22 — 662,) — diaé; (2, — 11))m
- (d— a2 — 2iaé;, + &2,)0/2
L1236+ @t — dia®,, = 2268, + &L, + a*(22 = 62,) + et (E, — 1)

1

arcsin(; (a — ié;,,))

2

(4 — a? + 2iaé;, +¢é3,,)%?

(4 — a? + 2iae;, + é3,,)%2

24(36 + a* — dia’e¢;,, —

1
2

(4 — a? = 2iae;,, + é3,,)%?

24(36 + a' + dia’e;,, —

+ ncq,

kde

wa (t)w(t)dt.

2 4 2 A2 A a9
22¢;, +¢€;, ta (22 — 6ej7n) — 4iaé;,(é

00
Ca:/
—0

]7n

2265, 4 €}, +a*(22 — 6€7,)) + 4iaé; . (é3, —

arcsin(s(a — 1é;,,))

11))

—11))]

Najprv uvedieme ziskané odhadnuté kritické hodnoty, ktoré potom pouzijeme v

testoch:

1

1

=7 a=35 a=1 a=3 a=7w
Lo | 387,417 60,184 10,010 0,393 0,333
M | 379,342 57,635 8912 0,292 0,255
Ly | 473,754 99,799 36,690 8,680 8,084
L7 | 430,740 64,230 9,611 0,347 0,300

Tabulka 4.36: Aproximacia kritickych hodnét, vahova funkcia wy(t) = (1+t2)e~l"

Pri testovani hypotézy, ze chyby pochadzaji zo Studentovho ¢ rozdelenia so
4 stupnami volnosti boli pravdepodobnosti zamietnutia nulovej hypotézy velmi
nizke pre vSetky volby odhadov a vSetky uvazované rozdelenia.
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SIMULACIE STUDENTOVO T-ROZDELENIE

a=025 a=05 a=1 a=3 a=7m KS

N(0,1) 4,90 6,65 12,30 10,05 9,25 0,00
Lap(0,1) 5,45 580 5,80 3,00 2,90 0,00
Log(0,1) 4,30 430 585 3,80 3,50 0,00
t4 4,60 560 580 555 540 0,00

Tabulka 4.37: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - metéda najmensich Stvorcov,
vahové funkcia wy(t) = (1 + t2)e~l

a=025 a=05 a=1 a=3 a=n KS

N(0,1) 6,05 705 995 210 1,50 0,00
Lap(0,1) 6,10 4,70 4,056 11,35 12,30 0,00
Log(0,1) 5,75 545 6,50 3,25 2,85 0,00
ty 4,55 4,70 6,45 5,15 520 0,00

Tabulka 4.38: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - M-odhad, Huberova 1 fun-
kcia, vahova funkcia wy(t) = (1 4 t2)e~l*l

a=025 a=05 a=1 a=3 a=n KS

N(0,1) 4,20 3,25 3,85 4,25 4,15 0,00
Lap(0,1) 4,20 3,25 385 4,25 4,15 0,00
Log(0,1) 4,80 520 565 550 550 0,00
t4 5,90 5,25 5,65 520 520 0,00

Tabulka 4.39: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 3 pomocou regresnych
kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou regresnych kvantilov, vahova funkcia
wy(t) = (1 +t2)e M

a=025 a=05 a=1 a=3 a=n KS

N(0,1) 5,05 3,85 450 860 840 0,00
Lap(0,1) 5,05 3,85 450 860 840 0,00
Log(0,1) 4,60 3,70 3,10 3,15 3,25 0,00
t4 6,15 6,40 565 555 550 0,00

Tabulka 4.40: Pravdepodobnosti zamietnutia (v %) - odhad 3 pomocou regresnych
kvantilov, parameter ¢ odhadnuty pomocou rezidualneho stuctu stvorcov, vahova
funkcia wy(t) = (1 4 t2)e~l*
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SIMULACIE STUDENTOVO T-ROZDELENIE

Vsetky testy pomerne verne kopirovali zvolent hladinu o« = 0,05. V nasom pri-
pade sa neosvedcil odhad parametrov 3 a ¢ pomocou regresnych kvantilov, avsak
ak sme ¢ odhadli pomocou rezidualneho sti¢tu stvorcov, vysledky boli omnoho lep-
sie a nulova hypotézu zamietali pribliZzne v rovnakom pocte pripadov ako zvysné
odhady. Takisto sme nezistili velké rozdiely medzi vysledkami ziskanymi pre rozne
volby véhovej funkcie.

Este zhrnieme pripady, ktoré bolo pri testovani nulovej hypotézy najtazsie
odligit: pri testovani nulovej hypotézy, Zze chyby maji normélne rozdelenie, sa
hypotéza najmenej Casto zamietala pre logistické rozdelenie, pre Laplaceovu nu-
lovi hypotézu to bolo v pripade, ak chyby mali v skutoc¢nosti ¢4 alebo logistické
rozdelenie. Pri logistickej nulovej hypotéze mali najniz$iu pravdepodobnost za-
mietnutia vybery z normalneho rozdelenia. A napokon pri testovani Studentovho
t rozdelenia so 4 stupriami volnosti boli pravdepodobnosti zamietnutia nizke pre
vsetky uvazované rozdelenia. Kolmogorov—Smirnovov test zamietal nulovi hypo-
tézu ovela menej ¢asto ako nami navrhovany test (okrem pripadov, ked sme oba
parametre 3 a ¢ odhadovali pomocou regresnych kvantilov).

Bolo by mozno zaujimavé zopakovat testy pre inti volbu matice X, zial, z
casovych dovodov to nebolo mozné. Z rovnakych déovodov bol obmedzeny aj pocet
opakovani na 2000.
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Z.aver

V préaci sme sa venovali testu dobrej zhody za pritomnosti rusivych parametrov —
v linedrnom modeli Y,, = X,,3 + ce,, ktory je zalozeny na vzdialenosti hypote-
tickej charakteristickej funkcie a empirickej charakteristickej funkcie odhadnutych
rezidui. PretoZe rozdelenie testovej Statistiky zavisi na volbe odhadov parametrov
B a ¢, znafné cast prace bola venovana tymto odhadom a ich asymptotickému
spravaniu — zaoberali sme sa odhadom metédou najmensich stvorcov, odhadom
ziskanym pomocou regresnych kvantilov a M-odhadom s pouzitim Huberovej 1
funkcie. Dalej sme sa venovali limitnému rozdeleniu testovej statistiky, a to nielen
za hypotézy ¢i lokalnej alternativy, ale odvodili sme jej rozdelenie aj za pevnej
alternativy pri pouziti odhadu metédou najmensich stvorcov a odhadu pomo-
cou regresnych kvantilov. Nakoniec sme uvazovany test pouzili pre nasimulované
data. V nasej situacii sa neosvedcil odhad parametrov 3 a ¢ pomocou regres-
nych kvantilov, zvysné testy vSak zamietali nulovii hypotézu omnoho castejsie
nez Kolmogorov—Smirnovov test aplikovany na odhadnuté rezidua.
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