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Kapitola 1

Úvod

Spojité geometrie objevil a pojmenoval John von Neumann v roce 1935.
Prvńı př́ıklad této matematické struktury se vyskytl v jeho práci o okruźıch
operátor̊u v Hilbertovském prostoru [11], na ńıž spolupracoval s F. J. Mur-
rayem. Podrobněǰśımu studiu je pak podrobil v letech 1936-1937. Na počátku
studia spojité geometrie byl svazově-teoretický pohled na svazy podprostor̊u
projektivńı geometrie. Poté co G. Birkhoff charakterizoval projektivńı geome-
trie svazovými axiomy (viz. [1]), přicháźı von Neumann s axiomatikou pro o
něco obecněǰśı strukturu. Poznámky z cyklu von Neumannových přednášek
shrnuje kniha Spojitá geometrie [12], páteřńı pramen pro tuto práci.

Spojité geometrie se děĺı na dva základńı typy, z nichž jeden odpov́ıdá
právě projektivńı geometrii, ten druhý byl však zcela novým objevem, který
vzbudil von Neumann̊uv zájem. Jedná se totiž o svaz, na němž je definována
dimenzńı funkce, jej́ımž oborem hodnot je kompletńı interval (po normalizaci
např́ıklad [0; 1]).

V úvodńı kapitole axiomaticky zavád́ıme spojitou geometrii jako komple-
mentárńı modulárńı a nerozložitelný úplný svaz splňuj́ıćı podmı́nku spo-
jitosti základńıch operaćı. Dále studujeme základńı vlastnosti této struk-
tury: nezávislost prvk̊u a množin prvk̊u, perspektivitu a projektivitu prvk̊u.
Důležitým výsledkem této části von Neumannových přednášek je d̊ukaz, že
perspektivita prvk̊u je ekvivalenćı a že se pomoćı jej́ıch ekvivalenčńıch tř́ıd
dá zavést na spojité geometrii dimenzńı funkce. Podrobně d̊ukaz nerepro-
dukujeme. V daľśı části předvád́ıme podrobně konstrukci spojité geometrie
s nespočetnou dimenźı. V závěrečné kapitole pak formulujeme rozš́ı̌renou
verzi věty o zavedeńı souřadnic do geometríı, přičemž se muśıme věnovat
základ̊um teorie regulárńıch okruh̊u.
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Kapitola 2

Zavedeńı spojitých geometríı

2.1 Základy a elementárńı vlastnosti

Mějme alespoň dvouprvkovou tř́ıdu L, jej́ıž prvky budeme značit a, b, c, .....
Na této tř́ıdě uvažujme existenci binárńı relace <. Teorii vymezuje šest axi-
omů.

Axiom 1. Relace < je uspořádáńım na L.

Axiom 2. L je úplný svaz.

Supremum (spojeńı) množiny S ⊂ L znač́ıme
∨

(S). Infimum (pr̊usek)
znač́ıme

∧

(S). U binárńıch vztah̊u budeme použ́ıvat a ∨ b, respektive a ∧ b.

Definice 2.1.1. At’ Ω je nekonečné č́ıslo. At’ je (aα;α < Ω) systém prvk̊u z
L splňuj́ıćı

1. α < β ⇒ aα ≤ aβ (neklesaj́ıćı) respektive

2. α < β ⇒ aα ≥ aβ (nerostoućı).

Pak definujeme

lim
α→Ω

aα :=

{

∨

(aα;α < Ω) 1.
∧

(aα;α < Ω) 2.
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Pozorováńı 1. At’ systém (aα) splňuje 1 (respektive 2) z 2.1.1. Pak pro každé
b také systém (b∨ aα) splňuje 1 (respektive systém (b∧ aα) splňuje 2) a plat́ı

lim
α→Ω

(b ∨ aα) = b ∨ lim
α→Ω

aα

(respektive
lim
α→Ω

(b ∧ aα) = b ∧ lim
α→Ω

aα

).

Axiom 3. Spojitost spojeńı a pr̊useku.
III1: At’ Ω je nekonečné č́ıslo a systém (aα;α < Ω) splňuje 2 z definice 2.1.1.
Pak

lim
α→Ω

(b ∨ aα) = b ∨ lim
α→Ω

aα.

III2: At’ Ω je nekonečné č́ıslo a systém (aα;α < Ω) splňuje 1 z definice 2.1.1.
Pak

lim
α→Ω

(b ∧ aα) = b ∧ lim
α→Ω

aα.

Axiom 4. L je modulárńı.

Axiom 5. L je komplementárńı.

Axiom 6. L je ireducibilńı, tedy má-li a ∈ L jednoznačně určený doplněk,
pak bud’ a = 1, nebo a = 0.

Máme tedy modulárńı komplementárńı svaz, který splňuje podmı́nku spo-
jitosti operaćı (axiom 3). Základńı vlastnosti vyplývaj́ıćı z teorie svaz̊u neb-
udeme dokazovat. Dobrou představu si lze utvořit ze svazu potenčńı množiny
nebo svazu podprostor̊u nějakého vektorového prostoru. V ideálńım př́ıpadě
pak na př́ıkladu prvk̊u nějaké projektivńı geometrie.

Definice 2.1.2. At’ a ≤ b, pak tř́ıdu všech x ∈ L, a ≤ x ≤ b označ́ıme
L(a; b).

Věta 2.1.3. Je-li a ≤ c ≤ b, pak ∃x ∈ L(a; b) takové, že c∨x = b, c∧x = a.

D̊ukaz. Axiom 5 ř́ıká, že existuje doplněk k c. Označ́ıme-li tento doplněk y,
pak stač́ı položit x = y ∧ (b ∨ a).
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Definice 2.1.4. Na základě věty 2.1.3 můžeme korektně definovat: x je do-
plnkěm k prvku a v b (a ≤ b), pokud a ∨ x = b a a ∧ x = 0.

Lemma 2.1.5. At’ x a a jsou dány. Pak ∃u, z, že u ≤ a, a ∧ z = 0 a
x = u ∨ z.

D̊ukaz. Položme u := a ∧ x a z := doplněk u v x (jeho existenci máme
zaručenu). Pak a ∧ z = a ∧ x ∧ z = u ∧ z = 0.

Ilustrace . Např́ıklad v kartézském systému: je-li x plocha určená osami x a
y a a plocha určená osami y a z, pak za hledané prvky u a z můžeme zvolit
osu y a osu z.

Lemma 2.1.6. At’ a a b maj́ı tyto vlastnosti:

• a ∧ b = 0

• ∀x ∈ L ∃u ≤ a ∃v ≤ b x = u ∨ v.

Pak u a v jsou určeny jednoznačně a jsou rovny a ∧ x, b ∧ x. Nav́ıc a a b
maj́ı jednoznačné doplňky b a a.

D̊ukaz. Vezměme libovolné x. Dá se rozložit jako x = u∨v. Pak plat́ı a∧x =
a ∧ (u ∨ v) = (u ∨ a) ∧ v a protože a ∧ v ≤ a ∧ b = 0, je a ∧ x = u. Podobně
také b∧x = v. Tedy zřejmě x = a∧x∨ b∧x a 1 = a∨ b. Vid́ıme, že a a b jsou
vzájemnými doplňky. At’ b′ je doplňkem k a. Pak b′ = (a ∧ b′) ∨ (b ∧ b′) ⇒
b′ = b ∧ b′ ⇒ b′ ≤ b a podle axiomu 4 je b′ = b′ ∨ (a ∧ b) = (b′ ∨ a) ∧ b = b.
Což jsme chtěli dokázat.

Axiom 6 pak ř́ıká, že (a = 0 & b = 1), nebo (a = 1 & b = 0). Jinými slovy
nelze rozložit svaz L v direktńı součin.

2.2 Nezávislost

V této kapitole definujeme nezávislost systému prvk̊u a předvedeme základńı
vlastnosti nezávislého systému.

Definice 2.2.1. At’ I je množina a (aσ; σ ∈ I) ⊂ L. Systém (aσ; σ ∈ I)
nazveme nezávislým (znač́ıme (aσ; σ ∈ I)⊥), pokud

∀J,K((J∩K = ∅ & J ⊂ I & K ⊂ I) ⇒
∨

(aσ;σ ∈ J)∧
∨

(aσ; σ ∈ K) = 0).
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D̊usledek . Je-li (aσ; σ ∈ I)⊥, pak ∀I0 ⊂ I také (aσ; σ ∈ I0)⊥.

Věta 2.2.2. At’ I1 a I2 disjunktńı jsou dány. Pak

((aσ; σ ∈ I1)⊥ & (aσ; σ ∈ I2)⊥ &
∨

(aσ; σ ∈ I1) ∧
∨

(aσ; σ ∈ I2) = 0) ⇒

(aσ; σ ∈ I1 ∪ I2)⊥.

D̊usledek . Indukćı lze pak dokázat i tvrzeńı silněǰśı, kde mı́sto dvou disjunk-
tńıch množin jich máme konečně mnoho.

Zaj́ımavým a v daľśıch d̊ukazech poměrně často využ́ıvaným d̊usledkem
věty 2.2.2 je

Věta 2.2.3. At’ (ai; i = 1, 2, ...., n) je konečný systém prvk̊u z L. Pak

(ai; i = 1, 2, ...., n)⊥ ⇔ (a1 ∨ .... ∨ ai) ∧ ai+1 = 0 pro i = 1, ...., n− 1.

D̊ukaz. Nutnost této podńımky je zřejmá z definice. Jej́ı postačuj́ıcnost doká-
žeme indukćı:

1. a1 ∧ a2 = 0 ⇒ (a1, a2)⊥

2. At’ 2 ≤ m < n a (ai; i = 1, 2, . . . ,m)⊥.

Jelikož (am+1)⊥, dává věta 2.2.2 spolu s indukčńım předpokladem ((a1 ∨
· · · ∨ am) ∧ am+1 = 0) celkově kýžené (ai; i = 1, 2, . . . ,m+ 1)⊥. Indukćı pak
dostaneme nezávislost celého (ai; i = 1, 2, . . . , n).

Jiný d̊ukaz najdeme také v [3], kap. IV. I., Thm 11. Dále uvedeme bez
d̊ukazu některé vlastnosti nezávislých systémů:

• Nezávislost je vlastnost takř́ıkaj́ıc ”kompaktńı”. (Nezávislost systému
je ekvivalentńı nezávislosti každé jeho konečné podmnožiny.)

• Systém prvk̊u (aσ;σ ∈ I) je nezávislý, právě když

∀J1, J2 ⊂ I :
∨

(aσ;σ ∈ J1) ∧
∨

(aσ;σ ∈ J2) =
∨

(aσ;σ ∈ J1 ∩ J2)

• Indukćı lze předchoźı tvrzeńı dokázat také pro konečný systém pod-
množin I.
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V daľśım (věta 2.3.9) využijeme větu o vnitřńıch vlastnostech nezávislého
systému:

Věta 2.2.4. At’ I je libovolná indexová množina a (aσ;σ ∈ I)⊥. Jsou-
li J,K ⊆ I neprázdné a disjunktńı a je-li na nich definováno (ne nutně
bijektivńı) zobrazeńı f : J → K, ρ → f(ρ) a nav́ıc existuj́ı xρ řeš́ıćı (pro
ρ ∈ J) tyto rovnice:

aρ ∨ xρ = af(ρ) ∨ xρ = aρ ∨ af(ρ), aρ ∧ xρ = af(ρ) ∧ xρ = 0,

pak plat́ı (bσ;σ ∈ I)⊥, kde

bσ :=

{

aσ σ /∈ J

xσ σ ∈ J
.

Nezávislost systému tedy neztrat́ıme, pokud prvky nějaké jeho části nahrad́ıme
jejich relativńımi doplňky.

2.3 Perspektivita a projektivita

Relace perspektivity a projektivity jsou zásadńımi pro všechna daľśı témata
prvńı části von Neumannovy knihy. Na jejich základě je totiž definována di-
menzńı funkce, která umožňuje objevit nový druh spojité geometrie. Jak se
dále ukáže, obě relace jsou ekvivalencemi, d́ıky čemuž můžeme svaz L ro-
zložit na jejich ekvivalenčńı tř́ıdy a na nich pak dimenzi zavést. Projektivita
je ekvivalenćı v libovolném komplementárńım svazu z definice, ale d̊ukaz
tranzitivity perspektivity je hlubokým von Neumannovým výsledkem. Nav́ıc,
ve spojité geometrii perspektivita a projektivita splývaj́ı. Tato silná tvrzeńı
ovšem dokážeme až v závěru kapitoly 2.5. Zat́ım prozkoumejme základńı
vlastnosti. Pro snadnou čtenářovu představu znovu upozorňuji na svaz pod-
prostor̊u konečnědimenzionálńıho vektorového prostoru, který zat́ım všechny
požadavky teorie splňuje.

Definice 2.3.1. Prvek a je perspektivńı k prvku b, pokud maj́ı a a b
společný doplněk.
Znač́ıme a ∼ b.

Ilustrace . V eukleidovském prostoru tedy jsou navzájem perspektivńı vždy
prvky stejné dimenze (všechny př́ımky, všechny roviny,....). Až budeme za-
vádět dimenzńı funkci pro obecné spojité geometrie, polož́ıme za ekvidimen-
zionálńı právě perspektivńı prvky.
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Pozorováńı 2. ∼ je reflexivńı a symetrická relace. Zjevně z definice.

Lemma 2.3.2. Jsou -li a, b dva perspektivńı prvky (jejich společný doplňek
označme x), pak pro každé c ≥ a∨ b, d ≤ a∧ b existuje y splňuj́ıćı a∨ y = c,
a ∧ y = d.

D̊ukaz. Stač́ı položit y := (c ∧ x) ∨ d a ověřit př́ıslušné rovnosti.

Lemma 2.3.3. At’ jsou prvky a, b dány. Existuje-li x, že a ∨ x = b ∨ x a
a∧x = b∧x, pak existuje také prvek w, který je společným doplňkem k oběma
prvk̊um a, b, a tedy a ∼ b.

D̊ukaz. I. př́ıpad: a ∨ x = b ∨ x = 1 a a ∧ x = b ∧ x
Pak existuje w, které je doplňkem a∧x v x. Tedy w∨(a∧x) = x a w∧a∧x = 0.
Nav́ıc (jelikož x ≥ w), je i w∧a = 0. Dále 1 = a∨x = a∨w∨ (a∧x) = a∨w
(nebot’ a ≥ (a ∧ x)). Tedy w je doplňkem a. Analogicky se ukáže, že w je
doplňkem k b. Tedy a ∼ b.
II. př́ıpad: a ∨ x = b ∨ x a a ∧ x = b ∧ x = 0.
Tentokrát se a ∼ b dokáže dualizováńım I. př́ıpadu.
III. př́ıpad (obecný): a ∨ x = b ∨ x a a ∧ x = b ∧ x
Zúžeńım L na L(0; a∨x) z̊ustanou tvrzeńı I. př́ıpadu i II. př́ıpadu v platnosti.
Existuje tedy y, pro které a∨ y = b∨ y = a∨ x a a∧ y = b∧ y = 0. Aplikaćı
II. př́ıpadu źıskáme a ∼ b.

Poznámka . x z právě dokázaného lemmatu nazýváme osou perspektivity
a a b.

Věta 2.3.4. At’ jsou dány dva prvky a, b. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvi-
valentńı:

1. a ∼ b

2. ∃x a ∨ x = c & a ∧ x = d (c ≥ a ∨ b, d ≤ a ∧ b)

3. ∃x a ∨ x = b ∨ x & a ∧ x = b ∧ x = 0

4. ∃x a ∨ x = b ∨ x = a ∨ b & a ∧ x = b ∧ x = a ∧ b

5. ∃x a ∨ x = b ∨ x & a ∧ x = b ∧ x

11



D̊ukaz. Ekvivalenci všech tvrzeńı dokážeme cyklickou metodou.
1.⇒ 2.: Plyne z lemmatu 2.3.2.
2.⇒ 3. a 2.⇒ 4.: Plynou př́ımo.
3.⇒ 5. a 4.⇒ 5.: Tyto implikace jsou také rovnou vidět.
5.⇒ 1.: Tuto implikaci jsme dokázali v lemmatu 2.3.3.

Dosṕıváme k tvorbě takzvaného perspektivńıho isomorfismu mezi podsvazy
L.

Věta 2.3.5. At’ a ∼ b. Pak svazy L(0; a) a L(0; b) jsou isomorfńı. Je-li x
takové, že a ∨ x = b ∨ x a a ∧ x = b ∧ x = 0, pak rovnice

(∗) v = b ∧ (u ∨ x), u = a ∧ (v ∨ x),

kde u ∈ L(0; a) a v ∈ L(0; b), definuj́ı isomorfismus L(0; a) ↔ L(0; b).

D̊ukaz. Jelikož a ∼ b, najdeme jejich společný doplněk y. Dokážeme, že jsou
isomorfńı podsvazy L(0; a) ≃ L(y; 1) a L(0; b) ≃ L(y; 1), pak z tranzitivity
isomorfie vyplyne hledaný výsledek. Definujme zobrazeńı

ϕ : L(0; a) → L(y; 1)

ϕ(w) := w ∨ y
ψ : L(y; 1) → L(0; a)

ψ(z) := z ∧ a
Je nutno ověřit, že ϕ a ψ jsou vzájemně inverzńımi zobrazeńımi. Vezměme
tedy z ∈ L(y; 1), pak ϕ(ψ(z)) = ϕ(z ∧ a) = (z ∧ a) ∨ y. Protože y ≤ z,
můžeme využ́ıt modularitu a źıskat y ∨ (z ∧ a) = (y ∨ a) ∧ z = z, posledńı
rovnost plyne z y ∨ a = 1. Takže ϕ(ψ(z)) = z, ϕ a ψ jsou vzájemně inverzńı,
a tedy isomorfismy. Podobně se dokáže také isomorfie svaz̊u L(0; b) a L(y; 1).
Druhá část věty plyne jasně z výše uvedeného.

D̊usledek . a a b jsou svými vzájemnými obrazy v (∗). Prvek u se v (∗) zobraźı
sám na sebe, právě když u ≤ a ∧ b.

Definice 2.3.6. Řekneme, že a je projektivńı k b, pokud existuje konečná
posloupnost a0, . . . , an taková, že a0 = a, an = b, ai−1 ∼ ai (i = 1, . . . , n).
Znač́ıme a ≈ b.
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D̊usledek . Relace ≈ je zjevně reflexivńı, symetrická i tranzitivńı. a ∼ b ⇒
a ≈ b. Přirozeně definujeme projektivńı isomorfismus jako složeninu n
perspektivńıch.

Formulujme dvě věty vyjadřuj́ıćı vztah nezávislosti a tranzitivity perspek-
tivity. Vzhledem k přehledovému charakteru této kapitoly práce je uvedu bez
d̊ukazu.

Věta 2.3.7. (a, b, c)⊥ ⇒ ((a ∼ b & b ∼ c) ⇒ a ∼ c).

Věta 2.3.8. Necht’ (ai; i = 1, 2, . . . ) je nekonečná nezávislá posloupnost.
Pokud pro každé i = 1, 2, . . . plat́ı ai ∼ ai+1, pak už každé ai = 0.

Závěrem kapitoly dokážu větu, kterou využijeme posléze v charakterizaci
dimenzńı funkce nad libovolnou spojitou geometríı.

Věta 2.3.9. At’ I je libovolná indexová množina a (aσ;σ ∈ I)⊥. Jsou-li
J,K ⊆ I disjunktńı a je-li na nich definováno bijektivńı zobrazeńı f : J →
K, ρ→ f(ρ) splňuj́ıćı aρ ∼ af(ρ) pro každé ρ ∈ J, f(ρ) ∈ K, pak plat́ı

∨

ρ∈J

aρ ∼
∨

f(ρ)∈K

af(ρ).

D̊ukaz. Větu dokážeme s použit́ım ekvivalentńıch vyjádřeńı perspektivity z
věty 2.3.4. Protože pro každé ρ ∈ J jsou prvky aρ a af(ρ) perspektivńı a
nezávislé, existuje podle 2.3.4 (4) xρ splňuj́ıćı

(∗) aρ ∨ xρ = af(ρ) ∨ xρ = aρ ∨ af(ρ)

(∗∗) aρ ∧ xρ = af(ρ) ∧ xρ = 0.

Označ́ıme-li si x :=
∨

(xρ; ρ ∈ J), dostaneme sečteńım rovnic (∗)
∨

(aρ; ρ ∈ J) ∨ x =
∨

(af(ρ); f(ρ) ∈ K) ∨ x,

což je prvńı polovina z podmı́nky 2.3.4 (3).
Na druhou polovinu budeme potřebovat větu 2.2.4, která nám za předpoklad̊u
(∗) a (∗∗) dává nezávislost systému (bσ;σ ∈ I)⊥, kde

bσ :=

{

aσ σ /∈ J

xσ σ ∈ J
.
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Z této nezávislosti tedy plyne
∨

(bσ;σ ∈ J) ∧ ∨

(bσ;σ ∈ K) = 0, neboli

x ∧
∨

(af(ρ); f(ρ) ∈ K) = 0.

A protože obě podmnožiny systému aσ vystupuj́ı ve větě symetricky, máme
také x ∧∨

(aρ; ρ ∈ J) = 0 a už nám stač́ı použ́ıt jen ekvivalentńı vyjádřeńı z
věty 2.3.4 (3).

2.4 Rozkladová perspektivita

Definice 2.4.1. O trojici prvk̊u (a, b, c) řekneme, že je rozkladově per-
spektivńı, pokud existuj́ı nezávislé posloupnosti

1. (ai; i = 1, 2, . . . )

2. (bi; i = 1, 2, . . . )

3. (ci; i = 1, 2, . . . )

takové, že ∀i ai ∼ bi ∼ ci ∼ ai a

1. a =
∞
∨

i=1 ai

2. b =
∞
∨

i=1 bi

3. c =
∞
∨

i=1 ci.

Znač́ıme (a, b, c)pd.

D̊usledek .

• a ∼ b ∼ c ∼ a⇒ (a, b, c)pd
(Vezměme a1 = a, b1 = b, c1 = c a ∀i > 1 ai = bi = ci = 0.)

• a ∼ b⇒ (a, b, b)pd (Zjevně z předchoźıho.)

• relace pd je symetrická, tzn. at’ je p jakákoli permutace, pak
(a1, a2, a3)pd⇔ (ap(1), bp(2), cp(3))pd.
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K rozkladové perspektivitě uvád́ı von Neumann několik navazuj́ıćıch tvrzeńı,
jejichž vyústěńım je d́ılč́ı krok v dokazováńı shodnosti perspektivity a pro-
jektivity. Směřujeme k tomu, že pro ”nesrovnatelné” prvky (a ∧ b = 0) tyto
dvě relace splývaj́ı. Dále stručně dokážeme, že jsou-li dva prvky srovnatelné
a zároveň projektivńı, jsou již stejné.

Lemma 2.4.2. At’ posloupnosti (ai; i = 1, 2, ....), (a′i; i = 1, 2, ....) splňuj́ı
pro každé i ai ∧ a′i = 0 a dále

ai+1 ≤ a′i, a
′

i+1 ≤ a′i.

Pak (ai; i = 1, 2, ....)⊥. Označ́ıme-li nav́ıc a0 :=
∧

∞

i=1 a
′

i, pak dokonce (ai; i =
0, 1, 2, ....).

Lemma 2.4.3. At’ (ai; i = 0, . . . , n) je konečná posloupnost taková, že ai−1 ∼
ai (i = 1, . . . , n) a a0 ∧ an = 0. Pak a0 ∼ an.

Věta 2.4.4. At’ a ∧ b = 0. Pak plat́ı a ≈ b⇔ a ∼ b.

D̊ukaz. ”⇐”: zřejmě z definice.
”⇒”: ∃ posloupnost (ai; i = 0, . . . , n), a0 = a, an = b, kde ai−1 ∼ ai (i =
1, . . . , n). Protože ale dle předpokladu a0∧an = 0, máme snadno dle lemmatu
2.4.3 a ∼ b.

Věta 2.4.5. At’ (ai) je nekonečná nezávislá posloupnost. Pokud pro všechna
i plat́ı ai−1 ≈ ai, pak už pro každé i ai = 0.

D̊ukaz. Zřejmě (ai−1, ai)⊥, tedy ai−1∧ai = 0. Tedy věta 2.4.4 dává ai−1 ∼ ai

a věta 2.3.8 dává ∀i ai = 0.

Věta 2.4.6. (a ≈ b) & (a ≤ b) ⇒ a = b.

D̊ukaz. Definujme b′1 := a ≤ b. At’ b1 je doplněk b′1 v b. Je-li φ projektivńı
isomorfismus L(0, a) a L(0, b), źıskáme a1 a a′1 (∈ L(0, a)) jako φ-obrazy b1
a b′1.
Dále definujeme

bi+1 := ai; b
′

i+1 := a′i

ai+1 := φ(bi+1); a
′

i+1 := φ(b′i+1) (∈ L(0, b))

Máme tedy 4 nekonečné posloupnosti (ai; i = 1, 2, . . . ), (bi), (a′i; i = 0, 1, 2, . . . ),
(b′i) s vlastnostmi:
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1. ai je doplňkem k a′i v a′i−1 (a′0 = a)
bi je doplňkem k b′i v b′i−1 (b′0 = b)

2. ai ≈ bi, a
′

i ≈ b′i pro i = 1, 2, . . .

Z 1. plyne bi ∧ b′i = 0, bi+1 ≤ b′i, b
′

i+1 ≤ b′i pro i = 1, 2, . . . . Máme tedy
dvě posloupnosti, jejichž i. členy jsou nesrovnatelné, nav́ıc jedna z nich je
klesaj́ıćı a je majorantou té druhé. Z toho pak dle lemmatu 2.4.2 dostáváme,
že (bi; i = 1, 2, . . . )⊥. Dle definice a 2. máme bi ≈ ai = bi+1. Z věty 2.4.5
plyne pro i = 1, 2, . . . bi = 0, specielně b1 = 0. A protože b1 je doplňkem a v
b, máme a = b ∨ b1 = b.

2.5 Distributivita, ekvivalence perspektivity

a projektivity

V této kapitole dosṕıváme spolu s von Neumannem k d̊ukazu toho, že per-
spektivita a projektivita jsou totožné, což je pro spojité geometrie zásadńı.
Dimenzńı funkci, která je charakterizuje, chceme totiž zavést na ekvivalenčńıch
tř́ıdách perspektivńıch prvk̊u. K tomu potřebujeme tranzitivitu perspektivity,
která snadno vyplyne z tranzitivity projektivity. V pr̊uběhu kapitoly formu-
lujeme některá tvrzeńı bez ohledu na axiom 6 (nerozložitelnost). Technickou
část začneme definićı a základńımi vlastnostmi relace distributivnosti:

Definice 2.5.1.

1. (a, b, c)D
df⇔ (a ∨ b) ∧ c = (a ∧ c) ∨ (b ∧ c)

2. (a, b)D
df⇔ ∀c ∈ L (a, b, c)D

3. (a)D
df⇔ ∀b ∈ L (a, b)D

Poznámka . Relace D vyjadřuje, že svaz generovaný prvky a, b, c ∈ L je
distributivńı. Spoléhá se přitom na modularitu L, viz [3], str. 219, Thm. 12.

Pozorováńı 3.

• (a, b, c)D ⇔ (b, a, c)D

• (a, b)D ⇔ (b, a)D
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• (0)D, (1)D

Věta 2.5.2. Relace D jsou symetrické a k sobě duálńı.

D̊ukaz. Stač́ı pro 2.5.1 1.:

• ”K sobě duálnost”:
At’ D′ je definována takto:

(a, b, c)D′ ⇔ (a ∧ b) ∨ c = (a ∨ c) ∧ (b ∨ c)

Chceme (a, b, c)D ⇔ (a, b, c)D′. Z modularity L dostáváme

(b ∨ a) ∧ (c ∨ a) = a ∨ ((a ∨ b) ∧ c)

A dokončujeme

= a ∨ (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = a ∨ (b ∧ c)

Tedy (a, b, c)D ⇒ (b, c, a)D′. Duálně pak (a, b, c)D′ ⇒ (b, c, a)D. Důkaz
prvńı části dokonč́ıme cyklickou záměnou a daľśım úkrokem k duálńımu
vyjádřeńı:

(a, b, c)D ⇒ (b, c, a)D′ ⇒ (c, a, b)D ⇒ (a, b, c)D′

Podobně (a, b, c)D′ ⇒ (a, b, c)D. Tedy D je k sobě duálńı.

• ”Symetrie”:
Za využit́ı pozorováńı 3 a předchoźı části d̊ukazu:

(a, b, c)D ⇒ (c, a, b)D ⇒ (b, c, a)D ⇒ (c, b, a)D ⇒

⇒ (a, c, b)D ⇒ (b, a, c)D ⇒ (a, b, c)D,

tedy D je symetrická.

Využijeme i tradičńı definici direktńıho součinu.

Definice 2.5.3. Svaz L nazveme direktńım součinem L(0, a) ⊕ L(0, b),
pokud a ∧ b = 0 a ∀x ∈ L ∃u, v x = u ∨ v, u ≤ a, v ≤ b.
L je rozložitelný, pokud existuj́ı a, b rozd́ılné od 0, 1 takové, že L = L(0, a)⊕
L(0, b). Jinak je nerozložitelný.
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Věta 2.5.4. L = L(0, a) ⊕ L(0, b) ⇔ a je doplňkem k b a (a, b)D.

D̊ukaz.

• ”⇒”: a ∧ b = 0, a ∨ b = 1 zjevně. Dále ∀x ∈ L ∃u, v x = u ∨ v =
(a ∧ x) ∨ (b ∧ x). Odtud (a ∧ x) ∨ (b ∧ x) = x = 1 ∧ x = (a ∨ b) ∧ x.

• ”⇐”: Samotná definice distributivnosti nám dává kýžený rozklad

x = (a ∧ x) ∨ (b ∧ x),

kde (a ∧ x) ≤ a a (b ∧ x) ≤ b.

Věta 2.5.5. Následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1. a má doplněk b, pro něǰz (a, b)D

2. a má jednoznačný doplněk

3. (a)D

D̊ukaz. 1. ⇒ 2. z věty 2.5.4 a lemmatu 2.1.6. Zbytek snadno použit́ım axiomu
6.

Věta 2.5.6. At’ (a)D, (b)D a at’ a′ je jedinečným doplňkem k a. Pak (a ∨
b)D, (a ∧ b)D a (a′)D.

D̊ukaz. Dokáže se prostým ověřeńım operaćı, věta v sobě neskrývá žádný
trik.

Z předchoźı věty tedy vyplývá, že obecně tvoř́ı systém všech prvk̊u x, pro
něž (x)D, Booleovu algebru D. V systémech, kde plat́ı axiom 6, se však jedná
o triviálńı variantu, kdy D = {0; 1}.
Věta 2.5.7. Necht’ a ∧ b = 0 a neplat́ı (a, b)D.
Pak existuj́ı prvky a1, b1 r̊uzné od nuly takové, že a1 ≤ a, b1 ≤ b a a1 ∼ b1.

D̊ukaz. ¬(a, b)D ⇒ ∃x x∧(a∨b) 6= (x∧a)∨(x∧b) Definujme u jako doplněk
(x ∧ a) ∨ (x ∧ b) v x ∧ (a ∨ b). Vid́ıme, že u 6= 0, ale u ∧ a = 0, u ∧ b = 0.
Definujme

a1 := a ∧ (u ∨ b), b1 := b ∧ (u ∨ a).
Pak užit́ım axiomu 4 (modularita) (a1 ∨ u) = (b1 ∨ u) = (u ∨ a) ∧ (u ∨ b).
Nav́ıc a1 ∧ u = b1 ∧ u = 0. Užit́ım 2.3.3 a1 ∼ b1.
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Neńı vlastně možné zestručnit výklad daľśıho Von Neumannova postupu
bez vynecháńı některé zásadńı myšlenky. K závěrečné větě se tedy pokuśım
dopracovat bez d̊ukaz̊u, avšak s komentářem.

Věta 2.5.8. (a, b)D & (a ∧ b) = 0, právě když

a1 ≤ a & b1 ≤ b & a1 ≈ b1 ⇒ a1 = b1 = 0.

Základńım př́ıkladem, na němž si lze zkoumané vlastnosti svaz̊u představo-
vat, je svaz libovolné potenčńı množiny s relaćı inkluze. Zkusme ted’, podobně
jako na množinách, zavést do spojité geometrie lineárńı uspořádáńı. Prozk-
oumejme tedy srovnatelnost prvk̊u L. Věta 2.4.6 ř́ıká, že a ≤ b ≈ a⇒ a = b.
Na jej́ım základě bychom tedy mohli definovat relaci ” ≺ ” takto:

a ≺ b
df⇔ ∃b′ a ≈ b′ & b′ < b

Relaci ” ≺ ” odpov́ıdá v množinové teorii relace ”amá nižš́ı mohutnost než b”.
Tato relace je pro množiny takř́ıkaj́ıc vyčerpávaj́ıćı, mohli bychom tedy očeká-
vat, že i ” ≺ ” bude lineárńı. Tento problém je úzce spojen s ireducibilitou
systému. Předpokládáme-li totiž, že L je rozložitelný na L(0, a)⊕L(0, b), a 6=
0, b 6= 0, z věty 2.5.4 dostáváme (a, b)D. Právě uvedená věta 2.5.8 pak z
a1 ≤ a, b1 ≤ b, a1 ≈ b1 dává a1 = b1 = 0. Pokud nyńı a ≺ b, existuje b1 ≤ b,
pro nějž a ≈ b1 (za a1 ve větě 2.5.8 bereme a), z čehož plyne a = b1 = 0.
To je ovšem spor s rozložitelnost́ı L. Podobně ani a ≈ b, ani b ≺ a neplat́ı.
Převrácenou implikaćı jsme tedy dokázali, že srovnatelnost prvk̊u již muśı
nutně zaručovat platnost axiomu 6. Zbývaj́ıćı obrácená implikace je jedńım
z d̊uležitých závěr̊u této kapitoly.

Lemma 2.5.9. At’ (a, b)D, a∧b = 0 a c je takové, že existuje a′, c ∼ a′ ≤ a,
pak (c, b)D, c ∧ b = 0.

Věta 2.5.10. Je-li (a, b)D a a ∧ b = 0, pak existuje a∗ ≥ a takové, že
(a∗, b)D, a∗ ∧ b = 0 a a∗ je maximálńı prvek s touto vlastnost́ı. Takový prvek
je jednoznačně určený.

Tento maximálńı prvek je pro nás pomocným krokem dokázáńı toho, že
dva distributivńı prvky jsou již srovnatelné. Plat́ı totiž

Věta 2.5.11. (a, b)D, a ∧ b = 0 a a∗ ≥ a at’ je maximálńı prvek této
vlastnosti. Pak (a∗)D.
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Právě pro d̊ukaz této věty potřebujeme výše uvedené lemmma 2.5.9. Je-li
totiž b∗ doplněk a∗, pak kombinaćı lemmatu 2.5.9 a vět 2.5.10 a 2.5.8 źıskáme
(a∗, b∗)D, což už nám stač́ı pro použit́ı věty 2.5.5 a dosažeńı požadovaného
výsledku.
Odtud dále už budeme striktně dodržovat platnost axiomu 6. Opakovaným
použit́ım věty 2.5.5 o ekvivalentńıch vyjádřeńıch jednoznačnosti doplňku
dokážeme následuj́ıćı:

Věta 2.5.12. (a, b)D & a ∧ b = 0 ⇒ a = 0 nebo b = 0.

Od toho je již jen kr̊uček k tomu, že dva prvky jsou distributivńı, právě
když jsou srovnatelné:

Věta 2.5.13. (a, b)D ⇔ a ≤ b nebo b ≤ a.

Dokážeme-li nyńı, že pro každou dvojici a, b plat́ı linearita silněǰśı varianty
pomocné relace ”≺” (projektivitu v ńı nahrad́ıme perspektivitou), snadno již
pomoćı věty 2.4.6 obdrž́ıme ekvivalenci perspektivity a projektivity.
Bavme se tedy nejprve o nezávislých prvćıch. Slož́ıme-li věty 2.5.7 a 2.5.12,
můžeme tvrdit, že

Věta 2.5.14. a ∧ b = 0 & a 6= 0 & b 6= 0 ⇒ ∃ a′, b′ 0 6= a′ ≤ a, 0 6= b′ ≤ b a
a′ ∼ b′

Poněkud komplikovaněǰśı úvaha konstrukce několikavrstevnatých posloup-
nost́ı a jejich suprem stoj́ı za tvrzeńım

Věta 2.5.15. Pro každou dvojici prvk̊u a, b bud’

1. existuje b′ takové, že a ∼ b′ ≤ b, nebo

2. existuje a′ takové, že b ∼ a′ ≤ a.

Slibovaný závěr se pak ze všech zmı́něných tvrzeńı źıská již snadno.

Věta 2.5.16.
a ≈ b⇔ a ∼ b

D̊ukaz. Stač́ı jedna implikace, druhá je uvedena výše. Mějme a ≈ b. Plat́ı-li
2.5.15 1., vid́ıme, že b ≈ b′ ≤ b a podle 2.4.6 b = b′. Tedy a ∼ b. Př́ıpad 2.5.15
2. dá stejný výsledek.

20



Závěrem tedy zjǐst’ujeme, že relace perspektivity je ekvivalenćı a rozkládá
svaz L na disjunktńı ekvivalenčńı tř́ıdy.

Poznámka . V geometrických svazech1 je zaručena tranzitivita perspektivity
u atomů (viz. [3], kap. IV. 3., Thm 6’), tento výsledek ale při zkoumáńı spo-
jitých geometríı použ́ıt nemůžeme, nebot’ se snaž́ıme charakterizovat svazy,
v nichž žádné atomy nejsou.

2.6 Vlastnosti ekvivalenčńıch tř́ıd

Věnujme se ted’ vlastnostem ekvivalenčńıch tř́ıd a operaćım s nimi. Již jsem
zmiňoval, že prvk̊um z jedné tř́ıdy bude přǐrazena stejná hodnota dimenzńı
funkce. Muśıme se však dobrat k tomu, jaká. Zopakujme a upřesněme na
úvod definici ”≺”:

Definice 2.6.1.
a ≺ b

df⇔ ∃b∗ a ∼ b∗ < b

a ≻ b
df⇔ ∃b∗ a ∼ b∗ > b

Z toho, co bylo ukázáno v předchoźı kapitole, již plynou potřebné základńı
vlastnosti ”≺” jako linearita a tranzitivita. Označme ekvivalenčńı ťŕıdy per-
spektivńıch prvk̊u:

Definice 2.6.2.
Aa := {x;x ∼ a}
L := {Aa; a ∈ L}

Definice 2.6.3.

∀A,B ∈ L A < B
df⇔ ∃a ∈ A, b ∈ B : a ≺ b

Jak von Neumann dokazuje, tyto tř́ıdy maj́ı překvapivě pohodlné aritmet-
ické vlastnosti. Lze sč́ıtat i odč́ıtat, lze zavést násobeńı přirozeným č́ıslem
a dokonce je lze i dělit se zbytkem. Korektnost těchto definic je zajǐstěna
vlastnostmi perspektivity a komplementace.

Definice 2.6.4.

1L je geometrický, právě když je úplný, každý jeho prvek je spojeńım atomů, všechny
atomy jsou kompaktńı a L je semimodulárńı.
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1. Řekneme, že součet A + B existuje, pokud ∃a ∈ A, b ∈ B takové, že
a ∧ b = 0. Pak definujeme A+B jako to C, že C = Aa∨b.

2. A− B existuje, pokud ∃a ∈ A, b ∈ B, že a ≥ b, tedy A ≥ B. Máme-li
takové a, b, pak A − B definujeme jako to C, pro něž C = Ab′ a b′ je
doplňkem b v a.

3. 0:=A0; 1:=A1

4. 0 · A := 0
Indukćı pak (n+1)A := nA+A, pokud (nA+A) existuje. Jinak (n+1)A
z̊ustane nedefinováno.

5. At’ A 6= 0, B jsou dány. Pak existuje jednoznačně určené n ≥ 0 a tř́ıda
B1 < A, že B = nA+B1. Toto jednoznačné n znač́ıme [B : A].

Obrázek 2.1: Fanova rovina

Ilustrace . Doprovod́ım uvedené definice ilustraćı pro jednu konečnou ge-
ometrii. Takzvaná Fanova rovina2 je projektivńı rovinou se sedmi body a
sedmi př́ımkami. Jej́ı tř́ıdy ekvidimenzionálńıch vzájemně perspektivńıch prvk̊u
jsou tedy čtyři: 0, bodyA := {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, př́ımkyB := {123, 145, 167, 246, 257, 347, 356}
a tř́ıda př́ıslušej́ıćı celé rovině, tedy 1.

1. Chceme-li seč́ıstA+B, vezměme např́ıklad bod 7 a př́ımku 356, která ho
neobsahuje. Pak spojeńım těchto dvou prvk̊u už źıskáme celou Fanovu
geometrii, a tedy součtem A a B je 1.

2Popsána je v mnoha zdroj́ıch, čerpám z Weisstein, Eric W. ”Fano Plane.”MathWorld–

A Wolfram Web Resource. http://mathworld.wolfram.com/FanoPlane.html
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2. Pro vyzkoušeńı poč́ıtáńı rozd́ılu B−A hledám bod, který lež́ı na nějaké
př́ımce. Vezmu např́ıklad bod 1 a př́ımku 123. Doplňky k bodu 1 v 123
jsou body 2 a 3. Vezmu-li 2, vid́ım, že výsledkem rozd́ılu B−A je opět
tř́ıda obsahuj́ıćı všechny body, tj. A.

3. Z předešlého je vidět, že 0 · A = 0, 1 · A = A, 2 · A = B a 3 · A = 1.

4. Z předchoźıho bodu snadno plyne veškeré děleńı: [1 : B] = 1, [1 : A] =
3, [B : A] = 2.

Dimenze je von Neumannem definována pomoćı minimálńıch posloupnost́ı.

Definice 2.6.5. Prvek A ∈ L je minimálńı (vzhledem k uspořádáńı tř́ıd
perspektivity), pokud A > 0 a ¬∃B : A > B > 0.

Věta 2.6.6. Neńı-li prvek A 6= 0 minimálńı, pak existuje B 6= 0, že 2B ≤ A.

D̊ukaz. Protože A neńı minimálńı, existuje nějaké B1, že 0 < B1 < A. Takže
Amůžeme vyjádřit jako A = B1+B2, B2 6= 0. Polož́ıme-li B := min{B1, B2},
pak plat́ı A = B1 +B2 ≥ B +B = 2B.

Definice 2.6.7. Minimálńı posloupnost (Ai), Ai 6= 0 prvk̊u z L je taková,
která obsahuje bud’ jen minimálńı prvek A1, nebo nekonečně mnoho prvk̊u
splňuj́ıćıch 2Ai+1 ≤ Ai (i = 1, 2, . . . ).

Dle věty 2.6.6 minimálńı posloupnost existuje, až do konce kapitoly si
takovou (Ai) fixujme.

Lemma 2.6.8. Mějme A 6= 0. Pokud je (Ai) nekonečná, pak

lim
i→∞

[A : Ai] = ∞.

Věta 2.6.9. At’ A 6= 0, B 6= 0. Pak

lim
i→∞

[A : Ai]

[B : Ai]

je vlastńı a kladná.

Pokud je (Ai) tvořena jen jediným prvkem, pak uvedený výraz definujeme

jako jeho hodnotu v bodě i=1, a tedy je 0 ≤ [A:A1]
[B:A1]

< ∞ zjevně. Dokažme,
že limita neńı nulová. A1 je minimálńı, a tedy > 0. T́ım pádem j́ım můžeme
vydělit B, které je tud́ıž tvaru B = [B : A1]A1 + B1, kde B1 < A1, jenže z
minimality A1 je B1 = 0. Vid́ıme, že B = [B : A1]A1, a protože B 6= 0, je
[B : A1] 6= 0. Podobně pro [A : A1], což už dává kladnost vyšetřované limity.
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Definice 2.6.10. At’ A 6= 0, B 6= 0. Pak definujeme

(B : A) := lim
i→∞

[A : Ai]

[B : Ai]
.

Několik základńıch vlastnost́ı právě zavedené funkce shrnu do následuj́ıćı
věty.

Věta 2.6.11. At’ A,B,C 6= 0. Pak pro č́ıselné hodnoty plat́ı

1. (A : A) = 1

2. (A : B) = (B : A)−1

3. (A : C) = (A : B)(B : C)

4. (A+B : C) = (A : C) + (B : C)

5. A > B ⇒ (A : C) > (B : C)

Konečně definujeme dimenzi prvku:

Definice 2.6.12.

∆(a) :=

{

(Aa : 1) a 6= 0

0 a = 0

Ilustrace . Jako prvńı př́ıklad si vezměme rovinuXY v trojrozměrném euklei-
dovském prostoru (E). Ta je podprostorem vektorového prostoru a má nějaký
společný doplněk se všemi ostatńımi rovinami procházej́ıćımi počátkem - ně-
jakou př́ımku, která v nich nelež́ı, ale procháźı počátkem. Neboli rovina XY
je prvkem perspektivńı tř́ıdy rovin (A2). Tř́ıda 1 je tvořena všemi doplňky
nuly, tedy jedině celým prostorem E. Minimálńım prvkem svazu perspek-
tivńıch ekvivalenčńıch tř́ıd prostoru E je tř́ıda př́ımek (A1). Celkem je tedy
dimenze roviny XY rovna:

∆(XY ) = (A2 : 1) =
[A2 : A1]

[1 : A1]
=

2

3
.

Stejně vlastně funguje také Fanova rovina zmı́něná dř́ıve. Potřebné drobné
výpočty jsem již provedl, přehledově tedy stač́ı uvést dimenze jednotlivých
tř́ıd (přesněji dimenze prvk̊u těchto tř́ıd):

∆(0) = 0,∆(A) = 1/3,∆(B) = 2/3,∆(1) = 1.
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Věta 2.6.13. Vlastnosti dimenzńı funkce:

1. 0 ≤ ∆(a) ≤ 1,∆(0) = 0,∆(1) = 1

2. ∆(a ∨ b) + ∆(a ∧ b) = ∆(a) + ∆(b)

3. a ∼ b⇒ ∆(a) = ∆(b)

4. c > a⇒ ∆(c) > ∆(a)

5. a ≺ b⇔ ∆(a) < ∆(a), analogicky pro ≻ a =.

D̊ukaz.

1. Tyto vlastnosti jsou zřejmé.

2. Nejprve si uvědomme, že a∧b = 0 implikuje ∆(a∨b) = ∆(a)+∆(b). To
je zřejmé, pokud je a = 0 nebo b = 0. Pokud neńı, plat́ı Aa∨b = Aa+Ab,
z čehož podle 2.6.11 (4) (Aa∨b : 1) = (Aa : 1) + (Ab : 1), a to už dává
kýženou rovnost.
Dále dokažme obecný př́ıpad, kdy a ∧ b 6= 0. Zvolme x jako doplněk
a∧ b v b (tedy plat́ı (a∧ b)∨x = b, a∧ b∧x = 0), pak zjevně a∧x = 0,
protože prvek b neńı t́ım, co sráž́ı pr̊usek a ∧ b ∧ x na 0. Viz. obr. 2. Z

• a •b •x

• 0

•
a ∧ b

•a ∨ b

???????????????

���������������

�������

???????

Obrázek 2.2: Důkaz pro a ∧ b 6= 0.

předchoźıho tedy

(∗) ∆(a ∧ b) + ∆(x) = ∆(b).

Rozeṕı̌seme-li ale a ∨ b = a ∨ ((a ∧ b) ∨ x) = (a ∨ (a ∧ b)) ∨ x = a ∨ x,
vid́ıme, že

(∗∗) ∆(a) + ∆(x) = ∆(a ∨ x) = ∆(a ∨ b).
Ted’ už stač́ı jen dát obě rovnice (∗) a (∗∗) dohromady.
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3. K d̊ukazu postač́ı konstatovat, že a i b jsou v tomto př́ıpadě prvky téže
ekvivalenčńı tř́ıdy Aa = Ab, a tedy ∆(a) = (Aa : 1) = (Ab : 1) = ∆(b).

4. Je-li c > a, existuje nějaký doplněk a v c, označme ho b. Pak a ∨ b = c
a a ∧ b = 0, tedy z druhého bodu ∆(c) = ∆(a) + ∆(b). Protože b 6= 0,
je ∆(b) > 0 a jsme hotovi.

5. Posledńı bod dostaneme snadno z předchoźıch, stač́ı si uvědomit, že
a ≺ b ⇔ ∃a′a ∼ a′ < b a že pro takové a′ plat́ı ∆(a) = ∆(a′) podle
třet́ıho bodu věty.

2.7 Dimenzńı funkce, dimenzionalita

V této kapitole bĺıže prozkoumáme možné obory hodnot dimenzńı funkce
∆. Úvodem prozkoumejme, jak mohou vypadat systémy vymezené třemi
určitými vlastnostmi (v daľśım i, ii a iii), o nichž posléze dokážeme, že je
splňuje obor hodnot dimenzńı funkce (Rng(∆)).

Věta 2.7.1. At’ A je tedy množinou reálných č́ısel, pro nǐz plat́ı A ⊆ [0; 1],
at’ splňuje následuj́ıćı tři podmı́nky:

i) 0, 1 ∈ A

ii) a, b ∈ A, a ≤ b⇒ (b− a) ∈ A

iii) ai ∈ A (pro i = 1, 2, ....), ai ≤ aj(i < j) ⇒ (limn→∞an) ∈ A

Pak A je jednoho z následuj́ıćıch tvar̊u:

1. A obsahuje všechna reálná č́ısla tvaru n/N , kde n = 0, 1, 2, ....N . Tento
př́ıpad označujeme ”N” a množinu znač́ıme AN .

2. A obsahuje všechna reálná č́ısla z intervalu [0; 1]. Tento př́ıpad označu-
jeme ”∞” a množinu znač́ıme A∞.

D̊ukaz. Podle vlastnosti i obsahuje A prvky > 0. Tyto prvky maj́ı infimum
- největš́ı dolńı mez, označme ji δ. Uvažujme dva př́ıpady:

26



1. δ > 0:
Muśı existovat nějaké prvky a ∈ A, pro něž plat́ı a < 2δ (jinak by 2δ
bylo infimem). Kdyby existovaly dva takové a, b, a < b, pak by platilo
δ ≤ a < b < 2δ, neboli 0 < b − a < δ a podle ii by prvek b − a
ležel v A, což je ve sporu s definićı δ. Existuje tedy jen jeden prvek
a′ ∈ A, a′ 6= 0, a′ < 2δ, což ho jasně vymezuje jako infimum, a tedy
δ = a′, neboli δ ∈ A.
Vezměme ted’ libovolný prvek a ∈ A. Pak existuje přirozené č́ıslo n ≥ 0,
pro nějž

(∗) nδ ≤ a < (n+ 1)δ

(neostré nerovnosti jsou na mı́stě, protože ted’ uvažujeme libovolný
prvek a ∈ A, tedy i nulový). Opakovaným použit́ım vlastnosti ii zjist́ıme,
že prvky a, a − δ, a − 2δ, ...., a − nδ patř́ı do A. Jenže podle (∗) je
a−nδ < δ, takže podle definice δ už muśı nutně být a−nδ = 0, a = nδ.
Aplikujeme-li předchoźı postup na a = 1, vid́ıme, že existuje N ≥ 0, že
1 = Nδ, z čehož zas vyplývá, že N 6= 0, a tedy δ = 1/N .
Protože podle předchoźıho je každý prvek a tvaru nδ (nesmı́me samozře-
jmě překročit 1), můžeme každý a ∈ A zapsat jako n/N pro nějaké
n = 1, 2, ...., N . Naopak jelikož 1/N, 1 ∈ A, opakované použit́ı vlast-
nosti ii dává, že 1, N − 1/N,N − 2/N, ...., 1/N, 0 ∈ A, a tedy A je
množinou všech prvk̊u tvaru n/N .

2. δ = 0:
Chceme ukázat, že ke každému bodu intervalu [0; 1] dovedeme dokon-
vergovat pomoćı prvk̊u z A a poté použ́ıt vlastnost iii. Nejprve uvažu-
jme dva zcela libovolné prvky 0 ≤ a < b ≤ 1. Pro ně plat́ı b− a > 0, a
protože δ = 0, existuje nějaké c ∈ A, c 6= 0, pro které 0 < c < b− a. Z
vlastnost́ı reálných č́ısel existuje tedy nějaké přirozené č́ıslo n ≥ 0, pro
nějž podobně jako v předchoźım př́ıpadě

(∗∗) nc ≤ b < (n+ 1)c.

Inspirováni prvńı část́ı d̊ukazu opakovaně aplikujeme vlastnost ii, č́ımž
zjist́ıme, že prvky 1, 1− c, 1− 2c, ...., 1−nc všechny patř́ı do A. Nav́ıc,
pokud uděláme ještě jeden krok nav́ıc, vid́ıme, že i 1−(1−nc) = nc ∈ A.
Dle definice c vypočteme, že nc = (n + 1)c − c > b − (b − a) = a a
označ́ıme pak a′ := nc. Vid́ıme, že a < a′ ≤ b.
Ted’ uvažme libovolný prvek 0 ≤ x ≤ 1. Chceme dokázat, že x ∈ A.
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Můžeme předpokládat, že x 6= 0 (d́ıky i). Pak z vlastnost́ı reálných č́ısel
existuje posloupnost (xn), n = 1, 2, ...., v ńıž 0 ≤ x1 < x2 < .... < x a
limn→∞xn = x. Jelikož pro všechna n máme 0 ≤ xn < xn+1 ≤ 1, v́ıme
z předchoźıho, že existuje posloupnost (x′n), v ńıž xn < x′n ≤ xn+1 a, co
je zejména d̊uležité, x′n ∈ A. Pak plat́ı x′1 < x′2 < .... a limn→∞x

′

n = x,
stač́ı tedy použ́ıt vlastnost iii, abychom viděli, že A obsahuje všechna
č́ısla z intervalu [0; 1], protože x jsme volili libovolně.

Naš́ım ćılem je ted’ ukázat, že obor hodnot dimenzńı funkce (Rng(∆))
splňuje podmı́nky i, ii a iii. Nejobt́ıžněǰśı bude podmı́nka iii, na ni si budeme
muset připravit několik pomocných lemmat a vět.

Lemma 2.7.2. Pro nezávislé prvky je dimenze spojeńı součtem dimenźı:
(a1, a2, ...., an)⊥ ⇒ ∆(a1 ∨ .... ∨ an) = ∆(a1) + ....+ ∆(an).

D̊ukaz. Povedeme indukćı. Pro n = 1 je lemma triviálńı. Plat́ı-li pro n =
m, nejprve využijeme známých vlastnost́ı konečných nezávislých systémů.
Protože (a1, ...., am+1)⊥, plat́ı také (a1, ...., am)⊥ a (a1∨ ....∨am)∧am+1 = 0.
Ted’ použijeme vlastnost́ı dimenzńı funkce (věta 2.6.13 (2)): ∆(a1∨....∨am) =
∆(a1 ∨ .... ∨ am) + ∆(am+1) a z indukčńıho předpokladu ∆(a1 ∨ .... ∨ am) =
∆(a1) + ....+ ∆(am), č́ımž jsme hotovi.

Lemma 2.7.3. At’ a je prvek z L a (ai), i = 1, 2, .... konečná nebo nekonečná
spočetná posloupnost splňuj́ıćı

∑

i

∆(ai) ≤ ∆(a).

Pak existuje nezávislá posloupnost (a′i)⊥, i = 1, 2, ...., pro nǐz ∀i ai ∼ a′i ≤ a.

D̊ukaz. Také toto lemma dokážeme indukćı. Je-li n = 1, plat́ı tvrzeńı triv-
iálně. Předpokládejme, že konečná posloupnost (a′1, ...., a

′

n−1) už je definována
a plat́ı pro ni (a′1, ...., a

′

n−1)⊥, ai ∼ a′i ≤ a pro každé i = 1, ...., n. Hledáme
tedy daľśı člen posloupnosti a′n. Protože všechny prvky dosud zkonstruované
posloupnosti a′1, ...., a

′

n−1 jsou srovnatelné s a (konkrétně a′i ≤ a), plat́ı zjevně
a′1 ∨ .... ∨ a′n−1 ≤ a. Existuje tedy doplněk k a′1 ∨ .... ∨ a′n−1 v a, označme ho
xn. Pak podle vlastnost́ı doplňku samozřejmě (a′1 ∨ .... ∨ a′n−1) ∧ xn = 0, a
tedy (a′1, ...., a

′

n−1, xn)⊥. Lemma 2.7.2 nám dává

∆(a) = ∆(a′1) + ....+ ∆(a′n−1) + ∆(xn) = ∆(a1) + ....+ ∆(an−1) + ∆(xn).
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Druhá rovnost vyplývá z perspektivity prvk̊u ai a a′i. Podle předpokladu
lemmatu nyńı

∆(a) ≥
∑

i

∆(ai) ≥ ∆(a1) + ....+ ∆(an),

z čehož zřejmě vyplývá, že ∆(xn) ≥ ∆(an), a podle 2.6.13 (5) také xn % an.
Muśı tedy existovat nějaké a′n, pro nějž an ∼ a′n ≤ xn a pro něj t́ım pádem
plat́ı

(a′1 ∨ .... ∨ a′n−1) ∧ a′n ≤ (a′1 ∨ .... ∨ a′n−1) ∧ xn = 0,

což naplňuje definici nezávislosti, takže (a′1, ...., a
′

n−1, a
′

n)⊥. T́ımto zp̊usobem
tedy dostaneme posloupnost, (a′i; i = 1, 2, ....), v ńıž plat́ı ai ∼ a′i ≤ a, a
každá jej́ı konečná část (a′1, ...., a

′

n)⊥ je nezávislá. Z vlastnost́ı nezávislosti
(jej́ı ”kompaktnosti”) ale dostáváme i (a′i; i = 1, 2, ....)⊥.

Věta 2.7.4. Je-li (ai), i = 1, 2, .... nejvýš spočetná nezávislá posloupnost,
pak

∆(
∨

i

ai) =
∑

i

∆(ai).

D̊ukaz. Nejprve vylouč́ıme triviálńı př́ıpady. Je-li posloupnost (ai) konečná,
plyne tvrzeńı z lemmatu 2.7.2. Dokazovaný vztah neovlivńı prvky ai = 0,
takže můžeme uvažovat nekonečnou posloupnost (ai), kde ∀i ai 6= 0, a tedy
∆(ai) > 0. Z nezávislosti (ai) plyne ∀n ∈ N

(a1 ∨ .... ∨ an) ∧
∞
∨

i=n+1

ai = 0,

ale protože také (a1, ...., an)⊥, plyne z věty 2.2.2 (a1, ...., an,
∨

∞

i=n+1 ai)⊥. Dle
lemmatu pro konečný př́ıpad (2.7.2) dostáváme

(∗) ∆(
∞
∨

i=1

ai) = (∆(a1) + ....+ ∆(an)) + ∆(
∞
∨

i=n+1

ai).

Necháme-li n konvergovat k ∞, z̊ustane levá strana rovnice (∗) kontstantńı.
Prvńı součet pravé strany bude konvergovat (r̊ust) k

∑

∞

i=1 ∆(ai), a tedy druhý
součet muśı konvergovat (a ostře klesat) k nějakému č́ıslu ǫ ≥ 0. Symbolicky
zapsáno:

∆(
∞
∨

i=1

ai) =
∞

∑

i=1

∆(ai) + ǫ.
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Předpokládejme ted’ pro spor, že ǫ > 0. Protože
∑

i ∆(ai) konverguje, muśı
být limn→∞

∑

∞

i=n+1 ∆(ai) = 0 a také (ze základńı podmı́nky pro konver-
genci řady) limm→∞∆(am) = 0. Muśı tedy existovat nějaké m, pro nějž
0 < ∆(am) < ǫ a dále nějaké n, pro které

∑

∞

i=n+1 ∆(ai) ≤ ∆(am). Použit́ım
lemmatu 2.7.3 na a = am a posloupnost (an+i; i = 1, 2, ....) źıskáme posloup-
nost (a′i; i = 1, 2, ....)⊥, v ńıž pro každé i plat́ı an+1 ∼ a′i ≤ am. Zjevně také
∨

i a
′

i ≤ am, což uvád́ım pro jistotu, protože tento vztah v d̊ukazu ještě něko-
likrát použijeme.
Přicháźı moment, kdy budeme potřebovat větu 2.3.9 o dvou posloupnostech
perspektivńıch prvk̊u nezávislého systému. Protože (an+i)⊥ a (a′i)⊥, plat́ı

∞
∨

i=1

a′i ∧
∞
∨

i=1

an+1 ≤ am ∧
∞
∨

i=1

an+1 = 0,

a aplikaćı věty 2.2.2 o nezávislosti dvou disjunktńıch množin (a vhodným
uspořádáńım posloupnost́ı) źıskáváme (an+1, a

′

1, an+2, a
′

2, ....)⊥. Posloupnost
(a′i) splňuje pro každé i an+i ∼ a′i, z čehož pak použit́ım zmiňované věty 2.3.9
plyne

∨

∞

i=1 an+1 ∼
∨

∞

i=1 a
′

i. Následně z vlastnost́ı dimenzńı funkce (2.6.13 (3)
a (4))

∆(
∞
∨

i=1

an+i) = ∆(
∞
∨

i=1

a′i) ≤ ∆(am) ≤ ǫ.

To je ale ve sporu s t́ım, že

∆(
∞
∨

i=1

an+i) > limp→∞∆(
∞
∨

i=1

ap+1) = ǫ.

A proto muśı být ǫ = 0.

Věta 2.7.5. At’ (ai), i = 1, 2, .... je nekonečná spočetná neklesaj́ıćı posloup-
nost. Pak

∆(limn→∞an) = limn→∞∆(an).

D̊ukaz. Položme a0 := 0 a pak definujme pro každé n xn jako doplněk an−1

v an. Dle předpokladu máme pro 1 ≤ m < n xm ≤ am ≤ an−1, z čehož
x1 ∨ .... ∨ xn−1 ≤ an−1 a t́ım pádem (x1 ∨ .... ∨ xn−1) ∧ xn ≤ an−1 ∧ xn =
0. Z věty 2.2.3 dostáváme nezávislost konečného systému (x1, ...., xp)⊥ pro
libovolné p = 1, 2, ...., z čehož znovu podle ”kompaktnosti” nezávislosti plat́ı
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(xi; i = 1, 2, ....)⊥. Protože pro n = 1, 2, ....

an = an−1 ∨ xn

an = an−2 ∨ xn−1 ∨ xn

....

an = a0 ∨ x1 ∨ .... ∨ xn

an = x1 ∨ .... ∨ xn, (2.7.1)

vid́ıme, že

limn→∞an =
∞
∨

i=1

ai =
∞
∨

i=1

xi.

Prvńı rovnost je definice, druhá vyplývá z rovnice (2.7.1). Dı́ky předchoźı
větě 2.7.4, nezávislosti (xi) a faktu, že součet č́ıselné řady je roven limitě
jej́ıch částečných součt̊u, můžeme uzavř́ıt:

∆(limn→∞an) = ∆(
∞
∨

i=1

xi) =
∞

∑

i=1

∆(xi) = limn→∞(∆(x1) + ....+ ∆(xn))

= limn→∞∆(x1 ∨ .... ∨ xn) = limn→∞∆(an).

Vše je tedy připraveno k tomu, abychom dokázali, že obor hodnot dimenzńı
fuknce (Rng(∆)) zavedené v předchoźı kapitole může být jen v jednom z
tvar̊u ”N” (2.7.1 (1)) nebo ”∞” (2.7.1 (2)).

Věta 2.7.6. Obor hodnot dimenzńı funkce ∆ splňuje podmı́nky i, ii a iii z
věty 2.7.1.

D̊ukaz.

i) ∆(0) = 0,∆(1) = 1, takže 0, 1 ∈ Rng(∆).

ii) a, b ∈ Rng(∆) a plat́ı a ≤ b. Chceme dokázat, že (b − a) ∈ Rng(∆).
Vezměme dva libovolné prvky x, y ∈ L, pro něž ∆(x) = a,∆(y) = b,
pak ∆(x) ≤ ∆(y), a tedy x - y, neboli dle definice ∃x′ x ∼ x′ ≤ y.
Označme c doplněk k x′ v y. Protože x′c = 0, x′ + c = y, máme ze
základńıch vlastnost́ı dimenze

∆(y) = ∆(x′) + ∆(c) = ∆(x) + ∆(c).

Neboli ∆(c) = ∆(y) − ∆(x) = b− a, a tedy (b− a) ∈ Rng(∆).
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iii) Naš́ım posledńım úkolem je, vzhledem k tomu, že už máme větu 2.7.5,
pouze naj́ıt posloupnost prvk̊u z L př́ıslušej́ıćı posloupnosti prvk̊u z
Rng(∆). Najdeme tedy takové x1 ∈ L, že ∆(x1) = a1. Pak indukćı,
je-li xn (∆(xn) = an) už definováno, at’ je x′n+1 libovolný prvek, pro
nějž ∆(x′n+1) = an+1. Jelikož podle předpokladu ∆(xn) ≤ ∆(x′n+1),
muśı být xn - x′n+1, a tedy muśı existovat nějaké xn+1, pro které
x′n+1 ∼ xn+1 ≥ xn a samozřejmě ∆(xn+1) = an+1. T́ımto zp̊usobem tedy
zkonstruujeme posloupnost srovnatelných prvk̊u x1 ≤ x2 ≤ ...., pro něž
plat́ı ∆(xn) = an. Aplikaćı věty 2.7.5 dokážeme, že (limn→∞an) ∈
Rng(∆).
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Kapitola 3

Př́ıklady spojitých geometríı

V předchoźı kapitole jsme struktury splňuj́ıćı axiomy 1 - 6 rozdělili na dva
př́ıpady - LN a L∞, podle toho, jaké dimenze mohou být jejich prvky. Struk-
tury tvaru LN jsou známé, může j́ıt např́ıklad o systém všech podprostor̊u
nějaké n− 1-dimenzionálńı projektivńı geometrie Pn−1. V této kapitole tedy
uvedu konkrétńı př́ıklad celé tř́ıdy struktur typu L∞, který publikoval John
von Neumann v článku z roku 1936 [15]. Konstrukce je založena na sjednoceńı
spočetně mnoha konečnědimenzionálńıch projektivńıch prostor̊u, respektive
jim odpov́ıdaj́ıćıch svaz̊u L(0), L(1), .... (samozřejmě se zachovanými relacemi
a operacemi dle axiomů 1 - 6), a následném cantorovském zúplněńı výsled-
ného metrického prostoru L(∞). Zavedeńı metriky na jednotlivých svazech je
hned prvńım krokem celé konstrukce.

3.1 Metrizace LN

Mějme Z kvazitěleso1, ne nutně komutativńı, ale asociativńı. At’ n = 1, 2, .....
L-vektorem2 nazveme skupinu n prvk̊u ze Z, z nichž alespoň jeden je
nenulový, znač́ıme (x1, ...., xn), přičemž plat́ı, že (x1, ...., xn) = (y1, ...., yn)
právě tehdy, pokud existuje r ∈ Z, r 6= 0, pro které rx1 = y1, ...., rxn = yn.

L-vektory jsou prvky n−1-dimenzionálńıho projektivńıho prostoru Pn−1 =
Pn−1[Z]. Jakýkoli konečný systém rovnic

x1ai1 + ....+ xnain = 0

1Kvazitělesem rozumı́me okruh s děleńım, takže pro každý jeho prvek existuje multip-
likativńı inverze.

2Von Neumann použ́ıvá označeńı left-ratio.
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pro i = 1, ....,m, kde aij jsou pevně zvolené prvky Z, určuje lineárńı pod-
prostor a ≤ Pn−1. Nejmenš́ı počet takových rovnic, které už určuj́ı prostor a,
označujeme r(a) a nazýváme hodnost́ı podprostoru3.

Systém podprostor̊u a (doplněný o relaci ”býti podprostorem”) splňuje ax-
iomy pro spojitou geometrii (1 - 6), označme ho tedy L. Pod́ıvejme se ted’
na vztah dimenze, jak je použ́ıvána v projektivńı geometrii (značme ji d),
a námi zavedené dimenze pro spojitou geometrii (∆). Celý prostor Pn−1 má
”tradičńı” dimenzi n − 1 a jeho hodnost je 0. Naproti tomu matice rovnic o
hodnosti n vymezuje podprostor a =< (0, ...., 0) >, který má dimenzi −1.
Vid́ıme tedy, že vzorec pro vztah hodnosti podprostoru a jeho geometrické
dimenze je

d(a) = n− 1 − r(a).

Body jsou nuladimenzionálńı objekty, př́ımky jednodimenzionálńı a roviny
dvoudimenzionálńı. V označeńı, které jsme definovali pro spojitou geometrii
pak plat́ı

∆(a) =
d(a) + 1

n
=
n− r(a)

n
.

Máme tedy konkrétńı př́ıklad spojité geometrie typu N, označme tedy svaz
podprostor̊u projektivńıho prostoru Pn−1[Z] jako LN := L.

Metrika na LN je zavedena jako tzv. dimenzńı vzdálenost. Pro a, b ∈ LN

definujme
δ(a, b) = ∆(a ∨ b) − ∆(a ∧ b).

Ověřme vlastnosti metriky:

1. δ(a, a) = 0; δ(a, b) > 0 pro a 6= b:
To vyplývá snadno z vlastnost́ı ∆, viz Věta 2.6.13.

2. δ(a, b) = δ(b, a):
Nahlédneme ještě snadněji př́ımo z definice.

3. δ(a, c) ≤ δ(a, b) + δ(b, c):
Trojúhelńıkovou nerovnost dokážeme. Využijeme zejména 2.6.13 (2) a
(4). Chceme tedy ukázat, že

∆(a ∨ c) − ∆(a ∧ c) ≤ ∆(a ∨ b) − ∆(a ∧ b) + ∆(b ∨ c) − ∆(b ∧ c)
3Zjevně patrná je analogie s maticovou terminologíı. Je-li tedy podprostor a určen

matićı A s prvky aij , pak hodnost podprostoru je rovna hodnosti matice A.
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Zjevně z vlastnost́ı spojeńı a pr̊useku a 2.6.13 (4)

∆(a ∨ c) − ∆(a ∧ c) ≤

∆(a ∨ b ∨ c) − ∆(a ∧ b ∧ c) =

= ∆(a∨ b) + ∆(c)−∆((a∨ b)∧ c)−∆(a∧ b)−∆(c) + ∆((a∧ b)∨ c) ≤
≤ ∆(a ∨ b) − ∆((a ∨ b) ∧ c) + ∆(a ∨ c) − ∆(a ∧ b) ≤

≤ ∆(a ∨ b) − ∆(a ∧ c) + ∆(a ∨ c) − ∆(a ∧ b).
To jsme chtěli dokázat. Přičemž jediná ve vzorci obsažená rovnost vy-
plývá z 2.6.13 (2).

Nav́ıc operace a ∨ b, a ∧ b splňuj́ı podmı́nky Lipschitzovského typu:

4. δ(a ∨ b, c ∨ d) ≤ δ(a, c) + δ(b, d)

5. δ(a ∧ b, c ∧ d) ≤ δ(a, c) + δ(b, d)

Metrika δ může nabývat jen hodnot 0, 1/n, 2/n, ...., 1, takže nevede k nijak
zaj́ımavé topologii na LN . Dimenzńı vzdálenost dvou bod̊u je 2/n, bodu od
počátku 1/n a celého prostoru od počátku (0) pak 1.

3.2 Vnořeńı do v́ıcedimenzionálńı geometrie

Uvažme ted’ dva projektivńı prostory P = Pn−1[Z] a P ′ = Pkn−1[Z] pro
n = 1, 2, ...., k = 2, 3, .... Potřebujeme definovat zobrazeńı φ : L = Ln[Z] →
L′ = Lkn[Z] tak, aby Rng(φ) tvořil podsvaz L′.

Definice 3.2.1. Přǐrad’me tedy danému a ∈ L množinu φ(a) všech bod̊u
(x1, ....xkn) prostoru P ′ takových, že každý z k bod̊u (x(p−1)n+1, x(p−1)n+2, ....xpn)
pro p = 1, ...., k nálež́ı a.

Ilustrace . Uved’me př́ıklad takové korespondence. Za ćılový prostor vezměme
P3, tedy kn − 1 = 3 a k = 2, n = 2. Pak P = P1 je př́ımka a P ′ = P3 je
tř́ıdimenzionálńı prostor. Zobrazeńı φ pak přǐrad́ı

• prvku a = 0 opět nulu.

• libovolnému bodu a př́ımku na hyperboloidu
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• celému prostoru a = P1 celý prostor φ(a) = P3.

Dá se ověřit, že je-li a = (aij; i = 1, ....,m, j = 1, ...., n), pak φ(a) = (a′hl;h =
1, ...., km, l = 1, ...., kn), kde

a′hl =

{

aij (p = q)

0 (p 6= q)

pro h = (p−1)m+i, l = (q−1)n+j, p, q = 1, ...., k, i = 1, ....,m, j = 1, ...., n.

Ilustrace . V prostoru P1 máme jako jediné zaj́ımavé prvky body. Ty maj́ı
dimenzi 0, jsou tedy definovány jednou rovnićı (d(a) = n − 1 − r(a) ⇒ 0 =
2 − 1 − 1), respektive matićı s hodnost́ı 1, např́ıklad: A = ( 1 0 ), což je
matice vymezuj́ıćı podprostor všech bod̊u tvaru (0, x), x ∈ Z. V řeči index̊u
tedy i = m = 1, j = 1, 2, p, q = 1, 2, k = 2 a t́ım pádem prostoru vymezenému
matićı a = ( a11 a12 ) je přǐrazen podprostor

φ(a) =

(

a11 a12 0 0
0 0 a11 a12

)

.

Vezmeme-li tedy konkrétńı př́ıklad podprostoru bodu (0, x), x ∈ Z, pošle ho
zobrazeńı φ na podprostor vymezený matićı

φ(A) =

(

1 0 0 0
0 0 1 0

)

,

což je přesně podprostor př́ımek tvaru (0, y, 0, z); y, z ∈ Z. Tento závěr
můžeme srovnat s p̊uvodńı definićı φ (3.2.1).

Z právě uvedených vztah̊u pro a a φ(a) lze vyč́ıst vztah pro hodnost pod-
prostor̊u: r(φ(a)) = kr(a), z něhož vyplývá také vztah dimenźı (tradičńı d i
námi zavedené ∆):

d(φ(a)) = kd(a) + (k − 1)

∆(φ(a)) = ∆(a).

Dále je vidět, že zobrazeńı φ zachovává relaci < a operace ∨ a ∧, takže
invariantnost ∆ pak dává i zachováńı dimenzńı vzdálenosti δ(φ(a), φ(b)) =
δ(a, b). Celkově je tedy φ isometrickým isomorfismem L na φ(L) ⊂ L′.
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3.3 Nekonečná posloupnost vnořeńı

Zvolme libovolnou posloupnost k1, k2...., kde ki = 2, 3, ..... Položme nt =
k1 · k2 · .... · kt pro t = 0, 1, 2, ... (n0 = 1). Podle návodu z 3.1 utvoř́ıme
prostory P (t) = Pnt−1[Z] a jim př́ıslušej́ıćı svazy L(t) = Lnt

[Z].
Pro každé t můžeme ted’ aplikovat konstrukci uvedenou v 3.2 berouce n :=

nt, k := kt+1, kn := nt+1 a P = P (t), P ′ = P (t+1), L = L(t), L′ = L(t+1). Tak
źıskáme nekonečně mnoho isomorfismů a ↔ φt(a) všech a ∈ L(t) se všemi
φt(a) ∈ φt(L

(t)) ⊂ L(t+1). Ztotožńıme-li pro všechna t = 0, 1, 2, .... a ∈ L(t) a
φt(a) ∈ L(t+1), vytvoř́ıme rostoućı posloupnost množin

L(0) ⊂ L(1) ⊂ ....

Označme ted’ L(∞) :=
⋃

t L
(t). Z dř́ıve řečeného vyplývá, že <, ∨, ∧, ∆ a δ

jsou definovány i v L(∞) a nav́ıc splňuj́ı všechna přenesená formálńı pravidla,
specielně (1) - (5) z části 3.1. V tomto př́ıpadě už ale obor hodnot, kterých
může metrika δ nabývat, neńı tak omezený. Naopak, protože je tvořen všemi
č́ısly tvaru p/nt, t = 0, 1, 2...., p = 0, 1, 2, ...nt, jde o hustou podmnožinu
intervalu [0; 1].

3.4 Zúplněńı L(∞)

Definice 3.4.1. Posloupnost prvk̊u a1, a2, ... ∈ L(∞) je nazývána cauchy-
ovská, pokud

lim
ρ,σ→∞

δ(aρ, aσ) = 0.

Dvě cauchyovské posloupnosti a1, a2, ...b1, b2, ... ∈ L(∞) jsou ekvivalentńı,
pokud

lim
ρ→∞

δ(aρ, bρ) = 0.

Ztotožńıme-li ekvivalentńı cauchyovské posloupnosti, źıskáme faktorprostor
L(∞).

Lemma 3.4.2. Jsou-li a1, a2, .... a b1, b2, .... cauchyovské posloupnosti, pak

1. posloupnost a1 ∨ b1, a2 ∨ b2, .... je cauchyovské,

2. posloupnost a1 ∧ b1, a2 ∧ b2, .... je cauchyovské,
přitom, pokud u předchoźıch operaćı nahrad́ıme (ai) nebo (bi) ekviva-
lentńı posloupnost́ı, dostaneme jako výsledky ekvivalentńı posloupnosti
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3. limρ→∞ ∆(aρ) existuje,

4. limρ→∞ δ(aρ, bρ) existuje,
a také tady plat́ı, že záměna ekvivaletńıch posloupnost́ı neovlivńı výsledek.

D̊ukaz. (1), (2) a (4) plynou snadno z metricko-Lipschitzovských podmı́nek
3.1 (1) - (5). A bod (3) je vlastně (4), do ńıž dosad́ıme bi = 0.

Můžeme na L(∞) tedy zavést svazové operace:

Definice 3.4.3. At’ a,b ∈ L(∞), a = (a1, a2, ....), b = (b1, b2, ....). Pak
definujme:

• a ∨ b = (a1 ∨ b1, a2 ∨ b2, ....)

• a ∧ b = (a1 ∧ b1, a2 ∧ b2, ....)

• ∆(a) = limρ→∞ ∆(aρ)

• δ(a,b) = limρ→∞ δ(aρ, bρ).

Vzhledem k tomu, jak byly operace a funkce zadefinovány, je jasné, že
splňuj́ı všechna pravidla zděděná už z L(0), L(1) atd. Protože je t́ım pádem
L(∞) modulárńı svaz, můžeme zavést ještě uspořádáńı <:

a ≤ b
df⇔ a ∨ b = b

a < b
df⇔ a ≤ b & a 6= b.

Pozorováńı 4. Ze samotné konstrukce svazu L(∞) vyplývá jeho úplnost v̊uči
metrice δ(a,b):

Jsou-li a1, a2, ... ∈ L(∞), pak existence prvku a ∈ L(∞) splňuj́ıćıho

lim
ρ→∞

δ(aρ, a) = 0

je ekvivalentńı platnosti

lim
ρ,σ→∞

δ(aρ, aσ) = 0.

Budeme značit lim(δ)
ρ→∞

(aρ) := a.
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Protože potřebujeme ukázat, že svaz L(∞) je úplný, muśıme naj́ıt supre-
mum a infimum každé podmnožiny nebo ekvivalentně každé neklesaj́ıćı a
každé nerostoućı posloupnosti. Necht’ Ω je nějaké nekonečné č́ıslo a předpok-
ládejme, že ∀ α < Ω je dáno aα ∈ L(∞). Předpokládejme ted’ také aα ≤ aβ

pro α < β < Ω.
Z vlastnost́ı ∆ plyne ∆(aα) ≤ ∆(aβ). A je-li tedy Ω nespočetné, pak pro

α dostatečně velké je ∆(aα) konstantńı, z čehož podle vlastnost́ı ∆ (2.6.13)
vyplývá i konstantnost aα pro dostatečně velké α, označme ho a0 := aα.
Zjevně a0 je nejmenš́ı horńı závorou množiny aα pro α < Ω.

Je-li Ω = ω spočetné (α = 1, 2, ....), pak plat́ı ∆(a1) ≤ ∆(a2) ≤ .... ≤ 1,
takže limα→∞ ∆(aα) existuje a tedy plat́ı

lim
α,β→∞

δ(aα, aβ) = lim
α,β→∞

(∆(aα ∨ aβ) − ∆(aα ∨ aβ))

= lim
α,β→∞

(∆(amax(α,β)) − ∆(amin(α,β))).

Ale posledńı limita je rovná nule pro α, β → ∞, takže podle posledńıho
pozorováńı existuje i lim(δ)

α→∞
(aα). V tomto př́ıpadě se dá ukázat, že nej-

menš́ı horńı závorou posloupnosti aα je a0 := lim(δ)
α→∞

(aα). Podobně můžeme
dokázat také existenci suprem v př́ıpadě nerostoućıch posloupnost́ı.

Protože ve svazu L(∞) existuj́ı suprema a infima nerostoućıch a neklesaj́ıćıch
posloupnost́ı, s využit́ım Pozorováńı 1 za definićı 2.1.1, vid́ıme, že existuj́ı už
suprema a infima všech podmnožin L(∞).

Obor hodnot dimenzńı funkce ∆ na L(∞) v sobě obsahuje obor hodnot ∆ na
L(∞), o němž jsme ukázali, že je hustou podmnožinou intervalu všech reálných
č́ısel [0; 1], nemůže tedy být tvaru ∆N pro nějaké N = 1, 2, .... Protože jde
ale o dimenzńı funkci na struktuře splňuj́ıćı axiomy spojité geometrie, muśı
být podle věty 2.7.6 tvaru ∆∞. Takže L(∞) = L(∞)[Z] je systém tvaru L∞.
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Kapitola 4

Souřadnice

Druhá z hlavńıch část́ı knihy von Neumannových přednášek o Spojitých ge-
ometríıch je věnována problému koordinatizováńı1 svaz̊u. Zejména, samozře-
jmě, komplementárńıch modulárńıch svaz̊u, specielně pak i spojitých ge-
ometríı. Zavedeńım souřadnic se obecně rozumı́ nalezeńı isomorfismu se svazem
pravých2 hlavńıch ideál̊u nějakého okruhu. Tento okruh je pak okruhem
souřadnic zkoumané geometrie. Von Neumann navázal na již tehdy známý
postup zavedeńı souřadnic do konečnědimenzionálńıch projektivńıch geometríı
tak, jak ho publikovali Veblen a Young v knize Projective Geometry ([18])
i na základě výsledk̊u K. G. C. von Staudta [17]. Ten jsme vlastně použili
v úvodu kapitoly 3.1, kdy jsme konstruovali projektivńı geometrii nad libo-
volným kvazitělesem. Korespondenćı mezi komplementárńımi modulárńımi
svazy a projektivńımi geometriemi se podrobněji zabývá článek G. Birkhoffa
[1]. Birkhoffova dimenze je ovšem omezená pouze na hodnoty v konečných
přirozených č́ıslech. Von Neumannovým úkolem tedy bylo rozš́ı̌rit tento postup
na spojité geometrie, myšleno ted’ komplementárńı modulárńı ireducibilńı
svazy s nekonečným oborem hodnot dimenzńı funkce. Vzhledem k výsled-
k̊um pro konečnědimenzionálńı projektivńı geometrie, potažmo svazy LN ,
muśı hledáńı struktury, z ńıž budeme brát souřadnice pro L∞, zač́ıt u obec-
něǰśıho objektu než je kvazitěleso.

1Tento termı́n, ani termı́n ”osouřadnicováńı” mému jazykovému citu nesed́ı. I v zájmu
čtenáře se jim budu, jak to jen p̊ujde, vyhýbat.

2Lze ekvivalentně uvažovat i levé ideály. Protože nám to usnadńı práci, pokud nebude
řečeno jinak, nadále plat́ı vše, co plat́ı pro pravé ideály, také pro levé ideály. Př́ıpadně s
evidentńı symetríı.

40



Mějme tedy libovolný okruh (R,+, ·, 0, 1)3. At’ A ⊂ R, symbolem [A]r
budeme značit nejmenš́ı pravý ideál obsahuj́ıćı A. Je-li a ∈ R, polož́ıme
[a]r := [{a}]r, takové množiny generované jedńım prvkem nazýváme hlavńı
ideály. Systém všech pravých ideál̊u v R tvoř́ı spolu s operaćı množinového
pr̊uniku (

⋂

iAi) a uzávěru sjednoceńı ([
⋃

iAi]r) úplný svaz. Vzhledem k tomu
budeme nadále značit A+B := [A+B]r. Je-li A ideál v R, přirozeně defin-
ujeme jako jeho doplněk ten ideál B, pro který plat́ı A ∩ B = [0]r a dále
A+B = R. Problém se svazem pravých ideál̊u libovolného okruhu je ovšem
v tom, že neńı komplementárńı.

4.1 Objeveńı regulárńıch okruh̊u

Definice 4.1.1. Prvek e ∈ R je idempotentńı, plat́ı-li ee = e.

Se zavedeńım idempotentńıch prvk̊u se poj́ı několik tradičńıch pozorováńı.

Pozorováńı 5. e je idempotentńı, právě když (1 − e) je idempotentńı.

D̊ukaz. (1 − e)(1 − e) = 1 − 2e+ ee = 1 − e.

Pozorováńı 6. Pro e idempotentńı plat́ı x ∈ [e]r ⇔ ex = x.

D̊ukaz. Zprava doleva zjevně x = ex ∈ [e]r. Naopak, je-li x ∈ [e]r, pak
∃y ∈ R x = ey, tedy ex = eey = ey = x.

Lemma 4.1.2. Ideály A a B jsou vzájemnými doplňky, právě když existuje
idempotentńı prvek e, pro který plat́ı A = [e]r, B = [1 − e]r.

D̊ukaz.
Postačuj́ıcnost:
Protože 1 = e+(1− e) ∈ A+B, je už A+B = R. Dále x ∈ A∩B implikuje
dle pozorováńı 6 x = ex a také x = (1 − e)x ⇔ ex = 0. Celkem tedy x = 0,
takže A ∩B = [0]r.
Nutnost:
At’ jsou A,B doplňkové ideály. Pak můžeme rozložit 1 = a+b, a ∈ A, b ∈ B.
Vezmeme-li ted’ x ∈ A, pak x = ax + bx. Jelikož ax ∈ A, x ∈ A, muśı také
bx ∈ A. Protože ale samozřejmě bx ∈ B, je bx ∈ A ∩ B, a tedy bx = 0.
Takže x = ax, A ⊂ [a]r. Evidentně také [a]r ⊂ A, celkem A = [a]r. Podobně
se ukáže, že B = [b]r = [1 − a]r. Idempotence a vyplývá z následuj́ıćıho:
a− aa = a(1 − a) = (1 − a)a ∈ A ∩B, takže a− aa = 0.

3Symbol · pro násobeńı si dovoĺıme vynechávat.
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Pozorováńı 7. Ideály A a B určuj́ı idempotent e jednoznačně. Neboli, pokud
A = [e]r = [f ]r, B = [1 − e]r = [1 − f ]r, pak už e = f .

D̊ukaz. Prvńı rovnost dává e ∈ [f ]r a podle pozorováńı 6 fe = e, čili (1 −
f)e = 0. Nahrad́ıme-li e, f jejich protěǰsky (1 − e), (1 − f), dává nám druhá
rovnost (1− f)(1− e) = (1− e), neboli (1− (1− f))(1− e) = 0, čili f = fe,
z čehož e = f .

Lemma 4.1.3. Vlastnost ”pro každý hlavńı ideál [a]r ⊂ R existuje idempo-
tent e ∈ R, že [a]r = [e]r” je ekvivalentńı s podmı́nkou: ”∃x ∈ R axa = a,
nav́ıc e = ax”.

D̊ukaz. Uvedenou vlastnost můžeme přeformulovat takto: (i) e ∈ [a]r, (ii)
e je idempotent, (iii) a ∈ [e]r. (i) znamená, že ∃x e = ax. (ii) ee = e, čili
axax = ax, a (iii) nám ř́ıká, že ea = a (podle pozorováńı 6), neboli axa =
a. Protože posledńı rovnost implikuje axax = ax, stač́ı nám k vyjádřeńı
vlastnosti podmı́nky axa = a, e = ax.

Důsledkem uvedených lemmat je ekvivalence tř́ı vlastnost́ı R.

Lemma 4.1.4. At’ a ∈ R. Pak je ekvivalentńı:

1. ∃x ∈ R axa = a

2. ∃e ∈ R, e idemp., [a]r = [e]r

3. ∃B ⊂ R, B je pravý ideál a B je doplňkem [a]r.

Zrekapituluji ještě jednou myšlenkový postup skrytý za předchoźımi lem-
mmaty a pozorováńımi. Hledáme strukturu, která bude isomorfńı se spoji-
tou geometríı typu s L∞. Abychom přirozeně rozš́ı̌rili postup uplatňovaný
na konečnědimenzionálńı projektivńı geometrie, hledáme ve svazech ideál̊u
okruh̊u. Protože L∞ je ale komplementárńı svaz, muśıme se dle lemmatu
4.1.2 omezit na množinu hlavńıch ideál̊u. Ta ale v obecném okruhu netvoř́ı
svaz4. Muśıme tedy nějak omezit svou výchoźı libov̊uli ve volbě R. V tom
nám napov́ıdá podmı́nka z lemmatu 4.1.4. Takto tedy John von Neumann
dospěl k definici regulárńıho okruhu. Jejich podrobnému zkoumáńı je zasvě-
cena kniha K. R. Goodearla Von Neumann Regular rings.

4Von Neumann uvád́ı jednoduchý protipř́ıklad: At’ R je komutativńı okruh všech prvk̊u
tvaru p + q

√
−5, p, q ∈ Z. Pak A = [3]r a B = [1 + 2

√
−5]r jsou hlavńı, ale uzávěr jejich

sjednoceńı neńı hlavńı.
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4.2 Základńı vlastnosti regulárńıch okruh̊u a

jejich ideál̊u

Definice 4.2.1. Okruh R (asociativńı okruh s jednotkou) je (von Neman-
novsky) regulárńı, pokud v něm plat́ı ∀a ∈ R ∃x ∈ R axa = a.

Od ted’ fixujme R jako konkrétńı regulárńı okruh. Množinu všech pravých
hlavńıch ideál̊u R budeme značit RR, množinu všech levých hlavńıch ideál̊u
LR. Na programu je ted’ d̊ukaz toho, že RR a LR jsou svazy. Využijeme
definice anihilátor̊u v okruhu:

Definice 4.2.2. Je-li A ⊂ R, definujeme:

Al := {x ∈ R; a ∈ A⇒ xa = 0}

Ar := {x ∈ R; a ∈ A⇒ ax = 0}
Pozorováńı 8. Tyto vlastnosti se snadno dokážou, nav́ıc jsou známé. A jsou
levo-pravě symetrické:

1. Al je levý ideál

2. A ⊂ B ⇒ Al ⊂ Bl

3. A ⊂ Alr

4. Al = Alrl

Směřujeme k tomu, že zobrazeńı l a r jsou anti-isomorfismy tř́ıd LR a RR.

Lemma 4.2.3. Pro každý hlavńı pravý ideál A existuje hlavńı levý ideál B,
že A = Br.

D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme s využit́ım regulárnosti okruhu R. Pro nějaký
idempotent e plat́ı A = [e]r. Vezmeme-li tedy x ∈ A, pak ex = x, neboli,
podobně jako už dř́ıve (1 − e)x = 0, což samozřejmě znamená ∀z ∈ R z(1 −
e)x = 0. Vid́ıme tedy, že pro všechna y ∈ [1− e]l yx = 0, takže A = [1− e]rl ,
hledaný ideál je B = [1 − e]l.

Lemma 4.2.4. Je-li A hlavńı pravý ideál, pak A = Alr.

D̊ukaz. Vezměme nějaké Br = A z lemmatu 4.2.3. Podle pozorováńı 8 plat́ı
Alr = (Br)lr = Br = A.
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D̊usledek . Je-li A hlavńı pravý ideál, pak Al je hlavńı levý ideál.

D̊ukaz. Spojeńım lemmat 4.2.3 a 4.2.4 pro A = Br plat́ı Al = Brl = B, kde
B je hlavńı levý ideál.

Věta 4.2.5. Zobrazeńı A → Al je bijekćı RR na LR, zobrazeńı A → Ar je
bijekćı LR na RR. Tato zobrazeńı jsou navzájem inverzńı a antimonotonńı.

D̊ukaz. Vše jsme už ukázali. Podle lemmatu zobrazuje A → Al RR do LR

a A → Ar LR do RR. Podle lemmatu 4.2.4 jsou tato zobrazeńı vzájemnými
inverzemi, a tedy bijektivńı. Antimonotonii zaručuje druhá část pozorováńı
8.

Lemma 4.2.6. Jsou-li A, B hlavńı pravé ideály, pak existuj́ı dva idempo-
tentńı prvky e, f ∈ R splňuj́ıćı ef = fe = 0 a A+B = [e]r ∪ [f ]r.

D̊ukaz. Lemma se dokáže poněkud technicky. Z regularity R (podle lemmatu
4.1.4) máme zaručenu esistenci idempotentu e, A = [e]r. Protože B je hlavńı,
existuje nějaké b ∈ R, že B = [b]r. Položme B1 := [(1 − e)b]r. A + B je
množinou všech součt̊u tvaru a+b, a ∈ A, b ∈ B, neboli tvaru ex+by, x, y ∈
R. Naproti tomu A + B1 je tvořena všemi součty a + b1, a ∈ A, b1 ∈ B1,
čili ex′ + (1 − e)by = e(x′ − by) + by, přičemž x′, y ∈ R. Pak vyplývaj́ıćı
korespondence x = x′ − by, x′ = x+ by jasně ukazuje, že A+B = A+B1.

Regularita R dává také možnost vyjádřeńı B1 = [f1]r, kde f1 je idempotent.
T́ım pádem pro nějaké r ∈ R plat́ı f1 = (1−e)br, z čehož, vynásob́ıme-li obě
strany zleva e, plyne ef1 = 0. Položme f := f1(1 − e) a dokažme, že tento
prvek je idempotentńı: ff1 = f1(1 − e)f1 = f1(f1 − ef1) = f1f1 = f1. Dále
ff = ff1(1 − e) = f1(1 − e) = f . Ted’ už jen potřebujeme, že f generuje B.
Protože ale f = f1(1 − e) ∈ [f1]r a f1 = ff1 ∈ [f ]r = B1, plat́ı [f1]r = [f ]r,
a tedy A+ B = A+ B1 = [e]r + [f ]r. Podmı́nka nulového součinu se dokáže
prostým dosazeńım.

Lemma 4.2.7. Jsou-li A,B hlavńı pravé ideály, pak A + B je také hlavńı
pravý ideál.

D̊ukaz. Vězměme idempotenty e, f , které nám dává předchoźı lemma a ověřme,
zda jejich součet generuje ten správný ideál. Zjevně e+ f ∈ [e]r ∪ [f ]r, takže
[e + f ]r ⊆ [e]r ∪ [f ]r. Naopak ale také (e + f)e = ee + fe = e a (e + f)f =
ef+ff = f , takže e, f ∈ [e+f ]r ⇒ [e]r, [f ]r ⊆ [e+f ]r ⇒ [e]r∪[f ]r ⊆ [e+f ]r,
celkem tedy [e+ f ]r = A+B, takže A+B je hlavńı.
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Lemma 4.2.8. Jsou-li A,B hlavńı pravé ideály, je

1. A+B nejmenš́ım hlavńım pravým ideálem nad A,B

2. A ∩B nejvěťśım hlavńım pravým ideálem pod A,B

D̊ukaz.
1.: Že je A+B hlavńı, jsme dokázali v předchoźım lemmatu, že je nejmenš́ım
ideálem nad oběma A a B, je zřejmé.
2.: Využijeme větu 4.2.5. Vezmeme hlavńı levé ideály Al, Bl, které si zo-
braźıme pomoćı r do RR. Podle zmiňované věty a podle části a muśı hledaný
ideál existovat a nav́ıc být roven (Al ∪Bl)r. To je ale ekvivalentńı s Alr ∩Blr,
čili podle lemmatu 4.2.4 s A ∩B.

Věta 4.2.9. RR a LR jsou komplementárńı modulárńı svazy, spojeńım je
operace ∪, pr̊usekem ∩, nejmenśım prvkem [0]r a nejvěťśım prvkem R.

D̊ukaz. Že jde o svazy, vid́ıme z lemmatu 4.2.8. Nic jiného než [0]r resp. [1]r =
R jejich nejmenš́ım resp. největš́ım prvkem být nemůže, stač́ı ověřit definice.
Komplementárnost dostáváme z regularity R (4.1.4 (3)) a z lemmatu 4.1.2.
Modularita je skryta v následuj́ıćıch vztaźıch: At’ A ⊆ C. Pak (A+B)∩C ⊇
A∩C = A a podobně (A+B)∩C ⊇ B∩C. Takže (A+B)∩C ⊇ A∪(B∩C).
Dále vezmeme x ∈ (A + B) ∩ C, tedy x ∈ C & x ∈ A + B, je tedy x tvaru
x = y+ z pro nějaká y ∈ A, z ∈ B. Protože x ∈ C, y ∈ A ⊆ C, je také z ∈ C.
Z toho z ∈ B∩C ⇒ x ∈ A∪(B∩C). Máme tedy (A+B)∩C = A∪(B∩C).

Ukázali jsme ted’, že mezi množinami hlavńıch pravých (nebo levých) ideál̊u
regulárńıch okruh̊u jde hledat svazy isomorfńı Ln či L∞. Naš́ım posledńım
úkolem tedy je předvést, jak takový svaz může vypadat. Chceme tedy naj́ıt
regulárńı okruh, pro který tuto isomorfii najdeme, a to nav́ıc jednoznačně
určený danou spojitou geometríı.

4.3 Zaváděńı souřadnic do spojitých geometríı

Tradičńı postup5 popisu diskrétńı projektivńı geometrie (LN ≃ Pn−1) pomoćı
souřadnic z nějaké děĺıćı algebry Z spoč́ıvá na korespondenci L-vektor̊u (viz.
kapitola 3.1) prvk̊u Z a bod̊u geometrie LN , tedy minimálńıch nenulových
prvk̊u. Základńı problém rozš́ı̌reńı pro nekonečnědimenzionálńı geometrie je

5Konstrukce je detailně popsána v [18], kap. VI, od str. 141.
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tedy zjevně ten, že v L∞ žádné body nejsou. To řeš́ı von Neumann odskokem
k maticovému okruhu nad Z.

At’ Zn je tedy okruh všech matic n×n nad Z. Budeme v něm cht́ıt charak-
terizovat všechny pravé ideály a hlavńı pravé ideály. Necht’ je A ⊆ Z pravý
ideál, jeho prvky jsou matice tvaru A = (aij). Označ́ıme U množinu všech
n-tic (xj1), tj. všech prvńıch sloupc̊u matic z A. Pak plat́ı:

Lemma 4.3.1. Množina U obsahuje právě všechny sloupce všech matic z A.

D̊ukaz. Dokážeme, že každý sloupec libovolné matice X ∈ A je prvńım
sloupcem nějaké vhodné matice A ∈ A. Zvolme tedy X ∈ A pevně a fixujme
také 0 < p, q ≤ n přirozená. Budeme-li násobit matićı Y := (yij), Y ∈ Zn,
pro niž

ypq = 1, yij = 0 ([i, j] 6= [p, q]),

dostaneme XY , což je matice, v ńıž je q. sloupec roven p. sloupci z X a jinde
jsou nuly. Samozřejmě, protože A je pravý ideál, je XY ∈ A.

Lemma 4.3.2. Ideál A je tvořen všemi maticemi Zn, jejichž sloupce jsou v
U.

D̊ukaz. Rozepǐsme si libovolnou X, jej́ıž sloupce jsou brány z U:

X = X1 +X2 + ....+Xn,

kde Xi je tvořena i. sloupcem X a nulami ve sloupćıch 1...., i− 1, i+ 1, ....n.
Podle předchoźıho lemmatu existuje pro každé i matice X ′

i ∈ A, jej́ıž prvńı
sloupec je i. sloupcem X (a také Xi). Tedy znovu vezmeme matici Y tvaru

y1i = 1, ypq = 0 ([p, q] 6= [1, i])

a pronásob́ıme Xi = X ′

iY , č́ımž dokážeme, že pro i = 1, ...., n Xi lež́ı v A.
Protože A je ideál, plat́ı X ∈ A.

Lemma 4.3.3. U tvoř́ı lineárńı prostor nad Z.

D̊ukaz. Jsou-li dva vektory x, y ∈ U, pak existuj́ı matice X,Y ∈ A, které
maj́ı x, respektive y za své prvńı sloupce. Protože A je ideál, (X + Y ) ∈ A

a (x + y) ∈ U. Podobně je to také s násobeńım. Je-li x ∈ U, z ∈ Z a má-li
X ∈ A za sv̊uj prvńı sloupec x, pak položme Z := X · zEn. Pak (xz) je
prvńım sloupcem Z ∈ A, a tedy (xz) ∈ U.
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Vid́ıme tedy, že tř́ıda všech lineárńıch prostor̊u U n-dimenzionálńıch vektor̊u
nad Z6 je v jednoznačné korespondenci (značme ji φ) s tř́ıdou všech pravých
ideál̊u v Zn. Tato korespondence je definována lemmaty 4.3.1 a 4.3.2. Nav́ıc
ještě potřebujeme ukázat, že φ přenáš́ı operace ∩ a ∪ a že je tedy svazovým
isomorfismem.

Lemma 4.3.4. Je-li φ(U) = A a φ(V) = B, pak plat́ı

φ(U ∩ V) = A ∩ B, φ(U ∪ V) = A ∪ B.

D̊ukaz. A∩B je tř́ıda všech matic, jejichž sloupce jsou v U i V, neboli U∩V.
Dále A ∪ B je pak tvořena maticemi tvaru A+B, A ∈ A, B ∈ B. Jde tedy
o matice, jejichž sloupce jsou v lineárńım uzávěru [U ∪ V].

Nesmı́me zapomenout, že v předchoźı kapitole o regulárńıch okruźıch jsme
dokázali, že komplementárńı svaz je tvořen až ideály hlavńımi. To ovšem
v př́ıpadě maticového okruhu neńı problém.

Lemma 4.3.5. Každý pravý ideál v Zn už je hlavńım pravým ideálem.

D̊ukaz. Mějme A pravý ideál a U := φ(A). U je generováno n svými vektory
(pokud by jich stačilo méně, můžeme je doplnit nulovým vektorem, který je
v U obsažen), takže existuje matice X, která má tyto generuj́ıćı vektory za
své sloupce. Pak [X]r je tř́ıdou všech matic tvaru XY, Y ∈ Zn, a tedy (již
dř́ıve použitým postupem) obsahuje [X]r všechny vektory z U, neboli plat́ı
U = φ([X]r) ⇒ [X]r = A. A je hlavńı.

T́ım jsme tedy dospěli k možnosti přǐrazeńı souřadnic ke spojité (samozře-
jmě i projektivńı) geometrii bez ohledu na to, zda v ńı existuj́ı prvky s min-
imálńı dimenźı.

Definice 4.3.6. Proces zavedeńı souřadnic do Ln(≃ Pn−1) byl úspěšný,
pokud existuje Z kvazitěleso a Ln je isomorfńı svazu všech hlavńıch pravých
ideál̊u v Zn.

V našem zkoumáńı má ovšem zvláštńı d̊uležitost svaz typu L∞. Cheme-
li tedy hledat souřadnicový ”prostor” pro takové svazy, muśıme ustoupit od
požadavku, že Z má být kvazitělesem. My už v́ıme, že ustouṕıme k reg-
ulárńımu okruhu. Důkaz následuj́ıćı věty lze nalézt v [12].

6Jinými slovy můžeme také ř́ıct, že jde o tř́ıdu všech lineárńıch podprostor̊u projek-
tivńıho prostoru Pn−1[Zn], viz. kapitola 3.1.
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Věta 4.3.7. Okruh R je regulárńı, právě když jeho maticový okruh Rn je
regulárńı.

Zkusme ted’ sumarizovat všechny předložené výsledky7 a zodpovědět násle-
duj́ıćı otázky:

1. Pro které svazy L můžeme naj́ıt regulárńı okruh R takový, že L je
svazově isomorfńı se svazem RR všech hlavńıch pravých ideál̊u R?

2. Pro které svazy L je takový okruh R (pokud existuje) určen jednoz-
načně?

Od Veblena a Younga v́ıme, že odpověd́ı na obě otázky jsou konečnědi-
menzionálńı geometrie Ln, kde n ≥ 4. Pro n = 3, tedy jinými slovy pro
projektivńı roviny už podmı́nky v 1. neplat́ı. Např́ıklad v [3] je dokázáno,
že v projektivńı geometrii, která má souřadnice, plat́ı Desargues̊uv axiom, a
tedy jej́ı svaz je Arguesiánský8 (viz. [3] kap. IV. 5). Jenže už Hilbert v [7]
dokázal existenci nearguesiánských projektivńıch rovin, takže odpověd’ na 1.
zńı: pro Ln, n = 3 obecně ne. A pro nižš́ı dimenze jsme ještě méně úspěšńı.

Vypadá to, že bychom měli v otázkách 1. a 2. položit na svaz L ještě nějaké
omezuj́ıćı podmı́nky, abychom mohli obecně odpovědět. Zavedeme tedy řád
svazu a regulárńıho okruhu.

4.4 Řád svazu a regulárńıho okruhu

Definice 4.4.1. At’ L je komplementárńı modulárńı svaz s nulou 0 a jed-
notkou 1. Baźı L rozumı́me systém n prvk̊u ai; i = 1, ...., n takových, že
(ai)⊥ a a1 ∨ .... ∨ an = 1.
Bázi nazýváme homogenńı, jsou-li jej́ı prvky po dvou perspektivńı, neboli
ai ∼ aj (i, j = 1, ...., n).
Počet prvk̊u báze n pak nazýváme řádem báze.

Definice 4.4.2. Komplementárńı modulárńı svaz je řádu m, má-li nějakou
homogenńı bázi řádu m.

7Zejména pán̊u von Neumanna, Veblena a Younga.
8Pro libovolné prvky a0, a1, a2, b0, b1, b2 ∈ L plat́ı (a0 ∨ b0) ∧ (a1 ∨ b1) ∧ (a2 ∨ b2) ≤

((c ∨ a1) ∧ a2) ∨ ((c ∨ b1) ∧ b2), kde c0 = (a1 ∨ a2) ∧ (b1 ∨ b2), c1 = (a0 ∨ a2) ∧ (b0 ∨ b2),
c2 = (a0 ∨ a1) ∧ (b0 ∨ b1), c = c0 ∧ (c1 ∨ c2).
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Poznámka . Řád svazu neńı určen jednoznačně, např́ıklad trojrozměrná pro-
jektivńı geometrie má řády 1, 2 a 4. Hledanými homogenńımi bazemi jsou po
řadě celý prostor, libovolné dvě r̊uznoběžky a libovolné čtyři nezávislé body.
Obecně projektivńı geometrie Ln(≃ Pn−1) je řádu m, právě když m|n. Takže
spojitá geometrie typu L∞ je libovolného řádu.

Definice 4.4.3. Analogicky libovolná algebra (v našem př́ıpadě ovšem reg-
ulárńı okruh) R je řádu m, pokud obsahuje m2 ”maticových jednotek” eij ∈
R, i, j = 1, ....,m, to jest prvk̊u s těmito vlastnostmi:

eijekl =

{

eil j = k

0 jinak

e11 + ....+ emm = 1.

Je-li R regulárńı, je svaz LR řádu m, právě když je R jako okruh řádu
m. Tuto ekvivalenci zajǐst’uje korespondence mezi ideály v R a maticovými
jednotkami v R definovaná takto: Ai := [eii]r. Zjevně Ai jsou nezávislé a dá-
vaj́ı dohromady celý okruh R, právě pokud jsou eii maticovými jednotkami.
Nav́ıc, perspektivita (homogennost) prvk̊u baze je dána existenćı os perspek-
tivity Ai a Aj: Cij = [eii−eij]r = [ejj−eji]r. Důležitým faktem je pro nás i to,
že okruh R je řádu n tehdy a jen tehdy, je-li isomorfńı nějakému maticovému
okruhu Sn nad okruhem S.

Závěrem formulujme Von Neumann̊uv koordinatizačńı teorém, který Wehrung
ve svém článku [19] označuje za pravděpodobně nejhlubš́ı výsledek v teorii
modulárńıch svaz̊u.

Věta 4.4.4. At’ L je komplementárńı modulárńı svaz se spojitou operaćı
pr̊useku i spojeńı řádu věťśıho než 3. Pak existuje jednoznačně určený reg-
ulárńı okruh R takový, že L je isomorfńı svazu hlavńıch pravých ideál̊u tohoto
okruhu RR.

Von Neumann ve svém technicky náročném d̊ukazu9 konstruuje R jako
maticový okruh (řádu n ≥ 4) nad takzvaným pomocným okruhem L-č́ısel,
jenž je konstruován nad množinou všech ”relativńıch doplňk̊u” ai v ai ∨ aj,
kde (ai; i = 1, ...., n) je homogenńı baze svazu L.

9Slovy I. Halperina je von Neumann̊uv d̊ukaz ”virtuozńı ukázkou matematické tech-
niky”, viz. [6].
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Krátce se pozastavme ještě nad t́ım, které okruhy slouž́ı jako souřadnicová
pole pro spojité geometrie typu L∞. Nejde totiž o všechny regulárńı okruhy.
Von Neumann je pojmenoval spojité okruhy (samozřejmě právě podle pod-
mı́nek spojitosti, které zachovávaj́ı svazy jejich hlavńıch pravých ideál̊u) a
bližš́ı charakteristiku podává Ken Goodearl v [2], kap. 13: ”Každý spojitý
regulárńı okruh je direktńım součinem abelovského regulárńıho okruhu a reg-
ulárńıho pravého samoinjektivńıho okruhu10”.

Podrobněǰśıho zkoumáńı se dočkaly von Neumannovy výsledky zejména na
přelomu padesátých a šedesátých let dvacátého stolet́ı, kdy Israel Halperin
v několika článćıch (např. [5], [6]) popsal rapidńı zjednodušeńı d̊ukazu téhož
tvrzeńı, a Bjarni Jónsson přesněji vymezil tř́ıdu svaz̊u, které je možno asocio-
vat s okruhem ideál̊u regulárńıho okruhu (viz. [9]). Jónssonovo rozš́ı̌reńı von
Neumannova tvrzeńı formulujeme spolu s Wehrungem ([19] Thm. 1) takto:

Věta 4.4.5. At’ L je komplementárńı arguesiánský svaz. At’ existuje prvek
u ∈ L splňuj́ıćı

1. interval L(0,u) má homogenńı bazi řádu 3

2. nejvěťśı prvek L je v nejmenš́ım ideálu L generovaném prvkem u.

Pak L je jednoznačně koordinatizovatelný.

Jónsson nahĺıžel na problém zaváděńı souřadnic i z obecněǰśıho logického
pohledu. Konstatuje, že úplným vyřešeńım tohoto úkolu by bylo axiomati-
zováńı tř́ıdy svaz̊u, k nimž souřadnice naj́ıt lze. Tento problém je však podle
Jónssona velmi obt́ıžný, pravděpodobně neřešitelný. Ve svém daľśım článku
[10] dokazuje, že nelze naj́ıt konečnou množinu prvořádových sentenćı, které
by mohly tuto tř́ıdu axiomaticky vymezovat.

V současnosti se von Neumannovu teorému věnuj́ı ve svých pracech např́ık-
lad Christian Herrmann, který publikoval nový d̊ukaz Jónssonova rozš́ı̌reńı
v [4], nebo Friedrich Wehrung, který zkoumá vztah koordinatizovatelnosti
svazu a existence Banaschewského funkce na něm v [20].

10V abelovském okruhu jsou všechny idempotenty prvky centra, pravý samoinjektivńı
okruh je jako sv̊uj pravý modul nad sebou injektivńı.
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http://hal.archives-

ouvertes.fr/docs/00/39/19/94/PDF/Ban2Coord1.pdf,
2009

52


