Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikalni fakulta

BAKALARSKA PRACE

Jakub Visndk

Matematicky uvod a identity pouzivané pro studium funkcionalu stredni kvadratické
Sfluktuace energie v an initio kvantové mechanickych vypoctech

Vedouci bakalatské prace: doc. RNDr. Milos Zahradnik, CSc.
Studijni program: Obecnd Matematika
2009






Podeékovani

Na tomto misté bych chtél podékovat vedoucimu této bakalarské prace, panu doc.
RNDr. Milo§ Zahradnikovi, CSc. za odborné rady, doporuceni ohledné korektur a upravy
prace a za zapujCeni literatury, za odborné konzultace a doporuceni literatury dékuji Prof.
J.Cizkovi, konzultantovi mé predchozi bakaiské prace (na Obecné fyzice), Prof. RNDr.
Lubomirovi Skéalovi, DrSc. a Mgr. Jaroslavovi Zamastilovi Ph.D. za motivaci zabyvat se
také kvarkoniem.

ProhlaSuji, Ze jsem svou bakalafskou praci napsal samostatné a vyhradn€ s pouzitim
citovanych prament. Souhlasim se zapij¢ovanim prace a jejim zvétejiovanim.

V Praze dne 11.12.2009 Jakub Visnak



Kapitolal — MOtIVACE [1] .ovvoeeiieiicie sttt 10
Kapitola 2 UVOU......c.ovcvceceeceeeeceeeeee ettt 13
2.1  V¢éty o integralni chybé a o mezich k energii.........ccccovvvviiiiiiiiin e, 17
2.2 o KIASICKE  NEZE ...cii it e eeare e e e e 19
221 WEINSIEINOVA MEZ ... 20
2.2.2 TeMPEIOVA MEBZ ... 21
2.2.3 STEVENSONOVA MEZ....oviiiiiiii i s 23
2.2.3.1 Vzijemné vztahy mezi dolnimi MeZemi..........cceevvirviriririiieiieie e 26
2.2.3.1.1 Weinsteinova mez neni preferovatelnd, je-li platnd...........c.ccooevviviiiiienicnnnnns 26
2.2.3.1.2 Vztah mezi Weinsteinovou a Templovou MEZi........ccccerververieieisienesesenieneeeans 27
2.2.3.1.3 Vztah mezi Templovou a Stevensonovou MEZI..........cceevveerreererrernieeireenieenieens 28
2.3 INNEE PrOJECHION ...t re et enne s 28
Kapitola3  Ortogonalni polynomy ..............ccoooeiiiiiiiiiiiieiece e 32
3.1  Klasické ortogonalni polynomYy .........ccccceeiieiiiiiieiiieiee e 37
3.2 Specialni ptipady ortogonalnich funkci/polynomu............cccevvriviiiiiiicinenene 40
3.2.1 Zobecnéné Laguerrovy funkce/polynomy ........cccccocveiiiiiieniiniic e 40
3.2.2 Pridruzené Legendreovy funkce ...........ccooevieiiiiiiiiniic e 44
3.2.2. 1 ZAVEACN ..t 44
3.2.2.2 Rekurentni relace, parita a derivace v krajnim bode@............cccooeviriinnennnn, 47
3.2.2.3  UPINOSt corvrieieieiieieeie ettt 48
3.2.2.4 Uzavieny tvar Legendreovych polynomu Pi(Z) ......ccccoovvreiiiiiiiiiiieen, 48
3.2.2.5 Sférické harmonické funkce (,,Kulové funkce®).......cccoooviiiiiiiiiiiinn, 49
3.2.2.6  Véta o skladani Kulovych funkci (na Legendretiv polynom) a Gauntova
formule 50
Kapitola4  Postulaty kvantové mechaniky ..............cccooviiiiiiiiiiie, 52
4.1  Uplna mnozina komutujicich OPEratorii..........cc.evrurrvreeeereereersseseseesesiee e 56

Kapitola5  Nékteré prostory funkci a funkcionalii, Fourierova transformace pro
distribuce 56
5.1  Prostory funkci a diStribUCe .........cceevviiiiiiiiiiieee e 56
5.2 Fourierova transSformace ............ccocovriiiiiiiiiii e 64

Kapitola6  Nékteré fyzikalni systémy a jim odpovidajici tvary hamiltonova
operatoru 67

6.1  Atomy VOAIKOVENO LYPU....eiiiiiiiiiiiiieiciieie e 67
6.1.1 Analyticky postup feSeni tthlové (anguldrni) ¢asti staciondrni
Schrédingerovy rovnice pro atom vodikoveho typu.........cceviviiiiiiiiiiiieciee e 73
6.1.2 Algebraicky postup feSeni uhlové (angularni) ¢asti stacionarni
Schrédingerovy rovnice pro atom vodikovEho typu.........cceeviiiiiiiiiiiiie e 80
6.1.2.1  POSUNOVACT OPEIALOTY ...veovviiiiiiiiiiiie ittt 85
6.1.2.2  Tvar spolecnych vlastnich funkci operatorfi L? @ La......ocoveeverevrverererrnnnd 89



6.1.3 Analyticky postup feseni radialni ¢asti stacionarni Schrédingerovy rovnice

pro atom VOdiKOVENO tYPU ......eeviiiiiiciic e 92
6.1.3.1 Radialni distribuc¢ni funkce a Bohriv polomer.........cccoocvviviiiiiieiniiennnnnn, 106
6.1.3.2  Spojitd CaSt SPEKLIa [4]...ccviiriiiiiieiiieree e 118
6.1.4 Algebraicky postup feSeni radialni ¢asti stacionarni Schréodingerovy rovnice
pro atom VOdiKOVERO tYPU ....c.veviiiiiiiiicic e 119
6.1.4.1  POSUNOVACT OPETALOTY ..eevivviiiiiieiiiieiiieie st e st ettt e s sin e sib et anneas 125
6.1.4.1.1 Existence minimalniho N .......ccccoviiiiiiiiiiiiii 127
6.1.4.1.2 Neexistence maximalniho N........ccccviviiiiiiiiie e 127
6.1.4.2 Vysledné spektrum operatorti Tz a H....oooovvviiiiiiiiiiiii e 128
6.1.4.3  VlIastni funkce/VEKtOry ........coooviiiiiiiiiiiiiieiice e 130
6.1.4.4  Uplny a netplny systém funkei na L2(R3)......ooovoeveeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeenon, 132
6.1.5 Vztah mezi feSenimi pro atom vodiku (Z = 1) a atom vodikového typu (Z >
0) 135
6.2 KVAIKONIUM ..ot 137
6.2.1 Asymptotika feSeni ¢y, v nekoneénu a libovolnost 5> 0 pro g € Ling’(RY)
143
6.2.2 Ptiblizné feSeni kvarkonia pomoci Riztovy variacni metody ................... 146
6.2.2.1 Optimalni hodnota Skalovaciho parametru T..........cocooeiiiiiiiiiiiicsieeee 153
6.2.2.2 Vypocet stiedni hodnoty druhé mocniny hamiltonova operatoru a
fUNKCIONAIU ChYDY ..o 155
6.3  ViceeleKtronove atomy .........occeeiieiiiieiiiii e 156
Kapitola7  PribliZné metody ieSeni stacionarni Schrodingerovy rovnice ............. 157
7.1 Hartree-FOCKOVA MELOAA.........ccooviiiiiiiiciici s 157
701 UVOGiiiiiiiiiciii e 157
7.1.2 Formulace stavu odpovidajiciho systému s hamiltonidnem H (x111) pomoci
VEKLOTOVE TUNKCE ..o 159
7.1.3 Odvozeni Hartree-Fockovych rovnic..........ccooovviiiiiiiiiiic 159
7.2 Metoda konfiguracni interakce (Configuration interaction, CI) ...........cccoveuee. 162
7.2.1 BAZE ...t 162
7.2.2 Strucny princip metody konfiguracni interakce...........ccooverirviniieiiiincnnn, 164
7.2.3 Faktorizace prostoru generovaného bazi A ...........cccoceveiiienenciinineneenn, 164
7.2.4 Uplna konfiguraéni interakce vs. NEUPINA.........covevveveereereererreresereeeeeeenes 164
7.25 Slaterova-Condonova pravidla............cccccceeveiiiieiieiecc e 165
Kapitola8 Integralni chyba FeSeni schr“odingerovy rovnice...............c...ccccvennnne. 173
8.1  EICKIrONOVA CASE...cuiiiiiiiiiiiieiiee ettt 173
8.1.1 Obecny atom nebo jednoatomMOVY 10N ......ccveieeiririeiieriesreseee e 173
8.1.1.1  Jednoelektronove INteraly .........ccccviiviiiiiiiiiiiciic e 177
8.1.1.1.1 Prekryvoveé inte@raly <LV ....cociiiiiiiiiiiise et 177
8.1.1111 BAZE STO ciiiiiiiiiisecieeee et 178
8.1.1.1.1.2 BAZE GTO ..ottt 178
8.1.1.1.1.3 Baze GTO — pouzivana pro obecnou molekulu [5] .........coeeruennne. 178
8.1.1.1.2 Integraly kinetické energie, <AV ..o 181
8.1.1.1.2.1 BAZE STO oo 182
8.1.1.1.2.2 BAZE GTO ..ottt 183



8.1.1.1.2.3 Baze GTO — pouzivana pro obecnou molekulu.............cccceernnnnn 184

8.1.1.1.3 Integraly elektron-jaderné atrakce, <p|(L/1)|[V>....coviiiiieiiiiiii e 185
8.1.1.1.3.1  BAZE STO ..eiieiiiiiee et 185
8.1.1.1.3.2  BAZ& GTO ... 186
8.1.1.1.3.3 Béze GTO — ptipad obecné molekuly..........c.ccoervveiiiiiiiiiiiiicnn, 186

8.1.1.1.4 Integral druhé mocniny Laplaceova operatort, <pAZ V> .....cocoveevvvrerverrennenn. 194

8.1.1.1.5 Integral druhé mocniny elektrostatické atrakce, <p|(L/FP)[V> oeveevvrverrerrenene. 196
8.1.1.1.5.1  BAZE STO ..ot 197
8.1.1.1.5.2  BAZ€ GTO ... s 197
8.1.1.1.5.3 Béze GTO pro obecnou molekulu ...........ccccovviiiiiiiiniiniciiiicn, 197

8.1.1.1.6 Integral anti-komutatoru A a 1/r, <p[{A, LI}V oo 200
8.1.1.1.6.1 BAZE STO ..ot s 202
8.1.1.1.6.2 BAZE GTO ..ottt 202

8.1.1.2 Dvouelektronoveé inte@raly........cccocoveiiiiiieiiiiiieiie e 203

8.1.1.2.1 Elektronova repulze, <pV|L/Ipop> ..o 203
8.1.1.2.1.1  BAZE STO ..ottt s 212
8.1.1.2.1.2  BAZE GTO ..o 217
8.1.1.2.1.3 Béze GTO pro obecnou molekulu ...........ccccovviiiiiiiniiiiciiicn, 234

8.1.1.2.2 Elektronova repulze krat Laplacian, <puv|riz" AgOp>...covvvrereroniieiiniieieniieines 237

8.1.1.2.3 Elektronova repulze krat atrakce elektron-jadro, <pv|1/(rior1)|op> .oovivenneneee. 238
8.1.1.2.3.1 Baze STO a GTO (Pro atomy) ......ccccerererieeiierienienienie e 238
8.1.1.2.3.2 Béze GTO pouzivana pro obecnou molekulu.............coovveniennn. 239

8.1.1.2.4 Druha mocnina elektronové repulze, <pv|1/rod0p>...cececeereeeeeeieereeieriennene. 240
8.1.1.2.4.1  BAZE STO ..ottt s 241

8.1.1.2.4.1.1 Cylindrické funkce J,(z), N,(z) Besselovy funkce Jn(2) ........ 241
8.1.1.2.4.1.2 Sférické cylinidrické funkce ji(z), ni(z), sférické Besselovy
funkce ji(z) 242
8.1.1.2.4.1.3 Hankelova transformace............ccccoceovvivrineinincieineeeenen, 245
8.1.1.2.4.1.4 Modifikovany Jacobi-Angeritv rozvoj .........ccccovvvvrrveiirnnnnnn 246
8.1.1.2.4.2 Baze GTO — AtOMY ....cuiiiiiiiieiiie et 251
8.1.1.2.4.3 Béze GTO pro obecnou molekulu ...........ccecvvviiiiiiiiiiiiciiin, 252
8.1.1.3 Trielektronovy integral, <UVA|1/(r12r13)|OPE> wvovvveiiiiiiieiicee 253

8.1.1.3.1 Vypocet <uvA|1/(rioris)|lopl> v riznych bazich atomovych orbitald............... 253
8.1.1.3.1.1  BAZE STO ..ottt e s 256
8.1.1.3.1.2  BAZE GTO ..ot s 258

8.1.1.3.1.2.1 sudél+n(v)+n(p),sudél’+n(A) +N(H)ecieriniiiiniiiinnnn 258
8.1.1.3.1.2.2 sudél+ n(v)+n(p), liché I’ +n(A) + N() ccoovvrvniiicnn. 260
8.1.1.3.1.2.3 lichél+ n(v) + n(p), sudé I’ + n(A) + N() cooovvrvniviiienenn. 262
KaPITOla 9 ZLAVET ......coiiiiiiie e 264
Kapitola 10 Plany do budoucna..............ccccoeiiiiiiiiiiiiiiecccce e 265






Nazev prace: Matematicky uvod a identity pouzivané pro studium funkciondlu
stredni kvadraticke fluktuace energie v an initio kvantové mechanickych vypoctech

Autor: Jakub Visndk

Katedra (Gstav):

Vedouci bakalarské prace: doc. RNDr. Milos Zahradnik, CSc.

e-mail vedouciho: mzahrad@Kkarlin.mff.cuni.cz

Abstrakt: Prace se zabyva navrhem postupu vypoctu a studiem viastnosti

stredni kvadratické fluktulace energie ve vybranych kvantové-mechanickych systémech
(viceelektronovy atom, molekula, kvarkonium (v mechanickém priblizeni)) ve stavu
popsaném pribliznou vinovou funkci. Motivaci této prace byl vyzkum objektivni ,,miry
nesplnéni* staciondrni Schrodingerovy rovnice. Za timto ucelem byl definovin funkciondl
,integralni chyby* dany vztahem (4), tato velicina je identickda se stredni kvadratickou
fluktulaci energie (6) a je nejen vhodnou , mirou nesplnéni* staciondrni Schrédingerovy
rovnice, ale umoznuje také konstrukci dolnich i hornich mezi K presné hodnoté energie E,
(1), (kapitola 2.1). ReSerse obecné teorie ortogondlnich polynomii, prostori funkci a
Fourierovy transformace distribuci obsahuje identity diilezité pri vypoctu maticovych

A

elementii operdtoru H?. Pro vypocet maticovych elementii operdtoru H2? mezi
Slaterovymi determinanty byla odvozena zobecnénd Slater-Condonova pravidla urcujici,
které maticové elementy jsou jisté nulové a zjakych jedno, dvou a trielektrodovych
integralu se skladaji (Tabulky Y1, Y2 a Y3).

Ukazuje se, ze pro viceelektronové atomy jsou vSechny integraly vyskytujici se
V matickovych elementech H 2 analytické v bazich Slaterova (STO), Gaussova (GT0) i
Vodikového (VTO) typu. Pro obecnou molekulu jsem nalezl analytické vyjadreni vsech
integralii potiebnych pro vpocet <H?> aZ na 5-centrovy (OM26) (7. v Tabulce Y2) a 6-
centrovy (3T1) (10. Tabulka Y3).

Klicova slova: Integralni chyba Feseni Schrédingerovy rovnice, \Weinsteinova mez,
Tempelova mez, Stevensonova mez, Lowdin Inner Projection, Ab initio vypocty v Kvantové
chemii.
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Abstract: This work is devoted to the computation and study of properties of

the mean quadratic fluctuation of energy in some quantum mechanical systems
(multielectron atom, molecule, quarkonium in mechanical approximation) in the state
described by an approximate wave function. The motivation for such a study is the
investigation of a convenient "measure of approximation™ of stationary Schroedinger
equation. The functional (4) of "integral error" is defined for such purposes. It is identical
to the mean quadratic energy fluctuation functional (6) which is not only a convenient
measure of an error but it enables also the constructions of upper and lower bounds for
the exact value of the energy E, (in (1), chapter 2.1). I included also a short overview of
the theory of orthogonal polynomials and some identities for Fourier transforms of

distributions, needed in the computation of matrix elements of the operator H2.
Generalized Slater Condon rules are introduced and investigated in this work (tables
Y1,Y2,Y3). It turns out that for multielectron atoms, the integrals appearing in the matrix

elements of H? are analytical in the bases of Slater (STO), Gauss (GTO) and hydrogen
(VTO) types. For a general molecule, an analytic expression of all (except of the 5-centered
and 6-centered) integrals needed for the computation is found.
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Kapitola1l Motivace [1]

rv 1.7 ;. . . ;o . g0 .1
V bakaléiské praci [1] jsem pro stacionarni Schrédingerovu rovnici

A
HY¥, = En¥, (1),
pro jejiz feseni® ¥, pozadujeme splnéni podminky kvadratické integrability
¥, € L? (R*M @)

definoval funkcional na ngRsN), ktery kazdému pfibliznému feseni ¥ e L2(R®M)
spliujicimu podminku normalizace

f |¥P M r =1
R H (3)

prifazuje ,,integralni chybu feseni*

A -
chz[q,]=f |H¥ - E¥ [ a®"r
|R3N (4)’

kde hodnotu E nazyvam ,,stfedni energii* a je také funkcionalem ptiblizného feseni tvaru

i —
f wHY PNy
R N

V kvantové chemii, kterd predstavuje typickou oblast aplikace pokrocilych
numerickych metod na feSeni problému vlastnich ¢isel integrodiferencialniho operatoru H
— hamiltonidnu (1), se bézné zjist'uje pifibliznd hodnota E,, pro ne¢kolik stavli (feSeni (1)) o

A4

nejnizsi energii (tj. napt. N =0, 1, 2, ...) a ptfipadné také rozvojové koeficienty ¥\, do urcité

E

(5).

! Operator H je v nejobecngjsim pripadé charakterizovan jako linearni hermitovsky operator na L2(R®") se
zdola omezenym spektrem. L?"(R®™) je distributivni roziifeni Hilbertova prostoru viech kvadraticky
integrabilnich komplexnich funkci 3N realnych proménnych, tj. obsahuje L%(R®“) jako podprostor
(podprostor regularnich distribuci) a navic vSechny temperované distribuce nad komplexnimi funkcemi 3N
redlnych proménnych ,normalizovatelné k 3N-rozméré Diracové delta distribuci 6. V drtivé vétsing
ptipadd, ne-li vzdy, jej lze charakterizovat jako integrodiferencialni operator na (dostate¢né hladkych)
komplexnich funkcich z LA(R®). V piipadé nerelativistické atomové fyziky se jedna o diferencialni operator
nejvyse druhého tadu ve vSech z 3N redlnych proménnych.

2 Resenim problému (1) s podminkou (3) je soubor dvojic {(¥n,En) | N € {0,1,..Nmax}}, kde (Nmaxt1) je pocet
vazanych stavil systému popsaného hamiltonianem H. V principu miize nastat situace, kdy problém (1) zadné
feSeni nemd, tj. 7adna takovéa dvojice neexistuje a formaln& Ny, = -1. Hodnoty E, jsou tvarem H urdeny
jednoznaéné (nazyvaji se ,vlastni &isla“ H), tvar W, je dan hamiltonisnem H* a podminkou (3) aZ na
konstantni faktor N, tvaru N, = exp(i ¢), kde ¢ je realné &islo. Tvar H a tedy i hodnoty E, jsou
Vv nerelativistické fyzice dany fyzikalnim systémem az na libovolnou aditivni konstantu (v pfipadé hodnot E,,
nezavislou na n), respektive stejny nasobek operatoru identity (v piipadé operatoru H).

% Viechna feseni (1)+(2) lze prenasobenim vhodnou konstantou ,,normalizovat“, aby vyhovovala podmince
(3). Nésobeni funkce konstantou neméni jeji vlastnost ,,vyhovovat rovnici (1) kvili linearits H.
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vypocetni baze (podmnoZiny ur&ité Gplné baze L*R®)). Piiblizna hodnota E,
v nejjednodussim piipadé (,,metoda linearni parametrizace™*) zavisi na kardinalité pouZité
vypodetni baze, (E, je pak n-tym vlastnim &islem restrikce operatoru H na podprostor
generovany vypocetni bazi) s rostouci kardinalitou limituje k pfesné hodnoté E. Pro
metodu linearni parametrizace dale plati (viz Ritziiv variacni teorém), Ze ptiblizné hodnoty
En jsou vzdy vyssi nebo rovny nez presnd hodnota E,. Piesna hodnota je vSak vypoctu
nepiistupna a jeji extrapolace z empiricky zjisStované ,,zavislosti piiblizné hodnoty E, na
velikosti baze* je neobjektivni. Mira pfesnosti ptiblizné hodnoty E;, (a tedy i mira pfesnosti
piiblizného tvary ¥,) byva posuzovana na zakladé velikosti zmény pfiblizné hodnoty E,
s kardinalitou pouzité vypoCetni baze. Takovato ,mira piesnosti® mize byt z mnoha
divodli neobjektivni. ZmenSujici se rozdil mezi nasledujicimi c¢leny posloupnosti
nedokazuje konvergenci této posloupnosti, viz ¢astecné soucty harmonické rady. Ackoliv
Vv pripadé¢ rovnice (1) poskytuje samotna fyzika (chemie) jistotu existence kone¢né limitni
hodnoty E,, (limity pfibliznych hodnot E,, a zaroven ptesné hodnoty Ep, v danych pfipadech
pro rizné hodnoty n), pfi nevhodné volbé vypocetnich bazi (systém postupné se
zvétsujicich vypocetnich bazi) mize byt opomenuta dulezitd ,,cast Hilbertova prostoru,
coz povede k existenci ,falesné limity* posloupnosti piiblizeni k hodnoté E,. EXxistence
»falesné limity se miiZze pro ’J\‘ewt 1 pfi pouZiti systému vypocetnich bazi, jehoz ,,poslednim
&lenem* je uplna baze L*(R*").

Funkcional integralni chyby ch’[¥] (4) umoZije jednak kvatifikovat , miru
nepiesnosti“ pfiblizného feSeni W objektivnéji a navic je z n€j mozné jednoduse vypocist
dolni mez k ptiblizné hodnot€ energie E,, a tim ziskat lepsi informaci o ptesné hodnoté E,
nez z pouhého vypoctu funkcionalu E[W] (5), ktery je (dle Ritzova variaéniho principu) pro
variaénim vypo&tem ziskanou ¥ horni mezi k presné hodnoté E,. Z ch’[¥] je mozné
jednoduSe vypocist jak horni, tak dolni mez k pfesné hodnoté E, a to nezédvisle na
zpusobu, jakym bylo zjiSténo piiblizné feseni V.

Hlavnim divodem, pro¢ nebyl funkcional ch’[¥], svyjimkou n&kolika
nejjednodussich fyzikalnich systémi (a tedy nékolika nejjednodussich tvarG hamiltonova
operatoru H), pogitan (tj. nebyly stanoveny jeho tvary pro dané tvary H a tvary bazovych
funkei vypodetni baze® ani nebyly vypocteny jeho konkrétni hodnoty pro dobre deﬁnovana
piiblizna feseni problému (1) pro dany H) je komplikovany tvar operatoru A, jehoz
sttedni hodnota se vyskytuje ve vztahu (4) pokud jej vhodné upravime na tvar’

* Nebo také »linearni variaéni metoda“. Metoda zalozend na feSeni problému vlastnich Cisel restrikce H na
Hilbertiiv podprostor L(R®M) kone¢né dimenze d. Na tomto podprostoru (ktery je generovan pevné zvolenou
»vypocetni bazi“) se problém vlastnich ¢isel redukuje na nalezeni vlastnich ¢isel matice d X d S maticovymi
elementy tvaru H;; = <(pi|I:I|(pj>, kde |p> a |@;> jsou ket-vektory odpovidajici i-té, resp. j-té bazové funkci (z
»vypocetni baze®).

> Jinymi slovy nebyla nalezena funké&ni zavislost hodnoty ch’[¥] na souboru parametrii charakterizujicich ¥ a
H (z n&jaké tiidy operatorti H, napt. hamiltoniany pro dvouelektronové atomy s riiznym nébojem jadra Z).

® Kde definuji A% H*(p) = H(A(9)) pro viechna ¢ e LA(R®), ktera splituji ¢ € D(H) a zaroven H(p)
D(H).

7 Zde a déle v textu pouzivam ,,Bracketovou notaci®, tj. pro maticovy element operatoru A mezi stavy ¢ a ¥
plati

M o s S
(@lﬂlq‘}E[ﬂ‘P,@]EI @ AY Wy
|R3N (7)’

11



i, A
ch?[¥] = (¥ | H? | ) — (¥ |H | P)? (6).

Dalsim divodem je obava, Ze maticové elementy operatoru HA? budou obsahovat velké
mnozstvi neanalytickych integrald, jejichz numericky vypocet bude zna¢n¢ zdlouhavy.

Cilem, kterého bych ve vzdalené budoucnosti rad dosahl, je odvozeni tvaru funkéni
zavislosti ch’[¥] na parametrech pfiblizného feseni ¥ pro problém (1) s hamiltonidnem H
pro obecnou molekulu v co nejobecnéjSim tvaru (skoroméj$im cilem mize byt konkrétné
nalezeni funkéni zavislosti ch?[¥] (pro problém (1) pro elektronovou &ast plng
nerelativistického hamiltonova operatoru H obecné molekuly) na souboru soufadnic stredi
jader 2’ = {(x;™, ™ z™Y |i e {1,2,...M}} (M je pocet jader, M e {1,2,...}), jejich
protonovych ¢islech Zj, celkovém naboji molekuly qa parametrech piiblizné vinové
funkce (napt. pro metodu konfiguracni interakce jde o rozvojové koeficienty vinové funkce
do linearni kombinace Slaterovych determinanti®).

Naprogramovani vypo&tu hodnoty ch’[¥] na zakladé vyse uvedené funkéni zavislosti
by umoznilo objektivni verifikaci pfibliznych feseni ¥ a E = <¥| H |¥> ziskanych jako
vysledek kvantové-chemickych vypoctl a vypocet hornich 1 dolnich mezi k ptfesné hodnoté
energie E,. V praci [1] uvadim ,,Chybovy funkcional (4) je soucasti tii ,klasickych*
dolnich mezi pro energie (Weinsteinovy, Tempelovy, Stevensonovy) a umoZiuje
klasifikovat ,,miru chyby* feSeni. Mohl by tedy slouzit k posouzeni napt. v jaké obalsti
hyperploch potencidlni energie (PES) je pfibliznd elektronovd vlnova funkce horsi
aproximaci skutecné elektronové Casti vlnové funkce a zaméfit se tak 1épe na tuto
»podezielou* oblast, nebo obecné k verfifikaci jakéhokoliv ptiblizného feSeni.*

Podatilo se mi dokdzat, Ze maticové elementy A? jsou pro obecny viceelektronovy
atom analytické pro libovolnou bazi typu GTO, STO, nebo VTO.?

pro skalarni soucin vektord @ a ¥ plati

M
M1 IH=(¥e = o ¥ PN
‘Lam ©

Podotykam, ze <@|¥> = (¥,q) je identita hovotici o konvenci rizného znaceni skalarniho sou¢inu, kdezto
<@[¥> = <P|p>", kde " znaci komplexni sdruZeni, je identita, ktera hovoii o antisymetrii skaldrniho sou¢inu
na komplexnim Hilbertové prostoru.

8 A o tvar bazovych jednoelektronovych funkci ze kterych jsou Slaterovy determinanty sestaveny — tvar
molekulovych orbitalll (tj. rozvojové koeficienty molekulovych orbitald do linearni kombinace atomovych
orbitall) a nakonec o tvar atomovych orbitalli samotnych (v zavislosti na typu baze — nejcastéji pouzivanou
bazi je tzv. GTO baze, kde jsou jako parametry radialni ¢asti koeficienty linearni kombinace primitivnich
gaussianil a jejich exponenty a jako parametry angularni Casti pak anguldrni exponenty (u kartézké GTO)
nebo hodnota kvadratu momentu hybnosti L* = I(I+1) a jeho tieti komponenta L; = m (u sférické GTO)).

% GTO = Gaussian type orbital. Prostorova &ast vlnové funkce je popsana soudinem sférické harmonické
funkce Y, m(6, ¢) a funkce typu

Rn,g,GTo () = N, " exp (_é/rz): (8.a)

kden>I,n e Z, n >0, pfipadné linearni kombinaci takovych soucinti Ry AT) Yim(6,¢) pro rtizné hodnoty n, ¢,
I a m. Pro molekuly ,,GTO*“ znamen4, Ze za bazové jednoelektronové funkce jsou brany linearni kombinace
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Kapitola2 Uvod

Cilem této prace mélo byt predev§sim odvozeni analytického tvaru (a nebo alespon
tvaru co nejjednodussiho pro dal$i numericky vypocet) integrald vyskytujicich se
Vv maticovych elementech operatoru H 2 pro obecny atom (uvazujme rovnici (1)
s podminkou (2)) (vyhledové zobecnéno na obecnou molekulu) v bazi Slaterovych
determinantt sestavenych z jednoelektronovych funkci ,,typu STO, GTO nebo VTO* (viz
(8.a) a (8.b)). Pojem Slaterova determinantu je poprvé pouzit v kapitole o pfibliznych
metodach feSeni Schrodingerovy rovnice (,,Hartree-Fockova metoda®, vztah (x124)). Jedna
se 0o pln¢ antisymetrizovany soucin N (kde N je pocet elektronl) jednoelektronovych

spinorbitald (tj. prvka prostoru L*(R*) ® C?) a Ize jej zapsat jako

l//n(l)(f:l)‘o-z,1>l l//n(l)(rz)‘o-z,2>l l//n(l)(rN)‘Gz,N>1

(on(ﬁ’o_zj _ ﬁdet ‘//n(Z)(l_’:;_.).‘O-Z,1>2 l//n(Z)(F.z.)"O-z,2>2 '//n(Z)(Frtj.).‘O'z,N>2 (
l//n(N)(l_;l)‘o-z,1>N ‘//n(N)(FZ)‘O-z,1>N V/n(N)(FN)‘O_z,N>N

uvl)

¢n je Slatertiv determinant sestaveny ze spinorbitalt (n(1), 1), (N(2), 6z2), .., (N(N), ozn).
Tvoti-li spinorbitaly (n(j), oj) ortonormalni bazi n&jakého podporostoru L*(R*)®C?,
tvofi Slaterovy determinanty znich sestavené ortonormalni bazi odpovidajiciho

podprostoru Antisym( L*(R?) ®c? ), tj. prostoru vSech kvadraticky integrabilnich funkci

3N redlnych proménnych s N-¢asticovou spinovou ¢asti, které jsou antisymetrické vzhldem
K zaménam proménnych (prostorovych i spinovych) libovolnych dvou ¢astic. Spinorbitaly
ze kterych je Slateriiv determinant museji byt nazvajem linearné nezavislé (specialné rizné
jeden od druhého), jinak je vysledny determinant nulovy, coz neni uZite¢na bazova funkce.
Tento zéapis je vyhodny pravé kvili antisymetrizaci vlnové funkce pozadované
S5.postulatem [1], kterd je timto zapisem automaticky zajiSténa. Spinorbitaly jsou dané
direktnim soucinem prostorové cCasti (funkce z L2(R3)) a spinové Casti (v nerelativistické
kvantové mechanice reprezentovatelné jako vektor z C% obvykle jeden ze dvou vektort

takovychto funkci ,,centrované® na vSech atomech dané molekuly. STO = Slater type orbital, funkce liSici se
od GTO pouze mocninou r v argumentu exponencialy v radialni ¢asti Ry, (1), tj.

Rn,g,STo(r) = Nnrn_leXp(_ﬂr)- (8.h)

VTO = Orbital vodikového typu — piesné feSeni Schrodingerovy rovnice pro atom vodikového typu, radialni
¢ast ma tvar soucinu polynomu v r a exponencialy stejného tvaru jako v (8.b) (s 7 = Z/n, kde Z je protonové
¢islo a n je hlavni kvantové ¢islo).
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kanonické baze, nebo jako komplexni funkce jedné diskrétni proménné nabyvajici dvou
moznych hodnot). Prostorovou ¢ast (orbital) Ize psat ve tvaru

M

w,(r) = Z Chk ¢k(F_ﬁj(k))! (UV2)

k=1

kde M je kardinalita jednoelektronové baze (vypocetni baze jedenoelektronovych funkci),
J() je funkce pfifazujici kazdému atomovému orbitalu (jak se nazyvaji elementy baze
jednoelektronovych funkci) ¢islo/index atomového jadra na kterém je ,,centrovan® (jeho

2%

tého jadra (u atomu je jediné Iip ato Iip = 0 a funkce j(.) je identita) a I je polohovy
vektor elektronu — proména jednoelektronovych funkci ¢ 1 #. Cnk jsou (obecne) komplexni
&isla volena tak, aby ¥ byly ortonormalni vzhledem ke skalarnimu sou¢inu na L%(R®)
(respektive tvofily dvé ortonormalni mnoziny vici tomuto souinu, jedna pro a-Spin
(odpovidajici spinova cast je 1.kanonickou slozkou béze CZ), druha pro S-spin
(odpovidajici spinova &ast je 2.kanonickou slozkou baze C?), spinovéa &ast pak zajisti
kolmost viech bazovych spin-orbitali na L*(R*)®C?)) a aby ¥, byly pro danou bazi ¢
v n¢jakém smyslu optimalni (naptiklad poskytovaly minimdlni energii pro zékladni stav pfi
pouziti jediného Slaterova determinantu, jak se pozaduje Vv Hartree-Fockové metodé.

Pouzivané tvary ¢ uvadim nize. ¢&' jsou funkce Slaterova typu, n(q) je ptirozeny

parametr pro dané g, 77(q) je realny kladny parametr pro dané g, 1(g) a m(q) jsou celo¢iselné
parametry pro dané k splitujici | € No, |[m| < 1. Podobné pro ¢°™ . ¢*™ jsou piesna feseni
pro atom vodikového typu o protonovém ¢isle Z (v praxi mize byt voleno realné kladné (ne
nutné celociselné)) s kvantovymi ¢isly n(q), 1(q) a m(q), kde celoCiselné parametry | a m

spliyji vySe uvedené nerovnostia n € N.

U (k)
SO (F) = NéSTO)(Z dyq @@L ayn(—n(q) 1) le(k),m(k)(e’ P), (UV3)
q=1

Vo)
gCO(T) = NﬁGTO)[Z dyq exp(=S(a) rz)] Y, bomao (0.4) (UVv4)
q=1

NE® a NC™ jsou piipadné normalizaéni konstanty, které lze zahrnout do Cpk. diq a dy,

jsou také obecné komplexni konstanty, ale na rozdil od Cnx jsou pevnymi konstantami. Cp
lze ovSem povaZovat také za pevné konstanty a vieSeni (1) (rozvijeného do baze
Slaterovych determinantti dle vztahu (UVS5)) optimalizovat jen rozvojové koeficienty
jednotlivych Slaterovych determinantii v feSeni (projekce vektoru fteSeni do baze
Slaterovych determinantil). Pfibliznou vlnovou funkci pro obecny atom ¢i molekulu Ize
psat ve tvaru
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\Pq (ﬁ) = Zluqm (Dm(ri’ Gz,i ' (UVS)

kde D je dimenzionalita pouzité vypocetni baze Slaterovych determinanti a g je Cislo
indextijici (indexace zahrnuje spinové proménné) konkrétni feSeni Stacionarni
Schrodingerovy rovnice (1) s podminkou (2). Linearni parametrizace a jeji specialni
piipady pro atomovou/molekulovou fyziku elektronového obalu — Konfiguracni interakce a
Valence Bond jsou metody poskytujici pro zadanou bazi Slaterovych determinanti
piibliznou hodnotu energie Eq hledaného stavu ¢ danou vztahem (5). Ta je hornim odhadem
skute¢né hodnoty energie (vlastniho ¢isla E, z rovnice (1)) tohoto stavu, tj. plati (funkci ¥
predpokladdme normalizovanou)

E;k”‘ < E

] = W (F) Y = 3N =
o = (PJH]¥) = [LFE)H @) dNT, (UV6)
Kde pruh znaci komplexni sdruzeni, coz lze za pouziti linearity H zapsat pomoci (UV5)

jako

D
E, = zz Hqi Mo Hyy = [‘q'H[‘q’ (UV7)

i=1j-=1

Kde H je matice s prvky Hj; danymi vztahem (UV7.b) (maticova reprezentace hamiltonidnu

H na prostoru generovaném Slaterovymi determinanty ¢) a tq je vektor se slozkami g4;.
Podobnym zptisobem lze vypocist vyraz (UVS) (pouzivany spole¢né s (UV7) ve vyjadieni
vzorce pro integralni chybu (6) a ve vétach o dolnich mezich k energii (poskytujicich dolni
odhady k ptesné energii E, z rovnice (1))) jako (UV9).

Hij - <¢' I:' (0J> = R3N wi(ﬁ'o-z,i)ﬁcoj(fj!o-z,j d3N|_’}; (UV?b)
(A7) = (W |A%]w,) = [, B Ao, m) dr, (LUV8)
jako
A D D B
<H2>q = D Hg Moy (H?)i = g -(H) A, (UV9)
i=1j=1

kde pro maticové elementy (Hz)ij plati analogicky

(Hz)ij = <(Pi H?

¢j> = Jen ¢i(ﬁ’az,i)|:|2¢j(rjiaz,j dSNFiv (UV10)

a kde dvojtecka nad symbolem H (v (UV9)) zdirazituje, Ze¢ matice na levé strand NEN/
kvadratem matice H (s elementy (UV7.b). Takova identita by platila, jen kdyz by D bylo
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nekonecné a vybér bazovych Slaterovych determinantii ¢ takovy, Ze by generovaly cely
Antisym(L2(R*) ® C?"). V takovém piipadé bychom vsak pomoci pfibliznych metod
mohli ziskat ptfesnou energii E, zrovnice (1) (kdybychom dokazali zdiagonalizovat
sestavenou nekonecnou matici...) a vypocet <I:| 2> , nebo integralni chyby by byl bezcenny

(pro ptfesnou vlnovou funkeci je integralni chyba rovna nule a vSechny dolni i horni odhady
energie se shoduji a poskytuji pfesnou energii). Snadno se to nahlédne, pokusime-li se
vy¢islit veli¢inu (UV11) pomoci ,,vsunuti identity*,

(Z[H7¥) = (z|H 2jQ )@ H[¥) = 3 (Z[H]Q)e[H]¥), (Vi)
kde ¥ a W jsou libovolné vektory z Antisym( LZ(R3)®C2N) a £ je n&jaka spocetna
ortonormalni baze Antisym(L2(R*>)®C?") (Antisym(L*(R®)®C? ) je podprostor
separabilniho Hilbertova prostoru L*(R*) ® c? ). Pro jednoduchost volme 2 = ¢, pro r <
D+tlaX=¢, ¥ = g, abe {l,2,..., D} libovolné. Pak z (UV11) vyplyva

. D
(Hz)ab = z Har Hrb + <¢a
r=1

Do) (UV12)

tj. (HY)as se od elementu ,,a b* sou¢inu maticové reprezentace H na D-dimenzionalnim
vypocetnim prostoru se sebou samotnou (prvni ¢len na pravé strané (UV12)) lisi o druhy

Clen na pravé stran¢ (UV12), ktery obsahuje projektor P na ortogonalni dopln¢k D-
dimenzionalniho vypocetniho prostoru v Antisym(L?(R®)®C?"), coz je nekonetnd

rozmémy prostor do kterého bude mit jak ¢, tak ¢, po akci H jistd nenulové projekce
(jinak by bylo moZné vyfesit Schrodingerovu rovnici (1) pfesné v konecné vypocetni bazi,
coZ, az na nékolik malo ukazkovych ptipadi, nelze). Projektor P je dan vztahem

Po= X el (UV13)

r=D+1

Cilem prace tedy neni integralni chybu ani dolni odhady energie vypocist (to jsem provadél
v praci [1] pro velmi jednoduchy fyzikalni systém, ktery nema analyticky feSitelnou
stacionarni Schrodingerovu rovnici (1) — kvarticky anaharmonicky oscilator), ale odvodit
identity pomoci kterych bude mozné tyto vypolty uskute¢nit pro piiblizné feSeni
realngjSich systému, jako je kvarkonium, atom helia (He), atom lithia (Li), nebo molekula
vodiku (H,). V této kapitole uvedu souhrn vét o nékolika dolnich mezich a tzv. ,,Zobecnéna

Slater-Condonova pravidla“, které jsem pro vypodet maticovych elementii operatoru H 2
mezi Slaterovymi determinanty odvodil a jsou uvedena struéné i v [1]. V nasledujicich
kapitolach se zabyvam ortogonalnimy polynomy, které se vyskytuji v analytickych fesenich
rovnice (1) pro jednodussi fyzikalni systémy (napf. linedrni harmonicky oscilator, izotropni
harmonicky oscilator — Hermitovy polynomy, atom vodiku — Legendreovy a Laguerrovy
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polynomy) a které jsou vysledkem ortogonalizace bazovych funkci typu {r" exp(- nr)|n e
No} (Laguerrovy) a {r" exp(- £ r?) | n e No} (Hermitovy) a tak se mohou vyskytovat i
v metodach priblizného feseni rovnice (1) pro jiné fyzikélni systémy nez vySe jmenované.
V dalsich kapitolach jsou poznatky o ortogonalnich polynomech aplikovany na feSeni
atomu vodikového typu a to jak postupem ,,analytickym*, kdy se fesi parcidlni diferencidlni
rovnice separaci promeénych, tak postupem ,algebraickym®, kdy se vychazi Cd{isté
z komutaénich realci operatorti vystupujicich v hamiltonianu H pro atom vodiku, tyto
komutaéni relace odpovidaji realcim pro generatory SO(3) (uhlova ¢ast) a SO(2,1) (radialni
cast). Algebra operatorQ 'l:j zavedenych v algebraickém feSenim radidlni Casti
Schrodingerovy rovnice pro atom vodiku je pak pouzita i v piipad€ kvarkonia, kde jsou jiz
odvozeny i vztahy pro stfedni hodnotu H2. Podobné miize byt pouzita 1 v piipadé
numericky stabilniho a ¢asové efektivniho varia¢niho vypoctu elektronové struktury atomu

He v Uplné bazi, jak je uvedeno v [2] a j4 doufam v pouziti algebry operatorii '|:j i pro

numericky stabilni a efektivni vypocet stiedni hodnoty H? a dolnich odhadi pro energii.
Prace je zakonCena odvozenim tvaru integrali vystupujicich v maticovych elementech

operatoru H?.

2.1 Véty o integralni chybé a o mezich k energii

Lemma UL1 [1]: Integralni chyba je nulova pravé tehdy a jen tehdy, je-li ptiblizné feSeni
rovno presnému. Plati

ch’[y] = 0, Ve Antisym(L*(R*™)),NeZ", (UV14)

(ch’[y]

00 << (Hly)=Ely) V|y)e Antisym(L*(R™)), (UV15)

Diikaz: (UV14) je ziejmé vzhledem k definici (4), stejné jako implikace v (UV15)
»zprava doleva®. Opacna implikace vyplyva z (rozumného) poZadavku na spojitost zkusmé

vlnové funkce (spojitost vinové funkce je jednim z fyzikdlnich ptedpokladi, které na ni
klademe [3]). Q.E.D.

Véta UL2 [1]: Ritziiv variacni princip

Bud’ H linearni, hermitovsky operator se zdola omezenym spektrem. Jeho defini¢ni
obor necht’ je husty v Hilbertove prostoru H = Antisym(LZ(RgN)@)Hspin). Uvazujme konec¢ne¢-
rozm&rny podprostor (N rozmérny, N > 0) prostoru H a oznaéme jej Hy. Restrikce

hamiltonidnu H na Hy necht’ je oznacovéna jako H, a ma tvar

A

H, = P HP, (UV15.01)
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Vlastni &sla H ozna¢me jako & < g < ..., vlastni ¢isla jeho restrikce H v 0znaéme
jako Eo < E; < ... <En.a < Ep, vlastni funkce H ozna¢me jako |g>, |¢>, ..., Vlastni funkce
H v oznaéme jako | %>, | #1>, ..., | Fa-1>, | >, Pro jednoduchost pifedpokladejme, ze vyse
jmenované funkce jsou normalizované a Ze vlastni funkce odpovidajici degenerovanym
(vicenasobnym) vlastnim ¢isltim jsou dodatecné ortogonalizované (tj. {|¢> | j € No} tvori
ortonormalni bazi H a {| %> | € {1, 2, ..., N}} tvoii ortonormalni bazi Hy. Pak plati

(6, < E,) Vie{0,1.., N}, (UV15.02)

Diukaz:

V [1] jsem proved dikaz, Casteéné pievzaty z [4], zde provedu dikaz, podle postupu
naznaceného v ,,pfikladu k feSeni” v kvantové-chemickych skriptech [5], ktery je podstatné
nazorngjsi. V ptipadé j = 0 je tvrzeni (UV15.02) zfejmé a je zvlastnim piipadem tvrzeni
Lemmatu UL3:

Lemma UL3: Necht’ plati oznaceni z predeslé véty UL2 (Ritziv variaéni princip).
Bud’ | %> libovolna funkce z H, pak plati

A

g < M (UV15.03)
(wlw)
tj. je-li | #> normalizovana, plati
& < (y[Hlw), (UV15.04)
Diikaz lemmatu: Diky linearit¢ opratoru H stadi ukéazat (UV15.04). Rozvineme

libovolnou, normalizovanou funkci | > do baze vlastnich funkei operatoru H a dosadime
do (UV15.04). Uvazime ortonormalitu pouZité baze a na pravé strané nam vystoupi
konvexni (|#> mé jednotkovou normu, tj. kvadraty absolutnich hodnot rozvojovych
koeficienti vzhledem k dané bazi se sectou do 1) linearni kombinace & a vlastnich Cisel &,

&, ..., kterd (diky zvolenému uspotfadani) nejsou nizsi. Odtud je nerovnost (UV15.04) jiz
patrna. Q.E.D.

Pro ptipad j > 0 pak plyne tvrzeni (UV15.02) z tvrzeni (UV15.02) pro j-1. Tj. budeme
postupovat matematickou indukci. Uvazuji normalizovanou funkci |¢> z prostoru H

takovou, Ze je kolma na j-1 pfesnych vlastnich funkci operatoru H, pak bude jisté spliovat

a

g < (p;|Hl|e;), (UV15.05)

Nebot’ podminky ortogonality, které pro ni pfedpokladam,
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(#]e,) = 0) vke{o,1 ..., -1, (UV15.06)
vedou na rozvoj |¢g> do vlastnich funkci operatoru H ve tvaru

o)) = 2 cldn), (UV15.07)

n>j-1

jehoz dosazeni do pravé strany (UV15.05) vede na tvar linearni konvexni kombinace
vlastnich ¢isel g, g+1, ..., tj. zaruené vyssi hodnotu nez ej, podrobné:

Hlp) = > [efe = & + > e, (e, —5,) = &, (UV15.08)

n>j-1 n>j

(o

kde v posledni rovnosti v (UV15.08) byl vyuzit fakt, Ze |ci|* se sedtou do jednotky a za Cj
bylo dosazeno | c; P = 1- Z |Cn|2 , nerovnost v (UV15.08) pak vyplyva z nezapornosti

n>j
rozdill & — g, kterd je disledkem uspotfaddani. Nyni dokazi, ze E; > <goj ‘I:I ‘gpj > Protoze

|g> byla, az na normalizaci a podminky ortogonality (UV15.06) volena libovolné, mohu ji
uvazovat jako linearni kombinaci prvnich j+1 funkci z mnoziny vlastnich funkeci restrikce

hamiltonianu H na prostor Hy, tj. operatoru I-A|N , tj. mnoziny funkci {|¥>, |¥%>, ...,
| A=}

o)) = ;dnlwn% (UV15.0)

Spoctenim stifedni hodnoty hamiltonianu, kde opét vyjadiim |dj|2 jako |d; | =1- Z |dn|2

n>j

snadno usoudim, Ze plati

H

(p| A o)) = <g0j‘I:IN‘goj>:Zi;)|dn|2En = E; + Zi;)|dn|2(Ej—En)2 E, ,(UV15.10)

tj. plati (UV15.02) pro dané j. Tento postup lze opakovat az do j = N.

Q.E.D.

2.2 ,,Klasické” meze

Jako ,,Klasické* meze zde oznacuji ty meze (k piesné hodnoté vlastnich Cisel
linearniho hermitovského operatoru H se zdola omezenym spektrem), které obsahuji ve

vyrazu pro svilj vypodet stfedni hodnotu druhé mocniny hamiltonianu H? a plati za
relativné obecnych podminek. V [1] uvadim (upraveno) ,,(tyto meze) vyzaduji urcitou
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znalost rozlozeni vlastnich ¢isel [1] (v pfipadé Weinsteinovy meze postacuje znalost

realného Ccisla, které je bezpecné blize p-tému vlastnimu ¢islu H nez p+1-nimu vlastnimu
Cislu, optimalizovand Tempelova mez vyzaduje znalost dolni meze pro nejblizsi vySsi

vlastni ¢islo H odpovidajici vlnové funkei ,,0 stejné symetrii* [7] (tj. odpovidajici stejnym
ostrym hodnotam velicin, které spolecné s energii tvoifi UMP))*.

Definice: »Mez“ versus ,,chyba“

Bud’ Ew, p dolni mez k p-t¢ vlastni hodnoté operatoru H (tj. necht’ plati (UV15.a),
kde Ep je p-ta vlastni hodnota H (pfedpokladame, ¢ H je hermitovsky, linearni a ma
zdola omezené spektrum, vlastni hodnoty sefadime vzestupné dle velikosti))
(Weinsteinova, Templova, Stevensonova).

Ev, < E,, (UV15.a)
pak jako chybu (Weinsteonovu, Templovu, Stevensonovu) oznacuji vyraz Chy,p

chy, = (v,|Hlw,) - Eu, (UV15.b)

(w,|H|w,) = E,, (UV15.d)

chy, 2 0 V|y,)el’(R™M), (UV15.c)

kde ¥, je normalizovand zkusma vlnova funkce (ziskana napiiklad varia¢ni metodou).
Vzhledem k tomu, ze dle Ritzova varia¢niho principu plati (UV15.d), je patrné, ze vyraz

chmp oznacuje Sitku intervalu moznych hodnot p-té vlastni hodnoty H pro zkusmou
vinovou funkci ¥, a je nezaporny. Nuly nabyva chyp pravé kdyz je ¥, shodnd s vlastni

funkei H piislusné vlastni hodnoté Ep (pro Weinsteinovu mez/chybu a pro Templovu
mez/chybu pro libovolnou ptipusnou volbu parametru . Pro Stevensonovu dolni mez pak

pro ¥, rovnu presné vlastni funkci H existuje volba parametru , e uvedené tvrzeni plati
(atavolbaje y = (w,[H|w,)).

2.2.1 Weinsteinova mez

Véta UWI [7,1]: Weinsteinova dolni mez (Weinstein 1934)

Bud H integrodiferencialni linedrni hermitovsky operator na komplexnim
separabilnim Hilbertové prostoru L2R™) se zdola omezenym spektrem. Bud ¥
normalizovana ,,zkusma vlnova funkce®, prvek prostoru LZ(RSN) splilujici nerovnost
(UV16). Bud’ Ej p-ta vlastni hodnota (v tom smyslu, Ze vicenasobna vlastni ¢isla v tomto
¢islovani zahrnujeme pouze jednou a vlastni hodnoty jsou uspotfadany dle velikosti (viz
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(UV17)) operatoru H. Vyraz Ewp (UV18) ozna¢me jako ,,Weinsteinova dolni mez*. Pak
plati (UV19).

(wH[w) < %(Eprﬂ), (UV16)
E, < E, < E; < ..., (UV17)
Ev, = (v|Hlw) - chlyl, (UV18)
Ewv, < E,, (UV19)

Pozndmka I: ~ Funkcional ch[ ¥] je zaveden prirozené jako ch[ ¥] = (ch’[ #])Y2, kde ch’[ ¥]
je definovano vztahem (4), nebo ekvivalentné vztahem (6).

Pozndamka II [8]: Tvrzeni véty UW1 lze ekvivaletné vyjadfit: ,,Pro hodnotu vlastniho ¢isla
Ep umisténou nejbliZze hodnoté <1//|I:| |1,1/> plati

(wIH|y) - chly] < E, < (w|H|w) + chly]. (UV20)

Diikaz: Bude naznacen u Stevensonovy meze, kterd zahrnuje Weinsteinovu
jako sviij specialni ptipad.

2.2.2 Tempelova mez
Véta UW2 [7,1]: Templova dolni mez (Temple 1928)
Za predpokladii pfedchazejici véty UW1 (pouze pifeznatme ¥ na ¥;) plati (UV21),

kde vyraz Erp(a) se oznacujme jako Templova mez (dolni) pro hodnotu parametru c.
Splnéni nerovnosti (UV21) je podminéno platnosti nerovnosti (UV22) pro tento parametr.

ch’[y,]
o — <wp

E, 2 E (o) = <1//p H

w,) - (UV21)

Hl//p>’

A

E, < (w,|Hly,) < a < E,, (UV22)

Pozndmka |:  Cim blize je a hodnoté Ep+1 (p+1-ni vlastni hodnota operatoru H ), tim je
mez optimalné&jsi (a nerovnost (UV21) vnimana jako vyrok o hodnoté vlastni hodnoty E; je
tak siln€jsi). To si vyZaduje znalost dolni meze k p+1-ni vlastni hodnoté (UV21) je mezi
Kk p-té vlastni hodnoté. Pro tu Ize tedy pouzit (pfedbiham: Templova mez je sofistikovanéjsi
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a pi1 vhodné volb¢ parametru « je 1 podstatné optimalnéjsi nez Weinsteinova mez) tedy
volbu (oznaéme parametr pro dolni mez k p-té vlastni hodnoté H jako o) o = Etp+1, kde
Erp+1 je opét ddno vztahem (UV21) pro p =2 p + 1, ¥ 2> ¥+t (Misto ¥, (pfibliznad
normalizovand vlnova funkce (odhad vlastniho vektoru H ) pro p-tou vlastni hodnotu H)
je tieba dosadit ptibliznou vinovou funkci pro p+1-ni vlastni hodnotu H ). Tento postup je
mozno libovolné-krat iterovat (pro piiklad feknéme k-1-krat), ukoncit jej je tfeba pomoci
dolni meze k p+k-té vlastni hodnoté H, ktera nebude ve svém vyrazu obsahovat mez

k p+k+1-ni vlastni hodnot¢. Proto se nabizi Weinsteinova mez. Iterovanou optimalizovanou
Templovu mez ,,k-té€ho fadu* pak charakterizuje vztah

Erpxopr = ET,p(ET,p+l(ET,p+2("'ET,p+k—1(EW,p+k)"')))! (Uv23)

v [1] uvadim, Ze zvySenim fadu nad 2 se jiz zadného podstatného zlepSeni dolni meze
(UV23) nedoséhne v porovnani se zvySenim kvality zkusmé vlnové funkce %, (napfiklad
zvétSenim vypocetni baze). Z hodnot uvedenych na str. 91 v [1] pro anharmonicky linearni
oscilator s faktorem g = 0,1 (faktor pfed anharmonickym ¢lenem x* v hamiltonianu)
vyplyva, ze zvyseni fadu nad 2 nevede k poklesu odchylky dolni meze od variaéni hodnoty
energie <(//p ‘ H ‘l//p> (urcita mira optimality dolni meze) ani o 1% (a s rostouci velikosti
vypocetni baze tato odchylka dale klesa), kdezto nardst vypocetni baze o jedinou novou
bazovou funkci vede k poklesu (v priméru, odchylky dolni meze a varia¢ni energie) o pul
radu (!). Jak-koliv je tento vysledek dan i zna¢nou rychlosti konvergence hodnoty varia¢ni
energie k presné energii pro kvarticky anharmonicky oscilator s = 0,1 (exponencialni

vvvvvv

systémy, hovoti jasn¢ ve prospéch volby nizkych fadd pro Iterovanou optimalizovanou
Templovu mez (UV23).

Poznamka II: Templova mez (respektive jeji iterovana optimalizovana varianta) ma tedy
za vstup posloupnost n€kolika po sob¢ jdoucich varianich odhadii vlastnich hodnot E, <
Epr1 < ... < Eps @ jim odpovidajicich varia¢nich vlnovych funkci ¥, %41, ..., Foske
Vystupem je nejsilnejsi klasicka dolni mez dostupna v béznych vypoctech.

Diikaz 1(pro zékladni stav, p = 0) [1]: Tvrzeni (UV21) postatuje dokazat patrné
pouze pro @ = Eps, pro jiné hodnoty a z intervalu ((w, [H|y,); Epe> je pak nerovnost

(UV21) splnéna také. Uvazujme noramlizovanou pfibliznou vinovou funkci |#>. Tu lze
rozvinout do ortonormalni baze vlastnich stavi |¢> operatoru H (UV23.b), tj. plati
(UV23.c). Vlastni ¢isla operatoru H uvazujme usporadana dle (UV23.d).

Hly,) = Elw), (UV23.b)

v) = 2 al4), (UV23.0)

ieM
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((i-1) <i) = (E, <E), (UV23.d)

Pak lze snadno nahlédnout, ze musi platit

0 < 3 [af(E-E)E-E) = (w|(A-EJA-E )y, (UV23.1)

ieM

Roznasobenim pravé strany, odectenim stfedni hodnoty druhé mocniny hamiltonidnu a
pfi¢tenim soucinu E; a stfedni hodnoty hamiltonianu ziskdme nerovnici

~(w|R?|w)+En < Ey(E - n), (UV23.2)
kde jsem pro jednoduchost oznagil
n = (y|H|y). (UV23.3)

Uvazme, Ze plati piedpoklad véty (UV22), tj. E; > 5. Pak lze nerovnici (UV23.2) délit
vyrazem E; — 77 bez zmény znaménka nerovnosti, ¢imz vznikd dolni mez pro energii
zakladniho stavu Eg ve tvaru

E.n - (w|H?|y)

- < E, (UV23.4)
1
upravou pak
K21y —n? E _ — (y|R?
N Ll 17 ol N et ) Bl VAL O E,, (UV235)
E, -7 E -7

snadno zjistime (napf. derivovanim dle Ey, kdy se derivace bude rovnat ch’[ #J/(E1 — n)* >
0), Ze leva strana nerovnosti (UV23.5) vnimana jako funkce E; je rostouci, tj. nahrazenim
hodnoty E; niz§i hodnotou zlstava nerovnost (UV23.4) stale v platnosti. Proved'me
nahradu E; za ¢, které spliiuje predpoklad (UV22), ¢imzZ vzniké nerovost

ch®[y] <

(w[H|w) - E,. (UV23.6)
a - (y|H|y)
ktera je obsahem véty pro p = 0 a pii oznaceni | ¥p> =2 | #>. Q.E.D.
2.2.3 Stevensonova mez
Véta UW3 [7,1]: Stevensonova dolni mez (Stevenson 1938)
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Bud’ H linearni hermitovsky operator na L(R®") se zdola omezenym spektrem. Jeho
vlastni hodnoty necht’ jsou znaceny jako ve vét€¢ UW1 a setazeny podle velikosti jako ve
vete UWI1 (tj. vSechna vlastni Cisla z mnoziny vicendsobnych vlastnich Cisel o stejné
hodnoté znacime jako jedinou ,,vlastni hodnotu®). Necht' y je redlny parametr splitujici
nerovnost

y o< 26 +E) (UV24)

¥, bud’ zkusma (tj. pfiblizna) vlnova funkce odpovidajici p-té vlastni hodnoté H (Ep). Pak
plati

E, > E,() = 7=7* - 27{(y,|A|w,)+ w,|A%|w,).  (UVv25)
Esp oznaCujeme jako ,,Stevensonovu dolni mez*.

Poznamka I [1]: Volba y = <(,//p ‘ H ‘y/p> ve znéni véty UW3 vede na vétu UW1 (vztah

(UV25) ptechazi v (UV18) (az na rozdil ve znaceni vinové funkce)) a zaroven podminka
platnosti (UV24) prechazi v podminku platnosti (UV16)). Stevensonova mez je tedy
zobecnénim (zesilenim) Weinsteinovy meze.

Poznamka II: Zatimco ve Weinsteinové i Templové mezi vystupovala stfedni hodnota
druhé mocniny hamiltonidnu v takové kombinaci se stfedni hodnotou hamiltonianu, Ze bylo
mozné snadno vyuzit definice chybového funkcionalu (4), v piipad¢ Stevensonovy meze
tomu tak tak neni.

Diikaz [9]:

Weinstein [10] odvodil dolni i horni meze pro vlastni hodnoty hamiltonianu®® H
pomoci aplikace Riztova varia¢niho teorému na operator (I:| —~A)?, 2 € R (jeho vlastni
hodnoty ozna¢me W, vlastni funkce oznaéme | %> (Ize' je volit*? tak, Ze jsou zarovefi
vlastnimy funkcemi operatoru H ) tj. plati rovnice

Hly,) = E,lw.), (UV25.0)

1% Majiciho realny piimy fyzikalni vyznam, tj. ptedpokladame linearitu, hermicitu a zdola omezené spektrum.
1 Vlastni funkce H je vzdy vlastni funkei (H —ﬂ)z (je-li tento definovan), opacna implikace platit

nemusi.

12 7atimco vlastni funkce miiZzeme (v piipadé degenerace vlastnich &isel) ,,volit“ (pro nedegenerovany ptipad
1ze volit jen fazi, pfipadné normalizaci), vlastni ¢isla jsou determinovana pouze operdtorem a prostorem na
kterém pusobi. Rovnice (UV25.2) tak plati nezavisle na zminované volbé funkci #,.
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(H-2?y.) = W,|w,), (UV25.1)
W = (E, - 4)°, (UV25.2)

volme nyni obecnou normalizovanou funkci | ¥ z prostoru Antisym(L*(R*")), pak jisté plati

Jw|(R-2%y) = [E,-4], (UV25.3)

p je zatim bliZe nespecifikovany index. Upravou vyrazu (U25.3) obdrzime

A-Jw|R2ly)-2an+2 < E, < A+ w|H?|ly)-24n+2, (UV254)

kde bylo pouzito oznaceni (UV23.3). Weinsteinova metoda odhadu mezi k vlastnim ¢islim

H tak jak ji prvn& uvedl [9,10] viak neposkytuje zadny naznak pro jaké p (pro obecnou
volbu normalizované ¥) tento odhad plati. Lze vSak tvrdit, ze ,,Interval | vymezeny levou a
pravou stranou (UV25.4) pro libovolnou hodnotu A obsahuje alespoii jedno vlastni ¢islo
operatoru H «. Bude-li platit (horni index ,,Jow* znamena dolni mez)

A+ w2 p)-2an+ 22 = E® < E,,, (UV25.5)
Pak zakonité musi platit
A-Jlw|A2ly)-2an+22 = E™ < E,. (UV25.6)

Jinak by vintervalu | nelezelo ani jedno vlastni &islo H, coZ je ve sporu s tvrzenim
(UV25.4) odvozenym v zacatku dikazu. VySetfujme dale ptipad

E,+E,4
A e (Eji——(—), (UV25.7)
2

v této oblasti je funkce (viz (UV25.4), jedna se o horni mez k energii)

D(A) = A—(y|H%|w)-24n+4%, (UV25.8)

klesajici a funkce (viz (UV25.4), jedna se o dolni mez k energii)

HA) = A+ w|H?|y)-24n+2, (UV25.9)
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je rostouci. Pro A < E; je D(A) platnou dolni mezi zcela zjevné (nebot’ jiz samotna A je dolni
mezi a ode¢itam od ni zaporny vyraz). Pro A splijici (UV25.7) dokazu, D(A) je dolni mezi
I pro nejvyssi hodnotu z tohoto intervalu a tim bude dokazano, Ze pro parametr A (shodny
s y ve formulaci véty UW3) spliujci (UV24) plati tvrzeni (UV25) a tim véta UW3. Staci
tedy dosadit

E +E
= prl (UV25.10)
do vztahu E, > D(4), kde D(4) je dano vztahem (UV25.8) a shoduje se tvarem s Esp(y) z

(UV25) a ovétit, zda vznikla nerovnost plati, vznikaji postupné vyrazy

2
E .+ E .-
%ﬂ - \/( ””2 "j +ch’ly] < E,, (UV25.11)
2
-E, E_,-E E ., —
7 R \/(%"J +ch?[y], (UV25.12)

na levé stran¢ jsou oba vyrazy nezéporné (prvni z variacniho Riztova principu, kdy
predpokladame, ze ¥ spliiuje predpoklad véty UW3 pro ¥, druhy z uspofadani hladin) a
tedy je umocnéni nerovnice (UV25.12) na druhou ekvivalentni upravou, kterd poskytne

E,(E,—-n) < ch’ly] = (y|H’ly)-n", (UV25.13)

pro pozitivn¢ definitni hamiltonian H Ize zde diikaz ukon¢it™, nebot’ v takovém piipadé¢ je
na levé stran¢ nerovnosti (UV25.13) zaporné ¢islo a na pravé strané nezaporné Cislo, tj.
Vv takovém ptipad¢ je splnéna. V tvrzeni véty UW3 Ize bez ijmy na obecnosti pifedpokladat,

7e H je pozitivné definitni, nebot’ kazdy linearni hermitovsky operator se zdola omezenym
spektrem lze prevést na ptipad pozitivné definitniho operatoru (pfi¢tenim realné konstanty

vys$s$i nez nejmensi vlastni ¢islo ptivodniho operatoru H ) bez zmény mnoZiny vlastnich
funkci a s pouhym posunem vsech prvki spektra o stejnou konstantu. Q.E.D

2.2.3.1 Vzajemné vztahy mezi dolnimi mezemi

2.2.3.1.1 Weinsteinova mez neni preferovatelnad, je-li platnd

Walmsley (1967) si v§iml [7], Ze plati

13 Jsem piesvédéen, ze ditkaz lze dokongit i pro obecny hamiltonian se zdola omezenym spektrem, ale dikaz
naznaceny v [9] se mi do odevzdani prace nepodaiilo dtikladné provést.
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Hly,) = () = Ei,) (UV26)

(7 = <‘//p

Podminka platnosti pravé strany (UV26) ve spojeni s podminkou platnosti Stevensonovy
meze (UV24) vede po zavedeni vzdalenosti hladin vztahem (UV27) na nerovnost (UV28)

A, = E,,—E (UV27)

A

(w,|H|w,)-E, < %Ap. (UV28)

Podminku (UV28) lze vyslovit jako ,,hodnota <1//p ‘ H ‘y/p> lezi ze vSech vlastnich hodnot

A

H nejblize E,* (Ritziv variaéni teorém [1,11] totiz dopliuje nerovnost (UV28) nerovnosti
E, < <1//p ‘ H ‘l//p> ), coz je zéaroven podminkou platnosti Weinsteinovy meze z véty UW1.

Vztah na pravé strané (UV26) tak plati v celém oboru aplikovatelnosti Weinsteinovy meze.
Coz lze formulovat jako ,,Weinsteinova mez neni preferovatelna, je-li platna“. Neboli,
Stevensonova dolni mez je vzdy vyssi (a tedy silngjsi).

2.2.3.1.2 Vztah mezi Weinsteinovou a Templovou mezi
V [1] ukazuji, Ze plati
H

Ern@ > Eu,) & la—{(w,|Hlv,) > w,|Aly,)-Eu,) UV29)

Tuto podminku (prava strana (UV29), podminka, aby Templova mez byla vys§i nez
Weinsteinova) 1ze upravit pomoci (UV22) (za a se dosadi Ep+1) a Ritzova variaéniho

teorému (za <wp ‘ H ‘y/p> se dosadi Ep) na tvar (UV30) platny pro libovolnou volbu a
respektujici (UV22).

H

A, = (y,|Hly,)-E,, = chly]. (UV30)
Podminka (UV30) tikd ,,Templova mez je lepsSim dolnim odhadem energie (je vyssi) nez
Weinsteinova pravé kdyz vzdalenost mezi p+1-ni hladinou a p-tou hladinou (tj. rozdil
odpovidajicich vlastnich hodnot H) je vyssi, nez chybovy funkcional (tj. Weinsteinova
chyba) vycisleny pro zkusmou vinovou funkei pro p-tou hladinu.* Podminka (UV30) bude
splnéna pro dostate¢né pfesnou vinovou funkci nezavisle na rozlozeni hladin (Ep+1 > Ejp, tj.
Vv principu vzdy lze nalézt dostatecné piesné piiblizné feSeni Schrodingerovy rovnice ¥,
tak aby bylo splnéno (UV30). Zavér: Pro vétsinu vypoctl ve fyzice nebyva A, dramaticky
nizké a tak lze splnéni podminky (UV30) ocekavat jiz pro velmi neptesné zkusmé vinové
funkce %, a tedy Templovu mez lze povazovat za lepSi nez Weinsteinovu. Pouze pro
systémy s velmi malou vzdalenosti p-t¢é a p+1-ni hladiny (tzv. ,kvazidegenerace®, znama

27



naptiklad ve fenoménu ,,Vyhnutého kiizeni disociacnich kiivek biatomickych molekul*
[12]) mize byt (UV30) nesplnéno i pro presnéjsi tvary zkusmé vlnové funkce ¥, a
Weinsteinova mez mtze byt lepsi nez Templova. Stale vSak plati, Ze Stevensonova mez je
lepsi nez Weinsteinova za vSech okolnosti (jsou-li ob¢ definovany).

2.2.3.1.3 Vztah mezi Templovou a Stevensonovou mezi

Na zaklad¢ Schmidovy identity (1963) [7,1] (UV31), kde « spliuje (UV22) Ize
ukézat [7] platnost vztahu (UV32) pro odchylky Stevensonovy a Templovy meze od stfedni
hodnoty energie (UV33), (UV34), (UV15.b), ktera je oznacovana jako (UV35).

Es,(Er,+a) = Eg (Es,+a) = E;,(a), (UV31)
chs _ a-n (1_Ch2[l//p]+0(ch4[t//p])} ~ %N (UV32)
chr 2(r=m\  A4(r—m) 2(y=m)

chy, = n-Eg,, (UV33)
ch,, = n-E;,, (UV34)
n = (v,|H|v,). (UV35)

Podil chsp/chr, je koneény pro jakou-koli volbu a spliujici (UV22) a jako-koli
volbu y spliyjici (UV24), posloupnost vypocti chsp/chrp pro ¥, rozvijenou do stale vétsi a
veétsi baze je rychlost konvergence chsy, i chrp knule stejné (az na multiplikativni
konstantu, obvykle hodnoty blizké jedné (Stevensonova mez byva lepsi)). Optimalizaci
hodnot « a y lze pro zvétsujici se bazi docilit limitniho pfechodu chsy/chr, = 0. Pro
Weinsteinovu mez naopak plati pro velikost vypocetni baze (do které rozvijim ¥, pii
variaénim vypoctu) jdouci do nekonecna limita

chW'p
' chs.,

S 4. (UV36)

2.3 Inner Projection

Véta UW4: Inner Projection
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Uvazujme problém nalezeni vlastnich funkei®* ¢ (a vlastnich ¢isel &) hamiltonianu
H pro urcity fyzikalni systém15 (UV37). (Tyto funkce uvazujme jako normalizované
vektory z Antisym(L%(R*Y)), nebo jiného vhodného podprostoru LAR*), N e Z* je pocet
¢astic spojenych s vnitinimi stupni volnosti studovaného fyzikéalniho systému)

Hig) = & ld), (UV37)

Operator H, necht lze psat jako soucet dvou operatori (kde oba jsou linearni a
hermitovské),

A

H = H,+V, (UV38)

Z nichz pro prvni (I-AI0 ) jsou explicitné znamy vlastni funkce'® ¥, LZ(RsN) 1 vlastni ¢isla

En (4. zname analyticka netrividlni feSeni rovnice (UV39)) a druhy (\7) je pozitivné
definitni (UV40).

Holw,) = E,|w.). (UV39)

A

V > 0. (UV40)

Predpokladejme, Ze (nezavisle na normalizaci'’ ¢ a volb& faze vinovych funkei ¢ a
%) plati

[(do]wo)| > O, (UV40.b)

Definujme nyni funkeci jedné realné proménné f pomoci nasledujiciho vztahu

K-l K-1
f(e) = E;, + Voi (Ail)ijvj07 (UV40)

i=0 j=0

LN

Y“n e 1, kde | je vhodna indexova mnozina, ktera se obvykle shoduje s pfirozenymi &isly a nulou (Ny), ale
muze byt i sjednocenim Ng a R (redlnych cisel). ,,Vlastni funkce® piislusné k ,nespocetné casti“ (R) této
indexové mnoziny odpovidaji spojité &asti spektra a nemaji charakter funkci z L*(R®), ale funkci z jeho
distributivniho roz§ifeni. Jsou tzv. ,normalizovatelné k S-distribuci ve smyslu v jakém je tento pojem
pouzivan v [4]. K prvkim distributivniho rozsiteni LA(R®) lze vzdy najit posloupnosti prvkii z L*(R™), ze
norma rozdilu n-tého ¢lenu posloupnosti a daného prvku distributivniho rozsiteni konveruje k nule.

> Tj. H bud linearni, hermitovsky se zdola omezenym spektrem.
180 vlastnich funkcich a indexové mnozin& plati totéz co je uvedeno v piedpredchozi poznamee pod &arou.

Indexovani necht jak pro H , tak pro H, odpovid4 nartstajici hodnoté vlastnich ¢isel. Nejmensi vlastni

¢islo ozna¢me indexem n = 0 a predpokladejme, Ze je jednonasobné.
7 Tj. nezavisle na tom, predpokladame-li ¢ normalizovanou (<g|dy> = 1) &i nikoliv.
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kde Ej je nejmensi vlastni ¢islo operatoru I:IO, K je kardinalita®® pouzité vypocetni baze'®
(V praxi jde o nenulové kone¢né ¢islo, S jeho nartustem do nekone¢na se meze (Inner
Projection poskytuje velmi piesné dolni i horni meze) zlepSuji (dolni zvySuji, horni
snizuji)). V a A jsou ¢tvercové (hermitovské) matice s indexy probihajicimi mnozinu {0, 1,
..., K-1}, jejichZ elementy jsou dany vztahy (matice A je ve skute¢nosti funkci proméné &)

Voo = WV |vi), (Uval)
V. V,.

Ae) =V, - Y =L (Uv42)
k=0 8_E0

S¢itani v (UV42) probiha pies k indexujici vsechny vlastni funkce hamiltonianu H 0
(v€etné téch ,,vlastnich funkci* odpovidajicich spojité Casti spektra H o » je-li tato ptitomna),
tedy se jedna o fadu (Je-li e rizné od cisel ze spektra H o » tato fada konverguje a jedna se
tedy dokonce o soucet fady).

A

8 Muze nastat situace, e hamiltonian H, ma nejen bodové, ale i spojité spektrum. Pak mnoZina jeho

vlastnich funkei piislusejicich pouze bodovému spektru netvori uplny systém v Antisym(L*(R®V)) a aby byl
Antisym(L%(R*")) generovan je tieba do ni pripojit ,,vlastni funkce® ze spojité &asti spektra. MnoZina vlastnich
funkei (a ,,vlastnich funkci®) takového hamiltonianu H, je pak nespocetna a pfi numerickych vypodtech je
tteba kromé funkci z bodové Casti spektra pridavat postupné i funkce ze spojité ¢asti spektra (jejich index,
pokryvajici ¢ast R, nebo celé R, ptipadné i RP, kde p € Z* pak je tieba volit tak, aby posloupnost pouzivanych
vypocetnich bazi pii stale presnéjSich vypoctech postupné husté pokryvaly nespoéetnou indexovou mnozinu

odpovidajici spojité &asti spektra H (mluvime o procesu ,,zahuitovéani*). Maticové elementy odpovidajici

funkcim ze spojité ¢asti spektra H o Jjsou pak nekone¢né malé (v praxi funkce ze spojité ¢asti spektra vzdy
renormalizujeme tak, aby tyto elementy byly konecné malé) a suma v (UV40) ptechdzi pro plnou bazi (i

s funkcemi ze spojité &asti spektra H ) v soucet sumy a integrélu (suma je pres funkce z bodové &asti
spektra H o aintegral pies funkce ze spojité ¢asti spektra H o )- To situaci zna¢né komplikuje (,,zahustovani‘
si mize vyzadat znacné teoretické Usili co do implementace a stat i mnoho vypocetniho ¢asu pfi praktickém
provedeni) a pouzivané kroky nebyvaji ve fyzikalni literatute zpravidla podepfeny zadnymi argumenty z pole

funkcionélni analyzy. Proto je vhodné, je-li to mozné, nalézt takovy H o » ktery nema spojitou Cast spektra
(ptikladem miize byt napiiklad hamiltonian pro linearni harmonicky oscilator nebo operator T, z &asti o
algebraickém feSeni radidlni c¢asti Schrodingerovy rovnice pro atom vodiku). Nejintuitivnéjsi hamiltonian
kvantové mechaniky elektronového obalu s pfesné feSitelnou vlastni rovnici — hamiltonian pro atom
vodikového typu, nanestésti, spojitou ¢ast spektra ma. Proto jsou snahy pomoci nasobeni Schrédingerovy

rovnice radiélni proménou r a $kalovani nalézt v hamiltonianech pro atomy a molekuly jako H, operator

T3 , ktery ma jen bodové spektrum. Nevyhodou je, Ze nasobeni radialni proménou r méni problém vlastnich
Cisel na problém zobecnénych vlastnich ¢isel a vyjadieni Inner Projection (zejména funkce f) pro tento

vvvvvv

9 Mnozina funkei {|¥%>, | %>, ..., | >}
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Nvni Ize ukazat nasledujici:

1) definiénim oborem f je realna osa s vyhatym spektrem H o (D = R\ o(H 0))

2) dolni mez: Je-li ¢ e D, horni mezi k pfesné energii zdkladniho stavu &, pak &) =

f( gio(), ) je dolni mezi k pfesné energii zakladniho stavu &, coz lze zapsat jako

(gfot)) > 50) = (50 > e = (e ), (UV43)

3) horni mez. Je-li g£°3 € D; dolni mezi k ptfesné energii zakladniho stavu &, pak

e" = f.(¢9) je horni mezi k presné energii zdkladniho stavu &. Funkce fc je definovana

stejnym_zpusobem jako funkce f, ale 1iSi se indexovou mnoZinou pies kterou probiha
sumace V definici matice A (tj. ve vztahu (UV42)). V ptipadé funkce fc_je tato mnoZina
konecna a jedna se o mnozinu {1, 2. ..., K-1}, tj. jde o indexy pravé vSech funkci vypocetni
baze. Definiéni obor fc je stejny jako v pfipadé f. Tvrzeni ,,3)* Ize tedy zapsat jako

(9 < &) = (6 <% = (D), (UV44)

Diisledek: Znalost libovolné (at’ jiz horni nebo dolni) meze umoZnuje pouzit ji pro
vypocet meze toho druhého typu (dolni nebo horni) metodou Inner Projection (pouziva se
terminologie ,,vstupni mez*) a ziskanou mez (,,vystupni mez*) lze pouZit jako vstupni mez
pro vypocéet nové meze stejnou metodou. Tento iterativni postup, konverguje-li, vede
K ur¢itym limitnim hodnotam pro dolni i horni mez (posloupnost dolnich mezi konverguje
monoton¢ zdola ke svému suprému, posloupnost hornich mezi konverguje shora monotoné
ke svému infimu). Zacatkem tohoto procesu byva variacni hodnota energie zékladniho

stavu® giog = <(po ||:I |(oo>, ktera je (dle Ritzova variacniho teorému) horni mezi k ptresné
energii a postupem popsanym vySe slovy a nize (UV45)-(UV51) rovnicemi ziskame
posloupnost zptesiiujicich se dolnich a hornich mezi k ptesné energii zékladniho stavu &.

£9 = (po|Hlpo), (UV4s)
e = (D), (UV46)
e = f(eD), (UV47)

20 gy necht’ je normalizovana
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e = fh), (UV48)

ey = fe(e9), (UV49)
e = f(lY), (UV50)
¥ = f.(eY). (UV51)

Metoda pouzivajici rovnic (UV45)-(UV51) se nazyva Optimalizovand Inner
Projection (interaci se provede kone¢ny, zpravidla nevelky poget®’, v idealnim piipadé plati

(UV52), pokud ne, tak z mnoziny {£9, ¢4, %, ..., £} vybereme nejmensi prvek,
jako optimalni hodnotu pro horni mez a z mnoziny {893, 6%, gf‘g, . 8%} naopak

nejvétsi, jako optimalni hodnotu pro dolni mez.

(0) () (k-1) (k) (k) (k-1) () (0)
g9 S ey .S el Sy S g S gy g, < < &7 < &,.,4,(UV5])

Dikaz: [1], [8] a [13].

Kapitola 3 Ortogonalni polynomy

Definice O1: Posloupnost ortogondlnich polynomii

Bud’' P = {pn(X) | n € No} posloupnost realnych polynomu, n je fad polynomu pp.

Bud' | = <a; b> interval na realné ose (a < b, ptipousti se a = -oo, ¢i b = +0), oznaéme
jej interval ortogonality, bud’ p(x): <a; b> > R, funkce kladna na vnittku |, nezaporna na
jeho krajich takova, Ze integral (O1) je kone¢ny pro kazdy polynom f(x),

21 Provadéni procesu (UV45)-(UV51) pro k > 2 je zpravidla plytvani vypocetnim &asem. ZvySenim
kardinality vypocetni baze K (tj. rozméru ¢tvercovych matic A a V a zptesnénim vstupniho odhadu pomoci
varia¢ni vinové funkce majici o nékolik parametr vice) totiz dosdhneme (zpravidla) podstatné lepsich mezi
nez provadénim dalsich iteraci. Pro konecné K navic provadénim dalsich iteraci nelze dosahnout toho, aby
horni, nebo dolni mez splynula se skuteénou hodnotou energie e (ani v limité pro k = +co, ditvod je ziejmy —

az na n&kolik kurioznich protipiikladii je vzdy ¢4st informace o systému popsaném hamiltonianem H skryta
v podprostoru Hilbertova prostoru L(R™) generovaném {| %>, | %+1>, | ¥ks2>, ...}), naopak, pro tplnou

bazi, pokud K zvySujeme tak, Ze zahrnujeme postupné vsSechny vlastni funkce ¥, hamiltonidnu H0

dosahneme toho, ze horni i dolni mez budou konvergovat k presné energii e s rostoucim K (domnivam se, ze
toto tvrzeni pak plati nezavisle na k, tj. nezavisle na poctu provedenych iteraci).

32



b

j o(x) f(x) dx, (O1)

a

rak p(X) nazveme ,,vahovou funkci“ nebo ,,vahou. Pomoci ni (p(x)) necht’ je na prostoru
polynomi nad | zaveden skalarni sou¢in®® vztahem (f, g jsou realné polynomy nad I)

b

(flg) = [ P00 F(x)9(x) dx, (02)

a

Pak posloupnost P je posloupnosti ortogonalnich polynomti na intervalu | s vahou p, pravé
kdyZ pn(X) ma fad n a pro kazdé m, n € No, m # n, plati

(Py|Pn) = 0. (03)

Dle [14] “Jinymi slovy, posloupnost ortogonalnich polynomi je ortogonalni bazi
vektorového prostoru vSech polynomi (v obou ptipadech nad | s vahou p) s pozadavkem,
aby n-ty ¢len posloupnosti pn mél fad n.*

Definice O2: Standartizace

Volbou I a p(X) jsou tvary pn dany az na libovolny nenulovy realny nasobek (pro
kazdy polynom muze byt jiny). Tato nejednoznacnost je fixovdna ,standartizacni
podminkou®. Tou miZe byt zvoleni funk¢éni hodnoty v uréitém bod¢ | (napt. p,(0) = 1),
fixovani vedouciho koeficientu polynomi (koeficientu u nejvyssi mocniny), nebo fixovani
normy (optimdlné na hodnotu 1, pak dostdvame dokonce ortonormalni baze) a faze
(optimalné tak, aby v okoli pocatku byly polynomy realné, kladn¢). Posledni moznost vede
K odmocninam v koeficientech polynomi, coz komplikuje jejich zapis a tak se tato moznost
nepouziva.

Lemma O3: Kolmost p, na polynomy nizsiho radu

Polynom pn(x) € P je ortogonalni (ve smyslu skalarniho souc¢inu (O2)) ke vSem
polynomlim niz$iho fadu

Dukaz: Jaky-koliv polynom nizsiho fadu Ize rozvinout do linearni kombinace po, p1
aZ Pp-1 a ty jsou vSechny kolmé na pp.

Véta O4: Rekurentni relace 1

Pro kazdou posloupnost (reaalnych) ortogonalnich polynomt P = {pn(X) | n € Ng}
existuji posloupnosti realnych ¢isel a,, b, a ¢, tak, ze plati rekurentni relace

2 Tim se prostor polynomi nad | svahou p stava Hilbertovym prostorem (separabilnim, protoze mé
spo¢etnou mnozinu generatort).

33



P.(X) = (a,x+b)p,(X) — c,p,(X), Vxel, (04)
zavedeme-li navic
h, = (p.|P.), (05)

a oznacime-li k, jako vedouci koeficient polynomu p, a k,” jako koeficient p, u druhé
nejvyssi mocniny, pak plati

Kn.1

a — n+ 1 06
. (08)
b = a Knaa _k_n] (07)

n+l I(n

k., h

C, = a0 (08)

kn hn—l

Véta O5: Existence redlnych korenui ve vnitiku [

Kazdy polynom pn(X) z posloupnosti ortogonalnich polynomt P nad | s vahou p ma
vSech n kofeni od sebe navzajem riznych a vsSechny se nachazeji uvnitf intervalu
ortogonality I.

Diikaz:

Tvrzeni fika ,,Polynom pn(X) na | n-krat zméni znaménko*

Sporem: Necht’ polynom pn(X) v intervalu | zméni znaménko m-krat a necht m <n
(opacnou ostrou nerovnost (M > n) lze vyloucit dle fundamentalni véty algebry — polynom
n-t¢tho fadu nemiize mit vice jak n rdznych redlnych kofenli protoze ma pravé n
komplexnich kofenti (v€etné nasobnosti)). Predpokladame tedy, Ze p,(X) ma n - m kotfend
komplexnixh, nebo maji nékteré zjeko m odlisnych kofeni vy$$i nasobnosti nez 1.
Ozna¢me onéch m bodi, kde pn(X) meéni znaménko jako Xi, Xz, .., Xm, Pak konstruujme
polynom S(x) fadu m, ktery méni znaménko piesné ve stejnych bodech jako pn(x), tj.

S(x) = slm[ (X=X%;), (08.1)

kde s € {-1,+1} zvolme tak, aby mimo body x; byly znaménka pn(x) a S(x) stejna. Pak je
soucin S(X) pn(X) p(X) nezaporny v | a dokonce ostie vétsi nez nula v | aZ na mnozinu miry
nula (body x;) a tedy musi platit
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[ PO)SE) P, dx = (S[p,) > O, (082)

jenze S(x) jako polynom niz§iho fadu (soucasti spor-ptedpoklad byl m < n) je dle lemmatu
O3 kolmy na pn(X), tj. plati

[ PO)S() P, dx = (S[p,) = O, (083)

COZ je spor.

Véta O6: Oscilacni pro polynomy
Kofeny kazdého polynomu pn(X) lezi ve vnitiku intervalu vymezeného kofeny
polynomu pp+1(X).

Diikaz:

Zavedme bez Ujmy na obecnosti standartizaci, Zze vedouci koeficienty vSech
polynomt jsou kladné. To nijak neovlivni polohu kotent.

Nejprve dokazme lemma: Vne Ny, Vxel: p..,"(X) p,(X) > p,..(X) p,"(x), (0O9)
dikaz lemmatu bude vychazet z matematické indukce. Pro n = 0 za zvolené standartizace
vyrok (O9) zjevné plati. Pro obecné n Ize pomoci rekuretni formule dokazat platnost (O9)

za predpokladu splnéni vyroku pro n — 1. Tim bude Lemma dokéazano pro libovolné n € No.
Tedy:

pn+1(X) = (anx+bn)pn(x) - Cn pn_l(x)a (010)
kde
a, = Koy >0, ¢, = a, Koy > 0, (011)
kn kn hn—l
tj.2
pn+1'(x) = an pn(x) + (anx+bn)pnl(x) - Cn pn—ll(x)’ (012)

po dosazeni (O12) do levé strany (09) a Gpravach
pn+ll(X) Pn (X) - pn+l(X) pnl(x) = a, pr? (X) + C, ( Pn '(X) pn—l(x) - Pa (X) pn—ll(x)) !(013)

prvni ¢len na pravé stran€ (O13) je nezaporny a tak plati

23 Carka znadi derivaci.
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pm—l| (X) pn (X) - pn+l(x) pn I (X) Z Cn ( pn I (X) pn—l (X) - pn (X) pn—ll(x)) >0 1(014)

Cnh > 0 dle (O11) a zavorka na pravé stran¢ (O14) je kladna z induk¢niho piedpokladu. Tim
je lemma dokéazano a lze jej pouzit nasledujicim zptisobem: Bud’ x; (ne nejvyssi z hlediska
uspotadani podle velikosti na realné ose) koten pn+1, pak plati

pn+1'(xl) pn (Xl) > pn+1(xl) pn'(xl) = O! (015)

t]. Pn+1(x1) @ Pn(X1) Museji mit stejna znaménka. Uvazujme X, nejblizsi kofen pp+1 vysSsi nez
X1, pak plati zcela analogicky

pn+1'(X2) pn(xz) > pn+l(X2) pn'(xz) = 0, (016)

znaménko Pn+1’(x2) musi byt ale nyni opacné nez v piipadé pp+1’(x1) a tedy i znaménko
Pn(X2) bude opacéné nez pn(X1). Pn je spojita funkce a proto musi mezi body x; a X, prochazet
nulou, tj. musi existovat X;» € (X1, X2), Ze pPn(X12) = 0. X12 nemuze koincidovat ani s x; ani
S X2, nebot’ by nebyla splnéna jedna z nerovnosti (O15), (016).

Veta: Diferencialni rovnice generujici ortogonalni polynomy
Uvazujme na intervalu I, 0 # | < R rovnici

QX f"(x) + LXf'(x) + Af(x) =0, (017)

kde Q(X) je polynom fadu 2 nebo mén¢, L(x) je polynom fadu 1 nebo méné a A je konstanta.
Ulohou je nalézt funkci f majici urditou vlastnost (koneénost, chovani v nekonetnu a
funkéni hodnota v ur¢itém bod¢), nebo najit dvojice (A, f,) tak, aby f, byl polynom (se
zadanou hodnotou v urcitém bod¢). Tato rovnice je tzv. typu ,,Sturm-Liouville® a mize byt

pfepsana jako Uloha pro vlastni ¢isla diferencidlniho operatoru D daného vztahem
A d? d
B = QW + L), (018)
dx dx

Vlastni ¢islo pak je —A4 z rovnice (O17). Vedlejsi podminkou je nesingularnost f na I, nebo
chovani f v nekonecnu (neroste rychleji nez zadana funkce, napt.). Vlastni ¢isla, tvori
spocetnou posloupnost Ao, A1, A2, ... a odpovidajici feSeni f, oznacme je nyni p; tvofi
poslouopnost ortogonalnich polynomi P na intervalu | s vahou p(x) vyjadfitelnou pomoci
Q(x) a L(x), kdyz jedna z nasledujicich podminek je spliiena

1. deg(Q) = 2, deg(L) = 1, Q ma dva rizné realné kotfeny a koten L lezi ostfe mezi
nimy, vedouci koeficienty Q a L maji stejné znaménko

2. deg(Q) =1, deg(L) = 1, kofeny Q a L jsou odlisné a vedouci koeficienty Q a L jsou
stejné, je-li kofen L mensi nez koten Q
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3. deg(Q) =0 (Q je nenulova konstanta), deg(L) < 1, vedouci koeficient L ma opacné
znaménko nez vedouci koeficient Q.

V zavislosti na tom, kterd z vyse uvedenych tfi podminek je splnéna obdrzime polynomy

1. Jacobiho typu
2. Laguerrova typu
3. Hermitova typu

Ve vsech tfech pripadech plati (I 1ze vymezit pomoci kofenti Q, pro deg(Q) = 2
vymezuji dva realné kofeny Q (pfipad Jacobiho typu) kone¢ny interval | — R, pro deg(Q) =
1 je jediny kofen dolni mezi intervalu | a horni mez je +oo a pro deg(Q) plati | = (-o0, +o0) =
R), ze feseni (O17) (nesingularni na | a pro neomezené | pro X = +oo rostouci pomaleji nez
exponenciala) jsou posloupnosti polynomu P = {po, p1, P2, ...}, kde deg(pn) = n na intervalu
I a s vahou p(x) danou rovnici (O19)

R(x)

p(X) o)

(019)
kde

R(x) = exp( %dx]. (020)

Veli¢ina R(x) je vztahem (020) dana az na libovolnou kladnou multiplikativni konstantu,
stejné jako p(x). Aby o(x) bylo kladné uvnitt I, vynasobime piipadné rovnici (O17) minus
jednou. p(x) dana vztahem (O19) je nenulova a kone¢na na vnitiku I. Skalarni soucin na |
svahou p(x) je dobfe definovan (tj. koneény pro libovolné dva polynomy nad I).
Posloupnost P je ortogonalni, je-li navic splnéna podminka

ROV (P, ()P, (¥) = p, (P, M) = 0. (021)
Dutkaz: Viz [14]

3.1 Klasicke ortogonalni polynomy

1. Jacobiho typu: [14] tika ,,Kazda posloupnost polynomu Jacobiova typu mize mit |
pfeveden posunutim & $kalovanim na <-1;1> a Q na Q = 1 —x**. Pak mohou byt
standartizovany na Jacobiho polynomy P“# | jejichz diilezitymi podtfidami jsou
Gegenbauerovy, Legendreovy Py(x) a dva typy Cebysevovych polynomi.

2. Podobné transformace dle [14] mohou pievést libovolnou posloupnost
ortogonalnich polynomi Laguerrova typu na posloupnost ortogonélni polynomu na
intervalu | = <0; +) a s Q = x v rovnici (O17). Ty mohou byt standartizovany na
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zobecnéné®® Laguerrovy polynomy L2 (x), Laguerrovy polynomy L_(x) jsou jejich
podtiidou (pro a = 0).

3. Transformace naznacené v ,1.“ mohou pievést libovolnou posloupnost
ortogonalnich polynomii Hermitova typu na ortogonalni polynomy hal =RsQ =1
a L(0) =0 (Q aL viz (O17)), ty pak mohou byt standartizovany na Hermitovy
polynomy H,(x).

Hermitovy polynomy se vyskytuji pii feSeni stacionarni Schrédingerovy rovnice pro
linearni harmonicky oscilator a také pti konstrukci jednoduché vypocetni baze (ovSem se
Spatnym asymptotickym chovéanim) pro numerické feSeni anharmonickych oscilatorti a
podrobné jsem se jimy zabyval v [1]. Hermitovy polynomy maji nezanedbatelnou roli i
v kvantové mechanice elektronového obalu atomii a molekul (jako alternativni (Uplna)

wewvr

Legendreovy polynomy P(x) (respektive Pfidruzené Legedreovy ,,polynomy*“ P"(x) (pro
licha m se o polynomy nejedna, ale je-li x = cos € (8 e <0; > je jedna ze sférickych
soufadnic), i pro lichd m se jedna o polynomy v cos #a sin 6, veli¢iné B,"™ (cos &) exp(i m¢)
jsou umérné tzv. ,,Kulové funkce™ Y|m(6, ¢) nebo také ,,Sférické harmonické®, coz jsou
standartizované ortogondlni funkce na jednotkové sféfe v R®, které jsou vlastnimi funkcemi
Laplaceova operatoru na této sféfe (a tvoii na ni Gplny systém prostoru L%(S%), kde S° je
jednotkova sféra v 3-rozmérném prostoru)) a sdruzené Laguerrovy polynomy L (X)

(soucast feSeni radidlni ¢asti stacionarni Schrodingerovy rovnice pro atom vodikového typu
a polynomy vzniknuvsi ortonormalizaci uplného systému funkei {x""™* exp(- n x) | n € N}
s vahou x”, kde S8 e {0, 1, 2}, coz je dilezitd operace pii priblizném feSeni stacionarni
Schrédingerovy rovnice pro viceelektronové atomy, nebo pro systémy jejichZz hamiltonian
obsahuje jako hlavni ¢ast hamiltonian pro atom vodikového typu)

Pro klasické ortogonalni polynomy lze nalézt

1. Vytvotujici diferencialni rovnici se standartiza¢ni podminkou

2. Rodriguesovu formuli (pro obecny polynom dany diferencialni rovnici (O17) je
dana vztahem (O22) nize)

3. Vytvotujici funkei (funkce dvou proménnych, jeji TaylorGv rozvoj okolo pocatku

Vjedné ztéchto proménnych mé za koeficienty u mocniné této proméné pravé

»vytvorené* ortogonalni polynomy v druhé proméné)

Rekurentni relace typu (O10) , nebo jiné ve kterych figuruje prvni derivace

Relace ortogonality v¢etné kvadratu normy kazdého polynomu

6. Specidlni vztahy (zejména dulezit¢ pro kvantovou mechaniku jsou ,skladaci
relace®, tj. vztahy ,,umoznujici vyjadfit souc¢in dvou polynomu, nebo s nimi n¢jak
souvisejicich specialnich funkci jako soucet polynoml, nebo snimy né&jak
souvisejicich specialnich funkci jinych fadd/stupnti, nebo naopak vztahy
umoziujici naopak jeden polynom (nebo ... atd.) vyjadiit jako soucet soucinil

ok

2 Termin ,,zobecnéné“ se pouzivé ve [Formy 1], v [Wiki-ortogon.poly] se nazyvaji ,,Associated*, coz lze
prelozit jako ,,pfidruzené®.
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polynomii nizSich tadi a relace popisujici funkéni hodnotu polynomu nebo
souvisejici funkce pro soucet nebo rozdil argumenti)
7. Rizné integralni identity.

Rodriguesova formule pro obecny ortogonalni polynom

1 d° n
PO = s QWY ) (022)

kde posloupnost e, zavisi na konkrétni volb¢ standartizace.

Vztah hodnot A, ke koeficientiim diferencialni rovnice (O17)
A = —n(nT_lQ" + L'j, (023)

Sturm-Liouvillova forma rovnice (O17) v [14] oznacovana jako ,,druha* forma rovnice
(017),

d d R(x) 4 _
ﬂ[R(X) ax f‘”]* apg ¥ =0 ©29
1 d d

Forma rovnice (O17) bez €lenu s prvni derivaci v [14] oznaCovana jako ,.tfeti” forma
rovnice (017)

d’ A 8"(x) 3
e u(x) + (@ 500 ]u(x) = 0, (026)
kde u je dano vztahem
u(x) = S(x) f(x), (027)

a S je dano vztahem (0O28) az na kladnou multiplikativni konstantu (coz ve vztahu (026)
nevadi, neb v podilu S*°/S se multiplikativni konstanta zkrati a zména U o multiplikativni
konstantu ponechéva tvar rovnice (026) stejny).

S() = JRO) = exp[j%)(‘)x)dx], (028)
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3.2 Specialni pripady ortogonalnich funkci/polynomi

Nize uvedu nékteré ze vztahli typu 1.-7. pro Laguerrovy, Zobecnéné Laguerrovy,
Legendreovy polynomy, Pridruzené Legendreovy funkce a Kulové funkce.

3.2.1 Zobecnéné Laguerrovy funkce/polynomy

Jsou pojmenovany po Edmondu Laguerrovi (1834-1886) a jsou feSenimi Laguerrovy
rovnice, [14], kde pozadujeme ,,—a ¢ N*

2
z d ~La(z) + (a+1—z)iLi(z) + nLi(z) = O, (023)
dz dz
vyhovujici podmince (standartizace)
n+a
L (0) = ( 0 ] (029)

tato feSeni je mozné vyjadtit pomoci degenerované Hypergeometrické funkce F [4] jako
n+a
Li(z) = [ J F(-n,a+1 2), (030)
n

kde degenerovanou Hypergeometrickou funkci F miZzeme zavést pro vSechna komplexni z
Taylorovym rozvojem

Fla,7:2) = i %%zk, (031)

kde (@)« je ,,vzestupny faktorial komplexniho ¢isla &, tj. (k= - (a+ 1) - ... (¢ + k- 1),
(a)o = 1. Lze ukazat, ze F a tedy i L se redukuji na polynom tehdy a jen tehdy kdyz « je
nekladné celé &islo®, tj. n e Ny (n z definice L2 (z) v (023)). Zarovei musi byt ,,* (pro F)
a tedy 1 ,,a+1* (pro L) razné od nekladného celého ¢isla, tj. musi byt a € Ng. Dosazenim

(0O31) do (030) lze ziskat explicitni vyjadieni koeficientli Zobecnénych Laguerrovych
polynomi jako26

%\ opa¢ném piipadé lze z asymptotického odhadu podilu koeficienti v k+1-ni a k-té mocniny (podil je roven
((1/(k+1)). (a + K)/(y + k), coz pro velka k odpovida ptevracené hodnoté) z v rozvoji (031) usoudit (pro velka
z hraji roli stale vyssi a vyssi k vV rozvoji, proto asymptoticky rozvoj vzhledem ke k), ze asymptotické chovani
F (atedy i L) v nekone¢nu odpovida funkci exp(z).

2 Odvod'me to:
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Li(z) = Z( )(:Hljk, (032)

k=0

coz 1ze?’ zapsat pomoci Rodriguesovy formule jako

n

1 d
L*(z) = —e?z7? e fz™?), 033
(2) n! dz" ( ) (033)

Plati klasické rekurentni realce, které jsou specialnim piipadem obecnych rekuretnich relaci

(010),

2.(x) = niJrl((Zn flra-l) — (n+a)lt,m), (038)

Literatura [4] uvadi ,,Vypocet integralti z vyrazli obsahujicich zobecnéné Laguerrovy
polynomy obvykle zna¢né usnadiiuje pouziti vytvarejici funkce, tj. rozvoje (039) platného
pro|g <1« &eC,

I S D 5 -3 a
T exp( 1_95} nZ:: L2 (x) £, (039)

L) - [n+aJZ”: 1 (-n), Zk:(n+a)!(l+2”: D% n(n-2..(n—k+1) sz

n )& kl(a+d), nta! = k! (a+D(a+2)...(a+k)

(n+a)' (-1 aln! -D* (n-k+a+k)! _,
nla'[z_;J k! (a+k)!(n—k)! j Z k! (a+k)!(n—k)!Z

k=0

*" Ditkaz se provede snadno pomoci aplikace Leibnitzova pravidla (O34) a vztahti (O35), (036) na (033)

d” n n dn—j dl

f. = : f : i ! 03
—(f-0) J_Z()[j]dxn_,( ) 7@ (034)
dJ -7 ja-z
dzi(e ) = (e, o
d (Z ”*Ia) __(n+ a)!_ gl d (Z nia) _ (n+ a-l)! 2 (036)
dzl (n+a-—j)! dz™ @+

a _ l -az C (_1)jn! (n+a)! atja-2 _ C (n+a)! (_1)jzj
L@ = mZ® ,—Z_:j(n—j)!j!(a+j)!z ¢ _,Z_:j(a+j)!(n—j)! j!
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naptiklad 1ze pomoci (O39) snadno dokazat platnost relaci ortogonality (O40) a nalézt i
kvadrat normy n-tého polynomu, coz je feSenim tlohy U-I-1 (dokazat (040)) z [4]

Véta O7: Tvar relact ortogonality pro zobecnené Laguerrovy polynomy

Necht’ Re(a) > - 1, pak plati:

Jeeuoume = (), = 5, @ o)
Diikaz:
Z (039) vyplyva

g o LAT( 1 xe

Ln(X) - n! dfn ((1_5)1+a exp[ 1_§JJ ‘f:o’ (041)
T e ”x* Li(x) L, (x)dx =

" m - (O

1 d : 1 _ d _ 1 — J‘Xaexp{_[i_,_i_plij dx
niml d&;) | @-&)™d&" @-&) ™\ 1-¢& 1-¢, i
1= &=0
42)

upravme

Txa exp(—(liJrliJrl]xJ dx = Txa exp(—(%]x] dx =
0 _51 _52 0 ( _51)( _52) ’(043)
I'la+1)

— I Sl 1_ l— ) a+l
ey (@8-
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e x* Lh(0) Ly () dx =
_ T'(@a+y) d" | d" . )
Coonim! o del | dEM | @-&&,) 40 5—0_

5120 J £,=0

)=

ot—38

(044)

_TI'(a+1) d" (a+1), gr
Contmtodgy |l @-&8,) 7

_T(a+m+1) d" (.,
~ nim! d§;(§2)

£,=0

Nyni pouzijeme zndmou identitu

LA
iz &)

_ nis, (045)

£,=0

a po dosazeni (045) do (O44) vyjde pozadované (0O40), kde pouze staci prohodit roli m a n,
COZ je mozné

Véta O8: Integral dulezity pro normalizaci radialni casti vinové funkce pro
atom vodiku

Necht’ Re(a) > - 1, pak plati:

F'a+m+)(2m+a+1)
m! ’

Te‘xxa” [l ofdax = (046)

Diikaz: Vyjdeme z rekurentnich relaci (O38), kde pouZzijeme n = m a Upravime je na
tvar kde na levé strané bude jen ¢len x L7 (X), tj.

xLi(x) = (@m+a+)L (x) + (m+DL.,(x) + (m+a)L; ,(X), (047)

rovnici (047) vynasobime vyrazem e *x* L2 (X), zintegrujeme pres R* a pouZijeme relaci
ortogonality z pfedchozi véty (040).

Véta 09: Integrdl dillezity vypocet integralu typu < Y1Ir’| ¥>

Necht’ Re(a) > - 1, pak plati:
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Te‘*xa‘l[L?n(x)]z dx = 2 w (048)

Diikaz:

Plyne hned z lemmatu, které tvrdi
Lii(2) = D Lu(2), (049)
m=0

sta¢i pouze dosadit do (O48) a > a + 1 (tim se podminka Re(a) > - 1 méni na Re(a) > 0),
dosadit tam z (049) a pouzit relace ortogonality (O40).
Poznamka PP1: Laguerrovy funkce

Laguerrovy funkce jsou specialnim ptipadem zobecnénych Laguerrovych funkci a jsou
definovany pomoci vztahu

L.(2) = L(2), (050)
Lemma OL1: O derivaci
Plati (a, m, n € Np):

dm

L(a+m)z — _1m
n o (2) ()OIZm

(L2..(). (051)

Identita Ol1: Rekurentni relace s prvni derivaci [15]
Tj. rekurentni relace typu (O12), necht' n € Ng, X € R", pak plati

dL,(2)
dz

z

= (L@ - L.@®), (052)

3.2.2 Prfidruzené Legendreovy funkce

3.2.2.1 Zavedeni

Jsou pojmenovany po Adrien-Marie Legendreovi (1752-1833), [16] ktery je poprvé
(1782) zavedl jako koeficienty v rozvoji Newtonova potencialu (1/|;-T, |, kde I; a F, jsou
poloha zdroje a misto v prostoru, kde nds zajima hodnota toho potencialu), coz odpovida
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vztahu (XXO0.1f) a definici pomoci vytvoiujici funkce (O61). Lze je ale také zavést jako
feSeni ,,0Obecné Legendreovy rovnice* (nebo ,,Pridruzené Legendreovy rovnice®), [17]

d {(1—22)‘12—1(2)}(““1) - 1m22]P|m(z) = 0, (052)

dz -
na intervalu (-1;1). Reseni jsou nesingularni v?® <-1;+1> jen pokud m i | jsou celd &isla
(parametr | se oznacuje jako stupern a parametr m jako #dd) a |m| < I, nebo pro ekvivalentni
ptipady odpovidajici zaménam m - -m a | - -I-1, které ponechavaji tvar rovnice (052)
nemény. Pro m sudé je PB"(z) polynomem v z. Tato rovnice se ptirozené objevuje v celé
fad¢ fyzikalnich a technickych aplikaci, v tomto pfipadé je vyznamné, zZe na ni vede
problém spole¢nych vlastnich €isel a vlastnich funkci kvantové-mechanickych operatora
L2 (druha mocina velikosti (orbitalniho) momentu hybnosti) a I:Z (z-ova komponenta

(orbitalniho) momentu hybnosti, v textu také oznaCovana jako 3.komponenta, t;j. |:3) 0
¢emz je blize pojednano v Kkapitole 6.1 ,,Atomy vodikového typu, alternativné to lze
formulovat tak, Ze rovnice (0O52) predstavuje ,,0hlovou ¢ast™ (angularni ¢ast) Laplaceovy
rovnice AW(F) =0 (F € R, v2=R? HF) e LAR® N C*R®) pii separaci prom&nnych
ve sférickych soufadnicich® a po substituci z = cos 6, () = R(r) P(cos &) exp(im ¢). Jak
bude uvedeno v kapitole ,,Elektronova repulze, <uv|l/riplop>*, Piidruzené Legendreovy
funkce P"™(z) i Legendreovy funkce P°(z) = P(z) jsou dilezité pro multipolovy
rozvoj elektrostatického potencialu bodového naboje okolo jiného centra (viz vztahy
(XX0.1f) a (XX0.1m), kde je pouzito oznaceni (XX0.1a)), coz umoznuje vypocet integrald
typu (XX4), (OM23) a (3T1) v situaci, kdy vSechny zde vystupujici jednoelektronové
vlnové funkce ¥ jsou centrovany na stejném atomu. Pfidruzené Legendreovy funkce jsou
kromé rovnice (052) dodefinovany pozadavkem nesingularity v intervalu z € <-1; +1>
(druhym, linedrn& nezavislym feSenim jsou ,,Legendreovy funkce druhého druhu“® [18]
Q" (2), ty jsou singularni v bodech z = -1 a z = +1. Nesingularni feSeni P," (z) se v souladu
s tim n€kdy také oznacuje jako ,,Legendreovy funkce prvniho druhu®) a fixaci funkéni
honodty v bod& z = +1 (tzv. ,,standartizace*) vztahem>!

28 \/ krajnich bodech uvazujeme jejich spojité rozsiteni, existuje-li.

2 Standartni volba, X = r sin @cos ¢, y = r sin @sin ¢, z = cos 0.

%0 P¥i substituci z = cos @ jim odpovidaji funkce které nejsou (po vynasobeni netrivialni radialni &asti a &asti
zévislou na ¢) kvadraticky integrabilni (nejsou elementy prostoru L?(R%)) a ani nejsou ,,normalizovatelné k &-
distribuci (nejsou elementy L*'(R®)) a tedy nemaji v kvantové mechanice 74dny vyznam.

1 Ani t&mito pozadavky neni funkce le (2) pro m # 0 uréena jednoznacné, proto je vhodn&jsi pomoci
diferencialni rovnice (052) definovat jen P°(z) = Piz) a P"(z) definovat pomoci vztahu (059). Zde, a

v [Formy 1] jsou funkce P,m(Z) zavedeny vztahem (060), nebo jinym ekvivaletnim zptisobem (napf. rovnice
(052), pozadavek nesingularity, (O53) a (059)), ale v [Wiki, Legendreovy funkce], [MathWorld,

Legendreovy funkce] jsou zavedeny Piidruzené Legendreovy funkce P," (Z) tak, Ze plati

P"(2) = (-1)"P"(2), (056.b)
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P"() = S (053)
tj. obecné feSeni rovnice (0O52) Ize psat ve tvaru
Z'"(2) = CR"(1) + C,Q"(2), (054)

kde C; a C; jsou (obecné komplexni) konstanty. S ohledem na invarianci rovnice (052)
vzhledem k zamén& m - -m je tteba jesté dodefinovat vzajemny vztah P™ a P ™". Protoze
podminka regularity feSeni P vymezuje z 2-rozmérn¢ho linearniho prostoru feseni (054)
rovnice (052) jediny paprsek, je ziejmé, ze tyto dvé funkce (R"™ a P™) museji byt
linearné zavislé a ukazuje se, Ze je vhodné vztah mezi nimy definovat vzorcem [4]

(I-m)!

-m _ _1\m m 32
P™() = (-1 —(I+m)!P' (2), (055)

Pro m = 0 oznacujeme R" jako Py, tj. Legendreovy polynomy (I celé nezaporné). Ty jsou

dle (019) a (020) ortogonalni s vahou p(x) = 1 na intervalu <-1; +1>, dokonce lze odvodit
[4] obecngjsi vztahy

fomn om ~ (1+m)

_jlpk @R @) bz = 2Gr o S (056)
- - 4z -

f REA)R@A-R)dQ = = R (7 A,)d, (057)

kde S je povrch jednotkové sféry v R®, fi, fi,a fi, jsou vektory jednotkové délky v R® a d2
je element prostorového uwhlu v soufadnicich vektorun. Alternativnim zavedenim
Legendreovych polynomu je Rodriguesova formule (022) (kde se pouzije tvar (0O52) jako
(O17) a dosazenim do (020), (0O19) a (022) — aby bylo spliteno (O53), je potieba volit e, =
2" n! = (2n)!), ta m4 tvar

1 a

P(2) = R(2) = ds

(22 -1, (058)

tj. v takovém pripad& by se ve vztazich (059) i (060) musel objevit faktor (-1)" a tento by zasahl i do
rekurentnich formuli a dalSich vztaht.

% Podobné se nékdy definuje P,"™ i pro zaporna I, s ohledem na invarianci rovnice (052) vzhldem k zdméné |
- -I-1, pak se uvadi vztah

PT(z) = RL(2), (056)
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Pridruzedé Legendreovy funkce lze pro nezaporna, cela m definovat vztahem

m
m/2 d

dz"

P"(z) = (-z°) R (2), (059)

pro zaporna celd m se pouzije formule (O55), takto definované funkce spliiuji rovnici (052)
a standartiza¢ni podminku (O53) a prostym dosazenim (O58) do (O59) pro né Ize odvodit
obecnéjsi Rodriguesovu formuli

P - S ddzlm (22 1), (060)

tato formule dovoluje definovat Pfidruzené Legendreovy funkce pro vSechna nezaporna
cela | a cela m takova, ze |m| < |. Dalsi mozny zpisob zavedeni jsou je tzv. ,,vytvoiujici
funkce®, tj. pro || < 1, plati (z: |z| < 1). [4]

1 +0 |
S S P.(2), 061
J1-2xz+x? ; R (o1

Dalsi alternativni zplisob definice jsou rekurentni relace, které zde uvedu naopak jako
vlastnosti Pfidruzenych Legendreovych funkci definovanych Rodriguesovou formuli
(060), nebo kombinaci rovnice (052), pozadavku nesingularity v intervalu z € <-1; +1> a
splnéni standartiza¢ni podminky (O53).

3.2.2.2 Rekurentni relace, parita a derivace v krajnim bodé

Rekurentni relace typu (O10) pro pevné m € Z (I > |m|, | € Z), [17,4] uvadim nize
(062), stejné jako rekurentni relace typu (O10) pro pevné | € No (m € Z, | > |m|) (O63).

(I-m+)P%(z) = (A+DzP"(x) - (I+m)P7(2), (062)
2mP"(2) = V1-22[F™(z) + (I+m)(I-m+1)P™(2)]. (063)

Rekurentni relace s prvni derivaci, tj. typu (O12) pro pevné m (stejné omezeni na m a | jako
v (062)) je uvedena ve vztahu (0O64) a analogické relace pro pevna | ve vztazich (O65) a
(066). Pro integraci Legendreovych polynomu P)(z) je velmi vyhodna formule (O67).

(22 _1)0' R"(2)

= = 2R - (I1+m)R%(2), (064)
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(z2—1)dzmz(z) - —V1-2?P"(2) + mzP"(2), (065)
(zz—l)ddizm = (l+m)(I-m+1)V1-2> P"*(z) - mzR"(2), (066)
@+DR@ - RGO - R.@] (067)

Jako vhodné pocatecni funkce pro rekurencni vztahy Ize pouzit formule (O67.b) a
(067.c)

P'(z) = (@-pnf-z2)" (067.h)
PL(Z) = @+1)zP'(z2) = @+1phz@-z%)". (067.c)
Parita funkci P"(z) je dana souctem parametrui | a m, tj. plati

P"(-2) = (-1)"R"(2). (068)

Pro funkce Py(z) je znam [17] vztah analogicky s (O53), pro prvni derivaci,

R(1) = @ : (069)

3.2.2.3 Uplnost

Reparametrizaci z = cos € a doplnénim o ortogonalni systém 2p-periodickych
funkci proménné ¢ vznikne uplny ortogonalni systém funkci z prostoru L%(S), kde S je
povrch jednotkové koule v R®

M = {R"(cos(d))exp(img)|mef-l—l+1..1} 1eN,}. (073)

To vyplyva zfaktu, Ze dvojice operatora L[* a I:3 zavedenych v kapitole ,,Atomy
vodikového typu tvoti iplnou mnozinu komutujicich operatord na prostoru L2(S).

3.2.2.4 Uzavreny tvar Legendreovych polynomu P(2)

R. Schmied [19,20] odvodil vyjadfeni pfirozené mocniny proménné z jako linearni
kombinace funkci P(z) ve tvaru
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@ +Dn!
fmnninte o @ (n—l)} (Il +n+2)!!

P (2), (074)

kde sumace probiha ptes | od n smérem k nule po kroku 2, tj. | € {n, n-2, ..., 1} pro | liché a
| € {n, n-2, ..., 0} pro | sudé. Uvedena formule je vhodna napiiklad pro vypocet
maticovych elementii operatoru tfeti komponenty polohového vektoru mezi bdzovymi
funkcemi, které byly sestaveny ze Sférickych harmonickych funkci.

Z Rodriguesovy formule (O58) Ize odvodit [20] explicitni tvar P (z) pro | € No, tj.
inverzni rozvoj k (074),

1Y @2k
2" &5 k! (1=K)! (1 —2k)!

P(z) = 1L§J(—1)k('j(2'_2ka'2k. (076)

2' &= k I

P (2) : (O75)

Legendreovy polynomy lze, podobné jako Laguerrovy (0O30) vyjadiit pomoci
degenerované Hypergeometrické funkce F zavedené Taylorovym rozvojem (0O31)
absolutné konvergujicim v celé komplexni roving,

P(z) = F(I+1,—I;%(1—z)j. (077)

3.2.2.5 Sférické harmonické funkce (,,Kulové funkce*)

Necht' | a m jsou celoéiselné parametry Pfidruzené Legendreovy funkce P"(z)
splitujici nerovnost | > |m|. Necht' 8 € <0; 7>, pak

P"(cos(6)) je prom sudé polynom v cos (). (078)

P™(cos(6)) je promliché polynom v cos(6) a sin (). (079)

Sferické harmonické funkce, oznacované také jako “Kulové” 1ze definovat vztahem

Y, (0.4) = (—1)““\/ ZLH E' ~M e (cos(@)) e (080)

I +m)!
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tyto tvoii iplnou ortonormalni bazi prostoru L*(S), kde S je jednotkova sféra v R®, coz Ize
vyjadfit dvojici rovnic [4] — relacemi ortonormality (O81) a relacemi uzvaienosti (O82),

[ V@ Yin(@dQ = &, Sy, (081)
3 3 V) () = 60 (F-), (082)

kde i je jednotkovy vektor v R® (slouzi jako jiné vyjadfeni zavislosti Y|, na sférickych
uhlech @ a ¢, pruh oznacuje komplexni sdruzeni a d<2 plosny element povrchu jednotkové
koule vR® (d2 = sin 6 d@ dg, 8 € (0; n1), ¢ € (0; 27)), suma na levé strand (O82)
konverguje v normé pro fixni hodnotu jednoho z argumentti, prava strana je dvourozmérna
Diracova delta-distribuce ,,vy¢islena“ v bod¢ n — n' (korektné je tfeba na rovnici (082)
nahliZet jako na rovnost dvou temperovanych distribuci, leva strana pak odpovida tadé
z regularnich distribuci generovanych sférickymi harmonickymi funkcemi a prava strana
mize byt nahlizena pro fixni n' jako o-distribuce v proménné f se sttedem v fi', nebo
opacné (role i a A" prohozena).) Dalsi vlastnosti Kulovych funkci uvadim az v mistech,
kde jsou tyto vyuzity. Kulové funkce jsou spolecné vlastni funkce operatoru ctverce
(orbitalniho) impulsmomentu 2 (Z27) a operatoru tieti (z-ové) komponenty (orbitalniho)
impulsmomentu L, (Z30), tj. spliiuji rovnice (Z33) a (Z34) (pfi nahrazeni ¥ zaYim), jak je
uvedeno Vv kapitole ,,Atomy vodikového typu®. Vinové funkce odpovidajici stacionarnim
stavim atomu vodiku (nebo jiného kvantové-mechanického systému popsaného
bezspinovym hamiltonovym operatorem se sféricky symetrickym potencidlem) lze volit
tak, aby obsahovaly Kulové funkce jsou svoji soucast popisujici zavislost vinové funkce na
uhlovych proménnych, tj. mély tvar (Z35) (kde je pouZito oznaceni (ZZ1) a (Z41)).

Pro Kulové funkce plati teorém o skladani (ZZA11.j), ze kterého plyne, ze linearni
obal mnoziny funkci Y, (I € No, m € Z, |m| < 1) tvoti algebru. Toho Ize s vyhodou vyuzit
pfi zjednoduSovani vypoltl maticovych elementl celé fady kvantové-mechanickych
operatorti mezi bazovymi funkcemi obsahujicimi ve svém tvaru Kulové funkce Y| . V této
praci se jedna zejména o operatory (1/r12) a (1/(ri2ri3)), kde

o= [ -7 (083)

Tyto vypocty lze nalézt v kapitolach ,Elektronova repulze, <uWllripop>“ a
»Trielektronovy integral, <uvA|1/(ri2ri3)|opl>".

3.2.2.6 Véta o skladani Kulovych funkci (na Legendretiv polynom) a
Gauntova formule

Veta o skladani Kulovych funkci (na Legendreitv polynom) tvrdi [4,21] (XXO0.11), ze
plati
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ROV = S 3 V(1) V() (084)

kde | je celé nezaporné a fi, a N, predstavuji jednotkové vektory ve sméru vektora I; a T,
z prostoru R®, ;.

|

)
—

= # = (sin 0, cosg,, sing, sing,, coso, ) je{01}. (085)
Tato véta ma za disledek platnost rozvoje (XX0.1m)-prava strana, ktery se ptimo dosadi za
levou stranu (XX0.1m) pii vypoctu maticovych elementi typu <wuwl/rip|op>, nebo
<uvA|ll(rizoriz)|opd>, jak je uvedeno v kapitolach ,,Elektronova repulze, <uvllris|op> a
»Trielektronovy integradl, <uvA|l/(risri3)|lopl>". Véta o skladani kulovych funkei je
dokazovana v textu mezi vztahy (XYA1) az (XYA4) v kapitole ,,Elektronova repulze,
<uuliri|op>*.

Jako dusledek teorému o skladani kulovych funkci [4](ZZA11.)) a jejich ortonormality
(O81) plati vztah pro integral soucinu trojice Kulovych funkci

_f Y_I,m (ﬁ) Yl(l),m(l)(ﬁ) YI(2),m(2)(ﬁ) dQ =
SS

(086)

(1), m(®),1(2),m(2) |1, m")(1(1), 0, 1(2), 01", 0) leT;z \/(2|(1) ?le)(ﬂ)@) +1)

kde (-, |-, *) je Clebshtiv-Gordaniiv koeficient pro skladani vlastnich vektord operatord
2, L,. Vztah (086) je odvozen v (XX9), (XX11) a (XX12) v kapitole , Elektronovd

repulze, <uWl/rip|op>“. Analogicky vztah existuje i pro trojici Legendreovych polynomi
(e mu ekvivalentni a jednoduchou transformaci soufadnic lze tuto ekvivalenci ukézat) a
nazyva se Gauntova formule [17], necht’ plati®;

I,m,n>0,

u,v,w=0,
u=max(u,v,w)=v+w
mz>n

e e

% Druha &ast pozadavku ,,3.“ odpovida zachovéni treti komponenty impulsmomentu a je splnéna pro viechny
Vv této praci realné se vyskytujici integraly typu (O87), podminka ,,1.“ Odpovidad nezaporné hodnoté ,,I*
(stupné) vsech Legendreovych polynomd, coz je opét, v realnych vypoctech vzdy spléno (zaporné hodnoty
stupiii jsou nefyzikalni). Podmince ,2.“ lze vzdy vyhovét pouzitim vztahu (O55) a podmince ,4.“
Pieusporadanim Pfidruzenych Legendreovych funkei P za sebou v souéinu v (O87).
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(m+wv)!(n+w)!'(2s—2n)!s!

(M-V)I(s-D!(s—m)I(s—n)!(2s+D! (087)

: J RO R B = (1)

xzq:(—l)t (I+u+t)(m+n—u-t)!

= tld—u—-t)(m-n+u+t)(n—-w-t)!
kde s=(I+m+n)/2,p=max(0,n—m-u)ag=min(m+n-u,l-un-w).
Kapitola 4 Postulaty kvantové mechaniky

Ctenaiim této prace se musim omluvit, Ze tuto kapitolu ponékud zestruénim. Jednak
proto, Ze je obsazena jiz v mé predchozi praci [1] (a¢ zde pouzivané pojmy nemuseji byt
definovany zcela matematicky korektné) a Postulaty kvantové mechaniky ve vhodné formé
lze nalézt i v [22], [4], nebo [3]. Pro ucely této prace staci poznamenat, ze stav libovolného
fyzikalniho systému bude popisovan komplexni kvadratickgf integrabilni  funkei
neidentickou s nulovou funkci. VSechny mozné fyzikalni stavy™ spole¢né s identicky
nulovou funkei tak tvoii podprostor Hilbertova prostoru H = L?(M), kde M je konfiguraéni
prostor prostor systému (oby&ejné je jedna o M = R®, jde o prostor vech prostorovych
vnitinich stupiitt volnosti daného fyzikalniho systému), nebo, v piipadé uvazovani
spinovych stupiii volnosti

H = L*(M)®H (PO1)

spin ?
kde

Hyn = ®), CH™ (PO2)

spin

3 Neni to tak docela pravda, stavy, které odpovidajici hodnotam energie pro které neni popisovany systém
vazany patrii do distributivniho rozsifeny piislusného prostoru LR®*). V [Formy 1] jsou charakterizovany
jako ,,vInové funkce normalizovatelné k S-distribuci® (viz [Formy I] a viz kapitola o atomu vodiku, kde se
k otazce téchto stavl jest€ vracim). Navic, systém se mize nachazet ve stavu, kdy ,,jeho fyzikalni stav zname
jen s ur¢itou pravdépodobnosti® (OvSem i v ptipadé, Ze jeho stav zndme piesné, vysledky méfeni fyzikalnich
veli¢in jsou zndmy pouze co do moznych hodnot a distribuce pravdépodobnosti pro jejich zméfeni, coz je
disledek platnosti kvantové teorie, k této neurcitosti se ale mtize pticitat i neurcitost experimentatora ohledné
piipravy stavu a pak hovofime o ,,smiSenych stavech® naproti ,.statisticky ¢istym stavim®). Tyto smiSené
stavy jiz nelze popsat vinovymi funkcemi — vektory prostortt H, ale konvexnimi linedrnimi kombinacemi

projekénich operator na podprostory H, tzv. ,,operatory hustoty W . Pro takovy piipad ziistavaji vlastni
rovnice ve stejném tvaru, ale pravdépodobnosti zméfeni hodnoty a, fyzikalni veliciny A je tfeba pocitat jako

stopu soudinu operatoru hustoty a projektoru na charakteristicky podprostor operatoru A odpovidajici

vlastnimu &islu a,, coz vede na vyjadfeni stfedni hodnoty A jako Tr (W A) . A nestacionarni Schrodingerova
rovnice je nahrazena Liouvilovou rovnici

% _ %[HW] (Lv1)
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Kde s; je velikost spinu® i-té &astice. Elektrony, které jsou nejcast&j$im objektem
z4jmu této prace maji S = 2. Bezspinové Castice maji spin Sj = 0 a tedy Hgpin je izomorni s
t8lesem komplexnich ¢isel C (pro N bezspinovych &stic) a H je izomorni s L*(M). Po
vlnovych funkcich se kterymi pracujeme ovSem pozadujeme jest¢ nckolik dalSich
predpokladi

1. spojitost

2. konecnost

3. (anti)symetrii vzhledem k zaméné (proménnych — spinovych i soutadnicovych)

identickych bosont (fermionil)

Kvuli poslednimu ptedpokladu (ktery je nejdalezitéjsi) hovofim o prostoru
Antisym(L%(R*")) (mleky piedpokladam, e pracuji se systémem identickych fermiond, ale
,LAntisym® l1ze piekladat i jako oznaceni pro prostor funkci spliujicich 3.podminku, na
konkrétnim slozeni (kolik fermiont a kolik bosonll) Zadné z tvrzeni uvedenych v této praci
nezalezi. Kazdé fyzikalni veli¢iné A lze pfifadit hermitovsky, linedrni operator A, jehoz
vlastni &isla®® (feSeni an rovnice (PO3)) odpovidaji moznym vysledkim méfeni této
fyzikalni veliCiny.

A~

Alw,) = alv,), (PO3)

Pravdédobnosti nalezeni systému popsaného normalizovanou (majici jednotkovou normu)
vlnovou funkci | %> ve stavu odpovidajicim hodnoté a, veli¢iny A se rovnaji ¢tvercim

% Spin je vektorova fyzikalni veli¢ina, ktera nemd klasickou analogii (a¢ byva ndkdy pripodobiiovana
k vlastnimu momentu hybnosti) a jeji existenci je v nerelativistické kvantové mechanice tieba postulovat.
Rozlisujeme ,,spin‘“ s jako ,,parametr velikosti spinu®, coz je nezaporna veli¢ina nabyvajici polocelych, nebo
celych nezapornych hodnot (je to charakteristika daného druhu ¢Eastic, napt. vSechny elektrony ve vesmiru
maji s = %) a ,,spin“ jako ,,spinovou promé&nou®, coz je parametr tfeti komponenty vektoru spinu oznacujeme
S3, Nebo s,. s, miiZe nabyvat viech moznych hodnot z mnoziny {-s, -s+1, ..., s-1, s}, coZ pro s = 0 znamena
jedinou hodnotu s, = 0, pro s = % dvé mozné hodnoty s, € {-1/2, +1/2}. Slozky vektoru spinu maji pfifazeny
odpovidajici operatory §l, §2 a §3, které splnuji komutacni realce stejného typu jako operatory
impulsomemntu (viz kapitola o atomu vodiku, ,,Atomy vodikového typu®“, (Z21)). Pouze operator

§% = §12 + §22 + §§ ma pro dany typ Castic jedinou moznou vlastni hodnotu s(s+1), jak vyplyva z ptedchozi

charakteristiky spinu, coz je rozdil oproti impulsmomentu, kde operator L* m4 vlastni hodnoty I(1+1) pro
vSechna | € N,. Operatory spinu reprezentujeme téméi vyhradné maticové a pro pfipad s = % jsou
reprezentovany v bazi vlastnich stavli S3 Pauliho maticemi nasobenymi faktorem %%.

% Ve fyzice vnimame pojem ,,vlastniho &isla“ (alespoi v tomto pripad&) obecngji a za vlastni Gisla povazujme
i elmenty ze spojité Casti spektra. Jako piiklad uvadim tvrzeni ,,Operator ndsobeni nezavislou proménou X méa
na prostoru L?(R) spektrum identické s redlnou osou R, kazdé vlastni &islo xo € R je jednonasobné a
odpovidajici normalizovana vlastni funkce je Diracova delta-distribuce & se sttedem v bod¢ X,. Tu zapisujeme
jako S(x-xo) a pracujeme sni jako sobycéejnou funkci proménné X za piedpokladu platnosti uritych
zékladnich identit [Formy 1] Je to matematicky nekorektni, Sdistribuce nejsou z L%(R), proto hovoiim
v takovém piipadé o distributivnim rozsifeni L*(R) a znagim jej L (R). Nanestésti, fyzikalni veliCiny
mnohdy skute¢né maji spojité mnoziny vysledki meéfeni a fyzikalni systémy pfipoustéji existenci
rozptylovych stavt (které jsou z Lz'*(R)) a tak nelze tuto oblast Gpln¢ ignorovat (ale vétSinou se lze ji
v praktickych vypoctech vyhnout).
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norem projekei | #> na charakteristické podprostory operatoru A. Pro stiedni hodnotu
veli¢iny A tak musi platit

A

A = <w w) : (PO4)

Po zméfeni dané hodnoty A, napf. a, se fyzikalni systém jiz nenechazi ve stavu | %>
Vv jakém byl pfed méfenim, ale ve stavu popsaném vektorem z pfislusného Hilbertova
prostoru (POT) (nebo jeho distributivniho rozsitent)

vvvvvv

hamiltonian® H a jeho rovnice pro vlastni Cisla (spole¢né s podminkou na (v zavislosti na
formulaci) konecnou a nenulovou, jednotkovou, normou vlastni funkce) se oznacuje jako
(stacionarni) Schrodingerova rovnice,

A

H

v.) = Eilw.), (POS)

Casovy vyvoj (kterym se zde ani v [1] je popsan dynamickym postulatem kvantové teorie —
(nestacionarni) Schrédingerovou rovnici, ktera ma tvar

A

a Olv)

%7 Coz neni tak docela pravda. Hamiltonian obecn& odpovida hamiltonové funkei H, které je obecnd
definovana jako

H(d;, p;)

Kde L je Lagrangeova funkce definovana vztahem

. 3N .
L(a;, a;(p;)—D. p;-a;(p,). (PO7)
k=1

L(g;, ;) T(q;, 9;) - V(a;, ;). (POB)

0j je j-ta zobecnéna soufadnice, {; je j-td zobecnénd rychlost a p; je j-ta zobecnéna hybnost, vztah mezi

zobecnénymi rychlostmi a hybnostmi je dan

oL
= (PO9)

j o’

8qj

aq; (p J-) je tak jeho inverze. Lze ukazat (jedna se o postacujici podminky), Ze pro ¢asové nezavisly L a

takovy tvar kinetické energie, ze je kvadratickou formou v zobecnénych rychlostech odpovida hamiltonova
funkce energii. A hamiltontiv operator tak odpovida energii v kvantové mechanice. Casova nezavislost je ve

vech piipadech v této praci diskutovanych splnéna a kvadraticnost T v (f; také, nebot’ v prvnim kroku

vychazim z kartézskych soufadnic.
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V cel¢ dalsi praci také hovoiim jak o feSenich (POS5) jako o vlnovych funkcich
(napt. ,,vlnové funkce pro atom vodiku®), tak o pfibliznych feSenich stejné rovnice. Rovnici
(POO6), ani Casovymi zavislostmi jiného typu se nezabyvam. Rovnici (POS), stejné jako
vSechny rovnice v kvantové teorii, lze psat v raznych reprezentacich (vice v [4], [1]).
Nejcastéji pouzivanou je pro nerelativistickou kvantovou mechnaiku X-reprezentace ve
které je operator soufadnice X realizovan operatorem nasobeni touto nezavislou proménou.
Operator hybnosti (syn. impulsu) ma v x-reprezentaci tvar

P = —inV, (PO7)
tj. napf. X-ova slozka mé tvar

b - —ih%. (POSB)

Operatory fyzikdlnich veli¢in, které maji klasickou analogii (tj. nikoliv spin,
izospin, atd.) Ize konstruovat jako hermitovské® operatorové funkce operatorii polohy a
hybnosti stejného tvaru jako jsou tyto veli¢iny funkcemi polohy a hybnosti v klasické
fyzice v Hamiltonové formalismu (kdy jsou veli¢iny popisovany jako pole na varieté poloh
a hybnosti). Naptiklad pro operator kinetické energie (v nerelativistickém ptipadu) hmotné
Castice plati

R P2
T = 2 (PO10)
2m

kde m je hmotnost ¢astice. Nebot' pro kinetickou energii (v nerelativistickém piipad¢)
v kartézskych soufadnicich plati T = p%/2m, kde p? je skalarni soucin vektoru p se sebou
samotnym. Po dosazeni (PO7) do (PO10) tak obdrzime pro operétor kinetické energie T
V X-reprezentaci

2 2 2
T oo -t b ‘32+62+a2 , (PO11)
2m 2m\ox® 0y° 0z

Operatorem potencialni energie je v nejjednodusim piipadé (na hybnostech nezéavislého
potencidlu) operator nasobeni funkci odpovidajici této potencidlni energii. Hamiltonian pro
jedinou castici (v nerelativistickém piipade) ve vn&jsim poli o potencialni energii V (I) pak
ma tvar souctu operatoru kinetické energie (PO11) a operatoru nasobeni funkci V().
Hamiltonidn pro soustavu vice ¢astic ma tvar (v nerelativistickém ptipad¢) souctu operatorti
kinetické energie plsobicich na trojice proménych odpovidajcich jedmotlivym ¢ésticim,

% Diky nekomutativnosti operatorii v kvantové mechanice neni piechod mezi vyrazem zapsanym
v proménych x a p a v operatorech X a P vzdy jednoznagny. Po aplikaci podminky hermitovskosti by se
vSak mél stat jednoznacnym, alespon ve vSech bé€zné pouzivanych piipadech.
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souctu operatori nasobeni funkci zavislych pouze na polohovych vektorech jediné Castice

(interakce s vngjsim polem) a operatorti nasobeni funkci zavislou na dvojicich polohovych
vektort (vzajemné, parové interakce)gg.

4.1 Uplna mnozina komutujicich operétorti

Uplna mnozina komutujicich operatora (UMKO) na hilbertové prostoru H
studovaného kvantového systému je takova mnozina hermitovskych, lineérnich operatort
na H (s definicnim oborem hustym v H), ze kazdy operator z této mnoziny komutuje
S kazdym jinym operdtorem ztéto mnoziny a tuto mnozinu nelze rozsifit o dalsi
hermitovské linearni operatory na H, které by nebyly pouhou funkci operdtorit v mnoziné
jiz obsazenych. Mnozina pozorovatelnych odpovidajicich jednotlivym operatorim
z UMKO se oznaduje jako tiplnd mnoZzina kompatibilnich pozorovatelnych. Soubor viech
vektort z H, které jsou soucasné vlastnimy vektory viech operatorda z UMKO tvoii
ortonormalni bazi H (oznacme ji B). V B neexistuji dva linearné¢ nezavislé vektory
odpovidajici stejné kombinaci vlastnich &isel viech operatord z UMKO. Obsahuje-li
UMKO Hamiltontiv operator, umoziuje tak konstrukce UMKO definovat feSeni stacionarni
Schrodingerovy rovnice az na fazovy faktor. Obsahuje-li UMKO Hamiltontv operator a
jsou-li vsechny operatory z UMKO explicitné &asové nezavislé, oznalujeme je za
»Integraly pohybu®, nebot’ se jejich stfedni hodnota v libovolném stavu neméni s Casem (pfi
vyvoji systému popsaném rovnici (PO6) (obecnéji o tomto hovoii Ehrenfestiiv teorém [4]).

Kapitola5 Nékteré prostory funkci a funkcionalu,
Fourierova transformace pro distribuce®

5.1 Prostory funkci a distribuce

Definice PR1: Prostory funkci LP(R™)

Pro Lebesguovsky méfitelné (L.m.) (komplexni) funkce definované na R™ definuji
pro p e <1; +x) prostor funkci**

¥ To je jen nejjednodussi piipad, obecn& se v systému mohou nachazet i operatory pro tii- a vice¢asticové
interakce, které¢ souCasn¢€ zaviseji na polohach tii a vice Castic, jako je tomu napftiklad v ptfipad€é nektérych
hamiltonianti pro vnitini stupné volnosti atomovych jader.

%0 Vychazel jsem z t&chto zdrojii: [Zapisky z mat.pro.fyz, Kopacek-distr, Lukes-fcionala vetsi, clanek z netu]
* Presngji fe¢eno se jedna o prostor t¥id funkci, nebot’ v prostorech L” existuji nenulové funkce majici
nulovou miru. Je to dusledek existence nenulovych mnozin nulové Lebesguovy miry. Pokud se v dal$im
mluvi o funkei f € LP(R™), mysli se tim (v zavislosti na kontextu) bud’ tfida funkci vzhledem k ekvivalenci
»~rovna se s.v. vzhledem k Lebesguové mife* a nebo jeji libovolny reprezentant. Vyjimkou je stacionarni
Schrodingerova rovnice, kde o vinové funkci sice mluvime jako o elementu L%(R™), ale pozadujeme jeji
spojitost nebo ,,maximalni miru spojitosti“, tj. hovoii se o unikdtnim reprezentantu dané tfidy majici tuto
vlastnost. Splnéni stacionarni Schrodingerovy rovnice se obvykle pozaduje nikoliv ve smyslu s.v., ale bodové
(souvisi to s tim, Ze se vlastn& pohybujeme v distributivni rozsifeni L (R™)).
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L"(R™) = {f eL.m.|3(L)ij|f(>z)|pdm>z < +oo}. (RR1)
Lze ukazat, Ze tyto prostory jsou Banachovy (normované a tplné) s normou
Iy

V kvantové mechanice i jinde je dileZity piipad je p = 2, tj. LAR™), takovy prostor je
dokonce Hilberttiv (Uplny a se skalarnim soucinem) se skalarnim sou¢inem definovanym

jako

- ([Rm ) dx)"” (RR2)

LP(R™)

(19)pqe, = [ F*® g d"x. (RR3)

Integral v (RR2) i (RR3) je Lebesgutiv. N¢kdy je tieba pracovat v prostorech s ,,vahou®,
které jsou zvlastnim pifpadem obecné&jsich prostorti L°(X, S, x), kde p e <1; +x), S je
sigma-algebra prostoru na kterém jsou tyto g-méfitelné funkce definovany a u je obecna
mira. Prostory s ,,vahou® jsou pak pfipadem, kdy ma mira x absolutn¢€ spojitou hustotu
o(X), kterou oznacujme jako vaha a odpovidajici prostor s ,,vahou* tedy definujeme jako

L(R™) = {feu-m|L)[ pR)]F®"d"X < +o}, (RR4)

Odpovidajici norma pak ma tvar

my . N v mg | L/P
vfel)(R"): Hf|Lg(Rm) = (.. p(X)| f(X)|° d x) , (RR5)
a skalarni sou¢in pro p = 2 ma tvar
vi e 2(R"): <f|g>L2ﬂ(Rm) = ij p(X) f*(%X) g(X)d™ X, (RR6)

Funkce p( X) jakozto absolutné spojita hustota by méla byt spojita vzhledem k Lebesguoveé
mife (integrdl pfes mnoZinu miry nula musi byt nula), nezdporna a integral (vzhledem
k Lebesguové mife) pres mnozinu R™ by mél byt roven jedné. Posledni pozadavek se
obvykle zeslabuje na konecnost onoho integralu.

Definice PRA: Multiindex «

Jako multiindex « oznacuji (pro prostor R™) uspoiadanou m-tici celych nezapornych
(t. ptirozenych, € No) ¢isel ¢5. Vyska multiindexu « se oznacuje || a je definvana

la| = i a;, (RR6.1)
i=1
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Multiindex umoziiuje nasledujici zapis sou¢inu réiznych mocnin slozek vektoru X € R™

m

x* = [ X" = xtxgeoxg . (RR6.2)
j=1

Zapis parcialni derivace dle riznych sloZzek vektoru X lze proveést

a 3 (0) 4 29 O
DPpxX7) _ 0% 0% 0™ g0y (RR6.3)
D x“ OX™* 0Xy?  OXm

m

DalS$im objektem je pak faktorial multiindexu « definovany jako
al = [[e, = 00,...0,. (RR6.4)
j-1

Definice PR2: Prostory C*(R™)

Prostor komplexnich k-krat spojité diferencovatelnych funkci na R™ oznaduji jako
C*R™ (k € Ng), C(R™) = C°(R™) je prostor spojitych funkei na R™.

a

C*(R™) = {f:R" >C| DD —f spojitda Va: |a|<k}, (RR6.5)
X
Definice PR2b: Lokaln¢ integrovatelné funkce a pomalu rostouci v nekone¢nu

Prostor komplexnich funkei f na R™, pro které pro kazdou kompaktni podmnozinu
R™ existuje kone¢ny Lebesgutiv integral [f|° pfes ni (p > 1) oznaluji jako lokalng
integrovatelné s p-tou mocninou na R™ a zapisuji LY _(R™). Funkce v nekoneénu pomalu

loc

rostouci lokalné integrovatelné s p-tou mocninou (p > 1) definuji

LE)C,pI’Vw (Rm)
(RR7)
= {feL).(R")|FIK >0 3FP(X) polynom: | f(X)|<P(X) ¥vXeR"™:|X|>K}
Definice PR3: Schwarzitv prostor testovacich funkci S(R™)
Definujeme

S(R™) = {peC”(R™)| sup

xeR™

X’Dp(x)| < +» Va,p multiindexy} (RR8)

coz je ekvivalentni definici
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S(R™) = {peC”(R™)] sup|(1+|>?|2)q D* p(X)| < + oo,
X eR™ , (RRQ)

lal<q

Vo e multiindexy VvVqge Ng}

kde se poprvé objevuji g-normy na S(R™) definované pro q € Ng jako

YoeSR™): o, = 53£|(1+|x|2)q D“ p(X)], (RR10)
1ze ukazat, ze plati o

VpeS(R™): 0 < |(p|oS lol, < lel, < ... < @], <+, (RR11)
Definice PR3b: Konvergence ve Schrwazové prostoru

Reknu, Ze posloupnost funkei f, € S(R™) konverguje k nulové funkci 0 € S(R™)
pokud pro kazdy multiindex « a pro kazdé k € Ng plati

s.k.
> 0% (RR11b)

n—o

‘(1+|x|2)k D“f (%)

X € R™ Tj. posloupnost f, konverguje k 0 pokud k ni stejnomérné konverguje libovolna
derivace 1 po pfenasobeni polynomem libovoln¢ vysokého tadu.

Zapis:

f G 5 0, (RR11c)

n

Dodatek I:  Reknu, Ze f, konverguje v S(R™) k f, pokud (f, - f) konverguije k nule.
Dodatek 1I:  Plati tvrzeni:

n—oo

(f, =% 0) < [fles > 0 VgeN,, (RR11d)

Definice PR4: Prostor D(R™) testovacich funkci pro distribuce D’(R™)

Definuji D(R™) jako prostor nekone¢né-krat spojité diferencovatelnych (syn.
Nekone&né hladkych) funkei s kompaktnim nosi¢em™® (spp) jako

D(R™) = C”(R™) mn {f; spp f je kompaktni}, (RR12)

* Kde ,,s.k.“ nad Sipkou znaéi stejnomérnou konvergenci.

# \/ [Zapisky, kopacek, Lukes] se pouzivé ,supp* pro nosi¢ a horni pruh pro uzavér. Ja jsem byl nucen
z typografickych diivodt zvolit jina oznaceni (,,Editor rovnic® v MS Wordu nechépe ,,supp* jako jediné slovo
a déli jej na ,,sup“a ,,p“, podobné¢ nedokaze nad jakym-koli objektem vykreslit horni pruh.)
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kde nosi¢ funkce f (Spp f) je definovan jako uzavér mnoziny na které je tato funkce
nenulova, tj.

sppf = ClI[{xeR™| f(X)=0}], (RR13)
kde CI[M] je uzavér mnoziny M v R™. Plati D(R™) = S(R™).
Definice PR4b: Konvergence v D(R™)

Reknu, Ze f, konverguje k 0 v D(R™), pokud libovolna derivace D f,(X) stejnomé&rné
konverguje naR™k 0 (s n = ), tj.

def

. s.k.
(fn ELIGOEN 0) PN ((D“fn(x) — oj Vaemultiindexj, (RR14)

Reknu, ze f, konverguje k f v D(R™), pokud (f, — f) konverguje v D(R™) k 0, coz je
ekvivalentni

m def s.k.
(fn _DbRYH f) = ((D"fn(x) - D“f(x)j Vaemultiindexj,(RR15)

Definice PR5: Temperované distribuce S’(R™)

Prostor temperovanych distribuci nad R™ je prostorem viech lineérnich spojitych
funkcionald nad prostorem S(R™). Zna¢ime jej S’(R™).

S'(R™ = {T:S(R")—>C|Tlinearni, T spojity}, (RR16)

Pozndmka:  Linearita znamena (Va, B € C, Vi, f, € SR™)

T(ef, + pf,) = aT(f) + BT(f,), (RR17)

Spojitost znamena (Vposloupnost f, € S(R™))
(fn _SGRD o) =N (T(fn) — o}, (RR18)
tj. vzhledem k linearité plati

(f, —=e, ¢) = (T(fn)ni;oT(f)j, (RR19)
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Definice PR5a: Konvergence V prostoru (temperovanych) distribuci

Rekneme, Ze posloupnost distribuci T, konverguje (s n > o) k distribuci T ve
smyslu konvergence v D’(R™) (S‘(R™)), pokud posloupnost ¢isel Tn(¢) konverguje k T(¢)
pro kazdé ¢ € D(R™) ( € S(R™). Tj.

f, 2, 7] o (VeeDR™M): T,(0)>T(). (RR19a)
., =@, 1) o (vpeS®RM): T,(0)>T), (RR19b)
Definice PR5b: Reguldarni temperované distribuce

Distribuci nazvu reguldrni, je-li generovatelnd pomoci skalarniho soucinu s pevné
zvolenou funkei. Jako tuto pevné zvolenou funkci budu pozadovat funkci z prostoru funkei

lok4lng integrovatelnych a pomalu rostoucich v nekone¢nu, f e L (R™), odpovidajici

loc, prveo

regularni temperovanou distribuci pak ozna¢im T, a definuji ji pomoci akce na libovolnou

funkci z prostoru testovacich funkci ¢ € S(R™)

Tilel = [ f*®) () d"%, (RR20)
Tvrzeni PR5b2: Inkluze a hustoty
Plati:

D(R™) = S(R") = L*(R") < Lim.(R") = S'R") = D'(R"),

(RR21)

Navic plati:

(VT eS'(R™) 3f,eSR™: T, —E0, T, (RR22)
Tj. slovy: Pro kazdou temperovanou distribuci T existuje posloupnost funkci f, ze

Schwarzova prostoru testovacich funkci S(R™) takova, Ze posloupnost regularnich distribuci
generovanych n-tou funkci této posloupnosti funkci f, konverguje ve smyslu distribuci (Ve
smyslu definice PR5a)

Definice PR5c: Diracova o-distribuce

Bud x; € R™ parametr, pak temperovanou distribuci 6™(xo) (znagenou timto
parametrem) nazvu m-rozmérnou Diracovou o-distribuci, pravé kdyz splituje nasledujici
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(Vo eSR™) 6™l = o(X), (RR23)

Pozndmka I. @ < S(R™) je zobrazeni R™ = C, tedy & zobrazuje z S(R™) do C. Linearita
AXo) VXo € R™ je ziejma a spojitost KXo) ,,v nule” je ziejma z toho, ze konvergence ¢y
k nule v S(R™) implikuje konvergenci |gn|o k nule, tj. konvergenci suprema ¢n(X) pies X e
R™ k nule, tj, konvergenci ¢n(Xo) k nule také (to je ale zaroven vysledek akce distribuce na
této testovaci funkci).

Pozndmka II: Existuje cela fada posloupnosti 5% (0)(x) funkci zréiznych funkénich
prostort/mnozin (S(R), L(R), L'(R) N L3(R) ...) tak, Ze pro & > 0+ ,,vznika“ Sdistribuce
é(l)(O) (matematicky korektnéjsi by bylo polozit £ = 1/n a hovofit o konvergenci ve smyslu
prostoru S’(R) k sP(0)). Obvykle pozadujeme, aby kazdy clen posloupnosti byl
integrovatelny pfes R Svysledkem ,,1. Tyto posloupnosti maji ve fyzice prakticky
vypocetni vyznam a slouzi i jako dobra predstava ,,chovani/pribéhu ofunkce®.

V [4], kde je cely Dodatek C vénovan Diracové &-distribuci (v [4] nazyvané ,,5-funkce®) je
uvedeno n&kolik posloupnosti funkci &,(x-Xo) € L*(R) limitujicich (ve smyslu S’(R))
k 8P(x0) € S'(R) (v [4] oznadovéno jako &(X-Xo)) pro a = ay, jsou to tyto:

,Obdelnikové™ peaky — tj. diference ze skokové funkce definované vztahem (RR25)

(24 (24
9(x—x0+2j — G(X—xo—zj
o,(Xx=x,) = o, =0+, (RR24)

a H
6(x) 0 vx<0
O(x) = 1 vx=0'

(RR25)

Casto zmifiovana (nejen v [4], ale i v [23]*, [24]) je varianta

1 a
5,(X=X%X) = ) ra a, =0+, (RR26)
0

Dalsi moznosti je Gaussova funkce pro nartstajici exponent

S, (X=%,) = iexp(—ozz(x—xo)z), a, = +0, (RR27)

Jr

Nebo posloupnost funkci

* Tato posloupnost je (mimo jiné) zminéna i v ilustraci obalu knihy.
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11-cos (a(x—X,))

0 (X=%) = T a(X—X,)’

, =40, (RR28)

Velmi dilezité je dalsi vyjadieni, nebot’ souvisi s Fourierovou transformaci jednotky,

sin (a(X—X,))

5a(X—X0) = % (X—%,)

= ij exp(iq(x—x,))dg, e, =+x,(RR29)
2r *,

V [4] je zminén podstatny rozdil mezi vyjadienimi (RR24)-(RR28) a vyjadienim (RR29).
zaroven libovolné malé A vzdy najdu a ner ap, tak, ze piiblizeni 5,(X-Xo) k &-distribuci bude
Vv absolutni hodnoté mensi nez & v oblasti [x-Xo| > A - jinymi slovy, ,,funkce postupné
vymiraji mimo pocatek”. Vyjadieni (RR29) toto nespliiuje a piechod k o-distribuci
(vzhledem kakci na testovaci funkce) tak zajisStuje Riemann-Lebesguova véta
(,,Lebesguovsky integrabilni funkce s ohrani¢enou variaci na (a; b) ‘Psplﬁuje45 (RR30)%).

ix//(x)sin(/lx) dx = 0(1]. (RR30).

a

Metadefinice PR5d: Diracova &distribuce nahlizend jako funkce — o-funkce

Pozadujme spliiéni nasledujicich indetit pro ,,objekt* &X-Xp):

+00

[ o(x=x)dx = 1, (RR31)
+jioé(x—xo)f(x) dx = f(x,), (RR32)
xo(x) = 0, ¥xeR, (RR33)

Uvedené idenity formalné vyzaduji nulovost funkce o vSude kromé bodu x = 0, kde ma byt
nekonecna a nekone¢no ,.takového charakteru, aby bylo spliieno (RR31)-(RR33). To pro
zadnou méfitelnou funkei neni mozné, nebot’ bod {0} je mnozinou Lebesguovy miry nula a
tak je funkéni hodnota v ném irelevantni. Pro &-funkci pak ale nelze splnit ani (RR31) ani
(RR32). Jednim z moznych ,,feSeni* je zavést misto Lebesguovy miry miru Diracovu, ktera
pravé odpovida Diracové odistribuci. Distribuce jako dual na hladkych rychle klesajicich
funkcich (zjednoduSené feceno) Ize skute¢né chapat jako miry.

Ve fyzice vSak s o-distribuci Casto pracujeme jako s funkci a vztah (RR32)
s vyhodou pouzivame i pro piipad f(X)=J(x—x,), kde vysledkem integralu je ,,funkéni

*® ai b se pripoustéji i nevlastni
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hodnota“ oS-distribuce v bod¢ Xo-X;. Timto zpusobem je tak ,,zaveden formalné skalarni
soudin® i na distributivni rozsifeni prostoru L’(R™ (doplnéni L?(R™ o temperované
distribuce, které jsou pomoci (RR32) ,,normalizovatelné k o~distribuci), kde, dle exaktni
matematiky, skalarni soucin nelze zavést. VSechny tyto nekorektni upravy vsak Ize snadno

regularizovat vhodnou hrou s konvergentnimi posloupnostmi integrabilnich funkci typu
(RR24)-(RR29).

5.2 Fourierovatransformace

O Fourierov¢ transformaci jsem se zminoval v souvislosti s kvantovou mechanikou
jiz v [1] a to jako transformaci ptevadéjici mezi sebou vilnové (a tudiz bud’ kvadraticky
integrabilni, nebo temperované z distributivniho rozsifeni L’(R™)) funkce v x-reprezentaci a
V p-reprezentaci a operatory v X-reprezentaci a v p-reprezentaci, obé reprezentace maji totiz
stejnou pouzitelnost v ptipad¢€ linearniho harmonického oscilatoru jehoz hamiltonian je (pro
jednotkovou frekvenci a v relativnich jednotkach) symetricky vzhledem k zdméné
operatoru hybnosti a polohy. Zde hraje Fourierova transformace stéZejni roli pfi vypoctu
integralt [5] vyskytujcich se v maticovych elementech operatoru H i operatoru H 2 pro
viceelektronové atomy i molekuly (v bazi Gaussovskych funkci).

Definice PRS: Fourierova transformace pro funkce z L*(R™)

Pro kazdou funkci f € LY(R™) definujeme par dopiedna(F) — zp&tna (F.1) Fourierova
transforamce, ktery je parametrizovan dvojici konstant A, K > 0, které rozhoduji o
Skalovani os nezavisle a zavisle proménych.

(F(K) = A" [ f(%) expl-Ki%-k)d, (RR34)
FANE = 2], 1) explki -k )as, (RR35)

Zakladni vlastnosti:

1. Fourierova transformace je dobie definovéana provs f € L}(R™) vk € R"

2. (FM)(K) € CR™ vf e L'R™

3. lRIme (F(f)(K) = 0

4. Je-li f suda (x e R™ f(-x) =f(x), s.v. naR™), je F(f) sud4,

5. Je-li f licha (x € R™ f(-x) = - f(x), s.v. na R™), je F(f) licha

6. Je-li f sféricky symetricka (3g: <0; +0) = C:  f(x) = g(|x|) s.v. na R™), pak F(f) je
sféricky symterickd a plati pro ni

7. Plati (F(f))(K) = (F-1(f))(-k)

8. Véta o inverzi pro funkce z L'(R™): Pokud f € LY(R™) je takova funkce, Ze navic
plati (F(f)) € L'(R™), pak plati F.1(F(f)) = F(F1(f)) = f s.v. naR"
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Obvyklé volby konstant A a K:

Véta PR9 [25]: Spojistost a bijektivnost Fourierovy transforamce v S(R™)

S(R™) je husty*® v LP(R™) pro libovolné p > 1. ,,Fourierova transformace je spojité
zobrazeni S(R™) na S(R™) a pro f € S(R™) plati inverzni formule*

f = F.F(f) = F(F.(F), (RR36)
Tj. Fourierova transformace je spojitou bijekci S(R™) na S(R™).

Definice PR10: Fourierova transformace pro funkce z L(R™)
Pro funkce f e L?(R™) se definuje Fourierova transformace pomoci vztahi

(F(O)K) = A" Jim [ () exp(- K i x-K )d*x, (RR37)
(FL(F)K) = %Rﬁw fo v T exp(K i %K 7%, (RR38)

Nebo ekvivalentné (jako spojité rozsifeni Fourierovy transformace z S(R™)):

Necht f e L?(R™), necht f, € S(R™ je libovolna posloupnost z S(R™) ktera
konverguje k f € LAR™) v L2 normé. Pak Ize definovat

F(f) = lim F(f,), (RR39)

a plati F(f) € L3(R™).

S 24

Poznamka I:  “Nebo ekvivalentn¢” je uzite¢néjsi definice, 1ze dokazat, ze vysledek limity
(RR39) skutecn& lezi v L*(R™) a nezavisi na konkrétni volb& posloupnosti f, (pouZije se
Parsevalova rovnost a aplnost L?).
Poznémka II: Inverzni formule v L(R™)
Pro libovolné f € L*(R™) plati
f = F,(F(f) = F(F,(f)), sv., (RR40)

Definice PR11; Fourierova transformace distribuci

4 \/ LP-norms.
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Bud T e S’(R™) temperovana distribuce. Definuji jeji Fourierovu transformaci
pomoci akce na libovolnou funkci ¢ € S(R™) ze Schwarzova prostoru testovacich funkei:

(FM)p) = T(F(e), (RR41)
Véta PR12: Nasobeni distribuci
Véta PR12b: Spojité rozsireni Fourierovy transformace z S(R™) na S’(R™).

Regularizator
Bud f, € S(R™ posloupnost funkci ze Schwarzova prostoru testovacich funkci

S(R™ takova, Ze ji generované regularni temperované distribuce tvoii posloupnost
konvergujici ve smyslu S ‘(R™) k temperované distribuci T & S’(R™). Pak plati

F(T,) —& FT), (RR41)

Jinymi slovy, Fourierova transformace distribuci je spojitym rozsifenim Fourierovy
transformace funkci z S(R™) < L'(R™) a pies konvergenci piebird vétsinu jejich dobrych
vlastnosti. Napiiklad plati...

Dodatek I:

1. Fje bijektivni zobrazeni S‘(R™) na S‘(R™)
2. Plati inverzni formule®’: VT e S'(R™):

F(FL(M) = Fu(FT) = T, (RR42)

Dukaz:

f, =, 1) o (Tfn(co) ST (VweS(Rm»j

F:b_;e%: (Tfn(F(é)) = T, (F()) (vaES(Rm))j "o ,(RR43)

S(R™)naS(R™)

n— o

(F(Tfn)(¢) - F(T:)(9) (VcDGS(Rm))j < (F(Tfn) —E F(Tf))

Véta PR12c: Spojitost Fourierovy transformace temperovanych distribuci

Necht plati

"V L%(R™ platila rovnost jen ,skoro viude“, zde plati rovnost ,ve smyslu rovnosti akce temperované
distribuce na levé strané na libovolnou testovaci funkci a akce temperované distribuce na pravé strané na
libovolnou testovaci funkci®.
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T,eS'R™): T, 05T, (RR44)

Pak
F(T,) —=® 5 F(T), (RR45)
F.(T) & F M), (RR46)

Diikaz:

Stejny jako v piedchozi véte, pouze misto f, piSeme v dolnich indexexh distribuci
jen n a “limitni” distribuci neni Tz, ale T.

Véta PR12d.
Bud f, € LTocypvm (R™) posloupnost konvergujici ve smyslu s.v. (bodoveé), tj.
f, »> f S.V., (RR47)

1

necht’ existuje h € Ly, ... (R™) takovd, ze

| f. ] < h, (RR48)
pak plati
foo—SC®D 5§ (RR49)

Kapitola 6 Neékteré fyzikalni systémy a jim odpovidajici
tvary hamiltonova operatoru

6.1 Atomy vodikového typu

Nerelativisticky Hamiltonliv operator (vnitfnich stupiii volnosti) atomu vodikového
typu ma tvar

- 2 Ze;
H' = —h—A' - i (Z21)
2u Areyr’
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kde 7=h/2z je redukovana Planckova konstanta, x je redkovana hmota elektronu, tj.
splituje (Z2), kde me je hmota elektronu a m; je hmota jadra, Zje protonové C¢islo
(elektricky naboj jadra vztazeny na elementarni naboj eg), & je permitivita vakua a r’ je
vzdalenost elektronu od jadra (tj. velikost polohového vektoru r'— argumentu vlnové

funkce v x-reprezentaci), A’ je Laplaceuv operator v SI (Z3).

me mJ

= |+~

A" = div'grad’ (Z3)

3 82
= 0 (X- I)Z ,

vyraz (Z1) lze snadno ptfevést do bezrozmérného tvaru zavedenim tzv. Bohrova poloméru,
tj. konstanty ao skalujici vzdalenost (soucasné zavedu bezrozmérné slozky polohového
vektoru x;),

;' = a; X = r'o= a,r. (Z4)
Substituci (Z4) do (Z1) obdrzime
. 2 zZel
Heo= - a0 Sf (25)
28 Areqa, r

kde A je Laplacetv operator v bezrozmérnych soufadnicich a H' definovany vztahem (Z5)
je operatorem na prostoru vinovych funkci majicich bezrozmérné prostorové soufadnice
jako argumenty. Zaved'me nyni jednotku energie jako multiplika¢ni konstantu pfed 4 ve
vyrazu (Z5)

hZ

E :
° 2ual

(26)

Hodnotu ag stanovime z pozadavku, aby podil koeficientu pied proménnou48 casti Z/r a Eg
(4. koeficientu pted A) v (Z5) byl roven podilu celych ¢isel (napt. 1/2, pak totiz bude ag
odpovidat také argumentu maxima radidlni distribuc¢ni funkce (v SI) pro zdkladni stav a pro
m; > +oo (. 4 = me) bude odpovidat tabelované konstanté ,,Bohriv polomér®), tj.
pozadujme

2 2
i =2E, = L

. B —- Z7
Are,a, ual ")

*® Resp. pied souginem proménné Gasti 1/r, ktera pisobi netrivialné na prostoru L?(R%) a parametru Z, ktery
muze byt pro rizné atomy riizny.
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pak lze snadnou tpravou (vynéasobeni (Z7) a; a vydéleni eq2 I (4 7 &)) vyjadiit ag jako

_Ameyh?

Rt (28)
He,

hodnota ag pro my = +oo (tj. me = m) &ini ay = 5,2917720859(36) - 10 "' m i pro nejlehdi
nuklid (*H), tj. pro atom s nejleh&im jadrem je ao jen o asi 0.0545% V&tsi nez vyie uvedena
hodnota aktualni ke zpravé Komise pro data ve védé a technologii z roku 2006 [26,27]

Hamiltonliv operator v bezrozmérnych jednotkach ma nyna tvar

o= B A 22 (29)
E, r
kde
3 82
A = divgrad = > —, (Z10)
i1 0X

pro dalsi avahy se vyplati zavést sférické soufadnice (kvili kulové symetrii problému
vyplyvajici ze skutecnosti, Ze elektrické pole bodového nédboje je centrdlni a kulové
symetrické) vztahy

X, =rsin (@) cos (@) , (Z11)
X, =rsin (@) sin (¢), (Z212)
X =1 Cos (), (Z13)

A nalézt tvar Laplaceova operatoru (Z10) v téchto soutfadnicich. Tak Ize ucinit dle pravidla
o derivovani sloZené funkce — uvazujme, 7e Laplacetv operator piisobi na ¥ e C3(R%), pak
plati

_ & Py (r().00).6() & 8 (aw
Av/—; ox2 _; axi(axi]’ -
oy oy ar oy a0 2y ag _ oy 04 (Z14b)

OX, O0rox, 000X 0¢0X qron 090X

69



2 2 2
Cyv_of 5 ovoa| y (2a)(0s) 2y 5 (2°8)0V ;g
0 X O X \qefros 000X qe{{rgg,}} 00X J\0X )0s0q 4. ron\0X )0OQ

po vyscitani vyrazu (Z15) lze tedy psat

oy dy
A=Y vqv)lY iy aql¥, (216)
gee{{rry,gyg}} 0S0Q qfron 0q

o sférickych souradnicich je znamo, ze jsou ortogonalni, tj. Vq-Vs =0, pokud q=#s, tj.
1ze psat

0y dy
A= IVQV-——-+(AQ%——}, (Z17)
qe;w} { aqz aq

po vypoctu akce gradientu a Laplaceova operatoru na soufadnice r, #a ¢ jako funkce xg,
Xo, X3 (inerzi tieba provést zv1ast pro jednotlivé &asti R® a porovnanim zjistit, Ze vysledek
(tvar A) je vzdy stejny) a dosazeni obdrzime

2 2
A0t 20 1(@

2
—t——+— —2+cotg((9)i+%a—2 : (Z218)
or: ror r°\oé 06 sin“(0)o¢

l1ze ukazat (Priloha A), ze Cast zavisla na uhlech 6 a ¢ (zavorka v (Z18)) ma (az na

znaménko) vyznam operatoru ¢tverce momentu hybnosti (v soufadnicové reprezentaci a
bezrozmérnych jednotkach) definovaného jako

L2=12+02+(2, (219)

kde

L, =—i &, (220)

' ox,

Pro operatory jednotlivych tii sloZzek impulsmomentu plati nasledujici komutacni realce

[L, L1=ig; L, (Z21)
[%, L;1=ig X, (222)
[ﬁwl:j]:igukf)k- (Z223)

V Priloze A je tedy vlastné uveden dikaz, Ze plati
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02 20 L
SRFTZAr R 229

tedy i
A, 27 1P
H=-p?-"=+=, (225)
rr
kde
b = —i (iﬁ). (226)
or r
Také plati
R 2 2 2 |:2
1> =— 0 5 —cotg(H)i— - 3 0 S = 0 5 —cotg(e)i+ —>— (Z27)
06 060 sin®(0) 0¢ 00 06 sin“(0)
odtud (Z25), (Z27):
[H, (]1=[H, L,]1=[, ,]=0, (228)
Uplna mnozina komutujicich operatorti ma tedy tvar
U=1{H, 0L} (229)
kde
(-l (230)
¢

Uplnost plyne z faktu, Ze vlastni vektory I:3 ('™’ m e Z) tvoii Gplnou ortogonalni bazi na
prostoru 2z periodickych kvadraticky integrabilnich komplexnich funkci (oznacme teto
prostor jako W, W = {f e L%0; 2n)| f(0) = f(2n)}), spoletné vlastni vektory [* al, lze
volit tak, ze tvoii ON bdazi prostoru LZ(S) (kvadraticky integrabilni funkce definované na
jednotkové sféfe v R®), jak je ziejmé ze zapisu (Z27) (akce [* na proménou ¢ probiha
pouze skrz operator I:3, ktery je v zapisu L2 obsazen, [ je hermitovsky) a konecné H je
hermitovsky a jeho akce na proméne ¢ a 6 probiha pouze skrz operator 2, ktery je v jeho
zapise obsazen (Z25) a tedy spolec¢né vlastni vektory vSech tfi operatortt z mnoziny U lze
volit tak, Ze tvoii iplnou ON bazi prostoru L*(R®).

71



Ulohou je najit feseni (soubor vsech dvojic (Eq, %), kde Eq je &islo a ¥ funkce)
diferencialni rovnice

A

Hy, =E,v,, (231)

s integralni podminkou

J

kde operator H je dan vztahem (Z25). Z jeho hermitovskosti plyne, ze Eq4 jsou redlna.
Jedna se tedy o ulohu nalezeni normalizovanych generatori vSech vlastnich podprostort

2 —
wi[faeF =1, (232)

L2(R%) (vlastnich vzhledem k operatoru H ). Uloha neni v takovémto tvaru jednozna¢na (v
pfipadé, Ze existuji netrivialni vlastni podprostory, 1ze nalézt nekone¢né¢ mnoho riznych
generatoru) ale lze (vzhledem k existenci uplné mnoziny komutujicich operator U (Z29))
nalézt dodate¢nou podminku (Z33),(Z34), ktera zaruci jednoznacnost feSeni i ortonormalitu
mnoziny vSech ¥, které jsou feSenimi (Z31), tato podminka m4 tvar vlastnich problémi
pro ostatni operatory z U pusobici na ¥ (¥; tedy hleddme jako spole¢ny vlastni vektor
vSech operator z mnoziny U), tj.

Py, =1(1+Dy,, (Z33)

A

Lyy, =my,. (Z234)

Vlastni ¢isla pozitivné-semidefinitniho hermitovského operatoru L% lze vzdy
parametrizovat jako | (I+1), pozdgji ukazi, ze podminka % € L2(R% si vyzaduje, aby | bylo
celé nezaporné, tj. pfirozené nebo nula a stejnd podminka (respektive podminka
jednoznacnosti ¥ pti opakovaném otaceni v prostoru) si také vyzaduje, aby m spliiovalo
Im| < I (a aby m bylo celé &islo). Vzhledem ke struktufe operatoru H (Z25), respektive jeho
vztahu k [? a L, je vhodné uvazovat feSeni ¥; ve tvaru

Vo (F) =R, (N0, (O) D, (#). (235)
Resit nejprve vlastni problém (Z34) jako

L@, () =m,, (), (236)
za I:3 ze zapisu L2 (z27) dosadit ze (Z36) a fesit vlastni problém

20,,(0)=1(1+10, (), (237)
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kde L? je operator na funkcich jedné thlové proménné ziskany z L? dosazenim &isla ,,m*
za operator L, V zapise (Z27). Vlastni &islo L? nezivisi na m, jak bude pozdé&ji ukazano (v

opa¢ném piipadé bych oznacil vlastni ¢islo ze vztahu (Z37) jako Aim a postupoval
analogicky). Nasledné dosadit ze (Z37) do (Z31) a obdrzet tak rovnici

H/R,, (1) =E,,R,,(r), (Z38)

pozdéji se ukaze, ze pro atom vodikového typu dokonce ani En nezavisi na I. Uvedeny
postup (Z35) > (Z36) > (Z37) > (Z38) odpovida metodé¢ feSeni parcialnich
diferencidlnich rovnic znamé jako ,separace proménych®. Postupovat lze 1 Ccisté
algebraicky (jak pro nalezeni spolenych vlastnich vektori L, a L2, kde je tento postup
znam jiz dlouhou dobu, tak i pro radidlni ¢ast (Z38), kde je tento postup novéjsi), bez feseni
jediné diferencidlni rovnice (jak bude uvedeno v kapitole ,,4lgebraicky postup reseni
uhlové (angularni) casti staciondrni SchrodingeroVvy rovnice pro atom vodikového typu®).

6.1.1 Analyticky postup reseni uhlové (angularni) éasti stacionarni
Schrodingerovy rovnice pro atom vodikového typu

Nyni se podivejme na (obycejnou, linearni a prvniho fadu) diferencialni rovnici
(Z36), ta ma tvar (Z39) spodminkami (Z40) a (Z41) ((Z40) odpovida cykli¢nosti
soufadnice ¢a (Z41) odpovida noramlizaéni podmince (Z32) — ,,1* z pravé strany (Z32) lze
rozdélit do soucinu tii kladnych faktort vcelku libovoln€, zde jsem zvolil rozdéleni,
kterému odpovida (Z41))

.0
—I%q)m(qﬁ) =m®, (4), (Z39)
@, (0) =D, (27), (Z40)
f @, (¢) dg =27 (Z41)

Obecné feseni je ma tvar
@, (f)=N,e", (241)

kde m je konstanta. Aby byla splnéna podminka (Z40), musi byt m celé ¢islo. Ny, ur¢ime z
podminky (Z41), tj. N, = 1 (fazovy faktor volim tak aby ziskané funkce mély tvar stejny
jako v [4], [28]), tj.

O (¢)=¢e"? meZ. (Z42)

73



Rovnice (Z37) ma tedy tvar (Z43) s podminkami (Z44) a (Z45).

0° 0 m?
( Py )£+WJ®I’m (0)=2,,0,,(9), (Z243)

10, sino do =1, (Z44)
flow

kde bylo pro vétsi obecnost vlozeno A, na misto I(l + 1) (pozdéji se ukaze, ze uvazovat
zavislost na m je zbyte¢né). Zavedenim substituce W = c0s(6) se rovnice pievede pro 6 e
(0; ) na rovnici (Z45)

(1-w?)

4“2, W) 210 (W) _( m
1

2
dw’ dw 2 _ll,mJZI,m(W):O, (245)

nebo ekvivalentné

d 2 d;(lm(w) m2 _
d_W{(l_W )d—Wj+{ﬂl’m _mjll,m(w)—o’ (Z46)

kde
X (€0s0) =0, (). (247)

Podminka (Z44) pak ptejde na
1 2
[0 ()] dw=1. (248)
1

Rovnice (Z45) je rovnici generujici Legenderovy funkce, které se pro |m| < | (uvazme A
=1 (I +1)), m celé, | celé nezaporné redukuji na polynom a odpovidajici funkce & n(6) pak
splituje podminku (Z44) a je konecna pro kazdé 6 e <0; 7z>.

Plati tedy

21 (= m)!
®|,m(9)—\/ pp \/ () P (cos(9)), (Z221)

g,
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100 =0, 00,0 =" |52 8= b costoy e @22

takové funkce Y| m(6, ¢) oznacujme jako ,,Sférické harmonické“, nebo ,,Kulové“. Nékolik

v

Yoo(0,9) = ﬁ (s0) (ZZ2.a)
V,.(0.0) = —Jgsin(e)e”f - - () (2Z2b)
Y., (6.6) f cos(0) = -2, () (222.)
Y,,(0.) = Jgsinﬂe)e” = %?— (d2)  (gh1)
Y,.(6.9) = —chos(e) sin(@)e’ = —@ @ @)
Y,0(6.0) = - %a—mszw» = —Jg‘”zr;rz, (do)  (gh3)
Y,2(0.9) = —J%sins(e)e“ﬂ‘ N (f)  (gh4)
Y., (0.9) = Jf cos (0) sin’ (9)e*? = Slg—frxff, (f)  (ghs)

Y, 0.4) = - /62—17[sin(e)(5cosz(e)—1)e‘¢ — /621” X+(5Zr3_r ) (f2) (ah6)
Y,,(0.4) = /écos(@)(Scosz(e)—@ - /167[2(52r ) (0 (@h7)
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V0.0) = > [Psint@get = 2 235 , @) (ghe)

16\ 27 16

Y,s(0.4) = —gﬁcos(e)sin%e)e” = —SE ZrX;, (@) (gh9)

Y.,(0.9) = ggsin%e)(ms2(9)—1)e2”’ - :J; X020 (@) (ghno)

Y. (0,4) = —§\/§cos(0)sin(¢9)(7cos2(0)—3)e”’ = _§\/§ZX+(7Zi—3I’2)’(91)
8\x 8\rx r
(gh11)

4 4
Y,,(0.4) ——(3 — 30c0s?(6) + 35c0s*() ) = 16 (352 302 2" +3r%)
-

(Qo) (ghl2)

kde

X + iy = rsin(@)e", (gh12.a)

>
1]

rsin(@e'?, (gh12.b)

X = X - iy
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dO dl

Obr. SF1: Grafy druhych mocnin absolutnich hodnot Kulovych funkei.®

* Obréazek SF1 i SF2 pochazeji ze skriptu, ktery jsem napsal v programu Mathematica.
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Obr. SF2: Grafy druhych mocnin absolutnich hodnot Kulovych funkci.

V zévorce uvadim spektroskopické oznacCeni odpovidajiciho orbitalu s dolnim
indexem rovnym m. Kulové funkce pro zdporna m neuvadim, ale lze je snado spocCist
pomoci vztahu Y| (6, @) = (-1)" Yim*(6, ¢). V kvantové chemii hamiltonidny neobsahuji
operator toku a tedy lze volit redlné baze (vytvorené ze sférickych harmonickych funkci
nasledujici transformaci (gh13), (gh14))
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i (0.9) = 000 + DV L00) = SRl @) (@13
ia09) = 0,00 - OV L00) = Zmb,00). @9
Y (0.6) = V2N, R"(6) cos(m ¢), (gh15)
Vi (@:4) = V2N, R"() sin(m ¢), (gh16)

_ e [@+D)(1 = m)!
Nn = (-1 “ardemt (gh17)

Funkce Y,jml (9,¢) a Y,jml (6’,¢) (bez normaliza¢ni konstanty N, a faktoru \/E) se

nazyvaji (spole¢né) jako “zonal harmonics”, pokud m = 0 (potom jsou shodné s pivodnimi
Kulovymi funkcemi Y| ), jako “tesseral harmonics”, pokud |m| # | a “sectorial harmonics”

pro [m| = I [29]. Nize uvadim izoplochy funkei Y, (6,4) pro | € {1, 2, 3, 4}, izoplocha

odpovidajici kladné hodnoté je vyvedena teplymi barvami (Cervena, Zluta, svétle zelena),
izoplocha odpovidajici zaporné hodnoté je vyvedena v odstinech modré. Je tieba zdiraznit,
ze funkcim typu (ghl5) a (ghl6) jiz nelze pfifadit ostra hodnota tfeti komponenty momentu
hybnosti L, = L3 (parametrizovana kvantovym ¢islem m), nebot’ funkce (ghl5) a (gh16) jiz
nejsou vlastnimi funkcemi operatoru teti komponenty impulsomomentu

~ ., 0
L, = —-1h—, h18
, = i (oh18)

ale pouze vlastnimi funkcemi druhé mociny tohoto operatoru,

(gh19)

Funkce typu (ghl5) a (ghl16) by se nemély nikdy davat do souvislosti s indexem m, ale
s indexem |m|, protoze jsou slozeny z Kulovych funkci s indexy ,,-m*“a ,,+m®.
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Obr. SF3: Grafy [30]* izoploch funkei Y5, (6, ¢). Popis viz text nad obrazkem.

6.1.2 Algebraicky postup reseni uhlové (angularni) ¢asti stacionarni
Schrodingerovy rovnice pro atom vodikového typu

Vztahem (Z20) byla zavedena trojice operatori komponent impulsmomentu
(momentu hybnosti, vektorova fyzikalni veli¢ina definovana jako vektorovy soucin polohy
a hybnosti, pfislusna kvantové-mechanicky operator je tak v X-reprezentaci vektorovym
sou¢inem vektoru trojice operatorti polohy (nésobeni ptisluSnou nezévislou promeénou — Xy,
X2, Nebo x3) a vektoru ,,nabla“ nasobeného i 7, kde 7 je redukovana Planckova konstanta.
V atomovych jednotkéach pak 7z = 1.t

Komutaéni relace (Z21) odpovidaji tomu, Ze operatory [i( i e {1, 2, 3}), jsou
generatory grupy SO(3) a tvori algebru (SO(3)) soperaci komutovani. I:i jsou tedy

generatory rotaci v R® (I:i je generatorem rotace okolo i-té soufadné osy v R%). To lze

% Podobné, zdafile provedené diagramy lze nalézt napf. v
[http://people.csail.mit.edu/sparis/sh/index.php?img=64].
> Nasleduje pon&kud teoretiGt&jsi text, jehoz piedteni neni nutnou podminkou k orientaci se ve vlastnim

algebraickém odvozeni tvaru spektra operatori L2 a L3 = LZ , které nasleduje az v zacatku prvni podkapitoly

vnofené do této podkapitoly, pfi rychlém cteni doporucuji pfejit piimo tam.
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vystihnout akci exponencialy z I:i na libovolny prvek z L%R®) (pro jednoduchost
dostate¢né, tj. nekonec¢né, hladky),

exp 1L, )ute.0.0) =00 2, |(r0.0)-vlr.0.0+6), @za)

A

kde ¢ € R, ¥ e L*(R®) N C*(R%), 1, 6, ¢jsou sférické soufadnice, I:Z je operator L, v x-
reprezentaci (viz (Z20)). Exponenciala (hermitovského nebo anti-hermitovského) operatoru
je zavedena pomoci spektralniho rozkladu (tj. jako operator majici stejné vlastni
podprostory a vlastni ¢isla parametrizovana jako exponencidly z vlastnich ¢isel ptivodniho
operatoru (zde I:Z nasobeny konstantou i ¢). Vztah (ZZA1) je analogicky podobnému
vztahu pro operator hybnosti (Ten je generdtorem translace. Obecné exponencidla
Z operatoru zobecnéné hybnosti pj tvaru exp(ic p;) je generatorem translace o ,,c* ve
sméru zobecnéné soufadnice ¢ Kanonicky sdruzené sp; (fj. takové ¢ spliujici
lf) i 4 J =1i#, kde 7 je redukovana Planckova konstanta, pro operatory, respektive [p;, gj]
= 1 pro Poissonovy zavorky)),

0
0 X,

]

exp (i a- f))w()?) =exp [ia" .

] w(X)=y(x+4), (2zA2)

kde & € R®, p je operator hybnosti v x-reprezentaci a v relativnich jednotkach (7 =1), ¥
e LAR® N C*(R%), X e R®, X je vektor kartézskych soufadnic. Vztah (ZZA2) se dokaze
snadno. V braketovém zapisu ma tvar levé strany (ZZA3) (jde o projekci ketu
exp(ia- f)) |1//> do vlastniho vektoru operatoru polohy odpovidajiciho vlastni hodnoté X).

Mezi operatorovou exponencialu a ket |¥> je vsunuta relace uzavienosti pro soucet

projektort ze vSech normalizovanych vlastnich ,vektorii*? operatoru hybnosti

%2 Nejedna se o prvky LA(R®), ale o funkce/distribuce normalizovatelné k &-distribuci (tj. prvky L¥(R?)), tj.
kontinuum funkei  @(b, X), kde b je parametr nabyvajici hodnoty b € R*a X je proména X e R®, pro

které existuje ,,noramliza¢ni konstanta* C(B) tak, e plati (C: R® 2 C, C je komplexni funkci parametru 6 )

3

[, COCO)Pb ) b,%) d*x = 590b'-b) = []aob;-b), (P1)

j=1
kde zapis ,,0(a)* znamena Diracovu S-distribuci s nosi¢em {a}, tj. linearni funkcional ptitazjici kazdé funkci
ze Schwarzova prostoru testovacich funkci jedné realné proménné jeji hodnotu v bodé a podle vztahu (P2),

ktery ve fyzice formaln¢ pfepisujeme casto jako (P3).

s@I[f] = 46,[f] = f(a), (P2)
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( f) = —igrad). Ty maji tvar (ZZA4) (jak se snadno ukaze vyfeSenim rovnice pro vlastni
Sisla pro kazdou slozku operatoru P (ZZAS5) a uvéazenim normalizace k S-funkci/distribuci
(ZZA6)) a akce exponencialy na ket™ ‘ P= f)> poskytuje (ZZA7).

o= E- ) ez

S s 1 o o
<X:X‘P=p> = Wexp(lp-x) = 99(®), (ZZA4)
.0 | |
S0 ) = R e (X)), (ZzZA5)
J
~igrad pX(x) = Pl (x), (ZZA5.h)
P(®) = Pl (x) o8 (%) el (%), (ZZA5.0)
~[ew((p-p)-X)dx = (P=p|P=p) = 57(p-p). (22A6)
(27)" ¥
exp(ié ﬁ)ﬁ=p'> = exp(ia ﬁ')‘ﬁ=f)'>, (ZZAT)
[s(x=a)f(dx = f(a). (P3)

% \/ b&zném zépise se Gasto oznatuje obecny ket z L%R®) jako |¥>, ket z LZ(R®) odpovidajici
normalizovanému vlastnimu ,,vektoru® (trojice) operator(ii) polohy X pro vlastni &islo X (resp. trojici

vlastnich &isel X = (X, X2, X3) odpovidajicich po Fadé trojici operatorii )A(l, )A(2 a )A(3) se oznaduje jako | X > a

pro ket z L*(R%), ktery je vlastnim ,,vektorem* (trojice) operator(i1) hybnosti P pro vlastni &islo P (resp.

trojici vlastnich &isel P = (p1, P2, P3) odpovidajicich po fadé trojici operatorti f)l, f)z a P,) se oznatuje

jako | P>, ket z L%(S?) , ktery je normalizovanym spole¢nym vlastnim vektorem dvojice operétort L? a L,
(a dodejme, splitujici Condon-Shortleyovu fazovou konvenci) odpovidajicim vlastnim ¢islim I(I+1) a m se
oznacuje |I, m>. Jak-koli takova konvence (viz pfedchozi véta) necini problémy pti zapisech |¥> a |l, m>,
v ptipadé | X >, nebo | P > vznika oprdvnéna ndmitka, 7e ne vzdy musi byt poloha oznatovéna jako X a
hybnost jako P . Pak oba zéapisy splyvaji... (vlastni ,,funkce* operatoru polohy jsou umérné tfirozmérné delta-
»funkci®, kdezto vlastni ,,funkce™ operatoru hybnosti jsou tmérné funkci €XpP (i p- )?)), rozlisil jsem proto
kety pomoci nazvu veliiny uvnitt ketu napsané velkym pismenem. Pouziti stejného oznaceni pro [I, m> by
viak vedlo k oznaceni |L? = I(1+1), L3 = m>, které je t&Zkopadné a proto jej nepouzivam.
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Spojenim (ZZA4) a (ZZA7) obdrzime (ZZA8), kde byl pouzit zapis (ZZA9) pro funkci ¥
Vv p-reprezentaci v bodé p'. Porovnanim s pomérné ziejmou indentitou (ZZA10) nakonec
mame (ZZA11), coz bylo dokazat (ZZA2).

_ 1 i (% +3) -5 ®(5") d35"
w>—(2ﬂ)3,2 [, exp(x+a)-p)w®™(p) d°p', (2ZA8)

v () = (P=p'ly), (ZZA9)

vX)=(X=xy) = ﬁj exp(i X -p) v (p) d°p", (2zA10)

v) = (R=x+alexplia-p)lw) = p(x+a), (ZzALL).

Analogickym postupem se dokaze také platnost (ZZA1):
exp (i @ [Z)w(r,9,¢) = <>Z = X(r,9,¢)‘exp(igoliz)|;//> =

+00 +l

>y <)Z:X(r,6,¢)‘exp(igoliz)|l,m><l,m|1//> =

1=0 m=-I

+00 +I

> > expligm)X =x(r,0,4)L.m)(Lmly) =

=0 m=-I
ol . (ZZAll.9)

> expligm)o, , (9)exp(igm)(l,mly) =

1=0 m=-I

00

2. ZIZ 0, (0)exp(i (p+g)m)(I,mly) =

1=0 m=-I

+00 +I

> 2 (X=xmogrofimimy) = v(ro.p+g)

1=0 m=-1|

kde bylo opakovanég (pata a sedma rovnost v (ZZA11.a) pouzito zapisu
<>Z =x(r,6, ¢)‘I,m> = Y, (0.9 = 6,0 exp(img),  (ZZAllb)
kde

r sin @ cos¢
%(r,0,4) = |rsin@sing |. (ZZA1l.c)
r cos 4
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Lze snadno usoudit, ze vztah (ZZA1) je zobecnitelny pro libovolnou orietovanou osu fi (i
je jednotkovy vektor v R%), operator projekce impulsmomentu do této osy I:ﬁ (ten lze

vyjadfit jako skalarni soucin i a vektoru operatorti I:X : Ly a I:Z (ZZA11.d)) a orientovany

uhel otoceni (dle konvence ,,prava ruka®) ¢, tj., ze plati pro libovolnou funkci (i)

(, = AL = nl, +nl +nLl, (ZZA1L.d)
L, = sing, cosg, L, + sin@,sing, L, + cosd, L,, (ZZAll.e)
DA, oy (1) = wR*( o)1), (ZZA11f)
D(A, ) = exp(—iqoﬁﬁ) - exp(—igoﬁ-lfj, (ZZA11.9)

kde RY(fi,p)F je polohovy vektor F otogeny o thel —¢, tj. R(fi,¢p) € R®3 je matice
realizujici rotaci v R® pro osu fi a uhel @. Odtud je patrné, Ze operatory L L a L tvoti

generatory grupy SO(3) (vlastnich rotaci v R®). ProtoZe libovolny z operatort LX : Ly a LZ

komutuje s operatorem L2, komutuje i Lﬁ s I? a tedy jeho maticova reprezentace na
prostoru generovaném |I,m> je blokové diagonalni s bloky odpovidajicimi pevnym
hodnotam | € N, je i kazdy z mnoziny operatori D(fi,j), i € R? ¢ e R, definovanych
vztahem (ZZA11.g) blokov¢ diagonalni. A lze tak bez ztraty informace hovofit jen o jejich
restrikcich na podprostory L%(R®) odpovidajici konstantnim hodnotam | € No (ve smyslu
spole¢nych vlastnich vektor operatort [? a I:Z - |ILm>). Tyto restrikce jsou 2I+1 —
r(;zr%ér&ymi jednoznaénymi unitarnimi reprezentacemi grupy SO(3) na Hilbertoveé prostoru
L“(R").

®) V dal$im se bude hodit znalost nasledujicich vztahli vyplyvajicich z pfedchoziho
[4]. Definujme sadu unitarnich matic fadu (21+1), DY(f j) indexovanych | € Ng s indexy
m,m’(m, m’ e {-I,-1+1, ..., I-1, I}) vztahem

(I,m[D(A, )|I''m") = &, DY (7, @), (ZZA11.h)

a znalost vztahu (ktery plyne piimo z definice (ZZA11.h) vySe)

Y. (R, )N) = ZI DO (i, @)Y, , (N), (ZZA1L.)

p=-I

> Existuji i dvojzna&né reprezentace odpovidajici polo&iselnym hodnotam | (jejichz existence (poloiselnych
hodnot 1) vyplyne z nasledujici podkapitoly), ale s ohledem na to, ze pro polociselna | nelze nalézt
odpovidajici reprezentaci vlastnich vektorti jako funkci spojité proméné (napt. uhlovych proménych ve
sférickych soutadnicich) [Formy Il1], nezabyvam se jimi zde. Existence dvojzna¢nych unitarnich reprezentaci
grupy SO(3) je odrazem toho, ze grupa SO(3) je dvojnasobné souvisla [Formy 1], [Wiki SO(3)]
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kde N e R®je jednotkovy vektor. Vztah (ZZA11.i) nam tedy fika, Ze pooto&eni argumentu
(jednotkového vektoru v R® coz je jiny zapis bodu na jednotkové kouli se stiedem
v po&atku v R?, tj. jiny zapis dvojice Gthlovych proménych 6, ¢) sférické harmonické funkce
okolo osy i o uhel ¢ je ekvivalentni linearni kombinaci sférickych harmonickych funkei o
stejném indexu |, ale riznych indexech p s koeficienty, které odpovidaji jisté unitarni
matici, ktera je 2l+1 rozmdrnou reprezentaci této rotace na L“(R%). Hodnoty jejich
maticovych elementti nejsou v této praci ptimo pouzity, proto jen dodavam, Ze literatura [4]
jejich hodnotu vycisluje explicitné a odvozuje z nich i velmi uzite¢né vztahy pro skladani
Kulovych (sférickych harmonickych) funkci

11)+1(2)
Yionw @) YVigne @:9) = C‘gr(|(1)1 m(), 1(2), m(2), I, m)Y, ,,(6,¢) ,(ZZA11)))
1=[10)-1(2)

kde m = m(1) + m(2),

cgr (1), m@),12), m(2),1, m) = J(Z'(ll;?;fl(ﬁm)x (22114

x (1), m(), 1(2), m(2)|1,m)(I@), 0, 1(2), 0|1, 0)

koeficienty cgr oznacuji dale jako ,,redukované Clebsch-Gordanovy*, koeficienty (+,,*,°|,")
pak jako Clebsch-Gordanovy, existuje explicitni formule vy¢islujici jejich hodnotu pro
obecna 1(j), m(j), I, m, kterou lze nalézt v libovolné pokrocilejsi ucebnici kvantové
teorie/mechaniky (pod kli¢ovymi slovy ,skladani impulsmomenti), nebo v knihach
zabyvajicich se specialnimi funkcemi (u sférickych harmonickych funkei), tuto formuli Ize
dovodit i z Gauntovy formule (O87).

6.1.2.1 Posunovaci operatory

Zaved'me operatory L, a L_ (na L(S), tj. na prostoru kvadraticky integrabilnich
funkei na jednotkové sféfe v R® — skuteény definicéni obor je, pochopitelns, L%(S) N C3(S),
ale 1ze jej rozsifit pomoci konvergence v L%(S)) pomoci vztahi

L

+

1l

>
t

+

—
N

(ZZA12)

L

(ZZA13)

Il
'_\|_>
|
—

N

>

Na zakladé znalosti tvaru operator L. v Xx-reprezentaci ve sférickych soutadnicich (ktery

]

A

byl odvozen v Priloze A) lze nalézt také tvar I:+ a L_ vXx-reprezentaci ve sférickych
soufadnicich, tj. dokazat vztah (2.139) [4]
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—
Il

N exp (ig) {%H cotg (9)§—¢j , (ZZA14)

>
Il

i exp (—ig) {— 88_9 +icotg () §—¢J : (ZZA15)

V dal$im se také bude hodit znalost vzajemného komutéatoru I:+ a L_ zjistitelna pHimym
vypoctem za pouziti jejich definic (ZZA12) a (ZZA13) a komutacni relace (Z21),
IC..0| = —2i[,,0,] = 20, (2ZA16)

Dulezita jsou také formule (ZZA16.b) a (ZZA16.c)

(L) = L, (ZZA16.b)

(L) = L, (ZZA16.c)

Komutator L, a L_s ? a L, je vypoéten niZe

IC..c2| = [o.2] =i, 2] = 0+0 = o, (ZZA17)

A A

[0 = [0, 0] +il0,, )= —il %0 =%(0 #i(,) = ¥[, (zzA18)

Levou i pravou stranu (ZZA17) 1 (ZZA18) aplikujme na spole¢ny vlastni vektor L2 a [3,

ktery ozna¢me |I, m> (vlastni &isla [? bud’ parametrizovana jako I(1+1), kde | je zpo&atku
obecné realné Cislo a vlastni Cisla I:3 bud’ parametrizovana jako m, kde o m budeme
zpocatku obecné predpokladat, Ze je redlné) tj. necht plati (ZZA19) a (ZZA20). Pak
aplikace (ZZA17) na |l, m> vede na vztah (ZZA21) ze kterého lze usoudit, Ze posunovaci
operatory neméni hodnotu | vektoru |I, m> na ktery pasobi (tj. posunovaci operatory maji
podprostory o pevném | jako svoje invariantni podporostory, coz plyne piimo z (ZZA17)).
Aplikace (ZZA18) na |l, m> pak vede na vztah (ZZA22) ze kterého lze soudit, ze
posunovaci operatory méni hodnotu m o jednotku, I:+ zvySuje m o jednotku, L snizuje m
0 jednotku.

L [l,m) = 11 +1)|I,m), (ZZA19)
L, |l,m) = m]l,m), (ZZA20)
C(Cfmy) = C(2m)) = 1a+n(C.Lm)), (2zA21)
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G em)) = C(Gnm)) = [Cjm)) = m2)(C]Lm), (Z2zA22)

Tj. musi platit (ZZA23) a (ZZA24), kde obecné komplexni koeficienty of(I, m) a (1, m)
je tieba jesté vycislit.

LJLm) = a®,m)|l,m+1), (ZZA23)

Llm) = a©(,m)[l,m-1), (ZZA24)

A A

Toto vy¢isleni je provedeno pomoci vypoctu maticového elementu operatoru L L, mezi
stavy I, m>a|l, m>,

AmlCLm) = I0+)-m*-m = I(+1)-m(m+1), (ZZA25)

AqmlCLm) = [«Q0m] = @20 m+1) «@(,m), (ZZA26)
kde bylo pouzito

(LY = L[, (ZZA27)

LL=C-1-L, (ZZA31)

Vyraz na levé strané (ZZA25) lze také zapsat jako (ZZA29) a tedy vidime, Ze operator
L I:+ je pozitivné semidefinitni, coz je v souladu s (ZZA26).

(Am|CCm) = | Cjm), (22A29)
Ze vztahu (ZZA26) je ziejmé, Ze vSechny hodnoty od, ot jsou dény algebraickymi

i mezi L. az “ny i (+) i )
relacemi mezi L; az na spole¢ny faktor tvaru exp (i 7) pro o’ a exp(-i 7) pro ) kde 7 e
R. V souladu s fazovou konvenci Condon-Stortleyovou [4] volim

a®(,m = Jl+)-mm+1) = JA-m)(I+m+1), (ZZA27)

aO(m) = a®@m-1) = Jl+m(I-m+1). (ZZA28)

Jelikoz vektor |I, m> je také vlastnim vektorem operatoru I:l2 definovaného vztahem
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L, = 2+ 1 = -3 (ZZA32)

ktery je hermitovsky a pozitivné definitni, pfislusny (vektor |l, m>) vlastni hodnoté l15(l, m)
dané vztahem

l,d,m) = I1+)-m*> > 0, (ZZA33)

museji byt hodnoty (vlastniho ¢isla operatoru |:3) m odpovidajici ho vlastnimu podprostoru
operatoru L2 piislusnému danému | (tj. m(l)) omezené zdola i shora (jinak nemize platit
(ZZA33)). Je-li mpax(l) nejvyssi hodnota m piislusna danému |, pak pro odpovidajici
vlastni vektor plati

Ll m () = 0, (ZZA34)
tj.

a®lm (1) = 0, (ZZA35)
atedy

I-m,®0) (+1+m_. (1) = O. (ZZA36)
Moznost (I + 1 + Muax(l) = 0) < (Mmax(I) = - I - 1) odporuje nerovnosti (ZZA33), ktera

musi byt splnéna pro kazdé m(l) a tedy véetné krajni hodnoty Mmax(l). Zbyva tedy
M (1) =1, (ZZA37)

zcela analogicky vyplyva z (ZZA33) existence nejnizsi ptipustné hodnoty m pro dané |, tj.
Mmin(l). Ta musi spliovat (diferencialni, operatorovou) rovnici (ZZA38) ekvivalentni s
(obycejnou algebraickou) rovnici (ZZA39). Vylouceni moznosti mmin(l) =1 + 1 (pak by
totiz jednak nebyla splnéna nerovnost (ZZA33) a navic by mmin(l) > mma(l) a dvojice
komutujicich hermitovskych operatora L? a [3 by méla prazdé spektrum (!)) pak vede
analogicky se (ZZA37) na (ZZA40), coz lze spolecné se (ZZA37) zapsat jako (ZZA41).

L [Lmg, (1) = 0, (Z2ZA38)
(+m, M)1+1-m_, 1) = 0, (ZZA39)
My () = -1, (ZZAA40)
Im| < 1. (ZZAA41)
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Lze ukazat, ze teSeni (ZZA34) a (ZZA38) jsou jednoznacnd az na fazovy faktor
(pozadujeme-li normalizaci®® kett |I, m>). Pak lze vyjit ze vztahti (ZZA38),(ZZA40) a

libovolny ket |I, m> konstruovat pomoci opakované aplikace operatoru I:+ na vektor |I,- | >,
tj. dle vztahu

m) = (), (2ZA41.0)

Tim lze vygenerovat pravé vsechna |, m>, kde m e {-I, - | +1, ..., | - 1, I}, vlastni
podprostor L% odpovidajici vlastnimu &islu I(1+1) je tak (21 + 1)-dimenzionalni, | musi byt
celé, nebo polocelé. V ptipad¢ trojice operatort L ; definovanych pouze jejich vzéjemnymi
komutaénimi relacemi (Z21) pfipada v tvahu jak nezaporné celocCiselné |, tak nezaporné
polodiselné | (napf. v piipadé spinu elektronu, | = 14). Jsou-li L ; definovany piimo vyrazem
(220), polociselna | jsou vylouéena (polociselna | vedou Kk poloiselnym m, coz by
znamenalo, Ze by ¢ast vinové funkce (jeden z faktorti v sou¢inu) zavisla na uhlu ¢ nebyla
2n-periodcka, ale 4m-periodicka (viz (Z42), (Z35) a (Z11)-(Z13)) a tedy nikoliv
jednoznacéna v R®, ale dvojznacna). V ptipadé angularni ¢asti Schrodingerovy rovnice pro
atom vodikového typu, coz je tuloha ekvivalentni uloze hledani vlastnich stavi
impulsmomentu, jsou L ; dany pfimo (Z20) a tedy jsou piipustnd pouze celd, nezdporna I.
Condon-Shortleyova fazova konvence je dana napf. spefikaci faze |l,-I> a vztahem
(ZZA41.c), kde o7 spliiuji (ZZA27). Tim bylo nalzeno spektrum dvojice komutujicich
operatori L2 a L, — (ZZA41.d)

o(2, L) ={(0+1), m)|leN,,|m|<l,meZ}, (ZZA41.d)

Vlastni funkce nalezneme snadno pomoci formuli (ZZA38) a (ZZA41.c), napsanych v X-
reprezentaci, ve sférickych soutradnicich.

6.1.2.2 Tvar spole¢nych vlastnich funkei operatori L?a L,

Snadno se ukaze, Ze vztahy (ZZA34) a (ZZA38) ptedstavuji po zapsani v X-
reprezentaci (za pouziti (ZZA14) a (ZZA15) a za oznaCeni (ZZA41.b)) parcialni
diferencidlni rovnice

% Ekvivalentné fe¢eno: Ker L . Jako podprostor vlastniho podprostoru L2 prislusného vlastnimu ¢islu

I (I+1) pro dané | (I € No) je jednorozmérny nezavisle na |. TotéZ plati pro Ker |:_ .
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<Q=(9,¢)‘I,m> = Yn(6.9), (ZZA41.b) %

oY oY
"L yicotg (9)—~ = o0, (Z2zA42)

04

Y
—% + icotg (9)

oY,
0¢

(@)

(ZZA43)

kde hledané funkce Y; a Y|, jsou definované na jednotkové sféfe popsané sférickymi
proménymi 8 € (0; n) a ¢ € (0; 2n) a zaroven spliuji (ZZA19) a (ZZA20), rovnici
(ZZA20) Ize napsat v x-reprezentaci jako (ZZA44), respektive (ZZA45),

A

i - v, | (ZZA44)

-aYI,—I _

o i - A (ZZA45)
o¢

7 (ZZA44) a (ZZA45) pak vyplyva
Y.(0.4) = ©,,(9)exp(il 4), (ZZA46)

Yia@.¢) = 0, ,(0)exp(-ilg), (ZZAAT)

coz po dosazeni do (ZZA42) a (ZZA43) (a napt. separaci promeénych) vede na>’

®,.,(0) = N_sin'(9) = N%F’,'(cose), (ZZA48)

kde bylo pouzito definice pfidruZzenych Legendreovych funkci

(1_ X2)m/2 d I+m
(2" dx""

P"™(X) (1-x*)". (ZZA49)

Pouzitim relaci ortogonality pro Legendreovy funkce (ZZA49.b) nebo piimou integraci
(renormalizaci) (ZZA48) zjistime, Ze aby Y|, byla normalizovana je tfeba volit N. rovno

% Kolize oznaceni se (ZZ2) je zamérna. Pro vlastni vektory |I, m> Ize nalézt faze tak, aby jejich vyjadieni ve
sférickych soufadnicich v x-reprezentaci bylo dano vztahem (ZZ2) — tedy pro | € Z. Pro poloc¢iselné | neni
podobné vyjadieni mozné.

% Dale uvadim pouze ten postup, kdy se zkonstruuje |I, -I> a postupnou aplikaci operatoru L . Se vytvorfi

vSechny ostatni vektory |, m>, kde | je pevné.
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(ZZA49.c), kde exp(i 7) je fazovy faktor. Volba 7 = 0 vede na tvar Y|, konzistentni
s definici Sférickych harmonickych (Kulovych) funkci (ZZ2) a tedy odpovidajici Condon-
Shortleyové fazové konvenci.

(I +m)!

21+ —m)t (22A49.0)

[ P00 PP (o) dx

N. = exp(i7) /(211—+1)1/(2|)!-(|!2'). (ZZA49.c)*®
T

Po dosazeni (ZZA49.c) s 7= 0 do (ZZA48) a (ZZA47) obdrzime

Y, 6,4) = (-1 /211”,/(20! P~ (cos@)exp(—ilg). (ZZA49.d)*°
T

V [4] je ¢tenati ponechano za cviceni definici Legendreova polynomu (ZZA49) derivovat a
obdrzet relaci

m(l_XZ)mIZ—l d|+m

y (1_X2)m/2 dl+m+1
2 d x"m

2
(X l) + | |2I d XI+m+1

(x? =)' ,(ZZA50)

d om
ER(X)Z—

a po vynasobeni (1-X2)l/ 2 pouziti (ZZA49) pro vyjadieni prvniho 1 druhého ¢lenu souctu na

pravé strané a pfic¢teni vyrazu m x P,"(x) k rovnici
(1- xz)% P™(x) + MXP"(X) = v1-x?P™(x), (ZZA51)

provedeme-li substituci (ZZAS52) naznacenou argumentem P v (ZZA48), mizeme vyjadrit
operator L, nave tvaru (ZZA53),

X = Cc0sé, (ZZA52)
~ o exp(ig) (. oy d -
L = \/1_7 ((1 X )d . + L, xj, (ZZA53)

odtud je patrné (z relace (ZZAS51)), ze

% N. bylo ziskano dosazenim k = I, m = - | do (ZZA49.b), odmocnénim a pfevracenim pravé strany (ZZA49.b)
, ndsobenim normaliza&ni konstantou pro exp(i m ¢) (tj. (21)™?), pfevracenou hodnotou prefaktoru v (ZZA48)
(tj. (-1)' 112" a fazovym faktorem exp(i 7).

'V [Formy |, str.62] je tento vztah uveden jako (2.146), oviem chybné s (21 1) ve jmenovateli. Tato chyba
je patrna, kdyz v [Formy I, str.62] porovname vztah (2.146) s obecnou definici Y|, (2.150).
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L (PP exp(ipg)) = (-1)-(RP (¥ exp(i (p+1) ¢)), (ZZA54)

a tedy také

)" (P explipg) = (1" -(RP"(x) exp(i (p+1+m) §)), (ZZA55)

Pouzitim (ZZA27) snadno upravime

1 (I-m! 1
— = ——, (ZZA56)
Ha(+)(|,n) (|+m)! \/(ZI)!
n=-I
Pokud do (ZZA55) dosadime p = - | a po vynasobeni (ZZA55) vyrazem (-1)' (21 + 1)
(4n) Y2 21NY2) obdrzime s pomoci (ZZA56) z (ZZA41.c) vztah
Q=@.pm) = D" \/M P™ (cos 6) exp(i m @), (ZZA57)
47(1 + m)!

kde, pouzijeme-li oznaCeni (ZZA41.b) obdrzime vztah (ZZ2), ktery definuje Sférické
harmonické funkce. Tim byly nalezeny také spolecné vlastni funkce dvojice komutujicich

operatort I? a L,.

6.1.3 Analyticky postup reseni radialni ¢asti stacionarni
Schrodingerovy rovnice pro atom vodikového typu

Analytickym postupem feSeni radialni ¢asti stacionarni Schrédingerovy rovnice pro
atom vodikového typu myslim feSeni rovnice (Z38) za podminky (r* je &len z Jacobianu
sférickych soufadnic)

def

0#R, el%(R)) < [o < T r?|R,, ()2 dr < +00J, (zzC1)

n,l

ta, je-li splnéna, mize byt zesilena bez ztraty jediného feSeni R,; (pouhou volnou
normaliza¢ni konstanty N, ) na

o

[ IR M dr =1, (zzC2)

0

Protoze operator H, na L% (R") tvofi sim UMKO (iplnou mnoZinu komutujicich
operatoru), jsou pak funkce Ry (r) jednoznaéné dany rovnici (Z38) a podminkou (ZZC2) az
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na libovolny komplexni prefaktor tvaru exp(i 7), kde r € R. Tvar I-A|I zjistime dosazenim

separovaného tvaru vinové funkce ¥ (Z35) do (Z31), kde H je dan vztahy (Z25)-(Z27) a
(Z30). Po dosazeni separovaného tvaru vinové funkce (Z35) pouzijeme znalost (Z36) a
(Z37) a vyslednou rovnici formalné¢ vydélime Casti vinové funkce zavislou na uhlovych
proménnych®, tim vznikne rovnice

_@*Ru(M | 2dR,(0)  (I0+D 2z
dr? rodr r? r

:|Rn,l (r) = En,I Rn,I (r) 1 (ZZC‘?’)

kterou feSim pomoci substituce
Zn,l (r) =T I:\)n,l (r) ' (ZZC4)
tou piejde® rovnice (ZZC3) na tvar

- d_ Zn,l (r) + |:I(Ir—i2_ 1) _£:| Zn,l (r) = En,I Zn,l (r)’ (ZZC5)

dr? r

Integralni podminka (ZZC2) ptechazi na

% Tento postup je ponékud nekorektni. Nevime, zda-li nedélime nulou. Funkce kterym délime jsou sice
nulové jen na mnozinach miry nula, ale i tak je to nekorektni. Spravné;jsi by bylo celou rovnici vynasobit ¢asti

komplexné sdruzenou k thlové &asti a vyintegrovat pies thlové proménné. Operator H, pak Ize vnimat jako

restrikci ptivodniho hamiltonianu daného vztahem (Z25)
81 Jak-koliv se jedna o trivilni upravy, pfipomenu zde Leibnitzovo pravidlo pro vyssi derivaci sou¢inu dvou
funkei

a (f(¥)-9(x) = i[?]f”)(X)-g“‘”(x), (2ZC6)

d x" =

kde f9(x) znagi j-tou derivaci funkce f v bodé& x. Aplikaci tohoto pravidla a dosazenim za Ry,(r) vyraz Ry, (r)
= xn(N/r do (ZZC3) obdrzime

2 " 29 ' 2

d 2(;(“"} _ Anl _ Zn, + an!l , (2zC7)
dre{r r r r
2 d an Zlnll 2)(nl
il REAALLE = LI = Z7C8
rdr( r j r? r’ e

Ze souctu (ZZCT7) a (ZZCS8) je patrné, zZe timto postupem zmizi ¢len spojeny s prvni derivaci, aniZ by vznikl
¢len novy.
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lemdrnzdr =1, (2zC9)

coz je ekvivalentni zesileni podminky
0 # |z,) € L(RY). (ZZC10)
diky substituci (ZZC4), ktera je singularni v pocatku je navic nutné® pozadovat také

20 =0, (2zC11)

Uloha (ZZC5), (ZZC9), (ZZC11) je ekvivalentni feSeni Schrodingerovy rovnice pro pohyb
Castice na ptimce (-0, +©) = R ve vné&j§im potencialu Ver(r) daném vztahy (ZZC14) a
(Z2zC15),

Vi (X) = 4o, vx<0, (ZzC14)

I0+) _ 2Z  1(+))

+ )
r? r r?

Vi (X) V(r) + Vx>0, (Z2zC15)

kde prvni rovnost (ZZC15) se vztahuje k pfipadu obecného sféricky symetrického
potencialu. Clen I(I+1)/r* o ktery se li§i ,.efektivni potencidl“ Vey od skute¢ného
fyzikélniho potencidlu (resp. potencidlni energie) se nazyva ,.centrifugalni bariéra“ (nebo
,»odstiediva bariéra®), tento ¢len ma odpudivy charakter a brani casticim o velkém
momentu hybnosti proniknout do blizkosti pocatku. Vyssi impulsmoment tak znamena
mens$i Sanci na existenci vdzaného stavu. Podminka (ZZC14) zajistuje nulovost vinové

%2 pokud by tomu tak nebylo (R (r) i zn(r) uvazujeme z nejen z sz (R™) resp. L*(R*) aleiz C¥RY), tj.
pokud by

|z (0)] = K > 0, (zzC12)

pak by R (r) v okoli r = 0 divergovalo alespoti jako 1/r a s ohledem na to, Ze vime, Ze plati [Formy I]

AGJ = —4759(1), (zzC13)

ale o-distribuce se jinde ve Schrodingerové rovnici pro atom vodiku nevyskytuje a tento ¢len by se tak nemél
s ¢im odegist, y,(r) nevyhovujici podmince (ZZC10) by nemohlo byt po zpétné substituci soucasti feSeni
am(r, 6 @) = Ry(r) Yim(6, @) puvodni Schrédingerovy rovnice (Z31) ani kdyby vyhovovalo jak rovnici
(ZZC5), tak podmince (ZZC9). Dodateéna podminka (ZZC11) je tak dusledkem singularity sférickych
soutfadnic (ZZC13) a singularity substituce (ZZC4) [Formy I].
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funkce v pocatku a pro zapornd X (jedina Sance jak ,,vyrovnat konstantni nekonec¢nou
hodnotu potencidlu nalevo od nuly je nulova hodnota vinové funkce, potencial singularni
V jediném bod¢é muze byt vyrovnan ,.hrotem* vlnové funkce — nespojitosti prvni derivace).

Vrat'me se k rovnici (ZZC5): Reseni bude navrhnuto jako soudin tii &asti —
¢asti fesici rovnici (ZZCS5) v okoli poc¢atku, casti fesici (ZZC5) v nekoneénu a neznamé
¢asti Py ((r) pro kterou bude nalezena nova diferencialni rovnice.

V okoli pogatku dominuje cetrifugalni len 1(1+1)/r? nad Coulombickym -2Z/r i nad

pravou stranou (ta jde dokonce k nule), v okoli poc¢atku tedy plati (yn(r) v okoli pocatku
(0)

znaCim jako y,,

d2,©
% d’:'; — 1(+1), (2zC16)

Takova rovnice se fe$i se pomoci Anzatsu typu r® Snadno se nalezne dvojice
fundamentalnich feseni (libovolné feseni (ZZC16) je pak jejich linedrni kombinaci) a to
(ZZC17) a (2ZC18)

2859 = ', (zzC17)
2852 = ', (zzC18)

nyni vidime, ze (ZZC18) nevyhovuje podmince (ZZC11) pro zadné nezaporné | (z
ptedchoziho vime, ze | nabyva nezapornych celych ¢isel) a tedy piipustné feseni (ZZC16)
musi byt nasobkem (ZZC17). PiSme proto dale (normaliza¢ni konstanta bude dodéana
nakonec)

29 = ', (ZzC19)

V ,,0koli nekonecna“ (r = o) pfechdzi rovnice (ZZC5) na obycejnou homogenni
linedrni diferencialni rovnici druhého stupné s konstantnimi koeficienty (Coulombicky 1
centrifugalni ¢len je zanedban)

d? 25 (r)
d—r"z = — Ey 2ni (1), (ZZC20)

pokud hleddme vézané stavy a tedy pozadujeme (ZZC10) je nutné, aby Ep byla zaporna,
pak existuje pravé jedno feSeni (ZZC20), které v nekonecnu ubyva dostatecné rychle.
Pokud bychom hledali rozptylové stavy, lze pfipustit E,j nezdpornou a vlnové funkce
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Vv nekone¢nu budou mit charakter imaginarnich exponenciéles.

vazanymi stavy a pozadujme

Zabyvejme se tedy

E,. < 0, (2zC21)

n,l

pak existuji tyto dvé funkce ((ZZC22) a (ZZC23)) jako elementy fundamentalniho systému
rovnice (ZZC20),

257y = exp(--E, 1), (2ZC22)
257 = exp(+-E, 1). (ZzC23)

Funkce (ZZC23) v nekoneénu diverguje a neni tudiz piipustna ani jako nepatrna
kontaminanta Vv linearni kombinaci s (ZZC22). Funkce (ZZC22) je naproti tomu
integrovatelna po umocnéni na libovolnou mocninu a vynésobeni libovolnym polynomem.
Funkce z L?(R") jak ma byt ©. A proto lze psat

28(r) = exp(--E, 1). (zzC24)

Nyni pouziji Anzats vlnova funkce = konstanta * ,,okolo po¢atku * | uprostred* *
,»V nekonecnu®, tj.

Zn,l (r) = Nn,I rl+an,I (r) exp(_\/_ En,I r)’ (ZZCZS)

funkce Wi (r), kterou hledam by jiz neméla byt nikterak ,,divoka“ (ukaze se, ze se jedna o
polynom), po dosazeni do (ZZC5) a vydéleni rovnice vyrazem Cn(r) / Wy (r) vznikne
diferencialni rovnice

. 2(1 +1) : =+ 27 _
_Wn,l (r) + ‘:_ r +2 _En,l:|Wn,I (I’)+[2 _En,l T (r) = 0,

r r| ™
(2ZC26)

kde derivovani dle r znacim ¢arkou. Nyni se zbavim mnoha r ve jmenovateli vyndsobenim
rovnice (ZZC26) proménou I, tj.

W+ 2r-2+2 7€, rjw;, (0 +2|~E, a+)-z W, () = o,

(2zC27)

posledni ¢len v souctu v koeficientu u prvni derivace naznauje substituci (ZZC28) (pted

o¢ima mam v tu chvili jiz tabulky specidlnich funkci a snazim se rovnici (ZZC27)

napasovat na jednu zrovnic definujicich vhodnou specidlni funkci — vypada to na
»~Zobecnénou Laguerrovu funkci)

% Nebo konstanty pro En1 =0, coz je mezni pfipad imaginarni exponencialy pro nulovy exponent...
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p = 2J-E, r, (2ZC28)

novou funkci (po dosazeni za r ze (ZZC28) do W, ((r)) ozna¢im jako U a bude spliovat

_ P
U.lp) = Wn,.(z —En,.}’ (ZZC29)

po provdeni substituce na (ZZC27) a vydéleni rovnice vyrazem —2./—E , vznikne nova

diferencialni rovnice

pU" + [@+])+1-plUu" + {I1+ Z }u = 0, (ZZC30)

coz odpovida diferencidlni rovnici pro specialni funkci LaguerreL (Zobecnénd Laguerrova
funkce), kterou Mathematica definuje jako funkci L} (z) (dolni index je nr, vV manuélu

k Mathematice je, pochopitelné, jen n, ale ja jsem si n rezervoval jiz jako hlavni kvantové
Cislo a parametr Zobecnéné Laguerrovy funkce ,,n“ se ukaze byt radialnim kvantovym
¢islem Ny, nebot’ indexuje pocet uzli radidlni ¢asti vinové funkce mimo pocatek) spliujici

2

7 @) + nL@ = o, (zzC31)%

d 72 (L?\, (Z)) + [a+l_ z ]%
lze tedy ztotozZnit

a = 2+1, (ZZC32)

YA
-E

n = —-1-1+

(ZZC33)

n,l
Zbyva se ujistit pro jaké kombinace a a n, a tedy pro jaké kombinace | a n, kde oznac¢ime

n = ZE = n +1+1, (ZZC34)

n,l

spliiuje nalezené feSeni

a
* Tim nejsou funkce L uréeny jednoznaéng, je nutno doplnit napiiklad podminku L(0) = ( ' j
nl’

[aoys

Vhodnéjsi je proto je zavadét pomoci Rodriguezovy formule, nebo rekurentnich relaci.
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U.(p) = L2(p), (zzC35)

resp.
W, (r) = Un,|[zTer = Lﬁ'_*.l_l(zirj, (ZZC36)
resp.
2o (1) = Nny,r'”Lﬁ'*ﬁl(zirjexp(—%), (2zC37)

podminky (ZC10) a (ZC11)... Lze snadno ukéazat, ze plati

n, +a

L (2) = ( i jF(—nr,aJrl;z), (ZZC38)

r

kde F(e, 7, z) je degenerovana hypergeometricka funkce (v Mathematice oznacovana jako
HypergeometriclF1) fesici rovnici (rovnici pro degenerované hypergemetrické funkce)

tF"(a,7;2) + (y—-2)F'(a,y;2) - aF(e,y;z) = 0, (Z2zC39)
a spliujici

F(a,7;0) = 1 Va,yeC, (ZZC40)
jeji Taylorav rozvoj konverguje pro vSechna kone¢na z a ma tvar

Flayiz) = 1 + %7 ¢ @t . (zzC41)

1y 2'y(y+1)

coz lze zapsat jako

Fla,7;2) = i L@ i (ZZC42)

kde bylo pouzito oznaceni

k

(u), = H(u+j) = Uu-(U+D-...-(u+Kk), (ZZC43)

j=0
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spo¢téme, k jaké hodnoté limituje podil koeficientii v Taylorové rozvoji Wy (r) pro velka
k na zaklad¢ znalosti (ZZC42), ozanéme

W, (r) = ickzk, (2zC44)
pak
¢ = ( n+l JLM(EJ , (22C45)
n-1-1) k! (21+2), n

coz lze prepsat jako

¢, - tlk=n-1-1)2z, (2zC46)
“ k @1+2+k) n "

Jsou-li vSechna ¢y nenulova (tj. Jsou-li vyrazy (k —n —1 - 1) nenulové pro vSechna k € Nj,
coz nastava pro | € Ng jen v piipad¢, ze n ¢ {I+1, I+2, 1+3, ...}), pak lze psat

—nNn—-1\|-— k—o0
S = 1—(k n-| DE ~ EE’ (ZZC47)
Cis k (21+2+k) n k n
z ¢ehoz lze usuzovat, Ze v takovém piipade (n ¢ {I+1, 1+2, 143, ...}) bude platit
row n+l
Wy = [220) "2 exp|+2%r), (2ZC48)
’ n n—-1-1 n
coZ po dosazeni do (ZZC37) poskytne
r—o Z r
xn(r) =  konst exp(+ —j — o, (ZZC49)
’ n
tj. o splnéni podminky (ZZC9) nemize byt ani feC. Tj. je tfeba, aby platilo pro n,
ne{l+L1+2,..}, (2ZC50)
nebo ekvivalentné
n e {n +1+1|n, e N,}, (2ZCh1)

coz lze obratit jako podminku pro |
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0<l<n, 0<n, lLneZ, (2ZC52)

Vyjadieme nyni vlastni ¢isla hamiltonianu pro atom vodikového typu pomoci n (ze vztahu
(2Z2C34))

e - L _ - (ZZC53)

Podminka (ZZC11) je pro funkci typu (ZZC37) splnéna pro kazdé | € Np a n dané vztahem
(ZZC51), nebot’ se jedna o sou¢in mocniné funkce pro nejulovy exponent, polynomu a
exponencialy. Podle véty o kotfenech ortogonalnich polynomti (viz kapitola o ortogonalnich

polynomech) ma L; (r) pravé n, kofeni uvnitf intervalu (0; +c), tedy np = n -1 -1
skute¢né udava pocet uzlovych boda y,(r) a tedy i pocet uzlovych bodi (kofent) radialni
¢asti vinové funkce Rp(r). Uréeme nyni normaliza¢ni konstantu N, ve vztahu (ZZC25)
dosazenim (ZZC37) do (ZZC9). S ohledem na redlnost celého vyrazu (ZZC25) volim fézi
radialni vinové funkce tak, ze Ny € R, pak

© 2
N o= [ [Li'ﬁll[zirﬂ exp(—EJdr’ (2ZC54)
: n
0

Zaved’me substituci

P = 2Zr , (ZZC55)
n

po dosazeni do (ZZC37) ma regularni vinova funkce y,, (2—;} = Zn) (,0) tvar

Zup) = N, p'“Lﬁ'*.ll(p)eXD[—gj, (zzC56)
kde

n 1+1
N = Nyl - (ZZC57)
' "2z

Dosazeni substituce (ZZC55) do vztahu (ZZC54) vede na vyraz

T — n T + +
N = o2 ] P B ewl-p)dp, (2zCs8)
0
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ktery (ZZC58) snadno vycislime pouzitim véty O8 (,,Integral dilezity pro normalizaci
radidlni ¢asti vlnové funkce pro atom vodiku“) odvozené v kapitole ,,Ortogonalni
polynomy*“ pro zobecnéné Laguerrovy polynomy pro a = 2l +1am =n -1 — 1, oba
parametry jsou z mnoziny No (a dokonce z N). Tj. plati

~ 2 1
N2 - n_(+D) (2ZC59)
' Z (n-1-1!
to znamena (dle (ZZC57))
21+4
2 n (n+1)!
N"y' - 22I+2 7 2143 (n =1 _1)| ! (ZZC60)
tj. dle volby N, € R*
3 11\ I
N, = A2 (n=l=d)! (Ej , (zzC61)
’ n*  (n+1)! n
Tvar Ry (r) ur¢ime zpétnou substituci ze (ZZC4), plati
3 11\ I
R, () = 424 (n-1-1) (22 rj Li'ﬁll(ﬂj exp(— ﬂj : (ZzC62)
' n*  (n+1)! n n n
coz lze zapsat pomoci substituce (ZZC55) jako
S 47° (n=1-)' | a4 [ pj
R = L exp| —= |, Z7C63
n,l (p) \/ n4 (n+|)| p n—I—l(p) p 2 ( )
kde
R = R, ,|=—=1. ZZC64
n,l (p) nl[zzj ( )

Nechceme-li pfijmout metodu feseni zaloZzenou na identifikaci rovnic (ZZC27)-(ZZC30)
srovnici pro zobecnéné Laguerrovy funkce, muzeme tyto rovnice ,feSit fadou* (tzn.
hledame feseni ulohy (ZZC27) ve tiidé redlné analytickych funkci — to mizeme, nebot’ tato
tfida je hustd v mnoziné¢ ptipustnych feSeni (nesinguldrnich a nerostoucich v nekonecnu
rychleji nez polynomialn¢)), jak je podrobné uvedeno napi. v [3]. Chemicka literatura,
napft. [31] Casto pouziva jinou definici zobecnénych Laguerrovych polynomut (oznaéme je
jako L7 (2)), kdy plati
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(nh?
al(n—a)!

Li(z) = (-D° F(-(n-a), a+L2), (2ZC65)

atedy

L2(z) = (-D)°n!L%,(2), (2ZC66)

Takto definované zobecnéné Laguerrovy polynomy byly pouzity k zapisu radidlni Césti
vlnové funkce i v [3], coz snadno zjistime, kdyz invertujme vztah (ZZC66) na

L = S, (zzc67)
(n+a)!
a dosadime za n a za a vyrazy z feSeni (ZZC62) (n > n—1-1,a > 2| + 1), ¢imZ vznikne
zapis
3 n=1=1) .
S e e g oy g L G I e
‘ n® [(n+D!] n n n

takové vyjadieni tedy neni chybné, jen je zapsano pomoci jinak definované specialni
funkce. Definice zobecnénych Laguerrovych polynomt pouzitd v zapisu by méla byt
specifikovana, coz, jinak vynikajici, kniha [31] nespliuje. Naopak literatura [3] na str. 121
uvadi definici (16.51), pfepiSme

(&) = dd g L (), (2ZC69)

Spole¢né s Rodriguesovym vztahem pro Ek

~ d“ [ .
= 5_ -5 k
L) = e " (e 4 ) (ZZC70)

ze kterého lze porovnanim s (O33) Ize usoudit
L(z2) = k'L (2). (ZzCT1)

Podobnég, pouzijeme-li lemma OL1 (,,0 derivaci®) z kapitoly o ortogonalnich polynomech
pro hodnotu a = 1, obdrzime ze (ZZC69) vztah (ZZC67). Lze shrnout, Ze prameny [14],

[15], [32], [4] pouzivaji zobecnéné Laguerrovy funkce/polynomy, které znadim L7 (z),
kdezto [3] a [31] pouZivaji zobecnéné Laguerrovy funkce/polynomy, které znacim I:r"j‘ (2)
(ale znaci je bez vinky), k rozliSeni jsem pouzil definic a relaci mezi jednotlivymi funkcemi
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uvedenymi v danych pramenech. Pouze [31] ve své neduslednosti definici zde pouzitého
tvaru zobecnénych Laguerrovych funkci/polynoml neuvadi a tak jsem na jejich identitu
usoudil z pouzitého zapisu radialni ¢asti vinové funkce.

Nize uvadim radidlni ¢asti vinové funkce Rn)(r) pro atom vodikového typu pro

v

normalizaéni konstanty Ny a Polynomidlni ¢ast L>"", (p) ,ostatni &asti vyrazu (ZZC63), tj.

soucin p' exp(— %) jsou snadno ptedstavitelné.

Tabulka Polyl: Normaliza¢ni konstanty Ny, (respektive jejich pievracené hodnoty) a
polynomialni ¢asti radialni vinové funkce Ry (r) pro atom vodikového typu dané vztahem
(ZZC63), kde p je dano vztahem (ZZCS55). dn je ,,jmenovatel”, tj. celodiselna velicina,
kterou je tieba vyd¢lit polynom v poslednim sloupci, abychom dostali skute¢né polynom

L' (p) . V prvnim sloupci je uveden typ orbitalu (,,0.* = Orbital)

O.[n |l |[n | (Ny/Z7*t d, | do, L2 (p)

1s|1/0 |0 1 111
2
2s (201 22 2—p
2p (2170 2J6 1)1
3s 0 9.3 216-6p+p°
2
3p[3[1]1 96| 1la-p
3d[3[2]0 9430 1]1
4s |4 103 16 6| 24-36p+120"— p°
dp |4 |12 1615 2120-10p+r2
4d 421 965 | 1[6-p
4f 141310 96+/35 11
55 |5[0 |4 255 | 24 |120-240 p+120 p"—20 p* + o'
2
5p5[1]3 25./30 6|120-90 p+18 /*— p°
5d |52 |2 75470 24214 p+ pf
5 |5]3]|1 300+/70 118-p
50|54 (0 900-/70 1|1
6s [6 (0[5 186 | 120 | 720 — 1800 p + 1200 o — 300 5° +30 5" — p°
6p (6 |14 | 18210 | 24|840-840p+252°-28p°+p'
6d [6 2|3 | 1444105 6|336-168 p+24 p*— p°
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6f [6[3]2 ] 1206435 2| 72-18 p+ pf

69 16|41 | 1206047 | 1|10-p

6h |6 5|0 | 1206077 1|1

7s|7/0]2 497 | 720 | 5040-15120p +12600,° — 42000° + 630p" —42p° + p°
2

7p |7 9821 | 120 | 6720 — 8400 p + 3360 p° — 560 p° + 40 p* — p°

7d|712]0 | 2044105 | 24|3024-2016 p+432 /°—36 0 + p°

Poznamka: Vsimnéme si, ze Cleny polynomi pravidelné stfidaji znaménka, jak je
ostatné patrné 1 z (O32) a tedy jejich numerickéd integrace Clen po ¢lenu bude znacné
numericky nestabilni. Pti pouziti vySe uvedenych funkci jako vypocetni baze (at’ jiz téchto
Sp=2Zr/n,nebo Sturmovskych s p = 7 r) by byl vypocet dvoelektronovych repulznich
integralt ¢len po ¢lenu znaéné Casové narofny a numericky nestabilni (pfedstavme si
napiiklad takovy integral <7s7s|1/ry2|7s7s> (viz vztah (ZZC72)) pocitany ¢len po ¢lenu
(radidlni ¢ast) — 7* = 2401 ¢lend se stiidajicimi se znaménky a s prefaktory ligicimi se aZ o
16 a pal tadu (!) a dodejme, Ze pii vypoltu maticové reprezentace hamiltonianu pro
vicelektronovy atom v rozumné velké bazi viceelektronovych funkei by takovych integrali
bylo tfeba vypocist tisice) a je tedy ziejmé, ze je bud’ tieba pouzivat jiné typy vypocetnich
bazi (Gaussovské funkce — GTO baze, Slaterovské funkce — STO baze) [28], nebo nalézt
identitu umoznujici zobecnéné Laguerrovy funkce a tedy i radialni ¢asti vinovych funkci
pro atomy vodikového typu skladat podobné jako je to mozné pro Legendreovy polynomy /
Kulové funkce a tim se vyhnout integraci ¢len po ¢lenu (to uspésné vykonali ... v [2]).

<7s 7s 7s 7s>

J‘R3 J‘R3 ‘77,0,0 () V77,0,0 (Fz)W7,o,o () V700 (1;) q 3F1 d 3F2 (zzC

Iz | —T,|
72)
R, ,(F) R, ,(F,))?
7s7s|—|7s7s) = 12j3j3 ( ”’(1) 1"(2)) d°r d°F,,  (ZZCT73)
M, 167° °R° <R | —T,|

kde pruh znac¢i komplexni sdruZeni.

Graf GH1: Radialni ¢ast vinové funkce 7s, tj. ¥ 00 vztaZena na jeji maximalni hodnotu
Phax (v pocatku, tj. Nn| vynechana). Funkce ma n, = 6 uzlovych bodu.
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Graf GH2: Radialni distribu¢ni funkce pro 7s (viz podkapitola nize) definovana jako
(ZZC77) a vypoctena dle vztahu (ZZC75) z normalizované radialni ¢asti pro 7s, tj. Rz
(v¢etné Np ).
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6.1.3.1 Radialni distribué¢ni funkce a Bohriiv polomér

Fyzikalni vyznam kvadratu absolutni hodnoty jednoelektronové vinové funkce
w(F)" je hustota pravdpodobnosti nalezeni®

vektorem r (napt. v uréité vzdalenosti a sméru od jadra). Pokud je tato vlnova funkce
separovana ve tvaru soucinu radidlni a angularni (thlové) ¢asti, napt. ve tvaru

elektronu v bodé popsaném polohovym

l//n,l,m (F) = Rn,l (r) YI,m (01 ¢) ’ (ZZC74)

. Y . , , . « , ” , i1y
Bude i |w(r)| , 0znacovand také jako “elektronova hustota”, separovatelnd na radialni a

uhlovou ¢ast. Ze tvaru Jacobianu pro sférické soufadnice vyplyva, Ze hustota
pravdépodobnosti nalezeni elektronu ve vzdalenosti r od jadra (nezavisle na sméru) bude
mit tvar

PO (1) 4rr?

rad

R (2ZC75)

Vétsinou jsou Ry (r) realné a tak Ize absolutni hodnotu vynechat. Faktor 47 se také n¢kdy
Vv definici vynechdva, nebot’ odpovida integraci pres thlové proméné a tak je zahrnut
Vv thlové distribuéni funkci. Snadno se nahlédne, ze plati

POD(r) = 4 ‘zm (r)‘2 , (2ZC76)

rad

Kde zni(r) € L*(R") je regulami radialni vinova funkce definovana vztahem (ZZC4),
splitujici rovnici (ZZCS5) s podminkami (ZZC10) a (ZZC11). Pro pfislusnost do rtiznych
Hilbertovych a Banachovych prostord plati: % m € L*(R%), Ry € L%L(R"), s €

L2(RY), | ¥? € L*(R®), PUV e L*(R"). Pozdgji se seznamime se Sturmovskymi funkcemi

rad
Rni(nr) € L2(R") (poprvé v Kapitole ,,dlgebraicky postup reseni radidlni cdsti staciondrni
Schrédingerovy rovnice pro atom vodikového typu*). Nize uvadim grafy nékolika prvnich
radialnich ~ ¢asti  vinové funkce Rp(r) a radidlnich  distribuénich  funkci
PO = 4xr?R?.

rad

% Hustota pravdépodobnosti nalezeni systému p(X) v bodé x € M konfigura¢niho prostoru M tohoto systému
je definovana jako funkce/distribuce, jejiz integral pies objemy nenulové konecné Lebesguovy miry x4 na
prostoru M udéava pravdépodobnost nalezeni systému v té&chto objemech. Tj. pro pravdépodobnost p(V)
nalezeni systému v objemu V. < M plati vztah

PV) = (D, PO du). (zzeT7)
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Graf GH3: Radialni ¢asti vinové funkce pron =1 apron =2 (. 1s, 2s a 2p) vztazené na
své maximalni hodnoty v zavislosti na vzdalenosti od jadra r v Bohrovych pomérech délené
protonovym ¢islem Z
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0,8 —2s
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% 06 -
>
-~ 0,4 -
0,2
0,0 T T T T T T T
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-0,2
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Graf GH4: Radialni casti vinové funkce Ry pro n = 3 vztazené na své maximalni hodnoty

Y | Wmax

r[a,/Z]
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Graf GH5: Radialni ¢asti vinové funkce Ry pro n =4 vztazené na své maximalni hodnoty
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Graf GH6: Radialni ¢asti vinové funkce Ry pro n =5 vztazené na své maximalni hodnoty
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Graf GH7: Radialni ¢asti vinové funkce Ry pro n = 6 vztazené na své maximalni hodnoty

Y | Wmax

r[aq /2]

Graf GH8: Srovnani prub¢hu radialnich ¢asti vinovych funkci (vztazenych na maximalni
hodnotu) pro rtizna n pro | = 0 (s-funkce) pro mensi hodnoty .
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Z Grafu GHS vidime, ze v okoli pocatku maji vSechny velmi podobny prib¢h, ale
dale od pocatku se zacinaji podstatné lisit jedna od druhé (viz Grat GH9). VSechny s-
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funkce (pro vSechna pfirozena n) jsou navzajem ortogonalni v sz (R™), ale netvoii zde

Gplny systém funkei (bazi). Skalované funkce zavislé na parametru p, takovy systém tvoii
na prostoru L2(R").

Graf GH9: Srovnani prub¢hu radialnich ¢asti vinovych funkci (vztazenych na maximalni
hodnotu) pro rtizna n pro | = 0 (s-funkce) pro vétsi hodnoty r.
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Graf GH10: Srovnani prabéhu radialnich ¢asti vinovych funkci (vztazenych na maximalni
hodnotu) pro rtizna n pro | = 1 (p-funkce) pro mensi hodnoty r.

r[a /Z]

Také vSechny p-funkce tvoii ortogondlni (netplny) systém v sz (R"). Neni vsak
obecné pravda, ze by kazda Ry,(r) funkce byla v sz (R") kolma na kazdou R,;-, pokud
dvojice (n, 1) a (n’, I’) nejsou stejné. Funkce Ry a R, nemuseji byt kolmé pro n nerovnase
n’, pokud neplati | = I’. Vysledné vinové funkce ¥him spliuji <% im| Frpm> = Ap kvl
uhlové ¢asti Y| m, ktera spliiuje <Y m|Ypg> = Ap dgm. A také prabeh p-funkei je okolo pocatku
podobny a lisit se zacina az pro vyssi r. p-, d-, f- a obecné funkce s nenulovym | maji
nulovy bod také v nule (na rozdil od s-funkci), kvtli ¢asti r' ve vlnové funkci 0.
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Graf GH11: Srovnani prabéhu radialnich ¢asti vinovych funkci (vztazenych na maximalni
hodnotu) pro rtizna n pro | = 1 (p-funkce) pro vétsi hodnoty r.
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Graf GH12: Srovnani pribéhu radialnich ¢asti vinovych funkci (vztazenych na maximalni
hodnotu) pro rtizna n pro pevnou hodnotu n, = 0
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V grafu GH12 je patrné, ze radialni ¢ast funkce pro n, = 0 neméni s n prakticky
vubec tvar (aZ na normalizacni konstantu, funkce byly vztazeny na maximum, aby byly
1épe porovnatelné), pouze maximum se posouva k vy$§im hodnotam r/Z s vys$sim n a stava
se vice difiznim (ma vétsi polositku). V nasledujicich grafech je patrné, ze n, udava pocet
nulovych bodu radialni ¢asti vinové funkce mimo pocatek. Funkce Ry je nulova v pocatku
pravé kdyz | je nenulové.

Graf GH13: Srovnani prab¢hu radialnich ¢asti vinovych funkci (vztaZzenych na maximalni
hodnotu) pro rizna n pro pevnou hodnotu n, =1
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Graf GH14: Srovnani pribéhu radialnich ¢asti vinovych funkci (vztazenych na maximalni
hodnotu) pro rtizna n pro pevnou hodnotu n, = 2
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Graf GH15: Srovnani pribéhu radialnich ¢asti vinovych funkci (vztazenych na maximalni
hodnotu) pro rtizna n pro pevnou hodnotu n, = 3
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Graf GH16: Srovnani pribéhu radialnich ¢asti vinovych funkci (vztazenych na maximalni
hodnotu) pro rtizna n pro pevnou hodnotu n, = 4

114



1,1
1,0 —>5s
0,9 - —6p
0,8 - —7d

0,7 1
0,6 -
0,5 1
0,4 -
0,3 |
0,2 4

014 e R S o e

70 80 90 100 - 110 120

Y | Wmax

rla,/Z]

Graf GH17: Srovnani pribéhu radialnich ¢asti vinovych funkci (vztazenych na maximalni
hodnotu) pro rtizna n pro pevnou hodnotu n, = 5
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Nyni uvedu podobnd srovnani pro radialni distribu¢ni funkce. Tyto funkce budou
mit opét n; nulovych bodu a jejich maxima se budou posouvat s rostoucim n K vyssim
hodnotam r/Z.

Graf GH17: Radialni distribu¢ni funkce pro s-funkce (I=0)on=1azn=7
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Graf GH18: Radialni distribu¢ni funkce pro p-funkce (I=1)on=2azn=7
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Graf GH19: Radialni distribu¢ni funkce pro d-funkce (I=2)on=3azn=7
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Graf GH20: Radialni distribu¢ni funkce pro f-funkce (I=3)on=4azn=7
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Graf GH21: Radialni distribu¢ni funkce pro g a h-funkce (I=45)o0n=5azn==56

6.1.3.2 Spojita ¢ast spektra [4]

Rovnici (Z31) lze fesit 1 pro Eq > 0. Postupuje se tak, Ze se provede v rovnici
(ZZC5) substituce r = - i o, kde o je nova, ryze imaginarni proménna a vznikly tvar rovnice
se provna s rovnici pro Eq <0, zjisti se, Ze jediny rozdil bude v tom, Ze v nové rovnici bude
vystupovat “i Z” namisto Z a “- i ¢” namisto samotné proménné o. Vysledné feseni lze
zapsat pomoci degenerované hypergeometrické funkce F definované fadou (ZZC42) a to
sice ve tvaru

R, (r) = Ck.(Zkr)'F(I+1+%;2I+2;—2ikrjexp(ikf)’ (SCS1)

coz je radialni ¢ast vlnové funkce (viz (Z35)), angularni ¢ast vinové funkce je i nadale dana
vztahem (ZZ2) a tedy feSeni ze spojité Casti spektra jsou indexovany tfemi indexy — k, | a
m, kde | a m maji obvykly vyznam a jsou tedy diskrétnimi indexy, ale index k muize
nabyvat spojité vSech moznych hodnot z intervalu <0; +«) a jeho vztah k energii E je dan
vzorcem
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h a, | h?
2ual

2 E(Sl) (sl)
Ken = N H _ 1 |E (SCSs2)

kde u je redukovana hmota elektronu, ag je Bohriv polomér a horni index (SI) oznacuje, Ze
veli¢ina je uvedena v jednotkach SI (tj. jednotkach rovnice (Z1)), z elementarni rozmérové
analyzy plyne, ze pro parametr K musi platit

k = k®a, = JE, (SCS3)

kde veli¢iny bez horniho indexu jsou uvedeny v Rydbergovych atomovych jednotkach, tj.
jednotkéach rovnice (Z9). Z rovnice (SCS3) tedy pro energie pfislusejici do spojité Casti
spektra nutné plati E € <0; +0), tj. jsou pfispustné vSechny mozné nezaporné hodnoty
energie. Z vlastnosti degenerované Hypergeometrické funkce F plyne, Ze nasledujici volba
normalizac¢ni konstanty Cy | (SCS4) vede na ortonormdlni stavy ze spojité Casti spektra
(jedna se o funkce/distribuce z prostoru L2 (R®) a jsou tedy normalizovany k Diracové &
distribuci) — viz (SCS5).

5 F(I +1+2k2|jkexpE—7[kzj
C, = \/; , (SCs4)

- (21 +1)!

Trz Ra(MR () dr = &(k-k7), (SCS5)

kde pruh nad prvnim R zna¢i komplexni sdruzeni (R (r) maji vzdy nenulovou imaginarni
cast).

6.1.4 Algebraicky postup resSeni radialni ¢asti stacionarni
Schrodingerovy rovnice pro atom vodikového typu

Podobné jako v piredchozi podkapitole (Analyticky postup feSeni radidlni Casti
Schroédingerovy rovnice pro atom vodikového typu) bude feSena radialni ¢ast stacionarni
Schrédingerovy rovnice pro atom vodiku/vodikového typu ((Z38) kde oprator I-AII ma tvar

puvodniho hamiltonidnu (Z25), ale jelikoz je I-A|I operatorem na ,,radidlni* ¢asti prostoru

L*>"(R?), tj. I-A|I je operatorem na Lf'; (R*) ,°® tak za operator [? v jeho vyjadieni (Z25) je

66 L2

p(r
s (realnou, nezépornou, Lebesguovsky lokalné integrovatelnou na R*) vahou p(r), tj. mnozinu viech funkci
¥ R" = C, splijicich

) (R+) znaéi prostor viech komplexnich funkci definovanych na R* kvadraticky integrabilnich na R*
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dosazeno vlastni ¢islo operatoru L2 parametrizované jako I(I + 1), kde o | jiz bylo
dokazano (nezavisle v podkapitole ,,Analyticky postup feSeni uhlové (angularni) c¢asti
stacionarni Schrédingerovy rovnice pro atom vodikového typu a v podkapitole
,,Algebraicky postup feSeni tthlové (angularni) ¢asti stacionarni Schrédingerovy rovnice pro
atom vodikového typu®), Ze nabyva hodnot z mnoziny Nq (tj. cela nezaporna &isla). Ulohou
je tedy fesit rovnici

1( ., 1(I+1 1 1
[E(pr"‘%j_F}‘W(m» = _W‘W(I),n>’ (RBI)

S pozadavkem
‘l//(l).n>¢|0>’ ‘W(I),n> € sz(RJr)a (RB5)

Tj. hledat vlastni ¢isla operatoru H® definovaného vyrazem

HO: YR - (R, (RB6)
1 I Y e (ORI

HO = 2H,(z 1) L(pﬁ = j r}, (RB7)
W] pOIwOF dr < 4o, (RB2)

2

“(RT) je Hilbertiv se

Li’:r) (R™) pak znagi distributivni roziifeni prostoru sz(r) (R™). Prostor L

skalarnim soucinem danym vztahem

o0

| pr) f(0)g(r) dr, (RB3)

0

vi,gel’ (R"): (f|g)

sz':r)(R+) je pouze Banachuv, ale ve fyzice Casto i na ném zavadime ,,Skalarni souéin“. Pro f, g
Z pivodniho prostoru Li(r)(RJr) je dan vztahem (RB3) apro f ig z Li‘:r)(R+)\ Li(r)(RJr) je

zobrazenim z Li’:r) (R+) do prostoru temperovanych distribuci s parametry z prostoru parametri funkei f a

2

oo (R ") . Napiiklad vyraz

g (ty uvazujme z n&jaké nespodetné podmnoziny Lizr) (RI)\VL

j O(X=X,) o(X=x)dx = (X, —%), X, %elcR, (RB4)

—00

ktery z hlediska exaktni matematiky nema smysl (integruje se soucin dvou distribuci, jako by to byly funkce)

znamena ortonormalitu elementd z Li‘:r) (R™)\ Li(r) (R™) parametrizovanych pomoci X, @ X;.
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parametrizovana vyrazem

1 1
EO, = ZE, = - . RB8
2 n,l 2n2 ( )

Faktor % je irelevantni a vyjadiuje pouze zménu jednotek z ,,Rydbergovych® na ,,Hartree®.
Pii této parametrizaci (RBS8) je vSak tieba brat na védomi moznost n = n(l) (pro uvazovani
mozné zavislosti E,; na |, kterou vSak dals§i postup vylou¢i) a nutnost uvazovat n jak

redlné (zaporné hodnoty E, |, vazané stavy atomu vodiku, odpovidajici ¢ast spektra H je
diskrétni, vlastni funkce/vektory nalezi do sz(r) (R™)), tak ryze imaginarni (kladné hodnoty

En1, rozptylové stavy atomu vodiku, odpovidajici ¢ast spektra H je spojita, vlastni
,funkce“/“vektory* nalezi do Lizr)(R+)\ Li(r)(R+)). Hodnota E,; = 0 je touto

parametrizaci vyloucena, lezi v§ak ve spojité Casti spektra a s jeji absenci se smifime, nebot’
nam nijak nenarusi feSeni pro ostatni hodnoty (kterych je nespocetné-krat vice). Volba Z =
1 znamend zjedoduSeni dal§i prace. Zpétnd transformace na obecné Z je mozna a bude
provedena v posledni podkapitole této kapitoly (,,Vztah mezi Fesenimi pro atom vodiku (Z =
1) a atom vodikového typu (Z > 0)*). Operator P, je dan vztahem (Z26) a ma vyznam
operatoru radialni casti hybnosti (tj. radialni ¢ast vektoru hybnosti v polarnach
soufadnicich, nebo zobecnénd Hamiltonovskd hybnost kanonicky sdrufena s radidlni
soufadnici ). Jeho druhou mocninou je tak operator

0 = - 20 (RB9)

ktery je vlastné (-1)-nasobkem radialni casti Laplaceova operatoru A ve sférickych
soufadnicich daného vztahem (Z18). Zaved'me Skalovani (x # 0)

r — «r, (RB10)

dosad'me jej do (RB1), pfenesme posledni ¢len v operatoru v (RB1) na levé strané¢ na
pravou stranu a pravou stranu (RB1) naopak od (RB1) odectéme a vyndsobme rovnici
vyrazem I x ¢imZ obdrzime®

% Diilezité je, ze vynasobenim rovnice (RB6) nezavislou proménou r (viz upravy nad (RB11) jsme se

pfesunuli od ulohy hledani vlastnich cisel operatoru (RB6), (RB7) na prostoru sz (R+) k uloze hledani

vlastnich vektorti z Li (R™) splitjicich rovnici
H"(r) |w) = Erl|y), (RB1L.b)
kde
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o 10+l
[i(ph (; )J+2%}\w(.),n> = |wiyn)- (RB11)

Nyni za k dosad'me
K = n, (RB12)

coz by se dalo fyzikalné nazvat jako ,,8kalovani zavislé na energii“. Moznost n = 0 je
vyloucena jednak zplsobem parametrizace E,; (pak by E, byla nedefinovana, resp.
komplexné nekone¢na), jednak zptisobem Skalovani (Za r by byla dosazena nula, ¢imz by
se vlnové funkce R(r) diive definované na R™ staly definovanymi jen v nule, atd...).
Moznost ryze imaginarniho n (ryze komplexni n (nenulova realna i imaginarni ¢ast) je
vylou€eno hermitovskosti operatorii H" a I-A|I ). Ryze imaginarni n je sice stale mozné, ale
vzhledem k (RB10) ma tato moznost jiz jen ryze algebraicky vyznam (funkce R(r) na
kterych je definovany H®O & I-A|I jsou uvazovany stale jako komplexni funkce, ovSem
REALNE, kladné proménné r, §kalovani (RB10) s komplexnim n (RB12) by je pievedlo na
komplexni funkce ryze imaginarni proménné se skalarnim sou¢inem ve kterém se integruje
stale podle redlné osy a s redlnou, nezapornou vahou). Tim (RB12) obdrzime rovnici

[g(pf+|(|;1)}ﬂ|w> = nly), (RB13)

kde jiz indexy u ¥ vynechavam. Jako zajimavost uved'me, ze z ni lze upravou ziskat
rovnici

(., 1(1+1)) n 1
- I S = —Z|y), RB14
Mpr D) ny) - Ly (RB14)
kterda ma charakter radialni casti plivodni Schrodingerovy rovnice pro atom vodikového
typu se Z = n, ale konstantni energii E = -1/2.%8 Vratme se viak k (RB13). Ta ma charakter

rovnice pro vlastni Cisla operatoru, ktery bude pozd&ji oznacen jako fa a puasobi na
L>"(R*) (povS§imnéme si zmény prostoru z Lf’z*(R+) na L>"(R"), kdy se vdha zménila

zp(r) = 1 na po(r) = 1, to bylo zplsobeno vynasobenim rovnice (RB1) vyrazem
obsahujicim ,,r* — tam bylo jedno z dvou r (r2=rrv »presunuto z vahy do operatoru (ve
algebfe radiadlni ¢asti Schrodingerovy rovnice se vyskytuji vyrazy typu (RB15), energie a
vSechny méfitelné veli¢iny jsou vyjadiitelné ve tvaru (RB15) a v téchto vyrazech vystupuji
véha a operator VZDY v souéinu, lze proto ast vahy ,,pfemistit do operatoru (vynasobit
jej zleva touto ¢asti vdhové funkce). Tim ovSem ménime Hilbertiiv prostor na kterém jsou
definovany operatory a do kterého nalezi vinové funkce a méni se tim i typ skaldrniho

% To odpovida kvantovéani energie pro atom vodikového typu (v Hartree): E = -1/2 * (Z/n)?, kde nartist n
muze byt ,,vyvazen® nartstem Z stejného charakteru.
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soucinu, coz je tfeba mit na paméti (vinové funkce ziskané na ,,novém* Hilbertové prostoru

pak jiz maji jiny fyzikdlni vyznam nez ty na ,,ptivodnim®)). Cislo ,,n* je pak vlastnim

Cislem tohoto operatoru 'I:3 a sohledem na jeho hermitovskost na nedistributivni casti
2% . 2 . v v y ’ ’ % 2

L (R") tj. na L (R") je tieba predpokladat n realné (alespon pro prostor L:(R")). Lze

ukdzat pozitivni (semi)definitnost 'f3 na L2(R") (zfejmé, je souStem ti positivné

definitnich operatort na L?(R*) — viz (RB13), r p’ je pozitivn& (semi)definitni, neb je
kvadratem hermitovského operatoru nasobeného nezapornou funkci na R™, I(I+1) je
nezaporna konstanta a % r? je nezapma funkce na R™ , jiny pohled je, Ze definitnost
operatoru se nemeéni ,,pfesunutim* — vnesenim nezaporné ¢asti vahy do ngj).

(f|Alg) = Ip(r) f(ryAg(rydr = jpa(r) f(r) (oo (r)A) g(r) dr (RB15)
0 < p(r) = p,(Np,(r), p,(r)=0, (RB15.b)
T, : L¥(R") » L¥(RY), (RB16)

pokud budeme dile hovofit o né&jakém operatoru, bude definovan na L*(R"), i 0 'fs

hovoime jako o restrikci T, na L?(R*).

- i(pf . |(|+1)j L0 (RB17)

2 r?

N

Zaved’'me trojici operatort W ; 0e{1,2,3})

W, = r, (RB18)

W, = rp, (RB19)

W, = rp? + M, (RB20)
r

lze snadno ovéfit (s pouzitim (RB21) a (RB22)), ze spliuji komutacni relace (RB23)-
(RB25),

o] = i, (RB21)
[AB,C] = A[B,C] + [A C]B, (RB22)
M., W,| = iw,, (RB23)
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M, W] = i i, (RB24)
| = 2iw,, (RB25)

Pomoci operatortt W ; zavedu operatory 1:1- , generatory SO(2,1) algebry, jako

o= 20w - l[r pz + HD r}, (RB26)
2 2 r

T, =W, = rp,, (RB27)

T, = %(A3+V\71) - %{r o7 4+ 14D r] (RB28)
r

Tyto operatory spliuji komutacni relace (RB29)-(RB31), které samy (komutacni relace,
ovSem také spolecné s pozadavkem na hermitovskost operator 'fj) generuji spektrum

(podobné jako v ptipadé generatorti SO(3)) 'f3 :

f.T,] = it (RB29)
RS (RB30)
T T = 0T, (RB31)

Vsimnéme si znaménka u komutatoru (RB29), které je opacné nez u algebry SO(3) (coz
znemoznuje zapsat vSechny tfi komutaéni relace pro generatory SO(2,1) (RB29)-(RB31)
Vv jediném zapisu tak jako to bylo provedeno v (Z21) pro generatory SO(3)). Zavedu jesté

operator T ? pomoci vztahu

A

T2 = T2 -T2 -T2 = 1(1+1), (RB32)

kde I(I+1) na pravé strané (RB32) ve skutecnosti znaci soucin (nezaporné, celociselné)
konstanty I(I+1) a identického operatoru na prostoru L*(R*). Pokud bychom vsechny zde

uvadéné operatory chapali jako operdtory na L*(R*) ® L?(S®), pak by I(I+1) bylo ve vsech
vyrazech nahrazeno operatorem L? a tedy by platilo T2 = 2. T? tedy pfedstavuje ,,most*
mezi algebrou operatora pro radialni ¢ast ('l:j) a algebrou operatori pro angularni ¢ast ( L i)
Operator T2 je pozitivng semi-definitni, hermitovsky a komutuje se viemi operétory '|:j (Je

to nasobek identity !). Zaved’me normalizované vektory z L’ (R*) pomoci vztahti
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T2[A),n) = 10+1)|(1),n), (RB33)

Ty [().n) = n|(1).n), (RB34)

Tyto vektory maji vlastné jediny index ,,n*, nebot’ index | parametrizuje celou nasi ulohu.
Prvni rovnice (RB33) tak vektory |(l),n> tak nikterak nespecifikuje, protoze pro dané () je

splnéna pro kazdy vektor z L?(R") . Hermitovsky, pozitivné semidefinitni operator fg tvori
na L2(R*) sam UMKO (aplnou mnoZinu komutujicich operatorti), jaky-koliv operator na
L>(R"), ktery s nim komutuje musi byt bud’to jeho funkci, nebo nasobkem identity (tj. také

jeho funkci ©). Jeho vlastni vektory |(I),n> tak tvoif ON bazi L*(R*) pro kazdé | € No.

6.1.4.1 Posunovaci operatory

Posunovaci operatory pro radialni ¢ast budou zavedeny podobné jako pro angularni
¢ast, tj. pomoci vztah

7

+

If
—
+
-

(RB35.)

T =T, -iT,. (RB35.b)

Oba komutuji s T2 (RB37) a tedy neméni hodnotu | (na prostoru, kde | je pouze parametr
bychom ani takovy operator, ktery by | meénil, nenasli). Nekomutuji s 'f3 a jejich

komutatory jsou
re 7] = [f2 1] = o (RB35.1)
F. T = [t iffnT] = <7, (RB36)
r. 7] = 27, (RB37)

dodejme vztahy tykajici se hermitovského sdruzeni
(T.) = 7, (RB38)

(To)'

1
—
w

(RB39)

Porovnejme s analogickymi vztahy pro posunovaci operatory z SO(3) algebry ((RB35.1)
S posledni rovnosti v (Z28), (RB36) s (ZZA17) a (ZZA18), (RB37) s (ZZA16) — vSimnéme

125



si opatného znaménka!, (RB38) s (ZZA16.b) a (RB39) s (ZZA16.c)). Aplikaci relace
(RB36) na vektor |(I),n> (zavorka garantuje mimo jiného i odliSeni od vektoru |l, m>

Z angularni ¢asti) obdrzime ,,dlikaz*, ze 'IZ operatory maji skutecné charakter posunovacich
operatori. Postup je stejny jako v pripadé angularni Casti, tak jej vynechavam a uvadim
pouze dusledek

T [, n) = AYx0n)[(1),n+1), (RB40)

coz je vztah analogicky (ZZA23) a (ZZA24), jen tvar prefaktort ﬁ(+) a ,B(') jako funkci lan
bude odlisny nez tomu bylo pro " aab, proto pro n¢ zavadim jiné oznaceni. Obecné¢ lze
0 ﬂ(+) a ﬂ(') uvazovat jako o komplexnich funkcich celo¢iselné nezaporné proméné | a
realné, nenulové proméné n (ryze imaginarni n implikuji distributivni charakter ,,vektoru‘
[(1),n> a v této podkapitole je neuvazujeme). Podobné jako v ¢asti vénované algebraickému
feSeni angularni ¢asti Schrédingerovy rovnice pro atom vodiku uvazujme diagondlni
element operatoru 'I:_'I:+ (mimo diagonalni elementy méa nulové)® v bazi |(1),n>. Tento
element lze vycislit postupnou aplikaci ﬂ a T_ na ket-vektor, nebo aplikaci 'f+ na ket-

vektor a (T_)" na bra-vektor,

((),n|T_T,

0.n) = pU0n 700+ = (Y00, (RB41)
nebo pouzitim nasledujici operatorové identity,
TT, = (f+iT) M -iT,)=T2+T2+i[[,T,| = T2-T?+T,, (RB42)

ze které vyplyva, ze |(1),n> je vlastnim vektorem 'I:_'Ii pFislugnym k vlastnimu &islu n + n
—1(I+1), coz po upravé tohoto vyrazu pro vlastni ¢islo poskytuje

(0,n|T_T, |(),n) = n(n+1)-I(+1) (n=D(n+1+1). (RB43)
Hodnoty ™ ziskame snadno kombinaci (RB43) a (RB41). Pro hodnoty A a &) mame
volnost ve volbé jejich spolecné faze. Analogicky k angularni ¢asti volime jakou-si analogii
Condon-Shortleyovy konvence, tj.

YU = Jn-NHn+1+1), (RB44)

Hodnoty pro ﬂ(') ziskame z vyrazu pro ,8(+) (RB44) pomoci posledni rovnosti v (RB41).
A, n) stale jests piipoustime obecnd komplexni, podobné jako A1, n), kdyz uvéazime,
7e argument odmocniny miZe byt zaporny (pak definujme pro odmocninu z -1: (-1)*? = i)

%9V [kt.pdf] se vychazi z maticového elementu operatoru T\Jr-ff . Je to, pochopitelné, uplné jedno. V [Formy

] se pti odvozovéni spektra generatortt SO(3) vy¢isluji elementy obou operatord (L, L i L_L, ) soucasng.
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AOWUN) = AY(Un-1) = Jn+DH(nh-1-1). (RB45)

6.1.4.1.1 Existence minimdlniho n
Podobn¢ jako v [33] si kladu otazku, zda existuje Nmin(l) takové, Ze plati
T, ng (1) = 0. (RB46)

V [33] jsou zminovany energetické divody existence Nmin(l), S ¢imz nesouhlasim (n sice
parametrizuje energii, ale v kvadratu a ten nehledi na znaménko n, tj. argumentace pro Nmin
a Npnax by musela byt stejnd, ale zavér je opacny, Nmin €Xistuje, Nmax NEeXistuje). Primarnim
diivodem existence Nyin je pozitivni semi-definitnost T, na prostoru L?(R*) (T, je souctem
tfi pozitivn¢ semidefinitnich operatrli, jak bylo zminéno dfive), tj. nutné musi byt Nyin > 0 a
existovat. Mizeme pro pouzit rovnice (RB46) ke stanoveni hodnoty nmin(l),

T M) = B20ng, (N[0 = 0 = p2®0n,01) = 0,RB47)
= (N D +1)- (e ) -1-2) = 0, (RB48)

coz nas piivadi na dvé moznosti — bud’ je Nmin = -1, coZ je ov§em spor s Nyin = 0 (Npin > 0 je
disledek pozitivni semi-definitnosti '|:3 ... alespon obecné je to spor, ne pro | = 0) a nebo
Nmin = | + 1 (to je nutny disledek, otdzka (ne)moznosti n = 0 bude fesena pozdgji’), tj.

n. (1) = I+1, (RB48.h)

6.1.4.1.2 Neexistence maximadalniho n

Dalsi otazka je, jestli, podobné jako v ptipadé angularni ¢asti, existuje Nmax(l).
Pokud by takové skutecné existovalo, pak by existovalo jen kone¢né¢ mnoho vazanych
stavii v Coulombovském potencialu, coz je ve sporu s Bargmannovou (1952) podminkou
formulovanou v [4] jako

27MT|V(r)|rdr > @+DN,, (RB49)

kde M je hmota cCastice jejiz vazané stavy hledame, V(r) je vné&jsi potencial v némz se
pohybuje (nastaveny tak, aby byl v nekone¢nu nulovy, jde-li to, nejde-li to (limituje s r do
nekonecna), je leva strana automaticky +o0), v naSem piipad¢ je |V(r)| r = konst., N; je pocet

1 =0 je vylougeno tvarem $kalovani (RB12)
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vazanych stavii o impulsmomentu |. V naSem piipadé je na levé stran¢ +oo0. Coz ovSem nic
nedokazuje, nebot’ zminéna podminka je pouze podminkou NUTNOU, nikoliv postacujici
pro existenci daného poctu vazanych stavii. Nicméné existence jen kone¢ného pocétu n by

znamenal kone&né-rozmérnost operatoru T, a s ohledem na to, Ze tvori UMKO na L?(R*)

by znamenal také kone¢nou dimenzionalitu L?(R"), coZ je zjevny nesmysl (jako proti-
piiklad mtize slouzit systém {r" exp(-r/2)}, kde n e Ny, ktery je linedrn& nezavisly, jiny
argument je, ¢ L?(R") je izomorfni I?, jehoz kanonicka baze je zjevn& nekoneéna (ale
spocetnd)). Neexistenci Nmax 1ze dokazat také algebraicky — predpokladejme sporem, ze
Nmax(l) pro n&jaké | existuje

sporem: 3JleNy: 3n():  T|0)n.., 1) = 0, (RB50)
dasledkem by bylo
BN M) = 0, (RB51)

coz je ekvivalentni

(nmax(l)_l)'(nmax(|)+|+1) = 0, (RBSZ)

A

z ¢ehoz vyplyvaji dvé moznosti, bud’ je Nmax(l) = |, pak ma ale T, prazdné spektrum (Nmax <
Nmin S Ohledem na (RB48.b)), coz neni pro hermitovsky operator mozné. Nebo je jen
jednorozmérny (moznost’* existence n = 0 pro | = 0) pro | = 0 (pro nenulova | by vsak stale
m¢él prazdné spektrum). Druhda mozZnost je Nmax = -l -1, tj. neexistence nmax, nebot’ n > 0.
Tim jsme dospéli ke sporu a tedy Nmax(l) neexistuje pro zadné | € No.

6.1.4.2 Vysledné spektrum operatora T; a H

Z predchazejicich podkapitol (a nedegenrovanosti spektra fa (tvoti sam UMKO na
L2(R*))) vyplyva pro spektrum T,:

o(f,) = {1-1, 1, 1+1, ..., } = {n|nez*, nx1-1 leN,}, (RB53)

Pro spektrum véazanych stavii atomu vodiku, tj. pro mozné hodnoty energie vazanych stavl
tak plati

o(H) = {E, = - | neN}, (RB54)

2n?

™' Navic n = 0 je vylougeno volbou $kélovéani soufadnic (RB12), které by se pro n = 0 stalo singularnim.
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kde operator H je dan vztahem (RB7) a jedna se o radialni ¢ast ptivodniho Hamiltonianu
pro atom vodiku I-A|I délené¢ho faktorem '2. Pro vlastni ¢islo celkového Hamiltonianu pro
atom vodiku ze vztaht (Z38) a (Z31) pak plati

1
"2

En,l(zzl) = - n

, neN, 1e{0,1,...n—1, (RB55)

kde byla role omezeni vyménéna, n se oznacuje jako ,.hlavni kvantové Cislo®, samo urcuje
energii a stanovuje omezeni pro velikost ,,vedlejsiho kvantového ¢isla I, | urcuje velikost
celkového momentu hybnosti ((I(1+1))¥?) a tedy ,,typ* orbitalu (vZité oznadeni: | = 0 => s-
orbital, | = 1 => p-orbital, | = 2 => d-orbital, | = 3 => f-orbital, | = 4 => g-orbital, a dale
jdou podle abecedy (pochopitelné s vynechanim jiz pouzitych pismen)), | také omezuje
velikost ,,magnetického kvantového ¢isla m*, neboli tieti komponenty momentu hybnosti,
ten nemtiZze byt v absolutni hodnoté vétsi nez celkova velikost momentu hybnosti72. Pojem
magnetické kvantové Cislo byl zaveden kvili faktu, Ze m rozhoduje o energii v ptipadé
vloZeni atomu vodiku/vodikového typu do vnéjSiho magnetického pole. Existuje jesté
spinové kvantové Cislo Se rozliSujici spin elektronu, respektive jeho z-tovou (tfeti)
komponentu (se € {-1/2,+1/2}). Pov§imnéme si, ze E,| ve skte¢nosti viibec nezavisi na |,
jak bylo nezavisle dokdzano i v pfipad¢ analytického odvozeni feSeni radidlni casti
Schrédingerovy rovnice pro atom vodiku. Tento fakt se oznacuje také jako ,,ndhodna
degenrace®. Degenerace energie vzhledem k m je zfejma (,,rotaéni degenerace®) a vyplyva
ze sféricnosti potencialu V(r) = -Z/r. Rota¢ni degenerace je spoleCna vSem vazanym
systtmim se sférickym, nebo alespont valcové-symetrickym (symetrickym vzhledem
k rotaci okolo jedné osy) potencialem. ,,Nahodna degenerace* je vSak pro potencial tvaru -
1/r charakteristicka. Jeji ,,nahodnost” se zjevi jako zakonitost, postupuje-li se pii feSeni
Vv parabolickych soufadnicich a zavede-li se tzv. Runge-Lenziv vektor.
Neékdy se také zavadi tzv. radidlni kvantové ¢islo ny, pomoci vztahu

n, = n-l-1, (RB56)

r

Ny urcuje pocet uzli (bodil, kde se nabyva nula) radidlni ¢asti vinové funkce a nabyva
hodnot od 0 do +o0. Pro n tak lze psat

n e {I+1+n,|n, €Ny}, (RB57)

a pro energii (v Hartree)

E = —;2. (RB58)
2(n, +1+1)

"2 Chtélo by se fici, ,,protoze to odporuje zdravému rozumu®, coz by mohlo byt zavadgjici, nebot’ postupné
zméfeni L, Lyal,a L% kde L® # L2 + Ly2 + L, také ,odporuje zdravému rozumu®, ale diky nekompatibilité
L; pro rizna j je takovy vysledek mozny (nekompatibilita Lj viz napi. komutacni relace pro piislusné

operatory L j (Z21)). Skutecny divod se tedy neopira o klasickou fyziku, nebo ,,zdravy rozum®, ale o vztah

(ZZ.A41) odvozeny pomoci komutaénich relaci pro generatory SO(3) algebry.
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Kontinuum staviio E > 0

E=-1/32
T s, 1=0 p.1=1 d1=2
n:4 — E——— 8 = 3 e 3
n=3

E=-1/18 m=-2 m=- m=0 m=1 m=2

| ' m=-1 m=0 m=+1

n=2

E=-1/8 28 2p

E=-1/2
n=1 Is(n=1,1=0,m=0),|(0),1>/0,0>

Obr. RBX1: Energetické hladiny atomu vodiku. Energie je uvedena v jednotkach Hartree,
diagram neni v méfitku a zahrnuje pouze stavy pro | < 2 (kvili kone¢né Sifce papiru).
Kontinuuum stavti o E > 0 jde az do nekone¢na a zahrnuje vS§echny mozné kombinace E a I.

6.1.4.3 Vlastni funkce/vektory

Vektory |(I),n> e L*(R"), které fesi rovnici (RB34), fesi také rovnici (RB13)
(stejna rovnice, pouze je oznaceno | ¥> = |(I),n>), odpovidajici funkce jsou projekce

(R=r[()n) = S,(1), (RB59)

jejich vztah k funkcim Rp(r) zavedenym v (Z35) a (Z38) je dan inverzi energeticky
zavislého skalovani pomoci kterého byla odvozena rovnice (RB13). Mezi (RB1) a (RB11)
byl proveden pfechod naznaceny na Obr. RBX2 ¢ernou svislou Sipkou smérem dolt.
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H()R, () = E, R,

A
R i g () \ Volba skalovanr »=np
i) = A Sl JL
& H'(p)=H(np) & S,.(p)=A] R, (np)
.
. “J

pH' () S.(0) = E. pS,.(p)
T

f_:’sn_(.-ﬂ) = ?’ISR(_,G)

Obr. RBX2: Skalovani soufadnic a inverzni $kalovani. Ve vyrazech vlevo a vpravo
(vSechny vyrazy s vyjimkou Schrédingerovych rovnic, rovnice pro vlastni funkce T, a

zeleného ramecku) znamend L = R ,,za L dosad’ R*. Zelen¢ podtrzené vyrazy se tykaji
transformace vinovych funkci.

Modra Sipka znaci inverzni $kalovani nutné pro obdrzeni piivodnich vinovych funkci Ry (r)
z prostoru sz (R*). Funkce Sn(r) jsou zprostoru L*(R*). Funkce Rn(r) jsou jako

(normalizované, coz predpokladame) vlastni funkce hermitovského operatoru H® na
L%, (R") (daného vztahem (RB1)) ortonormalni s vahou r?, tj. spliiuji V1 € No:

r’ R, (NR,,(rdr = 45,,, V(a>l,b>1labeN),(RB60)

<Ra', R

O 3 8

b >sz(R*) N
funkce Sp(r) jsou (normalizované, coz piedpokladame) vlastni funkce hermitovského
operatoru f3 na L*(R") (daného vztahem (RB28)) a jsou tedy ortonormalni s vahou r, tj.

spliuji VI € No:

rS,,(r) S, (ndr = &, Y(@>lb>labeN).(RB61)

<Sa,| Sb,l >L§(R+) =

o t—38

Zopakujme vztah mezi R, (r) — hledanymi radialnimi ¢astmi vinové funkce pro atom
vodiku a Sy i(r) vlastnimi funkcemi operatoru 1:3 z Obr. RBX2:

Ru) = Aus[ ], (RB62)
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renormaliza¢ni konstanta A, je nutna kvuli pieSkalovani. Dodejme, ze diky realym
koeficientiim ve vSech operatorech 'fj 1ze volit taze Sy (resp. fazi jedné z nich, nebot’ jejich

relativni faze jsou jiz fixovany volbou faze u koeficientti £ a f°) tak, aby byly S, realné
pro v8echna n, | a pro vSechny hodnoty proméné r. Pak lze volit A, také realné a i Ry
budou redlnymi funkcemi (a lze tak vynechat pruhy-komplexni sdruzeni v relacich
ortonormality (RB60) a (RB61)). Odvod'me nyni veledtlezity vztah pro operator f =r na

prostoru L?(R"), ktery vyuZijeme nejen pro stanoveni hodnoty Anj, ale také napft. pro

vypolet maticovych elementd réiznych ,,poruch® k pivodnimu hamiltonianu r H® pi
piiblizném feseni jinych systému (napf. kvarkonium) pomoci variacni metody. Z (RB26),
(RB28) a (RB35.a), (RB35.b) plyne

T, (RB63)

+

A L

N |-

pouzitim (RB40), (RB59), (RB44) a (RB45)

1S, = 08, () = 2SN S, - 2 N-T-D S, ., (RB64)

Dosadime-1i nyni do vztahu (RB60), ktery jiz piSeme pro realné funkce Rq(r) z (RB62) a
polozime-li a = b = n, obdrzime po substituci r = n p a pteznaceni p = r vztah

r

n’ Ar?,l J r (Sn,l r Sn,l)dr =1=n Ar?,l <Sn,| Sn,|>L§(R+)’ (RB65)
0

kde dolni index u bra-c-ketového zapisu na levé stran¢ (RB65) oznamuje, ze pracujeme
v prostoru L?(R*), kde jsou funkce S, (r) a Sp(r) ortonormalni dle vztahu (RB61). Nyni
pouzijme (RB64) a (RB61), ¢imZ po dosazeni z (RB64) vypadnou posledni dva ¢leny na
pravé strané (RB64) a pfi volbé sgn(An) = 1, kterd je moZznd a pfirozena obdrZime
vyjadieni A jako

A, = n? (RB66)

n,l

nyni lze psat

R, () = nizsn,,(ﬁj. (RB67)

6.1.4.4 Uplny a netplny systém funkei na L*(R%)
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Dulezity rozdil mezi Sy (r) a Rn(r) je ten, ze Sp(r) jako vlastni funkce hermitovského
operatoru 'fg s Cisté diskrétnim spektrem (RBS53) tvoii Gplny systém na L2(R¥), tj.
libovolnou funkci S(r) z L>(R*) Ize do nich piesné rozvinout dle vztahu (RB68). Naopak
Rn(r) jsou vlastnimi funkcemi hamiltonianu H® na sz (R™), ktery ma nejen diskrétni,
zdola omezenou ¢ast spektra op = {-1/@2n%) | n e {I+1, 1+2, ...}}, ale také spojitou &ast
spektra o = {E | E > 0} a proto Ry (r) netvofi Gplny systém na sz(R*), ale spole¢né
S Rg(r) (vlastnimi funkcemi pfislusnymi vlastnim ¢islim ze spojité Casti spektra operatoru
H ®) tvoii tplny systém na Lf: (R*). Vratme se k funkcim S (r) na prostoru L?(R*),

o0

vSel?(R*) a VleN,: 3Ja, eC: S(r) = > a, S,(r), (RB68)

n,l
n=1+1

plati Parsevalova rovnost

(88)up, = | rlsOfar = 3

0 n=I+1

, (RB69)

kde ((RB68) a (RB69)) rozvojové koeficienty a, jsou dany vztahem (RB70) (ten obdrzime
vynasobenim vztahu (RB68) zleva (obecné: komplexné sdruzenou) funkci Spy(r),
vynasobeni vahou r, integraci pies R* a dosazenim m = n)

a, = (S,

n,l

s)Lzm = IrSTnyl(r)S(r)dr. (RB70)

Dosadime-li za S(r) = <R =r | S> a usoudime-li, ze vztah (RB68) plati pro vSechna r € R”,
pak lze také psat

St ) (RB71)

kam dosadime-li (RB70) a uvazime-li, ze skalar a, Ize s vektorem ,,komutovat™ (alespon
formalné, co se zapisu tyka), obdrzime zapis

S S

) = 3 (Sulslisu) = 3 lsulisuls) - (3

n=I+1 n=I+1 n=I+1

j| s),(RB72)

kde bylo u skalarniho soucinu pro jednoduchost jiz vynechano oznaceni prostoru. Zapis
(RB72) je ekvivaletni
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: (RB73)

tj. jednotkovy operator na prostoru L2(R*) lze zapsat jako sumu projektord na vlastni

vektory operatoru '|:3 [Sh.> (pro libovolné, pevné zvolené, | € Ng). V X-repreznetaci l1ze psat

> 5, () S0 = 8(rn), (RB74)

n=1+1
jak se ziska nasobenim (RB73) zleva <R = r’| a zprava |[R = r> (tyto vektory jsou na
prostoru L*(R") v X-reprezentaci reprezentovany ,,funkci® f(x) = (1/X)q(x-r") respektive
f(x) = (L/X)Ax-r), ve fyzice na Sdistribuci formalné nahlizime jako na funkci spliujici
identity uvedené napf. v Dodatku C z [4]™). Naopak Rn(r) uplny systém na sz (R)
netvofi, tj. neplati analogické tvrzeni pro (RB68), ale plati

VRel%(R") a VleN,: 3b,eC: R(r) = > b, R, () + &,(RB75)

n=1+1

kde volbou b, analogicky k ay, tj.

bn,I = <Rn,l R

>Lz2<R+> T r’ R, (r) R(r) dr, (RB76)

Dosahneme kolmé projekce R(r) na podprostor sz (R™) generovany vSemi vlastnimi
funkcemi operatoru H® z diskrétni casti spektra a tedy minimality velikosti vektoru ¢ €
sz (R™) ze vztahu (RB75), ale pro obecné R(r) bude i tento ,,minimalni co do velikosti

vektor ¢ stale nenulovy. Pak neplati analogicka Parsevalova rovnost pro Ry (r) a R(r), ale
pouze Besselova nerovnost

o0

<R|R>Lf2(R*) = jr2|R(r)|2dr = Z

0 n=1+1

, (RB77)

rovnost bychom ziskali jako

73 Matematicky presnéjsi pohled je, Ze na levé strang (RB74) je fada slozend z regularnich distribuci jejichz se
rovna neregularni distribuci — Diracové distribuci J's parametrem »’ (pak pohlizime na r z levé strany (RB74)
jako na proménou skrze kterou plsobi regularni ¢aste¢né soucty (RB74) na testovaci funkce a na r’ z levé
strany (RB74) pohlizime jako na parametr, Glohu r a »’ Ize snadno invertovat), tj. funkcional ptitazujici
testovacim funkcim jejich funk¢ni hodnoty v bodeé r.
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00

<R|R>Lf2(R+) = J-r2|R(r)|2dr = Z b, + <8|€>Lf2(R+)
> ni (RB78)
= Y|+ [r*lempdr
n=I1+1 0
Identita odpovidajici (RB73) ma zde tvar
ﬂqgm - n;l‘Rn’,XRn’, 4 ‘(‘;|(I),k><(l),k|dk, (RB74)

kde ne levé strané je jednotkovy operator dokonce na distributivnim rozsifeni sz (R7), .
na Lf’z*(R+), ale na pravé strané je integral ptfes projektory (vlastné suma nespocetné

mnoha projektoril) na vlastni vektory |(1),k> operatoru H®™ odpovidajici spojité &asti jeho
spektra (,,rozptylové stavy®), tyto vlastni vektory nendlezi do sz (R™) a maji ,,charakter

rovinnych vin“. Numerické vypocty s nimy jsou hodné problematické a Casto je nutné
systém ,,uzaviit do krabice* (potencialni energie V(r) se nasobi charakteristickou funkci
mnoziny v R® velkého diametru zahrnujici pocatek a jeji velikost se limitné zvySuje. Mimo
oblast t¢ mnoziny se V(r) nepolozi rovna nule ale +oo, coz je ekvivaletni pfechodu
zprostoru L2(R®) do L*R® N M), kde M je ona velki mnoZina), coz vede k dalsim
komplikacim (mnohé maticové elementy pro které existovaly jednoduché analytické vyrazy
se zesloZiti, nebo dokonce stanou neanalytickymi), nehledé na to, ze ,,vektori® |(I),k> je
tieba brat do vypocetni baze mnoho. Proro jsou funkce typu S, (r) vitanym ulehéenim, tam,

kde si mizeme dovolit ptechod od sz (R*) k L2(R").

6.1.5 Vztah mezi feSenimi pro atom vodiku (Z = 1) a atom vodikového
typu (Z > 0)

Znéame-li feSeni Schrodingerovy rovnice (RB75) pro atom vodiku,

[—%A —%J w(r) = E,,w(r), (RB75)

pifevedeme Schrédingerovu rovnici pro atom vodikové typu

1 Z . =
a-2vem - evvoe, (RBT6)

Z > 0 snadno na ptedchozi problém pomoci substituce/Skalovani souradnic
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r o= g ’ (RB77)
_ Z_ZA _ Z_2 l//(Z) £,5 = E@ W(Z) £/3 (RB78)
2 7 p Z z")
kde p je preskalovany polohovy vektor
" 1 .
r = - 0, (RB79)

kde (RB78) 4, je Laplacetv operator v p-soufadnicich, tj.

S, 0° 0° 20
Apzz 2 = 2z t —

- —, (RB80)
o 0p; op

pop p

pak vydélenim rovnice (RB78) Z% obdrzime

1 1 1 E® 1
A = |yD 5] = —— O 5], RB81

porovnanim (RB81) s (RB75) pak l1ze psat vyslednou tranformaci energie

122
E® = Z°E,, = e (RB82)
a vlnové funkce
yB(F) = w(@Zr), (RB83)

Pozadujeme-li aby ¥ byla nejen vlastni funkci H a tedy feSenim (RB76), ale také
spole¢nou vlastni funkei [? a L,, pak Ize psat,

w0 = ROMY,,(0.6) = RI(Z1)Y,,.(0.4). (RB84)

Tvar operatorti 2 a I:3 na transformaci (RB79) nezavisi a angularni ¢ast vinové funkce
Y| m ma proto stejny tvar nezavisle na Z.
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6.2 Kvarkonium

Pro vézany systém kvarku a anti-kvarku (kvarkonium’) Ize v nejhrubg&jsim pribliZeni
pouzit modelovy hamiltonidan (KV1) doplnény o spinové ¢leny. Ma proto smysl studovat

vlastni stavy hermitovského operatoru se zdola omezenym spektrem na prostoru L?(R®),
ktery ma v x-reprezentaci tvar

+ AT + 772, (KV1)

<
N
=N

kde vInovka znaci pouziti jednotek rozméru SI, jednotek a také dvou parametrii ze ctyr (m,
Z, 2 ,7 ) uvedenych v (KV1) se zbavime pfeskalovanim. Plati m>0,Z >0, y >0a A e
Rnebo 2 >0a y =0 (jinak 1 e R).

Pro 1 =0, y =0az=12, eq2 (4 T &), kde & je permitivita vakua, eq elementarni
naboj a Z, protonové Cislo a prom = u = (met + myY)?, kde m; je hmota jadra piechéazi

hamiltonian (KV1) v hamiltonian pro atom vodikového typu. I zna¢i radidlni vzdalenost,
tj.

VX + X+ R (KV2)
Operator V2 =A matvar

_ 2 2 2
AR (KV3)
0 X 0X, 0X,

Stacionarni Schrodingerova rovnice typu (1) ma tedy pro kvarkonium tvar
[— —— = S+ AT + 7?2}?N,.,m(ie,¢) = Ey, Py (F.0.9), (KV4)

uvazujme linearni homogenni preskalovani soufadnic
r=«r, (KV5)

které vede, s ohledem na platnost vztahti (3) a (4) na tvar Stacionarni Schrédingerovy
rovnice (5).

™ Plati-i A >0, }7 =0, oznaduje se takovy systém jako Charmonium, plati-li }7 >0, 41=0,
oznacuje se jako Harmonium. Nazev Kvarkonium, ktery zde pouzivam pokryva ptipady obecné nenulovych
hodnot obou parametrit v hamiltonianu (KV1).
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o _1o (KV6)

0X, K OX

0° 1 02
-9 KV7

oX’ x?ox} (KVD)
V? zZ = - ~

- s ——+tAKr+yxr WYyin(r0,8)=Ey Wy n(r.0,9), (KV8)
2mx Kr o ’ ”

kde
Yoin(0,4) = My Py (xr,0,4), (KV9)

kde My m je konstanta vyplyvajici z mozné zmény normy vlnové funkce pfi preskalovani.
Reseni (KV4) uvazujme normalizované. Pozadujme nyni, aby podobné jako pro atom
vodiku byl pomér absolutnich hodnot koefiecientl stojicich pted Laplaceovym operatorem
a operatorem Coulombovské interakce (zde €len ,,- Z/ xr) roven 1/2, t.

2
Vame” 1o o L (KV10)
ZIx 2 mz

vynasobme rovnici (KV8) x* m a dosad’'me (KV10) obdrzime postupné (KV11) a (KV12).

2 - ~
[_v?‘zrrnk”m’fs r+7mK4r2}‘1’N,l,m(r,e,¢)=(EN,.K2m)\PN,.,m(r,9,¢), (KV11)
v: o1 2 2 EN,I
|:—7—F+Z3m2 I’+Z4m3 r2:|\PN,I,m(r’0’¢):(ﬁ \PN,I,m(r|9|¢)' (KV]‘Z)

Vysledny tvar (KV12) lze pfepsat snadno jako

{_v?z_%_'_/l r+7/r2}PNl'vm(r"9’¢) =Ey, \PN,I,m(r’e’¢)v (KV13)

kde vztah mezi novymi parametry A a ya piivodnim A a 7 je dan vzorcem

, (KV14)
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y=—t, (KV15)

a ,,nova“ energie Eyj je ,,piivodni energie E | vztaZena na jednotku energie Eg = m Z? tj.

plati

EN,I

Evi = perE

(KV16)

Ze tvaru Hamiltonianu (KV1) je zfejmé, Ze komutuje s operatorem L2 a L, a jelikoz L2
komutuje s I:Z , Ize volit Gplnou mnoZinu kompatibilnich pozorovatelnych jako {E, L? L.},
té pak odpovida indexovani stavii, kde N € {0, 1, 2, ...} indexuje energetické hladiny (E), je
analogii radialniho kvantového ¢isla (P = N + | + 1 je pak analogii hlavniho kvantového
&isla), | indexuje &tverec momentu hybnosti (L?) (v rel.jed. plati (KV17)) a m indexuje tieti
komponentu momentu hybnosti (L;) (v rel. jed. plati (KV18)). Reseni (KV13) lze tedy
s ohledem na (KV17) a (KV18) hledat jeding ve tvaru (KV19),(KV20)) kde ¢ | je funkce
z sz (R*). Ze tvaru potencialu (-1/ r + Ar + yr?, y>0, 1 R, pokud = 0, pak 1 >0)
také vyplyva, ze systém bude mit pouze vazané stavy (Hamiltonian bude mit jen diskrétni

¢ast spektra) a bude jich mit nekone¢n¢ mnoho (potencial roste do nekonecna nade vSechny
meze).

L[y ) =1 +D| Py ) (KV17)
L, | Wy m) =m0 ), (KV18)
(16,0 ¥y1n) = ¥y 1n(1.6.6) = 94, (NY,,(6.9). (KV19)
(r| ¥y ) = @n, (]I, M), (KV20)

Budeme jej (pnatedy i ¥, m) hledat variacné a to ve tvaru

pu (= Y IR (), (Kv21)

n=I+1

Rn,i(r) by mohly byt libovolné funkce tvofici Giplny systém v sz (R™). Pfijatelna volba je,
aby tyto funkce byly ortonormaélni a feSily Schrddingerovu rovnici analogickou (KV13).
K je konecné pro pfiblizna feSeni a ¢im je K bliZsi nekonecnu, tim je feSeni presnéjsi. Pro
uplny systém Rp; se vlimit¢ K = +co dosahne presnych energii a piesnych vinovych
funkei. Ry nelze volit jako vlastni funkce radidlni ¢asti Hamiltonianu pro atom vodiku
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A 1., 11+ 1
H =— + - —
H,rad 2 pr 2r2 r

, (KV22)

jak-koliv by se tato volba jevila jako pfirozena s ohledem na to, ze radidlni cCast
Hamiltonidnu pro kvarkonium v bezrozmérném tvaru (tj. z rovnice (KV16)) lze psat ve
tvaru

H =H, . +AT+yr?, (KV23)

Ch,rad H ral

a to z toho divodu, ze H ., ma krom¢ diskrétni 1 spojitou Cast spektra, coz by znacné

komplikovalo vypocet. H trag | Heprag = H trag + AT+ 17 jsou hermitovské na L% (R")
pro skalarni soudin s vahou @ = r® (&ast Jacobianu pii pfechodu od kartézskych soufadnic
ke sférickym). Jako R, (r) (KV21) budu volit vlastni funkce operatoru 'f3 (RB17)
(zndmého z kapitoly ,,Algebraicky postup reSeni radidlni casti stacionarni Schrodingerovy
rovnice pro atom vodikového typu®, poté co vynasobenim proménou r pievedu rovnici na
prostor L*(R"))

(., 11+ r
T,=—| P2 +——2 |+, KV24
3 2(pr rz j 2 ( )

ktery je hermitovsky na prostoru L*(R"), na prostoru sz(R+) plati pro kvarkonium

rovnice (KV25) (ziskame ji dosazenim tvaru vinové funkce z pravé strany (KV19) do
(KV13) a upravami za pomoci vztahi (KV17) a (KV18), to je ekvivalentni dosazeni
(KV22) do (KV23) a aplikaci na ¢y (r))

(., 1(1+1 1
{E(pf‘*‘ (I’2 )j - F + Ar + 7r2}¢r\|,|(r) = Ey, o, (1), (KV25)
za podminky
0 = ¢, cl%(RY). (KV25.b)

Pro prechod do prostoru LZ(R*) (na kterém piisobi operator 'fg jako hermitovsky a na

kterém je systém jeho vlastnich funkci (noramlizovanych) ortonormalni bazi) pouZijeme
vynasobeni tovnice (KV25) proménou r, tim vznikne zobecnény problém vlastnich cisel pro

operator I:Ié') =r I—]Ch'rad (z (KV23) a ekvivalentné z hranaté zavorky vztahu (KV25)) a
piekryvovy operdtor S =r naprostoru L(R*), tj.

Hél)(Pr’\l,l (r)

r{., I(0+1 , ,
[E(prz"' (rz )j—1+ﬂr2+7/l’3:|(0,\,,|(r) =T EN,I §0N,|(r)a(KV26)
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S podminkou
0 = ¢, (r) e LARY), (KV27)

kde nula na levé stran¢ zna¢i nulouvou funkci (konstantni funkci nula) nebo ekvivaletné
0 < j g (N2 dr < +oo, (KV28)
0

Vztah (KV26) Ize také prepsat jako

A

M Hepraa @0 (1) = TEg o, (), (KV29)
kde ¢arka nad ¢y v (KV26) odliSuje ¢, feSeni (KV26) s podminkou (KV27) od ¢ feSeni
ekvivaletni ulohy (KV25) s podminkou (KV25.b). V ptfipad¢ presné¢ho feseni je (KV29)

pln€ ekvivaletni (KV25), pfiblizna teSeni (KV29) jiz maji jiny priibéh a interpretaci nez
hamiltonian (K'V25). Provedu linearni Skalovani soufadnic ve vztahu (KV26), tj. substituci

r= rR, (KV30)

Pk (KV31)

ve vztahu (KV26)

Bg(ﬁg +'('R_+21)j_1+ A7?R? +}/T3R3:|)(N'| (R) = R7Ey, 74, (R),(KV32)
kde
¢'N,I (rR) = ZNJ(R)- (KV33)

Rovnici (KV32) je tfeba vynasobit t, aby zmizelo 1/t z kinentického ¢lenu, to vede na
rovnici

R( . I(1+1
{E(pé + (RZ ))—T+ATSR2+7/Z'4R3};(NJ(R) = R7? Exy 2n, (R),(KV34)
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nebo, kratce zapsano (ve tvaru zobecnéného viastniho problému pro (hermitovsky, se zdola
omezenym a diskrétnim spektrem) operator |:|é')' a prekryvovy operdator S (ten je
hermitovsky, striktn pozitivni na L?(R*) a tedy mé& hermitovskou inverzi, kterd je
pozitivn¢ semidefinitni)

HO 7w = Ewi'SZais (KV35)

kde I:|é')' je renormalizovany hamiltonidan dany levou stranou (KV34) (proména skrz
kterou pusobi na funkce na R), ]

H = cHY, (KV36)

a kde (v (KV35)), S je prekryvovy operator dany faktorem obsahujicim proménou R
z pravé strany (K'V34) a je tedy operatorem nasobeni touto proménou

S = R, (KV37)
Na yni(R) (hledame jen netrivialni feseni) ze vztahu (KV35) je kladena podminka
Zu(R) € LZ(RY). (KV38)

Zbyva urcit vztah mezi Ey,’ z problému (KV34), prepsan¢ho jako (KV35) a Ey;
Z ptivodniho problému (KV13). Porovnanim (KV34) a (KV13) zjistime, Ze plati

Evi = = (KV39)

coZ lze ovéfit 1 pomoci integralniho vyjadieni energie

[r? @ (A o, (0 dr 1y, (0N Hg, o) @4, () dr
Ev, = ° = 0 . (KV39.2)

J.rZ(ﬁN,l(r)@\u(r) dr f”ﬁm(r)r @y, (r) dr

- ) = Ko
Ir v (NHY @y, (r) dr j(r R) Zn, (R)[IOJZN"(R) d(zR)

Ey, = (KV39.b)

[r &n, (01 oy, (r) dr [@R) 2, (R) (2 $) 24, (R) d(zR)
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. [R 7 (R) RS 7, (R) AR

Ey, = = N (KV40)

-0
2 0
T _ N
[RZW(R)S 7 (R)AR
0

Odkud je patrnd i normalizace @y (r) jako feSeni (KV26) spodminkou (KV27) i
normalizace yn(R) jako feSeni (KV35) s podminkou (KV38), tj. pozadujeme, aby platilo

[ 1 200 S 2, = [1 2,007 2, Odr = [FF |z Fdr = 1, (V4D

coz lze zapsat jako
<ZN,I‘r‘ZN,I>L§(R+) = <ZN,I‘ZN,I>L$2(R+) = 1, (KVv42)

tj. yni(r) € L2(RY), ale z (KV42) plyne také yy, € sz (RY).

6.2.1 Asymptotika feSeni ¢y, v nekone€nu a libovolnost §> 0 pro g, €
L~ (RY)

Lze tkazat, Ze plati Tvrzeni T1:
Tvrzeni T1: O exponencialnim nebo rychlejsim ubytku vinové funkce

Kazd¢ kvadraticky integrabilni feSeni (tj. nalezici k bodové casti spektra
hamiltonova operatoru) stacionarni Schrédingerovy rovnice (KV43) v jednom rozméru [4]

ma v nekonecnu asymptotiku poklesu exponencialni (tj. dle (KV44)), nebo rychlejsi (napf.
linedrni harmonicky oscilator ma napt. gaussovskou).

dz‘”gx) ~ f() ) = 0, (KV43)
d x

kde
f(x) = Zh—l\z/l(\/(x)—E), (KV44)
Ilim V(X)) = V., (KV45)

X—>+00
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JIlim V() = V., (KV46)

V: R (—o+o> V, V. € R \{~c} = (—o0; + 00>, (KV47)

tj. pro potencial piipoustime hodnotu i +oo a i to i jako limitu. Tvrzeni tedy fika

X—>*o0

w(x) =~ O(exp(-x.|x])), (KV48)

kde

'\/ZM(Vi B E)

. , (KV49)

H+

kde rovnost plati pro kone¢né limity V+ a V. a nerovnost pro nekonecné (nebot” dosadit za
K+ €1 k& do (KV48) nelze). Tvrzeni T1 lze pro ptipad nekonecné limity V jesté zesilit a
asymptotiku ¥(x) vyjadiit pomoci exponencialy z rostouci funkce obsahujici ve svém tvaru
V(X) (coz je provedno napt. v [1] na str. 37 v podkapitole ,,Asymptotika presnych reseni
anharmonického oscilatoru v nekonecnu a okolo pocatku*)

Diikaz: [4]

Protoze radialni ¢ast Schrodingerovy rovnice (KV50) Ize na Schrédingerovu rovnici
V jednom rozméru vzdy prevést (viz analyticky postup feSeni radialni ¢asti Schrédingerovy
rovnice pro atom vodikového typu popsany V této praci) a potencial se pfitom napravo od
nuly nezméni a7 na pficteni cetrifugalniho termu I(I+1)/r> a nalevo je roven +oo
(KV51),(KV52) (ptevedeni se d&je zavedenim nové vinové funkce — tzv. ,,regularni vinové
funkce®, ktera je podilem plvodni radidlni ¢asti vinové funkce a radialni proméné r) plati
toto tvrzeni i pro regularni vinovou funkci™ 7, (r) fesici (KV51) a tedy i pro kvadraticky

integrabilni radialni ¢ast kazdé Schrodingerovy rovnice (KV50) ,(r), tj. pro (r) €
L% (R*) plati (KV53).

_d_zz_gi+l(lt1)+V(r)}Qn(r) - EQ,), (KV50)
| dr® rdr r
_;%+Veff(r):|jzn(r) = En %(r)’ (KV51)

7> Radialni ¢ast vlnové funkce R ma k regularni vinové funkci y vztah R = y/r, kde r je radialni proména (to je
substituce, ktera likviduje €len s prvni derivaci v (KV50)) klesa pro r - +o jesté rychleji nez y samotna.
Klesa-li y pro r > +o podle uvedeného tvrzeni T1 jako N exp(-a r) pro N, o> 0, pak R klesa jako N( exp(-a
/), 4j. uréité plati y = O(exp(- ar)) => R = O(exp(- a 1)).
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kde

Vy(r) = +oo, [pror<0]

Vg (r) = V(r) + I(Irtl), [pro r>0]’ (KV52)

Z(r) = rQ.(r), (KV53)
pak

7.(r) e O(exp(-«x,r)), (KV/54)

Kde x: spliiuje (KV49) pro M =1/2, h =1 a E, < V.. Odstavec pod tvrzenim lze aplikovat
na diferencialni rovnici (KV1) i vS§echny z ni ddle odvozované ((KV25), (KV26), (KV32),
(KV34) i (KV35)) a tedy lze tvrdit, ze plati

r—oo

Ja>0: gy, (), ¢y, (1) ~ Olexp(-ar)), (KV55)

coz lze postupem popsanym v [1] na str. 37 a aplikovanym na (KV25) po zavedeni
regularniho feSeni do (K'V25) (zlikviduje ¢len s prvni derivaci) jeste zesilit na tvar

r—oo

oni ()~ Olexp(-7 r?)), (KV56)

r—oo

PO O(exp(—rz\/;rz)), (KV57)

pro >0 a na tvar (KV58), (KV59), platny pro y=0, >0,

r—oo

oua(r) = Olexp(—2r%?)) (KV58)

r—oo

0@ = Olexp-r2Var?)). (KV/59)
Nyni se (pomoci elementéarnich limit) jiz snadno nahlédne, ze plati
p.x € LR, V6=0, (KV60)

coz lze také zapsat jako

[e]

[ rlow Pdr < w0, [ 17 g, Pdr <+, V5,20 (KV61)
0

0
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Na zavér jeSté poznamendm, ze bazové funkce pouzivané bézné pro piiblizny vypocet
kvarkonia — Sturmovské funkce (vlastni funkce operatoru fs) maji asymptotiku odli§nou
od (KV56)-(KV59) ato O(exp(- n 1)).

6.2.2 Priblizné reseni kvarkonia pomoci Riztovy variaéni metody

Budeme fesit problém (KV35) za podminky (KV38) variatni metodou, tj. rozvojem
feseni yn(r) do kone¢né linearni kombinace funkci z néjakého uplného systému funkci

(zde vlastni funkce operatoru 'fs daného vztahem (KV24) s | jako parametrem a znama
z feSeni radialni ¢asti Schrédingerovy rovnice pro atom vodikového typu), tj. uvazujme

Ina (1) = i ¢ st, (), (KV62)

n=I+

kde R, jsou Sturmovské funkce dané vztahem (RB67) ke standartizovanym
(normalizované a kladné v okoli pocatku) radidlnim c¢astem vinovych funkci pro atom
vodiku, tj. plati

St,, () = n”>R(nr), (KV63)

kde R\ (r) je radialni ¢ast vinové funkce pro atom vodiku. Z (KV35) Ize vynésobenim
zleva komplexné sdruzenou yn; (fj. jen pny, nebot’ uvazujeme realné bazové funkce a
V hamiltonidnu ani v piekryvovém operatoru nevystupuji komplexni ¢isla, jen redlna) a
integraci pies (0; +o0) obdrzime vztah (srovnej s (KV40))

© K K
[R zu (R) B 2y, (R) dR Y 2 e HE
EN,II — 0 — n=I1+1 k=1+1 , (KV64)

K

o K
[RZW(R) S 7, (R)AR > 2 eMieish
0

n=I+ k=I1+1

kde H" a S jsou maticové elementy operatord I:|é')', respektive S vbazi funkei

n
(KV63) a zéaroveil maticové elementy maticové reprezentace téchto operatori na
podprostoru generovaném funkcemi (KV63) pro n € {I+1, I+2, ..., K}, plati pro né

HO = (ORI p, = [ st R st () dr, (KV65)
0
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U]
Skn

(Kk[S[MN) ey = TrStkyl(r)SAStn’l(r)dr
) 0 /e (KV66)
= [ rst,mrst, (ndr = [ r*st,(r)st, (r)dr

Hledejme, dle Riztova varia¢niho principu, optimalni hodnotu energie Ey | ‘ jako minimalni
danou vztahem (KV64) vzhledem k hodnotam rovojovych koeficienti ¢, tj.

K K K K
SE 2 Z HS?1 Cr(1N,I) 2( z Ss?] CEIN,I)J(Z Z C'EN,l)Cr(]NJ)HS%]
NI

n=1+1 n=1+1 n=l+1k=1+1
aC(N,I) - K K NN e () K K 2 ’(K
p Z z cMDehg® Z Z CIENJ)Cr(]NJ)SIElr)]
n=l+k=l+1 n=l+1k=I1+1
vpe{l+11+2,...,K}
V67)

coz je podminka nutnda, nikoliv v8ak postacujici (tou by byla napt. pozitivni definitnost
matice druhych derivaci Ey;* vzhledem k proménym ¢""). Vynasobenim rovnice (KV67)
jmenovatelem prvniho zlomku, vydélenim 2 a identifikaci druhého faktoru (druhé zavorky)

v ¢itateli druhého zlomku v (KV67) déleno jmenovatel prvniho zlomku v (KV67) s energii
En,’ (viz vztah (KV64)) obdrzime vztah

K K
SDHD M = By > sWeM, (KV68)

n=I+1 n=I+1

ktery ptedstavuje zobecnény probléem viastnich cisel (hermitovské) matice HO
S prekryvovou matici s (ta je hermitovska a striktné pozitivni). En je N-tym zobecnénym

vlastnim ¢&islem a ¢ je N-tym zobecnénym vlastnim vektorem. Jedna se vlastné o

problém vlastnich ¢isel v neortogondlnich soufadnicich, jak bude ukazano dale.
Kompaktng, tj. pro vSech K-1 vlastnich vektort a vlastnich ¢isel 1ze tento vztah zapsat jako

HOCO = shcOE® (KV69)

6 Kdyby byly pouzity vlastni funkce pro radialni ¢ast hamiltonianu pro atom vodiku R: | (r), platilo by sice
Sélz = 5n « a dal§i postup (minimalizace Ey,’ dle CéN'I) ) by vedl na obycCejny (nikoliv zobecnény
s piekryvovou matici sy problém vlastnich ¢isel hermitovské matice HY. Pouziti R: | (r) by si ale vyzadalo

pfipojeni k funkcim R: | (r) z diskrétniho spektra atomu vodiku i funkci ze spojitého spektra, integraci pies

n¢ a S tim spojené problémy.
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kde H" je matice s elementy (KV65) — restrikce hamiltoniénu I:|é')' na kone¢né-rozmérny
generovany mnozinou vektort {|(1), 1+1>, |(1), 1+2>, ..., [(1), K>}, S” je matice s elementy
(KV66) — restrikce piekryvového operatoru S na stejny koencné-rozmérny podporostor
L*(RY), c® je matice jejiz elementy jsou C = ¢ (4. jeji sloupce jsou zobecnéné
vlastni vektory matice HO je parametr, nikoliv néktery zindexiti matice) a E® je
diagonalni matice, na jejiz diagonale jsou zobecnéna vlastni ¢isla matice H® na N-tém
misté to odpovidajici N-tému zobecnénému vlastnimu vektoru (N-tému sloupci matice C(l)).
Protoze je H®Y hermitovska (dokonce realna symetricka, jelikoz pouzivame redlnou bazi a

diferencidlni operator I:Ié')' nema ve svych koefcientech Cisla s nenulovou imagninarni
slozkou), jsou zobecnénd vlastni Cisla redlnd a tadi se obvykle od nejmensiho
k nejvétsimu’’.

Tvar maticovych elementdt H) a S Ize odvodit (jako funkci k, n a 1) snadno
pomoci trojice operatorti T,, T, a T,, respektive T,, T_ a T,, pomoci kterych se vyjadii
operatory I:Ié')' i S, jako (vyuzivam vztahi (RB26)-(RB31) a (RB37))

. O S

S=r=T,-T, =T, - +J2r =i (KV70)
. T.+T A A

HOY = 32 L+ AT, -T) 2 +y ' (T, -T)°, (KVT71)
r’ = T2+T2-T,T,-TT,, (KV72)

+T T, = _%(T; _T Y= (F. +T )T, (KV73)

L ety T T gt
T12=u=_++_—+{-r+’——}1 (KV74)
4 4 4 4
{f.,T}=TT +TT =277 [T, T,]=27TT, -21,"° (KV75)
b T, TT, T2 T2 1. oo 1o o
r’=T7-32+—*+-2 +—_—%T -T +%T_—T_ 3 (KVTT7)

coz (vyraz pro operator r?) Ize piepsat s pouzitim (RB42) a (RB32) pro vy&isleni 'I::I:+ jako

"7 Program Mathematica je ale fadi dle vzriistajici absolutni hodnoty, coz v piipadé indefinitniho hamiltonianu

¢ini drobné obtize s vystupem
78

[T, T.1=[T,—iT, T, +iT,]1=-2i[T,,T,] = 2T,, (KV76)
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-Icz 2 2 . A . R
r2 :323 _I(I;1)+TT++TT_%T* —T+T3+%T ~-T.T,, (KV78)

Vyraz pro maticové elementy operatori f a f* lze zapsat také jako

(.k[E[anm) = (10 = (Rnbins + (Onnden + (kG (KV79)
(W = (On-e@n) = 200 = -2 JO+Dn-1-1) (<Ve0)

(N, = (@.n[F|@)n) = n, (KV81)
(Ner = (@n+2ff[O0) = =240 = =2 -DH+1+1) (Ve

Maticové elementy f™" lze vypoéist snadno pomoci maticovych elementd ™,
nebot’ suma v projektoru v ndsledujici rovnosti se diky tridiagonalnosti maticové

reprezentace operatoru f redukuje na tfi¢lenny soudet. Pro maticové elementy f? plati’

o0

(), k[P2[(M),n) = (M), k[E|@), p)O), p|e|(),n)
. Pt , (KV83)
= (), k|| (), p)((), p|f| (1), n)

Zapis (KV83) ma charakter nasobeni Ctvercové matice nekonecného fadu se sebou
samotnou. Maticova reprezentace f je tridiagonalni, proto maticovéa reprezentace f’ je
pentadiagonalni a maticova reprezentace F™ je obecné (2m+1)-diagonalni.

(n[e[@n) = s, + O + ()., (KVv84)
(.nle2[a.ny = (2 = %(3n2—l(l+1)), (KV85)
(.n+gezjmn) = () ()an + (el (P, (KV86)
(n+2e2@n) = ()L, = —[n+%j¢(n—l)(n+l+1), (Kv8?)

" Ve vyrazech typu <U|A|V> v (KV79) az (KV92) se piedpoklada <U|A|V> E<U

lu)|v)e Z(RT), AT L2Z(R") — L2Z(RY).

A|V>|_$(R+) o 4.
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(My,n=1¢2|M,n) = (N,
(M.n=1ez[ayn) = (r2)2,,
(M.n+2e2[a)n) = (r2),,

)

n-1,n

_ _(n—%j\/(nﬂ)(n—l—l),

%\/(n—l)(n—l D+ l+D)(n+1+2)

If,.\2

((1),n-2

(1)

M.y = ()2,

%\/(n +D(+1-D(n-1-)(n-1-2)

Maticové elementy nékterych vyssich mocnin operatoru r uvadim v nasledujicich

tabulkach®

Tabulka TKV1: Hodnoty nenulovych maticovych elementii operatoru f*

+ (s,

(h22a(r)

(R24(r)

(KV88)

(KV89)

(KV90)

(KV91)

Maticovy element

Hodnota

('

%n (5n* —31(1+1)+1)

3\
(r )n+l,n

g\/(n—l)(n+l +1)(=5n(n+1) +1(1+1)—2)

3\
(r )n+2,n

%(n +1)\/(n—l)(n—l +D(n+1+D)(n+1+2)

80V t&chto tabulkach pouzivam zépis

N = X(X+D-...-(x+a-1),

X = 1
(X) (-a)
(X) -y ~ (X) @

definovany pro x € C, a € N.

(X)(l) = X,

X-(x=1)-...-(x—a+1),
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—%\/(n—l)(n—l +D)(n=1+2)(n+1+)(n+1+2)(n+1+3)

~ 1\/(n—|+2)!(n+|+3)!
8\ (n—1-1)! (n+)!

g\/(n+l)(n—l ~1(-5n(n-1)+1(1+1)-2)

%(n ~J+D(n+1-D(—-1-D(n—1-2)

- %\/(n+l)(n+l “D+1-2)(n—1-D(n-1-2)(n—1-3)

Tabulka TKV2: Hodnoty nenulovych maticovych elementti operatoru f*

Maticovy element

Hodnota

20
('

%(m2 —6l(l +1)+5)+§(| “DIA+1)(1 +2)

%(nJr%j\/(n—l)(nJrl (= 7n(n+1)+31(1+1) —6)

% =DM+ 1+, (7(n+1? +2-131+1))

_ %\/(n—l)(3)(n+l 1), (2n+3)

% JO=D g (+1+1)

%(n—%j\/(nﬂ)(n—l ~1)(-7n(n-1)+3I(1+1) -6)

%\/(n 1) (—1-0),, (7(n-1)% +2-1(0+1))

- % J+D) 5 (n=1-1) 4 (2n-3)

% oD, 0-1-D,

Tabulka TKV3: Hodnoty nenulovych maticovych elementt operatoru f°

Maticovy
element

Hodnota

5\
('

%(63n5 —n®(701 (1 +1) —105) + n(151* +301° - 3512 —501 +12))
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—%\/(n ~D(n+1+1) (21n* +42n° +n?*(63 -141(1 +1)) + n (42 -141(1 +1))

+(1* +21° = 71° -8l +12))

—%(n +1)\/(n—l)(2)(n+l +1) ;) (S3((N +1)7 + D) +1(1+1)

3—52\/(n D@ (+1+1) (-3(3n* +9n+8) +1(1 +1))

5
E(n + 2)\/(” ~Dey (N+1+1),

—3—12\/(n—l)(5)(n+l+1)(5)

—%\/(n +1)(n—=1-1) (21n* —42n° + n*(63 - 141 (1 +1)) + n(-42 +141(l +1))

+(1* +21° =71% -8l +12))

5
(r*)?,, S =) /(N +1) L,y (N=1-1),, B((N-D?+1)~1(1+1)
") 5
(r*)?, E\/(n 1) ) (N=1=1) 4, (-9n% +27n—24+1(1 +1))
5
(rs)nl—)zi,n E(n—Z)\/(nH)H)(n—I—1)(4)
0) 1
(rs)n—s,n _5\/(n+|)(—5)(n_|_1)(—5)
Tabulka TKV4: Hodnoty nenulovych maticovych elementli operatoru f°
Maticovy Hodnota
element

6\
('

%(231n6 +(735-3151 (1 +1))n* +n?(1051* +2101° — 42017 — 5251 + 294) +

(=51° —151° + 251 + 751° — 2012 —601))

6 \(
(r )n+l,n

—%(1+ 2n),/(n = D(n +1+1) (33n°(n +2) + n?(147 —301(l +1)) +

n(114 —301 (1 +1)) + (51* +101° — 3512 — 401 + 60)

()

gJ(n —1) oy (N+1+1) ;) (33n* +132n° +n*(273 -18I(I +1))

+n(282 -361(1+1) + (1* +21° — 251* — 261 +120)

6 \(
(r )n+3, n

S

- JO =D, (14D, (3+2n)(-11n(n+3)+31 (1 +1) - 40)

—3—32\/(n—l)(4)(n+l +1) 4y (-1In(n+4)+1(1 +1) —50)
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(. D (T4 (G+20)

e PR TR

%(1— 2n)\/(n+ D(n—1-1) (33n°(n—2) + (147 —301(1 +D)n? +

(=114 + 301 (1 + ) n+ (51* +101° —3512 — 401 + 60))

g\/(n +1) o (n=1-1) (33n* —132n° + (273 -18I(1 + 1)) n* +

(=282 + 361 (1 + ) n+(I* + 21° — 2512 — 261 +120))

(), B—E’ZJ(n 1) 5 (—1-1) 5 (3-2n) A1n(n—3)-31 (1 +1) + 40)
(o 3—32\/(n +1) (M —1-1)_, (11n(n—4)—I(I +1)+50)
(o). O (0 -T-D) 5, (5-2n)

(). O e, (=T Dy

6.2.2.1 Optimalni hodnota Skalovaciho parametru t

Optimalni hodnotu Skalovaciho parametru 7 lze urcit opét pomoci Riztovy variaéni
metody, respektive podle ,,minimax‘ teorému (Veta UL?2), ktery tika, ze varia¢ni (stfedni)
hodnota energie je vZzdy horni mezi k pfesné hodnoté energie. Nejvhodnéjs$i hodnotu
energie a ji odpovidajici variani parametry tak lze hledat pomoci minimalizace stfedni
hodnoty energie vzhledem k variaénim parametrim. V tomto pfipadé vyjdeme (pro prvni
piiblizeni) z jednorozmérné baze pro vypocet energie kvarkonia a jedinym varia¢nim
parametrem tak bude Skalovaci parametr z. Minimalizovana bude veli¢ina dana vztahem
(KV40), tj. v tomto ptipadé

1 (MN]HP @ M), N)

(1)
B = 7 (). N[F[(1).N)

: (KV92)
;

A

kde vektor |(I), N> piedpokladaime jako normalizovany valstni vektor operatoru T,

odpovidajici vlastnimu ¢islu N e {l+1, 1+2, ..}. Dosazenim (KV71) za hamiltonian,
respektive za operatory odpovidajici kinetické energii a Coulombovské ¢asti potencialu a
dosazenim z Tabulky TKV1 a vztahti (KV84)-(KV91) za ¢ast umérnou koeficientim A a
vznikne vyjadieni
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EQ@) = %oy % b oagr + art (KV93)

Nutna podminka existence minima pro dvakrat spojité diferencovatelnou diferencovatelnou
funkci (KV93) naR je

TEWE@) = 2% % g s g = 0. (KV93)
or T T

Po vynésobeni rovnice (KV93) 7° vznikne rovnice &tvrtého stupnd v 7 pro z tvaru
20,7 + a7 — oyt - 2a, = 0, (KV94)
kterou je nutno doplnit dvojici podminek (na jeji feSeni 7)

reR <  Im@x) = 0, (KV95)

o*EM
ai;(‘[) _ 6::0 N 2::1 n 2a4 > 0, (KV96)

kde v (KV96) ostra nerovnost odpovida postacujici podmince a ptipadné neostra nerovnost
pak nutné podmince. Koeficienty ¢; vV rovnici (KV94) maji tvar

a, = 1/2, (KV97)

a, = -1IN, (K\V98)
A 2

a, = ——(@3N? — I(1+1), (K\V99)
2N

a, = g(sm2 ~31(0+D) + 1). (KV100)

V trivialnim piipad¢, kdy A = y = 0 (hamiltonian pro atom vodiku) obdrzime energeticky
zavislé skélovani 7= N (rovnice (KV94) bude linearni) a dosazenim do (KV92) obdrzime
(pfesny) vyraz pro energii E,(f)l = -1/(2N?), coz je pln& v souladu s algebraickym postupem
odvozeni spektra hamiltonidnu pro atom vodiku (ovSem podminka (KV96) je splnéna jen
pro N = 1). V méné trivialnim pfipadu charmonia (y = 0, 4 > 0) plati pro feseni (KV94),
které spliiuje (KV95) a (KV96) nasledujici vztah (pouzito pro zakladni stav, tj. | =0, N =
1),
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3 31486 1% + /23328 A° + 236196 1
232 4 \/ J (KV101

/486 12 + /23328 1° + 236196 1° 932

6.2.2.2 Vypocet stifedni hodnoty druhé mocniny hamiltonova operatoru a
funkcionalu chyby

Vypocet stiedni hodnoty operatoru H?2 bude proveden pro kvarkonium pro piivodni
hamiltonian v relativnich jednotkdch dany vztahem (KV13), protoze H tvoii UMKO
S operatory [3 a [, je jeho maticova reprezentace v bazi spolecnych vlastnich vektort 1:3 ,
[3 a L? blokové diagonalni, feSeni stacionarni Schrodingerovy rovnice HW =EW¥ Ize
vzdy hledat ve tvaru sou€inu (KV19) a omezit se na optimalizaci radidlni Casti vlnové

funkce ¥, tj. (KV20), pro tu pak plati radialni ¢ast Schrédingerovy rovnice, coz je rovnice
pro vlastni ¢isla operatoru daného vztahy (KV22) a (KV23), jeho zapis zde zopakuji

Ho o = l(pz + '('”)J - % + Ar + yr?, (KV102)

20 " r?

Provedu tedy sérii uprav

r? 7 (r) HY g (D (r) dr

O ey 8

<l//(r)| |:| k2,rad (r)| l//(r)>L32 (R)

OO, @ Trz w(r) w(r)dr

o0

[ (R)? 7(-R) H? . @ R)w(zR) d(zR) R® Z(R) (r°H, .. (rR)* #(R) dR
1

0

4
r

[ @R)? #(zR) w(zR) d(zR)

(KV103)

T R 7Z(R)R #(R) dR

kde bylo zavedeno Skédlovani (r = 7 R) podobné jako pti odvozovani varia¢niho vypoctu a
kde funkce y(R) odpovidaji variaéni vinové funkci, jejich vztah k piivodni vinové funkci je

x(r) = y(zr). (KV104)

A

Lze ukazat, ze vztah (KV103) umoZziiuje vypo&itat maticové elementy operdtoru H

V analytickém tvaru za cenu vypoétu maticovych elementt operatoru (1/ r)I—AIk’rad na
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prostoru sz (R™) mezi bazovymi funkcemi (KV63), nebo ekvivalentné elementli operatoru

H, ..q Naprostoru L2(R*).
6.3 Viceelektronové atomy

Hamiltonian (pln¢ nerelativisticky) viceelektronového atomu, nebo iontu ma
Vv relativnich jednotkach (v x-reprezentaci) tvar

NI—‘

_i ZZN:rl ZIZ— L HY (VEAL)

j=1 I211|J

kde Z je protonové cislo (elektricky naboj jadra vztazeny na velikost elektrického naboje
elektronu, jedna se o celé cislo), N je pocet elektronti, N > 1, N je celé, tj. pokud N = Z,
jedna se o atom, jinak jde o iont o naboji (v jednotkach ve kterych ma elektron naboj -1) q
= Z — N. Pusobi-li operator na vlnovou funkci o prostorovych proménych 1, f,, ..., [y,

kde fi = (Xl, Y1, Z]_), pak AJ A% (VEAI) znaci
o? o? o?

A = + + , (VEA2)
! oxj oy? 9z}

r; v (EAL) 1ze® interpretovat jako vzdalenost elektronu od jadra (umisténého pevné do

stiedu soufadné soustavy) a plati

r, = \rj\ = X +yi+z?, (VEA3)

podobné

(VEA4)

_‘
IIl
=
|
—

Existence posledniho ¢lenu H je dusledek konecné hmoty jadra a tedy jeho pohybu viici
elektrontim. Na systém nelze, pfisn¢ vzato, nahlizet jako na soubor elektronti pohybujicich
se Vpoli pevné uloZeného jédra ale jako na systém popsany pomoci souboru uréit}'/ch
jdouci do nekone¢na limituje k soufadnici j-tého elektronu. Pro H' lze odvodit vzorec
[33,34]

81 Zjednodugeng, nebot’ uvedeny hamiltonian H (VEAI) neni hamiltonidnem pro pohyb elektroni v poli

pevné ulozeného jadra, ale hamiltonidn pro vnitini stupné volnosti atomu/iontu, tj. polohovy vektor I_”j

neodpovidé pfesné poloze j-tého elektronu ale j-té Jacobiho soufadnici které obsahuje Véiené souéty

hamiltonian ma tvar pouhého operatoru kinetické energie a neni do operatoru H v (VEA1L) Zahrnut.
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- —Z PP, (VEAS)

m; i~

kde p; a p; jsou operatory hybnosti a maji tvar

o = -iv, = -i|- & 9 2 (VEAS)
ox, 0y, 01z,
tj.
A= - Ly 00,0 0 (VEAT)
m, =i axkax 8yk6yj 0z, 0Z;

nastésti, diky relativné velké hodnoté m; v atomovych jednotkdch (ftddové 10% - 10°) Ize ve
veétsSing pripada Clen H' zanedbat. Ale i jeho ptipadné zapocteni, neptisobi pii vypoctu
zasadni obtize. Postup feseni problému vlastnich stavli mize byt naptiklad nasledujci: tvar
vlnové funkce (UV1), pevné zvolend baze atomovych spinorbitalli, metoda feSeni Valence
Bond (VB) — viz podkapitola o Konfigfura¢ni interakci. Jina moznost je vyjit z vinové
funkce tvaru (UV1), ale pouzit Hartree-Fockovu metodu k vygenerovani optimalnéjsi baze
jednoelektronovych funkei (ty se pak tradiéné nazyvaji molekulové spinorbitaly, 1 kdyz se
V tomto piipad¢ jednad o atom/iont) ze kterych pak lze sestavit bazi funkci tvaru (UV1) a
feSit problém vlastnich Cisel restrikce hamiltonidnu (VEA1) na podprostor
Antisym(Lz(RgN)®Hspin) generovany touto bazi. Existuje ale celd fada dalSich moznych
postupll hledani pfibliznych vlastnich funkci a ptibliznych vlastnich ¢isel hamiltonidnu H
(VEAL1), historicky i didakticky cennou (pro systémy s malym N i vyzkumné cennou)
ttidou metod jsou ,.explicitné korelované metody*, kdy se vinova funkce nenavrhuje ve
tvaru (UV1), ale ve tvaru ve kterém explicitné vystupuji kladné mocniny riy, ris, ... jako
prefaktory v linearni kombinaci kvadraticky integrabilnich funkci ostatnich proménnych.
Tim vlnova funkce s jistotou klesa pro rij = 0 k nule (viz kapitola o korelacni energii).

Kapitola 7 Priblizné metody rfeSeni stacionarni
Schrodingerovy rovnice

7.1 Hartree-Fockova metoda

7.1.1 Uvod

Uvazujme obecny bezspinovy hamiltonian® H

2 D(H) = C'R™ ~ L’R™), kde k e Ny (podie konkrétniho tvaru H ), tj. D(H ) je husty v L*(R™),
Nebot, dle 4.postulatu je nutné uvazovat i spinové ¢asti vinych funkei, 1ze uvazovat hamiltonian jako operator

l:' : LZ*(R3N) ®|=1N C25+l 9 LZ*(R3N) ®|=1N C2$+l.
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H: LZ(R™) - L¥R™), (x117)

pro systém N interagujicich identickych fermiond®® (s potencialni energii vzajemné

interakce V;; = VO I;,T;) ve vn&jsim poli (s potencidlni energii Vi = v r;)) tvaru

N
H = Y H®9@) + >V, (x107)
i=1 1<i<j<N
kde F e R®, H™(F)je jednogasticovy operator (piisobi pouze na prostorové proménné
jediné Castice - ;) plsobici na i-tou ¢astici,

HeO®F) = T, + V, (x108)

A

V;; je dvoucasticovy operator (plisobi pouze na prostorové proménné dvou ¢astic i-t¢ a j-té),

V x-reprezentaci obycejn€ funkce proménné r; = ‘F. - Fj‘ - vzdalenosti mezi ¢asticemi i
a j. '|:i zna¢i operator kinetické energie i-té Castice, v nerelativistickém ptipadé dany
vztahem
A p?2
T = —, (x109)
2m

respektive v x-reprezentaci

2
K (x110)
2m

kde m je (klidova) hmotnost i-té ¢astice (bez indexu, nebot’ na i nezavisi, predpokladali
jsme identitu uvazovanych ¢astic), P, je operator impulsu i-té ¢astice, # je redukovana
Planckova konstanta a 4; Laplacetv operator na prostorové proménné (T, € R%) i-té castice,
i €{1,2,..,.N}.

Hamiltonian H (x107) ma tedy v x-reprezentaci tvar

~ N ~
H o _ Z H (core) ('—.»I) + Z Vv (2) (f—; ’ "-'j ) ’ (Xlll)
i=1

1<i <j<N

kde

8 0 hmotnosti m a spinu s e {1/2,3/2,5/2,...}
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2
HeRe )y = T0 Lo - ;l—mAi + VO(T), (x112)

7.1.2 Formulace stavu odpovidajiciho systému s hamiltonianem H
(x111) pomoci vektorové funkce ¢,’

Uloha, kterou budeme chtit fesit, je vlastni problém linearniho, hermitovského
hamiltonianu H (x107) ve tvaru

Hé, = E, 4, (x119)
¢ 1ze formulovat jako vektorovou komplexni funkei ¢,” € LA(R®Y), tj. zobrazeni:
ot RN > CE (x120)

pro které plati

&,

d™Nr = 1, (x121) %

¢,

LZ(RBN)®C(ZS+1)N - J.st c(zm)“

kde |-

o je Eukleidovska norma na C", w = (2s+1)". Hamiltonian H je pak
matici operatorti I—A|i i » jehoz plisobenim na slozky vekotorové funkce (¢h); (j-td slozka)

vznika vektorova funkce ¢’, jejiz i-ta slozka je dana vztahem

@) = > Hle) (x122)

w
i-1

tj. jednd se o ,,nasobeni sloupcového vektoru ¢’ operatorovou matici zleva“. Pro
bezspinovy hamiltonian H je tato matice sou¢inem ,,skalarniho operatoru H, H : L3R
2 L2(R®™)* a jednotkové matice 1, € C™"Y. Vztah (x122) se pak redukuje na

(@) = H(), (x123)

7.1.3 Odvozeni Hartree-Fockovych rovnic

Uvazujme dale formulaci problému pomoci ¢, ’. Hartree-Fockova metoda je
pfibliZeni, které aproximuje piesnou elektronickou vinovou funkci ¢’ jedinym Slaterovym
determinantem ¢, tj. jedinym antisymetrizovanym soucinem ,jednocasticovych

8 Snadno se nahlédne, Ze pozadavky (x115) a (x121) jsou shodné.
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spinorbitalti*“ (direktni soucin ortonormalizovanych funkci z L2(R3) (orbitaly, prostorové
&asti spinorbitalu) a jednotkovych vektori z prostoru C***, kde s znagi celkovy spin i-té
Castice v relativnich jednotkach, s e {1/2,3/2,5/2,...} nezavisi na i).

Slatertiv determinant 1ze psat ve tvaru

Wn(l)(ﬁ)‘o-z,l>1 l//n(l)(rz)‘o-z,2>l V/n(l)(FN)‘O-z,N >1
o, (F.0,,) = ﬁdet l//n(Z)(r:l.).‘Gz,l>2 ‘//n(Z)(r.z.).‘Gz,2>2 l//n(Z)(rl\.l.).‘Gz,N>2 ,
l//n(N)(Fl)‘az,l>N Wn(N)(FZ)‘Gz,1>N Wn(N)(rN)‘O-z,N>N
(x124)
kde®®* R™N>F=(F,F,,..F) [ eR, F,eR .. F R’

{-s5+1,...515 3 G,, = (1, G, -or Bon), Oot € {-8,5+1,...,8-1, 8}, ...

|02>k € Zspinks
l-s>=(1,0,0....,0)",
|-s+1>=(0,1,0,...,0)", ....,
|s-1>=(0,0,...,0,1,0)",
ls>=(0,0,...,0,1)".

Uvazujme i = (N, Ny, ..., Ny) a funkce ¥, ¥ RR>C, ke {n1, Ny, ..., Ny} spliujici
podminky

w () € CY(R®*nL%R?), (x125)%
Vo 0o Wi 00k) = (ouglou) ], @@ AT = 5., (x126)"
<l//ql Uz,q |l//k! O-z,k> = <Gz,q | Gz,k>IR3 l7q (F) l//k (F) d3r = 5q k (X126)

kde bylo pouzito oznaceni

% Sipink je kanonickd baze C**!, Xy = @zt Zipink je kanonicka baze C" (w = (2s+1)"), tj. celého prostoru
spinovych stupiid volnosti.

8 k zde miize byt libovolné piirozené islo, nebo nula v zavislosti na konkrétni uloze.

8 Pro q = k dostavame (spinové &asti spiorbitalli jsou normalizované) specialng

2 3
IR3 [ d’F = 1. (x128)
Podminky (x125) a (x126) také garantuji platnost (x121) a platnost

(@,), € CHR™), (x137)

pro r-tou slozku ¢y, r € {1,2,..., w}, w= (2s+1)".
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(Fly o) = v o), (x127)

Aproximace ¢’ = ¢n odpovidd restrikci operatoru H na jednodimenzonalni
podprostor (piivodné nekoneéné-, pro vazané stavy spocetné nekonec¢né-, dimenzionalniho)
hilbertova prostoru L(R®Y). Protoze tvar funkei % v daldim budeme optimalizovat podle
Ritzova varia¢niho principu, je v8ak tento jednodimenzionalni podprostor nejoptimalnéj$im
jednodimenzionalnim podprostorem z hlediska hodnoty energie E,, tj. vlastniho Ccisla
hamiltonianu H a tudiZ v mnoha aplikacich neni tato restrikce natolik limitujici, nakolik se
muze zdat z hlediska (podstatného) rozdilu v dimenzi (1 vs. ).

Podle Riztova varia¢niho principu tedy hledejme soubor funkci ¥ spliujicich
(x125), (x126) z podminky extremality ° stiedni energie <E,> (jako funkcionalu E, =
En[en] zavislého na ¢, a tedy i ¥ pro vSechna k € {1, 2, ..., N}) ve stavu ¢, vzhledem
K variacim 0%, O ¥:

5(<En>+zgij(5ij —jngz(r)w,.(r)d%)j = 0, (x129)

Z definice <E,>

H

§0n> = R3N (0+ (ﬁ’o-z,i) l:| ¢n (ri’az,i)daNﬁ’ (Xl3l)

dle Slaterovych-Condonovych pravidel (nebo prostym dosazenim (x124) a (x111)
do (x131)) snadno obdrzime upravu (x131), tj.

N
1
(E,) = kzlhk + EZ J,=8(c,5,0,)Ki;, (x132)
= i,]

kde hy (x133) zna¢i k-ty diagonalni element jedno&asticového operatoru H €™ mezi stavy
{ ¥, Jij znaci tzv. coulombovsky integral (x134), Kjj tzv. vyménny integral (x135) a
Aa,b) = dap je Kroneckerovo delta.

he = [ @ORCy () dr, (x133)
3, = [ w@yEVO )y Ry () d°d, (x134)
Ky = [, 7,@wEVOE Ry Ry () dnd, (x135)

8 \/ dal$im textu pro jednoduchost nahradme n; 2 1, n; > 2, ..., ny 2> N, tj. k € {1,2,...,N}.

89 Podminka (x125) se splni vhodnou volbou bazovych funkei pti hledani aproximace Wy rozvojem do baze
C*(R? funkei, podminku (x126) zapo&teme metodou Lagrangeovych multiplikatort &ij, 1,J € {1,2,...N} (1.
fesime problém vazanych extremal funkcionalu E,[en] (x131).
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V notaci bézné pouzivané v molekulové kvantové mechanice 1ze vztah (x132) zapsat jako

k> 4 %;<ij[\/(z)‘ij>—5(021“0'2]]. (i @lij), (x136)

N
) = 3 e
k=1

pokud je tvar V@ ziejmy, je symbol <ab]V@|cd> zkracovan na <ab|cd>. Pod <abljab> se
pak rozumi <ab|jab> = <ablab> - 6(0,,4,02p)<balab>. Dosadime-li tedy (x136) do (x129) a
po elementarnich substitucich v dvoelektronovych integralech (prohozeni proménnych,
prohozeni ket a bra, ...) obdrzime

> IR3d3ﬁ<5l7i(ﬁ)|(lf‘y/,-(ﬁ)>—zﬂijs‘lﬂ,—(ﬁ)>J + ceo= 0, (x1362)

Z nezavislosti variaci a k nim komplexné¢ sdruzenych variaci 1ze odvodit, ze zadvorka v
(x136a) bude muset byt nulova, tato zavorka piedstavuje po diagonalizaci matice
Lagrangeovych multiplikatorti A;; soustavu Hartree-Fockovych rovnic. S je piekryvova

matice (odpovida pripadné neortogonalité baze) a F je Focklv operator tvaru

IfWi () = |:|(C0rQ)‘//i(F1) + z R? ‘l//j(FZ)‘ dgrz i (1)
jeoce "z , (x137a)
- Z5(O_z|’ ZJ).[R3 (r )V/I(r) ZV/J(FJ_)

jeocc

Focktiv operator se neméni (co do tvaru) unitarni transformaci ktera diagonalizuje matici
Aij. Hartree-Fockovy rovnice tak maji tvar

Fy. = A4Sy, (x138a)

Jejich feSenim jsou molekulové orbitaly, pouZitelné pro generovani Slaterovych
determinantti.

7.2 Metoda konfiguracni interakce (Configuration interaction, Cl)

7.2.1 Baze

Uvazujme bazi Slaterovych determinant (N X N) sestavenych z ortonormalni baze
spinorbitalﬁ90 (ptfedpokladejme navic Ze spinova ¢ast ma pro kazdy spinorbital charakter

% Nekdy se dokonce specifikuje (pro metodu Konfiguragni Interakce - Cl), e se jedna o feSeni Hartree-
Fockovych rovnic (pro zékladni stav). Jindy se voli pfimo baze atomovych spinorbitald (pevné volena
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vlastni funkce operatoru z-ové komponenty vektoru spinu a je tedy reprezentovatelna
sloupcovym vektorem (1 0)', nebo (0 1)', vice viz podkapitola ,,Obecny atom nebo
jednoatomovy ion* v kapitole ,,Integralni chyba feSeni Schrodingerovy rovnice®, zejména
mezi (X9) a (X18)),™ tak jak je uvedeno v kapitole ,,Uvod“ (UV1), tvar prostorové &asti
molekulovych spinorbitali w; (F) vSak vtéto veét€ (na rozdil od kapitoly ,,Uvod®)

nespecifikujeme, pouze pozadujeme ortonormalitu spinorbitalﬁgz. Bazi ortonormalnich
molekulovych spinorbitali ozna¢me jako B (pozadujme M > N)

B = {y,("|o,) | ke{l,2,...,M}}, (C11)

tato mnozina generuje Hilbertliv prostor (M rozmérny) jednocasticovych (zavislych na
proménych (prostorovych — I a spinovych — o) jedné ¢astice) funkci. Z té 1ze vygenerovat
pomoci antisymetrizovanych normalizovanych soucinit N riznych funkei zB o
proménnych 1, 0;1, T,, 072, ..., Ty, OzN, Ortonormalni bazi N-Casticovych funkci A, jejiz

elementy jsou funkce ¢n(T;, ozj) dané vztahem (UV1) z kapitoly ,,Uvod*.

A = {o,/(F,s,;))| nefl 2,..., P}}, (C12)

kardinalita A, ozna¢ovana card(A) = P musi spliovat

0 < P < (Mj - M (CI3)
N NI(M — N)!

index n lze, v souladu s (UV1) vnimat soucasné jak jako ptirozené ¢islo (je-li uveden u N-
Casticové funkce ¢, € A), tak jako potadové Cislo z {1, 2, ..., P} pro rostouci zobrazeni
z mnoziny {1, 2, ..., N} do {1, 2, ..., M}. Neprosta zobrazeni by odpovidala ptitomnosti
dvou stejnych spinorbitalli v Slaterové determinantu ¢, coz, jak 1ze z (UV1) ¢i (X9) ovérit
znamena rovnost fadkt v Slaterové matici a nulovost celé funkce pro libovolné hodnoty
proménych. Prostd, ale nerostouci zobrazeni lze kone€nym poctem permutaci funkénich
hodnot vZdy ptfeuspoiadat na rostouci. Lze ukdzat, Ze Slaterovy determinanty pro takova
zobrazeni n (UV1) odpovidaji (-1)’ — nasobku pro ono rostouci zobrazeni vzniklé¢ z n
pomoci p inverzi funk¢nich honot n(j), omezujeme se tedy na rostouci n, aby nedoslo
Kk zastoupeni jedné bazové funkce v A vicekrat.

prostorova cast ,,centrovana“ na stied dané¢ho atomu (do vypocetni baze se vklada pro kazdy atom tolik
spinorbitalti, aby to odpovidalo jeho pozici V periodickém systému prvkt, resp. jeho ,.elektronové
konfiguraci®), pak se hovoti o metodé Valencni vazby — VB.

T N>1,NeZ

% Celkove, ne nutnd zroveft prostorové a zaroven spinové casti, nicméné, vzhledem k tomu, Ze baze
molekulovych spinorbitalti ¥ (T )|o;>j obsahuje obecné vice jak dva prvky a baze spinové &asti je pouze
dvouclennd, museji byt ortonormalni i prostorové ¢asti molekulovych spinorbital odpovidajicich stejné
spinové cCasti
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7.2.2 Struény princip metody konfiguracni interakce

Konfigura¢ni interakce vychazi z Ritzova varia¢niho principu a fesi tedy problém

vlastnich stavii restrikce hamiltonova operatoru H (pro obecnou molekulu, viz podkapitola
o ,viceelektronova molekula) na podprostor Hy prostoru Antisym(L?(R*™)®Hgpin)
generovany ortonormalni bazi A. Tento vlastni problém je mozné formulovat (Ci
»reprezentovat®, ,pfevést na“) jako problém vlastnich ¢isel hermitovské matice H o
rozmérech M X M nad télesem komplexnich ¢isel a zapsat jako maticovou rovnici

HC = CE, (CI0)

kde C je matice jejiz sloupce jsou (orto)normalizované vlastni vektory matice H (C je pak
unitarni) a E je diagonalni matice s vlastnimi ¢isly H na diagonale sefazenymi tak, aby
jejich pozice odpovidala indexu sloupce C obsahujiciho pfislusny vlastni vektor. Vlastni
vektory H jsou vektorové reprezentace varia¢nich odhadua vlastnich funkci hamiltonianu.

7.2.3 Faktorizace prostoru generovaného bazi A

V praxi prostor generovany A dale faktorizujeme (Za pomoci piipadné existence
operatord komutujicich s hamiltonianem, jejichz existence napf. vyplyva z grupy symetrie
molekuly reprezentované jako mnozina stiedd jader daného typu v R® (ale muze vyplyvat i
Z komutacnich relaci hamiltonidnu se spinovymi operatory, ze symetrie hamiltonianu
vzhledem Kk permutacim identickych ¢astic, atd.). Hledané faktory jsou spole¢né
charakteristické podprostory téchto operatorti) a feSime rovnici (CIO) nikoliv na celém A,
ale pouze na jednom z jeho podprostorit charakterizovaném danou kombinaci vlastnich
isel ostatnich operatord tvoficich spoleéné s hamiltonidnem ,,Uplnou mnoZinu
komutujicich operatora (UMKO).%

7.2.4 Uplna konfiguraéni interakce vs. netplna

% To neni zadna dal$i aproximace. Hamiltonian H m4 na prostoru generovaném A, ale s .adaptovanou
bazi“ (bazi volenou tak, aby podmnoziny této nové baze (,,symetricky” nebo ,,spinové“adaptovana baze)
generovaly spoleéné charakteristické podprostory mnoziny viech operatori z UMKO s vyjimkou
hamiltonianu) blokové-diagonalni strukturu a tak jej lze s vyhodou diagonalizovat ,,po blocich“. Kdyz si
uvédomime, Ze vypodetni naro¢nost diagonalizace je O(N®), kde N je rozmér diagonalizované matice,
zjistime, Ze ,,diagonalizace po blocich®, je-li vzhledem k symetrii Glohy moZna, pifedstavuje podstatné
zefektivnéni procesu hledani vlastnich ¢isel a vlastnich funkci. Dalsi vyhodnou ,,prostorové a spinové
adaptace™ bazovych funkci z A (tj. hledani takovych jejich linearnich kombinaci, aby byly adaptovany ve
smyslu popsaném vyse) je schopnost Uplné klasifikace stavl. Stacionarni stavy (feSeni Schrédingerovy

rovnice H y = Ey ) jsou tak charakterizovany nejen pomoci své energie, ale i podle charakteru symetrie

vlnové funkce v prostoru soufadnic a spinti. To umoziyje klasifikovat i dovolenost optickych prechodu a
celou fadu dalSich véci. Neni vhodné opomenout ani skute¢nost, ze apriorni vylouc¢eni komponent vinové
funkce (Slaterovych determinantt, jejich lin. kombinaci, ...), které uz ze symetrickych diivodti nemohou do
této vinové funkce prispivat zamezuje jejich zahrnuti v rdmci n¢jakého numerického artefaktu.
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Metoda konfiguracni interakce se oznacuje dovétkem ,,iplna* nebo ,,plnd* pracuje-
li se v prostoru (nebo n&jakém jeho podprostoru vyplyvajicim ze symetrické a spinové
adaptace) generovaném A pro

P = M CIo
= [Nj (Cl0.aa)

tj. v prostoru vSech moznych antisymetrizovanych soucinii N spinorbitali vybiranych
Z baze o M spinorbitalech. Pokud je P mensi neZ vyraz na pravé strané (CI0.aa), hovotime
o ,,neuplné* konfiguracni interakci. Jako specidlni pripady (obecné) netplné konfiguracni
interakce oznacujeme CID, CISD, CISDT, CISDTQ, ..., kde CI znamena ,konfiguracni
interakce* a dal$i pismena oznacuji typ Slaterovych determinant, které jsou ptidany

@,) (obvykle sestaven z prvnich N orbitaldl baze B).

Kk tomu popisujicimu ,,zakladni stav*
»S° (Singles) oznacuje ,,monoexcitované* konfigurace, tj. Slaterovy determinanty ‘(pia>,
které se od zakladniho stavu lisi nahradou spinorbitalu (s indexem) a € {1, 2, ..., N} za
spinorbital b € {N+1, N+2, ..., M}. ,,D“ (Doubles) oznacuje ,,biexcitované*“ konfigurace, tj.
Slaterovy determinanty ‘(p;g> lisici se od zékladniho stavu obsazenim dvou spinorbitald,
i jk

»1 (Triples) oznacuje ,triexcitované* konfigurace (pabc>, ,»Q Ctyfnasobné excitace a

dale se znaci ¢isly. Vyhoda téchto metod spociva v relativné rozumné piesném popisu
mnohych systémil bez nutnosti diagonalizace pfili§ velkych matic. Nevyhoda spociva napt.
V tom, ze pii popisu disociace n¢jakého systému na podsystémy (napt. disociace biatomické
molekuly v Born-Oppenheimerové aproximaci, kdy feS§ime problém pohybu elektrontd
Vv poli pevné uloZenych jader a ostatnich (pohybujicich se) elektronti, v takovém piipadé
hamiltonidn obsahuje jeden geometricky parametr — mezijadernou vzdalenost. Pro rizné
mezijaderné vzdalenosti existuji rizné mnoziny vlastnich Cisel a vlastnich funkcei (resp.
jejich odhadli metodou CI). Pii pouziti metody CISD pro vice jak dvou elektronovou
biatomickou molekulu bude tato v oblasti velkych mezijadernych vzdalenosti popsana
vyrazné¢ hufe (energie bude vice nadhodnocena) nez v oblasti menSich mezijadernych
vzdalenosti (kde nebude energie tolik nadhodnocena) a rozdil energii tak bude zatiZen
systematickou chybou (v kvantové chemii nds obvykle zajimaji rozdily energii riznych
geometrii molekul). Pti pouziti plné CI — ,,Full CI* (FCI) tento jev nenastane. V oblasti
disociace (velkd mezijadernd vzdalenost) bude zmiflované biatmonikum popsano pfiblizné
stejné Spatn¢ jako v oblasti menSich mezijadernych vzdalenosti a rozdil téchto energii
(disociacni energie, resp. pribliZzeni k ni) nebude zatizen touto systematickou chybou.

7.2.5 Slaterova-Condonova pravidla

Lze snadno nahlédnout, Ze pro maticové elementy H;j bude platit vztah

A

H

H. = ) . =
! oo, _(CI0.b)

- — (¥ 7 = q e & 3z 43¢ 3
= IstRs"' e P (rl’rZ""’rN’Gz,k)H(Dj (rlvrzl""rN’Uz,k) d°rd°r, ...d°r,
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tedy elementy Hj lze vyjadfit jako 3N-nasobné integraly pies prostorové soufadnice a
skalarni soucin/vysc€itani pies spinové souradnice (neni v (CI0.b) explicitné vyznaceno).
Nastésti, pro ¢, definované jako elementy baze A (Slaterovy determinanty, viz (UV1)) a
pro hamiltonian dany vztahem (), tj. jako soucet jedno a dvoucastickovych operatorti, kde
jedno Casticové operatory maji vSechny stejny tvar li§i se pouze nazvem proméné na kterou
pusobi, podobné dvoucasticové operatory, které jsou navic symetrické vzhledem k zaméné
svych dvou (skupin)proménych plati tzv. Slaterova-Condonova pravidla formulovana
V nasledujici véte, kterd prevadeji vztah (CI0.b) na soucet ,,jednocasticovych® (3 nasobné
integraly z hlediska prostorové proméné) a ,,dvoucasticovych® (6 nasobné integraly)
integrala pies jednotlivé molekulové spinorbitaly. Formuluji také pravidla za kterych ma
maticovy element Hj jednodussi tvar a kdy je dokonce nulovy (lisi-li se Slaterovy
determinanty ¢ a ¢ o vice jak dva molekulové spinorbitaly). Jsou-li molekulové
spinorbitaly feSenimi Hartree-Fockovych rovnic pro zékladni stav pak navic plati
Brillouinova veta [28], ktera iika, Ze ,,maticové elementy hamiltonianu mezi zakladnim
stavem a viemi monoexcitovanymi konfiguracemi jsou rovny nule*®*

Véta CI1 [28]: Slaterova-Condonova pravidla

Za ptedpokladlii uvedenych vyse v ¢asti ,,Baze* uvazujme funkce ¢n. Uvazujme
operator Q s defini¢nim prostorem hustym na prostoru U = Antisym(Lz(RSN)®I-lspin).
Necht’ tento obsahuje maximalné dvoucasticové ¢leny, je linearni, hermitovsky, bezspinovy
a ma tvar

Q

300 + XY A, (cio0)

kde argumenty u operatord na pravé strané definice (CI0.c) urcuji na které proméné dany
operator pusobi, aplikuje-li se na vinovou funkci typu ¢, (resp. obecné linearni kombinace

¢n pro riizna n, neb je definovan na husté podmnoziné U), pro operator Qz necht’ plati

Q,(f. 1) = Q,(f, ). (Cl0.d)
Pro Slaterovy determinanty ¢, (UV1) zaved’'me také alternativni oznaceni
o0) = |aa, . ay), (Cl0.e)

kde aj oznacuji indexy jednotlivych spinorbital uspofadanych jako fadky Slaterovy matice
z (UV1) zhora dolu (tj. a; odpovida prvnimu tadku, @, druhému, ...). Dale zaved'me
oznaceni

% Konfiguraci se mysli Slateriv determinant slozeny z molekulovych spinorbitalti nalezenych feSenim
Hartree-Fockovych rovnic pro zékladni stav. Monoexcitovanou konfiguraci se pak mysli Slateriiv determinant
lisici se od Slaterova determinantu zakladniho stavu o jediny molekulovy spinorbital (obsahuje misto jednoho
molekulového spinorbitalu ze Slaterova determinantu pro zékladni stav tzv. ,,virtualni spinorbital® — soucast
feSeni Hartree-Fockovych rovnic, ale neobsazeny v Slateroveé determinantu pro zékladni stav).
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(al&b) = [, 7.(F) Q) w, (P d°F, (Clof)

tj. vyraz (CI0.f) je trojndsobnym integralem pres R® ze sou¢inu komplexné sdruzené
prostorové ¢asti spinorbitalu a (ktery je prvkem baze B) a vysledku pisobeni operatoru (jl
na prostorovou ¢ast spinorbitalu b. Vyraz (CI0.f) se také oznacuje jako ,,jednocasticovy
integral®. Analogicky pouzijme podobné oznaceni

<ab|©2|0d> = IR3 R3 Va(ﬁ)‘?a(rz)(jz(rl’ F2) ‘//c(rl)l//d (I’2) dsﬁdsrz’ (Cl0.9)
Pak plati:
Diagonalni maticové elementy operatoru (j
maji tvar B
. N . E! .
(2 1Q|p) = Z<ai|Q1|ai> + Z _ <ai a;|Q, |& aj>
N » i=1 A j=2 i=1 ’ (ClOl)
- Z z <ai a; ‘Qz‘aj ai>'§(o-z,i’o-z,j
j—2 i-1
kde Slatertiv determinant |p,> ma tvar (,,konfiguraci®)
o) = |aa,...ay), (Cl10.2)

vztah (CI0.1) Ize ptepsat také jako

-1

—

0 lle) = X (aldla) + >

i=1 j=2i

(a2, ‘QZQai a;)-5(c,;,0,;)|a, ai>).(CIO.3
)

Vyraz &, 0z5) je Kroneckerovo delta pro hodnoty oz a oy, tj. spinové proméné i-tého j-
tého spinorbitalu. Misto sumacnich mezi se n€kdy uvadi (napt. v [1], u Zobecnénych
Slater-Condonovych pravidel) vymezeni a € MO(K) (prvni sumace) a € MO(K), a’ €
MO(K), a # a’, kde MO(k) = {ai, az, ..., an}. Dalsim uziteCnym zapisem je pouziti notace
Lantisymetrizovaného integralu® pro dvojitou sumaci v (CI0.3), tj.

Il
-

A

(aa;]|Q, (a aj‘QZQai a;)-8(c,;,0,,;)|a, ai>), (C10.4)

a, aj>

Nediagonalni elementy operatoru (j mezi Slaterovymi determinanty liSicimi se o jediny

spinorbital
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Uvazujme dvé ,,konfigurace®,

o) = |aa,...ay,9), (C10.5)

|(0n> = ‘alaZ"'aN—lgl>! (Cl10.6)

kde g#g' jsou dva rizné spinorbitaly z baze B. Pak plati

N-1

(pQle) = (9']Qule) + X (a9'[Q]a9), (Clo.7)

kde bylo pouzito oznaceni (CI0.4)

Maticové elementy g mezi Slaterovymi determinanty liSicimi se o dva spinorbitaly
Uvazujme dv¢ ,.konfigurace®,
o) = |laya,...ay, gh), (C10.8)
o) = |aa,...ay,g'h'), (C10.9)
kde g #g'ah #h'jsou &tyfi navzajem rizné spinorbitaly baze B. Pak plati

Q

(9.1Qlo) = <9'h'H@2\|g h), (C10.10)

Maticové elementy (j mezi Slaterovymi determinanty li§icimi se o vice jak dva

spinorbitaly

Uvazujme dvé ,,konfigurace®,
o) = |a,a,...ay; 9 hi), (C10.11)
o) = |aa,...ay, 0" h'i'), (CI0.12)
kdeg #g', h#h' ai#i'je Sest navzajem riiznych spinorbitalii baze B. Pak plati

Q

(9.1Qle) = 0, (C10.13)

Dukaz:
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Diagonalni elementy operatoru Q :

Uvazujme zapis determinantu® (UV1) pomoci sumy permutaci (pro lepsi Citelnost
v dolnich indexech nahrazuji vyrazy a; za a(j)),

o) = ﬁﬁz Sgn(ﬂ)ill Vo) )] 00 ) oy (C10.14)

e S(N)

oy (C10.15)

<(Pk| = ﬁ Z Sgn((ﬁ)l} ‘/7a((p(i))(ri)<5z,i

peS(N)

Vyjadteme vyraz (¢, |Q,(F)|@,) pro | e {1, 2, ..., N} dosazenim (CI0.14) a (CI0.15) a
vyuzitim relaci ortonormality pro { ¥(7) |o:>j | ] € {a1, @z, ..., an}} < B. Vznikne vyraz ve
tvaru souctu (N!)2 soucinll 2N prostrovych casti a skalarnich soucinit 2N spinovych ¢asti
S jednocasticovym operatorem pisobicim na proménou I, uprostfed integrovany pies RV,
Snadno usoudime, Ze plati ,,VSechny spinorbitaly, jejichz prostorova proména neni shodna
s proménou operatoru museji byt ve stejné permutaci v soucinu pochazejicim z ketu
(C10.14) i v soucinu pochazejicim z bra-vektoru (CI0.15), jinak je vysledek nulovy kvili
ortogonalité spinorbitalti*. Dusledkem je (maji-li dvé permutace N prvki stejné hodnoty na
N-1 prvcich, jsou identické), ze funkce na kterou plisobi Ql(ﬁ) (tj. funkce s argumentem
I, ) musi mit nalevo od operatoru ,,protéjSek* (funkci stejné proméné) stejného indexu pro
spinorbital. Tj. necht ta na kterou ptisobi Ql(ﬁ) ma index a(z(l)) pro néjaké 7 € S(N), pak
jeji ,.prot&jsek™ davajici po integraci nenulovy piispévek ma také index a(7(l)), respektive
ma-li index a(¢(l)) (z (Cl0.15)) pak ¢ = 7 a dvojita suma ve vyrazu <§0k |Ql(ﬁ)|(0k> se
redukuje jen na své diagonalni éleny%, tj. plati

Qo) = — X [ Vaway@) Q) Wageay () 4%, (C10.16)

N !ﬂES(N)

sumace pres N! permutaci je vSak zbyte¢na, nebot” v sumandu se vyskytuje pouze akce
permutace na I-ty prvek. Lze tedy sumovat pouze pies mozné vysledky této akce (pokryvaji
{1, 2, ..., N}, tj. indexy odpovidajicich spinorbitalt pokryvaji {ai, ay, ..., an} a kazdy srand
V nové sumaci nasobit po¢tem permutaci, které davaji stejnou akci na |-ty prvek (to je vzdy
(N-1)!, coz se krati s N! na N ve jmenovateli). Nakonec, ve vzniklych integralech lze
vynechat index |, nebot’ vysledek urc¢itého integralu nezavisi na pojmenovani integracni
proméné. Tim obdrzime vztah

% sgn(z) zna¢i znaménko permutace 7, S(N) znagi mnozinu viech permutaci N prvka {1, 2, ..., N}.
Soucin znamének permutaci je +1, neb jsou pro obé (navzajem rovné) permutace shodné.
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(P | Qo) = % (a;]Qa;), (C10.17)

=1

vyséitanim pies | € {1, 2, ..., N} pak vznika prvni ¢ast vyrazu (CI0.1), ¢i (CI0.3) (vyscitani
vede na levé strané k diagondlmu elementu jednocésticové Casti operatoru Q ana pravé
stran¢ k vynasobeni faktorem N, nebot’ prava strana na | nezavisi). Dvoucasticovou ¢ast
obdrzime analogickym postupem — zvolme si operator QZ(F, ,T,) (I <p) a pocitejme jeho
maticovy element mezi vyrazy (CI0.14) a (CIO0.15). Pro upravu se pouzije stejného
obecného tvrzeni ,,VSechny spinorbitaly, jejichz prostorovd proména neni shodna
S proménymi operatoru museji byt ve stejné permutaci v soucinu pochazejicim z ketu
(C10.14) i v soucinu pochazejicim z bra-vektoru (CI0.15), jinak je vysledek nulovy kvili
ortogonalité¢ spinorbitalti“. Dvojnd suma vznikla vynasobenim Qz(ﬁ ,T,) (Cl0.15) zleva a
(Cl0.14) zprava se tim zjednodusi na jinou dvojnou sumu, kde prvni suma séitd pies
permutace 7 € S(N) a druha ptes vSechny mozné permutace, které po slozeni s 7 poskytnou

permutaci davajici stejnou akci na vSechna ¢isla s vyjimkou | a p. Takové permutace jsou
ale jen dvé — identita a inverze prvku | a p. Plati

A 1 _ . -
(@ |Q. (T, Floy) = N ;N) {Zd: }sgn(go) J.R3J.R3 Vatreoy T Wagzop(ey (Fp) % i1
e ge{id,inv , .

xQ, (1, Fp) Wa(ﬂ(l))(rl)lr//a(n(p))(rp) dsﬁ dsrp <O'z O-z,(p(l)><o-z,p ‘O-Z,(p(p)>

8)

Podstatna je z permutace 7 opét jen hodnota akce na prvcich | a p, proto staci scitat pies
vysledky této akce a nasobit poétem permatuaci poskytujicich dany vysledek ((N-2)! )
Rozepsani druhé sumy v (CI10.18) pak vede (po vypocteni skalarniho soucinu spinovych
&asti) na tvar”’

(0] Q. F)lo) = N(N 5 ZZ e S 7o )72 ()

i=2 j= ,(ClOlg)
% Qa1 Ty) Wy ()Wagy (1)) = Wy (W (1) -6(0,0,,)) 4R 0
Pfejmenujme integracni proménné na I; a I, a pouzijme oznaceni (CI10.4)
i-1

N(N 1),z @

2 j=1

(0] Q, (. T)|e) =

iQ)|aa;), (C10.20)

vyséitanim  (CI0.20) pies |, p € {1, 2, ..., N}, p > 1 obdrzime na levé strané (CI0.20)

A

diagonalni element dvouelektronové ¢asti Q a na pravé strané povede takové scitani jen

97 Faktor 2 (pro dalii zobecnéni bych mohl uvadét 2!) odpovida tomu, Ze v sumé se s&ita pies i > j, nikoliv
pies i # j, jak by nazna¢ovala ptivodni ivaha v textu nad (C10.19).
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k vynasobeni faktorem N(N-1)/2 (pocet riznych kombinaci 2 prvki z N prvki). Tim je pro
diagonalni elementy dikaz hotov.

Nediagonalni elementy operatoru Q mezi Slaterovymi determinanty liSicimi se o jediny

spinorbital

Postupujeme pdobné jako v pfedchozim ptipadé€. V piipade jednocasticového Clenu
N
z Q,(F;) je zvolen I-ty Clen operatorového souctu a ten je vyndsoben <gx| zleva a |py>
j=1

zprava. Po integraci ,,pteziji* jen ty dvojice permutaci 7, ¢ (z vyjadieni obou Slaterovych
determinantti analogického k (CI0.14) a (CI0.15), kde 7 odpovida permutaci v ket-vektoru
a ¢ permutaci v bra-vektoru), které budou mit na I-tém misté spinorbitaly g' (bra) a g (ket) a
na ostatnich pozicich budou stejné. Takovych je (N-1)!, vyscitani pies | € {1, 2, ..., N}
povede pouze K nasobeni vyrazu N, nebot’ po integraci jiz nemize na | zaviset. Faktor
v ¢itateli tak bude (N-1)!N = N!, coz se zkrati s 1/N! Ze soucinu normaliza¢nich prefaktort

Slaterovych determinanti |@,> a |@> (UV1) a tak plati
N A A
(2. |> Qo) = (9']Q]9), (C10.21)
=1

V piipadé dvoucasticového Clenu

-1

i Q,(7. 1)), (C10.21b)

j ‘

—

21

Il
[y

zvolme napt. ¢len pro i =1, j = 2 (pro jednoduchost, vysledek jeho integrace na i,j nezavisi,
tj. maticovy element celého dvocasticového Clenu mezi <gn| a |@> ziskame opét
vynasobenim N(N-1)/2), po jeho vynéasobeni <¢y| zleva a |p> zprava (permutaci v zapisu
determinantu <gn| oznacujme ¢, permutaci v zapisu |@> 0znacujme 7). Nenulové budou
takové kombinace soucini (odpovidajicich permutaci ¢) ze zapisu bra-vektoru a
(odpovidajicich permutaci 7) ze zapisu ket-vektoru ve kterych bude (k) = ¢(k) Vk > 2 a
kde spinorbitaly g' a g budou mit prostorové proméné r,, nebo T, % (budou-li mit stejnou
prostorovou proméou, odpovida to situaci, kdy 7 = ¢, budou-li mit jeden proménou T, a
druhy T, odpovida to situaci, kdy se za ¢ lisi o inverzi (1 2)), tj. dvojitou sumaci pies 7 €

% Divod je zfejmy. Je jim jiz dvakrat zmin&né tvrzeni, Ze nenulové piispévky mohou pochazet pouze od
takovych dvojic permutaci ¢ a 7, které poskytuji pro danou proménou (na kterou nepisobi operator) vzdy
stejné spinorbitaly. Pro proménou na kterou operator ptisobi nemuseji poskytovat nutné stejny spinorbital, ale
konzistence indexu onoho spinorbitalu s tim, Ze ¢ a 7 jsou permutace, znamena, ze ty orbitaly o které se
Slaterovy determinanty ¢, a ¢ lisi museji mit stejnou proménou jako ma operator a piipadné dalsi prostorové
proméné operatoru budou koincidovat s prostorovou proménou dvojice stejnych spinorbitald z ketu a bra-
vektoru.
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S(N), @ € S(N) lze zapsat opét jako soucet pies 7 € S(N-1) a pies permutace spinorbitalt
se stejnymi prost.proménymi jako ma operator (52 (r, n),t.

<(Pk |Qz(rl’ F2)|(”k> = JRg_[R3 l//a(;z(l))(r)‘// (,)x

1

N1 neS(N—l) .(Cl0.22)
Xéz(ﬁ' r,) (Wa(ﬁ(i))(rl)wg () - Vg (rl)Wa(ﬁ(i))(Fz)'5(Gz,l’Gz,p ) dgrldafz
Séitani lze zjednodugit na s&itani pies mozné hodnoty (i) (pozice g a g' je

fixovana®, proto 7 € S(N-1) a ne S(N)) a pocet takovych (i), které je poskytuje (vzdy (N-
2)!). Tim vznika vztah

Y (a ¢' [0 g, (CI0.23)

Ao 2
<¢k|Q2(rl’ r2)|¢k> = m ~

Jeho Vynésobenim poétem ¢lentl v (CI0.21b) pak vznika vztah

<¢k|z Z Qz( i J)|§0k> = §<ai gl Héz“ai g>’ (Cl0.24)

j=2i=1

ktery po secteni s (CI10.21) poskytne vztah (CI0.7), ktery byl v této ¢asti dlikazu dokazovan.

Maticové elementy (j mezi Slaterovymi determinanty liSicimi se o dva spinorbitaly

Jednocasticova ¢ast je nulova z toho diivodu, Ze podminku aby proména operatoru
koincidovala s proménym vsech spinorbitalt, které se v bra-Slaterové determinantu lisi od
téch v ket-Slaterové determinantu nelze pro dva ,odlisné spinorbitaly v kazdém
Z determinantil zajistit pro zadnou dvojici permutaci (¢, 7) € S(N) X S(N) (oznaceni jako
v predchozich odstavcich).

V piipadé dvoucasticové ¢asti tuto podminku lze splnit pouze tehdy bude-li ¢ = 7,
nebo ¢ o 7= (1 2)*' (uvazuji nejprve &len Q, (F,, F,)). A budou-li spinorbitaly g', h', g, h
sdilet prostorové proméné s operatorem @2 (f,, 1,). Tj. vavahu pfichazeji nasledujici ctyfi
dvojice permutaci (@, 7):

(o 21 (P1) =g, ¢2) =h', 2(1) = g, #(2) = h, p(K), AK) lib. pro k > 2),
(¢, 7)2 = (A1) =h', ®2) =g, (1) = h, 2) = g, ¢(K), (K) lib. pro k>2),
(2 (A1) =9, @2) =h', (1) = h, A2) = g, ¢(K), (K) lib. pro k> 2),
(@ M)a (P1)=h', p2) = ¢, 2(1) = g, #2) = h, p(K), AK) lib. pro k > 2),

% Jednou tak, 7e odpovidajici prostorova proména je I,, podruhé tak, Zze odpovidajici prostorovd proména je

I‘ Tyto dva ¢leny jsou seéteny a v jednom z nich jsou prohozeny proméné r a I‘ (operator Qz( i J) je

vici této operaci invariantni dle predpokladu a urcity integral nezavisi na pojmenovani integracni promené¢),
to zpuisobi vznik multiplikacni konstanty ,,2* ve vztahu (CI10.23)
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Vysledek integrace je pro permutace (@, 7)1 a (@, 7), stejny. Stejné tak pro (@, 7)3 a
(@, 7)4. PocCet permutaci typu (@, 7)m je pro kazdé m € {1, 2, 3, 4} stejny a to (N-2)!, coz po
vydéleni N! ze zapisu sou¢inu Slaterovych determinanti typu (UV1) poskytuje 1/(N(N-1)),
coz je ale tfeba nasobit dvémi, chceme-li za touhto mlutiplikativni konstantou zapocitavat
pouze navzajem neidentické integraly. Vyscitani pfes razné indexy proménych operatora
Qz vede k vynasobeni faktorem N(N-1)/2. Tim lze vztah (CI0.10) povazovat za dokazany.

Maticové elementy (j mezi Slaterovymi determinanty liSicimi se o vice jak dva

spinorbitaly
Jedno i1 dvoucasticova cast je nulova z diivodu ktery je uveden pro piedchozi ptipad
Vv prvnim odstavci diskuze ptedchoziho piipadu. Q.E.D.
Véta CI2 [28]: Brillouinova véta

Bud’ H hamiltonian (linearni, hermitovsky, zdola omezené spektrum). Bud’ |gp>
normalizované energeticky nejniz§i feSeni Hartree-Fockovych rovnic sestavené
z ortonormalnich molekulovych spinorbitalt ¥(F) o> (I € {1, 2, ..., N}, |@> €
Antisym(L*(R*™) ® Hgpin), # € LXR%), %(F) |oz>p (p € {N+1, N+2, ..., M}) necht’ jsou
gp§> (aed{l, 2, ...N}, be{N+1, N+2, ...,
M} ,,monoexcitovand konfigurace™, tj. Slateriv determinant slozeny ze stejné a stejné

uspofadané mnoziny spinorbitald jako |gp> ve které je ale spinorbital s indexem a nahrazen
spinorbitalem s indexem b. Pak plati:

virtualni spinorbitaly pro feSeni |@>. Dale bud’

(2|F @) = (m|H|@l) = 0 V(abeZ,l<a<N+l<b<M),  (Cl0.25)
Diikaz: Viz [28]
Véta CI3 [1]: Zobecnéna Slater-Condonova pravidla

Z technickych diivodi pfesunuto do Ptilohy C.

Kapitola 8 Integralni chyba feseni schr“odingerovy
rovnice

8.1 Elektronova cast
8.1.1 Obecny atom nebo jednoatomovy ion

Uvazujme Hamiltonian obecného atomu, nebo jednoatomového ionu ve tvaru
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(X1)

Vv Rydbergovych atomovych jednotkach, Z je protonové ¢islo, n je pocet elektronti (tj. n =Z
— (, kde g je naboj jednoatomového iontu déleny nabojem elektronu, pro elektroneutralni
atom plati Z = n). Nyni uvazujme jeho druhou mocninu, ta ma dle [1] tvar

zo )+ D> 0,(F, F)+ DOy, T, T)+ D.O,(F, T, F.T), (X2)

i>] i>j>k i>j>k>l

Kde O je k-casticovy operator, tj. operator pusobici soucasné na K ¢astic a kde tyto
operatory maji tvar

cil(r)zAzﬂL‘lz2 +2z{ i} (X3)

O, (f.F,) Zi—82i(£+lJ—2{i,Al +A2}+822£l+2A A, +2Z (EAZ +1A1J
I

rlZ r12 rl r-2 r12 r‘1 r‘2 1 r2

(X4)

és(ﬁ,Fz,Fs)=8[ii+ii+ii]—4(iﬁ3+iﬁz+iﬁl], (X5)

r12 rlS r23 r21 r31 r32 r-12 r13 r23

kde

A 27

hj = Aj + r— , (X6)

J
0, (F,.T,.F,.T,) = s(ii+ii+ii], (X7)
r-12 r34 r-13 IF24 r14 r23

vySe zminéné operatory Ok jsou invariantni vzhledem K libovolnym permutacim
polohovych vektori které maji za argumenty (jsou to operatory plisobici na funkce této
proménné, tj. pasobi-li na funkci majici jesté jiné proménné, jsou tyto ,,jiné* vnimany jako
konstanty). Uvazujeme-li béazi ortonormalnich Slaterovych determinanti (sestavenych
z ortonormalnich spinorbitali), jak je uvedeno v [1], pak pro vypocet maticovych elementt

H?2 mezi nimy lze odvodit tzv. ,,Zobecnéna Slater-Condonova pravidla® uvedena v [1].

Tato pravidla vy&isluji maticové elementy H? mezi Slaterovymi determinanty, tj. 3n
rozmérné integraly typu
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CACEE AR IR A (A AN ALEE AR AN bdF d°F, .. d°F,,  (X8)
kde ¥ a ¥ jsou Slaterovy determinanty, také popsané v [1, str. 120], tj. antisymetrizované

souciny n jednoelektronovych spinorbitali (i1, i2, ..., in), které 1ze zapsat jako

@1 (Y1) @1(Y,) - @(Y,)

‘Pi(ﬁ,Fz,...,Fn)=idet a’izz(yo a’i2§Y2) a)iZ:(yn)’ (X9)

Jm

a)in(yl) a)in(yz) a)in(yn)

kde axn(yp) jsou spinorbitaly, tj. (normalizované kvadraticky integrabilni) funkce Ctvefice
proménnych Y, = (Fip, F2p, F3p, Ozp), kde prvni tii proménné jsou slozky polohového
vektoru b-té Castice a posledni proménna je z-tova komponenta spinu b-té ¢astice (spinova
proménd nabyvajici dvou diskrétnich hodnot — ,,-1/2* a ,,+1/2*). Bazové spinorbitaly jsou
obvykle voleny ve tvaru

,(y,) = Py(a) (1) No(a) (C,0) (X10)

kde ¢ a @ jsou zobrazeni (No = Np) pfifazujici indexu spinorbitalu a indexy odpovidajici
prostorové (@ga)(rv)), respektive odpovidajici spinové (77¢a)(0ozp)) Casti. Spinové Casti jsou
pfedpokladany byt jednou ze dvou bazovych funkci prostoru komplexnich funkci jedné
diskrétni komplexni proménné nabyvajici dvou moznych hodnot. Tj. bud’ 770, nebo 7,

Mos1y - { ; ;}—>C (X11)
1 1

Mo (— Ej =1L (+ Ej =0, (X12)
1 1

m (— 5) =0, 771[+ Ej =1, (X13)

ne¢kdy byvaji spinorbitaly také zapisovany jako sloupcové vektory o dvou slozkach, coz
odpovida izomorfismu mezi prostorem komplexnich funkci nad mnozinou {-1/2,+1/2}
(ozna¢me jej jako I*({-1/2,+1/2}) a uvazujme na ném skalarni soucin ve tvaru (X14)) a
prostorem CZ.

+1/2

(x|u)= Zz Ju(o), (X14)

=-1/2

V tomto zapisu plati
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I7,) = 1 X15
770>—(0j’ ( )

n.)= m . (X16)
Zobrazeni ¢ a @ mohou byt napft.

g(@ = a div 2, (X17)

®(a) = a mod 2. (X18)

Vysledkem Zobecnénych Slater-Condonovych pravidel jsou vyrazy obsahujici nasledujici
integraly (viz Tabulky Y1-Y3, fadky obsahujici ,,ano“ u H?2 - sloupce ,,H“ a ,, H 2
znamenaji, zda-li se ve vzorcich pro maticové elementy (mezi Slaterovymi determinanty)
prislusnych operatora (I:| nebo H 2 190y dany integral vyskytuje. Viechny integraly
vyskytujici se ve vzorcich pro vypocet maticovych elementt H se vyskytuji i ve vzorcich
pro vypodet maticovych elementéi operatoru H?2, v t&ch ale vystupuji i nové integraly,
napf. <pv|l/ri,’lop> (z Tabulky Y2, prvni fadek), ktery je pom&rné nezvykly pro
nerelativistickou kvantovou mechaniku, nebo tficasticovy (a tedy devitinasobny) integral
<uvA|1/(rizris)|lopé&> (jediny fadek Tabulky Y3), vyskytujici se ve vzorcich pro maticové

elementy operatoru H? mezi Slaterovymi determinanty pro tfi- a viceelektronové atomy a
atomové ionty)

Tabulka Y1: Jednocasticové integraly

Poradové ¢islo Zapis H H 2 Vyskyt v Oy
1 <p|A?|v> ne ano 1
2 <p|A/r)v> | ne ano 1
3 <u{A,1/r}lv> | ne ano 1
4 <u/Alv> ano ano 2,3
5 <p|(2/r)[lv> | ano ano 2,3

Tabulka Y2: Dvoucasticové integraly

Poradové cislo Zapis H H 2 Vyskyt v Oy
6 <uv|l/ri’lop> | ne ano 2
7 <uv|1/(ryory)|op> | Ne ano 2
8 <pv|ry "t Adjop> | ne ano 2
9 <uv|l/rilop> | ano ano 3,4

1% Operatorem H je min&n plné nerelativisticky hamiltonian pro viceelektronovy atom pii zanedbani &lenu
hmotové polarizace (jeho zastoupeni je imémé podilu hmotnosti elektronu a jadra). Pokud neni zminéno
jinak, ,maticovymi elementy* operatoru se mysli maticové elementy mezi Slaterovymi determinanty
sestavenymi ze standartné pouzivanych spinorbitalil, jejichz prostorova ¢ast je typu STO (orbitaly Slaterova
typu), nebo GTO (orbitaly Gaussova typu).
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Tabulka Y3: Tti¢asticové integraly
Poradové Cislo Zapis H H 2 Vyskyt v Oy
10 <uvA|1/(riori3)lopE> | ne ano 3

Uvazujme dva rizné typy bazovych funkci (X19) — prostorovych ¢asti spinorbitalt (tj.
atomovych orbital), orbitaly Slaterova typu (X20) a orbitaly Gaussova typu (X21).

@;(r,0,4) =R, (r) Yl(i),m(i)(01¢) ) (X19)
K@ .
RO = all jyuap " exp(- 0 i)T) (X20)
=1
GTO d (i) 1G)+n(i. ) .
R™(r) = Z‘I bn(i,j),((i,j) r exp (=¢(i,j)re), (X21)
i

kde r, 8, ¢ jsou sférické soutadnice odpovidajici polohovému vektoru F, Rj je radialni ¢ast
atomového orbitalu, Y me) je thlova (angularni) ¢ast orbitalu, i € N, 1(i),m(i) € No (Vi €
N), Im(i)| < 1(i) (Vi € N), Yim je sféricka harmonicka funkce, tj. funkce tvaru

Y, (0,0) - \/ ZL”\/ oy Prn (oSO ™ (x22)
T

I +m)!

8.1.1.1 Jednoelektronové integraly

8.1.1.1.1 Piekryvové integraly <u|v>
Prekryvovy integral je dan vztahem

I |4

no = <l//,,‘l//v>

NAGIAGK NS (IN1)

jednoelektronové, kvadraticky integrabilni funkce ¥, a ¥, predpokladam ve tvaru
soucinu radidlni a anguldrni ¢asti (X19). Tj. lze psat

o = Oiyim O Radial

u,0 7

(IN2)

m(x),m(v)

kde
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Radial, ,

T r’R,(NR,(r)dr, (IN3)

8.1.1.1.1.1 Baze STO

Uvazujme nasledujici tvar radialni ¢asti vinové funkce (a € {I(a) + 1, 1(a) + 2, I(a)
+3,..} 72.>0)

R,(r) = r*lexp(-n,r), (IN4)

pak za pomoci vztahu (XX35) obdrzime

14
Lo =

+v Nty +V!
rexp(=(n, +n,)r)dr = 17" = #’('NF’)
u v

o—3

8.1.1.1.1.2 Baze GTO

Uvazujme nasledujici tvar radialni ¢asti vinové funkce (a € {I(a) + 1, 1(a) + 2, I(a)
+3,...} &>0)

R.(r) = r*lexp(=¢,r?), (ING)
pak za pomoci vztahu (XA24) obdrzime (pro licha u+ v):

< —1N
|;’0 — J‘ el exp(_(é/# +Cv)r2 ) dr = Kf:i:{w(O) _ (/U+V 1) ,(|N7)
0

H+v+1

[2(¢, +&1 °

a za pomoci (XA25) pak pro suda u + v

1", = Tr”+vexp(—(§ﬂ+§v)r2)dr = K@ 2 (’u+v_1)ﬂ!iv+l\/§,(lN8)
’ [2(5, +&))] °

8.1.1.1.1.3 Baze GTO — pouzivana pro obecnou molekulu [5]

Bazové jednocasticové funkce jsou v molekulové kvantové chemii konstruovany
jako ,,centrované“ na urCitych atomech, tzn. obsahuji soufadnice urcitého jadra A jako
parametr,

v,a(F) = w,[F-R,). (IN9)
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Jako ¥, jsou pouzivany dva typy - ,,Kartézské GTO funkce™ ¥, (X, Y, z) (IN10), nebo jako
»Sferické GTO funkce W . (r, 6, ¢) (IN11).

v, (xy,7) = Nyx"(”)yb(“)z“‘"exp(—{ﬂrz),101 (IN10)

kde

ro= Jx2+y2+z?%, (IN10.b)

¥, (r,0,4)

N, I exp(= &, r2) Y, min 65 6 (IN11)

V obou ptipadech lze pro soucin dvou Gaussovskych funkci snadno pouzit tzv.
»produktovou vétu®. Integraly pro ,,obecno molekulu® budu déle uvadét prevazné v bazi
(IN10). V té je zajimavé, ze plati

a(u) +b(u) +c(u)
1 1 aw)  gbw)  Helw) " -
N, I(F-R,) = F) ,(IN12
N, (2@} 0 X 3 gy P gzt 7Z2ve ) W ,a(r)( )
kde
wO(F) = exp(- £, r?), (IN13)

tj. staCi vypocty provést pro 1s-funkce dané vztahem (IN13) a pro obecné funkce ¥, a(T')
se provede vypocet pomoci derivace integralu podle parametru, tj. se snadno zjisti
Z hodnoty vysledku pro 1s-funkce. Zde zminim dileZitou ,,Produktovou vétu pro 1s-
funkce* a ,,Techniku pro integraci pomoci Fourierovy transformace*.

Veta INI. Produktova

Soucin dvou 1s-Guassianii tvaru ) (F - R,) = exp(- ¢ LT = R, |?) centrovanych
na jadrech o polohovém vektoru R A a ﬁB je 1s-Guassian centrovany v bodé Isp lezicim na

spojnici R A a ﬁB nasobeny prefarktorem zavislym na vzdalenosti | R A - Ry |. Plati
v (F-R) v (F-Ry) = K“(R,~Rg) v (F-Rp), (IN14)

kde

101 Zcela obecné je ve tvaru , misto exp( - ¢ r’) linearni kombinace Cu1exp(- &1 r’) + Cu2exXp(- & r’) + ...
+Cynexp (- & r’). Zde jsem se omezil na piipad tzv. ,primitivnich Gaussiani®, kdy je k = 1. Obecngjsi
piipad se ziska snadno sectenim piispévki jednotlivych primitivnich Gaussian.
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K“(R, ~R,) = exp[ LYLC ﬁA—ﬁs‘zJ, (IN15)
y+§v
R, = M, (IN16)
.6,
@ F) = exp(-(¢, +¢,)r?), (IN16.b)

Diukaz:

Spojeni argumentli exponencidl pfi soucinu poskytne:

s |2 IiA vﬁB -
F—RB‘) = [(QVMJer)[I’ZZ[%J-rN + (|N1

7)

. - |2
~ (£ [T-R +¢,
+ CRY+ R
kde

ro= |7, Ry = [R| Ry = [Rs|, (IN18)

nyni v (IN17) provedu doplnéni na ctverec v kazdé slozce vektorti a ty pak spojim do
kvadratu velikosti jiného vektoru, vznikne tim

~(C|F-R ¢

- — 2
) é,,RAmRB]

F_liB‘z) = - (é/y+é/v)£l_; L+ ¢

2 .(IN19)
[C.RA+ LRy
¢, +¢,

- §RA = CRg +

Diky vztahu (IN19) je tak vztah (IN14) a (IN16) dokazan. Zbyva dokazat platnost (IN15),
coz lze snadno provést upravou druhého fadku v (IN19)

CRAGR] g R i) s 2805

R, - Rg,(IN20)
Cute, C.+¢, Cute,

~C.RL = CRg +

coz (IN20) Ize zapsat ve tvaru, ktery je uveden v argumentu exponencialy v (IN15). QED
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Dusledek I  Béaze GTO byla v kvantové chemii zavedena pravé kvili moznosti pomoci
produktové véty redukovat pocet center na kterych jsou bazové funkce ,,usazeny®.
Naptiklad integral <u v |1/r12|p 0>, kde u, v, pa o jsou atomové orbitaly kazdy centrovany
na jiném atomu lze v bazi GTO pievést na ,,dvoucentrovy* a je spocitatelny analyticky.
V bazi STO neni analyticky spocitatelny. Nevyhodou baze GTO oproti STO je Spatny
popis vinové funkce v okoli jadra a ve velkych vzdélenostech. Tento efekt lze
mnimalizovat pouzitim velké a vhodné volené baze.

Disledek IT: S pouzitim vztahti (IN12) a (IN14) lze libovolny piekryvovy integral pro
obecnou molekulu vypocist pomoci nasledujiciho vztahu pro integral, ktery oznacim jako

solie = [ [ [ v -RYwY(-Ry) dxdydz, (IN21)

a vypoctu substituci pomoci ,,sférickych soufadnic s posunutym sttedem®, tj. r € (0; «), €
€ (0; n), ¢ € (0; 2n),

X = —X, + rsinécosg, (IN22)
y = =Y, + rsiné@sin ¢, (IN23)
Z = —-Z, +rcos@, (IN24)

kde R, je dano vztahem (IN16). Pouziji produktové véty (proto byl stied volen v R, ) a
vysledkem bude

sh 1, = arROIE, R (-, )i -
0

3/2
_ || R“I@&,-R,
) R

, (IN25)

neboli

3/2
1s-1s | v _ T _ é/ﬂ é/V 5 D 2
e B (@MJ exp( e | R RB\], (IN26)

tj. 1 prekryvovy integral dvou gaussianti ma charakter gaussianu (ovSem v proménych
jader)

8.1.1.1.2 Integraly kinetické energie, <u|A|v>
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Diilezity je zde zapis Laplaceova operétoru ve sférickych soufadnicich v R®, kdyz
pusobi na soucin radialni ¢asti a funkce linedrni kombinace Kulovych funkei Y|, pro rizna
m, ale pevné I, tj.

2
* 20 _10+Y

A
' or? ror r2

, (IN27)

Uvedené integraly jsou ve skutecnosti zapornou hodnotou integralti odpovidajicich
kinetické energii v Rydbergovych jednotkach (ve kterych mé zakladni stav atomu vodiku
energii E = -1). Definice je nasledujici

e = (walalv,) = (w.jalv.). (IN28)

8.1.1.1.2.1 Baze STO

Vypocet (IN28) je nejjednodussi provést souCasnym aplikovanim operatoru pr na
ket i bra-vektor a ide¢teni cetrifuglniho ¢lenu I(1+1)/r%.

e = = (o Bow) 10Dy, | S ). (IN29)

S vyuzitim vztahu (Z26) a definic (IN4) a (XX35),

) r o 1 o 1
1" = = i) Omtarmiv) ! r2 [[Eﬁj R#(r)JH§+F] Rv(r)J dr

5I(y),|(v) 5m(,u),m(v)[| (I +1)]_[ Ry(r) R, (r) dr
0

(IN30)

kde (v (IN30) i v (IN29)) I = I(z) = 1(v). Upravou pak Ize ziskat vztah

y (u+v)! (u+v-1)
s = = BiieOnmem| Tl 77—~ — MV +0,8) - ———
w4 1) N (V)= m(p) (){ u (77#‘*‘77‘,)# 1 u (77;;"'77‘/)#
(IN31)
(u+v-2)!
= i Omume) ((ﬂ‘/ +1( +1))W
Y7 v

ktery 1ze po vytknuti dale upravit na
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) (u+v-2)! 2 2
s = = S 5”‘“’*”‘”W (m,v(v=1 + n;u(u-1) + IN32)
u v ,

+ 2uvy,n, + 1(1+) (@, +n,)%)

ze kterého je patrna pozitivni semidefinitnost operatoru kinetické energie (az na kladnou
multiplikativni konstantu) v nerelativistické kvantové mechanice T =—A. (IN32) tedy

ukazuje negativni definitnost Laplaceova operatoru na LR, x4, ve {1,2, ...}, Nw v € R,
l e No.

Lze ukézat, Ze aplikaci (IN27) jen na ¥,, nasobenim r? ¥, zleva a integraci pres R*
obdrzime stejny vysledek. To lze ukdzat také pomoci per-partes.

8.1.1.1.2.2 Baze GTO

Podobné plati v bazi GTO

Lt == i) Onmiumon Trz(ﬂ =24, )(V -2, )EXP(‘ (¢, +§V)r2)dr
0

(1
£ 11+1) 810y ngymeny | T2 0x0(=(C, +4,)r Jdr
0
N33)
e = = S O Ly + 1A+ DT K5 D = 2 (ug, +v ¢, ) Ko (IN34)
+ 44,6, KnH)
kde bylo pouzito ozna¢eni (XA26). Pro obecna u, v e {1,2, ...} lze psat
{5
lis = = S Omgame (Lev +1(1+1)] 2( )yw—l
+ 2
. utey N (IN35)
r(ﬂ+;+ j F(,u+12/+ j
- (ug, +v gﬂ)ﬁ + Zéw,,é’vﬁ)
¢, +¢) ., +¢) 2

coz se pro u + vsudé redukuje na

183



v V4 (u+v-=-3)N
I,u,4 = - 5|(,u),|(v) 5m(y),m(v) \/;([ﬂ‘/‘HU +1)] P

[2(¢, +¢.)] 2

2ug, vg,) I g, DR

[2(5, +¢.)] 2 [2(¢, +&)] 2

, I 4(u+v-3)N
e = = 3110 Fmgme) 2 v
[2(C,+¢))] 2

((uv+10+D) (&, +<,) = (e, +vE ) (u+v-1(, +¢,) +, (IN36.b)
+ &8 (v =D(u+v+1)

. (IN36)

apro u+ v liché pak na vyraz podobny (IN36), ale bez faktoru (2)¥2,

e = = Siaw) Ongomey [y +1(1+1)] (ﬂ+v_3)ﬂ!+!v_1
2 2
(u+v -1 [(§”+§E)]+V+1)“ - (IN3D)
- 2ug, v A )
[2(C,+&)1 2 [2(¢, +&)1 2
, 4 —3)
i = 1) O me) ey ﬂ)%s

[2(¢, +¢,)] 2
((uv+10+D) (&, +¢,) = (e, +vE)u+v=-1(, +<¢,) +, (IN37.b)
+ &8 (v =D(u+v+1)

8.1.1.1.2.3 Baze GTO — pouZivana pro obecnou molekulu

V [5] je odvozen vztah (pomoci aplikace Laplaceova operatoru a Produktové véty)

1 1

<t//;,,A\—§A Vis) = - > ks pi(F-R,) Ayl (F-Ry) d°F, (IN38)
1
<W/1,A‘_EA I//V,B> =
3/2 : (IN39)
é/‘u gv 3_ 2 g‘ué/v ‘ ﬁA _ ﬁB‘Z T R‘(H’V)(ﬁA _ ﬁB)
¢.+¢, C.+¢, Cute,
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kde bylo pouzito definice (IN15). Podrobn¢ tedy

Vi _EA‘I//V,B =
Wanl=3

)
L P I e
¢.t¢, ¢, t¢, S.t¢, g.t¢,

definice (IN38) se od (IN28) lisi nepfitomnosti Y| (ani jako Yoo) ve tvaru ¥, tj. vysledek
(IN38) musi byt 4n-krat vétsi. Laplaceuv operator v (IN38) je ale jesté pienasoben (-1/2) a
tedy by mélo platit

(IN40)
Brj

= —27r|1{4\|:0, (IN41)

Ra =Rg

1
sl Ealpa)

tj. do levé strany vyrazu je dosazeno R A= ﬁB a do pravé strany pak u=v =1, ale nikoliv
do dolnich indextiv ¢, av ¢, . Za |, je dosazeno z (IN36). Ové¢fil jsem, ze vztah (IN41)

skutecné plati.
8.1.1.1.3 Integrdaly elektron-jaderné atrakce, <g|(1/r)|v>

8.1.1.1.3.1 Baze STO

Definujme

. 1
s = (W l2lw), (IN42)
kde ¥, ¥, jsou dany vztahy (X19) a (IN4). Pak plati

s = Sl Ongomey | TRL(DR, () dr, (IN43)
0

s = i 5m(m,m<v>.[rﬂ+v_lex|°(— (n, +n,)r)dr, (IN44)
0

v u+1,,(0) (u+v-=21)!

lis = Olwie) Onamey Lins = 6 o YT (IN45)

1)1 (v) Zm(),m(v) !
(n,+n,)""

kde bylo pouzito vztahu (XX35).
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8.1.1.1.3.2 Baze GTO

Definici ma stejny tvar jako v (IN42), ale ¥, ¥, jsou dany vztahy (X19) a (ING).
To vede na vztah

et 2 £re0)
s = Sl Sngomen | 1 exp(=(£,, + €, )2 )ar = 8,10) Sugmen Ko L(IN46)
0

ktery lze zapsat pro obecné 1, v € N jako

12')
o -~ = 7

m(x),m(v)

IV

w5 =0 (IN47)

()1 (v)

v

200, +¢,)%

Je-li p+ vsudé, pak plati

Y (u+v-2)1 Vs
s = 5I(y>,l(v> 5m(y),m<v> wv \ (IN48)
[2(¢,+¢ e

je-li u+ vliché, plati

(u+v-2)1

m(u).m(v) v Q)

[2(¢,+¢,)1°

1" S\mion S S

(u +v _1j !
2 (IN49)

2llg, +¢& N7

1(e).N(v) m(u),m(v)

8.1.1.1.3.3 Baze GTO - piipad obecné molekuly

V piipadé¢ molekul je tieba uvazovat interakci Sjadrem s polohovym vektorem
ﬁc € R®, vInovou jednoelektronovou funkci ¥, (odpovidajici bra-vektoru) uvazovat

centrovanou na jadie s polohovym vektirem ﬁAeRS, vinovou jednoelektronovou funkci
v s (odpovidajici ket-vektoru) pak uvazovat centrovanou na jadie s polohovym vektorem
ﬁB eR®, kde R - ﬁB # ﬁc # R A »Atomovy piipad“ diskutovany v ptedchozich dvou
podkapitolach odpovida situaci R A= ﬁB = Iic (a pak, bez Gyjmy na obecnosti, Iic = 6).
Pro tento piipad (obecna molekula) se uvazuje téméi vyhradné baze typu GTO (ackoliv i

v bazi STO jsou integraly tohoto typu, alespont pro biatomika, stale jesté analytické) a to
tvaru (IN10), ktery, je-li pfepsan do sférickych soufadnic vede na linedrni kombinace

186



funkci typu (IN11) pro rtzna | a m. Postacuje znalost vypoctu tohoto integralu pro I(x) =
I(v) = m(x) = m(v) = 0 (4. konstantni angularni ¢asti obou vlnovych funkci v integralu
vystupujicich, nebot’ ostatni kombinace 1(), 1(v), m(x) a m(v) lze uréit pomoci vztahu
(IN12).

Definujeme

1
\r—ﬁc\

1s-1s | v,B,C

ctog a5 = <l//1(:l)(F_RA)‘

v (F-Re)), (IN50)

kde bylo pouzito oznaceni (IN13). K vypoctu bude pouzito Fourierovy dopiedné
transformace F(k ) funkce (), kde k, F e R®, k je ,transformacni proména‘ a plati

FK) = [, () expl-ik-)acF, (IN51)

Fourieruv integralni teorém [5] ftika, ze plati (f(F) je tedy zpétnou Fourierovou
transformaci funkce F(K ))

I PP
(0 = o [.. F®yexplik-)asr. (IN52)

Jak je v ¢asti vénované Fourierové transformaci uvedeno, definici (IN51) lze v tomto tvaru
pouzit pouze pro funkce z prostoru LY(R™). Nas vsak bude zajimat i ptipad kulové
symetrickych funkei 1/r a 1/r* (v R%), jejichz Lebesguovy integraly diverguji v nekoneénu
(r 2 +0) (¢len ,F% v Jacobianu sférickych soufadnic zajisti regularitu integrandu okolo
pocatku, ale zaroven divergenci (i v pfipadé 1/r%) v nekone&nu). Navic budu hovofit i o
Fourierové transformaci konstantni funkce ,,1* a Diracovy J-distribuce. Pro temperované
distribuce je Fourierova transformace (pouzivam variantu A = K = 1) definovana vztahem

F(M(p) = T(F(e), (IN53)

tj. pomoci akce transformované temperované distribuce na testovacich funkcich.
V nasledujici tabulce jsou uvedeny pouzité dvojice f(F) — F(k ).

Tabulka INT1: Pouzité dvojice obraz — vzor pro Fourierovu transformaci (A = K =
1)
Oznaceni f(r) (vzor) F(K ) (obraz)
1 4
1 - € L:ILoc,prVoo(RS) T € L%oc,prvw(RS)
r K
p 3/2 kz
2 exp(—arz) e S(R®) (—j exp (— —j e S(R®)
a 4o
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3 5(2_20) € S'(Rs) eXp(—i R'XO)G L%oc,prVw(Rs)

1 27°
4 r_2 € LTOCvaVW(Rs) k € L:ILoc,prVoo(Rs)

V prvnim piipadé€ pouziji vét PR12c a PR12d a Fourierovu transformaci funkce 1/r
e L

loc, prveo

(R®) vypoétu pomoci vypoétu Fourierovych transformaci posloupnosti funkci
tvaru

f.(r) = %r_gr), (IN54)

které bodové konverguji (¢ 2 0+ odpovida napi. volba & =1/n,n € N, n > +o0) k f(F) =
1/r a navic jsou pomoci f(F) omezené, tim podle véty PR12d konverguji (ve smyslu
konvergence temperovanych distribuci) k funkci 1/r vnimané jako regularni temperované
distribuci v $’(R%). Ze spojitosti Fourierovy transformace na prostoru S’(R%) 0pak vyplyva
legalita postupu, kdy je provena Fourierova transformace funkce (IN54)'% z prostoru
L'(R®) a aplikaci limity & > 0+ na vysledek obdrzime regularni reprezentaci (z
LToc,prvOo

Ure Lk

loc, prveo

3 . ;o IS TP ’ ’
(R?)) Fourierovy transformace regularni temperované distribuce generované funkci

(R®). Fourierova transformace (IN54):

F(FK) = |, Mexp(—gr)d% = ZﬂTTexp (—ikrl—gr)dl rdr (IN55)

0 -1

F(f)k) = ZﬂT[__lkrexp(—ikrl)} rexp(-er) d’r, (IN56)

F(f,)(k) = 47”]20 sin(kr) exp(- er)dr = %T Im(exp (= (e —ik)r))dr ,(IN57)
~ A 1 dr

F(f) k) = Tlm[m] = e (IN58)

FIHK = fim FE)E = 5. (IN59)

Druhy ptipad byl jiz feSen v [1].
Tteti pfipad se snadno nahlédne z definice (IN53):

192 Je tieba také uvazit, ze pro funkci f € L'(R®) je Fourierova transformace definovana vztahem (IN51)
konzistentni s tou definovanou vztahem (IN53). Tj., Ze regularni distribuce generovana Fourierovou
transformaci funkce f je rovna Fourierové transformaci regularni distribuce generované f.
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FEOM)@) = sPC)F@) = [, o(expl-ix-k)a%]| . (NG

FEOG)@) = [, pexpli %K)’k = expli %-K)lpt)].ane)

W

Ctvrty ptipad: Pouzije se podobny piistup jako v prvnim piipad¢€, pouze posloupnost funkci
ma jiny tvar a to

fe(x) = I’iz 7(<0;K>(r)’ (IN62)

tj. jde o restrikce 1/r* na koule se stfedem v po&atku a polomérem K. Pro K > +oo pak
fu(X) konverguje (v S’(R%), dle véty PR12d) k 1/r. Plati

F(f)(K) = jRaﬂ‘riﬂ)mb(r)d% = ZﬂTTexp(—ikrl)dl dr ,(IN63)

F(f)K) = dr = js"‘(t)dt, (IN64)

dt = , (IN65)

F(OK) = Jim =%

F(f)©) = limo0 = 0,13 (IN66)

V dal$im bude pouzita tzv. ,,Fourierova reprezentace 5-funkce v R, tj. vztah
@ _7 1 i~ ) ) d%k
oV -1r) = —|,explik-(-F)|d°k, (IN67)
(2z)

Ktery je vlastné ,,limitou* vztahu (RR29) (vynasobeného s tymz vztahem psanym vy a v z)
z kapitoly o prostorech funkci pro @ 2 ap = +oo. Této limity ale neni dosazeno v prostoru
L (R®), ale v prostoru temperovanych distribuci S’(R®). &-distribuce je zapisovana

loc, prveo
jako funkce a v integralech se tak s ni dale i pracuje, ale ve skute¢nosti jde jen o formalni
zapis a jedna se o temperovanou distribuci, Upravy v integralech pak odpovidaji provedeni

193 Coz je zdanlivé nespojitost vzhledem k (IN65). Realita je takova, Ze Jacobian sférickych soufadnic vymizi
v pocatku (¢len ,.k*) a dokonce k* . (1/k) = k vymizi v po&atku, tj. hodnota funkce (IN65) mize byt v nule
dodefinovana klidn!l’ nulou, aniz by se zménila temperovana distribuce, které je funkci (IN65) generovana.
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jeji akce na vybranou testovaci funkci. Pro téirozmérnou o&-dsitribuci plati formalni vztah
(IN68), ktery ji svazuje s jeji jednorozmérnou podobou,

SO(F-F) = S(x=x)8(y-Y,)6(z-1,), (IN67b)
kde
r = (X, Y Z)’ fh = (memzo)' (IN67c)

Akci  o-distribuce centrované v bodé T, na testovaci funkci (s proménou
oznaCovanou jako I;) Ize forméaln¢ zapsat pomoci vztahu (pfipominajiciho akci regularni

distribuce generované funkei z Lig ., (R®))
[ 6@ -E)NE) A, = h(R,), (IN67d)

Pomoci (IN52) tedy vyjadiim vSechny faktory v soucinu v nasledujicim integralu
(IN68), ktery je ekvivalentni vyrazu (IN50), ktery chci vypocist.

se1ree = KRR, Ry )| 1§ exp[—{‘?—ﬁpr)d3f, (IN68)

F-R|

kde byla pouzita Produktova véta (veéta IN1) a ﬁp a K@ jsou dany pomoci vyrazl
uvedenych ve znéni této véty (vztahy (IN15) a (IN16)) a pro z plati vztah

¢ = ¢, +¢, (IN69)

1ﬂ\ i 271z2 Je kizexp(i K, -(F-R.))d*,, (IN70)
2

2

eXp(_dF_ﬁPr) - (441)3/2 JRs exp(— %Jexp( k (F —ﬁp))d3lzl.(lN71)

Po dosazeni (IN70) a (IN71) do (IN67) bude platit

(1) _ —
g;é;l;ig = K 972 35 )IR3 J.R3 J.R3 ( ]exp( (Q_RP))éX

exp ik, -(F—RC)) d°k, d°k, d°F

(IN72)

190



nyni se spoji oba exponencidlni ¢leny obsahujici prostorovou proménou r a provede se
integrace pies ni vyuzivajici vztahu (IN67). Dalsi upravy zahrnuji pouziti identity (IN67d),

wn (g _ e
lGSTéZI/‘;i(S: = K 9/?2 3/F\2) ),[R3 .[R3 [ JEXp( - P)k_l2><
2

exp(—ilZz-F”zC)5<3>(kl—k2) d°k, d°K,

. (IN73)

<R _R _ - -
shse - K1;ﬂ£?2A§3,58>JR3 k%exr{ j;]exp( K- (R, —R.)) d% (N7a)

Pro vypocet tohoto integralu zvolim sférické soufadnice takové, ze vektor
ﬁp - ﬁc odpovida orientované ose z pro prostor vektori K, vyraz cos € (ze sférickych

soufadnic, kde ky = k sin @cos ¢, ky = ksin &sin ¢a k, = kcos 6, kde ¢ € (0; 27), 6 € (0;
7)) oznac¢im jako | € (-1; 1), pak plati

S liRe = K'(S*‘;(/F;é};fs)f{]l Xp(_%jexp(.k|\R ‘)dl}dk,(lN75)

Integrace ptes | poskytne vyraz

s-1s v, IZ(#’V) ﬁ _ﬁ
coslins = 47;( gs,zf) Int (r), (IN76)
kde
T k2 \sin(kr)
Int, (r) = !{exp(—zj ” }dk, (IN77)
a
ro= \ﬁp—ﬁc\, (IN78)

vyraz (IN77) lze chapat jako funkci parametru r € (0; +o), tj. Jako integral zavisly na
parametru. Integrovana funkce je majorantizovatelna (pomoci svého faktoru exp(-k2/4§),
ktery na parametru nezavisi) a stejné tak jeji derivace, ktera je vlastni pro viechna ki r z R"
= (0; +o0). Plati Int(0) = 0. Integral (IN77) lze spocist derivaci podle parametru,

0 ° k? v k? .
Py Int,(r,) = ! exp(—E]cos(k rydr = ReL[ exp[—z + |kr]dr} ,(IN79)
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coz po doplnéni argumentu exponencialy na Ctverec a pouziti standardni formule pro
integraci Gaussovy exponencialy v R (***) poskytne

Lt = RelTre(- ¢x )i Erfi (2 x) (IN79d)

1% Integral na pravé strané (IN79) spoéteme nasledujicim postupem: oznaéme z =k —i2 £r (Re(z) =k, Im(z)

=2 ¢r), po doplnéni na &tverec se snadno ukaze, Ze takova tloha je ekvivalentni vypoétu exp(- ¢ r’)-nasobku
integralu nize (IN79b)

K-2¢ri 22
lim _[ exp(— —j dz =
4g

K — +o0 .
-24ri

) Z2 K X2 K Z2 0 Z2

lim I exp| —— dz+J' exp| —— [dx— J. exp| —— |dz— I exp| —— |dz

DA 4¢ ] 4¢ 2K 4c 2t 4c
,(IN79D)

kde integracni kiivka Vv prvnim vyrazu na pravé stran¢ je vyznacena na Obr. INTZ. Prvni integral na pravé
strang je pro libovolné konetné K nulovy, nebot exp(-z/4¢) je holomorfni v uzavéru vnitiku @. Druhy
integral limituje k hodnoté (£ m"?, tieti integral lze omezit soufinem délky integrac¢ni kiivky (24r) a
maximalni absolutni hodnotou integrandu, coz je exp(¢ r?) exp(-K?/4¢), tento odhad pro K = +oo klesa k nule.
Posledni integral lze substituci upravit na tvar (IN79c), je patrné, ze vysledek posledniho integralu je
koneény, nezavisi na K a je ryze imaginarni (a proto zcela irelevatni z pohledu upotiebeni ve vztahu (IN79)).

Obr. INTZ: Integrace v komplexni roviné
Re
>
0 K
=lEp 1 K=2£f1
Im N,

0 2 20 2
J exp(—:—gjdz = —i _[ exp(:—g]dx = —i\/EErfi (\/Zr) (IN79c)

24ri 0

(zeR) = (Erfi(z2) eR)

—i [ CErfi (\/Zr) = - Im(\/EErfi (\/Zr)) (IN79)

kde Vz € C:

Erfi () = %jexp(tz)dt ) (IN79%)
T o
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%Intg(x) = Jerexp(-¢x?), (IN79e)

Int,(r) = j{%lntg(x)}dx = \/g”_izj‘ exp(—g”xz)dx. (IN80)

Substituci ¢*? x = t pievedu integral v (IN80) na normalizovanou chybovou funkci Erf
definovanou vztahem (XADb), tj.

Erf (z) = %jexp(—tz) dt, (IN81)
T o

int, (1) = ZErf (VZr). (IN82)

Po dosazeni (IN82) zpét do (IN76) a s pouzitim (IN78) obdrzime vysledny vztah

1s-1s | v,B,C K(”’V) (ﬁA — ﬁs) Erf (\/Zr)

GTog ' uas = 8 (z £)°" . ; (IN82b)
e ee RU9(R,-R,) Ert VIR -R|)
crog Lins = S(MA)S’ZB Ro-Re| -

kde je pouzito oznaceni (IN15), (IN16) a (IN69), 1ze tedy, podrobné&;ji, psat

1s-1s | v,B.C _ 1 _ C,u S 1a B Erf (\/§ﬂ+§v I?QF’_FQQC‘)
crog | a5 = 8(72’(4’” +é/v))3/2 exp( .+l Ra RB‘ ] ‘R,P - ﬁc‘ ,(IN84

),

kde ﬁp je dano vztahem (IN16). Nyni jesté spoctu vysledek “pro ptipad atomu”, tj. situaci,
kdy R, =R, =R, =R, Ize snadno ukazat (s vyuzitim spojitsoti (IN82b) jako funkce r v
kladném realném okoli pocatku), ze tento vysledek mohu ziskat pomoci nasledujici limity

ls—lsl v 1s-1s I v,B,C

GTOg ! 4, Atom5 rILn(L {GTOg 4,A5 (I’)} =

1 Erf (\/<T) _ 1
r 4

105
. (IN85
8(71-4’)3/2 r—0+ 72-2 ( )

1051 imitu Ize provést pomoci L’Hospitalova pravidla, nebo Taylorova rozvoje.
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coz skutecné odpovida vztahu (IN47) pro 4 = v = 1 (ale nedosazovano do indexu
exponenti &, &), 1(w) = 1(v) = m(x) = m(v) = 0. Vztah (IN47) se redukuje na 1/(2¢) v
oznaceni (IN69) ({'= £, + &) pouzivaném v (IN85). JenZe diky definicim (IN42) a (X19)
na zaklad¢ kterych byl odvozen vztah (IN47) lze ocekavat, Ze bude poskytovat pro stejny
tvar vinovych funkci 4n-krat vyssi hodnoty nez vztah (IN85) vychazejici z definic (IN50) a

(IN13)™°.

Limita pro r > +oo poskytuje fyzikalné ocekavatelny (interakce elektronového
oblaku centrované¢ho v bod¢ ﬁp S jadrem vzdalenym neporovnatelné vice nez je rozptyl
tohoto oblaku) vysledek tj. O,

1515 | vB,C
GTOog ! 11,A 5

lim - 0, (IN85b)

r— +oo

V okoli bodu +oo na realné ptimce lze psat rozvoj (IN84) jako funkce r vztahem

c1s 1 v r— 4o R(va) ﬁ _ﬁ 1 + o (—1)k(2k—3)" 1
%BTég Iﬂig ~ 875-3/A2 4/ B)(\/Zr + exp(_ é’rz)kz_l W rW (|N86)

Prvni ¢len rozvoje (IN86) odpovida interakci bodového naboje v bodé Ii,, S jadrem v bod¢

R. ., tj. ve vzdalenosti r = | R, - R |.

8.1.1.1.4 Integrdl druhé mocniny Laplaceova operditoru, <y A*|v>

Nasledujici integral ma své uplatnéni nejen pii vypoctu maticovych elementt
operatoru H?2 pro atomy, ionty a molekuly v nerelativistické kvantové chemii, ale i pfi

vypoctu maticovych element hamiltonianu H samotného, oviem v relativistické kvantové
chemii. Tomuto vyrazu (resp. vysledku akce kvadratické formy majici za koeficienty
vyrazy typu <p|A?lv> na vektoru rozvojovych koeficienti jednoelektronové vinové funkcee)
je umérny relativisticky korekéni ¢len ke kinetické energii elektronu

Definuji
= (v, |Nw,) = Ls v, () Ay, (F) d°T, (IN86)
Nastinim zde pouze postup vypoctu, ze kterého v piipadé vSech tii typu bazi (STO,

GTO a GTO pro obecfnou molekulu) vyplyne analyticnost (ve smyslu vyjadfitelnosti
pomoci zndmych elementdrnich a transcendentdlnich funkci) a kone€nost pro vSechny

108 jednoduse fedeno: V ptipadé baze GTO dané vztahem (IN6) je angularni ¢ast vinové funkce pro l=m =0
(. multiplikativni konstanta (4n)™"?) zahrnuta v integralu  kinetické energie, v piipadé baze GTO dané
vztahem (IN13) tato ¢ast zahrnuta ve vysledku neni. Vysledek v druhém piipad¢ tak bude mensi a to faktorem
druhé mociny této multiplikativni konstanty. Tj. bude 4r-krat mensi.
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ptipustné dvojice bazovych funkci ¥, a ¥,, stejn€ jako podminka za které je integral
obecné nenulovy. Postup vypoctu mize byt dvoji. Bud'to pomoci aplikace druhé mocniny
Laplaceova operatoru na jednu z funkci (%), ale mize to byt i ¥, kvuli hermitovskosti
Laplaceova operatoru na L2(R3) pak staci vysledek komplexné sdruzit), nebo pomoci
soucasné¢ aplikace prvni mocniny Laplaceova operatoru na ob¢ vinové funkce a integrace
(ekvivalence obou postupti 1ze dokazat snadno pomoci Sikovné aplikace per-partes ve vSech
soufadnicich a nebo metodami funkciondlni analyzy pomoci ,,vsunuti jednotky* mezi oba
Laplaceovy operatory v (IN86)). Ve vSech tifech typech bazi budeme pouzivat sférické
soufadnice (u ,,GTO pro obecnou molekulu® se integraly pocitaji jen pro 1s funkce dané
vztahem (IN13), které jsou kulové symetrické). Laplacetiv operator méa ve sférickych
soutadnicich tvar (IN27), ptsobi-li na soucin funkce zavislé jen na radialni soufadnici r a
linearni kombinaci sférickych harmonickych funkci Y| n(6,¢) o ruiznych m, ale stejném I.
Jeho aplikace tak vede pro funkce typu STO dané vztahem (IN4) i pro funkce typu GTO
dané (IN6) na soucet obecné tfi ¢lent (ptivodné Sesti, ale ¢leny pro stejné mocniny r lze
snadno spojit). Vztah (IN86) by tak sestaval z deviti ¢len pfi postupu, kdy Laplacetv
operator aplikujme na ob¢ funkce soucasné. Pti tomto postupu také vychazi vyraz (IN86)
automaticky hermitovsky vzhledem k zaméné u a v (resp. realny, symetricky pii pouZiti
realné baze, nebo baze odpovidajici redlné radidlni Casti a angularni Casti sestavajici
z jediné kulové funkce Y m(6,¢)). Pti aplikaci A na jedinou funkei, nasobeni tou druhou a
integraci pres R® musi byt vysledek také symetricky/hermitovsky pii zaméné x a v (oba
postupy museji vést ke stejnému vysledku), ale z vysledku to jiz nemusi byt pfili§ patrné.
Odtud je patrné, Ze bych znacné favorizoval pouZiti postupu, kdy se A aplikuje na obé
funkce (v prvni mocnin€). Vysldek je vzdy velmi vhodné upravit tak, aby jeho vypocet byl
numericky co nejstabilngjsi. Pro dalsi vyvoj v této oblasti a pro diskuzi konecnosti integralu
vSak uvedu 1 tvar operatoru A pusobi-li na soudin radialni funkce a kulové funkce Y|m(6,4),
ozna¢im-li

A, = A-1(1+D)B, (IN86)
A = & £ 29 _ p (IN87)
or? ror r
B = riz (IN88)
pak
A, = R - 10+0{A B) + 120+12)%82, (IN89)

snadnym vypoctem (napt. pomoci aplikace na libovolnou funkci ¢ a tUpravami
vyuzivajicimi Leibnitzova pravidla pro prvni a druhou derivaci souc¢inu dvou funkci),

A 0* 4 o3
A? = + - IN9O
ort ror? ( )
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{Avé} - 2 il + i4 (IN91)

B2 - - (IN92)

Dosazenim do (IN89),

o 40 2 0° I(1+D(1% +1-2)
A, = + - 1(1+)— + . IN93
' ort  ror® I+ ) 2 or? r (IN93)
Uvazime-li, Ze pro pouzivané baze typu STO (IN4) a GTO (IN6) je parametr a vzdy kladny
a cely, pak maticovy element operatoru A je kone¢ny pro kazdé dvé takové bazové funkce
(angularni ¢ast vyjde (z ortogonality kulovych funkci) 8,10y Omiuyme) @ radidlni Cast bude

obsahovat prvni mocninu r (uvédome si, Zze v Jacobianu sférickych soufadnic je r* a
derivovanim nelze z funkci typu STO a GTO pro a € N obdrzet funkce obsahujici zaporné
mocniny r) a vys§i mocniny I nasobené exponencialné (nebo gaussovsky) ubyvajici
funkcf), maticovy element odpovidajici nasobku anti-komutatoru - I(1 +1){A, B| miize byt
nenulovy jen pro pfipad, kdy ¥, i ¥, obsahuji ve svém zapisu ve sférickych soufadnicich
Yim pro | > 1 (jinak jiz v pivodnim Laplaceové operatoru (IN86) Clen s | Gplné chybi a
maticovy element A je kone¢ny dle argumentli uvedenych pro Az) a pak je tento maticovy
element souctem integralll ze soucinll alespont druhé mocniny r a rychle ubyvajici funkce
(pro bazi STO exponencialng, pro bazi GTO gaussovsky). Maticovy element 1/r* by mohl
divergovat, ale ve vyrazu pro maticovy element A mize figurovat jen pokud ob¢ vinové
funkce ¥, | ¥, obsahuji kulovou funkci Y| m pro | > 1. Pak ale obsahuji ve své radialni ¢asti
alespont r', tj. maticovy element 1/r* bude obsahovat pouze nezaporné mocniny r
% Integrandu (r* z Jacobidnu a minimalng r? z vlnovych funkci). Tedy, objekt definovany
vztahem (IN86) mé analytické vyjadifeni (operace A zachovava charakter tvaru STO/GTO
funkei (polynom*exponencidla (u STO obycejna, u GTO gaussova)) a integral pies tyto
funkce 1ze provést pomoci znamych elementarnich funkci a zndmé transcendentalni funkce
Erf a je konecny pro vsechny fyzikalni volby Vlnovych funk01 ¥, a ¥, (vSechny tyto
fyzikalni volby umozZiiuji vybrat tiplny systém funkci na LA(R®)).

8.1.1.1.5 Integrdl druhé mocniny elektrostatické atrakce, <g(1/r)|v>

Definuji

1, = (v e = NGRS L. dF, (IN94)
r
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8.1.1.1.5.1 Baze STO

Dosazenim definic (X19) a (IN4) do vyrazu (IN94) a integraci ve sférickych
soufadnicich

(a+b-2)

|;,2 = 5|(,,),|(V) 5m(/1),m(v) 1.+, (IN95)

)a+b—1 !

Uvedeny vyraz plati Va, b € N, 7a, 7, € R™, 1(1), I(v) € No, m € {-I, -1+1, ..., I-1,
I}, tj. pro vSechny mozné bazové funkce baze STO a pro vsechny je konecny. Coz lze
nahlédnout snadno z toho, Ze mocnina r ve jmenovateli je stejna jako mocina r v Jacobianu
sférickych soufadnic a vlnové funkce ¥, ¥, jsou nesinguldrni okolo pocatku.

8.1.1.1.5.2 Baze GTO

Dosazenim definic (X19) a (IN6) do vyrazu (IN94) obdrzime, dle obecného vztahu
((XA26), (XA27))

F(,u+v—1]
v = 2 (IN96)

T 2,42

u+v=1"

ktery se pro sudé souéty u + vredukuje na

O V72 1. \/Z (IN97)
T R

pro liché soucty x+ vpak na

[,u+v—3j!
T (u+v-3)1 B 2 (IN98)

2 urv-1 urv-1 !

20, +¢ 1 26, +¢,)

8.1.1.1.5.3 Baze GTO pro obecnou molekulu
Definuji

1s-1s yv,B.C  _ (W) (¢
GTOegAZ = <'//15# (r- A)‘

S -Ry)), (IN99)

\c\
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kde w*a w jsou definovany vztahem (IN13). Vypocet bude proveden stejnym

postupem, jako pro <¥,[l/r|¥,> pro obecnou molekulu, tj. stejné jako vypocet vyrazu
(IN50). Nejprve pomoci produktové véty (véta IN1, vztah (IN14)) pievedu integral (IN99)
na

1s-1s v.BC _ (B »)
GTOg Iy,A,Z = K (RA - RB )J.Rs _
r— RC‘

1 =2 s
—Zexp(—g‘r—RP‘ jd F, (IN100)

— |2 —
kam dosadim jak za 1/‘? - RC‘ I gaussovu exponencialu vyrazy typu (IN52), kde F(k ) je
jejich Fourierova transformace (pievzatd z Tabulky INT1), tim vznikd vyraz

Ru(R, -, L (K
1s-1s y v,B,C _ A B 2
orog luwz = 25 12302 IRz IRs sz k_leXp “ac X

xexplik, (- Re Jexp ik, -(F - R, )} d*K, d°K; a°

, (IN101)

nyni se pospojuji ¢leny obsahujici I, ¢imz vznikne faktor exp(i r- (Izl + |22 )), provede se
integrace pres prostorovou proménou I a ze zminéného faktoru (r se nevyskytuje nikde
jinde) tak vznikne dle (IN67) Diracova &, funkce” (jde o formalni zapis) nasobena

—

konstantou (2m)%. V této fazi se provede integrace pies K, coZ s vyuzitim vztahu (IN67d)
vede na integrand pro k, = —k, integrovany jen pies k,. Tuto promé&nou zna&im dale jen

k.

=~

2w (R _R 2
1s-1s y v,B,C T K (R _R ) 1 k .
GTOg I,u,A,Z = 453,; - J.R3 Eexp - —44 exp(|

(R, —R.)) d°K (IN102)
kde integrace bude provedena ve sférickych soutfadnicich s 0sou z umisténou ve sméru
vektoru R, — R.a vyraz cos @ bude substituovan jako | = cos @ (na intervalu @ < (0; 7) je

takova substituce mozna, nebot’ cos € je prostd), integrace pies thle otoceni okolo osy z
(resp. k;) je trivialni a vede pouze na nasobeni 2 7.

312 4o +1 2
s-1s v 1~ V) D ») K :
oron L ias =3 Kt )(RA—RB)(EJ j{j{k exp(— EJexp(lklr)} dI}dk,(INlOB)

-1

1s-1s yv,B,C 7 (uv) (D ») T W k2 S|n(kr)
Ll = RUIR, ~R )| Z| [ {exp| - dk, (IN104)
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kde bylo pouzito oznaceni (IN78). Za sin(kr) Ize dosadit Im(exp(i k r)), operator imaginarni
Casti prenést pred integral (integruje se dle realné proméné), doplnit na ¢tverec v argumentu
exponencialy, vyuzit znalosti Gaussova integralu ( lim Erf(z) = 1) a identity odvozené

pii podobné integraci v piipadé <g|1/r|v>,

exp(— ng).KEnlw( :;C': exp[—%]dzJ =
Jrcexpl-¢crt)asiErdi(yor) = (IN105)
\/ﬁexp(— grz)(1+ Erf (i \/Zr))

Po dosazeni do (IN104) tak kone¢n¢ dostavame

- - R 2 H _ 2
1s-1s I v,B,C — K(,u,v) (RA _ RB)ﬂ_ Erfl (\/Zr) exp( 4 r )

GTOg " u,A2 r

(IN106)

Limita pro r > 0+ a R, =R, musi prechazet ve vyraz (1/4m) |, kde | je vyraz dany
vztahem (IN97) pro = v=1 (al(w) =1(v) =1 =0, m(z) = m(v) = m = 0) (ale toto dosazeni
se netyka dolnich indexti). Faktor (1/4 ) odpovida odlisnosti v definici integralii pro atomy
(IN97) pro = v=1 (a |l = m = 0) a molekuly (IN106), zatimco v prvnim piipadé jsem
angularni Cast vlnové funkce Yoo = (47r)'1/2 do vypoctu zahrnul, v druhém nikoliv
(integracni obor je v obou ptipadech R3). Spoctenim limity (za pomoci L’Hospitalova
pravidla) jsem tuto skute¢nost ovéfil.

Erfi (\/Zr)exp(— g”rz) 272

2
1s-1s | v,2 VA 7R T i =
GTOg Iy,Atom = K (0) é, Ilm -

r— 0+ r \/? '

(IN107)
Zajimavéjsi je otazka limity vyrazu (IN106) pro r = +o, C0Z je situace obdobna (IN85b) a
také zde lze ukazat (pomoci L’Hospitalova pravidla pro ptipad ,,00/c0 pro limitu podilu v
(IN107b), kde P(x) je polynom, st P > 0, plati (P(X) exp(x*))’ = O(x) exp(x®), Q(X) je také
polynom a plati Q(x) =2 x P(x) + P’(x), tj. st Q =st P + 1 > 1), ze plati (IN107c).

: Erfi (x) ~ Lropial exp (x?)
lim = lim = 0, IN107b
e P(x) exp(x?) s> Q(x) exp(x?) ( )
~ . 2 Erfi
lim SBpvec _ K@@ R jim WD _ . (IN107¢)

r— 4o GTOg " u,A2 B é’ r—+o expi é’rz )
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V okoli bodu +o na realné ose lze ukézat platnost rozvoje (IN107d) pro (IN106) jako
funkeir,

3 -
s-1s | v, o = 5 (2k 3)” 1 1
éTégI#ig ~ K¢ )(RA_ /_ ((z 2k 1 ok J_ /—é,r eXp<_§r2)J'

k=1 r

(IN107d)

Exponencidlni ¢len je pro velkd r zanedbatelny proti vSem ¢lentim v sumé pied nim. Pro
velka r je dominantnim prvni ¢len sumy (k = 1), tj. integral (IN106) se v asymptotické
oblasti r > +oo chové jako nasobek 1/r% coz je oSekavatelny vysledek.

8.1.1.1.6 Integral anti-komutdtoru Aa 1/r, <y|{A,1/r}|v>

Vypocet uvedeného maticového elementu v libovolné bazi se zdd zdanlivé
jednoduchy, antikomutator napiseme jako soucet dvou ¢lent,
1

<%, {A,%}wv> - <wy; vxv> ; <wy

vyuzijeme faktu, Ze zname maticové elementy Laplaceova operatoru samotného jak mezi
funkcemi typu STO, tak mezi funkcemi typu GTO, ty jsou znamy jako analytické vyrazy
obsahujici 4 parametry u, v, 1, 1, (STO), resp. &, v, &, &, (GTO) a Kroneckerovo delta
pro dalSi 4 parametry 1(x), 1(v), m(x), m(v) (soucin Giyi) Smm. jednd se jen o
mlutiplikativni konstantu, ozna¢me ji napt d). Oznacme tyto vyrazy (maticové elementy
Laplaceova operatoru mezi funkcemi sady STO a GTO) jako ST?I;(U#, n,), respektive

GT?I;(U . 1,) - Jejich hodnoty jsou dany pravou stranou vztaht'®” (IN32) (STO) a (IN35)

(GTO).
Pak by m¢lo platit (v ptipad¢ funkci ¥, ¥, typu STO)

% vxv>, (IN108)

v, A A

510
1, = I

wa(m,m) + 700 m,m,), (IN109)

respektive (v ptipad¢ funkci ¥, ¥, typu GTO):
e = $°14(6,08) + 01760, (IN110)
s vyjimkou situace ¢ = v =1 je pro vSechna g, v € N vyraz dany pravou stranou

(IN109) a (IN110) kone¢ny. Pro = v =1 vSak na pravé stran¢ vznika vyraz typu 0-c. Pro
tento piipad je nutné provést vypocet (IN108) explicitné (ale ne nutné p¥imo z definice). To

197 Nepouzil jsem oznaGeni odpovidajici levé strang (IN32), respektive (IN35), protoZe toto oznaleni

nerozlisuje mezi STO a GTO a ani neumoznuje zménu hodnoty x a vjako samostatnych parametri nezavisle
na n,a n,, respektive ¢, a g,
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provedu zvlast pro typ STO a yvlast pro typu GTO. Ptipad vypoctu maticovych elementti
antikomutatoru {1/r, A} pro bazi GTO pouzivanou pro obecnou molekulu neni v této praci
feSen, ale je zfejmé, ze se v ném bude postupovat podobné jako pii vypoctu maticovych
element Laplaceova operatoru pro bazi GTO pouzivanou pro obecnou molekulu, jen po
pouziti produktové véty (po aplikaci Laplaceova operatoru) bude nasledovat jesté trik
s Fourierovou transformaci, podobné jako pfi vypocCtu maticovych elementi 1/r pro
obecnou molekulu.

Poznamka:  Pro kontrolu i dalsi vypocty se mize také hodit znalost maticovych elementt
komutatorou [1/r, A], odvodil nasledujici sled identit:

<W” [A’ﬂ %> = | vy, [ (A (%Ddsr .

, (IN110.a)
o 1) (= . .
v 2] 7,/ (vFj.(v%(r)) d°F
z [4], pfipadné [23] pievezmu identitu (platnou ve smyslu distribuci),
1 ©F
A H = —4zo™(r), (IN110.b)
r
a spole¢né s gradientem 1/r dosadim (IN110.b) do (IN110.a),
Ly sl -y, ®Ov.0-2[, 7,0 5 |-Fv.0) ¢ N0
472_ lr//,u ' r l//v - lr//,u l//v R3 lr//,u r3 !//v ! '

na zakladé znalosti tvaru funkci ¥, a ¥, pro libovolny ztf, v této Casti této prace
pouzivanych bazi (STO (X19), (IN4), GTO (X19), (IN6) a GTO pro obecnou molekulu)
(konkrétné jejich hodnot v pocatku) 1ze dokonce psat

2l

Mize se hodit znalost tohoto maticového elementu pro ptipad x = v = 1. Pro funkce typu
STO ma hodnotu

>

ptekvapivé, pro funkce typu GTO ma tentyZ maticovy element komutatoru stejny tvar,
pouze 7, je nahrazeno ¢, a 7, je nahrazeno ¢,. Zatimco antikomutator {1/r, A} je

r
3

r

] (Vy, () d°F (N
110.d)

‘//V> == 5I(y),|(v) 5m(y),m(v)5y,15v,1 -2 '[Rs ‘/7;, (r) (

1//1> - (IN110.e)
n,+1,
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hermitovsky a jeho maticové elementy v zde pouzivanych bazich (STO, GTO, GTO pro
obecnou molekulu) jsou redlné, symetrické pii zaméné x a v (jako parametrii i v dolnich
indexech), komutator [1/r, 4] je anti-hermitovsky a jeho maticové elementy ve stejnych
bazich jsou redlné, antisymetrické pti zaméné i a v (jako parametrti i v dolnich indexech)

8.1.1.1.6.1 Baze STO
. 1, 1 ; )
I, = E.[RB Fexp(—n#r)Aexp(—nvr)d ro+ (n, on), (IN111)

dvojitd Sipka naznaCuje, Ze k vyrazu je pficten stejny vyraz ale s prohozenim 7, a 7,.
Z teSeni stacionarni Schrodingerovy rovnice pro atom vodikového typu vime, ze pro Z > O:

[— A —ZTZjexp(—Z r) = —Z%exp(-Zr), (IN112)

C0Z znamena

Aexp(-n,r) = (—2% + nfjexp(—mr), (IN113)

po dosazeni do (IN111), integraci ve sférickych soutadnicich a pouziti vztahu (XX35)
obdrZim vysledek

2y’ +4
P s el (IN114)

(7, +n,f

uvedeny vyraz (IN114) je definovany V7, 7,> 0.

8.1.1.1.6.2 Baze GTO

I = 4i 3%exp(—g”ﬂrz)Aexp(—grz)d3r + g, o¢) (IN115)
T R

aplikace Laplaceova operatoru na ket-funkci (exp(- &, r)) je mozné piimo z jeho definice
v kartézkych soufadnicich, tj. 0zna¢im X = X1, Y = Xp, Z = X3 a identitu (IN116) sectu pies | €
{1, 2, 3}, ¢imz vznikne vztah (IN117). Po vynasobeni bra-funkci a integraci ve sférickych
soutfadnicich obdrzim vysledek (za pomoci vztahu (XA24)).
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exp(—:V(rz—x?))sxz exp(-¢, x}) =

j

= exp(—gv(rz—xf))%(—ijgvexp(—gvxf)) = exp(—(vxf), (IN116)

]

—2¢,ep(-¢,1?) + 42X exp(-¢, 1?)

Aexp(-¢,r?) = —6¢,exp(-¢,r?) + 4cZriexp(-¢, r?), (IN117)

G+l 86L

I 14
(¢, +¢

#,3

(IN118)
Vysledny vyraz je konecny V¢, &, > 0.
8.1.1.2 Dvouelektronové integraly

8.1.1.2.1 Elektronova repulze, <uvlir,|cp>

Pro odvozeni integralu popsaného vztahem (XX4) nize je vhodné zavést multiplovy
rozvoj (XX1) bodového zdroje (také znamy jako Laplacetv rozvoj [36, 4]), jedna se o
vyjadfeni prevracené hodnoty velikosti rozdilu dvou polohovych vektorti I; a r, v R® (.
(XX0.1a)).

, = [R-F, (XX0.1a)

Laplacetiv rozvoj vychazi zdefinice Legendrovych polynomt Pj(w) pomoci
tzv.“vytvotujici funkce®, tj. vztahem

1

a = x'P (W), (XX0.1)
14+ X5 =2xwW 1=0

ktery je dle [4] pro w e <-1; +1> (pro které bude dale pouzit) absolutné konvergentni pro
x| < 1. uvazime-li zapis vektora I, a I, pomoci slozek, tj.

no= (X, ¥ 2), (XX0.1b)

r

(X21 Y2, 25), (XX0.1c)

203



aoznaCime-li r, =|1 |, 1, =|F, | a

rn-rn

cos(y) = : (XX0.1d)
rl r2
pak lze psat
1 1 1 1

N, == , (XX0.1€)
e \fr2+r2-2rr,c0s (y) T y1+Xx—2xcos (y)

z N

=)

i~ ¥ &

i
92 y
PR &
.,
Yy

Obr.G2: K odvozeni multiplového rozvoje pro mezielektronovy repulzni potencial 1/rqy,
kde riz = |F, |. Vektor vykresleny tenkou oranzovou ¢arou paralelni s T; je fi,, jednotkovy

vektor ve sméru [, vektor vykresleny tenkou svétle zelenou carou paralelni s 1, je ,,
jednotkovy vektor ve sméru T, .

kde ((XX0.1e)) piedpokladejme ry > r, a kde je zavedeno oznaceni X = ro/ry, pak za pouziti
(XX0.1) obdrzime rozvoj
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i " (cos()), (XX0.1f)

1+1
1=0 rl

pro Legendrovy polynomy plati cela fada relaci, z nichz vétSinu lze najit v [4], [16,17], [32]
a [20]. Piedevsim definujme piidruzenou Legendreovu funkci m-tého tadu, I-tého stupné
vztahem

prey = & = |)|m dd -, (XX0.1g)

kde | je celé nezaporné a m spliiuje |m| < |. Podobna formule pro Legendrovy polynomy
Pi(x) (Pi(x) = P°(x)) se oznacuje jako Rodriguesova formule a m4 tvar

1 d
R(X) = FTrl x?-1)', (XX0.1h)

z celé fady vét, které o Legendrovych polynomech existuji [viz lit.vyse] zde uvedu pouze
,,vétu o skladani kulovych funkci“ [4, 37], tj. platnost vztahu

RO = ST 3 (1) Vi (1), (XX0.1i)

m——l

kde | je celé nezaporné, jako w je oznacen (v souladu s pfedchozim - (XX0.1), (XX0.1d)-
(XX0.1f)) skalarni souc¢in

w=F, A, = ri 'rrz = cos(y), (XX0.1j)
172

n, a n, predstavuji jednotkové vektory ve sméru vektorti I; a r, z prostoru R® j.

r
= (S|n49 cosg;, sind; sing;, coso, ) ] {01}, (XX0.1ja)
T

5

i

zapis Y, ,(N;) je tak ekvivalentni zapisu Y, (6;,4;), kde n; je ddno vztahem (XXO0.1ja).

Yim jsou Sférické Harmonické funkce, oznacované také jako kulové a definované vztahem
(Z72), ktery se objevuje v kapitole ,,Atomy vodikového typu®. Pruh nad symbolem Y znaci
komplexni sdruZzeni funkéni hodnoty. Pro operaci komplexniho sdruzeni a Kulové funkce
ptipomenme vztah [4]

Yin@.9) = (D", _,(6.9). (XX0.1k)
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Spojenim (XXO0.1f) a (XX0.11) pak dostavame piimo vztah

Loy M hy @ (XX0.1m)

1+1
r, icomen 2l+1n”

Ten je plattn}'/108 pro v8echna ry < ryq, kde r; € (0; o), r; € (0; ). Pror, > 1y (r; € (0; o),
r, € (0; o)) pak prohozenim roli r; a r; obdrzime vztah (XX0.1m), kde bude prohozeno r; a
rp. Obecné lze tedy psat (XX1), kde r< a r> jsou dany vztahy (XX2) a (XX3). Dikaz ,,véty
o skladani kulovych funkci® (XXO0.1i) je popsan v [16], vychazi z dosazeni vyjadieni w
pomoci 8 a ¢, tj.

w =sin &, sin 8, (cos (¢, — ¢, ))+ cosé, cosé,, (XX0.1n)

198 Dle [Wiki, http://en.wikipedia.org/wiki/Spherical _harmonics#equation_1, Spherical harmonics expansion]
tento rozvoj (X0.1m) jako funkce ﬁ1 (pro ﬁz, ry a rp jako parametry) stejnomérné konvergentni, nebot’

rozvojové koeficienty klesaji rychleji neZ exponencidlné (pro Legendreovy polynomy lze odvodit na intervalu
X € <-1; 1> nerovnost (NR1) a odkazat se na puvodni vztah (XX0.1f)),

1
2' 11

@y 0+ (1+2y
e T TR PR (NRL)

IR(X)| < %NOC-VOC

coz je rychle klesajici funkce (pro velka | se chova jako 1/(l-@)! pro pevné a € N). Lze také ukazat (na
zéklad¢é vztahti (XXO0.1f) a (NR1), ze prava strana (X0.1m) je stejnomerné konvergetni s.v. jako funkce
dvojice proménych I} a T,. Vyrazy ,Noc* a ,Voc* v odhadu (NR1) se vztahuji k Rodriguesové formuli
(XX0.1h), Noc = ,,Number of coeficients*, tj. také po&et &lenti I-t¢ mociny dvojélenu (x*-1), tj. Noc = | + 1,
Voc = ,Value of coeficients*, maximalni hodnota kazdého ¢Elenu po zderivovani I-krat. Vime [x| < 1, tj.
rozhoduje velikost koeficientu, ktery je nejvyssi pro I-tou mocinu X%, kdy je (211)/(I1), tj. Voc = (211)/(I1).
Odhad (NR1) Ize patrné jesté podstatné zesilit, ale pro tyto ucely staci v této (NR1) forme.
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(p 'LK1(UJ IEKI(UJ f(nl £l HE ) dg}] dﬂ)z —

ﬁ, .[EKI (UJ.‘.EKI ([]jf(;{((},’ gﬁ'), ﬁ)) dEtJ;_f dg}refdg}abs
1
1,
N dQ, , =sinydydep, ye(0;7), @e(0;2x)

Obr.G1: Vektory fi, a fi, V jedné roving. Jejich osa N = Y(fi, + i,) a Ghly (v rovin& i,

n,) a ¢ (rotace okolo N ), vzorce se vztahuji k integraci popisované v odstavci pod
vztahem (XX0.1w).

dosazeni tohoto vyrazu do levé strany (XXO0.li) a rozndsobeni vyrazu tak, aby byly
odseparovany proménné s indexem 1 a proméné s indexem 2. Jiny postup diikazu provedu
V nasledujicim odstavci

Dutkaz vztahu (XX0.1i):

Tvrdim, Ze leva i prava strana (XXO0.11) je nezavisld na volb¢ soustavy soufadné. Tj.
nezavisi na ,,absolutni* orientaci vektori fi, a fi,, ale jen na jejich vzajemné orientaci.
V ptipad¢ levé strany je to zfejmé, v piipadé pravé strany (XXO0.1i) pro dikaz tohoto
tvrzeni pouziji vztah (ZZAl1l.), kde R™ bud’ matice otiejici argument sférické
harmonické funkce o libovolny (pevné zvoleny) tthel ¢ okolo libovolné (pevné zvolené)
osy n, pak plati

S VLR Y, R = Y (Z ‘ns',zv‘.,q(m))[i Dén'?pv.,p(ﬁoj _

m=-l m=-I q=-I p=-I ,(XYAl)

+l +I

- Y Y @Y, Y (V)oY

q=-1 p=-I

kde byly vynechany argumenty u matice R € R i matice D e c@*2*) V posledni
rovnosti v (XYAL) bylo vyuzito faktu, ze matice pD® je unitarni, jak je uvedeno u vztahu
(ZZAT11.1). Posledni sumace pfes m tak poskytne Jqp, coz vede (po piejmenovani scitaciho
indexu na pravé stran€ (XYA1)) na vztah
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+1 +

Z Y_I,m(R_lﬁZ)Yl,m(R_lﬁl) = Z Y_Im(ﬁz) Yl,m(ﬁl) ’ (XYAZ)

m=-—I| m=—I|

ktery byl obsahem dokazovaného tvrzeni o invariantnosti pravé strany (XX0.1i) vzhledem
K absolutni orientaci vektord fi, a fi,. Proto si volim vektor fi, = (0, O, 1)T (pro kazdou

ptvodni kombinaci A, a fi, vzdy naleznu ortogonalni redlnou matici R, ze R fi, = (0, 0, 1)"
a i, =R n,’ (a ¢arku dale nepisi)). To je ekvivalentni volbé & = 0 (¢ libovolné), coz
odpovida cos 6 = 1 a na zakladé znalosti hodnoty specidlni funkce ,,Pfidruzené
Legendrovy funkce“ P™ vbodé 1 (R"()=7,,) lze ze tvaru Sférickych harmonickych

funkci Y m(6, ¢) snadno usoudit, Ze plati
21+1

Yin(0,9) = . Smos (XYA3)

to ale znamena, ze pro volbu i, = (0, O, 1" a n, libovolné se bude dokazovana formule
(XX0.1i) redukovat na tvar

Pcost,) = (o1 Yi0(0. ). (xYAd)

coZ je ekvivalentni definici Y;;n pro m = 0 po prehozeni stran a vynasobeni (47(21+1))"
(poznamenavam, ze sférické harmonické funkce pro m = 0 nezaviseji na ¢). Q.E.D.

Pro vypocet integrali z mezielektronové repulze (viz definice XX4) bude tedy
v dal§im pouzit vztah (XX1) platny pro vechna r; € R* ar, € R* s vyjimkou r; = r, (to je
ovSem mnoZina nulové dvojrozmémé Lebesguovy miry a lze ji tak ignorovat vzhledem
k integraci pfes R™ x R™, ktera bude provedena pro vyintegrovani ,,radialni ¢asti integralu
definovaného v (XX4))

1 o0 +1 47Z' r _

— = ——=Y, (A,)Y, (1), XX1
I, I;J mz—l 21 +1 r.>I+1 I,m( 1) I,m( 2) ( )
nr<r, = r.=r & r =r,, (XX2)
rzr, = r.=r, & r =r, (XX3)

Ukolem je nalézt analytické vyjadfeni vyrazu
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: Wp> J G{Wn) 7.0) v, (5) wp@)}dsr d°F, (XX4)

1 12

IZ€ 9 — <V/yl/lv

Prvni kroky odvozeni jsou stejné pro STO 1 GTO, pisSme tedy
v,([)=R, (r)YI(a),m(a) 0,9), (XX5)

Integral definovany v (XX4) vypocteme dosazenim Multipolového rozvoje (XX1) za 1/r1,

o+l
a=11]] 222— SRR (TR, (5)R, (5) Vi min (1) Vi) oy (1) Yy ()
s3S3RRy 1=0m=-l
YI(v) m(v) (n )Yl(p) m(p) (ﬁ )Y_ ( ) r22dr2 r12dr1 dQZ dQl
(XX8)

d«2 je uhlovy element pro prostorové proménné j-t¢ho elektronu, tj. d(cos 4) dg = sin 4
dg dg. Nyni pro vypocet integralu (XX6) pouzijeme zaménu integralu a sumy (dvojita
suma v (XX6) stejnomérn¢ konverguje s.v.) a nalsedn¢ Fubiniovu vétu (kazdy ¢len ziskané
sumy integrali konevrguje absolutné kvili charakteru radialnich ¢asti a konec¢nosti povrchu
jednotkové sféry (a omezenosti funkei Y)).

o= (=1ymtarme) i i (=)™ Radialy(I,m, ,v, o, p) Angular, (I,—m,1(),-m(u),1(c), m(c))

1=0 m=-1

Angular, (I, m,I(v),—m(v),1(p), m(p))
,(XXT7)

kde

Radial, (I,m, i,v, 0, p) = ” T ILR ()R, (MR, ()R, (r,) r2dr, r2dr,  (XX8)

R R;

Angular, (1, m, 12), m(@),1(2).m(2)) = [ ¥,n(8) Yy niy (0) Yicopmy () A2, (XX9)
53
lze ukazat, ze pro skladani kulovych (sférickych harmonickych, Y) funkci o stejném
argumentu plati relace (viz vztahy (ZZA11.)) a (ZZA11.k) a diskuze u nich)
1(1) +1(2)
Yiwm (M Vi me M = . cgr (1), m@),1(2), m(2),1',m")Y, . (%), (XX10)

I'=I1D-1(2)

kde m‘ = m(1) + m(2) a cgr je redukovany Clebshtiv-Gordaniv koeficient definovany
vztahem
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cgr (11, m2),1(2),m(2),1',m") =

= (1(2), m@),1(2),m(2) | 1',m")(1(1), 0, 1(2), 0|1", 0)

1 \/(2|(1)+1)(2|(2)+1) ., (XX11)
Jar (21'+1)

kde (¢,+,,* |-, *) je Clebshuv-Gordantv koeficient pro skladani vlastnich vektorti operatora

A

L2, L,. Dosazeni vyrazu (XX10) do (XX9) a vyuziti ortonormality kulovych funkci
obdrzime vztah

Angular, (1,m,1(1), m(1),1(2),m(2)) = cgr(1(1), m(@),1(2), m(2),1,m), (XX12)
Pokud | a m splituji
HO)-12)] < | < 1Q)+1Q), (XX13)
m=m(1)+m(2), (XX14)
pokud podminky (XX13) a (XX14) splnény nejsou’®, plati
Angular, (I, m,1(1),m(1),1(2),m(2)) = 0, (XX15)

Vztah (XX15) pfi nesplnéni podminek (XX13) nebo (XX14) garantuje konecny pocet
nenulovych ¢lentli souctu (XX7) a také nulovost celého integralu (XX7) pokud neni splnéna
podminka

m(u)+m(v) =m(o)+m(p). (XX16)
Lze tedy psat
Iy = (=1)meme) I(mza‘,x) ZI: (D" Radialy (I, m, w1, v, o, p) cgr(l,—m,1(x),~m(x),1(c), m(c))
cgr (I, m, |(V),—m(V)I,_I|(E;;: r;(p))
(XX17)
kde meze 1(0) a I(max) jsou koneéna &isla dané vztahy
1(0) = max{[1(x) - 1(c) [.|[1(v) = 1(p) [} (XX18)

109 Analogicky Ize formulovat tzv. ,,podminku parity” (sou¢in funkei stejné parity lze rozvijet jen do souctu
funkei sudé parity a soucin funkei odlisné parity jen do funkei liché parity), vyraz (XX12) mize byt nenulovy
jen tehdy, plati-li

IQ)+1Q2)+1 = 0  (mod?2), (XX12b)
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I(max) = min{l (&) + 1(&),1) +1(0)}, (XX19)

koeficient cgr je definovan vztahem (XX11) a je znam jako analyticky vyraz svych
celo¢iselnych proménych (protoze Clebsch-Goradanovy koeficienty jsou znamy
Vv analytickém tvaru [4, 38]). Podminka (XX16) nenulovosti celého vyrazu (XX17) vyplyva
ze dvojice podminek typu (XX14) aplikovanych na oba koeficienty cgr ve vztahu (XX17),
tj.

—m=m(c)-m(x), (XX20)
m=-m(v)+m(p), (XX21)
porovnanim (XX20) a (XX21) pak snadno obdrzime (XX16)110. Nyni zbyva nalézt
analytické vyjadfeni pro radidlni ¢ast danou vztahem (XXS8). Integral v (XX8) nejprve
rozdélime dle dvou riznych oblasti (r; < ra (,,(+)*), r1 > r2(,,(-)“|)) a dosadime za r< a r> dle

definic (XX2) a (XX3),

Radial, (I, m, zz,v, o, p) = Radial” (I, m, 1,v, o, p) + Radial{” (I, m, u,v,o, p),  (XX22)

A
21+1

Radiall” (I, m, i,v, 0, p) =

O ey 8

{r;'“Rﬂ(rl)RG(rl)T{r2'+2 R, ()R, (r,) }drz} dr, (XX23)

A

Radial® (I, m, u,v,o, p) =
9 ( H P) o111

T{rﬁzR#(rl)R(,(rl)T{r;'”Rv(rz)Rp(rz)}drz}drl,(xxz4)

19 Analogicky lze na zakladé (XX12b) odvodit podminku nenulovosti integralu | % Ve tvaru

uv

(W) +1(v) = I(@)+I(p) (mod2), (XX120)
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Obr.XX1: Rozd&leni R? vhodné pro vypodet integralu (XX8)

Dalsi vy¢isleni jiz zavisi na konkrétnim tvaru radialnich funkci R(r) a proto se bude lisit pro
ruzné typy bazi atomovych/molekulovych orbitalti (ddle uvadim vypocet pro baze STO a
GTO).

8.1.1.2.1.1 Baze STO

Pro jednoduchost uvazuji v rozvoji (X20) pouze jediny ¢len. V piipadé potieby je
vzdy mozné vyraz snadno zobecnit jako dvakrat linedrni a dvakrat anti-linearni formu
v koeficientech rozvoje (X20), tj. bude platit

K(u) K(v) K(p) K(q)
Radial, (I, m, 1,v, o, p) = Z Z “adal”al” Radialy (I, m, j,k, p,q) ,(XX25)
=1 k=1 p=1 g=1
kde
R, (=r*exp(-n,r) ne{jk paq} a=z(n)." (XX26)

M Kde t(n) je n&jaka celogiselna kladna funkce celogiselné proméné prifazujici &islu orbitalu n parametr a
radialni ¢asti. 7: Ng > {l(@) +1, 1(a) +2, ...}
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aed{l@ +1 1@+ 2, ...}, na>0.Vdalsim se bude hodit znalost identit pro neurcity
integral z funkce typu (XX26) pro 7, = 1, definuji jej symbolem J,(x) jako

J,(X) = I X" exp(— x)}dx_— exp(— X)Z (d (< )J +C, (XX27)
- n: n-k - _ \ n_l k —
J,(X)=— 2 (n—k)!x exp(-x)+C = kZ:;‘k! x* exp(-x)+C, (XX28)

ktery umoznuje vypocist neurcity integral z funkce typu (XX26) pro obecné 77, > 0 pomoci
jednoduché substituce

37(x) = [ {x" exp(= %)} dx, (XX29)
1 n_ Y
y=nX% dx==dy, x"=-—, (XX30)
n n
| Y 1
ol = ==z 3 (Y), (XX31)
n n
atedy
J7(x) = ) (77x) Zn:n'nk_n_lxkexp(— X)+C= - n' Zn: n° X' exp (- x)+C .(XX
n n+l — kl n 77 n+1 — k' n '
32)

S pouzitim uvedenych formuli snadno odvodim vztah pro uréité integraly z funkce typu
(XX26) pro obecné 7, > 0 jako

k=0

|r']7'(_)(r1) = T{Xn exp(—n X)}dX = ‘]r?(rl) - Jr?(O) =T T Zn: 77 |l eXp( n )+ n n+l ’(XX3
3)

1269(5) = [ " expllox = lm (37.00)- 37 (1) = n”nfl > "kf exp(-1 1), (XX34)

n

< |
179 =[x expln0fix =170 0 = (XX35)
n

0
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Podminkou platnosti uvedenych formuli je 77, > 0, nebo alespon Re (77,) > 0 (ale pii této
aplikaci uvazujeme funkce R,(r) jako realné, tj. 72 € R). Platnost podminky n e Ny
(ekvivaletni podmince a € N pod vztahem (XX26)) Ize pon¢kud zeslabit (na (n # - Kk, k €
Z), pak by zapis ,,x I m&l vyznam /{x+1), kde 7" je specialni funkce ,,Gamma“ definovana

vztahem (XX36)), ale aplikace ve vypoctu maticovych element H2 to nevyzaduje.
r'(x) = th‘le“dt xeC\{0;-1,-2;..}, (XX36)
0
Dosad’'me nyni (XX26) do (XX23),

s A1(= Ar i -1+ ut+o t +v+
Radial{” (I,m, u,v,0, p) = 2I—+1J‘{rl e exp(—(1,, +776)r1)J'{r2' 2 exp(—(17, +1,)r,) }drz} dr,
0 0
(XX37)

coz lze zapsat pomoci (XX33) a provést sérii tprav,

A
21+1

Radial” (I,m, 1,v, 0, p) = j {r;'*l*ﬂ*ff exp(-(n7,, +7,)r) 11720 (rl)}drl, (XX38)
0

Radial{”? (I,m, u,v, o, p) =

A ) atese gypg (v p)t e, +n,)r ~
T +1£{n exp(-(n, +77,,)r1)( o, w0 kzzo " exp(=(n, +1,)r) |¢dn,
4 i -1+ uto (I +Vv+ p)l
g exp(=n, +1,)r dr
2l +1‘[|;{ ! p( (77” 77‘7) 1)((77‘, +77p)l+v+p+l 1
,(XX39)
Radialé’)(l,m,,u,v,a,p) =
Ar (l+v+p)! ", +7 YK b
_2|+1(77 +77 )|+v+p+l = P kll exp(—(ZT])l’l) dl’l,
14 P = 0 H
A I+v+o)! T two
i 21+1 (n, +n )|+V+p+l _([{rl e eXp(_(nﬂ +77cr)r1) }dl’l
v P
(XX40)

kde byl, pro zjednoduseni, zaveden symbol 27, oznacujici soucet vSech exponencialnich
faktort 7, tj. plati

In = n,+n,+n,+n,. (XX41)
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Pozdg¢ji bude pouzito analogické oznaéeni pro soucet vSech mocnin a, tj. 2a, vztahem
Ya = u+v+o+p. (XX42)
Upravme dale vyraz (XX40) pomoci definice (XX35),

Radial{” (I,m, u,v, 0, p) =

Ar (I+v+p)! ", +77p)k |f.’1'l(fz,+mk N dr (I+v+p)!

- Nyt
2l +1 (77‘/ +77p)l+v+p+l “= k1 ol +1 (77v +77p)|+v+p+1 —l-1+p+o
(XX43)
Radial{” (I,m, u,v, o, p) =
| lHvtp + k _I _1+ I " k |
4z (I+v+p)! (n, +1,)( L+0+K) soxe

— 2| 1 (77‘/ + ﬂp)l+v+p+l = k' (Zn)—l+,u+a+k ’
N 4z (I+v+p)! (-1-1+pu+o)!
2041 (n, +1,)" " (1, +1,)"

Tim je vyraz Radialg(')(l,m,y,uo;p) jiz v analytickém tvaru. Proved’'me totéz i pro vyraz
Radials™(1,m, v, 6,p),

: + 4 T +ut+o I —l-14+v+
Radlalé )(I1m1ﬂvvaa1p) = —7[ {rll “ exp(_(ny +770-)r1)J- {rZI ' i eXp(_(nv +77p)r2)}dr2}drl
0

21+1 4
,(XX45)
H + 472- T + T =+
Radialy” (1, m, 1,v,0, p) = 5"~ {rl' RLDR, (W[ lRV(rz)Rp(Fz)}drz}drl ------
0 n
Radial{” (1 m 1,7, p) = [ 177 exp((n, + IR0, (1) e, (XX46)
0

Radial{” (I, m, i, v, 0, p) =

A A =1+v+p)Ire (g, +n,)rf
o {rl' 7 exp(- (7, +f7<;)f1)[((77 o )_.+Vp+)p g e —exp(=(n, +1,) r,) |tdr
0 14 P = -

,(XX47)
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Radiall” (I,m, u,v, o, p) =

dr (Hl=L+v+p) 17 (g, +0,) S
CLZLrv DS S 2 oo exp(- (2 ),
2|+1 (77V+77p) P k=0 kl

0

(XX48)

dr (-l =1+v+p)! = (n, +77p)k ||E+Z,(+oa+k

20+1 (n, +n,) v M k!

Radialg(” (,m, w,v,o, p) =

(XX49)

4 (1 =1+v+p)t & (g, +77,) (1+p+ 0 +k)!
21 +1 (77v + 77’0) —l+v+p e~ k! (2 n)l+1+g+o-+k
(XX50)

Radialg” (I,m, 4, v, 0, p) =

Radialy (I, m, ,v, 0, p) =

4z | (+vip)! [(Hl=Ll+u+o) "o, +n,) (1-1+u+o+k)!
2|+1 (nv +77p)|+v+p+1 (77# +770)—I+,u+o— “= k!(zn)—lﬂtﬂﬂk !

4r (Hl-1+v+p)! e (g, +7,) (1 +u+o+k)!
2| +1 (77V +77p)—l+v+p e~ k!(zn)l+l+y+cr+k

(XX51)

Tim byly obé Casti pavodni radidlni c¢asti pivodniho dvouelektronového integralu
<uv|l/riplop> upraveny do tvaru analytické formule, kterou je soucet (XX51) pravych
stran vyrazi (XX44) a (XX50). Jest¢ dodavam, Ze vyraz (XX22) (vzhledem k definici
(XX8)) musi byt invariantni vzhledem k zaménam

(wo)—>Wv.p) &  (v.p)—>(w0), (XX51)
U—>0o & o> U, (XX52)
vV—op & LoV, (XX53)

tj. Ze plati

Radialy (I, m, &,v, 0, p) = Radialy (I, m,v, i, p,0), (XX54)

Radialy (I, m, u,v,0, p) = Radialy (I, m,o,v, 1, p), (XX55)
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Radialy (I, m, &,v,0, p) = Radialy (I, m, &, p,o,v), (XX56)

Platnost (X55) a (X56) i pro vyraz dany soué¢tem pravych stran (XX44) a (XX50) je zfejma,
nebot’ zde vystupuji pouze soucty u+ o (n,+ 1) a v+ p(n,+ n,) nikoliv za o, nebo va
p oddélené. Platnost (XX54) pro vyraz dany souctem pravych stran (XX44) a (XX50) jiz
na prvni pohled zfejma neni.

Porovnani vvysledk ziskanych z formuli (XX17), (XX44) a (XX50) s numerickym
vypocétem integralu metodou “Monte Carlo”

¢.pokusu | u+o MutNs | VP v+np |, My v, my le, Mo | 1, M,

1 2 2 2 2 0,0 0,0 0,0 0,0

2 2 1,62 3 1,71 0,0 0,0 0,0 0,0

3 5 0,72 5 141 1,0 1,0 1,0 1,0

4 5 1,94 5 1,41 1,0 1,0 1,0 1,0

¢.pok. | Popis integralu Poé. it. | Vypocet Doba Analyticky | Analyticky,
(MK) | MK vyp. desetinny

(MK) [s] rozvoj

1 (1/167°)<1sls||1s1s> | 10’ 6,14788" | 783,3 5/8 n° 6,16850

2 <1s2s||1s1s> 10’ 0,143723 | 348,0 0,144088

3 <4pz4pz||lpzlpz> 10° 1883,72 | 65,7 1883,97

4 <3pz3pz||2pz2pz> 10’

8.1.1.2.1.2 Baze GTO

Podobné¢ jako v ptedchozim (Baze STO) uvazuji v rozvoji (X21) pouze jediny ¢len,
tj.

R,(N=r""exp(-¢,r’) a=z(n), ne{jkp,qg" (XA1)
kdea € {l(a) +1,1(a) + 2, ...}, & > 0 Je vhodné definovat neurcity integral typu
K, (X) = j{x” exp(—x*) fdx, (XA2)

kde n je celé, nezaporné. Pomoci opakované integrace per-partes lze pro licha n obdrzet
vztah

12 Kde t(n) je n&jaka celogiselna kladna funkce celogiselné proméné prifazujici &islu orbitalu n parametr a
radialni ¢asti. 7: Ng 2 {l(@) +1, I(a) +2, ...}.
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1Q (2n)!!

K, (X)) = —=) ———__ x*?lexp(-x?*)+C, XA3
aal) = 33 p(-x?) (XA3)
a pro suda n vztah
n-l —i : —-n
K, (X) = _EZ (2n 1) _ 2" 2 exp(-x?)  + MﬁErf(x)+C,
24 (2n-1-2j) N2 " 2
(XA4)
kde funkce Erf je definovana vztahem
Erf (z) = ij'exp (—t%) dt (XAB)
V7 3 ’

a vyraz X!l vztahy (XA6) (pro x sudé nenulové), (XA7) (pro x liché) a (XA8) pro x nula
nebo -1,

@Ml = 2.4.....(2n-2)-2n=2"n1, (XA6)

2n+1)I = 1.3-5-..--(2n—1)-(2n +1), (XAT)

(-D = oN = 1. (XA8)
Nyni budu definovat

K00 = [ explc £, (A9

jednoduchou substituci

_ox o= e W XA10
y \/ZX X é/n/Z X éfl/Z ( )
Obdrzime
Ki| L =%Kn(y), (XA11)
-+
KE () = — K, (20, (XAL2)
é/T
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pro licha n tedy plati

2n)it & n-lox2n-al
K2§n+l(x) _2(4/34—1 (gn 2j)” 2J exp(_gxz)—i—ca (XA13)
j=0 — L
2ni & .
K3na(¥) = —égn)ﬂ > (2])” 7 X exp(=¢x*)+C, (XA14)
j=0
pro suda n pak plati
2n _1)“ n-1 ézn—j—l/2 X2n -1-2j (2n 1) \/_
Ks (X) = _{ _exp (- ¢ x? ~—Erf(J¢x)+C
Zn( ) 2§n+1/2 ~ (2n—1—2]) ”2J p( é/ ) 2 é/nJrl/g 2 (\/_)
,(XA15)
2n — it & 4 - (2n-)1 Jz
K (x) = _( — x* ™ exp(-¢ x° ~——Erf(yJ¢x)+C
2n( ) 24,n+1 ; (2j—1) !!Zn_J p( é, ) 2 é,n+1/2 (\/— )+
.(XA16)
Pro urcité integraly definované vztahy
KEO(r) = [ exp(-¢ x*)}dx (XAL7)
0
KeW(r) = I{x”exp(—; x?)}dx, (XA18)
KE® = [ exp(= ¢ x*)fdx= KO (0) = lim KFO(p), (XAL9)
0

(XA16), pro licha n,

(2n)!!

K:()(r):

2n+1

2n+1 (r ) K2n+1 (O) =

j=0

pro suda n
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4
zé/nHZ (21)” on- i 1

(2nm)N
2 n+1 é/ n+l’
(XA20)

Vexp(-¢r’) +



¢.() ¢ (2n -Dt S é/j 2j-1 2
Kz, (r)—Kzn(r) K (0)— 24’”” JZ_‘I(Zj—l)!!Z"_j rll exp ( grl)

' Ja ,(XA21)
(2n-D1
2 é/n+l/2 2 Ef(\/—r)
vyraz (XA18) vycisleny pro licha n,
2I’l)” n é/i
KSC(r = lim K3, (%) = K3, (r ( I ex r’),(XA22
2n+1( ) 2n+l( ) 2n+1( ) 24,n+]_ % (2 )” 2n j 1 p( é/ ) ( )
vyraz (XA18) vycisleny pro sudé n,
N 2n-)N Jrz
KE () = Im K5, 00 ~KE, () = o
(2n -1 ! (2n -1 Jz Az
n-HiL 4 2j4 2 2n-1
+ - exp(-4n)-———,—FEIf r
Zé/nJrl ; (2j_1) !!anj 1 p( é/ 1) 2 é/n+1/2 (\/_ )
Vyraz (XA19) vy¢isleny pro licha n
. . “ (2n)i1 n!
Kind = Kan (0) = Im K512 (1) = 55 i =g (XA24)
Vyraz (XA19) vy¢isleny pro suda n.
© e ey (2N =D T
K50 = KOO =lm KEO©) =372 5 (XA25)

Vyraz (XA19) lze zapsat tak, aby zahrnoval jak ptipad sudého, tak liché¢ho n a to pomoci
Gamma funkce 7;

Ko = T{x” exp(- ¢ xz)}dx = %T{sn; exp(-¢ s)} ds, (XA26)
®© n+l r (MJ
KO = — j { ) exp(—t)}dt = —21 (XA27)
2 é’T 0 2 é’T

Také se bude hodit znat vztah pro urdity integral z funkce typu x* Erf(a X) exp(- B x?), ktery
odvodim provedenim per-partes,
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o0

(a, B.K) ;I x“Erf (a x) GXp(—ﬂXZ)}dXEiK(a,ﬂ,}/), (XA27a)
Jr

o

(uv)dx=[uv] - T(u 'v) dx, (XA27h)

0

o—3

v=jxk exp(-Bx*)dx, u=Erf (ax), (XA27c)
Necht je k sudé (k = 2n), pak

. o (20D p’
{Erf (arx) x*" exp(= )} dx = 25" = (2j-puzn

X1 Erf (@ x) exp(= AX2) [}

O ey

(en—1t \/_[Erf (aX)Erf (JAN)] -a T{exp(_azxz) ()l
2N g N2

(XA27d)

Prvni ¢len je nulovy, nebot’ v pocatku je nulova jak funkce Erf, tak nenulové mocniny X a v
nekone¢nu je nulovéa funkce exp ( - £ %), druhy ¢len viak nulovy neni — limita funkce
Erf(x) v nekone¢nu je rovna jedné.

_ (2n-n Jr
L(a'ﬂ’zn)_znﬂn+1/2 2
a(2n =N i B’ _ T{XZil exp(—(ﬂ+a2)xz)}dx , (XA27e)

Jz gt E @j-pu

_a@n-nn JrT a2
ENerT !{Erf (/BX) exp(~ar*x?) fix

@en-D! Jr . an-n 21 pIK frat

L(’ ’2n) = n on+1/2 n
a(zﬂ ) 2" 2 Jr(2B)" S )+ (XA27f)
a(2n-1
H !O
“epyyp P
@n-" Jrx a(2n-n 2B j!
L y ,2 = - 2\ j+1
(a, B, 2n) Znﬂn+1/2 > + \/;(Zﬂ)n S 2j+)(B+ad) (XA270)

_a(@n-Dt 0
Cpygp PO

Zbyva vy¢islit L(«, S, 0), coz provedu pomoci derivace podle parametru o,
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68_05 L(a, 8. 0) = s—a I {Ert (@ x)e ™ Jdx, (XA27h)

za podminky a > 0 plati (derivace integrandu je x exp(-(8+ &) X?), coZ je spojita funkce X i
a apro B> 0 pro ni existuje integrabilni majorita x exp( - X))

j—a L(a, 8,0) = I {eﬂxz S—a Erf (a x) } dx, (XA27i)

upravme dale

1 1

:—aL(a,ﬂ,O):%]: x exp(—(f+a?)x))dx= N T (XA27j)
L(a, 5,0) = C XA27K
(@, 8,0) = fjﬂ = +C(p) = Warctg[ﬁ} B), (XA27K)
dosazenim « = 0 snadno zjistime, ze C(f) = 0 (provs. > 0) a tedy plati
L(a,5,0) = arctg e ] (XA27I1)
“P0 [m
a
L(J/B,a%0) = iarctg [@] = ﬁarccotg (%J (XA27m)
coz bude dosazeno do (XA27g),
_ (@en-pJx RRCICLELES 2p) j!
L(ailg’ 2n) - Znﬁn+l/2 2 \/_(Zﬂ) ; (2j+1)!!(ﬂ+a2)j+l
(XA27n)

C(2n-n JB
T mg( J

Vztah pro L(e, B, 2n) jsem také odvozoval rekurentné (Pomoci integrace vyrazu v L(e, £,
7) per-partes s u“ = x” a v = exp(- 8 x°) Erf( a X) je mozné odvodit vztah mezi L(e, S, 7) a
L(a, B, y+2), coz umoziuje na zaklad¢ nezavislé znalosti L(e, f, 0) a L(«, £, 1) odvodit
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vztah jak pro L(a, B, 2n) tak pro L(a, B, 2n+1), vyse uvedeny postup je vSak podstatné
pfimocariejsi. Pfi rekuretnim odvozovani jsem zjistoval tvar «(a, £, ) (to se lisi od L(«a, S,
) 0 multiplikativni konstantu dle vztahu (XA27a)) a dospél k vyrazu (XA27na)).

k(a, B,2n) =

arctg(aJ k
ﬂL(aﬂZn) _ (@n-]n JB L« Zl (2k)!! ( B j (XA27
2 UV T T ep | 2 2(B+a’) A (k+D| pra’?

na)

Vyrazy (XA27n) a (XA27na) jsou konzistentni, uvazime-li, ze plati (2n)!! = 2" n! a déle
nasledujici identity pro funkce arctg a arccotg,

arctg(x) + arccotg(x) = % VxeR, (XA27nb)
arctg(x) =arccotg (lj Vvx € R\{0}, (XA27nc)
X

Pomoci integrace per-partes (XA27b) a (XA27c) dale odvodim vyraz L(e, S, K) licha k (k =
2n + 1) za pouziti vztahu (XA14) pro vypocet tvaru funkce v z (XA27b),

(24

T 2n+1 _ 2 _ B > (Zn)” x (Z,B)j B+a?,(0) XA
'[{Erf (a x) x*"exp (- B x )}dx [Erf (ozx)szl(x)]0 +ﬂ\/; 25 ; 2N K7, W

0
270)

nyni si sta¢i uvédomit, ze funkce Erf je nulovd v pocitku a funkce typu K2 . (X)zase

ubyvaji k nule v nekonec¢nu, tj. Prvni ¢len v (XA270) vypadne, do druhého ¢lenu dosadim z
(XA25),

T 2041 P _a (@mh g (253)! (2j-1nn

!{Erf (a X) X2 exp (= B X )}dx_zﬂ By ,Z‘) CI (5 )y (XA27p)
_ o (@i & (2j-H Bl

L(a, B,2n+1) = 25 28)" JZO 2 Gra) (XA270q)
o (20 noj-yn( g Y Y ADT

L(a, B,2n+1) = 2825 Jpeat & @M {ﬁ+a2j , ( r
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Za pomoci programu Mathematica 6.0 jsem zjistil, ze oba vyrazy (XA27n) i (XA27r) lze
zapsat pomoci jediného a to jako

4

L(a, B, y)= “1+F(1+%j 2&(%,“%,;,—%), (XA27.2)
JrpB 2

kde ,F; (v Mathematice oznacovana jako ,,Hypergeometric2F1°) je hypergeometricka fada
definovana vztahem

& (), (), 2"

,Fi(a,b,c 2)= k}‘a 0. kU (XA27.3)
kde je pouzito oznaceni
k-1 Y
(@), EH (@a+j)=a-(a+d)-----(a+k-2)-(a+k-1) :%. (XA27.4)
j=0 -1)!

Vztah (XA27.4) plati i pro neceloCiselna a, je ovSem tieba X! Interpretovat jako 7{x+1). Pro
k=0 je (@) = 1 v souladu se vztahem (XA27.4) (horni mez vys$§i nez dolni znaci prazdny
soudin a ten je roven jedné).

Nyni provedu vypocet radialni ¢asti elektrostatického repulzniho integralu podobné
jako v piedchozim oddilu (Baze STO),

Radiall” (I, m, 4,0, p) = 2L |
Az

{r;'“R,,(rl)RG(rl)T{r2'+2 R, ()R, (F,) }drz} dr, (XA28)
21 +1

Radial{” (I,m, i, v, 0, p) =
Az

]E{rlllﬂﬁa EXp(_(é/y +¢, )I’12 ) j { rzHHp exp(-(¢, + é/p )rzz) }drz} dr,
,(XA29)

nyni, na rozdil od ptipadu baze STO je tieba rozliSit az 4 rizné ptipady dle sudosti/lichosti
souctl v+ pa u+ o(viz (XAl)). Piipad sudy-lichy lze uvazovat jen jeden, nebot’ druhy lze
ziskat ze symetrii (XX51)-(XX56), které plati pro zcela obecné, kvadraticky integrabilni
radidlni Casti Ra(r) (symetrie (XX51)-(XX56) vyplyvaji z komutativity soucinu realnych
Cisel a z nezavislosti ur¢itého integralu na oznaceni integra¢ni proménné — symetrie (XX51)
odpovida vzajemné zaméné oznaceni integracnich proménnych ry a ry).

sudo-sudy ptipad (I+v+p sudé. |+u+c sudé)

Zopakuji zde vztah (XX23) a vzapéti do néj dosadim vyraz (XA1),
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Radial® (I,m, v, 0, p) = ——

e {rl—mRﬂ(rl)Ra(rl)_([{r2'+zRv(r2)Rp(r2) }drz} dr, ,(XA30)

O ey 8

Radial{” (I,m, u,v,o, p) =
i (XA31)

m {I’l—l—1+ﬂ+6 exp(—(é‘ﬂ +§a)r12)f£{rzl+v+p exp(— (é/v i é/p)rzz) }dl’z} drl'

0

vyuziji definice (XA17) k zapisu (kombinace exponentl | + v+ pje suda, lze ji tudiz zapsat
jako 2n(1), kde n(1) je celé ¢islo dané vztahem (XA33))

Radial{” (I,m, i,v, o, p) =

A r Nt uro £+ () ) (XA32)
ol +l£{rl L+ exp(-(¢, +£)r?) Kz (rl)}dr1
kde
n(1)=|+v+peZ. (XA33)

2

Pouziji (XA21) k Gpravé (XA32) na tvar (kde jsem posunul s¢itaci index j, aby se s¢italo od
j=0)

Radial{” (I,m, u,v, o, p) =
@n@ - O (£, +¢,)!
&, +<)"Y = Rj+pn2t?

Az
21 +1

i exp(-(¢, +¢,)n) j} d

O3

{E'“‘”” exp(—(¢, +¢,)n") (—

A7
21+1

{rlllﬂwa exp(_(ézy n é/g)rlz) (Zn(l) ((;nf_l)é/_;z:ll) — % Erf (dgv + é/p rl)]} drl

O3

(XA33)

2l +1

4
2O I e (TR T PO LN, FA :

B ((Cnﬂ(LZ“ )”)(1) S (2 +1) 1200 .([{rl exp(-(Z4)n )}dr1+ , (XA34)

o et (B 6 e+ )i o

Radial{” (I,m, &,v,0, p) =
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kde n(1) je dano vztahem (XA33). To lze ptepsat jako (nebot’ kombinace exponentti — | + 2j
+ m + oje také suda a lIze ji tudiz zapsat jako 2 n(2), kde n(2) je celé ¢islo dané vztahem
(XA36) a kombinace exponentd — | — 1 + xz + o je licha a Ize ji tak zapsat jako 2 n(3) + 1,
kde n(3) je celé ¢islo dané vztahem (XA38)).

2'4;1 Radial ) (I,m, u,v, &, p) =

@ -yt [ "2 e o L[ 7

[2(:V+cp)]"<l>[ D RTINS T N o SRR RS EVALS
(XA35)

Kde n(2) a n(3) jsou dana vztahy

n(2) :‘”Tﬂ”+ j, (XA36)
2n(3)+1=—1+1+u+o, (XA37)
n(3)="++”ez, (XA38)

do vztahu (XA35) dosadim z (XA25) a (XA27r), ¢imz dostanu postupné

21 +1

Radial{” (I,m, &,v, 0, p) =
4

l+v+p

(v p -1 Jz o2+ (XA39)
JI2, +E 7 J(mg)y et Yoo 5 (2)+]) nR=¢y’

s e R
v + P Y r

kde ((XA39),(XA42)-(XA43)) je pouzito znaceni

X={,+¢,+¢,+¢,, (XA40)

Ya=su+v+o+p, (XA41)
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2L+ padial? (1, m, v, 0, p) =

T
 (evep -1 Jz 2, )Y |
JR2¢, + ¢ 17 o)yt o e S @+ N[22l
1(+vep-DiVz 1 (-l + g+ o) 2 (2j—1)!!(§,,+§(,}j
4 2, +o 0 Gt l2(g, + ¢ N Eg w0 @t L ¢
(XA42)
24, padial O (1, m, v, 0, p) =
T
 (+v+p-1u \/ z +V2£ F[2(¢, + ST | . (XA43)
25 ey VBT @i sy
1 (I+v+p -z (- + p+ o)t 2 @j-ou(¢, +¢Y
2 S

za —l+pto+ c i
gy G ) L e
Nyni ¢ast Radiale™, tj. do vztahu (XX24) dosadim vztah (XA1) a obdrzim

[ {r exp(-(¢, + £ [ ep(-(C, +, »}drz}drl

0

Radial®® (I,m, 1,v, 0, p) = —7—
21 +1

(XA44)

kde pro vycisleni vyrazu ve vnitinim integralu (s proménou dolni mezi r1) pouziji vztah
(XA18)

Az

o1 7 exp (-(¢, + €00 K () Ja,, (XA45)

Radials” (I, m, i,v, 0, p) =

O3

kde n(4) je dano vztahem (- | + 1 + v+ pje liché)

n(4) = %T”p , (XA46)

po dosazeni ze vztahu (XA22), upravé a uvazeni definice (XA19) obdrzim pro Radialg®™”
vyraz
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Radial{” (I,m, u,v, 0, p) =

4 (Cleveplt QRRE N o (xAs)
+1 j=0 (21)” e

—l+v+p

1+1
[2(5, +¢,)] 2

kde n(5) je dano vyrazem

l+2+pu+0+2) l+u+o

n(s) = 5

+1+j, n(G)eZ, (XA4T7)

za K58 dosadim ze vztahu (XA25),

Radialé” m, u,v,0,p) =
—l+v+p .
4x (d4v+ )7 2 (|+,u+0'+2j+l)!!(§,,+§ng' (XA48)

2| +1 2%+3 (é’ +g )*|+;+p=l(zé’)|+;z-;a+3 = (21)” Zéf
v p

Soucet (XA43) a (XA48) pak poskytuje vysledny vzorec pro Radialg(l, m, &, v, o, p) pro
kombinaci | + v +p sudéal + u + osudé

21 +1
A

Radialy (I, m, i, v, 0, p) =

l+v+p

(+v+p -1 J p zzl [2(¢, +¢ )]
5 (zg) e 2j+D N2z¢]

22" (¢ + )
o - (XA49)
(+v+p-DIVr (1 + g+ o) 2 (2j—1)u(4’,,+§g
N v e (TR DA = B LN
. (l+v+ p)I7z & e pror2j i (C,+CY
E+3 —l+v+p I+ p+0+3 rd (2 J )|| Zéf

22, +¢) 2 o 2 !

licho-sudv piipad (I + v+ pliché, | + 4+ osudé)

Stejn€ jako v predchozi podkapitole (sudo-sudy ptipad) vyjdu ze vztahu (XA31),
ktery ale narozdil od piedchozi podkapitoly ptepisi jako

Radiall” (I,m, v, o, p) =
(XA50)

Az
21 +

Tl e, R KO @l
0

kde n(6) je dano vztahem (XAS52),
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2n(6)+1=1+v+p, (XA51)

|+v+p—1e

n(6) = ; Z, (XA52)
pro vy&isleni Kj o2 (1) pouziji vztah (XA20)
2l ;1 Radial” (I,m, u,v,, p) =
l+v+p-1 . ’ XA53
(I+v+p-DN 2 [2(5, + S0 se0 Cut £p(0) ( )
ltvipil | 2 Z —(2 .)” K2n(7)+1 + K2n(8)+1
2, ¢, e

kde n(7) je dano vztahem (XAS55)

n(N)+1=2j-1-1+ u+o, (XA54)
n(7) Z_HT/HGH—L (XA55)

podobné n(8) ze vztahu (XAS53) je dano vztahem (XAS57)
2n@) +1=—-l -1+ u+o, (XA56)

—l+u+o

n(8) = 5

1. (XA57)

o ro o ,(0 Voo
Pro vy¢isleni vyrazi Kzzng(;;)ll a Kﬁg(g)fg © pouziji vztah (XA24)

2+ padial) (1, m, v, o, p) =
4
(Itvip-D | ca 2, +<)1 @j—-1-2+p+o)l , (-2t u+o)!
l+v+p+1 r 2 || —I+y+p+j —l+u+o
26, +¢)] ¢ - GO ey (20, +¢)

(XA58)
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21 +1

Radial{” (I, m, u,v, 0, p) =

4
(l+v|+p—11)!! ___x . (XA59)
22, +¢,) (20 2
o Qi-1-2+u+o( &+ T 1 (=24 pso)
x| —+/2 —
\/_ JZ:;, (2])” ( Zg j +\/§ —l+u+o

[2(5, +¢,)] 2

Podobnou sekvenci uprav je tfeba pouzit pro Radiale™(l, m, x4 v, o; p). Vyjdu ze vztahu
(XA44) z ptedchozi podkapitoly (sudo-sudy piipad), kde kombinace exponentd — | + 1 + v
+ pbude nyni sudé a proto vztah (XA44) zapisi jako

A
21 +1

Radial{” (I,m, u,v, 0, p) = I{rl”z“”" exp (- (¢, +¢ ) Ky ™ (rl)}dr1 , (XAB0)
0

kde Kf;(;i”’(” (r,) je definovano vyrazem (XA18) a vy¢isleno v (XA23), pro n(9) plati

2n(9) =—-l+1+v+p, (XA61)
n(9) = _'”% _ (XA62)
Pouzitim (XA23),
_ 1 °°
2|4+1Radia|é+) (|,m,,u,V,(7,p)= _I+SEVJP+V+p)--\{%V+p J{r1|+2+y+o exp (_(é"u +§6)r12)}dr1 +
T +1
2 2 (¢, +¢,) 2 °
—l+l+v+p i
(1 +v+ p)t 2, [2(8, + S % i sionn 2 ,
+ ~1+3+v+p —l+v+p+3 ; (2J _1),”” '([rl “ : exp(— (Zg)rl )drl
A+v+p)r K s ute
P e B E L e (€, o

2 2 (¢, +4,) *?
(XAB3)

s pouzitim definic (XA19) a (XA27a)
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2041 . ., A +v+ ) e
4r Radlalé )(l,m,ﬂ,V,O', '0) = —I+3£v+p ’D) “l+vip Kzég(lgf © +
2 2 (¢,+¢,) ¢
—l+1+v+p .
(-l +v+ p)t 2, [2(6,+8 v : (XA64)
+ —14+3+v+p —l+v+p+3 — W 2n(11)+1
i H

2% (6+g,) °

PN ([£52,, £, 4 ¢, 2n0)
2 (¢, +¢,) °

kde pro n(10) a n(11) plati

n(10) ='“‘%+1, (XAB5)
2n(1)+1=1+1+u+o+2j, (XA66)
n(L1) :'“‘%+ i (XA67)

Nyni pouziji (XA24), (XA25) a (XA27n) (ktery je zjednoduSeny zopakovan jako (XA68))
pro dosazeni do vztahu (XA64), ¢imz vznika vztah (XA69),
1
(2n-11 y
2ﬂ ﬂﬂ
Vi, e @ ( g J L arctg
\2V8 Valpiar & @i+Du\pra?)  Jap

L (e, B, 2n) =

@B , (XA68)

2I4;1Radialé”(l,m,,u,v,a,p)= —1+3+v+p (_I+V+—ﬁ)v!+!p(l+lf-lyi_ao-+l)”” I+ u+c+3
2 % (¢, +¢,) 2 2% (¢,+¢,) ¢?
-I+1+v+p .
- I 2, [2(5,+<,1 ( 2j)n
+ ,|+3+v+(p +V+p) —l+v+p+3 Zl (2]— )|| ( +'u+i/:0+£l
2 % (¢, +¢,) 2 : [2(Z0)] 2 (
B (~l+v+ oM+ u+ o+
27 (¢,+g) 7 22 (¢4t
I+;z+a
| A= g, +§ § @i (CﬁCGJ‘_ L o] [Gt S
2Jc.+¢, \F = @j+ynl =g Jr (&, +¢,) ¢ +¢,

XAB9)
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ZL+1Radialg(*)(l,m,y,v,o,p): 2a+$_|+V+p)—!I!+EI+:—ﬂ+O-+1)!!|f[ :
T N puto+
2% (5, +¢,) * (€, +¢,) °
—l+l+v+p .
(] +v+ p)lt 2 (|+,u+0'+2j)!!(§v+§pjj
Ta+7 —l+v+p+3 I+ u+0+3 — 2 H - Y
T R L (
(l+v+ o)+ u+o+)r
Ta+b _I+V+p+ l+u+o
22 (¢, +¢,) % (6,+¢,) 2
w1y e (éwaj"_ L | B
2J¢.+¢, V¢ mo@ipnl ¢ J7 (&, +¢)) $, +¢,
XAT70)

Soucet pravych stran (XA59) a (XA70) poskytuje analyticky vyraz pro Radialg(l, m, z, v,
o, p) pro bazi GTO a tzv.“ licho-sudy pifipad” (I + v+ pliché, | + u+ o sudé).

licho-lichy ptipad (I +v+ pliché, | + 4 + oliché)

Nejprve vy¢islim Radials”. Postup je stejny jako v predchozi podkapitole (licho-
sudy ptipad), nebot’ | + v+ p je liché v obou piipadech a tedy n(9) je celé a plati (XA50) -

(XA52)
2+ padiald) (1, m, v, o, p) =
T
~ +v;p—1 2 i w .
(+vep |3‘24!-,!0+1 _ : (é/(vz_:)ip ) J-{rl_l_lﬂﬁmh exp(—(Z4)r?) }drl ’ (XAT1)
2.+ 2 7 )
(I+v+p-it 7%

o [ exp(- (£, + ¢, .
2, +¢0 2 °

S uvazenim lichosti | + 2+ plze (XA71) piepsat jako

21; Radial" (I, m, v, &, p) =
l+v+p-1 . , XA72
(I+v+p-1 2 [2(§v+§p)]' ¢.,(0) £+ 5 (0) ( )
| 1| - Kanazy |+ Kanaz
+V+p+ = 2 )||
R, e 2 o0 L@

kde n(12) a n(13) jsou dany vztahy (XA73) a (XA74) a kde bylo pouzito definice (XA19).
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—1-1+u+o

n2)= =74, (XAT73)
na$::i:%%ii€, (XAT74)

Dalsi vycisleni je provedeno pomoci vztahu (XA25),

21 +1
4
(+v+p-D JZX

l+v+p+1 Zal 2

&, +¢,) 2 22

___1___”ﬁpl((|2+ﬂ+a+jn{§v+§{yl+04—2+ﬂ+0”!

2- || —l+u+o
(2)) x¢ €, +C)

Radial{” (I,m, u,v,0, p) =

J(XAT5)

“l+u+o
j=0

o) 2 -

Tim byl ziskan analyticky vyraz pro Radials” pro pripad, Ze %ak l+u+otakl+v+p
jsou liché. Pro odvozeni analogického vztahu pro Radials™ je mozné vyjit ze vztahu
(XA63) z predchozi kapitoly jelikoz v ném bylo vyuzito jen lichosti vyrazu | + v+ p, bude
vsak upraven na vyraz (XA76), nikoliv (XA64), jelikoz vyraz | + u+ o je nyni také lichy,

2041 . ., —l+v+p)r e,

Ar Radlalé )(l,m,,u,V,O',p)Z —I+3Ev+p 4 p) —I7iv+p Kzgg(l‘%;i())

2 2 (¢, +¢,) *?
—l+1+v+p .

. (I +v+ p)t 2 [2@}+4}ﬂ’me> , (XA76)

—4+3+v+p —l+v+p+3 = (2J _1)” 2n(15)

2 2 (¢, +¢,) *?

“A+v+p)INr e

- —|+3$v+p - ’D) —|7-Z!-.\/+,0Jrl L( é/" +§P’ gﬂ +é/0" 2n(14)+1)

2 2 (¢, +¢,) ?

kde

2n(l4) +1=1+2+u+o, (XATT)
n@@:lilgﬁii, (XAT78)
n@@:lilgﬁi€+j, (XAT79)
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nyni pouziji vztahli (XA24), (XA25) a (XA27r) a obdrzim

20+1 1 +v+p)r | +1+ u+o)l!
P Radlalg( )(I,m,/,l,V,O', p)= —I+3$v+p 4 ’D) —Zv+p+ ( £ Iz?r,wo-
2 (¢,+¢,) * [AL,+CI] °
—l+l+v+p .
l+v+p)r 2, [25, +&)) (+pu+o+2j)N , (XA80)
—14+5+v+p —l+v+p+3 Z:; (2J _1)” I+l+,u+a+j
2 ' (G,+6) 2 (2z¢) *  Jx¢
1+1+p+o .
(l+v+ o) +1+ p+ o)Wz <, +<, (x)™? 2 ¢, +¢,Y
- —1+5+v+p —I+v+p+1 é’ + éf I+1+u+o = T

2 % (6,+¢,) ¢? [2(¢, +¢.)] 2

2'+1Radia|9<+>(|,m,ﬂ,v,a,p)= za(—|+v+p)!!ﬁp (I+1+ﬂ.++f3i

g 2076, 48 (4,4,

. (_,Wiﬁ)i\/; . |+1;V+p(|+,u—|-0+2j)!!(§v+§ij . (XA81)

2%, vg) 2 o 2w @I L X

v+l pr o) [+, (307 T ij
R R B I

Soucet pravych stran (XA75) a (XA81) nasobeny faktorem (4m/(21 + 1)) je hledanym
analytickym vyjadfenim Radialg pro ptipad, ze jak | + £+ oje liché, tak | + v+ pje liché.

8.1.1.2.1.3 Baze GTO pro obecnou molekulu

Pouzije se podobny postup jako v piipadé vypoctu maticovych element 1/r a 1/r?
ve stejné bazi [5]. Uvadim zde postup z [5] vysvétleny mymi slovy a ve znaceni, které je
pouzivano v této praci. Postup je dilezity pro srovnani s postupem vypoctu maticového
elementu 1/r15% ktery v [5] jiZz uvedeny neni.

Definujme

152152 | 82D

1 3 = v = = 1 o — =g — =g
sros Vinvice = (@ -RIWD - Re)| =y (6 -Ro)yil) (7, - R,)) (OM)
12

coZ lze zapsat jako integral pres R® x R®

15%-1¢? | oB.0D _J‘ ‘//1(5![)(?1 - RA)Wl(sa)(Fl - RB)Wl(:) (rz - Rc) l//l(sp)(rZ - RD)
R® JR®

Gtog 'uAvce = S
|h =T

d°F, d°F, (0
M2)

234



kde ¥ jsou dany vztahem (IN13). Integral (OM2) je dvoudasticovy a &tyicentrovy (R A

RB, RC, RD jsou Ctyii obecné razné polohy atomovych jader). Po aplikaci véty INI
(Produktova) na redukci poctu center na 2, vznika vyraz

152152 | ©:B..D

Grog luavce = K(y'a)(ﬁA—ﬁB)K(V'p)(ﬁc—ﬁD)x

xp(~(c, + ¢, iRl Jexo( -, + ¢ m R[] oMY
X.[R3 jRS ||"i—F2| A d,

nové vzniklé gaussovy exponencialy jsou stiedovany v bodech R, a ﬁQ , kde R, je dano

vztahem (OM4) a ﬁQ analogickym vztahem (OM5),

o Su

R, + R
R, = , (OM4)
¢, + ¢,
= é,v F_éC + g ﬁD
R, = L ) OM5
@ s, + ¢, (OMS)

Jak tyto nové vzniklé gaussovy exponencidly, tak pfevracena hodnota |I, - T,| jsou

nahrazeny vyrazem ze vztahu (*), kde F( IZ) pochazi z Tabulky INT1 (na f, — T, se pfitom
nahlizi jako na jedinou 3-komponentovou proménou), tim vznikne vyraz

1
27°(¢, + 6, + 6,

chS;S IZEfCDg = K(ﬂ'a)(ﬁA - I:\33) K(V'p)(ﬁc - I?2[))

2

o bk ol ol et - come

exp(iK, - (7, T, )Jexp iK, - (F, - R, ))d K, d°K, d°K, d°F, d°F,

ve kterém se nejprve provede integrace pies prostorové proméné I, a I, (po spojeni
exponencialnich c¢lenti tak, aby to odpovidalo vztahu (IN67)), ¢imz vzniknou dvé o
distribuce 5(121 + IZZ) cXIZ3 - IZZ), po integraci pies |21 je dosazen za 121 vyraz ,,- IZZ “, po
integraci pies k, je dosazen za K, vyraz ,+k,“. A po prejmenovani k, na k vznika
integral tvaru
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152152 | 0,B.p. D _ 1o (wo) (B 5 VK Vo) (B 5\ 7 1
GTOg Iy,A,vp,c,g = K¥ (RA _RB) K™ (Rc - RD) E(Q, +§U)3/2(§V +§p)3/2
,(OM7)

2

<[, Kk exp(—Z—ajexp(i K-(R, — R, ))dslz
kde

g, +t¢, +¢,+¢,
(€., +¢,)¢ +¢,)

(OMT7b)

jak [5] uvadi, tento vyraz je shodny s tim vyskytnuv§im se na konci vypoc¢tu maticového
elementu 1/r pro bazi GTO pro obecnou molekulu (viz vztahy (IN74) , (IN77) a (IN82)), tj.
S vyuzitim znaceni definovaného v (IN77) lze psat

152152 o,B,p,D _ ~(,u,o’) S =) ~(V,p) S ~
GTOg I,u,A,v,C,Q = K (R, —Rg) K (Re —Rp)x

y 27’ Int, (r) : (OM8)
€.+, +¢,)" r

kde
r = R -Ry|, (OM9)
nyni z vypocteného tvaru IntAr) pro obecné ¢, r > 0, tj. ze vztahu (IN82) plyne
S5 1iarce = K“(R=Ry) K" (R —Rp)x
x erf (Var) , (OM9)

CC A )T x

nyni spoctu jesté ,,atomovou limitu® (IiA = ﬁB = ﬁc = ﬁD pro prvni dva faktory K a
tomu odpovidajici limita r > 0+ pro faktor Erf(a*? r)/r,

Srog 17 wome = — o lim Ef(6an . ou)
(C, +E) e+, Fr e
$?-1s% o 2\/;
1GTOE I,u,f,Atom,Q = \/E, (OM11)

&, +<)" e, + ¢, )

coz po dosazeni z (OM7b) poskytne
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1518 o Gt A+,

GTOg v, Atom,9 = T 2 (OM].Z)
(€, +¢)°¢+¢,)
8.1.1.2.2 Elektronovd repulze krdt Laplacidin, <uvr," A op>
Tyto integraly/maticové elementy operatoru r12'1 A; definuje obecné vztah
op _ 1
e = (v | Mfvow,), (OM13)
12
- oy — e 1 - - o 3o
1o = [ ] 7.0 w1 oY@ v, (R) 47 d°F, (OM14)
1 2
kde
2 2 2
A, = 82+82+82, (OM15)
ox;, 0y, 0]
no= (g oy oz), (OM16)

Pro vSechny druhy bazi je postup ziejmy — aplikovat Laplacetiv operator na ¥,
vyjadiit 4 ¥, jako linearni kombinaci funkei typu ¥, tj. funkci stejného typu jako bazové
funkce pro danou bazi... a prevést tak vypocet maticového elementu operatoru ro* A; na
vypodet maticovych elementil operatoru ri,™. Jedina komplikace miize teoreticky nastat pro
integral typu <1s1s|1/rip|1s1s> v STO bazi kvali mozné divergenci okolo pocatku (z
pusobeni Laplaceova operatoru na funkci tvaru ¥issto(F) = exp(- a r) vznika ¢len exp(- o
r)/ r, coz vede na otazku konvergence/divergence integralu uvedeného nize)

1 expl—(a+y)r) 1 -
@ oy =7 [ [ ol (f‘ ’ )1)r—exp(—(ﬂ+5)rz)d f, d°F, (OM17)
1 12

aplikuje se obvykla technika dosazeni multipélového rozvoje (XX1) za 1/ry,, ze kterého
bude oviem (v (OM17)) piispivat jen &len odpovidajici | = 0 (a tedy m = 0)**® (kvali
ortogonalité kulovych funkei, vinové funkce v (OM17) neobsahuji thlovou proménou a Ize
si tak pro f, i i, pfredstavit Kulovou funkci Ygp, ktera je kolma na vSechny ostatni Kulové

funkce), nasledné se provede integrace ptes uhlovou ¢ast (vynasobeni 16 7) a vyraz
(OM17) bude mit tvar

3 Tento ¢len ma tvar ,r-™, tj. [Max(ry, r)]* V ry, 1, € (0; +o0), V0,0, € 0K (0), kde K;(0) je
jednotkova koule v R®.
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1 (@ 7, 0) =

T{j rZexp(= (B+0)r,)dr, + rl]gr2 exp(— (B + 5)r2)dr2}exp(—(a +y)r)dr,

00

(OM18)

n

coz je evidentné koneené'™. Pro funkce typu GTO bude zavér stejny (jind hodnota
vysledku, ale integral konvergovat BUDE). Konverguje-li <1s1s|riy™Ay|1s1s>, pak viechny
ostatni integraly tohoto typu budou konvergovat také (o tom rozhoduje mocina v mocniné
¢asti z radidlni ¢asti vlnové funkce a ta je nejnizsi pro 1s, 2p, 3d, ... (vinové funkce
sradialnim kvantovym ¢islem n; = 0)), v pfipadé¢ napf. 2p bude multipdlovy rozvoj
obsahovat i ¢len s o jednotku niz$i mocninou r; V prvnim integralu v (OM18), ale radialni
&ast 2p obsahuje r* (namisto r° pro 1s), tj. vliv se pro 2p, 3d, ..., kompenzuije a pro orbitaly
typu 2s, 3p, 3s, ... je mocina ry vV prvnim integralu dokonce jesté veétsi.

8.1.1.2.3 Elektronova repulze krat atrakce elektron-jadro, <uwvl/(ri,ri)|op>

8.1.1.2.3.1 Baze STO a GTO (pro atomy)

Definuji

lor, = <w,,wv \wm (OM23)

r, n

1 Integral z (OM18) lze, pochopitelng, dale upravit pomoci vztahii (XX33) a (XX34) pron=2, n= B+ & na
tvar

2 2 1 2
STO|11 (4 5) = Ta0) _ Ta0) [Za0) | @+7:0)
117( By, 0) = (,B 5)3 0 (,3+5)2 1 B+o 2 (ﬁ+5)3 0
2

n | 220 | 2 | 220 | 1 | 220
3 1 2 2 3
(8 +5) (5+6) p+o
,(OM19)
kde X a = a+ f+ y+ 6 akde bylo pouzito definice (XX35). Za pouziti rovnosti v (XX35) a po Gpravé

2(a® +4a’b+b* +ab?(6+b)
2(a’ )

STO 11 , 5 — (OMZO)
L7, By, 0) = ab’ (a+b)*
za oznaceni
a = a+ty, (OM21)
b = B+6. (OM22)

Pro a, b > 0 je vyraz (OM20) oc¢ividné koneény.
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1

o= L[ VOV 0) ey Ve v, () 4R 0, (OM24)

2||1|

Plati totéZ co v pfedchozim ptipad¢€. Otazka analytiCnosti integralu je vyfeSena tim,
ze pro vinové funkce typu STO (maji tvar (IN4)) i pro vinové funkce typu GTO (maji tvar
(IN6)) zistava jejich tvar zachovan i po vyndsobeni 1/r, pouze se mnozina piipustnych
hodnot jejich parametru a (viz (IN4), (IN6)) rozsifuje o jednotku dmérem k niz§im
hodnotam, tj. ozna¢ime-li ,,nové a“ jako a’, plati a” € {l(a), 1(a) + 1, 1(a) + 2, ...}.

Mohla by vSak nastat otizka konvergence integrali tohoto typu. Odpovéd je
takova, ze konverguje-li <1s 1s|1/(ry2 r1)|1s 1s>, tj. integral (OM24) pro u=v=oc=p=1
(parametr a v radialni ¢asti vinovych funkci (X19), (IN4), pfipadné (X19), (IN6) pak ma
hodnotu a = 1), tak, ze I(x) = I(v) = I1(o) = I(p) = (1) = 0, m(1) = 0, konverguje tento pro
libovolny tvar vlnovych funkci typu STO, nebo GTO pro obecny atom (X19), pro vSechny
hodnoty parametrd (IN4), (IN6) uvedenych v textu nad (IN4) a (IN6). Pfi diskuzi
konvergence integralu <1s 1s| (1/r15) 41|1s 1s> byla vsak otazka konvergence <1s 1s| (1/r1
ri) | 1s 1s> jiz diskutovana (jako nutna podminka) a zodpovézena kladné.

Dalsi otazkou je, jsou-li obecné vztahy (STO: (XX51), GTO: (XA49) pro ,,sudo-
sudy* ptipad (z hlediska parity soucti | + 4+ o, | + v+ p), (XA70) pro ,,licho-sudy ptipad*
a (XA81) pro ,licho-lichy ptipad”) odvozené pro integraly typu <u W(l/r)lc p>
pouzitelné i pro integraly (OM24) (se zaménou o = o — 1, bez soucasné zmény o
v dolnim indexu 75 ¢i zs ¢i (o), m(o)) 1 pro situaci 4= v= o= p =1 (<1s 1s|1/(r1» r1)|1s
1s>. Pokud by obecné vztahy pro tento ptipad poskytovaly neurcité vyrazy typu ,,0-00, |+
00 -0, 07 17, 0 Oce , nebo ,,O , bylo by nutné vypocist tento integral zvlast, jakoz ale
1 jaky koliv integral pro Vsechny ¢tyfi vlnové funkce majici ny = 0 (n je radialni kvantové
¢islo vlnové funkce, koinciduje s parametrem a ve vyrazech (IN4) a (IN6)), tj. 1s, 2p, 3d,
4f, 5g, ... Nemé&lo by vsak byt t€Zké postup provedeny pro <u V(1/r12)|lo o> (pro baze typu
STO i GTO) zopakovat i v tomto pfipade.

Nastésti, zb&ézny pohled na (XX51), (XA49), (XA70) i (XA81) ukazuje, ze ani pro
situaci, kdy a(u) = () +1, a(v) = 1(v) + 1, a(p) = l(p) + 1, a(o) = (o) (v zapisu vinovych
funkci v (XX26) av (XAl) bylo pouiito pro ptifazeni parametru a éislu orbitalu (w, v, o, p)
vyrazy typu (-1)! (v (XX51)) nebo (-2)!! (v (XA49), (XA70) a (XA81)), které by
signalizovaly nepouzitelnost téchto formuli pro vypocet hodnoty (OM24) dle vztahu

v Radial &

oot s (OM25)

1ee. = 197
uv,7l uv,9

kde se vychazi z pravé strany (XX17) a kde je naznaceno, ze zména o =2 o— 1 se tyka jen
mocniny v Radialg, nikoliv s jako dolniho indexu, nebo argumentu né&jaké funkce (I(:),

m(*)).

8.1.1.2.3.2 Bize GTO pouZivana pro obecnou molekulu

Postup uvedeny vySe v tomto ptipad¢ neni mozny, jak je patrné z definice integralu
pro tento pfipad (budu vychazet z faktu, ze postacuje (pro bazi tohoto typu) vypocist
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integral pro 1s-funkce a pro vSechny ostatni pfipustné bazové funkce ziskam vysledky
pomoci derivace vypocteného integralu podle parametri — polohovych vektort jader, jak je
naznaceno v (IN9), (IN10), (IN12), (IN13))

152152 I c,B,p,D,E
GTog ' u,Av.C7

(W2 F -RIYY (- Re)| =

2

. ﬁ\ v (G~ R)yid) (7, - Ro)

.(OM26)

157157 | 0B pDE  _ I v (F—R)w (F, —R) wi (7, —Rg) il (F, - Ryp) d4°F
R® JR®

N
GTOg w,Av,C7 - = . = 1 2
| rl - r2 | ‘ rl - RE ‘

(OM27)

Je zajimavé, ze jde o 5-centrovy dvouelektronovy integral (prostorové jesté slozitéjsi je 6-
centrovy, tiielektronovy integral <u v A|1/(ri2r13)|ops>). Postup vypoctu by mél spocivat
v redukci poctu center z 5 na 3 pomoci Produktové véty (véta IN1), nahrazeni kazdého

¢lenu (obou gaussovych exponencidl — jedné v T, druhé v T, , funkce 1/ri2 i funkce 1/|7;-

I§E |) zpétnou Fourierovou transformaci funkce F( IZ) danou Tabulkou INT1, integraci pies

prostorové proménné a nasledné pies k-promeénné. Uvedenym postupem jsem vSak nalezl
Sestirozmérny integral, ktery jsem nebyl schopen analyticky spocist.

8.1.1.2.4 Druha mocnina elektronové repulze, <uvl/ ro’op>

Tento integral se nevyskytuje ve vyrazech pro vypocet maticovych elementl prvni
mocniny nerelativistického hamiltonianu, ale miize se vyskytovat pii relativistickych
vypoctech (jako soucast maticovych elementl operatort relativistické korekce na retardaci
coulombovského potencialu mezi elektrony). Je definovan vztahem

2
r12

wp> - [, {zz, QIAGETA(S wp<rz>}d3f d°r,,  (XB)

12

I,Zf,ﬁ = <WﬂWv

analogickym k (XX4). Postup feSeni zaloZeny na dosazeni druhé mocniny multipdlového
rozvoje (XX1), postupném slozeni (XX10) thlovych (angularnich) ¢asti vinovych funkci a
Yim(M;) z (XX1), integraci pfes uhlové proménneé 6, ¢ a 6, ¢, vyuZiti ortogonality
Kulovych funkci Y|, a integraci pies radidlni proménné ry a ry, atd... neni mozny. Radidlni
¢ast integralu je analytickd v bazi STO 1 GTO, ale dvojita suma vznikla z druhé mocniny
multipolového rozvoje (XB2) nepiechdzi po slozeni Kulovych funkci a integraci ptes
thlové proméné na koneény soudet'’® tak jako v piipadé prvni mocniny multipélového

15 To se snadno nahlédne ze vztahu (XB2), kdyZ si uvédomime, e z libovoln& vysokych | a [’ lze vzdy
,»vyskladat® (ve smyslu identity (XX10)) Yixm 0 libovoIng nizkém I(x), napf. pokud |l - | = I(x). I(x), m(x)
mize byt nyni index Y,y vzniklé slozenim Y|, z vinovych funkei ¥ pro stejny argument. Je zajimave, ze
naproti tomu v piipadé 1/(ry,ry3) toto neplati a techniku multipélového rozvoje v takovém piipadé pouzit lIze.
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rozvoje (XX1). Je proto tfeba pouzit triku s Fourierovou transformaci nejen pro baze typu
GTO pro obecnou molekulu, ale zkusit pouzit stejny postup i v ptipadé¢ STO a GTO bazi
pro atomy.

1 +00 400 +1 +' 1672'2 r<I+I' . - - .
=2 X X X Giepany o e Y () Vi ()Y () (XB2)

8.1.1.2.4.1 Baze STO

Vlnové funkce ¥, ¥, ¥ ¥, uvazuji ve tvaru (X19), (IN4). Pouziji (XX10) na
sloZeni angularnich ¢asti vinovych funkei o stejném argumentu a Tabulku INT1 doplnim o
Fourierovu transformaci funkce majici tvar (X19) — tj. (XB48). Pro tento ucel kratce
pohovotim o cylindrickych funkcich [39, 4, 40, 41].

8.1.1.2.4.1.1 Cylindrické funkce J,(z), N(z) Besselovy funkce J,(z)

Reseni Besselovy rovnice (XB3), z, @ € C, Wy(2): C > C¥*,

2
sz (;sz(Z) + ZdV;/aZ(Z) n (22 —az)Wa(Z) = 0, (XB3)

se oznacuji jako cylindrické funkce [4]. AC jak «, tak —a poskytuji stejnou rovnici, byva
zvykem standartizovana feSeni — Besselovy a Neumannovy funkce pro a a —« odliSovat
[39,42]. Pro z € C, |arg z| < = Ize definovat Besselovy funkce (n€kdy téz ,,Besselovy funkce
prvaiho druhu‘ [42]) J(z) pro obecné a € C:

1.2 = @ I @ (XB4)

= m!T(m+a+1)

Rovnice (XB3) je obycejnou linearni diferekncialni rovnici druhého fadu s nulovou pravou
stranou a proto je prostor feSeni 2-rozmérnym vektorovym prostorem pro kazdé o € C. Pro
neceloCiselnd « jsou Ji(z) a J.,(z) linearné nezavislé a tak jsou pravé ony hledanymi
feSenimi (XB3), jak se snadno ukdze pfimym dosazenim (XB4) do (XB3). Pro celo¢iselna
a=n € Zvsak Jn(z) a J.n(2) linearn€ nezavisla nejsou (plati (XB5)) a druhé nezavislé feseni
(XB3) je tak standartizovano jako Neumannova funkce (nékdy téz ,,Besselova funkce
druhého druhu‘ [42]).

J.@ = 13,2, nez, (XB5)

Neumannova funkce je pro necelociselny index « definovana vztahem
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_ 1, (9)cos(ax) - 1,(2)
N, (z) = sin (e 2) ., aelZ, (XB6)

pro celo¢iselna N mize byt dodefinovana pomoci limity, kdy necelo¢iselny index o limituje
K urcité celoc¢iselné hodnoté n, tj.

N, (2)

lim N_(2), neZ ac(C\2). (XB7)

Pro celoCiselna n plati pro Np(z) vztah analogicky k (XB5). Besselovy funkce pro libovolny
index o € C lze vyjadfit také pomoci integralni indentity (XBS), ktera se pro celoCiselna o
= n redukuje na (XB9). Analogické vyjadieni Neumannovych funkci pro celociselny index
n ma tvar (XB10).

Va

J.(2) = %j cos(ar—zsinr)dr—MTexp(—zsinh(t)—at)dt, o e C ,(XB8)

0

J,(2) = lj cos(nz—zsinz)dr = ij exp(~i(nz—zsinz))dz, neZ, (XBY)
72'0 272'_”

N (2) = %J‘ sin(zsind-n@ )d&—% J (e”t + (—1)”‘e‘”t)exp(— zsinh(t)) dt, n € Z ,(XB10)
0 0

Besselovy funkce Jn(z) pro celociselna n jsou kone¢né v pocatku (z = 0), pro
neceloCiselna zaporna a pak J,(z) diverguje pro z = 0. Ze vztahu (XB6) je ziejmé, Ze
Neumannovy funkce maji v pocatku (z = 0) singularitu vzdy.

8.1.1.2.4.1.2 Sférické cylinidrické funkce j(z), ni(z), sférické Besselovy funkce jj(z)

Rovnici pro sférické cylindrické funkce nazvéme obycejnou linedrni diferencialni
rovnici druhého fadu s nulovou pravou stranou tvaru

2
Ldw(@ L dw@) |

- Z*-1(0+))w,(z) = 0, le N, (XB11)
dz dz

kde z i wi(z) ptipoustime komplexni, ale | pouze celé nezaporné. Lze snadno ukazat, ze tato
rovnice prirozené vznika pii hledani stacionarnich stavli s ostrou hodnotou impulsmomentu
pro volnou castici v nerelativistické kvantové mechanice [4] (pfi feSeni stacionarni
Schrédingerovy rovnice pro volnou ¢astici ve sférickych soufadnicich, kdy vinovou funkci

hledame jako spolecnou vlastni funkci H, [*a I:z) kdy rovnice tohoto tvaru vzniké z
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radilni &asti stacionarni Schrodingerovy rovnice™® po vynasobeni r? a substituci z = kr,
kde r je radialni souradnice ak je velikost vinového vektoru dana vztahem

16 \/ x-reprezentaci mé stacionarni Schrédingerova rovnice pro volnou (bezspinovou) &stici tvar

2

2M

Ay (6 Y,2) = Eqwy(xY.2). (xB19)

kde g zastupuje nékolik parametri. ReSeni pozadujeme dvakrat spojité diferencovatelna a z prostoru
temperovanych distribuci (normalizovatelnych k Sdistribuci) S’(R®) (kvadraticky integrabilni feseni pro
volnou castici neexistuji). Protoze hamiltonian (Laplacetiv operator nasobeny zapornou multiplikativni
konstantou) ma v tomto ptipadé degerované spektrum, je tieba feseni dale charakterizovat (pomoci vybéru
plné mnoziny pozorovatelnych, UMP). Jednou moznosti je volit fedeni takové, aby bylo zarovei ,,vlastni
funkci“ operatorti jednotlivych slozek impulsu (hybnosti) (to odpovida UMP = {p,, py, p,}), pak bude mit tvar

(X) = ;exp(lryij = ;exp(ilzi() (XB20)
Wﬁ (27[?1)3/2 h - (27[h)3/2 !

coz je (az na multiplikativni konstantu) faktor stojici v jadru zpétné Fourierovy transformace pii volbé
konstant pro ni, kterou pouzivam pii vypoétech v této praci. Vinovy vektor k je zaveden vztahem

JZME

n . (XB21)

=
Il

> ol
Il

kde ﬁp je jednotkovy vektor ve sméru vektoru hybnosti. VIinové funkce dané vztahem (XB20) jsou

normalizovany tak, aby spliovaly
(wslwe) = 9B-5). (XB22)

nikoliv

(Ves, |Ves,) = SE-ENSO@,-A,), (XB23)

druhou podminku Ize splnit pfenasobenim funkci (XB20) konstantou (2M *E)* [Formy 1], t;.

3 1/4 2M E
CMPE)* (%) = (2M7E) exp| i Y i -X

<X, XB24
(272'7;1)3/2 h p ( )

Yen, (X)

Druhou moznosti je volit UMP = {E, L? L.}, éemuz odpovida volba sférickych soutadnic pro fefeni dané
ulohy (XB19). VInové funkce pak maji tvar

Yam(X) = \Ek hkkn)Y,, (M), (XB25)
VA

i v piipadé UMP = {E, L? L,} museji byt feseni ortogonalni (jako spoleéné vlastni funkce maximalni sady
navzajem komutujicich hermitovskych operatorii na L?"(R®)) a normalizovatelna ((XB25) jsou dokonce jiz
ortonormalni), tj. plati

243



K = VEME (XB12)

h 1

kde M je hmotnost Castice, E je energie (vlastni ¢islo hamiltonianu, tj. konstanta E ze
stacionarni Schrodingerovy rovnice H¥ = EW) a 7 je redukovana Planckova konstanta.
Dvé linearn€ nezavisla teSeni rovnice (XB11) se nazyvaji sférické cylindrické funkce.
Reseni ji(2), které je regularni v pocatku lze standartizovat jako sférickou Besselovu funkci
Ji(z), definovanou vztahem (XB13). Druhé, linearné nezavislé feSeni ni(z) je v pocatku
singularni a Ize jej standartizovat jako sférickou Neumannovu funkci ny(z) definovanou
vztahem (XB14).

@ = 23,0, (XB13)
22

n(D) = 2= N, (XB14)
212

Lze ukazat [4], ze pro sférické cylindrické funkce plati také nasledujici identity umoznujici
generovat jejich vyjadieni pomoci elementarnich funkci,

|
. (1 d ) sinz
- (- -4 , XB15
i@ (z)(zdzj . (XB15)
R3 lpklm(z) Wk'l'm'(z) d3)—(' = §(k - kl)é‘ll' é‘m m' " (XBZG)

Hodnota normaliza¢ni konstanty v (XB25) je dasledek relaci ortogonality sférickych Besselovych funkci

T

I r’j(kr) j(k'rydr = o(k—k'), VleN,, (XB27)
0

2k?

kde ve vztazich (XB22), (XB23), (XB26) a (XB27) je tieba vnimat ,,funkéni hodnotu* oS-distribuce jako
formalni symbol. Ve sktecnosti je tieba si tyto vztahy predstavovat jako identity na prostoru temperovanych
distribuci, tj. jako rovnost distribuci s parametrem (jeden ze ¢lent rozdilu v ,,argumentu™ &-funkce, skrz ten
druhy pak tato distribuce ptisobi na libovolnou testovaci funkci). Relace ortogonality (XB27) jsou specidlnim
ptipadem relaci ortogonality pro Besselovy funkce (o > -1/2),

Sk —k")

28
" (XB28)

TrJa(kr)Ja(k'r) dr =
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@) = —(2) G:—j cosz. (XB16)

8.1.1.2.4.1.3 Hankelova transformace

Hankelova transformace [43] je integralni transforamci funkci kladné proménné
znama také jako Fourierova-Besselova transformace. Bud’ f: R* = C po &astech spojita
s omezenou variaci na kazdém kone¢ném podintervalu R™ a takova, Ze integral (XB17) je

koneény (tj. f € Llrl,z(R+)). Pak Hankelova tranfosrmace funkce f fadu o (a > -1/2)

integralni transformace definovana vztahem (XB18).

+00

fle @y, = | rf@)dr, (XB17)
(HT, ())(k) = Tr f(r)J, (kr) dr, (XB18)

Inverzni transformace je definovana stejnym zpiisobem jako ,,dopfednd®. Pro
funkce pro které je definovana ,,druhd mocnina“ Hankelovy transformace je tato rovna
operatoru identity (coz se snadno ovéii z (XB28)). Dtlezitou vlastnosti Hankelovy
transformace je unitarita. Pro dvé funkce f, g z def. oboru Hankelovy transformace a

zaroven splitujici: f, g € L?(R") plati (,,PlancherelGiv teorém®)

Trf(r)g(r)dr = kaa(k)Ga(k)dk, (XB29)
kde
F, (k) = (HT,(F)K), G,(k) = (HT, (9)K), (XB30)

vztah (XB29) lze prepsat také jako

(F10) ey = (W, F|W, g) (XB31)

(R

kde V\7a je operator Hankelovy transformace fadu « pfifazujici funkci f jeji Hankelovu
transformaci HT ,(f) fadu «. Algebraickou Gipravou (XB31) pak obdrzime

(W,) =(W,)'=w,, (XB32)
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tj. operator V\70, Hankelovy transformace je nejen unitarni, ale zaroven i hermitovsky

8.1.1.2.4.1.4 Modifikovany Jacobi-Angeruv rozvoj

Rovinnou vinu Ize psat jako soucet kulovych vin, tj.

+ 00

exp(ik-F) = exp(ikrcosd) = 3 i'(20+1) j (kr)P (coso), (XB33)

1=0

kde @je uhel mezi vektory k a F.

Metadikaz tvrzeni (XB33):

Uvazujme Z(7) = exp(i k r cos 6) jako obecnou funkci z (distributivniho) rozsifeni
L%(R®) s nezapornym skalarnim parametrem k a sférickymi proménnymi r a & (proménna ¢
necht’ také existuje, ale Zy na ni nezavisi). Vzhledem k tomu, Ze Yim(6, @) tvoii na L%(S),
kde Sje povrch jednotkové koule v R® uplny systém a Yo(6) odpovidaji (az na
multiplikativni konstanty) Pj(cos 6), Ize pro dané, pevné zvolené r = |F | psat rozvoj

+ 00

exp(ikrcosg) = > ¢ /(r)R,(coso), (XB34)

1=0

ci(r) jsou nyni funkce z distributivniho rozsifeni L%(R*), tj. ci(r) je pro libovolné | € Ng
rozvinutelné do néjaké Gplné baze LZ(R™), napf. vlastnich funkci radidlni ¢asti Laplaceova
operatoru na L% (R"), tj. jik” r), dle obecného vztahu (XB35).

o) = [ ok)ikr)d, (XB35)
0
kde gi(k’) je vhodna funkce nebo distribuce. Aplikaci zaporného nasobku radidlni ¢asti

Laplaceova operatoru, tj. operatoru

2
A, = o220 1Y (XB36)
or ror r

na ji(k r) zjistime, ze tato je vlastni funkci (XB36) odpovidajici vlastni hodnoté k? (s
vyuzitim platnosti rovnice (XB11)), z toho se snadno usoudi, Ze ji(kr) je i vlastni funkci
operatoru —A odpovidajici hodnoté k. Také funkce na levé strang (XB33) je vlastni funkei
operatoru —A odpovidajici vlastni hodnoté k. Protoze k > 0, Ize ztoho usoudit, Ze
ptispévky od ji(kr) pro k£’ # k do ¢(r) (pro libovolné | € Np) jsou vylouceny (ekvivalentné,
plati (XB37)), tj. plati (XB38), kde z4 je Ciselna konstanta zavisla na | € No.
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g,(k") = ok-k"), (XB37)
c¢(r) = 4 jikr), (XB38)

Nyni zbyva urcit hodnotu z4. Provedu postup naznaceny v [41], kde je odkazovano na
literaturu [44,45], tj. srovnani koeficientd stojicich u &leni (k r cos 6)' na obou stranach
rovnice (XB33), ptipadné (XB39) (dosazenim (XB38) do (XB34)),

exp(ikrcosd) = i 4, j,(kr)P,(cosh), (XB39)

Ve vyrazu na pravé strané se (k r)' vyskytuje v j,(k r) jen pro I’ < 1, a (cos 8)' v P,-(cos 6)
jen pro /** > 1, tj. cely soucin (K r cos ) 1ze na pravé stran& nalézt jen v I-tém ¢lenu.
V piipadé ji(k r) 1ze z definice (XB13), (XB4) ukazat, ze v okoli nuly plati

- ) |
Jikkr) = —(2I+1)!! + o(r'), (XB40)

V piipadé Pi(cos 6) se snadno nalezne tvar vedouciho ¢lenu (CLD = coef. of the leading
term) z Rodrigueszovy formule, tj.

CLD(P(cos®)) = ﬁ[x"%xz'j = % (XB41)

musi tedy platit

-I I
LR ). S (XB42)
T 2 (1) (21 + )
1 Il
g = i EDREDR gy (XB43)
@N!
Cimz bylo dokazano potiebné. Q.E.D.

Na zékladé véty o skladani kulovych funkei (XXO0.11) 1ze vztah (XB33) upravit na tvar

epl-iKF) = 423 S (i) kYo ()Y, (), (XB44)

=0 m=-l
kde i, je jednotkovy vektor ve sméru vektoru K (4. kulova funkce, kterd je psana jako
prvni zprava v (XB44) zavisi na thlovych proménnych &, ¢ pouzitych pro popis slozek
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vektoru k ve sférickych soutadnicich, kulova funkce napravo od ni zavisi na thlovych
soufadnicich 6, ¢ odpovidajicich vektoru ). Vztah (XB44) je v literatufe [4] uveden tak,
ze odpovida rovnici komplexné sdruzené k (XB44). Je vSak dokonce mozny i zapis, kde
bude na levé strané exp (+i IZ-F) a na pravé strané (+i)', ale pfesto bude komplexné
sdruzena kulova funkce vice napravo (jako v (XB44)), to je mozné diky tomu, ze podobnou
invarianci jevi vztah (XXO0.11) a vyplyva to ze symetrie skalarniho sou¢inu dvou realnych
vektorti. Vztah (XB44) ma v kvantové mechnanice aplikaci jako rozvoj vinovych funkci
typu (XB24) do vinovych funkci typu (XB25) (tj. plati (XB45)). V optice se jedné o rozvoj
rovinné viny do kulovych vin.

Ven ) = TS YL, v (D). (x845)

kde kulové funkce (v bod¢ i) hraji roli rozvojovych koeficientli. Nyni jiz snadno zapisi
Fourierovu transformaci libovolné funkce z LY(R%) N L%(R®) tvaru

y(F) = RV, (), (XB46)
FENK = [, explik-F)p@) dF = 4z(-) SRDK) Y, (1), (XB4T)
kde

(SIRD(K) = jr R(r) jy(kr) dr = E(HTM,ZU“ZR(r»(k). (XB48)
Pro | = 0 obdr¥ime z (XB48), (XB47) vztah pro Fourierovu transformaci sféricky

symetrické funkce (uvazme, Ze jo(r) je (nenormalizovana) funkce sinc(r) = (sin r)/r), tj.
FR(N)(K) = 4x [ rsin(kr)R(r)dr. (XB49)
0

Ve formuli (XB47) se mlze zdat pitekvapujicim, Ze Fourierova transformace ,,na sféfe* od
Yimje opét Y m. To je ale trividlni dasledek tvaru operatorti L i O, které pfi prechodu od x-
reprezentace Kk p-reprezentaci (Cemuz odpovida Fourierova transformace) pouze zméni
znaménko a tedy vlastni funkce (spole¢né vlastni funkce operatorti ? a I:Z) ani vlastni
¢isla se neméni (mnoZina vlastnich ¢isel L ; je symetricka okolo nuly). Y| V p-reprezentaci

ma tedy stejny tvar jako v X-reprezentaci. ,,Solid harmonics® (rI Yim (6,¢4)) hraji v 3D
podobnou roli jako Hermitovy polynomy (ndsobené vahou exp(-x2/2)) v 1D - roli pevnych
bodu zobrazeni daného Fourierovou transformaci [46].

Obecny vztah pro integral (XB1) v bazi STO
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Zpét k integralu (XB1) pro funkce typu STO ((X19), (IN4)). Uvazujme
v, (R) = 1O expln, 1N o (@ 4), (XB50)

podobné pro n, r, sna misto m. Slozenim anguldrnich casti vlnovych funkci stejnych
argumentt v (XB1) obdrzime

1(1)+1(o) 1(v)+1(p) () +m(v)
op
Iﬂv,s = Z Z Gl (_l) X
1) =[1(z)-1(a)l 1(2) =[1(v)-1(p)I
1()+1()+n(@)+n(c)—2 1
X.[RB ry TReTRATRE eXp(—(n# +775)r1)Y|(1),m(a)-m(ﬂ) 6., 4) r_zx ' (XB51)

12
1)+ -2 va 3 13
I WPyt inte) eXp (_ (n, + n, o, )YI(Z),m(v)—m(p) 0,,¢,) d°rd°r

kde

Ciau = €9r (1(u),—m(u), (o), m(o), 1), m(c) — m(x)) x

, (XB52)
xcgr (1(v), m(v),1(p),-m(p),1(2), m(v) —m(p))

kde cgr je dano vztahem (XX11). Nyni Ize nahradit kazdy ze tii faktord (vyraz pied r.’,
r,’ avyrazza I,,;” ) V integrandu v (XB51) pomoci inverzni Fourierovy transformace z jeho

dopiedné Fourierovy transformace (r,,” pomoci F(k) uvedeného v tabulce INT1, ostatni
faktory pomoci vztahli (XB47) a (XB48))

I(p)+ (o) 1(v)+(p)

op S\H(2)-1(D) m(z)+m(v)
va,a = 4z (') Z Z Gl (_1) x
1) =[1()-1(a)l 1(2) =[1(v)-1(p)I
1

X J.R3 JRs J.Ra J.Rs RS S,u,cr,l(l) (kl)YI @),m(c)-m(u) (el,k ' ¢1,k ) k_2

xexp(i Izl-Fl)exp(i Kk, -(Fl—FZ))exp(—i IZQ,'FZ)dSIZl d’k, d*k,d°F d°F,

Sv,p,l(z) (k3)Y_|(2),m(V)fm(p) (93,k ' ¢3,k )X,

(XB53)

kde

Saps(K) = (S,[r'@7O"@O12 oxp (— (i, +17, ) (K) =

M | XB53b
= [ r@1Om@n exp(—(p, +1,)r)j (k) dr i

0

po provedeni integrace pies prostorové proménné I; a I, obdrzime faktor (271)6 a soucin

3D-&distribuci od ,,argumentii k, + K, a k, +k,. CoZ znamena tipravu na tvar
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|19 = 4 (_)|(2),|(1) (i) 1 d{e) ( 1)m(,u)+m(v)+|(1)+|(2)
= 4l Z Z Ciay\— X

v,6
8 1) =1()-1(o) 1(2) =[1(v)-1(p)I ’ (XB54)
1 - ~
x J‘R3 Sy,o‘,l(l) (k) E Sv,p,I(Z) (k) Yl(l),m(o)—m(y) (Hk ! ¢k )YI(Z),m(v)—m(p) (Hk ' ¢k) d Sk

kde bylo vyuzito dvakrat vztahu pro paritu Kulovych funkei pii inverzi soutadnic, tj.
Yin(=f) = (=D'Y,,(A), (XB55)
nebo v terminech sférickych ahla 6 a ¢
Yin(z=0,7+¢) = (-1'Y,,.(0.4). (XB56)

Integral v (XB54) lze separovat na soucin integralu pres radialni ¢ast a ptes angularni cast
(ve které se vyuzije relaci ortogonality pro Kulové funkce), pak vznika vyraz

12)-1 (L) m(u)+m)H O+ (2) em(u)+m(v) Min fl{x)H(e), 1)+
O} H - m +m(v
I,Llfﬁ = 4z (') (_ 1) 5m(;'1)+m(p) Gy %

I'=Max{ll (&)1 (V)] 1(a)-1(p)1} (XB55)

+00

x [ kS, 1(K)S, (k) dk

0

ktery v obecném piipad€ dale upravit neumim, nebot’ nezndm obecné vyjadieni (XB53b)
jako funkce I. Pro dané pevné | je v§ak vyraz typu (a tedy i typu (XB53b))

+

0

Ra, (k) = [ r'""exp(-nr)j (kr)dr,(XB56)

0

snadno analyticky spocitatelny, nebot’ integrand v (XB56) je souctem dvou polynomd...
|+1

P (k)—j Zd“) gy - coslkr)exp(= %dé'th—q

K'+2-2a

2g+1

sin (k r)exp (-7

kl+1 2q

)dr

(XB57)
kde kladné koeficienty dé') jsou dané vyjadienim sférické Besselovy funkce pro dané |.

Jsou rostouci funkci | a nerostouci funkei g. Kazdy jednotlivy ¢len v souctu (XB57) lze
snadno upravit s pouzitim vztahi
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i

ir J! J! 2 2q  j+1-2
! k —pr)jdr = R — | = . -1)% 47" (XB58
!r cos(kr)exp(=7r)dr e{(n—ik)‘“} Ao ;)( ) k™7 ( )
H

A . J' JI 2q+1 0 j-2
r'sin(kr)exp(=»r)dr = Im — | = . 1)Kk 1759 (XB59

které po dosaeni do (XB57) a odtud do (XB53b) a do integrandu (XB55) poskytnou funkci
analyticky integrovatelnou v k (podle pravidel o integraci racionalnich funkci). Vysledek
integralu (XB54) jako vyraz obsahujici kone¢ny pocet elementarnich a transcedentnich
funkei a kone¢ny pocet (neintegrro-diferencidlnich) operaci s nimy mi zndm neni, ale pro
pevné zvolena I, jsem schopen vypocist ¢leny souctu v (XB55) jako zminéné vyrazy.

8.1.1.2.4.2 Baze GTO - atomy

Plati totéZ co v ptedchozim ptipadé, poze s tim rozdilem, Ze zde je vhodna znalost vztahii
analogickym k (XB58) a (XB59) ale s gaussovskou exponencialu, tj.

Q5 (k) T ri cos(kr)exp —{rz)dr =

(XB60)

= exp

|
=~
d\‘ N
N——

Py

@D
1
o'—.‘g

-

@

X

©

|

oy
VR

-

|

N
=~

N
N—
N
N—

o

-
I |

"Q; (k)

N - (XB61)
- exp[—j—(]lmb r‘expﬂ—g(r—i%J Jdr]

Integraly v téchto vyrazech lze snadno spolist integraci funkce f(z) = Z exp(- ¢ )
v komplexni rovniné po obdelnikové kiivce s rohy 0, K, K — i k/2¢, - 1 k/{. pro suda j (j =
2q) plati:

Tri sin(kr)exp(-¢r?)dr =

1
CQ§ (k) = exp _ﬁ M-I—
2q 44,

1
q+=

24 2
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8.1.1.2.4.3 Baze GTO pro obecnou molekulu

Postacuje vypocet integralu definovaného vztahem

152152 | BP0
GTog ' u1,Av,C,6

= e =l . = -
(i (F = Ra)wi (= Re)| | vl (f - Ro)wi?’ (7, -R,)) (OMBY)
12

vypocet se provede analogicky jako pro <u v| rio o p>, tj. aplikaci produktové véty na
gaussovské funkce stejné proménné, nahradou kazdého ze tfi nové vniklych clent
(gaussovska funkce proménné 1, ri,”" a gaussovska funkce proménné r,) vyrazem (IN52),

kde F(IZ) je Fourierova transformace naleznutelna v tabulce INT1, nasledné se provede
integrace pies prostorové proménné 1, a r, (s vyuzitim vtahu (IN67)) a integrace pies

proménné |21 a IZ3 (s vyuzitim vztahu (IN67d)). Vysledkem je formule

2
VA

4, + ) A L)

)kzlexpﬁk-(ﬁp—-ﬁQ» d°k

152152 |[oBrD  _ R(p,o—)(ﬁA _ ﬁB) R(V'p)(ﬁc _ ﬁD)

GTOg ! u,Av,C6

(OMB2)

" gep[_ Cutl 46, +¢,
S GRS

kde ﬁp a ﬁQ jsou stfedy novych gaussovskych funkcich, vzniknuvsich z pivodnich Etyt v
(OMBI) po pouziti produktové véty (Véta IN1), tj. jsou dany pomoci vztahti (OM4) a
(OMS). Integral v (OMB2) se vypocte standardnim zpisobem — ztotozeni osy ,.K,“ se
smérem vektoru ﬁp - ﬁQ, pouziti sférickych soutadnic, integrace ptes ¢, pies | = cos &,

coz vede na tvar

3
T

20, +C)C, + L)
(OMB?3)

1s°15° | 0,Bp D _ k“(/w)(ﬁA _ ﬁB) }Z(va)(ﬁc — ﬁD)

GTOog ' u,Av.C,6

S ,+8, +8,+¢, L sin(kr) s
X - k d-k
Lem[4@ﬂfJ@+@)J r

kde r = ‘ ﬁp - ﬁQ‘ . Tj. jedna se o nasobek integralu znamého jiz z vypoctu integralu typu

<g|1/r?|v> pro obecnou molekulu. Vysledkem je

lGSTégs IZ,YAB,Y;TVCD,e = K(HYU)(ﬁA - ﬁB) K(V'p)(ﬁc - IiD)X
N Erfi (2 r) , (OMBA4)

2(8,+¢,)% (¢, +¢,) r
kde
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g, t¢, +4,+¢,
alg,+¢, )¢, +¢,)

(OMBS5)

pomoci derivovani vysledku (OMB4) podle soutadnic jader A, B, C aD lze obdrzet
vechny ostatni integraly typu <u V| ri2%|o p> dle vztahu (IN12). Pomoci ,,atomové limity*

(poloZeni R = R = R = R v prefaktorech K v (OMBA4) a limita ‘R -R ‘ =r—>0+
na zbylou ¢ast vyrazu (OMB4)) pak snadno ziskame vysledky na atomech.

8.1.1.3 Trielektronovy integral, <pvA|1l/(ri.ri3)|op&>

Je definovan obecnym vztahem

i = <!//;,(F1) v, () v, (B) | —— v, (1) W,;(Fz)!//y(rg)>’ (3T1)
oo v, v, (R) v, (%) v, y,[0)y, (%) s,
|/,M 0 = J.R3 ij, JR3 |Fl —F2| ||_;1 _E| d r d-r (3T2)

Tento integral se v nerelativistické kvantové mechanice nevyskytuje a neni pouzit
ani pro vypocCty maticovych elementll bézn¢ pouzivanych relativistickych hamiltonidnd.
Pro atomy je snadné jej vypocist analyticky za pouZziti multipélového (tézZ ,,Laplaceova‘)
rozvoje ri; a riz. Pro molekuly se jedna o 6-centrovy integral a obvykla technika
Fourierovy transformace vede na slozity 6-nasobny integral, ktery se mi zatim nepodatfilo
analyticky spocist.

8.1.1.3.1 Vypocet <uvA|1l(riori3)|opd> Vv riznych bazich atomovych orbitalii

Dosazeni tvaru vinovych funkci (X19) a multipélového rozvoje (XX1) do (3T1),
kde bylo misto znaceni r< a r- pouzito Max(ry, r2) a Min(ry, r2), nebot’ to umoziuje snadno
odlisit ke kterému ze dvou multipdlovych rozvoja pritomnych v (3T1)/(3T3) toto oznaceni
nalezi.

oy &oa Y 16 72 [Min(r,,r,)]  [Min(r,r,)]'
|,,M 10 IRs J.R3J.R3;) |Z(;mZImZ (21 +1) (21 +1) [Max(rl,rz )]|+1 [Max( )]I ke

R, (R, ()R, ()R, (L)IR, ()R, (1) Vi min (1) Yioymioy (B1) Vi (1) Yy (R,) x,(3T3)
Y_I(v),m(v) (ﬁZ)YI(p),m(p) (ﬁZ)Y_I,m (ﬁz) Y_I(l),m(/l) (ﬁ3)YI(}/),m(y) (ﬁB)Y_I',m' (ﬁs) d 3ﬁ. d 3F2 d 3F3

Pronasobeni obou multip6lovych rozvoji mezi sebou i zaména integralu a dvojité fady
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(provedena v dalsim kroku) je opravnéna absolutni a stejnomérnou konvergenci fady
multip6lového rozvoje (v radidlnich proménych Max(r, rj)/Min(r;, r;) se multipélovy rozvoj
chova jako absolutné konvergentni mocinna fada s koeficienty ubyvajicimi ptiblizn¢ jako
prevracena hodnota faktorialu), tj. 1ze psat

+0 40+l +I' 1672'2
opr  _
Wi =2 2 20 2 Gy

2 [Eiéﬁ] [32(()? RU(LIR, (R, (BIR, ()R, ()R, (5) dr d, dr,

[ oo T Vi () Yoy oy () Yo ) Y () Vi ey () Vi () Vi (71 )

Yl(l),m(l) (ﬁ3)YI(7),m(y) (ﬁ3)YI',m'(ﬁ3) d zﬁl d 2|7‘2 d zﬁz
kde odd¢€leni radialnich a angularnich proménnych odpovida pouzi Fubiniovy véty, ktera je
opravnéna kvuli existenci Lebesguova integralu z absolutni hodnoty integrandu pies (R )
(Kulové funkce jsou omezené 1/(l-a)!, povrch jednotkové sféry v R® je omezen 4, Ra(rj)
ubyvaji alesponl exponencidlné do nekonec¢na a jsou nekonecné hladké s.v.) Nyni pouziji

véty o skladani Kulovych funkci (XX10) pro slozeni Y, m(f,) @ Yi.,(i,), pouziji-li pro

radialni ¢ast oznaceni

. . 16 7°
Radial ,(I,1", u,v, 4,0, p, = ¢, = ¢JP'Radial,(I,I') = ————x
10( H 0:7) 1l uv i 10( ) (21 +1) (21'+1)

T [Min(r,,r,)]  [Min(r,r,)]"
1] Dt T Dl R IR R, R GIR (5) 0 d,
,(3T5)

pak lze psat

+o0 ) I +1" +1 +1'

170 0= D > cpcgr(,memLm, 1", m') x

=0 1'=0 I"=[I-I'l m=-1 m'=-I"

Lz YI",m+m' (ﬁl)Y_I(y),m(y) (ﬁl)Yl(a),m(a) (ﬁl) d Zﬁ1 _Lz Y_I,m (ﬁz)Y_l(v),m(v) (ﬁz )Yl(p),m(p) (ﬁz) d 2r_12 x ’(3T6)

[oe Yoo () Vi my () Vi mry () 0

Pouziji vztah (XXO0.1k) k tipravé soucinu tii integrald v (3T6) na tvar typu (XX9), t.

+ o0 +30 1+ +I +'
|orPr = Z Z z z z (_l)m(y)+m(v)+ m(A) +m +mIC|,|' Cgr(l",m+m',|, m, |', m.) %

uva,10
1=0 1'=0 I"=[I-I'l m=-1 m'=-I'

cgr (I'',=m—m",1(x), = m(u), 1(&), M(@)) Sy sy x €A (1MW), =M (), 1(0), M () S5 0ym0) X

cgr(I',m*,1(4), = m(4),1(»), m(y)) 5_?1‘(/1)+m(y)
,(3T7)
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s ohledem na konecny soucet ve vété o skalani Kulovych funkci (XX10) lze vSechny
nekonecné soucty v (3T7) redukovat na konecéné (nebot’ jen koneéné¢ mnoho ¢lenti
mnohonésobné fady v (3T7) je nenulovych), s pouzitim Kroneckerovych delt také zjistime,

ze pro nenulovou hodnotu integralu |77, je nutné, aby platilo

M) +mE)+m(2) = m(o)+m(p)+m(y), (378)
1(u)+1(p) 1(A)+1(») 1"(max)
15010 = Y (g

=1 =1 1 ET0)
cgr (I, m(x) —m(o).1, m(p) —m(v), I, m(y) —m(4)) xcgr (I, m(p) —m(v), 1(v),—m(v), 1(p). m(p)) x
cgr (I, m(y) —m(2),1(2),—m(2), 1(r), m(»))

,(3T9)

kde
1"0) = Max(|1-1"|1(«) ~1() ), (3T10)
I"(max) = Min(l+1",1(x)+1(c)). (3T11)

Integral <> tak byl vyjadien jako konecny soucet jednodussich (3-rozmérnych) integrali
(3T5), ¢;s- (,,pies radialni ¢ast” integrandu). Nyni zbyva ukazat, Ze tyto jsou analytické jak
vbazi STO, tak v bazi GTO (pro atom). Integral v (3T5) nejprve rozdélime dle dvou
raznych oblasti (ry < 1y, r1 < rz (horni index ,,(++)“), r3 <ri <rp, (horni index ,,(+-)), r, <
ry < rs(horni index ,,(-+)*), r1 = rp, ry 2 r3 (horni index ,,(- -)*)) a dosadime za Min(r;, r;) a
Max(r;, rj), viz Obr.XX1.

. 16 72
Radial,, (I,1', u,v, A, 0, p, = ¢, = ———~2
wll I pv 2.0.0.7) 8 2+ @2+
x | (rl"”j{rz'*z R, ()R, ()} dr, + 07 [{r,' " R, (r,) R, (r,)} d erx (3T13)
0 0 N

[rj{r RUEIR, (A T, 412 {5, R, (1R, (1)} rsl R, (1)R, (r,) dr,

Radial,, (I,1',z,v,A,0,p,7) = RadialS” (1", u,v,A,0,p0,7) +
+ RadialS P (1,1, w,v,A,0,p,7) + RadialS? (1", u,v,A,0,p,7) +, (3T14)

(++)

+ Radialy” (11", 1,v, 4,0, p,7)

Jednotlivé ¢asti souctu (3T14) jsou definovany pomoci vztaht (3T15)-(3T18).
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16 7

RadialS (11", u,v, A, 0, p, = “?7RadialS (1,1 — X
o ( v, A,0,p,7) w (L) 21 +1)(21'+1)

Hva

(3T15)

+00

< [ [r R, (1,) Rg(rl)U (2R, ()R, (1) d r](j (2R, ()R, (1) d rB dr,

0

16 72

Radial S (I,1, u,v, A, 0, o, = 27/Radial$ " (1,1 ——C  x
10 ( H o.pY) 10 (1 21 +1)(21'+1)

uva

+00

. ) (3T16)
< [ [rl"'*3Rﬂ<rl> Rc,(m[ [F2R, ()R, (1) d rj[ [5"R, ()R, (1) d rD dr,

0 n

16 72

Radial ™ (I,1', u,v, 1,0, o, = “P/’Radial' (1)) = ———  x
10 ( wv,A,o,p,7) 10 (1,1 (21 +1) (21+1)

uva

,(3T17)

+o0

X j (rl"+3Ry(r1)RG(r1)[Tr2'+1 R,(r,)R,(r,)d rz]ﬁ 2R, (L)R, (1) d rst dr,

0 1

16 72 y
2 +1)(21'+1)

(e} 1 ( ) 1
o JRadial,; ™ (1,1")

Radial$ ™ (11", i,v, A, 0, p, 7)

+o0

. . (3T18)
x | [rl'”'*“Rﬂ(rl)Rg(rl)(_[rz'” R, (F,)R,(r,) d rz){.[r;"” R, ()R, (r,) d rg]J dr,

0

1 1

Plati nasledujici symetrické relace,

or7Radiali " (1,1') = ¢7¢Radial§(1',1), (3T19)
or7Radial{ ?(1,1') = 7Y/Radial0?(1,1'), b,c e{-+}, (3T20)
or Radialy @ (1,1") = ¢7’Radial,$“(I,1"), b,c e{-+}, (3T21)

Dalsi vy¢isleni jiz zavisi na konkrétnim tvaru radialnich funkci R(r) a proto se bude lisit pro
rizné typy bazi atomovych/molekulovych orbitalli (dale uvadim vypocet pro baze STO a
GTO).

8.1.1.3.1.1 Baze STO

Vinové funkce ¥, ¥, ¥, ¥, ¥, a ¥, uvazuji ve tvaru (X19), radialni Cast ve
tvaru podobném (IN4), zde pouziji vhodnéjsi zapis radidlni casti
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R,(r) = r"@"exp(-n,r),

s vyuzitim vztahti (XX33) a (XX34) odvodim

Tr;+2Rv(rz)Rp(r2)drz = .rfrzl+n(v)+n(P)exp(—(77V+77p)r2)dr2 =
0 0

(W) +n(p)+1) 1 "2 (i, +77, ) rf

(3T12)

() +n(p)+1)!

(77 +1 )n(v)+n(p)+|+l = Tlexp<_(nv+np)rl) + (77 47
v P = v e

Trz-m R, ()R, (r,)dr, = Trz_l_l+ n(v) +n(p) eXp(‘(’?v +77p)l’2)d r, =

—-1-1 | -1-1+n0)+n(p) L+ K rk ’
( (77 +;; n)(_:/z n:rv)rlﬁﬁ))) — %em(_(ﬂv +77p) rl)
v P -

S pouzitim vztahi (3T22), (3T23) a (XX35) po dosazeni do (3T15)-(3T18),

vprRadials ) (1,1") = 16 ° (n(v)+n(p?]+|)! (n(/1)+n(y)+l')!

uva
x(eozAGT 1)~ coBGI )~ cBGT(n) + ek (L)

" o I n(An(y) n(v)n(p)+ 7, +7 k n,+n q
,ufﬂ}:Ai(O )(I’I) = z z ( pzl(l/l 7) X
q=0 k=0 LYo}
(k+g+n(u)+n(e)-1-1")
(77# +77v _'_771 +770+77p+777)(k+q+n(,u)+n(o-)—|—|'+1)

X

g )= 3 (. +7,)  (k=1-1"tn(u) +n(o))!
uva =10 ! “~ k1 (77 1, +n_+n )(k—l—l +n(u)+n(o)+l) !
= u v o P

(— I —1+n(u)+n (O-))!
(77 +n,+n,+n )(’|’|'+n(ﬂ)+n(o’)+l) !
H v o P

wiCo (L) =

1672 (n()+n(p)+)! (=1'=1+n(A) +n())!

%
(2| +l) (2| |+1) (77‘/ L n, )n(v)+ (p)+1+1 (774 N n, )n(i)+n(y)+l +1

apy ial(-+) N
v 1 Radial, ™ (1,1") =

(2| +1) (2| '+1) <77V N 77p )n(v)+n(p)+|+1 (771 N 77}/ )—I'+n(i)+ n(y)
x(- oA 10+ oBgY (1)
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)n (v)+n(p)+l+1

3T22)

(3723)

,(3T24)

(3T25)

(3726)

(3T27)

(3728



I'=1+n(A)+n(y) n(v)en(p)l (77v+77 )k<77 +7n )q
Z‘ Z pk!q; >
q=0 k=0

ALY (L)

, (3T29)
(k+q+n(u)+n(c)—1+1+1)!
X( )(k+q+n(p)+n(a)—l+l'+2)
77;1 +77V +77& +770 +77p +777/
- 1en(2) () (77 +1 )k (k=1 4140 () +n () +1)!
- (—+) 2 M o)+1)!
/15{8 (I I ) Z k! - (k—I+1"+n(u)+n(c)+2) ! (3T30)
k=0 - (77,u+77v+776+77p)
. o 1672 (<l-1+n0)+n(p) ! (=I'=1+n(A)+n()!
yf{Radlal‘ )(I 1) = : T+n(v)+n(p) T en(y+n()
@+ @'+ (p,+7,) (7,+n,)
X_"'“f””m _'"“%”(") (77v+77p)k(7h +777)q (k+g+1+1n(u)+n(c)+2)
= = k! q! (77;,"'77./+771+775+77p+777)<k+q+|+| +n(u)+n(c)+3)

(3T31),
Tim je dokazana analyti¢nost integralu (3T1), (3T2) pro bazi STO.

8.1.1.3.1.2 Baze GTO
Vinové funkce ¥, ¥, ¥, ¥ ¥, a ¥, uvazuji ve tvaru (X19), radialni cast ve
tvaru podobném (IN6), zde pouziji vhodné&jsi zapis radialni ¢asti

R,(r) = r"®@exp(-¢,r?), (3732)

s vyuzitim vztaht (XA17)-(XA27) Ize pro nize uvedené parity parametra n(a), I, I,

8.1.1.3.1.2.1 sudé | + n(») + n(p), sudé I’ + n(1) + n(»)

Oznaéme

NG =l e SR ) B s
@ +@+) (s D e T

pak bude platit pro vyraz (3T15):
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o r7Radial$;” (1,1")

CING (L)
I+n(v)+n(p) I'+n(A)+n(y) j ‘
: e o o+ )
Z z HEEAY T —1\1 2(k+j)+n(w)+n(o)-1-1"
ji=1 k=1 (2] 1)(2k 1)

I'+n(2)+n(y)

2 2 k
e +5) 2 %L(,/mg.(E:)—(a+4p).2k—1+n<ﬂ)+n(a)—l—l')
I+n(v)+n(p) [2( )]k
2 +
FGE) Y B G -l g ) 2imtenGi en(e)-1-1)
2 G ENG FEIME +E,, JE 8, -1 +n(o), ¢, +¢,)
,(3T34)
kde bylo pouzito oznaceni
3¢ = 0, G+, +C, (3T35)
a
M(a,B,7,6) = T Erf (ar)Erf (Br)r” exp(- 5r?)dr, (3T36)

coZ je jediny dalsi integral vystupujici kromé (XA17) a (XA27a) ve vztahu (3T34). Existuje
Vv analytickém tvaru pro vSechna ¢, 5, 6 >0a y >0, ycelé. V ptiloze B je odvozeno, ze
pro ¥ = 2n sudé plati vztah

M(a, B, 7,0) = T Erf (o x) Erf (8x) x*"exp(- 6 x°) dx =

(n-Dt Jz

2”5“*“2_ 2 - .

+ﬂ(2n§n+1l)” JZ;' (2j+51)!!2"‘j L(e, 5+ B2, 2] +1) | _—
T w50 )

+a(22n:11)!! ,Z: (2j+51;1!2n_j L(B, 5 +a?, 2j+1)

_,n-Dt L(B, V5,0, a?)

a2n5n+1/2 2
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pro y=2n + 1, tj. ¥ je liché pak plati vztah

M(a, B, 2n+1, 5) =

@mn & 5! ) .
+ﬁ25n+1 JZ; WL(a,ﬁ +6,2j). (3T38)

I n J
p (2”)'; __9% (B a’+52))
25" & (2jn2]

Oznaé¢me

16 7 (I+n@)+n(p) -1 (=1+n(1) +n(y) -2

PINEI (LI iy T , (3T39
uv ( ) (2| +1) (2| .+1) [2(4‘/ . é’p )] + (v)2+ (p)+1[2(§/1 N é’y )] +n( ;Jr (VA ( )
pak bude platit pro vyraz (3T16):
Zf{Radiall‘o’*) (B ~
SN (L)
I+n(v)+n(p) -I'+n(A)+n(y) 1 .
SRR S cCTRE )L TR )
~= ~ 2] -D (2K 2(k+j)+n(u)+n(c)-1+1"
“I'+en(A)+n(y) [2(4/ é’ )]k
& A + y '
HCHE) X e WER G Go-le v ) et enio) -1+
k=0 -
,(3T40)
a pro vyraz (3T18):
flijadiall(g*)(l,l') =
16 z° H=-2+n(W)+n(ep)N(=1"-2+n(A) +n(y)! KEC0) (3T41)

@+D@D Do, 7 A, + ¢

—I'+n(4)+n(y) In
T

vyraz (3T17) lze vypocist z (3T18), tj. (3T41) pomoci relace (3T19), coz plati i pro dalsi
kombinace parit | + n(v) + n(p) al’ + n(1) + n(y).

8.1.1.3.1.2.2 sudé [ + n(v) + n(p), liché I’ + n(A) + n(y)

Pfi oznaceni
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Co NENLIY = 16 72 (I +n()+n(p) -1 (I'+n(A) +n(y) !
. -1 (m+naru)p@}+§ﬂmmmmﬂpgg+gﬂuwwwm.@““®

1ze pro vyse (v nadpisu) uvedenou kombinaci parit vyrazi | + n(v) + n(p) a I’ + n(A) + n(y)

odvodit

o»7Radial ™ (1,1")

uv i _
POING (L)
I+n(v)+n(p) I+n(l)+n(;/) -1
o3 S 2, + e+ )
“~ i~ (ZJ 1)”(2'()” 2(k+ j)-1+n(u)+n(c)-1-1"
I+n(v)+n(p
3 BCAON ) e
= (2J 1)” Zj—l—l I'+n (u)+n(o)

I +n().)+n(y)—l

+7(¢, +<,) Z M(\/g’v+4’p,(24)—(§v+§p),2k+n(u)+n(a)—l—I')

(2k)!!
7+ 2) L(J;V Y, L+ C, —1—14n(u) +n (o))
(3T41b)
podobné

corgaq - 187 (+n()+n(p) - (1+n(4) +n(y) - 2)!
,uv,iN (I’I ) - (2| +1) (2| .+1) [2(4"/ +é’ )]I+n(v)+n(p)+l[2(é/l +§ )] |+n(/1)+n(7)+1 (3T4lc

)
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inl(=+) '
o r7Radial§ ) (1,1")

opyﬁ(—+)(| |-)
I+n(v)+n(p) -I" l+n(i)+n(y)
2 2, + 6 + ) s

Z z 2(k+ j)-1+n(u)+n(o)-1+I"

j=1 k=1
I+n(v)+n(p)

(2j-Di 2k -1!

[2(@ +¢, )] Heie,) O

2
-7, +¢)) le Wsz 14 () +n (o)

|+n()+n(p)
2 J (3
+7(¢, +¢,) ,Zl [((ijf.;'l) (\/@+§w(2§)—(§i+§y),21'+|‘—l+n(ﬂ)+n(6))

- 1+n(/1)+n ¥)

2
iy Y W L(Jz, +¢, . (20)-(¢, +¢,). 2k + 11 +n () + (o))

k=1

—a NG )L+, ¢+ £ 1 1) + (o)
w1 NG+ MS, + 2, S+ E, N 1 n(w) +0(0), £, + <)
T41d)

16 7° (=1+n)+n(p) =20 (=1+n(A) +n(y)-2)! (3T4le
(21 +1)(21'+1) [2 ( ‘e, )]—'+n(v2)+n(p) [2 (Q . )]—I'+n(z)+n(y)+1 !

UP?’N (++)( |-)

uva

)

ial(++) '
o¢7Radiall; ” (1,1")
Upyﬁ(++)(| |-)

—l+n(v )+n(p) - l+n(l)+n(y)
z 2, + e + ) g
Z Z ” ” 2(k+ j)+1+n(u)+n(o)+1+I"
=0 ko1 @2k -t (3T41f)
—I+n(v)+n(p)

[(§ +§)] Hgi+,)

2
+ \lﬂ-(é/i + é/;/) Z) W K21+2+I “+1+n (u)+n (o)
i=

l+n(v )+n (p)
2
-7, +¢)) Z W (\/é/z +¢,.¢,+¢,,2]+1'+l +2+n(#)+n(0))
8.1.1.3.1.2.3 liché [ + n(v) + n(p), sudé [’ + n(A) + n(y)
Oznaéme
oo (LI 16 ° (l+n)+n(p) =1 (1'+n (1) +n(y) 1! (3T42)

uva

(2| +1) (2| l+1) [2 (é”v N é’p )]I+n(v)+n(p)+l[ (é’l N é’ )]I +n(l)+n(y)

pak bude platit pro vyraz (3T15):
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or7Radial§ ™ (1,1")
SPING YA

I+n(v)+n(p)-1 I+n(l)+n(y)
2

2, +¢,))
) Jzo Z 2j)!
X([ ((211 +f)“)] K22(54(?))—1+n(y)+n(o)—|—|' 7(&, +¢,) K o) J"‘

2j- I —I'+n(u)+n(o)

I+n(v)+n(p)-1

2 2 J
RGLGEIDEED) %LQ/Q+47,21—!—I'+n(u)+n(a),(24)—(@+c:y))

w1+ KD LT+ E, 1= +n (o). £, + £, )+
I+n(ﬂ)+n(7)

2 é/i + é/ +
kZ::l [((2k—1)”)] sz —1- |§| +gd)+n(0')
.(3T43)

Podobné pro vyraz (3T16):

NG = 1672 (1+n()+n(p) -1 (=1+n(A)+n(y)-2)

J I+n(v)+n(p)+1 —I'+n(A)+n(y (3T44)
DA bl R, o ]

o2 /Radiall ” (I,1")
BLRR

—I'+n(A)+n(y)

Fn(w)n (o)L
ZZ: 1 M K00 1— Zzl M K (E6-(6 05,
~= (Zk)” 2(j+K)+I'=1+1+n(u)+n (o) “= (2 J)” 2(j+k)+l —l+1+n(u)+n (o)
(3T45)

Pro vyraz (3T18) pak Ize odvodit vztah

or7Radial§ " (I,1) =

16722 (-1=2+n)+n(p)(=l'-2+n(2) +n())M
1 —l+n(v)+n(p) —I'+n(A)+n(y) X ’(3T46)
D B ve, 17 TRleve ]
—l+n(v)+n(p) 1 —l+n(4)+n(v) 1 " i
] { [2 (é//l + é/}/ )] [2 (é/v + 4/7 )] K 2£,(0)
x kZ:;) JZ:;) (2k)!! (Zj)!! 2(j+K)+1+1'+24n (1)+n (o)
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Kapitola9 Zavér

Integralni chyba feSeni stacionarni Schrodingerovy rovnice definovand jako druha
mocnina vzdalenosti levé strany této rovnice od pravé (v zapisu (1)) se ukazuje byt nejen
zajimavym objektivnim (na rozdil od subjektivniho ,,sledovéni konvergence* variacnich
hodnot energie) kritériem ptesnosti piiblizného feseni stacionarni Schrodingerovy rovnice,
ale moznost jejiho vypoctu otevirda moznost vypoctu nékterych dolnich i hornich mezi
k pfesné hodnoté¢ energie E, (1), jak je ukazano v kapitole 2.1 (Weinsteinova mez,
Tempelova mez, Stevensonova mez). Tato integralni chyba ma vyznam stfedni kvadratické
flutulace energie ve stavu popsaném pribliznou vinovou funkci (6), jeji vypocet tak
vyzaduje krom¢ bézného vypoctu stiedni hodnoty energie dle vztahu (5) také vypocet
sttedni hodnoty druhé mocniny hamiltonova operatoru. V této praci uvadim identity, které
jsou uzitecné pro vypocet maticovych elementli operatoru H? mezi Slaterovymi
determinanty (UV1) stestavenymi z molekulovych spinorbitald s prostorovou ¢asti (UV2)
generovanou jako linedrni kombinace atomovych bazovych orbitald Slaterovského (UV3)
nebo Gaussovského (UV4) tvaru (takové baze oznacuji jako STO a GTO). Kapitoly 3-7
pfedstavuji uvod do problematiky, nastinéni pouzivaného matematického aparatu
(ortogonalni polynomy, prostory funkci, distribuce a jejich Fourierova transformace) a
souvislost s fyzikalnim svétem (Kapitoly 4 a 6). V 7 kapitole se objevuji (resp. na né odkaz,
ve skuteCnosti byly pfesunuty do Piilohy C) Slaterovy-Condonovy pravidla, jejichz

aplikace na vypocet maticovych elementll operatoru H2 vede na nutnost vypoctu
nékterych jedno-, dvou- i téielektrodovych integralti (Tabulky Y1, Y2 a Y3)

Ukazuje se, ze pro viceelektronové atomy jsou vSechny integraly vyskytujici se
v matickovych elementech H? analytické v bazich Slaterova (STO), Gaussova (GTO) i
Vodikového (VTO) typu. V piipadé baze typu GTO bylo tieba vztah pro integral

+j)OErf (a X)Erf (Bx)x” exp (—5x2)dx, (ZV0)

coZ je provedeno v Priloze B. Pro obecnou molekulu jsem nalezl analytické vyjadreni vSech
integralil potfebnych pro vypocet < H %> a7 na 5-centrovy (OM26), (7. v Tabulce Y2)

—{ic), (ZV1)

a 6-centrovy (3T1), (10. Tabulka Y3).

<,uvi L
r

12 r13

L apy>, 2v2)
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Lze tedy konstantovat, ze kritérium kvadratické fluktuace energie ve stavu
popsaném pfibliznou vlnovou funkci je pro standardni tvary vlnovych funkci a
hamiltonianu analyticky vy¢islitelné pro libovolny viceelektronovy atom, ale pro obecnou
molekulu nebyly vzorce umoznujici analyticky vypocet stfedni kvadratické fluktuace
energie zatim nalezeny.

Kapitola 10 Plany do budoucna

V kratkodob¢jsSim planu zamyslim o aplikaci odvozenych identit pro vypocet
sttedni kvadratické fluktuace pro pfiblizné vinové funkce z SCF a CI vypocti atomt He,
Li*, H, Li, ... atd. V dlouhodob&j$im horizontu pak pokus zjednodusit tvar integralii
(ZV0), (ZV1) a (ZV2), aby byl mozny jejich snadny numericky vypocet, nebo se pokusit
jinou metodou nalézt analyticky vysledek. Dals§i oblasti mozného vyvoje je systém
kvarkonia.

Priloha A

X-ova komponenta operatoru momentu hybnosti v realtivnich jednotkach ma v karézskych
soufadnicich tvar (v této pfiloze vynechavam stiisky u operatort):

) 0 0
L =1|z—-y—|, Al
X [éy yazj (pAL)

Piedchod ke sférickym soutradnicim:
z=rcos(6), (pA2)
y =rsin (0) sin (¢), (pA3)
Transformace operatorii derivace podle kartézskych proménnych:

i:ﬂi+%i+%i’ (pA4)
oy oyor 0yo@ 0yog

0 _oro 009 0490 (pAS5)
0z 0z0r 01060 010¢
0 _0ro 000 0¢0 (pA6)
OX O0X0r 0x060 0x0¢

Vypocet koeficienti ve vztazich (pA4)-(pA6)
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ox 1 (pA7)

00 00 ocos(9) 1 0 (z 1 yz 1

oy ocos(@) oy  —sin (9)5_),[ ) Sin () r° = cos(9)sin(4), (PA8)

80 060 osin(d) 1 oYX +y? ) 1 Z/x2 +y? ——lsin(e)

oz osin(d) o0z  cos(6) oz r "~ cos(6) re o ’
(PA9)

00 06 ocos() 1 0z 1 E__

ox ocos(6) ox  —sin(6) ax( j sn@) r®_yosees@). (pALD)

09 _ 09 _0WW) _ (¢)%Gj = cos® («/5)% = l(cos(@] : (PA1L)

oy otg(g) oy r  sin (0)
o¢ _ 0¢ otg(9) 2,0 O (Y _
oz otg(p) oz % (¢)5(;j_o, (PAL2)
op _ 0¢ 0tg(9) 2,0 O (Y)_ Yy 1(sin(g)
ox otg(p) ox e (¢)ax(xj €0 (¢) (sin (6’)]' (PAL3)

Dosazeni do (pAl):

cos(@) o

L, =i 008(9)[005(9)5'”(@@9 sin (0) 0 ¢

} +5sin(6) sin(¢)(sin(9) a—aej] : (pA14)

L, =i sin(¢)% + cot g (&) cos(p) 6%5) (pA15)

TotéZ pro y-ovou komponentu operatoru impulsmomentu v relativnich jednotkach:

. 0 0
Lyzl{XE—Za], (pAlG)
060 0 o¢ 0 ) 00 0 0¢ 0
L —|(S|n(¢9)cos(¢)(r—a _ae+r_az_a¢j cos(e)(axgg axa¢j] (pAL7)
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L, =i ((— sin?(8) cos(g) — cos? (0) cos(¢))% +(cotg(0) sin(¢))%) ,

L, =i (— cos(g) % +cot g(8)sin(¢) %) ,

0 0
L,=1|y——-X—
0 X oy
) 00 0
L. =i|sin(&8)sin r——+r
. =i|sin(9) (¢)( T

Tvrdim, Ze plati
a=-1,

nebot’

a=—sin(9)sin(¢);i:((?) sm(«9)008(¢) OS(¢)

tedy:

L =-i2,

z 6¢

o9

oX

0
0¢

in(6)

—] —sin(6) cos(¢)£

00 0

Druhé mociny jednotlivych komponent impulsomemntu jsou tedy:

<[

- (cot g2(6) cos? (¢)

—cot g (&) sin(¢) cos(¢) 0

2

2

06 00
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2

o9

yea5yie)
L, =i| (sin(@)sin(g)cos(0) cos(¢)—sin(@)cos(gb))a—(;—sin(é’) COS(¢)(6—6¢D,

L, =i| (sin(8)sin(¢)cos () cos(¢) —sin(0) cos(¢)cos(«9)sm(¢))—+a(88¢JJ

_sin(g)cos(g) o°

00 0¢

sin? @

00 0¢

|

2 ; 0 2 0
Y —cotg“(0) cos(¢)sm(¢)% +cot g(@)cos” (¢) %]

(pA18)

(pA19)

(pA20)

(PA21)

(pA22)

(PA23)

(pA24)

(PA25)

(PA26)

(PA
27)



L =-— ( sin(g) % + cot g (&) cos(g) %]( sin(¢) % +cot g (@) cos(p) a—iJ , (pPA28)

L5 =-Q,-Q,-Q,-Q,, (pA29)
. o\ . 0 - 0?

Q= (Sm(cfﬁ) aj[sm@ﬁ) %] =sin“(¢) pyER (PA30)
i O 0 )_ _sin(g)cos(g) & : 0?
Q,= (sm(;ﬁ) ae}[cot g(@)cos(g) a¢) —sinz(e) Y +cot g(@)sin(¢) cos(¢) 3004’

(pA31)

2

Q, = (cot g(0) cos(g) 6%5] (sin(¢) %J: cot g (@) cos’ (¢) % + cot g(@)sin(¢) cos(¢) 0

O¢p 06
(PA32)
0 0 ) . 0 ) 2, o O
Q, = [cot g(@)cos(p) a—(éj[cot g(@)cos(p) 8_415} =—cotg“(@)sin(¢) cos(¢)% + cot g (@) cos (p) o

(PA33)

2 __[_ 9 in(#) -2 || - o in(4) -2
L, = ( cos(¢)60+cotg(9)sm(¢)a¢J( cos(¢)69+cotg(¢9)sm(¢)a¢J,(pA34)

L) =-P,-P,-P,—-P,, (pA35)
0 0 ) 0?
P = COS(¢)£ (COS(¢)EJ—COS (#) Pyl (PA36)
P,=-— cos(¢)i cot (H)Sin((/ﬁ)i = cos(¢)sin(¢)i —cot g(6) cos(g)sin(g) o
2 00 J o¢) sin’o o¢ J 00 o¢

(PA37)
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P,=— (cot g(@)sin(g) 8%5) (cos(¢) %) = sin*(¢) cot g(&)% —cot g(@) cos(g) sin(gp)

P, = (cot g(6)sin(¢) %j [cot g(0)sin(¢) %) = cot g*(0)sin(¢) cos(¢)a—a¢ +cotg?(0)sin’*(¢)

(PA39)

2

212 =22 =-0 —cot (H)i—cot 2(6) o
X y z 802 g 86 g

op?

Po secteni tedy:

2 2 2
|_2=_aa —cotg(e)i— 1 0 0

L2
e 00 sin’(0) o 00

0
—cotg(f)—+
> a( )ae

Priloha B

Bud’ definovana veli¢ina

M (e, B, 7, d) ETErf (a X) Erf (8x) x” exp (-5 x?) dx,
a,f,0 >0, ye Nop.

y sudé (y =2n):

sin?(8)

62
o6 00

(PA38)

(PA40)

(pA41)

QED.

(PB1)

M (a, B, 7, ) = T Erf (@ ) Erf (8x) (KZ,(x)) " dx = [Erf (X) Erf (Bx)KS, (0]

o0

0

pro liché analogicky
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—ﬂ_[{Erf (o x)exp(— ,Bzxz)Kfn(x)} dx—aT{Erf (B x)exp(~ azxz)Kfn(x)} dx

(PB2)

62

o¢

2



Je tfeba znat
M(a, 8,0, 5) = [ Erf (aX) Erf (BX)exp(-5x*) dx, (PB3)
0

Derivaci dle parametru

oM ° 2y o2 2 2
iy j Erf (8X) exp (—(5 +a?) X )dx=ﬁL(ﬁ, s+a? 1), (PB4)

o

— = TxErf(ﬁx)exp(—(5+a2)x2)dx:%L(ﬂ, S+a?,l), (PB5)
0 T

=  L(B S+a? 1) = ,(PB6)

p
2(a’ +o)a® +p*+o

arctg @b
2 4 Vo Jat+ pi+s

M(a, 8,0,8) = —=[L(B,5+t*Ddt =

Ve Vs

,(PB7)

y sudé (y =2n):

M (e, B, 7, 8) = T Erf (e X) Erf (%) (K2, (x)) " dx = [Erf (@ x) Erf (Bx) K2, (0]
. ’ i (PBS)
~ B[ {Erf (@ x)exp(= A2x*)K3, (X)] dx— [ {EXf (B X)exp(- a®x*)K, (x)} dx

0
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(2n i & gl (2n-1 Jz

g _ 2j-1 _ 2
K& (x) = YTk exp(-¢x*) + 27 SCErf(J<x) +C
(PB9)
@S @D e (2n-11
(K5 ()" = 207 2 @j-nu2 X exp(-gx%) + 2ign “exp (¢ x*) +
(2n - & 2402 (. # y2
2o Lzt ePEex)
,(PB10)
@S o 2j 2 (2n-nn
(K5 ())" = 2o jZ_;(zj_l)”zn(,-ﬂ) X exp(=¢'x%) + 2ig S exp (=¢X*) +
(2n —HNQ g S R N R
2ot Zjpuzr v X FPEEx)=xTeptox)
(PB11)

M (e, B, 7,6) = T Erf (a x) Erf (8x) x> exp(— & x°) dx =

@n-n!t Jx

2n5n+l/2 2

(@n -t 5! K 2j1 _ 2y 2
At ,Z; (Zj_l)”zn_j.!{Erf(a X) X exp(— (5 + B2) %)} dx

;Egn_}l),!z' \/2; I{Erf (a X)Erf (V5 ) exp(—ﬂzxz)}dx

2n =PIt & 5! T 2j-1 2,2
(2n§n+l) le: =Dz !{Erf (B x) x* ™ exp(— a®x )} dx

2n-nN \/_ ¢ 2.2
—az(ngnu),z 2” '([{Erf(ﬂx)Erf(\/gx) exp (- ?x?) | dx

[Erf (@x) Erf (BX) Erf (V& )], +

(PB12)
-p

271



M(a, B,7,0) = T Erf (a x) Erf (8x) x*" exp(- o x*) dx =

@n-)i Jz
2 5n+1/2 T_‘_

(2n - 5t 2 -
0 (@, 5+ 2j+1
N ?% @j 2T @A 2

@n-) Jr
2n5n+1/2 2

(Zn l)“ n-1 5]+1
— (B, 0+a", 2] +1
+a S Z:(; 2j+n2 (B, a’, 2j+1)

@en-)n Jr
_a2n5n+l/2 2

(PB13)
L(a, V5,0, B?)

-B

L(B, V3,0, a?)

y liché (y = 2n+1):
M (e, B, 2n+1, &) = IEﬁ(ax)Eﬁ(ﬂx)(KmHAx» dx = [Erf (@ x) Erf (BX)KZ,., ()]

~ [ fErf (@ 9exp- Fx)KE,L (0] dx - aj Erf (5 x)exp(~ a?x2)K3,, (x)} dx

0

(PB14)
5 (Zn)” o ¥ 2] o2
Kona(X) = 5Ml§:(2”“2n, exp(-6x?)+C, (PB15)
M (e, B,2n+1,6) = _[Erf (ax) Erf (Bx) (KZ (X)) "dx =
+p (2n)" n T Erf (a X) x* exp(- (B° +§)x2)} dx (PB16)
25“1,(2)H2” . '
+a§2;n)+lijzn(;(2 iz ‘([ Erf (8 x) x*! exp(- (o? +5)x2)} dx
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M(a, B, 2n+1, 8) =

@nn 5! ) :

Py JZ; (2')!!2“*1' Ha fvo.2)), (PBLT)
@2nit

T & @ )"2n ez TP ro2n

Priloha C

Veta CI3: Zobecnéna Slater-Condonova pravidla (pro operator s nejvyse 4-Casticovymi
Cleny)

Bud Q operator tvaru

Zo (F)+2.0,(F, 7))+ >O,(F, T, i)+ YO, T, T.F),(Cl3.al)

i>] i>j>k i>j>k>l

kde n je pocet elektronti studovaného systému (feSime problém pohybu n-elektront v poli
jejich vzajemné interakce a poli pevné ulozenych jader) a ék je k-casticovy operator (mtize
byt operatorovou funkci nejen operatoru polohy, ale 1 hybnosti danych castic, jejichz
polohové vektory jsou uvedeny v jeho argumentu). Predpoklddame, ze kazdy z operatorQ
ék spliiuje

A

O, (F.Fy i £) = Ou(Foy FoiayronFoy)s VES,, (Cl3.a2)

kde 7 je permutace a Sk je mnozina vSech k-prvkovych permutaci. Tj. podminka (CI3.a2)
tika, ze jednotlivé ptispévky ve vSech suméch z pravé strany vyrazu (CI3.al) poZzadujeme
invariantni vzhledem k libovolné permutaci c¢astic. Uvazujme ortonormdlni systém
molekulovych spinorbitalti generujicich sadu ortonormalnich Slaterovych determinanti,
pak plati:

1) Pro kazdy Slatertiv determinant | %> skladajici se ze spinorbitalti indexovanych u €
MO(i) (mnozinu vSech takovych indext spinorbitald i-tého Slaterova determinantu
oznacuji jako MO(i)) plati:
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v i)

<T|‘Q‘Tu> = Z <ﬂ61 ,u> + Z<IUV|OAZ(JIUV>_5(GZ'#’O_Z"’)

e MO(i) u>v

: uovoK
+ Z Z Sgn(7Z)<,L1VK‘03‘7Z(,U)7T(V)7Z(K)>A(”(Iu) 72-(1/) 72'(’()]

HU>V>K TES;

X H v kK A
+ Y2 sl avei|Os o) o0) o) "’”)>'A(<o(y) o) o(x) co(/l)]

(C13.a3)

U>V>K>A @eS,

kde v dolnich mezich sum s nerovnostmi, piedpoklada se , v, Kk, A € MO(i). &a,b)
oznacuje totéz co S, tj. Kroneckerovo delta od dvojice diskrétnich parametrti a a b.
Zobrazeni 7 a ¢ jsou permutace na mnozin¢ indexa {y, v, x}, respektive {4, v, k, 1}.
Velicina 4 je definovand vztahem

[150.Ja)ob)  c1Bag)

j=1

a a, ... ay B N
A[bl b, ... ij = H5(Gz,aj,oz,bj)

kde v posledni ¢asti této rovnosti (CI3a.4) jsem pro vétsi Citelnost umistil druhy dolni
index spinové proménné odo hranatych zavorek. A(...) na levé strané (CI3.a4) tak
nabyva hodnoty jedna pravé kdyz spinova proménna molekulového spinorbitalu g; je
shodné se spinovou proménnou molekulového spinorbitalu bj a toto je splnéno pro
vSechna j € {1, 2, ..., N}. V opac¢ném piipadé je A(...) rovno nule.

2) Pro kazdou dvojici Slaterovych determinanti |¥#> a |¥#> liicich se o jediny
spinorbital g € MO(i), g ¢ MO()), g’ # g, g° € MO()), g* ¢ MO(i). Bez Gjmy na
obecnosti predpokladejme, Ze tyto spinorbitaly jsou v matici vyskytujici se
v zapisech (UVI1), (x124) a (X9) na poslednim misté. Zapisi tedy schématicky
(molekulové spinorbitaly tvofici dany Slateriiv determinant jsou uvedeny ve sméru
,,shora dolu“ podle jejich pozice v matici v zapisech (UV1), (x124) a (X9)):

|%>=|a1 a2 ... an1 >
|#>=la; a2 ... ana1 9>,

pak plati
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Q

o

C 3 S sl ]

uyveMO(i){g} 7eS; 7Z'(/,l) 7T(V) ﬂ.(g I)

\PJ.> = <g\él\g'>.5(azyg,azlg.) v Y (ug)6, (19 - 5(0,,.0,,.0,,)|0 1))

u>v

. U v K g °
0, ) A
+we§w} Z sgn(¢)<uwcg\ |o(1) 0(v) 9(x) o9 )> (W) o) o) 0(0)
(C13.a5)

Jak je zde vyznaceno ve ¢lenech obsahujicich dvojitou sumu se fecké indexy scitaji
jen z podmnoziny mnoziny spinorbitald, ktera je prinikem mnozin spinorbitalti pro i-ty
I j-ty Slatertv determinant. Pauliho vyluCovaci princip, zahrnuti ve formalismu
konstrukce Slaterovych determinantli ostatné ani neumoziuje pritomnost dvou stejnych
spinorbitald v ket-u nebo bie v libovolném k-Casticovém integralu (at’ je k = 1, 2, ...,
celkovému poctu elektronti...).

3) Pro kazdou dvojici Slaterovych determinantii | %> a | > lisicich se pravé o dvojici
spinorbitald, g’ # g, &’ # h tak, Ze schématické zapisy maji tvar

ISUi>: |a1 dy ... dp2 gh>
|¥>=la1 a2 ... an2 9 A™>,

pak plati

(wfal) = (@noflema(d 1) imeal )l U

. ' ' 4 g h
D) son () (g |6 () x(g") 2 (h >>-A(W) o ﬂ(h,)j

. u v g h
h|O, Y o(h'))-A
+MMOZMM z Sgn(§0)<uvg 10, |e(s) 20) o(g") o )> (W) o) oa) ¢(h,)j

u>v
(C13.26)

4) Pro kazdou dvojici Slaterovych determinantti | %> a | > liSicich se pravé o trojici
spinorbitald, g’ #49, &' #h, kK’ #K, tak, Ze schématické zapisy maji tvar

|%>=|a; a2 ... an.3 g h k>
|¥>=a1 a2 ... anz 9 h"k™>,

pak plati
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(nlal,) -

+

+

A . . . g h k
2 s @{oh Kolste)atat )>'A(ﬂ(g') () n(k'J

> X sgn(¢)<ﬂghk\é4\<o(y>¢(g')co(h')co(k')>-A[ oo 9on K

u eMO(i){g.hk}  peS,

,(Cl3.a7)
5) Pro kazdou dvojici Slaterovych determinantti | %> a | ¥> liSicich se prave o Ctvefici
spinorbitald, g’ #9, 2" #h, k” £k, I" #1, tak, Ze schématické zapisy maji tvar

|%>=]as a2 ... ana g h k I>
|¥>=a1 @z ... ana 9 h k1>,

pak plati
afale) -
g h k 1 &
+ % (o) {gn k1[0, o0 o) o) ot )>-A(¢(g,) SN q)(I,J
a9)

6) Pro kazdou dvojici Slaterovych determinantl | %> a | %> lisicich se o pét, nebo vice
spinorbitalii plati

<‘I’i \Q\\PJ - 0, (CI3.a10)

Poznamka I: Stejny tvar, jako ma v této vété operator Q ma operator H 2 pro
vicelektronovy atom, nebo molekulu (ma-li tento systém méné elektront nez 4, tak
¢leny odpovidajici vétsSimu poctu ¢astic, nez je v systému pritomen budou identicky
nulové).

Poznamka II: Tvrzeni lze zobecnit pro operator Q obsahujici ve svém rozvoji
operatory pusobici na libovolné velky pocet €astic, tj. majici tvar:

0

Q - Z Z ék(Fa(l),Fa(z),.,,,Fa(k)), (Cl3.a11)

k=1 a(l)>a(2)>..>a(k)

Pak pro dva Slaterovy determinanty lisici se o d spinorbitalii (zapisy viz nize) plati
vztah (Cl3.a12)
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)



|5Ui>: |a1 Ay ... Ang b1 by ... bg>
|¥f>: |3.1 A ... ana b1’ by’ by’>,

o

‘PJ.> -

Z Z z <a1 a, ..b b2"'bd‘ék‘”(all) ”(azl)---”(bll)”(bzl)---”(bdl)>x
k=d a().a(),..a(k-d)eMOp  7eS,
a()>a(2)>...>a(k-d)

A a a, .. b b, .. b
“ 2(a,) 7(8,) - 2(b,) 2 (0,")... 7(b, ")

(C13.a12)

Diikaz:  Analogicky jako pro obyc¢ejna Slaterova pravidla, kde je rozvoj (Cl3.al)
ukoncen za dvoucasticovym clenem.
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