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2



Obsah
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Kapitola 1

Úvodem

V př́ıpadě, že vyšetřujeme chováńı matic a lineárńıch operátor̊u, nejčastěji
hledáme vlastńı č́ısla, resp. spektrum. T́ımto zp̊usobem lze źıskat informaci
o lineárńıch i nelineárńıch systémech, včetně jejich stability, resonance apod.

Ukázalo se, že tato metoda může selhat, pokud matice neńı normálńı (nemá
ortogonálńı vlastńı vektory). Pokuśıme se ukázat, že v těchto př́ıpadech
nalezeńı pseudospektra pravděpodobně povede k daleko lepš́ım výsledk̊um.
Pro každé ε > 0 je ε-pseudospektrum dané matice či operátoru neprázdná
množina v komplexńı rovině, přičemž spektrum lze źıskat jako speciálńı li-
mitńı př́ıpad.

−10 0 10 20 30 40 50 60
−40

−30

−20

−10

0

10

20

30

40

5



Kapitola 2

Základńı pojmy

2.1 Vlastńı č́ısla, vektory, spektrum

Ke správnému pochopeńı pojmu pseudospektra matice je nutné znát alespoň
základńı pojmy, které se týkaj́ı vlastńıch č́ısel a vektor̊u.

Definice 2.1. Necht’ A ∈ C
N×N , v ∈ C

N a λ ∈ C. Pokud

Av = λv, (2.1)

potom v je vlastńı vektor matice A a λ jeho odpov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ıslo.

Definice 2.2. Množina všech vlastńıch č́ısel matice A se nazývá spektrum
matice. Jedná se o neprázdnou podmnožinu komplexńı roviny C, kterou bu-
deme značit σ(A).

Definice 2.3. Matici (zI − A)−1 nazveme resolventou matice A v bodě z,
z ∈ C, z /∈ σ(A). I ∈ C

N×N znač́ı jednotkovou matici.

Spektrum matice lze definovat i za pomoci resolventy.

Definice 2.4. Spektrum matice A je množina všech bod̊u z ∈ C takových,
že resolventa (zI − A)−1 neexistuje.
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Vlastńı č́ısla maj́ı smysl pouze pro čtvercové matice.

Necht’ pro matici A existuje množina všech vlastńıch vektor̊u, tzn. množina
N lineárně nezávislých vektor̊u v1, ...,vN, pro které plat́ı Avj = λjvj. Pokud
označ́ıme V matici typu N ×N , která má jako j-tý sloupec vektor vj (jedná
se tedy o matici vlastńıch vektor̊u), a Λ diagonálńı matici typu N×N , která
má na diagonále prvky λj, z (2.1) źıskáme rovnost

AV = VΛ. (2.2)

Jelikož jsou vektory vj lineárně nezávislé, matice V je regulárńı, a proto
existuje inverzńı matice V−1. Dostáváme, že

A = VΛV−1. (2.3)

Matice s množinou všech vlastńıch vektor̊u je tedy diagonalizovatelná. Roz-
kladem matice A se budeme později znovu zabývat, je na něm založena
jedna z metod výpočtu pseudospektra.

Na A se lze d́ıvat i jako na lineárńı operátor. Na rozd́ıl od př́ıpadu, kdy
A považujeme za klasickou matici, ne všechna z ∈ σ(A) muśı být nutně
vlastńımi č́ısly, proto je potřeba pozměnit definici. Lineárńımi operátory se
budeme podrobněji zabývat v následuj́ıćı kapitole, na tomto mı́stě uved’me
pouze základńı definici spektra.

Definice 2.5. Necht’ A je uzavřený operátor definovaný na Banachově (či
Hilbertově) prostoru. Potom spektrum σ(A) operátoru A je množina všech
takových z ∈ C, pro která resolventa (zI − A)−1 neexistuje jako omezený
operátor definovaný na celém prostoru.

2.2 Normy, vlastnosti matic

Jak uvid́ıme, pojem pseudospektra je závislý na normě, proto je potřeba
zavést vhodnou maticovou normu. Definujeme tedy skalárńı součin a normu
matice A za pomoci váhové matice W. Poté jednoduchou transformaćı
B = WAW−1 źıskáme matici B, pro kterou je problém hledáńı pseudo-
spektra spojen s Euklidovskou normou a př́ıslušným skalárńım součinem.
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Necht’ A je reálná nebo komplexńı matice na Hilbertově prostoru se skalárńım
součinem (·, ·) a normou ‖·‖.

Definice 2.6. Necht’ je dána regulárńı váhová matice W. Pak skalárńı
součin (·, ·) a normu ‖·‖ definujeme jako

(u,v) = (Wu,Wv)2,

‖u‖ = ‖Wu‖2 ,

kde (u,v)2 = uHv, ‖u‖2 =
√

uHu je Euklidovská norma.

Vektor uH je hermitovsky sdružený vektor k u, jedná se o transponovaný
vektor, ve kterém jsou p̊uvodńı složky nahrazeny komplexně sdruženými.
Přesnou definici zavedeme pro libovolnou matici.

Definice 2.7. Hermitovsky sdruženou matici AH ∈ C
N×N k A ∈ C

N×N

źıskáme z A tak, že provedeme jej́ı transpozici a mı́sto každého z prvk̊u
zaṕı̌seme jeho komplexně sdruženou hodnotu, tzn.

(Aij)
H = Aji,

kde indexy označuj́ı jednotlivé i,j-té prvky pro 1 ≤ i, j ≤ N a horńı vodo-
rovná čárka komplexně sdruženou matici.

Věta 2.8. Necht’ X je Hilbert̊uv prostor se skalárńım součinem (·, ·) a necht’

A : X → X je lineárńı spojitý operátor. Pak existuje právě jeden spojitý
lineárńı operátor A∗ : X → X takový, že

(Au,v) = (u,A∗v), ∀u,v ∈ X.

A∗ se nazývá adjungovaný operátor k A.

Po úpravách dostáváme, že

A∗ = (WHW)−1AH(WHW).
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Pokud W = I, potom (u,v) = (u,v)2, ‖u‖ = ‖u‖2 a A∗ = AH . Pro obecnou
W se zbav́ıme problémů t́ım, že zavedeme novou matici

B = WAW−1. (2.4)

Je-li v = Au pro nějaké u a v, potom z (2.4) máme

(Wv) = W(Au) = B(Wu).

Z definice normy matice A generované normou vektoru ‖·‖,

‖A‖ = max
u6=0

‖Au‖
‖u‖ ,

dostáváme

‖A‖ = max
u6=0

‖Au‖
‖u‖ = max

u6=0

‖W−1BWu‖
‖u‖ = max

u6=0

‖BWu‖2

‖u‖2

= ‖B‖2 .

Odtud plyne, že ‖A‖ = ‖B‖2. T́ım jsme ukázali, že v maticovém př́ıpadě
můžeme dále bez obav využ́ıvat Euklidovskou normu. Připomeňme ještě tři
základńı maticové pojmy.

Definice 2.9. Matice A ∈ C
N×N je normálńı, pokud

AHA = AAH .

Je-li A ∈ R
N×N , pak AH = AT , kde AT znač́ı matici transponovanou k A.

Definice 2.10. Matice A ∈ C
N×N je hermitovská, pokud

AH = A.
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Definice 2.11. Matici A ∈ C
N×N nazveme unitárńı, pokud

A−1 = AH ,

kde A−1 je inverzńı matice k A.

Dále připomeňme vztah normálńı matice a diagonalizovatelnosti.

Věta 2.12. Matice A ∈ C
N×N je normálńı právě tehdy, když je unitárně di-

agonalizovatelná, tj. existuje diagonálńı matice Λ ∈ C
N×N a unitárńı matice

U ∈ C
N×N tak, že

A = UΛUH ,

přičemž Λ obsahuje vlastńı č́ısla λ1, . . . , λN a sloupce matice U jsou jim po
řadě odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. Nav́ıc plat́ı, že

UHU = UUH = I.

Většina známých aplikaćı analýzy vlastńıch č́ısel vyžaduje, aby matice či
operátory byly normálńı, nebo se k tomu alespoň bĺıžily. Pojem normálnosti
matice zavedeme ještě daľśım zp̊usobem. K tomu budeme potřebovat Schur̊uv
rozklad a definici č́ısla podmı́něnosti. Podobně jako v (2.3) máme:

Definice 2.13. Necht’ A ∈ C
N×N , potom A lze zapsat jako

A = UTU−1, (2.5)

kde U je unitárńı (tedy U−1 = UH) a T horńı trojúhelńıková matice. Tento
rozklad nazýváme Schur̊uv.

Matice T je podobná A, má tud́ıž stejnou množinu vlastńıch č́ısel. Protože
je nav́ıc trojúhelńıková, vlastńı č́ısla lež́ı na diagonále T.

Je-li A nav́ıc normálńı (tedy např. hermitovská či reálná symetrická), potom
existuje unitárńı matice V taková, že

A = VTVH (2.6)

a plat́ı:
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• T je diagonálńı. Jelikož TTH = THT, obsahuje pouze vlastńı č́ısla.

• Pro A existuje množina všech vlastńıch vektor̊u vj, které jsou orto-
normálńı, tj. ‖vj‖ = 1, vektory vj tvoř́ı sloupce matice V.

• ‖V‖2 = ‖V−1‖2 =
∥

∥VH
∥

∥

2
= 1.

Definice 2.14. Čı́slem podmı́něnosti matice A rozumı́me č́ıslo

κ(A) = ‖A‖
∥

∥A−1
∥

∥ . (2.7)

Plat́ı, že κ(A) ≥ 1 pro libovolnou matici A a maticovou normu. Č́ım je
κ(A) větš́ı, t́ım je matice h̊uře podmı́něná, což znamená, že i relativně malé
změny v koeficientech zp̊usob́ı relativně velké změny řešeńı.

Existuje-li matice V z (2.6), matice A je normálńı, pokud:

κ(V) = ‖V‖
∥

∥V−1
∥

∥ = 1.

Naopak,
κ(V) = ‖V‖

∥

∥V−1
∥

∥ >> 1 (2.8)

znamená, že matice A neńı normálńı, nav́ıc pokud vlastńı vektory matice A

existuj́ı, nejsou ani zdaleka ortogonálńı. Budeme požadovat, aby podmı́nka
(2.8) byla splněna pro libovolnou matici vlastńıch vektor̊u V. Pro tyto ma-
tice může klasická analýza vlastńıch č́ısel selhat.

2.3 Tři základńı definice pseudospektra

Nyńı zavedeme pojem pseudospektra konečně-dimenzionálńı matice.

Necht’ ‖·‖ znač́ı normu na C
N , prostoru komplexńıch vektor̊u délky N , a také

indukovanou normu na C
N×N , prostoru komplexńıch matic typu N×N . Ne-

cht’ A je matice C
N×N nebo lineárńı operátor na konečně-dimenzionálńım
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prostoru.

V aplikované matematice nás často zaj́ımá, zda je matice singulárńı či re-
gulárńı. Již pro malou perturbaci se odpověd’ může rychle změnit, proto
je vhodněǰśı zjǐst’ovat, zda je ‖A−1‖ velká. Podobně, mı́sto toho, jestli je z
vlastńı č́ıslo matice A, tzn. je-li (zI − A) singulárńı, je lepš́ı se ptát, zda je
‖(zI − A)−1‖ velká. To nás vede k prvńı definici pseudospektra:

Definice 2.15. Necht’ A ∈ C
N×N a ε > 0 libovolné. Pak ε-psudospektrum

σε(A) matice A je množina z ∈ C takových, že
∥

∥(zI − A)−1
∥

∥ > ε−1. (2.9)

Pro z ∈ σ(A) zavedeme, že ‖(zI − A)−1‖ = ∞.

Pro normu resolventy plat́ı, že
∥

∥(zI − A)−1
∥

∥ =
∥

∥(zI − B)−1
∥

∥

2
, (2.10)

kde B je dáno rovnost́ı (2.4).

I zde budeme požadovat, aby rovnost (2.10) platila pro ∀z ∈ C včetně bod̊u
spektra σ(A) = σ(B), ve kterých nabývá hodnotu ∞.

Plat́ı, že spektrum je obsaženo v ε-pseudospektru pro každé ε > 0.

Pseudospektrum je tedy otevřená podmnožina komplexńı roviny ohraničená
křivkou funkce ‖(zI − A)−1‖ = ε−1. Jinými slovy, na normu resolventy se lze
d́ıvat jako na funkci dvou proměnných z a A, která je konstantńı, rovná ε−1.

Na základě této definice vid́ıme, že pojem pseudospektra má smysl předevš́ım
pro nenormálńı matice, pro které norma ‖(zI − A)−1‖ může být velká, i
když je bod z daleko od spektra. Tedy má smysl pro matice, které splňuj́ı
podmı́nku (2.8).

Druhá definice pseudospektra souviśı s perturbacemi p̊uvodńı matice A:
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Definice 2.16. σε(A) je množina z ∈ C takových, že

z ∈ σ(A + E)

pro E ∈ C
N×N , ‖E‖ < ε.

Jinými slovy, ε-psudospektrum je množina vlastńıch č́ısel perturbované ma-
tice (A + E), ‖E‖ < ε.

Je vidět, že pseudospektra s r̊uznými ε jsou vnořené množiny,

σε1(A) ⊆ σε2(A), 0 < ε1 ≤ ε2,

a dále, že pr̊unik všech pseudospekter je spektrum,

⋂

ε>0

σε(A) = σ(A).

Třet́ı charakterizace pseudospektra je následuj́ıćı:

Definice 2.17. σε(A) je množina z ∈ C takových, že

‖(zI − A)v‖ < ε (2.11)

pro v ∈ C
N , ‖v‖ = 1.

Č́ıslo z v (2.11) (a ekvivalentně daľśıch definićıch) se nazývá ε-pseudovlastńı
č́ıslo A a v je odpov́ıdaj́ıćı ε-pseudovlastńı vektor. Tedy, ε-pseudospektrum
je množina ε-pseudovlastńıch č́ısel.

Věta 2.18. Pro libovolnou matici A ∈ C
N×N jsou výše uvedené definice

ε-pseudospektra ekvivalentńı.
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2.4 SVD rozklad, čtvrtá definice

Dř́ıve, než uvedeme čtvrtou definici pseudospektra, se budeme zabývat SVD
rozkladem, který využijeme i v daľśıch kapitolách.

Věta 2.19. Mějme matici A ∈ C
M×N . Pak existuje rozklad A takový, že

A = UΣVH ,

kde U ∈ C
M×M je unitárńı, Σ ∈ C

M×N je diagonálńı s nezápornými reálnými
č́ısly na diagonále a VH je hermitovsky sdružená matice k V ∈ C

N×N , která
je unitárńı. Tento rozklad se nazývá SVD rozklad A.

Je zvykem, že prvky Σi,i přerovnáme tak, aby tvořily nerostoućı řadu, tzn.
aby byly na diagonále seřazeny od největš́ıho k nejmenš́ımu. V tom př́ıpadě
je diagonálńı matice Σ určena matićı A jednoznačně. Diagonálńı prvky Σ

se nazývaj́ı singulárńı č́ısla A. Sloupce matice U, resp. V jsou levé, resp.
pravé singulárńı vektory odpov́ıdaj́ıćı př́ıslušným singulárńım č́ısl̊um.

Speciálńı př́ıpad rozkladu jsme odvodili v (2.6). Singulárńımi č́ısly jsou zde
absolutńı hodnoty vlastńıch č́ısel.

Pokud ‖·‖ = ‖·‖2, normou matice je největš́ı singulárńı č́ıslo a normou in-
verzńı matice je obrácená hodnota nejmenš́ıho singulárńıho č́ısla. Tedy

∥

∥(zI − A)−1
∥

∥

2
= [smin(zI − A)]−1 , (2.12)

kde smin(zI−A) znač́ı nejmenš́ı singulárńı č́ıslo (zI−A). Z toho lze odvodit
čtvrtou definici:

Definice 2.20. Je-li ‖·‖ = ‖·‖2, pak σε(A) je množina z ∈ C takových, že

smin(zI − A) < ε. (2.13)

σε(A) jsou množiny v rovině ohraničené křivkou funkce smin(zI − A) = ε.
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Z (2.12) je zřejmé, že (2.13) je ekvivalentńı s (2.9), a tedy i se všemi ostatńımi
definicemi pseudospektra.

Nyńı se budeme zabývat nenormálnost́ı. Nejprve si všimneme, že pokud U

je unitárńı, tzn. U−1 = UH , pak

(zI − UAUH)−1 =
[

U(zI − A)UH
]−1

= U(zI − A)−1UH ,

proto
∥

∥(zI − UAUH)−1
∥

∥

2
=

∥

∥(zI − A)−1
∥

∥

2
, ∀z ∈ C.

Norma resolventy je tedy invariantńı vzhledem k unitárńım transformaćım.
Tyto transformace zachovávaj́ı úhly a velikosti vektor̊u. Odsud máme, že to
samé muśı být pravda i pro pseudospektrum:

σε(A) = σε(UAUH), ∀ε ≥ 0.

Pro normálńı matici je ε-pseudospektrum sjednoceńım otevřených ε-okoĺı
bod̊u spektra, ekvivalentně norma resolventy splňuje

∥

∥(zI − A)−1
∥

∥

2
=

1

dist(z, σ(A))
,

kde dist(z, σ(A)) znač́ı vzdálenost bodu od množiny v komplexńı rovině.

Otevřené okoĺı bodu spektra budeme značit ∆ε = {z ∈ C : |z| < ε}.

Věta 2.21. Pro libovolnou matici A ∈ C
N×N

σε(A) ⊇ σ(A) + ∆ε, ∀ε > 0,

pokud je nav́ıc A normálńı a ‖·‖ = ‖·‖2, pak

σε(A) = σ(A) + ∆ε, ∀ε > 0. (2.14)

Obráceně, je-li ‖·‖ = ‖·‖2, pak (2.14) implikuje, že A je normálńı.

15



0.5 1 1.5 2 2.5
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−4

−3.5

−3

−2.5

−2

Obr. 2.1: σε(A) normálńı matice
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Obr. 2.2: σε(A) nenormálńı matice

Doplňme, že použitý součet má obvyklý význam, tj.

σ(A) + ∆ε = {z : z = z1 + z2, z1 ∈ σ(A), z2 ∈ ∆ε} =

= {z : dist(z, σ(A)) < ε} .

Předpokládejme nyńı, že A je diagonalizovatelná. Necht’ V ∈ C
N×N je ma-

tice vlastńıch vektor̊u A stejně jako v (2.3). Pokud ‖·‖ = ‖·‖2, pak č́ıslo
podmı́něnosti matice V z (2.7) je

κ(V) = ‖V‖2

∥

∥V−1
∥

∥

2
=
smax(V)

smin(V)
,

kde smax(V) a smin(V) jsou po řadě největš́ı a nejmenš́ı singulárńı č́ıslo ma-
tice V.

Připomeňme, že 1 ≤ κ(V) <∞ a κ(V) = 1 právě tehdy, když A je normálńı.

Č́ıslo podmı́něnosti V nám dává horńı odhad č́ısel podmı́něnosti jednot-
livých vlastńıch č́ısel matice A. Toto tvrzeńı je známo jako Bauer-Fikeova
věta:

Věta 2.22. Necht’ A ∈ C
N×N je diagonalizovatelná, A = VΛV−1. Potom

∀ε > 0 a normu ‖·‖ = ‖·‖2 plat́ı, že

σ(A) + ∆ε ⊆ σε(A) ⊆ σ(A) + ∆εκ(V).
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Tedy, pokud je A perturbována pomoćı E, potom se poloha vlastńıch č́ısel
změńı nejvýše o κ(V) ‖E‖2.

Kapitolu zakonč́ıme několika základńımi vlastnostmi pseudospektra.

Věta 2.23. Necht’ A ∈ C
N×N a ε > 0 je libovolné. Potom

1. σε(A) je neprázdná, otevřená a omezená množina s nejvýše N kom-
ponentami, každá obsahuje jedno či v́ıce vlastńıch č́ısel matice A.

2. Je-li ‖·‖ = ‖·‖2, pak σε(A
H) = σε(A).

3. Je-li ‖·‖ = ‖·‖2, pak σε(A1 ⊕ A2) = σε(A1) ∪ σε(A2),

kde A1 ⊕ A2 =

(

A1 0
0 A2

)

.

4. Pro libovolné c ∈ C je σε(A + cI) = c+ σε(A).

5. Pro libovolné nenulové c ∈ C je σ|c|ε(cA) = cσε(A).
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Kapitola 3

Pseudospektrum lineárńıch

operátor̊u

Teorii o pseudospektru z minulé kapitoly lze zobecnit pro lineárńı operátory
na nekonečně-dimenzionálńıch prostorech, zaměř́ıme se na Banachovy pro-
story.

Necht’ X je komplexńı Banach̊uv prostor, úplný normovaný lineárńı pro-
stor na C s normou ‖·‖. Budeme uvažovat operátory A : X → X s de-
finičńım oborem D(A) ⊆ X. Dále označ́ıme B(X) množinu omezených a
C(X) množinu uzavřených operátor̊u na X. Pro A ∈ B(X) budeme bez
újmy na obecnosti předpokládat, že D(A) = X.

Uzavřenost operátoru A znamená, že pokud posloupnost {uk} z D(A) kon-
verguje k limitě u ∈ X a pokud {Auk} konverguje k limitě v ∈ X, potom
u ∈ D(A) a Au = v.

Neomezený uzavřený operátor již nutně muśı mı́t D(A) 6= X, přestože
mnoho takových operátor̊u je definováno tak, že D(A) je hustý v X, tzn.
D(A) = X.

Dále budeme pracovat pouze s uzavřenými operátory.

Pro A ∈ C(X) a E ∈ B(X) plat́ı, že A + E ∈ C(X), definičńı obor
D(A + E) = D(A).
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Definice 3.1. Necht’ A ∈ C(X). Omezený inverzńı operátor A−1 ∈ B(X)
je takový operátor, že AA−1 je identita na X a A−1A je identita na D(A).

Toto je jediný druh inverzńıho operátoru, který nás bude zaj́ımat, a kdyko-
liv použijeme výraz jako A−1 či (zI − A)−1, budeme t́ım myslet omezený
inverzńı operátor na X.

Věta 3.2. Necht’ pro A ∈ C(X) existuje omezený inverzńı operátor A−1.
Pak pro libovolný operátor E ∈ B(X), ‖E‖ < 1

‖A‖−1 existuje k A+E omezený

inverzńı operátor (A + E)−1 splňuj́ıćı

∥

∥(A + E)−1
∥

∥ ≤ ‖A−1‖
1 − ‖E‖ ‖A−1‖ .

Naopak, pro libovolné µ > 1
‖A−1‖

existuje E ∈ B(X), ‖E‖ < µ tak, že

(A + E)u = 0 pro nějaké nenulové u ∈ X.

Nyńı aplikujeme předchoźı větu na operátor (zI − A), kde z je komplexńı
konstanta.

Necht’ je dán operátor A ∈ C(X) a z ∈ C, resolventou A v z rozumı́me,
pokud existuje, operátor (zI − A)−1 ∈ B(X). Resolventńı množina ρ(A) je
množina č́ısel z ∈ C, pro která (zI − A)−1 existuje. Z uvedené věty dále
plyne, že ρ(A) je otevřená. Nav́ıc, (zI−A)−1 je analytická funkce proměnné
z ∈ ρ(A).

Spektrum A ∈ C(X) je doplňkem resolventńı množiny v komplexńı rovině,
tzn. σ(A) = C \ ρ(A). Jelikož ρ(A) je otevřená, σ(A) je uzavřená. Pro
A ∈ B(X) je σ(A) omezená a neprázdná množina. Pro A ∈ C(X) může být
σ(A) neomezená nebo prázdná.

Pokud Au = λu pro nějaké nenulové u ∈ X a A ∈ C(X), pak u a λ se
nazývaj́ı vlastńı vektor a vlastńı č́ıslo A. Spektrum σ(A) obsahuje všechna
vlastńı č́ısla A, ale může být i větš́ı.

Z věty také vyplývá, že pro libovolné A ∈ C(X) a z ∈ ρ(A) plat́ı

∥

∥(zI − A)−1
∥

∥ ≥ 1

dist(z, σ(A))
.
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Odsud dostáváme, že č́ım v́ıce se z bĺıž́ı ke spektru, t́ım větš́ı je ‖(zI − A)−1‖,
tzn. t́ım v́ıce se bĺıž́ı k ∞. Proto opět ‖(zI − A)−1‖ definujeme jako ∞ pro
z ∈ σ(A).

Věta 3.3. Necht’ A ∈ C(X). Norma resolventy ‖(zI − A)−1‖ je funkce ze
z ∈ C do (0,∞] s následuj́ıćımi vlastnostmi:

• Je spojitá a neomezená a nabývá hodnotu ∞ na σ(A).

• Pokud z /∈ σ(A), pak také z /∈ σ(A + E) pro libovolný operátor
E ∈ B(X), který splňuje ‖E‖ ≤ 1

‖(zI−A)−1‖
.

Naopak, pro libovolné µ > 1
‖(zI−A)−1‖

existuje operátor E ∈ B(X),

‖E‖ < µ takový, že (A + E)u = zu pro nějaké nenulové u ∈ X.

Na základě posledńı uvedené věty tedy v́ıme, že každé z, které nelež́ı v σ(A),
také neńı obsaženo v σ(A + E) pro dostatečně malou ‖E‖.

Dř́ıve jsme zavedli tři ekvivalentńı definice ε-pseudospektra matice A. Nyńı
je aplikujeme na lineárńı operátory na Banachově prostoru.

Věta 3.4. Necht’ A ∈ C(X) a ε > 0 je libovolné. Pseudospektrum σε(A)
operátoru A je množina z ∈ C definovaná jednou z následuj́ıćıch ekviva-
lentńıch podmı́nek:

• ‖(zI − A)−1‖ > ε−1,

• z ∈ σ(A + E) pro nějaký operátor E ∈ B(X) s ‖E‖ < ε,

• z ∈ σ(A) nebo ‖(zI − A)u‖ < ε pro nějaké u ∈ D(A) s ‖u‖ = 1.

Pokud ‖(zI − A)u‖ < ε, potom z je ε-pseudovlastńı č́ıslo A a u je od-
pov́ıdaj́ıćı ε-pseudovlastńı vektor.

Věta 3.5. Necht’ A ∈ C(X), pseudospektrum {σε(A)}ε>0 má následuj́ıćı
vlastnosti:

• Lze ho definovat pomoćı jedné z podmı́nek uvedené v předchoźı větě.
Definice jsou ekvivalentńı.
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• Každé σε(A) je neprázdná otevřená podmnožina C a každá omezená
souvislá komponenta σε(A) má neprázdný pr̊unik s σ(A).

• Dále plat́ı
⋂

ε>0

σε(A) = σ(A)

a naopak, pro libovolné δ > 0

σε+δ(A) ⊇ σε(A) + ∆δ,

kde ∆δ je otevřené okoĺı o poloměru δ.

3.1 Změna norem v Banachových prostorech

Pro malé plné matice jsou všechny normy ekvivalentńı, proto se dvě r̊uzné
normy resolventy lǐśı nejvýše o konstantu. Pokud přejdeme od jedné normy
k druhé, v mnoha př́ıpadech se pseudospektrum př́ılǐs nezměńı. Ovšem bylo
by chybou předpokládat, že rozd́ıl mezi ‖·‖2 a ‖·‖1, nebo obecněji, mezi
Hilbertovými a Banachovými prostory, je vždy malý. Pokud uvažujeme ne-
konečně-dimenzionálńı operátory nebo jejich maticové diskretizace, rozd́ıly
mezi p-normami mohou být libovolně velké!
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Kapitola 4

Výpočet pseudospektra

V této kapitole poṕı̌seme jednotlivé zp̊usoby výpočtu pseudospektra. Jelikož
se jedná o množiny v komplexńı rovině, výpočtem budeme rozumět zobra-
zeńı hranice σε(A) pro r̊uzná ε.

Nejprve se budeme zabývat hledáńım vlastńıch č́ısel plných matic. Na matice
s nižš́ı dimenźı (menš́ı než cca 1000) lze aplikovat standardńı př́ımé metody
př́ıbuzné QR algoritmu, pro źıskáńı výsledku je potřeba O(N3) operaćı. Ma-
tice s větš́ı dimenźı vyžaduj́ı speciálńı zacházeńı, je možné využ́ıt metody
Krylovových podprostor̊u - nenaleznou se všechna vlastńı č́ısla, ale pouze ta,
která se zdaj́ı být v komplexńı rovině podstatná.

4.1
”
Mř́ıžková“ metoda

Všechny algoritmy vycházej́ı z definice pseudospektra. Připomeňme, že

σε(A) =
{

z ∈ C :
∥

∥(zI − A)−1
∥

∥ > ε−1
}

,

pro ‖·‖ = ‖·‖2

σε(A) = {z ∈ C : smin(zI − A) < ε} . (4.1)

Prvńı výpočetńı metoda se ihned nab́ıźı. Vytvoř́ıme śıt’ v komplexńı ro-
vině a v každém bodě z této śıtě vypočteme SVD rozklad matice (zI − A).
Źıskáme tak množinu jej́ıch singulárńıch č́ısel, z ńı vybereme to nejmenš́ı.
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Splňuje-li nerovnost (4.1), je součást́ı pseudospektra. Z obdržených dat poté
vykresĺıme obrys pseudospektra. Je-li A hermitovská, obrázek bude symet-
rický dle reálné osy, výpočetńı čas se o polovinu zkrát́ı.

Je zřejmé, že popsaný algoritmus neńı ani zdaleka optimálńı. SVD roz-
klad matice typu N ×N provedený v každém bodě mř́ıžky ν × ν vyžaduje
O(ν2N3) operaćı. Jistého urychleńı můžeme dosáhnout t́ım, že vezmeme
hrubš́ı mř́ıžku, nicméně ve většině př́ıpad̊u nedostaneme uspokojivý výsledek.
Proto se pokuśıme nalézt metody jiné.

4.1.1 Iteračńı metody pro výpočet smin(zI − A)

Náročnost SVD rozkladu je zp̊usobena t́ım, že při něm docháźı k výpočtu
všech singulárńıch č́ısel (zI−A). Proto budeme hledat pouze nejmenš́ı sin-
gulárńı č́ıslo pomoćı nějaké iteračńı metody. Postupy jsou založeny na faktu,
že

smin(zI − A) =
√

nejmenš́ı vlastńı č́ıslo (zI − A)H(zI − A) =

= nejmenš́ı kladné vlastńı č́ıslo

(

0 zI − A

zI − AH 0

)

.

Výpočet se pokuśıme urychlit pomoćı metody inverzńıch iteraćı. Označme
B = (zI − A) a připomeňme, že nejmenš́ı vlastńı č́ıslo BHB odpov́ıdá
největš́ımu vlastńımu č́ıslu B−1B−H , tzn. inverzi.

Hledáme-li tedy nejmenš́ı vlastńı č́ıslo BHB, stač́ı na inverzi celého výrazu
aplikovat mocninnou metodu. Ta použ́ıvá násobeńı B−1 a B−H , to lze zre-
alizovat pomoćı LU rozkladu matice B. Výpočet tohoto rozkladu v jed-
nom bodě mř́ıžky ovšem vyžaduje O(N3) operaćı, č́ımž dostáváme stej-
nou složitost jako u úplného SVD rozkladu. Proto později provedeme daľśı
úpravy, nejdř́ıve se krátce zmı́ńıme o mocninné metodě a LU rozkladu.

Mocninná metoda

Tato metoda nám umožňuje jednoduše vypoč́ıtat jedno vlastńı č́ıslo λ, nejčastěji
to největš́ı, a jemu odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor v.
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Věta 4.1. Necht’ A je matice typu N × N , která má N r̊uzných vlastńıch
č́ısel λ1, λ2, . . . , λN , která jsou seřazena sestupně podle velikosti v absolutńı
hodnotě, tzn. |λ1| > |λ2| ≥ |λ3| ≥ . . . ≥ |λN |. Pokud je počátečńı vektor

x0 vhodně zvolen, potom posloupnosti {xk} =
{(

x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
N

)}

a {ck}
poč́ıtané rekurzivně tak, že

yk = Axk,

xk+1 =
1

ck+1

yk,

kde ck+1 = max
1≤i≤N

{∣

∣

∣
x

(k)
i

∣

∣

∣

}

, konverguj́ı k vlastńımu vektoru v1 a vlastńımu

č́ıslu λ1, tj.
lim
k→∞

xk = v1,

lim
k→∞

ck = λ1

a plat́ı Av1 = λv1.

LU rozklad

Definice 4.2. Matice A se nazývá silně regulárńı, jestlǐze všechny jej́ı hlavńı
minory, tj. determinanty matic Ak, k = 1, . . . , N , jsou nenulové, kde

Ak =







a11 · · · a1k
...

. . .
...

ak1 · · · akk







Věta 4.3. Necht’ A je silně regulárńı reálná matice typu N×N . Pak existuje
právě jedna dolńı trojúhelńıková matice L s jedničkami na diagonále a horńı
trojúhelńıková matice U tak, že A = LU. Přitom plat́ı, že

ukk =
detAk

detAk−1

, k = 2, . . . , N.
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Předpokládejme, že před výpočtem singulárńıch č́ısel provedeme Schur̊uv
rozklad (viz (2.5)), č́ımž nahrad́ıme matici A unitárně ekvivalentńı horńı
trojúhelńıkovou matićı T. Potom je matice (zI−A) unitárně ekvivalentńı k
horńı trojúhelńıkové matici (zI−T) pro libovolné z, obě matice maj́ı stejná
singulárńı č́ısla a σε(T) = σε(A). Jelikož je v každém bodě z matice (zI−T)
trojúhelńıková, neńı potřeba provádět LU rozklad, a tud́ıž na výpočet jej́ıho
nejmenš́ıho singulárńıho č́ısla stač́ı pouze O(N2) operaćı. Schur̊uv rozklad je
proveden pouze jednou, předt́ım, než začneme zpracovávat jednotlivé body
mř́ıžky, což vyžaduje O(N3) operaćı. Jelikož tato metoda konverguje ob-
vykle v několika málo kroćıch, dostáváme celkovou složitost O(N3 + ν2N2).
V mnoha aplikaćıch je možné dosáhnout dokonce až O(ν2N2).

Je velmi pravděpodobné, že se konvergence zpomaĺı, pokud největš́ı vlastńı
č́ıslo (zI − A)−1(zI − A)−H neńı dostatečně odděleno od ostatńıch. Tehdy
je vhodné použ́ıt některou z v́ıce d̊umyslných metod, např. Lanczosovu. Ta
aproximuje nejmenš́ı singulárńı č́ıslo (zI−A) tak, že využ́ıvá lineárńı kombi-
nace výsledk̊u jednotlivých krok̊u źıskaných pomoćı metody inverzńıch ite-
raćı.

Poznámka 4.4. Poč́ıtáme-li smin(zI − A) iteračně, m̊uže se stát, že jǐz
během výpočtu zjist́ıme, že bod z nem̊uže být v pseudospektru. Je-li např.
smin(zI − A) > 1, my chceme vykreslit křivky, které použ́ıvaj́ı 10−1, je sa-
mozřejmě vhodné s iteracemi předčasně skončit.

4.1.2 Projekce do podprostor̊u s nižš́ı dimenźı

Daľśım, naprosto odlǐsným zp̊usobem, jak zrychlit výpočet, je redukovat di-
menzi N matice A. Provedeme ortogonálńı projekci A na odpov́ıdaj́ıćı inva-
riantńı podprostor dimenze M < N . Jedná se o jednoduchou, ale d̊uležitou
techniku, která je často opomı́jena, přitom lze dosáhnout výrazného zrych-
leńı.

Definice 4.5. Necht’ T : V → V lineárńı zobrazeńı vektorového prostoru V .
Potom W je invariatńım podprostorem V , pokud T (W ) je obsaženo ve W .
Řı́káme, že W je T-invariantńı.

25



Je-li v vlastńı vektor T , tj. Tv = λv, pak W = span {v} je T-invariantńı.

Metoda založená na diagonalizaci matice

Necht’ V je matice typu N×M taková, že jej́ımi sloupci jsou zvolené lineárně
nezávislé vlastńı vektory A a která splňuje AV = VΛ, kde Λ je diagonálńı
matice typu M ×M obsahuj́ıćı odpov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ısla, viz. (2.2).

Definice 4.6. Necht’ A je komplexńı matice typu N × M , N ≥ M . QR
rozkladem matice A rozumı́me součin A = QR, kde Q je unitárńı matice
typu N ×N a R je horńı trojúhelńıková typu N ×M .

Poznámka 4.7. Jelikož dolńıch N −M řádk̊u matice R obsahuje nuly, je
často užitečné použ́ıt rozděleńı R, popř. i Q:

A = QR = Q

(

R1

0

)

=
(

Q1 Q2

)

(

R1

0

)

= Q1R1,

kde R1 je horńı trojúhelńıková matice typu M ×M , Q1 je typu N ×M , Q2

typu N × (N −M), přičemž Q1 i Q2 maj́ı ortogonálńı sloupce.

Pokud V = QR, tedy provedeme QR-rozklad matice V, kde Q je typu
N ×M a R je typu M ×M , dostáváme QHV = R a Q = VR−1. Odsud

QHBQ = QHBVR−1 = QHVΛR−1 = RΛR−1.

T = RΛR−1 je typu M ×M , horńı trojúhelńıková, jedná se o maticovou
reprezentaćı projekce A na podprostor generovaný zvolenými vlastńımi vek-
tory.

Matice A bývá v aplikaćıch nediagonalizovatelná, z čehož plyne špatná
podmı́něnost úloh souvisej́ıćıch s vlastńımi č́ısly. Sice se v praxi ukazuje,
že využit́ı diagonalizace často nezp̊usobuje mnoho pot́ıž́ı, nicméně, už jen z
principu bychom se j́ı měli vyhýbat.
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Metoda založená na částečném Schurově rozkladu

Předpokládejme unitárńı transformaci ve tvaru

A = Q

[

T X

0 Y

]

QH , (4.2)

kde Q ∈ C
N×N je unitárńı matice, T ∈ C

M×M je horńı trojúhelńıková ma-
tice, X ∈ C

M×(N−M) a Y ∈ C
(N−M)×(N−M) jsou libovolné.

Je-li Q1 ∈ C
N×M matice složená z prvńıch M sloupc̊u Q, potom z (4.2)

plyne BQ1 = Q1T. Tedy pokud Tx = λx, pak B(Q1x) = λ(Q1x). Na
diagonále matice T se nacháźı M vlastńıch č́ısel matice B a T reprezentuje
projekci A na odpov́ıdaj́ıćı invariantńı podprostor.

Dodejme, že transformace (4.2) se nazývá částečný Schur̊uv rozklad.

Jelikož jsou X a Y libovolné, zbývá vyřešit, jak nalézt matici Q1 ∈ C
N×M ,

která má ortonormálńı sloupcové vektory takové, že T = Q1
HBQ1 je horńı

trojúhelńıková matice. To lze provést mnoha zp̊usoby, my budeme uvažovat
ten nejjednodušš́ı - výpočet kompletńıho Schurova rozkladu, viz (2.5). Poté
přerovnáme diagonálńı prvky tak, abychom ty d̊uležité přesunuli do horńıho
levého rohu.

Ortogonálńı projekce nezvyšuj́ı normu resolventy v žádném z bod̊u z. Je-li
σε(T) pseudospektrum promı́tnuté matice, potom σε(T) ⊆ σε(A), přičemž
pseudospektrum T se monotónně zvětšuje a přibližuje k pseudospektru A v
závislosti na tom, jak postupně zvětšujeme podprostor.

4.1.3 Volba mř́ıžky

Zbývá položit si otázku, jak určit mř́ıžku, na které se bude pseudospektrum
σε(A) poč́ıtat. Obecně je doporučováno odvodit hranice mř́ıžky z vlastńıch
č́ısel obdržených ze Schurova rozkladu.

Pokud před začátkem samotného výpočtu známe nejvěťśı hodnotu ε, která
nás bude zaj́ımat, existuj́ı metody, jak vyloučit nezaj́ımavé body z výpočetńı
oblasti. Pro malé matice schopnost upravit ε po výpočtu většinou převáž́ı
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výhody spojené s těmito metodami. Nicméně pro velmi velké matice, kde je
každý výpočet singulárńıch č́ısel drahý, bývaj́ı daleko d̊uležitěǰśı.

4.2 Kontinuačńı techniky

Jednou z motivaćı pro použit́ı iteračńıch metod je aplikace kontinuačńıch
technik, tj. př́ımého sledováńı hraničńı křivky, kde využ́ıváme singulárńı
vektor vypoč́ıtaný v jednom z bod̊u jako počátečńı vektor pro bod sousedńı.

Tato technika má dvě potenciálńı výhody. Za prvé lze hraničńı křivku určit s
velkou přesnost́ı, pokud je to požadováno. Za druhé je vysoce pravděpodobné,
že se sńıž́ı množstv́ı výpočt̊u smin(zI − A), jelikož zde nevyuž́ıváme žádnou
mř́ıžku. Naopak problémy mohou nastat v oblastech mezi dvěma vlastńımi
č́ısly. Dále je nutné vyřešit, jak pracovat s mı́sty, kde hranice neńı hladká,
či s pseudospektrem, pokud je složeno z v́ıce komponent. Proto je vhodné
tuto techniku použ́ıvat předevš́ım v př́ıpadě, kdy se potřebujeme soustředit
na určitou část hranice. Např́ıklad ji lze využ́ıt v programu, kde uživatel
klikne myš́ı na bod v komplexńı rovině a poč́ıtač vykresĺı okraj pseudospek-
tra procházej́ıćı t́ımto bodem, popř. také numericky vypoč́ıtá horńı a dolńı
meze založené na křivce. Takto lze źıskat kvalitńı informace a graficky pěkné
obrázky.

Věta 4.8. Necht’ bod z0 ∈ ∂σε a smin je jednoduché singulárńı č́ıslo matice
(z0I−A). Pak hranice ∂σε je na okoĺı z0 reálnou analytickou křivkou. Necht’

dále umin a vmin jsou levý a pravý singulárńı vektor př́ıslušné k smin. Pak
výraz

i
vmin

Humin

|vmin
Humin|

definuje pozitivně orientovaný tečný směr v z0.

Definice 4.9. Necht’ z ∈ C. Pak (smin,umin,vmin) nazveme minimálńı sin-
gulárńı trojićı matice (zI − A), pokud smin je nejmenš́ı singulárńı č́ıslo
(zI−A) a umin,vmin ∈ C

N jsou po řadě odpov́ıdaj́ıćı levý a pravý singulárńı
vektor.
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V daľśım textu bude R, resp. I značit zobrazeńı, které prvk̊um (č́ısl̊um, vek-
tor̊um, matićım) přǐrazuje jejich reálnou, resp. imaginárńı část. Tato zobra-
zeńı nám pomohou zformulovat podmı́nky na přeškálováńı.

Nyńı poṕı̌seme algoritmus, pomoćı něhož lze za předpoklad̊u předchoźı věty
prodloužit souvislou část hranice σε(A), vycháźıme-li z bodu z0. Necht’

z0 ∈ ∂σε a necht’ je dána pevná velikost kroku τ . Generujeme posloupnost
bod̊u {zk} ∈ C, zk−1 7→ zk:

Jako prvńı krok vypočteme (s,u,v), tzn. minimálńı singulárńı trojici matice
(z0I−A). Jelikož se jedná o metodu prediktor-korektor, odhadneme polohu

bodu ẑk = zk−1 + τ i vHu
|vHu|

. Nyńı znovu spočteme (s,u,v), tentokrát pro ma-

tici (ẑkI − A). Následně uprav́ıme polohu bodu zk = ẑk − (s−ε)
uHv

. T́ım jsme
źıskali nový bod křivky. Celý postup (kromě prvńıho kroku) opakujeme pro
daľśı body tak dlouho, dokud neńı hranice vykreslena celá.

Je uváděno, že pouze jeden opravný krok stač́ı, aby byla zaručena malá
relativńı chyba s−ε

ε
.

Kontinuačńı myšlenka

Uvažujme singulárńı trojici (s,u,v) libovolné matice B ∈ C
N×N , s ∈ R,

s ≥ 0, u,v ∈ C
N tak, že:

Bv = su, BHu = sv, (4.3)

vHv = 1, uHu = 1. (4.4)

Jedná se o základńı podmı́nky vycházej́ıćı z definice singulárńıch vektor̊u a
odpov́ıdaj́ıćıho singulárńıho č́ısla.

Všimneme si, že plat́ı

suHu = uHBv = (uHBv)H = vHBHu = svHv.

Je-li s > 0, potom
uHu = vHv. (4.5)
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Dále vid́ıme, že
I(vHv) = I(uHu) = 0.

Odsud, v př́ıpadě, že s > 0, lze škálovaćı podmı́nky (4.4) přepsat jako

R(vHv) = 1. (4.6)

Jelikož plat́ı (4.5), podmı́nku (4.6) zřejmě můžeme nahradit R(uHu) = 1,
popř. R(vHv) + R(uHu) = 2.

Co se týče jednoznačnosti, plat́ı, že je-li (s,u,v) singulárńı trojice matice B,
potom (s,−u,−v) je také singulárńı trojice matice B.

Poznámka 4.10. Je-li s > 0 jednoduché singulárńı č́ıslo matice B, potom
(s,u,v) a (s,−u,−v) jsou jedinými řešeńımi (4.3) a (4.6).

Dále budeme uvažovat B = (zI − A), z = x + iy. Položme s = ε, ε > 0 je
pevný parametr. Naš́ım ćılem nyńı bude přepsat podmı́nky (4.3) a (4.6) pro
levý a pravý singulárńı vektor u a v, které př́ısluš́ı k singulárńımu č́ıslu ε,
u = R(u) + iI(u) a v = R(v) + iI(v), u i v závisej́ı na z = x+ iy.

To nás vede k definováńı

f : R
2+4N → R

1+4N , (4.7)

ξ ∈ R
1 × R

1 × R
N × R

N × R
N × R

N 7→ f(ξ) ∈ R
2N × R

2N × R
1.

ξ = (x, y,R(u), I(u),R(v), I(v)),

f(ξ) = (ψ1, ψ2, ψ3),

kde

ψ1 = −ε
(

R(u)
I(u)

)

+

(

xI −R(A) −yI + I(A)
yI − I(A) xI −R(A)

) (

R(v)
I(v)

)

(4.8)

ψ2 = −ε
(

R(v)
I(v)

)

+

(

xI −R(AT ) yI − I(AT )
−yI − I(AT ) xI −R(AT )

) (

R(u)
I(u)

)

(4.9)

ψ3 = (R(v))TR(v) + (I(v))TI(v) − 1. (4.10)
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Obecněji, rovnice

f(ξ) = f(x, y,R(u), I(u),R(v), I(v)) = 0 (4.11)

definuje křivku v R
2+4N .

Je možné zavést křivku pro libovolné k-té singulárńı č́ıslo, 1 ≤ k ≤ N . Je-li
k = 1, pracujeme s t́ım největš́ım, naopak k = N vede na nejmenš́ı singulárńı
č́ıslo. Nás tedy zaj́ımá posledńı zmı́něný př́ıpad k = N , jelikož dostáváme
spojitou část hranice pseudospektra, tj. ∂σε.

Necht’ z ∈ ∂σε splňuje předpoklady věty. Pak z souviśı s kořenem f(ξ) = 0,
kde ξ = (x, y,R(u), I(u),R(v), I(v)), z = x + iy, ε = smin((x + iy)I − A),
umin = R(u)+ iI(u), vmin = R(v)+ iI(v). Odsud máme, že kořen ξ souviśı
s minimálńı singulárńı trojićı (ε,umin,vmin).

Z poznámky v́ıme, že pro minimálńı singulárńı trojici (ε,−umin,−vmin)
máme druhé řešeńı. Dostáváme f(x, y,−R(u),−I(u),−R(v),−I(v)) = 0.
Tento jev souviśı s orientaćı křivky:

Definice 4.11. Necht’ Df(ξ) ∈ R
(1+4N)×(2+4N) je diferenciál funkce f v ξ.

Řekneme, že δξ ∈ R
2+4N je směrnice, plat́ı-li, že

Df(ξ)δξ = 0, δξT δξ = 1. (4.12)

Definice 4.12. Necht’ δξ splňuje (4.12) a (δx, δy) ∈ R
2 znač́ı prvńı dvě

složky δξ ∈ R2+4N . Řekneme, že směrnice je pozitivně orientovaná, pokud

det

(

δx δy
R(vmin

Humin) I(vmin
Humin)

)

> 0. (4.13)

To je ve shodě s orientaćı ∂σε v z = x+ iy: Necht’ δz = δx+ iδy. Pak

δz

|δz| = i
vmin

Humin

|vmin
Humin|

.
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Abychom mohli algoritmus inicializovat, potřebujeme znát výchoźı bod.
Proto muśıme vyřešit následuj́ıćı úlohu: Necht’ je dáno ε > 0, najděte bod
z0 = x0 + iy0, z0 ∈ ∂σε.

Uvažujme (xt, yt) ∈ R
2, zt = xt + iyt ∈ C inicializačńı odhad bodu na ∂σε.

Vypočteme minimálńı singulárńı trojici (smin,umin,vmin) matice ztI − A.
Položme ξt = (xt, yt,R(umin), I(umin),R(vmin), I(vmin)) ∈ R

2+4N . Obecně,
smin > 0. Definujme f jako v (4.7), kde v (4.8) - (4.10) polož́ıme ε = smin.
Potom f(ξt) = 0. Zkonstruujeme pozitivně orientovanou směrnici δξt v ξt
jako v (4.12) a (4.13).

Uvažujme f definovanou jako v (4.7) - (4.10), kde ε > 0 je dáno. Iterace

ξ → ξ −
(

Df(ξ)
δξt

T

)

f(ξ)

zač́ınaj́ıćı v ξt lokálně konverguj́ı do bodu ξ0 ∈ R2+4N , f(ξ0) = 0. Necht’

(x0, y0) ∈ R2 znač́ı prvńı dvě složky ξ0 a necht’ z0 = x0 + iy0. Pak z0 ∈ ∂σε.
Tedy, źıskali jsme výchoźı bod hranice ∂σε.

4.3
”
Chudé“ pseudospektrum

V této části zmı́ńıme algoritmus, který vycháźı z definice pseudospektra
využ́ıvaj́ıćı perturbace matice:

σε(A) =
⋃

‖E‖<ε

σ(A + E).

Postup je následuj́ıćı: Budeme volit libovolné matice E s ‖E‖ = ε a vy-
kreslovat přes sebe spektra σ(A+E) vypoč́ıtaná pomoćı standardńıch algo-
ritmů pro vlastńı č́ısla plných matic. Výsledkem je

”
chudé“ pseudospektrum,

množina vlastńıch č́ısel obklopuj́ıćı spektrum, jej́ıž hustota záviśı na počtu
použitých perturbaćı a jejich pravděpodobnostńım rozděleńı.

Lze ukázat, že libovolný bod pseudospektra lze dostat i v př́ıpadě, že E bude
mı́t hodnost 1. Je-li E vygenerována jako plně-dimenzionálńı matice, potom
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znormováńı (tedy ‖E‖ < ε) vyžaduje O(N3) operaćı, zat́ımco na konstrukci
a znormováńı matice s hodnost́ı 1 stač́ı O(N2) operaćı. Pochopitelně matice
s hodnost́ı 1 budou mı́t odlǐsné statistické vlastnosti než matice s nezávislými
náhodnými prvky.

Pokud nás zaj́ımá ε-pseudospektrum pro daľśı hodnoty ε, celý postup je
nutné zopakovat. Obrázky źıskané z perturbaćı maj́ı intuitivńı charakter
a poskytuj́ı nám pouze dolńı odhady na σε(A), které nav́ıc nemusej́ı být
dostatečně ostré. Sice lze źıskat levnou aproximaci, ale vzhledem k rozvoji
rychlých výpočt̊u σε(A) na mř́ıžce zájem o tuto techniku klesá.

4.4 Metody Krylovových podprostor̊u

Doposud jsme se zabývali metodami, které spadaj́ı do oblasti práce s plnými
maticemi, kde je všech N2 prvk̊u matice zpracováváno př́ımo a základńı ma-
ticové výpočty vyžaduj́ı O(N3) operaćı. Pro matice s vysokým řádem (tiśıc
a v́ıc) lze využ́ıt vhodné metody spojené s Krylovovými podprostory.

K problematice lze přistupovat dvěma zp̊usoby. Za prvé lze pseudospektrum
matice nebo operátoru aproximovat pomoćı posloupnosti Krylovových pod-
prostor̊u. Vı́me, že existuj́ı procesy bĺızké metodám, které byly popsány v
části o projekćıch do podprostor̊u nižš́ıho řádu. Mı́sto poč́ıtańı vlastńıch č́ısel
v těchto podprostorech můžeme hledat rovnou pseudospektrum. Za druhé
lze Krylovovy metody použ́ıt bodově k urychleńı výpočtu normy resolventy
pro jednotlivé hodnoty z.

Zabývejme se nejdř́ıve prvńı z možnost́ı, poṕı̌seme nejjednodušš́ı zp̊usob.
Začneme od libovolného počátečńıho vektoru a použijeme Arnoldiho metodu
obvyklým zp̊usobem, č́ımž źıskáme posloupnost vektor̊u Hessenbergovy ma-
tice, která je unitárně ekvivalentńı k matici A. Poté postupně vypočteme
pseudospektrum část́ı této Hessenbergovy matice a tyto vezmeme jako apro-
ximace pseudospektra A. Je vhodné brát sṕı̌se obdélńıkové části s dimenźı
ve tvaru (N +1)×N než čtvercové. Pseudospektrum obdélńıkové matice A

lze definovat pomoćı (2.13). Nicméně kv̊uli př́ımému využit́ı Arnoldiho me-
tody (jej́ı nároky rostou se zvyšuj́ıćım se počtem iteraćı) obdržené výsledky
nebývaj́ı uspokojivé a často je potřeba použ́ıt metodu jinou.
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Připomeňme, že Hessenbergovou matićı rozumı́me
”
téměř“ trojúhelńıkovou

matici, přesněji, horńı Hessenbergova matice má nulové prvky pod prvńı sub-
diagonálou, dolńı Hessenbergova matice naopak nad prvńı superdiagonálou.

V druhém z př́ıpad̊u, tzn. pokud metody Krylovových podprostor̊u apliku-
jeme na jednotlivé body z ∈ C či na lokálńı oblasti, máme potenciál pro
rychlou konvergenci v libovolné přesnosti. Pro problémy vysokých dimenźı
se jedná o nejefektivněǰśı metody.

Poznámky k metodám Krylovových podprostor̊u

Tyto metody jsou poměrně nové, řeš́ı velké ř́ıdké systémy Ax = b. Vycházej́ı
z metody konjugovaných gradient̊u, za všechny jmenujme předevš́ım GMRES.
Tyto metody většinou konverguj́ı rychle, ale analýza je složitá. Jejich chováńı
záviśı na vlastńıch č́ıslech, ale také na daľśıch vlastnostech matic spojených
předevš́ım s nenormálnost́ı. Pomoćı Krylovových iteraćı lze źıskat aproxi-
mace řešeńı ve tvaru xk = x0 + qk, kde x0 je počátečńı odhad a qk bereme
z Krylovova podprostoru

Kk(A, r0) = span
{

r0,Ar0, . . . ,A
k−1r0

}

.

Vektor r0 znač́ı počátečńı reziduum, r0 = b − Ax0. Konstrukce a analýza
takových metod úzce souviśı s polynomiálńı strukturou Krylovových pod-
prostor̊u. Libovolný vektor v Kk(A, r0) lze zapsat jako polynom v A krát
r0, a tedy qk = qk(A)r0 pro nějaké qk ∈ Pk−1, kde Pk−1 znač́ı množinu
polynomů stupně k − 1 nebo menš́ıho.

Jádrem GMRES metody je Arnoldiho proces, mechanizmus vytvořeńı orto-
normálńı báze pro Krylov̊uv podprostor. Prvńı vektor báze je u1 = r0/ ‖r0‖
a k-tá iterace Arnoldiho procesu stanovuje vektor uk+1 tak, že

span {u1, . . . ,uk+1} = Kk+1(A, r0).

Nový bázový vektor je vypoč́ıtán aplikováńım kroku Gram-Schmidtova al-
goritmu tak, aby byl vektor Auk ∈ Kk+1(A, r0) kolmý k bázovým vektor̊um
Kk(A, r0):

uk+1 = Auk −
k

∑

j=1

(Auk,uj)uj.
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Kapitola 5

Chováńı pseudospektra

Nyńı se pokuśıme popsat dva hlavńı d̊uvody, proč má smysl pseudospektrum
poč́ıtat.

Za prvé lze źıskat představu o tom, jak se systém chová, např. je možné
vyšetřovat stabilitu a resonanci pro r̊uzné fyzikálńı a numerické procesy a
rychlost konvergence iteraćı. Jevy týkaj́ıćı se chováńı jsou typicky vyjádřeny
pomoćı norem funkćı matic či operátor̊u

∥

∥Ak
∥

∥,
∥

∥etA
∥

∥ či ‖p(A)‖, kde p je
polynomiálńı či racionálńı funkce. Je-li A neomezený operátor, s pojmem
etA lze pracovat pomoćı r̊uzných metod použ́ıvaných v teorii semigrup.

Za druhé pseudospektrum může pomoci při řešeńı problémů souvisej́ıćıch s
diagonalizaćı, předevš́ım u vysoce nenormálńıch matic, kde většinou dosta-
neme přesněǰśı výsledky než při práci s vlastńımi č́ısly. Dı́ky pseudospektru
sice obecně nemůžeme źıskat exaktńı informace týkaj́ıćı se norem funkćı ma-
tic či operátor̊u, nicméně většinou nám poskytne daleko ostřeǰśı odhady, než
pokud bychom pracovali pouze s vlastńımi č́ısly. Všeobecně vzato lze źıskat
odhady ‖f(A)‖ pro libovolnou funkci f .

Na nenormálńı matice a operátory lze pohĺıžet z mnoha stran, zaměř́ıme
se na přechody v dynamických systémemech závislých na čase, kde jsou
vlastńı č́ısla zaváděj́ıćı. Omeźıme se na situaci, kdy máme lineárńı dyna-
mický systém definovaný pomoćı pevné matice či operátoru. Budou nás
zaj́ımat př́ıpady, ve kterých se chováńı systému při přechodu odlǐsuje od
chováńı ve velkých časech z d̊uvodu nenormálnosti.
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Pokud vlastńı č́ısla selhávaj́ı v zachyceńı přechod̊u, můžeme pomoćı pseudo-
spektra źıskat lepš́ı výsledek? Ukazuje se, že většinou ano. Přestože pseudo-
spektrum nám jen zř́ıdka dává přesnou informaci, zachyt́ı a vypočte přechody,
které vlastńı č́ısla nezjist́ı.

Ve většině následuj́ıćıch odhad̊u budeme použ́ıvat tyto pojmy:

Definice 5.1.

• W (A) =
{

xHAx
xHx

: x ∈ C
N ,x 6= 0

}

... numerický rozsah A, tzn. rozsah

Rayleighových koeficient̊u;

• α(A) = sup
z∈σ(A)

Re z ... spektrálńı abscisa A;

• αε(A) = sup
z∈σε(A)

Re z ... ε-pseudospektrálńı abscisa A;

• ω(A) = sup
z∈W (A)

Re z ... numerická abscisa A;

• ρ(A) = sup
z∈σ(A)

|z| ... spektrálńı poloměr A;

• ρε(A) = sup
z∈σε(A)

|z| ... ε-pseudospektrálńı poloměr A;

• µ(A) = sup
z∈W (A)

|z| ... numerický poloměr A;

Všechna č́ısla souviśı s pseudospektrem A.

5.1 Dynamické systémy se spojitým časem

Mějme matici nebo lineárńı operátor A a rovnici závislou na čase:

du

dt
= Au.
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Budeme vyšetřovat r̊ust a pokles řešeńı u(t) = etAu(0), tzn. velikost
∥

∥etA
∥

∥

jakožto funkce proměnné t.

Máme tedy A - matici či hustě definovaný uzavřený lineárńı operátor na
Banachově prostoru s normou ‖·‖. Nejdř́ıve muśıme upřesnit význam etA.
Je-li A matice či omezený operátor, etA lze definovat jako konvergentńı moc-
ninnou řadu. Pro neomezený operátor A ∈ C(X) s definičńım oborem D(A)
význam etA vycháźı z teorie semigrup.

Semigrupa C0 je tř́ıda omezených operátor̊u {T(t)}0≤t<∞ s vlastnostmi ta-
kovými, že T(0) je identita, T(t + s) = T(t)T(s) pro s, t ≥ 0 a T(t)u je
spojitá funkce proměnné t pro každé u ∈ X. Infinitezimálńı generátor semi-
grupy je operátor A definovaný podmı́nkou

Au = lim
t→0

T(t)u− u

t

s definičńım oborem D(A) takovým, že uvažujeme množinu všech vektor̊u
u ∈ X, pro které limita existuje. A je hustě definovaný uzavřený operátor
a určuje semigrupu jednoznačně. Tedy, kdykoliv použijeme etA a A bude
neomezený operátor, jedná se o zkratku pro semigrupu C0 generovanou A.

Vı́me, že pokud A je matice či uzavřený lineárńı operátor generuj́ıćı semi-
grupu C0, pak existuj́ı konstanty ω ∈ R a M ≥ 1 tak, že

∥

∥etA
∥

∥ ≤Meωt, ∀t ≥ 0.

Dále uved’me, že libovolné z ∈ C s Re z > ω lež́ı v resolventńı množině A a
plat́ı

(zI − A)−1 =

∞
∫

0

e−ztetA dt.

Vrat’me se nyńı k úvodńımu př́ıkladu. Pro t → ∞ lze očekávat, že vlastńı
č́ısla, obecněji spektrum, budou směrodatná, asymptotickou rychlost r̊ustu
∥

∥etA
∥

∥ lze źıskat pomoćı spektrálńı abscisy A. Rovnice

lim
t→∞

t−1 log
∥

∥etA
∥

∥ = α(A) (5.1)
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plat́ı pro libovolnou matici či omezený operátor A v Banachově prostoru.
Problémy mohou nastat v př́ıpadě neomezených operátor̊u, kde levá strana
rovnosti (5.1) může být větš́ı než pravá. V Hilbertových prostorech stač́ı
nahradit α(A) limitou lim

ε→0
αε(A).

Nyńı rozebereme př́ıpad t → 0. Pokud A je matice či lineárńı operátor
takový, že generuje semigrupu C0 v Banachově prostoru, existuje dostatečně
přesný a jednoduchý výsledek. Počátečńı r̊ust

∥

∥etA
∥

∥ je roven

d

dt

∥

∥etA
∥

∥

∣

∣

∣

∣

t=0

= lim
t→0

t−1 log
∥

∥etA
∥

∥ = ω(A). (5.2)

Tedy chováńı v př́ıpadě, že t→ 0, je určeno numerickou abscisou ω(A).

Nejv́ıce nás budou konečné nenulové hodnoty t (tedy ne okrajové t → ∞ a
t → 0). Pro ně lze odvodit mnoho r̊uzných odhad̊u. Samotná vlastńı č́ısla
dávaj́ı dolńı odhad platný pro matice či lineárńı operátory v libovolné normě:

∥

∥etA
∥

∥ ≥ etα(A), ∀t ≥ 0. (5.3)

Sdružený dolńı odhad vycháźı z numerické abscisy ω(A),
∥

∥etA
∥

∥ ≤ etω(A), ∀t ≥ 0. (5.4)

Dále plat́ı, že
∥

∥etA
∥

∥ = etω(A) + o(t), pokud t→ 0. (5.5)

Obecně dostáváme, že
∥

∥etA
∥

∥ ≤ 1, ∀t ≥ 0 právě tehdy, když ω(A) ≤ 0.

Rovnost (5.5) ukazuje, že numerický rozsah nám může poskytnout přesnou
informaci o chováńı matice. Nicméně d́ıky němu neźıskáme odpověd’ na
otázku, zda existuje konstanta C taková, že

∥

∥etA
∥

∥ ≤ C, ∀t ≥ 0, tj. je-li
A stabilńı. Postačuj́ıćı podmı́nkou je sice ω(A) ≤ 0, nicméně v́ıce nejsme
schopni ř́ıci.

Pro źıskáńı přesněǰśıch informaćı využijeme normu resolventy, tj. pseudo-
spektrum. Necht’ A je matice či uzavřený lineárńı operátor generuj́ıćı semi-
grupu C0. Je-li ‖(zI − A)−1‖ = K

Re z
pro nějaké z s Re z > 0 a K > 1,
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potom
sup
t≥0

∥

∥etA
∥

∥ ≥ K.

ε-pseudospektrálńı abscisa αε(A) je konečná pro každé ε > 0.

Vezmeme-li v komplexńı rovině hodnotu z nejv́ıce vpravo a stejně jako dř́ıve
‖(zI − A)−1‖ = K

Re z
, máme

sup
t≥0

∥

∥etA
∥

∥ ≥ αε(A)

ε
, ∀ε > 0. (5.6)

Tento dolńı odhad je v praxi velmi užitečný. Ukazuje, že pokud pseudospek-
trum matice s α(A) ≤ 0 významně zasahuje do pravé části roviny ve smyslu
αε(A) > ε pro nějaké ε, muśı zde být nár̊ustová část přechodu.

Nyńı definujeme Kreissovu konstantu pro A ve vztahu k levé části roviny
(namı́sto otevřeného jednotkového okoĺı):

Definice 5.2. K(A) ≡ sup
ε>0

αε(A)
ε

= sup
Re z>0

(Re z) ‖(zI − A)−1‖

Pokud vezmeme v (5.6) maximum přes všechna ε, dostaneme

sup
t≥0

∥

∥etA
∥

∥ ≥ K(A). (5.7)

Chceme-li odvodit horńı odhady na
∥

∥etA
∥

∥ je přirozené zač́ıt t́ım, že defi-
nujeme etA jako Cauchyho integrál resolventy. Jelikož stejnou techniku bu-
deme použ́ıvat pro odhady norem daľśıch funkćı operátor̊u, provedeme to
pro obecnou funkćı f , která je analytická na okoĺı spektra σ(A). Nejdř́ıve
připomeňme Cauchyho integrálńı formuli:

Věta 5.3. Necht’ U je otevřená podmnožina komplexńı roviny C, f : U → C

je holomorfńı funkce a uzavřená množina D = {z : |z − z0| ≤ r} je obsažena
v U . Necht’ γ je kružnice tvoř́ıćı hranici D. Pak pro každé z0 uvnitř D plat́ı:

f(z0) =
1

2πi

∫

γ

f(z)

z − z0

dz. (5.8)
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Necht’ A je matice či omezený operátor a necht’ Γ znač́ı kladně orientovanou
uzavřenou křivku či sjednoceńı křivek ohraničuj́ıćı σ(A), které jsou nav́ıc
obsaženy v oblasti analyticity f . Potom f(A) lze zavést analogicky jako v
(5.8):

f(A) =
1

2πi

∫

Γ

(zI − A)−1f(z) dz.

Pro etA potom dostáváme

etA =
1

2πi

∫

Γ

ezt(zI − A)−1 dz.

Abychom odhadli ‖f(A)‖, můžeme jednoduše odhadnout normu Cauchyho
integrálu integrálem |f(z)| ‖(zI − A)−1‖. Pokud Γ ohraničuje σε(A), norma
resolventy je omezena ε−1, a tedy

‖f(A)‖ ≤ L

2πε
max
z∈Γ

|f(z)| ,

kde L znač́ı délku křivky Γ.

V př́ıpadě, že chceme odhadnout
∥

∥etA
∥

∥, bylo by přirozené integrovat přes
křivku Re z = const. Pokud je ovšem nekonečně dlouhá, nelze źıskat žádný
horńı odhad z konečné pseudospektrálńı abscisy αε(A), nemáme-li k dis-
pozici žádné daľśı informace. Na druhou stranu, pokud má σε(A) konečné
ohraničeńı délky Lε, plat́ı

∥

∥etA
∥

∥ ≤ Lεe
tαε(A)

2πε
, ∀ε > 0,∀t ≥ 0.

Dostáváme odhad, který lze v mnoha př́ıpadech ještě ześılit.

Nyńı uvedeme Kreissovu větu pro matice a etA:

Věta 5.4. Je-li A matice typu N ×N , potom

K(A) ≤
∥

∥etA
∥

∥ ≤ eNK(A), ∀t ≤ 0, (5.9)

kde K(A) je Kreissova konstanta pro A ve vztahu k levé části roviny.
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Z této nerovnosti plyne, že pro matice nebo tř́ıdu matic s pevnou dimenźı se
každá r̊ustová část přechodu muśı odrazit ve pseudospektru v závislosti na
konstantńım faktoru eN . Tento faktor nelze vynechat a je v jistém smyslu
přesný. Existuj́ı konečně-dimenzionálńı operátory, pro které

∥

∥etA
∥

∥ může
přesáhnout K(A) o libovolný faktor.

Z předchoźıch několika odhad̊u źıskáváme odhad časového rozmeźı, ve kterém
se r̊ustová část přechodu muśı projevit. Vı́me, že pokud má matice či operátor
vlastńı č́ıslo z v pravé části roviny, muśı existovat exponenciálńı zvětšeńı v
čase 1/Re z. To samé plat́ı, pokud z je ε-pseudovlastńı č́ıslo pro dostatečně
malou hodnotu ε.

Necht’ máme z s Re z = a > 0, předpokládejme ‖(zI − A)−1‖ = K
a

pro
nějaké K > 1. Pak pro libovolné τ > 0,

sup
0<t≤τ

∥

∥etA
∥

∥ ≥ eaτ

(1 + eaτ−1
K

)
. (5.10)

Tato nerovnost vypadá komplikovaně, ale stač́ı si všimnout, že výraz v
závorce je bĺızký 1, pokud je τ dostatečně malé, přesněji eaτ << K. Od-
sud máme, že pro libovolné takové τ > 0 existuje t v intervalu [0, τ ], pro
které

∥

∥etA
∥

∥ je přibližně stejně velké jako eaτ či větš́ı. Jinými slovy, v tomto
čase se z chová přibližně jako vlastńı č́ıslo. Pokud se τ bĺıž́ı k ∞, pravá
strana rovnosti se monotónně zvětšuje, v čase τ = ∞ dostáváme (5.6).

Odhad má tu nepř́ıjemnou vlastnost, že ho nelze aplikovat v konkrétńım čase,
ale pouze na supremum přes časový interval [0, τ ]. Přidáme-li při odvozeńı
horńı odhad, źıskáme bodový odhad. Je-li

∥

∥etA
∥

∥ ≤ M pro všechna t ≥ 0,
pak pro libovolné τ ≥ 0 a K definované jako dř́ıve, ale nyńı s a < 0 a
∞ < K/M ≤ 1, pak

∥

∥eτA
∥

∥ ≥ eaτ − eaτ − 1

K/M
= 1 − (eaτ − 1)(1 −K/M)

K/M
. (5.11)

Ve speciálńım př́ıpadě a = K = 0, z (5.11) pomoćı l’Hospitalova pravidla
dostaneme

∥

∥eτA
∥

∥ ≥ 1 − τM

‖(zI − A)−1‖ .
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Nakonec se budeme zabývat speciálńı tř́ıdou operátor̊u - matici či operátor,
který popisuje nilpotentńı časově-závislý proces, lze rozpoznat z pseudo-
spektra. Připomeňme, že omezený operátor A na Hilbertově prostoru je
nilpotentńı, pokud An = 0 pro nějaké n.

Necht’ A je uzavřený lineárńı operátor generuj́ıćı semigrupu C0. Pro libovolné
τ > 0 plat́ı, že

eτA = 0 ⇔ σ(A) = ∅ ∧
∥

∥(zI − A)−1
∥

∥ = O(e−τRe z),

kde O odkazuje na limitu Re z → −∞. Odsud vyplývá, že je možné, aby
eτA = 0 pouze v př́ıpadě, že A je neomezený operátor, jelikož žádný ome-
zený operátor nemůže mı́t prázdné spektrum.

5.1.1 Aplikace odhad̊u

V této části na konkrétńım př́ıkladu ukážeme praktické použit́ı předchoźıch
odhad̊u. Mějme matici

A =





0 1 2
−0.01 0 3

0 0 0



 .

Pro takto malou matici lze analyzovat chováńı přesně, ale představme si, že
máme k dispozici pouze spektrálńı a pseudospektrálńı data a chceme vyšetřit
chováńı

∥

∥etA
∥

∥.

Vlastńımi č́ısly matice jsou 0 a ±i/10, tedy spektrálńı abscisa α(A) = 0.
Odhad (5.3) nám ř́ıká, že

∥

∥etA
∥

∥ je ve všech časech větš́ı než 1, z (5.1) v́ıme,
že této hodnoty dosáhne v logaritmickém smyslu, pokud t→ ∞.

Numerická abscisa ω(A) = 2.0538. Z (5.4) dostáváme, že
∥

∥etA
∥

∥ je všude
menš́ı než e2.0538t, této hodnoty dosáhne, pokud t→ 0. To v́ıme z nerovnosti
(5.2).

Abychom mohli použ́ıt odhad (5.6), muśıme nejprve zvolit hodnotu ε. Dobrou
volbou se zdá být ε = 10−4, jelikož hranice pseudospektra pro toto ε zasa-
huje do pravé části roviny do vzdálenosti 0.02831 od imaginárńı osy. Tedy
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(5.6) implikuje, že
∥

∥etA
∥

∥ ≥ 283 pro nějaké t.

Zoptimalizované ε ≈ 0.00332 dává hodnotu konstanty K(A) ≈ 300.3, z (5.7)
źıskáme jemněǰśı dolńı odhad 300.3 a z (5.9) horńı odhad 2449.

Nakonec z (5.10) źıskáme informace o časových úsećıch. Např. pro ε = 10−4

a αε(A) ≈ 0.02831 dostáváme v [0, 100] dolńı odhad suprema
∥

∥etA
∥

∥ rovný
16.0. V [0, 300] potom hodnotu 267.
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Obr. 5.1: σε(A)
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Obr. 5.2: chováńı
∥

∥etA
∥

∥

5.2 Dynamické systémy s diskrétńım časem

Nyńı se budeme zabývat diskrétńım časem, tedy chováńım
∥

∥Ak
∥

∥, kde A je
matice nebo omezený lineárńı operátor na Banachově prostoru X s normou
‖·‖. Stejně jako v předchoźı části hledáme dolńı a horńı odhady pro Ak a
r̊uzné hodnoty k. Nejdř́ıve ale uvedeme několik základńıch tvrzeńı.

Necht’ A je matice nebo omezený lineárńı operátor. Pak existuje γ > 0 a
M ≥ 1 tak, že

∥

∥Ak
∥

∥ ≤Mγk, ∀k ≥ 0.

Libovolné z ∈ C s |z| > γ lež́ı v resolventńı množině A a resolventa pro
takové z je dána pomoćı konvergentńı řady

(zI − A)−1 = z−1(I + z−1A + (z−1A)2 + . . .).
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Pro libovolné k ≥ 0

Ak =
1

2πi

∫

Γ

zk(zI − A)−1 dz,

kde Γ je libovolná uzavřená křivka ohraničuj́ıćı σ(A).

Pro k → ∞ je spektrum opět přesvědčivé. Asymptotické tempo r̊ustu
∥

∥Ak
∥

∥

je dáno ρ(A), spektrálńım poloměrem A. Rovnost

lim
k→∞

∥

∥Ak
∥

∥

1/k
= ρ(A)

plat́ı pro libovolnou matici či omezený lineárńı operátor na Banachově pro-
storu.

Př́ıpad limity k → 0 neńı užitečný: ‖A1‖ = ‖A‖.

Opět nás budou zaj́ımat konečné nenulové hodnoty k. Vlastńı č́ısla (obecně
spektrum) dávaj́ı dolńı odhad založený na spektrálńım poloměru ρ(A)

∥

∥Ak
∥

∥ ≥ (ρ(A))k, ∀k ≥ 0,

který opět plat́ı v libovolné normě pro matici či omezený lineárńı operátor.

Prvńı horńı odhad analogický k (5.4) vypadá následovně:

∥

∥Ak
∥

∥ ≤ ‖A‖k , ∀k ≥ 0.

Druhý odhad, který je spojený s numerickým rozsahem, potom:

∥

∥Ak
∥

∥ ≤ e(ν(A))k, ∀k ≥ 0. (5.12)

Jak vypadá konstanta e, pohybujeme-li se v Hilbertových prostorech? Je-li
∥

∥Ak
∥

∥ ≤ 1, ∀k ≥ 0, potom W (A), numerický rozsah A, je obsažen v jednot-
kovém kruhu, a tedy nejlepš́ı odhad, který můžeme dostat, je

∥

∥Ak
∥

∥ ≤ 2. Do
nerovnosti (5.12) lze za konstantu e dosadit 2.
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Pro źıskáńı přesněǰśıch informaćı opět přejdeme k pseudospektru. Necht’ A

je matice či omezený operátor. Je-li ‖(zI − A)−1‖ = K
(|z|−1)

pro nějaké z,

|z| = r > 1 a K > 1, potom

sup
k≥0

∥

∥Ak
∥

∥ ≥ rK − r + 1 > K.

Vezmeme-li z s největš́ı absolutńı hodnotou v komplexńı rovině a stejnou
hodnotu ‖(zI − A)−1‖ = K

(|z|−1)
, dostaneme analogický odhad k (5.6)

sup
k≥0

∥

∥Ak
∥

∥ ≥ (ρε(A) − 1)(
ρε(A)

ε
− 1) ≥ ρε(A) − 1

ε
, ∀ε > 0. (5.13)

Tyto odhady ukazuj́ı, že pokud pseudospektrum významně vystupuje ven
z jednotkového kruhu ve smyslu ρε(A) > 1 + ε pro nějaké ε, muśı zde být
r̊ustová část přechodu.

Nyńı definujeme Kreissovu konstantu s ohledem na jednotkový kruh:

Definice 5.5. K(A) ≡ sup
ε>0

ρε(A)−1
ε

= sup
|z|>1

(|z| − 1) ‖(zI − A)−1‖.

Na K(A) lze nahĺıžet tak, že hledáme nejmenš́ı C, pro které plat́ı

∥

∥Ak
∥

∥ ≤ C

|z| − 1
, ∀z, |z| > 1.

Tedy K(A) je mı́rou, jak rychle se norma resolventy zvětšuje, když se z
přibližuje k jednotkovému kruhu, ekvivalentně, jak daleko pseudospektrum
z jednotkového kruhu vystupuje.

Z (5.13), maximalićı přes všechna ε, dostáváme

sup
k≥0

∥

∥Ak
∥

∥ ≥ K(A).

Nejjednodušš́ı převráceńı těchto výsledk̊u vycháźı z křivkového integrálu
přes kruh s poloměrem ρε(A):

∥

∥Ak
∥

∥ ≤ (ρε(A))k+1

ε
, ∀ε > 0,∀k ≥ 0.
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Označ́ıme-li Lε délku ohraničeńı σε(A) nebo jeho konvexńıho obalu pro
nějaké ε > 0, potom

∥

∥Ak
∥

∥ ≤ Lε(ρε(A))k

2πε
.

Speciálńı volba poloměru 1 + 1
n

vede k

∥

∥Ak
∥

∥ ≤ e(k + 1)K(A), ∀k ≥ 0.

Dále lze odvodit Kreissovu větu pro matice, tentokrát pro diskrétńı čas:

∥

∥Ak
∥

∥ ≤ eNK(A), ∀k ≥ 0,

je-li matice A typu N ×N .

Daľśım krokem je rozmyslet si časové rozmeźı, ve kterém se r̊ustová část
přechodu muśı projevit. Má-li matice či operátor vlastńı č́ıslo z venku jed-
notkového kruhu, muśı existovat exponenciálńı zvětšeńı v čase 1

(|z|−1)
. To

samé plat́ı, pokud je z ε-pseudovlastńı č́ıslo pro dostatečně malé ε.

Předpokládejme nyńı, že pro nějaké z s |z| = r > 1, ‖(zI − A)−1‖ = K
(r−1)

,
K > 1. Pak pro libovolné κ > 0

sup
0<k≤κ

∥

∥Ak
∥

∥ ≥ rκ

1 + rκ−1
rK−r+1

.

Výraz ve jmenovateli je bĺızký 1, pokud κ je dostatečně malé (rκ << rR).
Na základě posledńı uvedené nerovnosti tedy můžeme tvrdit, že pro libo-
volné κ existuje k ∈ {0, 1, . . . , κ}, pro které

∥

∥Ak
∥

∥ je zhruba stejné jako rκ

nebo větš́ı. Jinými slovy, z se v tomto čase chová zhruba stejně jako vlastńı
č́ıslo. Limita κ→ ∞ dává (5.13).

Pokud je
∥

∥Ak
∥

∥ ≤ M pro všechna k ≥ 0, potom pro libovolné k ≥ 0 a K
definované jako dř́ıve, ale nyńı s r < 1 a −∞ < K/M ≤ 1 máme analogíı k
bodovému odhadu (5.11)

∥

∥Ak
∥

∥ ≥ rk − rk − 1

K/M
= 1 − (rk − 1)(1 −K/M)

K/M
. (5.14)
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Je-li r = 1 a K = 0 z (5.14) pomoćı l’Hospitalova pravidla źıskáme

∥

∥Ak
∥

∥ ≥ 1 − kM

‖(zI − A)−1‖ .

Posledńı tvrzeńı je zřejmé d́ıky Jordanově kanonickému tvaru.

Je-li A matice nebo omezený lineárńı operátor, pak pro libovolné κ > 0

Aκ = 0 ⇔ σ(A) = {0} ∧
∥

∥(zI − A)−1
∥

∥ = O(|z|−κ),

kde O odkazuje na limitu z → 0.
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Kapitola 6

Lasery

Laser je akronymem anglického názvu Light Amplification by Stimulated
Emission of Radiation, což je možné přeložit jako

”
zesilováńı světla sti-

mulovanou emiśı zářeńı“. Jedná se o kvantový generátor a zesilovač kohe-
rentńıho (vnitřně uspořádaného) optického zářeńı, které je, na rozd́ıl od
jiných zářeńı, monochromatické (fotony maj́ı stejnou vlnovou délku a frek-
venci), ńızkou rozb́ıhavost́ı (divergenćı) svazku (fotony laserového zař́ızeńı se
pohybuj́ı stejným směrem) a vysokou hustotou přenášeného výkonu či ener-
gie. Připomeňme, že viditelné světlo je elektromagnetické zářeńı o vlnové
délce 400–750 nm. Vlnové délky světla lež́ı mezi vlnovými délkami ultrafia-
lového a infračerveného zářeńı. Tři základńı vlastnosti světla jsou sv́ıtivost
(amplituda), barva (frekvence) a polarizace (úhel vlněńı).

Princip laseru

Nejdř́ıve poṕı̌seme jevy týkaj́ıćı se změn energie v atomech a molekulách:
spontánńı emisi a stimulovanou emisi/absorbci. Na základě kvantové me-
chaniky v́ıme, že elektrony v atomech mohou mı́t r̊uzné energetické stavy
E1, E2, E3, . . ., E1 < E2 < E3 < . . .. Nižš́ı energetická hladina je v́ıce sta-
bilńı než ty vyšš́ı, elektrony ve vyšš́ı hladině maj́ı tendenci přej́ıt na nižš́ı,
nadbytečná energie rovná rozd́ılu energie mezi dvěma hladinami může být
uvolněna jako elektromagnetické zářeńı. Tento proces se nazývá spontánńı
emise a plat́ı:

E2 − E1 = hν0,
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kde E2 a E1 jsou po řadě vyšš́ı a nižš́ı energetická hladina, h Plankova kon-
stanta a ν0 frekvence vyzářené elektromagnetické vlny.

Pokud dojde k interakci mezi elektromagnetickou vlnou s frekvenćı ν0 a exci-
tovaným systémem, jehož atomy jsou na energetické hladině E2, a ν0 je velmi
bĺızko přechodné frekvenci mezi E2 a E1, existuje vysoká pravděpodobnost,
že atom přeskoč́ı na hladinu E1. Při každém takovém přechodu dojde k
uvolněńı energie vyzářeńım elektromagnetické vlny (fotonu), zat́ımco do-
padaj́ıćı vlna (foton) stále existuje. Potom máme 2 fotony. Tento proces
se nazývá stimulovaná emise. Přechod elektronu do stavu s menš́ı energíı,
vyvolaný stimuluj́ıćım fotonem, je tedy doprovázen vyzářeńım fotonu, který
má stejnou energii, směr š́ı̌reńı, fázi i polarizaci vlněńı jako stimuluj́ıćı foton.
Fáze vlny určuje vztah vlny v daném mı́stě a čase ke stavu vlny v časovém
a prostorovém počátku.

Je stimulovaná emise zp̊usobena nějakým druhem rezonance? Ano, dopa-
daj́ıćı elektromagnetická vlna by měla mı́t frekvenci velmi bĺızkou té, kterou
maj́ı atomy, a tato rezonance vytvář́ı základńı rozd́ıl mezi spontánńı a sti-
mulovanou emiśı. V př́ıpadě, že se jedná o spontánńı emisi, vyzářeńı je všech
směrem a náhodné fázi, zat́ımco při stimulované emisi jsou vyzářené vlny
atomů ve stejném směru a fázi s dopadaj́ıćı vlnou.

Je-li atom na hladině E1, setrvá tam až do doby, než je excitován, tzn. ener-
geticky vybuzen. Při dopadu elektromagnetické vlny s frekvenćı ν0 na systém
existuje vysoká pravděpodobnost, že atom absorbuje energii a přeskoč́ı na
energetickou hladinu E2. Tento proces se nazývaná stimulovaná absorbce. Je
d̊uležité si uvědomit, že foton je absorbován (tj. přeskoč́ı na hladinu s větš́ı
energíı) jen tehdy, je-li jeho energie rovná rozd́ılu energíı př́ıslušných hladin.

Obyčejně je počet atomů na nižš́ı energetické hladině větš́ı než na vyšš́ı.
Stimulovaná emise/absorbce i spontánńı emise prob́ıhaj́ı ve stejném čase.
Stimulovaná absorbce v tomto př́ıpadě převažuje nad stimulovanou emiśı,
dopadaj́ıćı elektromagnetickou vlnu neńı možné ześılit. To lze jen tehdy,
pokud počet atomů ve vyšš́ı hladině je větš́ı než v nižš́ı. Tento př́ıpad se
nazývá populačńı inverze. Abychom dostali v́ıce atomů do vyšš́ı hladiny než
do nižš́ı, muśıme přemı́stit atomy z nižš́ı hladiny do vyšš́ı. Tento proces se
nazývá čerpáńı.
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Základńı konstrukce laser̊u

Zdrojem energie, který může představovat např́ıklad výbojka, je do ak-
tivńıho média dodávána energie. Zdroj zajǐst’uje, aby se v aktivńım prostřed́ı
nacházel dostatek kvantových soustav v excitovaném stavu, tzn. energe-
ticky vybud́ı elektrony aktivńıho prostřed́ı ze základńı energetické hladiny
do vyšš́ı. Takto je do vyšš́ıch energetických stav̊u vybuzena většina elek-
tron̊u aktivńıho prostřed́ı a vzniká inverze populace hladin. Jelikož se ak-
tivńı prostřed́ı formuje do tvaru dlouhého válce a umı́st’uje se do optického
rezonátoru tvořeného většinou dvěma zrcadly, docháźı k odrazu paprsku
foton̊u a jeho opětovnému pr̊uchodu prostřed́ım podél os. To podporuje sti-
mulovanou emisi, a t́ım docháźı k exponenciálńımu zesilováńı toku foton̊u.
Nejdř́ıve při stimulované emisi docháźı k vyzařováńı foton̊u ve všech směrech.
Nicméně fotony, procházej́ıćı systémem v jiném než podélném směru op-
tických os, jsou bud’ rozptýleny, nebo absorbovány. Proto téměř všechny fo-
tony v systému brzy osciluj́ı ve směru optické osy, tedy docháźı k zesilováńı
jen u rezonuj́ıćıch foton̊u - generované zářeńı nabude jednotné povahy, tj.
bude koherentńı a monochromatické. Po dostatečném ześıleńı je laserový
svazek z rezonátoru vyveden skrze polopropustné zrcadlo.

Součásti laser̊u

Existuje velké množstv́ı r̊uzných typ̊u laserových generátor̊u, každý z nich
obsahuje tři základńı součásti:

• Aktivńı prostřed́ı - látka obsahuj́ıćı oddělené kvantové energetické hla-
diny elektron̊u, prob́ıhá zde zesilováńı zářeńı.

• Rezonátor - optická dutina vymezená zrcadly, ve většině laser̊u j́ım
světlo opakovaně procháźı. Nejčastěji je tvořen dvěma zrcadly, jedńım
zcela odrazivým a druhým částečně propustným. Zrcadla nemusej́ı být
rovinná, často je výhodné použ́ıt nejen konkávńı, ale i konvexńı zrca-
dla. Stabilita zářeńı v rezonátoru záviśı na poloměrech křivosti zrcadel
a délce rezonátoru.

• Zdroj čerpáńı (= zdroj energie) - umožňuje excitaci aktivńıho prostřed́ı.

Rezonátory lze dělit na stabilńı či nestabilńı podle toho, jestli vytvářej́ı os-
ciluj́ıćı paprsek sb́ıhavý do rezonátoru nebo rozb́ıhavý ven z rezonátoru.
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Obyčejné lasery (< 2kW ) obvykle použ́ıvaj́ı stabilńı rezonátory.

Rezonátor je d̊uležitou součást́ı také proto, že jeho rozměr rozhoduje o tzv.
laserových módech. Obecně, vzory zářeńı, které se opakuj́ı na každé uzavřené
dráze světla skrz rezonátor a které jsou nejv́ıce stabilńı, se nazývaj́ı vlastńı
módy, resp. módy rezonátoru. Lze je rozdělit na dva typy - podélné, které
se od sebe odlǐsuj́ı frekvenćı, a př́ıčné, které se lǐśı jak frekvenćı, tak vzorem
intenzity světla. Tedy podélný mód rezonátoru je specifický vzor stojatých
vln vytvořený vlnami v rezonátoru. Odpov́ıdá vlnovým délkám vln, které
jsou ześıleny vzájemným p̊usobeńım po mnoha odrazech od zrcadel. Všechny
ostatńı vlnové délky podléhaj́ı destrukčńımu p̊usobeńı a jsou potlačeny. Vzor
podélného módu má uzly umı́stěné podél délky rezonátoru. Dále mohou exis-
tovat př́ıčné módy, jejichž uzly jsou umı́stěny kolmo k ose rezonátoru.

Př́ıpustné podélné módy rezonátoru jsou ty, kde vzdálenost zrcadel L (délka
rezonátoru) je rovna přesnému násobku poloviny vlnové délky. Tedy pouze
světlo, jehož délka uzavřené dráhy je celoč́ıselný násobek vlnové délky λ, se
může stát stojatou vlnou:

L = m
λ

2
,

kde m je celé č́ıslo známé jako řád módu.

V praxi bývá vzdálenost zrcadel L daleko větš́ı než vlnová délka světla λ,
takže náležité hodnoty m jsou velké (okolo 105-106). Frekvenčńı rozd́ıl ∆ν
mezi dvěma za sebou jdoućımi módy, q a q + 1, je dán:

∆ν =
c

2L
, ν =

mc

2L
,

kde ν je frekvence stojaté vlny a c rychlost světla v rezonátoru.

6.0.1 Matematické problémy spjaté s teoríı laser̊u

Teorie laser̊u souviśı se dvěma r̊uznými problémy vlastńıch č́ısel. Prvńı, her-
mitovský, využ́ıvá Schrödinger̊uv operátor, který určuje stavy energie atomů
či molekul v excitovaném stavu v laserovém prostřed́ı. Druhý se týká právě
rezonátoru. Pro většinu laser̊u je tento problém téměr normálńı, nicméně
normálńı být nemůže, jelikož jedno ze zrcadel muśı být částečně odrazivé,
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aby mohlo doj́ıt k úniku světla.

Mějme rezonátor vymezený dvěma zrcadly, jejichž vzdálenost ve směru z
je L. Délka L je typicky rovna tiśıc̊um vlnových délek světla s frekvenćı,
která nás zaj́ımá. Pro jednoduchost budeme uvažovat 2D př́ıpad, jako dru-
hou souřadnici vezmeme x. Představme si nyńı na chv́ıli, že prostor mezi
zrcadly je vakuum. Dostaneme Maxwellovy rovnice, které jsou základńımi
zákony v makroskopické teorii elektromagnetického pole. Ty zredukujeme
na vlnovou rovnici druhého řádu pro libovolnou složku vektoru E = E(x, z)
elektrického pole. Elektrické pole je fyzikálńı pole, jehož zdrojem je těleso s
elektrickým nábojem nebo časově proměnné magnetické pole. Projevuje se
v něm p̊usobeńı elektrické śıly. Naši pozornost upřeme k frekvenci ω = ck
odpov́ıdaj́ıćı vlnovému č́ıslu k, kde c je rychlost světla. V bezeztrátovém
prostřed́ı vlnové č́ıslo udává, o kolik radián̊u se měńı fáze š́ı̌ŕıćı se vlny na
každý metr vzdálenosti v určitém směru. Dostaneme Helmholtzovu či redu-
kovanou vlnovou rovnici

∂2E(x, z)

∂x2
+
∂2E(x, z)

∂z2
+ k2u(x, z) = 0.

Jelikož nás zaj́ımá š́ı̌reńı ve směru z, nahrad́ıme E pomoćı u tak, že

E(x, z) = e−ikzu(x, z).

Jak je obvyklé u lineárńıch rovnic, formulujeme problém v komplexńıch
proměnných, konečné výsledky źıskáme tak, že později vezmeme reálné části.
Diferenciálńı rovnice přejde na

∂2u(x, z)

∂x2
+
∂2u(x, z)

∂z2
− 2ik

∂u(x, z)

∂z
= 0,

a pokud je vlnové š́ı̌reńı aproximačně podélné, u se bude měnit pomalu s
ohledem na z.

Připomeňme, že při podélném vlněńı je amplituda kmit̊u rovnoběžná se
směrem š́ı̌reńı vlny. Během š́ı̌reńı vlny docháźı k postupnému zhušt’ováńı a
zřed’ováńı podélné vlny. Vzdálenost mezi dvěma zhuštěńımi (nebo zředěńımi)
se nazývá vlnová délka. Amplituda (též výkmit nebo rozkmit) je maximálńı
hodnota periodicky měńıćı se veličiny. Spolu s frekvenćı a počátečńı fáźı je
amplituda jedńım ze základńıch parametr̊u periodických děj̊u. Během jedné
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periody se okamžitá hodnota harmonicky opakuj́ıćı se veličiny rovná ampli-
tudě dvakrát - jednou v kladném směru, podruhé v záporném směru. Při
skládáńı dvou periodických děj̊u může doj́ıt k rezonanci, kdy výsledná am-
plituda je výrazně větš́ı než p̊uvodńı amplitudy.

Pro většinu laser̊u lze provést paraxiálńı aproximaci, po odebráńı členu
∂2u(x,z)

∂z2 dostaneme
∂u(x, z)

∂z
= − i

2k

∂2u(x, z)

∂x2
. (6.1)

Na tuto paraxiálńı rovnici budeme naźırat jako na evolučńı rovnici s ohledem
na časovou proměnnou z pro funkce u definované na R. V běžně už́ıvaném

L2 skalárńım součinu je operátor, který u přǐrazuje − i
2k

∂2u(x,z)
∂x2 normálńı a

ryze rozptylovaćı. Rozptyl je fyzikálńı jev, který zp̊usobuje, že vlněńı (např.
světlo, zvuk apod.) nebo pohybuj́ıćı se částice (obecně libovolné zářeńı) jsou
odchylovány z př́ımé dráhy vlivem př́ıtomnosti drobných poruch prostřed́ı,
kterým vlněńı nebo částice procháźı. Difrakce (ohyb) vlněńı označuje jevy,
které vznikaj́ı při pr̊uchodu vlněńı otvorem nebo kolem překážky zp̊usobuj́ıćı
narušeńı vlněńı.

Definice 6.1. Necht’ A je lineárńı operátor na nějakém funkčńım prostoru.
Potom f je vlastńı funkce pro A a λ je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ıslo, pokud

Af = λf.

Spektrem výše zmı́něného operátoru je nezáporná imaginárńı osa (nebo ne-
kladná imaginárńı osa, pokud je k < 0). Tento operátor nemá žádné vlastńı
funkce, jelikož by se mělo jednat o komplexńı exponenciály, které maj́ı ne-
konečnou normu. Zkombinováńım těchto

”
ne-zcela“ vlastńıch funkćı ve Fou-

rierově integrálu dává Huygenes-Fresnel̊uv integrál reprezentuj́ıćı řešeńı na
pozici z na základě řešeńı v z = 0:

u(x, z) =

√

ik

2πz

∞
∫

−∞

e−
ik(x−s)2

2z u(s, 0) ds .

Huygens̊uv princip popisuje jednu z představ o š́ı̌reńı vlněńı. Předpokládá,
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že v každém okamžiku lze každý bod na čele š́ı̌ŕıćı se vlny chápat jako nový
zdroj vlněńı (sekundárńıch vln). Nový tvar čela vlny v čase o malý okamžik
pozděǰśım lze pak určit jako vněǰśı obálku vln, š́ı̌ŕıćıch se z těchto zdroj̊u. Hu-
ygens̊uv princip neńı zcela správný, upřesněný Huygens̊uv-Fresnel̊uv princip
doplňuje p̊uvodńı představu o interferenci sekundárńıch vln a zavád́ı tzv.
inklinačńı faktor. Každý bod vlnoplochy, do něhož postupné vlněńı v izot-
ropńım prostřed́ı dospělo v určitém okamžiku, můžeme pokládat za zdroj ele-
mentárńıho vlněńı, které se z něho š́ı̌ŕı v elementárńıch vlnoplochách. Vlno-
plocha v daľśım časovém okamžiku je vněǰśı vlnoplocha všech elementárńıch
vlnoploch ve směru, ve kterém se vlněńı š́ı̌ŕı. Dı́ky Huygensovu principu tedy
můžeme zkonstruovat vlnoplochu v určitém okamžiku, je-li známá jej́ı po-
loha a tvar v některém předcházej́ıćım okamžiku. Lze také podle něj odvodit
princip odrazu a lomu vlněńı.

Tento integrálńı operátor zobrazuj́ıćı u(x, 0) na u(x, z) je unitárńı, a tedy
normálńı a energii-zachovávaj́ıćı. Jeho spektrem je jednotkový kruh.

Nejzaj́ımavěǰśı př́ıpad (a nenormálnost) nastává, pokud zavedeme okrajové
podmı́nky. Uvažujme nejjednodušš́ı možnou situaci, ve které je 2D rezonátor
délky L po stranách otevřený a na konćıch ohraničený dvěma rovinnými zr-
cadly, jako koncové body vezmeme x = ±1. Představme si svazek světla u
levého zrcadla, které se začne š́ı̌rit doprava, př́ıčné elektrické pole je dáno
u0 = u0(x). Světlo se š́ı̌ŕı doprava k druhému zrcadlu a tam se část něho od-
raźı (|x| ≤ 1), zat́ımco část se š́ı̌ŕı k nekonečnu a ztrat́ı (|x| > 1). Tento proces
ořezáváńı energie s |x| > 1 se opakuje (opakuj́ıćı se odrážeńı), to nám dává
dynamický systém, na který lze pohĺıžet jako na evolučńı s diskrétńım časem
na definičńım oboru −1 ≤ x ≤ 1, s každou časovou jednotkou odpov́ıdaj́ıćı
času L/c, který zabere světlu š́ı̌rit se od jednoho zrcadla k druhému. Při
jednom takovém přechodu se signál vyv́ıj́ı podle následuj́ıćıho předpisu (do-
staneme ho úpravou předchoźı rovnice):

u(x) = Au0(x) =

√

iF

π

1
∫

−1

e−iF (x−s)2u0(s) ds,

kde Fresnelovo č́ıslo je definováno jako F = k/2L. Matematicky řečeno, do-
stali jsme kompaktńı integrálńı operátor na L2[−1, 1], odkud máme, že je
omezený a má spočetnou nekonečenou množinu singulárńıch č́ısel klesaj́ıćıch
k nule.
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Připomeňme, že kompaktńı operátor je lineárńı operátor z jednoho Bana-
chova prostoru do druhého takový, že obraz omezené podmnožiny je rela-
tivně kompaktńı podmnožina. Takový operátor je již nutně omezený, a tud́ıž
spojitý.

Vid́ıme, že teorie zabývaj́ıćı se lasery úzce souviśı s chováńım lineárńıch in-
tegrálńıch operátor̊u definovaných jádry, které jsou komplexńı, symetrické,
ale nejsou hermitovské. Budeme uvažovat operátor A, který popisuje změny,
ke kterým docháźı v d̊usledku rozptylu a difrakce na okraj́ıch, když vlna dané
frekvence projde přes rezonátor.

Nejdř́ıve ukážeme, jak vypadá samotné spektrum operátoru A, σ(A). Pro
ilustraci vezmeme př́ıpad F = 16π, dimenze N = 120. Je vidět, že vlastńı
č́ısla zač́ınaj́ı pobĺıž 1 a směřuj́ı v elegantńıch spirálách k počátku. Dále je
vykreslen jednotkový kruh.
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Obr. 6.1: σ(A); F = 16π, N = 120

Na daľśıch osmi obrázćıch jsou zobrazena pseudospektra vypočtená pomoćı
numerického baĺıku eigTool. Ten využ́ıvá

”
mř́ıžkovou“ metodu a daľśı urych-

lovaćı techniky, některé jsme zmı́nili ve čtvrté kapitole. Jednotlivá pseudo-
spektra se lǐśı hustotou mř́ıžky ν×ν, hodnota ν = 24 byla doporučena právě
nástrojem eigTool.
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Roste-li hodnota N , čas potřebný k źıskáńı pseudospektra se samozřejmě
zvyšuje, nicméně i ve vysoké dimenzi (okolo 1000) výpočty trvaly maximálně
několik deśıtek vteřin. Ovšem je třeba ř́ıci, že baĺık využ́ıvá předkompilované
moduly, bez nich by se výpočetńı doba pohybovala v řádu jednotek až deśıtek
minut. Dále vid́ıme, že i pro poměrně hrubou mř́ıžku je možné obdržet velmi
přesné výsledky, pro ν > 100 se křivky již téměř neměńı.

• N = 120
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Obr. 6.2: ν = 24
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Obr. 6.3: ν = 50
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Obr. 6.4: ν = 100
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Obr. 6.5: ν = 200
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• N = 800
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Obr. 6.6: ν = 24
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Obr. 6.7: ν = 50
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Obr. 6.8: ν = 100

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

Obr. 6.9: ν = 200

Pseudospektrum jsme se pokusili źıskat i pomoćı kontinuace křivek. K vy-
kresleńı jsme posléze využili baĺık MatCont. Hlavńı parametry výpočtu jsou
uvedeny ńıže, na tomto mı́stě zmiňme pouze minimálńı délku kroku 1e− 7
a toleranci 1e − 10, které jsou stejné pro oba obrázky. Vid́ıme, že v tomto
př́ıpadě poměrně malé kroky nevedou k př́ılǐs uspokojivým výsledk̊um, nav́ıc,
zmenšujeme-li maximálńı délku kroku, výpočet se prodražuje. Pro matice
vyšš́ıch dimenźı výpočet mnohdy trvá i několik hodin. Přehled poskytuj́ı
následuj́ıćı tabulky. Ještě dodejme, že jsme zaměřili jen na hranice okolo
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určitých bod̊u, část křivek v obrázku chyb́ı.

• Maximálńı délka kroku: 0.2

xt, yt ε Počet krok̊u Výpočetńı čas
-0.0015, 1.0018 10−1 240 597.8 s

-0.0016, 0.5032 10−
3
2 209 581.0 s

-0.0015, 0.4735 10−2 154 452.6 s

0.0015, 0.2520 10−
5
2 290 1164.0 s

-0.0015, 0.1675 10−3 456 1984.3 s

• Maximálńı délka kroku: 0.05

xt, yt ε Počet krok̊u Výpočetńı čas
-0.0015, 1.0018 10−1 1060 3969.3 s

-0.0016, 0.5032 10−
3
2 815 2999.9 s

-0.0015, 0.4735 10−2 622 2038.3 s

0.0015, 0.2520 10−
5
2 654 1814.9 s

-0.0015, 0.1675 10−3 687 2393.5 s

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

Obr. 6.10: max. délka kroku: 0.2
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Obr. 6.11: max. délka kroku: 0.05

Hlavńı př́ınos této metody tedy předevš́ım spoč́ıvá v tom, že nám může, po-
kud to požadujeme, poskytnout velmi přesnou informaci lokálně, na určité
části hranice.
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Nyńı se budeme zabývat daľśı analýzou spojenou s módy. Následuj́ıćı obrázky
ukazuj́ı spektrum operátoru A pro čtyři r̊uzné hodnoty F .
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Obr. 6.12: F = 8π

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

Obr. 6.13: F = 16π
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Obr. 6.14: F = 32π
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Obr. 6.15: F = 40π

Uvažujeme-li Ak, což představuje opakované odrážeńı, po mnoha odrazech je
signál ovládnut módem, jehož vlastńı č́ıslo má absolutńı hodnotu |λ| nejbĺıže
k 1. Výsledkem postupného ześılováńı je téměř perfektně zaměřený a kohe-
rentńı laserový paprsek

”
uzavřený“ do dominantńıho módu laserového re-

zonátoru. Přesněji, mód laseru se š́ı̌ŕı jako stojatá vlna (po z-ové souřadnici).
To znamená, že v každém bodě muśı mı́t pevnou fázi. Odsud by se mohlo
zdát, že by př́ıpadala v úvahu pouze vlastńı č́ısla λ, která maj́ı nulovou
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komplexńı část. Nicméně, ne u, ale E muśı mı́t pevnou fázi, eikz spojuje dvě
oscilace rychleji než by to udělala libovolná fáze λ. Hodnota k se upravuje

velmi mı́rně, takže eikz vyvažuje libovolnou nenulovou fázi v λ.

Vid́ıme, že pokud se zvyšuje F , vlastńı č́ısla se v́ıce přimykaj́ı k jednot-
kovému kruhu a nav́ıjej́ı se k počátku pozvolněji. Vysvětleńı máme z (6.1),
odkud plyne, že se zvyšuj́ıćım se k se rozptyl zmenšuje, takže na okraj́ıch
jsou menš́ı ztráty energie.

Na daľśıch obrázćıch jsou odpov́ıdaj́ıćı módy, které jsou aproximačně orto-
gonálńı. Dominantńı módy osciluj́ı v x pouze mı́rně, a z (6.1) opět máme,
že nedocháźı k rychlému rozptylu, takže se na okraj́ıch po jednom pr̊uběhu
ztráćı pouze malé množstv́ı energie. Vyšš́ı mody maj́ı v́ıce oscilaćı a rychleǰśı
rozptyl, docháźı k větš́ım energetickým ztrátám, hodnoty |λ| se zmenšuj́ı.

Uvedené módy př́ısluš́ı k operátoru s hodnotou F = 16π. Horizontálńı
osou je interval −1 ≤ x ≤ 1, údaje o vlastńıch č́ıslech λn a jejich č́ıslech
podmı́něnosti jsou v následuj́ıćı tabulce.

n |λn| komplex. část (λn) κ(λn)
1 0.99906 0.01126 1.00
2 0.99534 0.04489 1.01
3 0.99208 0.10039 1.02
5 0.97740 0.27142 1.07
10 0.90628 0.82001 1.35
20 0.65339 -0.64772 3.01
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Obr. 6.16: n = 1
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Obr. 6.17: n = 2
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Obr. 6.18: n = 3
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Obr. 6.19: n = 5
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Obr. 6.20: n = 10
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Obr. 6.21: n = 20

Je vidět, že nenormalita operátoru je poměrně mı́rná. Obzvlášt’ pro krajńı
vlastńı č́ısla (s ńızkými hodnotami n) nelze očekávat, že naraźıme na ne-
normálńı efekty ve velkém významu. Nicméně zde existuje jeden menš́ı, a to
ten, že pokud roste hodnota k, norma

∥

∥Ak
∥

∥ z̊ustává po nějakou dobu téměř
přesně rovná jedničce, poté eventuálně začně jej́ı exponenciálńı pokles. Toto
chováńı opět souviśı s rozptylováńım na okraj́ıch.

0 100 200 300 400

0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1

61



Literatura
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[3] Šulc J.: Lasery a jejich aplikace, 2002

[4] Trefethen L. N.: Computation of Pseudospectra, Cambridge University
Press, 1999

[5] Trefethen L. N., Embree M.: Spectra and Pseudospectra: The Behavior
of Nonnormal Matrices and Operators, University Presses Of California,
Columbia And Princeton (United States), 2005

[6] Wright T.: Eigtool: A graphical tool for nonsymmetric eigenproblems,
http://www.comlab.ox.ac.uk/pseudospectra/eigtool/

[7] Wikipedia, http://en.wikipedia.org/wiki/Main Page

62


