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Predmluva

Prvni ¢ast prace je vénovana konvexni analyze. Konvexni mnoziny jsou de-
finovany v realnych vektorovych prostorech. Jiz od zacatku vSude uvazuji
obecny realny vektorovy prostor, tj. v ptripadech, kdy dimenze prostoru je
konecnd, se neomezuji na vektorovy prostor R”. Jednak jsou v praci k nale-
zeni (nékteré) zndmé véty konvexni analyzy prostorit konecné dimenze (Ka-
pitola 3). Déle jsou tu nékteré vysledky tykajici se studia extremalnich bodu
konvexnich mnozin: predevsim Minkowského véta (v prostorech konecné di-
menze) a Krein-Milmanova véta (v prostorech libovolné dimenze) (Kapitola 3
a Kapitola 4).

Druhé ¢ast prace je vénovana matematickému feseni problémi spravedli-
vého rozdéleni. Myslim, Ze v soucasné dobé je to jiz samostatné vyprofilovana
disciplina aplikované matematiky. Z ni jsou v praci k nalezeni nékteré z vét,
jez jsou dusledky Minkowského a Krein-Milmanovy véty (Kapitola 5).

Dale je uveden jeden konkrétni realny ptiklad problému spravedlivého
rozdéleni. A vypocteno jeho konkrétni realné feseni. Tento priklad ma tizkou
souvislost s vétami predchéazejici kapitoly, Kapitoly 5.

Nézorné by vétsina shora zminovaného sla shrnout takto:

dimV e N ——— = dim V' libovolné
| |
l l
Minkowského véta +— — — — Krein-Milmanova véta
| |
l l
Véta 5.1 +«—— — — — Ljapunovova véta, Véta 5.5

|

l

Priklad 6.1



V zavéru prace jsou uvedeny dalsi piiklady. Resi se pomoci nékolika vét
z konvexni analyzy prostort konecné dimenze, z vét z predchéazejici kapitoly
(Kapitoly 3).

Pokud se podivame na vSechny priklady v praci, je vidét, Zze maji jedno
spolecné. Jejich formulace je srozumitelna i laikovi, k jejich feSeni je ale nutné
uzit (relativné velmi) pokroc¢ilé matematické véty, jejich Feseni je dost né-
ro¢né.!

V tGvodnich ¢astech prace jsou v rdmci moznosti dany zaklady (znaceni,

terminologie, definice, véty) (Kapitola 1 a Kapitola 2).

!Toto vlastné neplati pro Piiklad 6.1, k jeho feseni sta¢i matematika na trovni stfedni
skoly, mozna i zakladni. Staci ale vzit jeho rtzné variace, a okamzité zjistime, ze k jejich
feSeni je nutné uzit vét z Kapitoly 5.



Kapitola 1

Uvod

1.1 Poznamka.
Jednou z teorii klasické predikatové logiky prvniho fadu je Zermelo-Fraenke-

lova teorie mnozin. Vse se bude odehravat v ramci tété teorie.

1.2 Poznamka.
Néekteré ze symboli zakladniho jazyka Zermelo-Fraenkelovy teorie mnozin

jsou:

pro ekvivalenci

pro implikaci

pro vseobecny kvantifikator
pro existen¢ni kvantifikator
= pro rovnost

pro binarni predikat nalezeni

w<{ ¢

m

1.3 Poznamka.
K axiomtim vydéleni: bude-li A mnozina a ¢ formule, jez neobsahuje pro-

ménnou x volné, budeme mnozinu B v8ech x € A pro néz plati ¢ (z) znacit

{r:zeA px)},

nebo kratce
{redip@)},d {z:9o@)}.
Tyto symboly tedy budou vzdy oznacovat mnozinu — t¥idy se v praci nebudou

uvazovat.



1.4 Poznamka.
V préaci budou néasledujici symboly znacit:

0 prazdnou mnozinu
{z} mnozinu, jez obsahuje praveé prvek x
C inkluzi — pfipousti se téz A C A
A\ B doplnék mnoziny B do mnoziny A
y y
f:A—B f je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B —

defini¢ni obor f je mnozina A

f(O) obraz mnoziny C' pii zobrazeni f
f~4(D) uplny vzor mnoziny D pfi zobrazeni f

f(c) obraz mnoziny {c} (prvku ¢) pfi zobrazeni f
7t (a) uplny vzor mnoZiny {d} pfi zobrazeni f

1.5 Poznamka.
Cislo nula nebude povaZzovano za p¥irozené ¢islo. Nasledujici symboly budou

znacit:
N mnozinu vSech prirozenych cisel
R mnozinu v8ech realnych cisel
R mmnozinu vSech posloupnosti realnych ¢isel o n ¢lenech
R™>m mnozinu vSech matic nad R typun x m

1.6 Poznamka.
Intervaly budou znaceny stejné jako v Jarnikové Diferencidlnim poctu I. Na-

priklad, pro a,b € R, a < b, bude
(a,b) ={reR:a<z<b}, (a,b)={reR:a<x<b},

(a,b) ={xr€eR:a<z<b}, (a,+0)={reR:a<z},

atd... .



1.1 Metrické prostory

1.7 Poznamka.
Bude-li (X, ¢) metricky prostor, bude

Ux(a, 5)

znacit okoli v metrickém prostoru (X, ¢) v bodé a o poloméru 6. V piipadé,
ze bude zfejmé o ktery metricky prostor se jedna, bude X vynechano.
Dale bude znacit

B (a,0) uzavienou kouli v bodé a o poloméru §
c° vnitfek mnoziny C
C uzavér mnoziny C'
oC hranici mnoziny C'
dist (A, B) vzdélenost mnoziny A od mnoziny B

1.2 Vektorové prostory

1.8 Poznamka.

V celé praci budeme pracovat vyhradné s realnymi vektorovymi
prostory. O realnych vektorovych prostorech budeme kratce hovofit

jako o vektorovych prostorech.

1.9 Poznambka.

Déle bude znadit:

) nulovy vektor ve vektorovém prostoru
dim V dimenzi prostoru V'
Ker f jadro homomorfismu f
[A] linedrni obal mnoziny A

10



[]
]
(u, )

linearni obal mnoziny {v}
normu
skaldrni soucin vektoru u a v
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Kapitola 2

Zakladni pojmy konvexni
analyzy

2.1 Konvexnl mnozina

2.1 Definice.
Necht V' je vektorovy prostor, a,b € V. Potom mnoZinu

a,b={a+Ab—a): € (0,1)}
nazveme useckou s krajnimi body a, b.

2.2 Definice.
Necht V je vektorovy prostor, C' C V. Rekneme, 7e mnozina C je konveznt,

jestlize pro kazdé a,b € C je a,b C C.

2.3 Poznamka.
7 definice ihned plyne, Ze podmnozina C' vektorového prostoru je konvexni

pravé tehdy, kdyz
Aa+ (1= A)b e C, kdykoliv a,b € C a X € (0,1).

2.4 Definice.
Necht V' je vektorovy prostor, a,b € V, a # b. Potom, mnoZinu

{a+Ab—a): XeR}

12



nazveme primkou urcenou body a, b, mnozinu
{a+Ab—a):Xe(0,+00)}
nazveme poloprimkou s pocatecnim bodem a ve sméru b — a.

2.5 Véta.
Necht V' je vektorovy prostor, a,b € V,a #b, f: R —V,

FO) =Xa+ (1= \b.

Potom
a) f je prosté zobrazeni R na piimku {/\a +(1-=Nb: A€ ]R}.

b) Je-li Ay < Ao, je f—1<f (Al),f(A2)> — O, M)

c¢) Je-li V normovany, je f spojité.

Dukaz.
Prvni vlastnost f zfejmé plati.

Necht je A\; < Ag. Bud ¢ libovolny bod tsecky f (A1), f (X2) rizny od
jejich krajnich bodu — takovy bod ¢ alespon jeden existuje, podle a). Pro
jisté p € (0,1) je tedy ¢ = puf (A1) + (1 — p)f (A2). Potom existuje (pravé
jedno) A tak, ze f (\) = c. Sta¢i polozit A = Ay + (A1 — Ag). Toto A splituje
A1 < A < Ag. Ziejmé, kazdé Ay < A < A\g je vzorem pro néktery bod c usecky
TN, f Oa), pit zobrazent £. Tj. £~ (F ), F () = (A, o).

Necht V' je normovany. Necht \y € R a ¢ > 0. Polozime-li § = Tt

potom pro kazdé A € (A\g — 0, \g + §) plati Hf (A) — f()\o)H < e Cili f je
spojité v bodé ).

2.6 Véta.
Necht V' je vektorovy prostor, L piimka ve V. Potom jedinymi konvexnimi

podmnozinami L jsou: Gsecky, tisecky bez jednoho
jediného krajniho bodu, tsecky bez obou krajnich bodi, (@)
polopiimky, polopfimky bez pocatku, (), L.

13



Dukaz.

Vezméme libovolnou konvexni podmnozinu L, alespon dvouprvkovou, a
oznacme ji C. Uvazujme dva riazné prvky a,b € C' a zobrazeni f : R — V,
f(A) =Xa+ (1 —X)b. Mnozina M = f~(C) je interval pravé tehdy, kdyz
pro kazdé A\, Ay € M, A\; < Ag, je (A1, A2) C M. Je-li A\j, Ao € M, A\ < A,
je f (), f (M) € C (konvexita C) a (A, \) € M (Véta 2.5b). M je tedy
interval. Protoze C lezi celé v oboru hodnot f, je f(M) = C. Konvexni

mnozina C je tedy typu (€).

2.7 Véta.
Necht {C,}_ . je soubor konvexnich mnozin ve vektorovém prostoru V. Po-

tom () C, je konvexni.

yerl
Diikaz.
Ozna¢me C = (C,. Jeli C = 0, je C zfejmé konvexni. Necht je tedy
yel’
a,b € C. Potom pro kazdé v je a,b C C,, tedy ia,bC N C, =C.
yel
2.8 Véta.

Necht V' je vektorovy prostor, C' konvexni podmnozina V', L pfimka ve V,

K C L. Potom, je-li K typu (€), je téz K N C typu (€).

Diikaz.
Véta je disledkem vét 2.6 a 2.7.

2.9 Véta.
Necht A je podmnozinou konvexni mnoziny C. Jestlize xi,...,z, € A,

Al oo s A >0, A+ -+ + A\, =1, potom Az + -+ Nz, € C
Dukaz.
Indukeci.
Pro n = 2 véta plati, podle pfedchazejici poznamky.
Necht véta plati pro n > 2. Necht zq,..., 2,41 € A, Ay + -+ Ay1 =
1, A\i,..., A1 > 0. Kdyby bylo néjaké \; = 0, byl by, podle indukéniho
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predpokladu, zéavér véty ihned ziejmy. Necht je tedy Aq, ..., A\,r1 > 0. Potom

A An
/\1[E1+~ . '+/\n+1xn+1 = /\15(71 + (1 — /\1) (1 2)\ To + -+ 1 +)1\ l’n+1> S C.
— Nl — A1l

eC

Podle indukéniho predpokladu lezi linearni kombinace v posledni zavorce v
mnoziné C'.
2.2 Uzavér a vnitiek konvexni mnoziny

2.10 Definice.
Necht V' je vektorovy prostor, A, B C V, A € R. Potom definujme mnoziny

A+B={veV:v=a+bac Abec B},
M={veV:v=D>X,ac A}.

2.11 Poznamka.
Misto {a} + B a A+ {—b} budeme psat a + B a A —b.

2.12 Véta.
Necht V' je normovany vektorovy prostor, U (a,d) okoli ve V, A >0, b€ V.
Potom
AU (a,6) = U (Aa, A\J)
a
b+ U (a,0) =U(b+a,d).
Diikaz.

Véta plyne z Definice 2.10 a z definice normy a okoli bodu.

2.13 Véta.
Necht V' je normovany vektorovy prostor, C' konvexni podmnozina V', a € C°,

b e C. Potom a,b\ {b} C C°.
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Obrazek 2.1: K Vété 2.13.

Diikaz.

Viz. Obrazek 2.1. Necht x = Aa+ (1 — )b, A € (0,1). Existuje d; > 0 tak,
ze U (a,01) C C; a protoze je C konvexni a b € C, je, polozime-li § = Ay,
CO>(A=XNb+ MU (a,d) =U (x,8); proto z € C°.

2.14 Véta.
Necht V' je normovany vektorovy prostor, C' konvexni podmnozina V. Potom

C° je konvexni.

Dukaz.
Véta je dlisledkem Véty 2.13.

2.15 Véta.
Necht V' je normovany vektorovy prostor.
a) Necht A € R, {z,} je posloupnost bodi z V a limz, = x. Potom
lim \x,, = Ax.
b) Necht {z,} je posloupnost bodt z V a limx,, = z, {y,} je posloupnost
bodi z V a limy, = y. Potom lim (z,, + y,) = = + v.
c) Necht {\,} je posloupnost bodii z R a lim A, = A, {x,,} je posloupnost

bodt z V a limx, = z. Potom lim \,x,, = A\x.

Dukaz.
a) plyne pfimo z definice limity posloupnosti. Podobné b), za pouziti troju-

helnikové nerovnosti. Komplikovanéjsi je myslenka diikazu c). Necht je dano

E > 0. Potom zfejmé existuje préavé jedno € > 0, jez je feSenim rovnice
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e+ |Me + ||z]|e = E. K tomuto ¢ existuji pfirozena k,[ tak, Ze, pro kazdé
n >k je ||z, — x| < ¢, a pro kazdé n > [ je |\, — A| < €. Potom ale, pro
kazdé n > max (k,[) je

IAnzn — Az|| = [|[( Ay — M) (2, — 2) + M2y — ) + (A — N)z|| <

<&+ |Me+||z||le=E.

Tedy lim A\, z,, = A\z.

2.16 Véta.

Necht V' je normovany vektorovy prostor, C' konvexni podmnozZina V. Potom

C je konvexni.

Diikaz.

Necht z,y € C, A € (0,1). Potom existuje posloupnost {z,} bodi z C,
jeZz konverguje k z, a existuje posloupnost {y,} bodu z C, jez konverguje
k y. Potom {)\:Un +(1-=2X) yn} je posloupnost bodt z C, jez konverguje k
At + (1= \)y (Véta 2.15). Tedy Ax + (1 — \)y € C, tedy 7,5 C C.

2.17 Poznamka.

Jak plyne z definice souvislého metrického prostoru, metricky prostor (X, o)
je souvisly prave tehdy, kdyz neexistuje zadna neprazdna vlastni podmnozina
X, jez by byla uzaviena a soucasné oteviena v X; tj. pravé tehdy, kdyz kazda

jeho neprazdna vlastni podmnozina ma neprazdnou hranici.

2.18 Véta.
Necht V' je normovany vektorovy prostor. Potom plati:

a) JeliM cV,ae M,becV \ M, pak a,bn M # .

b) V je souvisly.
Dikaz.
Definujme zobrazeni f : R — V vztahem f (\) = Aa+ (1 — \) b, a ozna¢me
N = f'(Mna,b). Potom N C (0,1) a (0,1)\ N C (0,1). Kdyby

NN{0,1)\ N = 0, potom by N = N a (0,1)\ N = (0,1) \ N byly dvs&
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neprazdné uzaviené mnoziny (uzavfené jak v (R,] ]), tak v ((0,1),] ])),

jez by pokryvaly ((0, 1), | |) Ale, jak plyne z axiomu o supremu, metricky
prostor ((0,1),] |) je souvisly. Tj., existuje A € N N {0,1) \ N. Neboli, exis-
tuje posloupnost {x,} bodt z N, jez konverguje k A, a existuje posloupnost
{n.} bodi z (0,1) \ N, jez konverguje k A. Potom je {f (i)} posloupnost
bodt z M, jez konverguje k f ()\), nebot f je spojité (Véta 2.5¢). Podobné
pro posloupnost {f (1,)} bodii z V \ M. Je tedy f()) € a,bNOM a V je

souvisly.

2.19 Véta.
Nechf V' je normovany vektorovy prostor, C' konvexni podmnozina V. Potom

plati:
a) Je-lia € C°abe dC, pak a,b\ {b} C C°.
b) JeliacC®abe (V\O)° pak a,bNIC = {c}.
c) Je-lia € 0C a b € OC, pak bud a,b C dC, anebo a,b\ {a,b} C C°.
d) Jelia€dC abe (V\CO), pak a,bNC =a,¢, kde c € 9C.

Dikaz.
a) Existuje 6 > 0 tak, ze U (a,0) C C. Zvolme X € (0,1) a oznacme

c=Xa+ (1-X)b, e=9

je tedy
e =, U(be)=(1—p)c+pU(a,d).

Protoze b € O, existuje # € C tak, ze v € U (b,¢). K tomuto z existuje
y € U(a,d) tak, ze ¢ € g, . Protoze je U (a,d) oteviend, je y € C°.
Podle Véty 2.13 je c € C°.

b) Podle Véty 2.18a obsahuje a,b N JC alesponi jeden prvek, podle
Véty 2.19a nejvyse jeden.

¢) Bud je a,b C OC, anebo existuje x tak, ze x € a,b a soucasné x ¢ 9C.

Pokrac¢ujme v druhém p¥ipadé. Jelikoz a,b € C a C je konvexni, je
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a,b C C,tj.ix € C;ale z ¢ 9C, tedy x € C°. Podle Véty 2.19a je
a,b\ {a,b} C C°.

d) Z uzavienosti konvexni C' a z Véty 2.8 vyplyva a,bNC = @,¢, z
Véty 2.19b pak ¢ € 9C (kdyby c € C°, potom ¢,bNIC = {x}; ¢ili

by bylo a,b > x ¢ @, ¢ a souasné z € C — spor).

2.20 Poznamka.
Opustme pole matematiky.

a) Vétu 2.19 mizeme ¥ici takto: Je-li V' normovany vektorovy prostor, C
libovolna konvexni neprazdna vlastni podmnozina V', pak lze odkud-
koliv z C' vyjit jakymkoliv smérem do V' \ C, a piejit z C do V \ C
souvisle po tiseéce (resp. pouze bodem), jez lezi v 9C.!

b) Vétu 2.18 mizeme fici takto: Je-li V' normovany vektorovy prostor,
C' libovolné neprazdna vlastni podmnozina V', pak 1ze odkudkoliv z C
vyjit jakymkoliv smérem do V'\C, a piejit z C' do V'\ C souvisle — tj. pfes
0C'. Véta 2.18 tedy Fika: Pfechod a) neni nikterak vysadou konvexnich
mnozin, ovSem s tou zménou, ze u obecné mnoziny C' souvisly prechod
z C' do V '\ C jiZz nemusi byt tak pékny.

¢) Poznamku 2.17 lze fici takto: Je-li (X, ) souvisly metricky prostor,
M libovolna neprazdna vlastni podmnoZina X, pak lze (alespori né-
kde a néjak) ptejit z M do V \ M souvisle — tj. pfes OM. Neni-li
(X, 0) souvisly, pak u jeho jisté podmnoziny tento piechod neni vitbec
mozny. Véta 2.18 tedy tikd: Normované vektorové prostory jsou velmi
pékné souvislé metrické prostory, neobsahuji totiz zadné hrizné, resp.
bizarni, podmnoziny jako (obecné) ostatni metrické prostory (zvlasté
nesouvislé). Véta 2.19 pak dodava: exemplarnim dokladem tomu jsou

konvexni mnoziny.

2.21 Véta.

Necht V' je normovany vektorovy prostor, z € V' a W vlastni podprostor pro-

IDluzno ¥ici, ze toto piimo z Véty 2.19 nevyplyva. Vyplyva to z vét 2.8 a 2.19 a (za
jejich pouziti) z rozboru jednotlivych p¥ipadi.
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storu V. Potom kazd4 podmnozina linedrni mnoziny = + W mé prazdny

vnitrek.

Dukaz.
Necht C Cc z + W.

Predpokladejme, Ze existuje y € C°. Potom existuje 6 > 0 tak, zZe
U(y,0) C C. Jelikoz y + W =x + W, je

U(0,0)=U(y,0) —ycCcC—yCW.

Zvolime bazi K prostoru W a doplnime ji na bézi L prostoru V. Necht

ve L\ K. Jak lze ovéfit vypoctem, je

veU(od) CW,
2fey? €V @9

coz je ve sporu s tim, ze libovolny nenulovy nasobek v nelezi ve W.
Je tedy C° = ().

2.22 Véta.
Necht V' je normovany vektorovy prostor dimenze d, C' konvexni podmnoZzina

V. Potom nésledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) C° =0,
(i7) existuje linearni mnozina z + W ve V takova, ze C C z+W a
dimW < d.
Dukaz.

Necht C' je konvexni podmnozina V', pro niz C° = 0, x € C. Potom C —
x je konvexni. Ukdzeme, Ze nemuze byt [C'—zx] = V: Kdyby [C —z] =

V', pak C' — x obsahuje néjakou bazi V', napft. bazi {vy,...,vs}. Definujme

zobrazeni f metrického prostoru (V| |) do metrického prostoru (R%, || ;)
(H(al, o ,ad)Hl = la1|+.. .+|ad\>,je2 pfifazuje vektoru v = a v, +- - - +aqvg
jeho soufadnice vzhledem k bézi {vy,...,v4}: f(v) = (a4,...,aq). Oznaéme
vo = 77 (v1 + - -+ 4+ vq). Potom

1 1 1
aO:f<UO>: (ﬁ,,ﬁ) & (O’g) X o X
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Odtud je patrno, ze ay je vnitini bod I, neboli ze existuje ¢ > 0 tak, ze
U (ag,e) C I. f je spojité na V 2, a proto existuje § > 0 tak, %e pro kazdé
v € U (vy,d)je f(v) €U/ ag,e). Ale pro kazdé a € U (ag, ) je f~! (a) prvkem
konvexni mnoziny C' — z. To plyne z toho, ze vy, ...,v5,0 € C —x,a € I, az
Véty 2.9. Je tedy U (vg,d) C C — z, tedy U (z + v9,d) =+ U (vy,0) C C,
tedy = + vy je vnitini bod C. Ale C' by mit neméla, podle ptredpokladi,
zadné vnitini body. Tim je vylou¢ena moznost [C'—x] = V. Pak je ale
dm[C —z]<daC Cz+|[C—x].
Druhd implikace plyne z Véty 2.21.

2.3 Konvexni obal

2.24 Definice.
Necht A je podmnozinou vektorového prostoru V. Konvexnim obalern mno-

ziny A budeme rozumét prinik vSech konvexnich podmnozin V' obsahujicich

A.

2.25 Poznamky.
a) Definice je korektni. Vzdy existuje alespon jedna konvexni mnozina
obsahujici A — sam prostor V' je konvexni.
b) Konvexni obal mnoziny A budeme znacit co A.

c¢) Jak plyne z Véty 2.7, je co A nejmensi konvexni mnozina, ktera obsahuje

A.

2.26 Definice.

Linearni kombinaci A\jz; + -+ 4+ \,z,, budeme fikat konvexni kombinace,

jestlize \i,..., A\, >0a X +---+ A\, =1.

2Podle znamé véty z funkcionalni analyzy:

2.23 Véta.
Necht V' je normovany vektorovy prostor kone¢né dimenze, W normovany vektorovy pro-

stor, f : V — W homomorfizmus. Potom je f spojité.
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2.27 Véta.
Necht A je neprazdnd podmnozina vektorového prostoru V. Konvexni obal

mnoziny A je roven mnoziné vSech konvexnich kombinaci vektort z mnoziny

A.

Diikaz.
Ozna¢me mnozinu nasich konvexnich kombinaci pismenem B. Podle Véty 2.9

je B C co A. Protoze je ziejmé B konvexni, obsahujici A, je coA C B.

2.28 Poznamka.

Podmnozina A vektorového prostoru V' tedy nese jiz vSechny informace o
konvexni mnoziné co A. MuZeme se téz ptat, zdali ke kazdé dané konvexni
mnoziné C' C V, existuje néjaké jeji (vlastni) podmnozina A, v niz uz je
C ,zakédovana“ — tj. pro C plati coA = C. V nasledujicim uvidime, ze
dtlezitou roli v tomto hraji extremélni body, a Ze uréitou odpovéd na tuto

otazku daji véty Minkowského, Carathéodoryho a Krein-Milmanova.

2.4 Nadrovina

2.29 Definice.

Necht V' je vektorovy prostor a H linedrni mnozina ve V uréend maximalnim

vlastnim podprostorem prostoru V. Potom H nazveme nadrovinou ve V.

2.30 Véta.
Necht H je podmnozina vektorového prostoru V. Potom H je maximalni

vlastni podprostor prostoru V pravé tehdy, kdyz existuje nenulova lineédrni

forma f na V tak, ze H={z € V: f(z) = 0}.

Diikaz.
Nechf H je maximalni vlastni podprostor V. Potom k libovolné zvolené bazi

K podprostoru H existuje w € V tak, ze K U {w} je baze V. Pak lze kazdé
v € V vyjadiit jednoznacné (az na poradi s¢itanci) ve tvaru v = h + aw,
kde h € H a a € R. MizZeme tedy definovat zobrazeni f : V — R vztahem
f (v) = a. Z definice f plyne, Ze f je homomorfizmus V' do R, tj., linearni for-
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ma na V', je nenulova, a jeji jadro je rovno H.

Necht existuje nenulova linedrni forma f na V tak, ze H = {x e V:
f (z) = 0}. Cili jeji jadro H je vlastni podprostor V. Cili existuje netrivialni
podprostor W prostoru V' tak, ze V je direktnim soucétem H a W. Necht
w € W, w # o. Pro libovolné x € W pak plati:

1 f ()
fle)=f(z) 1=Ff(z f(—w>=f( w)7
(z) = f(z) (x) Fw) Flw)
f(@) f(=)
Fw) )W €
(( ))w = 0. Tedy W = [w], a H je maximalni vlastni podpro-
stor V.
2.31 Véta.

Necht H je podmnozina vektorového prostoru V. Potom H je nadrovina ve
V pravée tehdy, kdyz existuje nenulova linearni forma f na V a o € R tak,
7e H = { reV:f(x)= a}

Dukaz.
Necht H je nadrovina ve V. Potom existuje y € V a (podle Véty 2.30)

nenulova linearni forma f na V tak, ze H = y + Ker f. Pokud polozime
a=f(y),bude H={z €V : f(z)=a}.

Necht existuje nenulové linedrni forma f na V a o € R tak, ze H = {:L‘ €
V: f(z) =a}. H je Gplny vzor a pii f. CoZ je linedrni mnozina y + Ker f,
kde f (y) = . Ta je podle Véty 2.30 nadrovina ve V.

2.32 Véta.
Necht V' je vektorovy prostor, f, g nenulové linearni formy na V a o, 3 € R.

Potom {x eV:f(x)= a} {x eVi:ig(x ﬁ} prave tehdy, kdyz existuje

nenulové realné 01slo a tak, ze g =af a ﬁ = aq.

Diikaz.
7 rovnosti nadrovin plyne rovnost Ker f = Kerg. Potom bude existovat

nenulovy w € V takovy, zZe: pro kazdé v € V existuje pravé jedno x €
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Ker f = Ker g a prave jedno a; € R tak, ze v = z + a;w. Odtud je vidét, ze
pro kazdé v € V je g (v) = % (v). Odtud: = %a.
Druhéa implikace je zfejma.

2.33 Véta.
Necht V' je vektorovy prostor, H nadrovina ve V urcend linearni formou f a

a € R. Potom mnoziny

f_1<(—OO,Oz>), f_1(<a7+oo))7 (21)

respektive mnoziny
f_l((_ooa a))a f_l((a’ +OO))7 (2'2)

zévisi pouze na nadroviné H 3. Déle:
a) H a kazdad z mnozin 2.1 a 2.2 je konvexni.
b) Jellia € f((—o0,a)) abe f~((a, +0)), potom a,bN H = {c}.
c¢) Je-li V normovany a konecné dimenze, potom jsou H a mnoziny 2.1
uzaviené, mnoziny 2.2 oteviené.

d) Je-li V normovany a kone¢né dimenze, potom uzaveér f *1((—00, a)) je
f_l((—oo,oc>) a UZaver f_l((oz, —i—oo)) je f_1(<a, —i—oo))

Dukaz.

Nezavislost mnozin 2.1 a 2.2 na linearni formé a readlném ¢islu, jez reprezentuji
H, plyne z Véty 2.32.

a) Konvexita je dusledkem linearity f.

b) Pfimo vypoctem mame: ¢ = Aa + (1 — A\) b, kde A\ = 7}0?;;{5}’(2)

c) Podle Véty 2.23 je f spojitad. {a},(—o0,a), (a,+00) jsou uzaviené,
tudiz jejich uplné vzory pfi spojitém zobrazeni f jsou téz uzaviené
mnoziny. Podobné pro oteviené (—oo, ), (a, +00).

d) Spojitost f je ekvivalentni podmince, Ze pro kazdé M C V je f (M) C
f(M). Odtud tvrzeni.

3Piesné fedeno: Je-li nadrovina H uréena linearni formou g a 8 € R, potom mnozina,
jejiz prvky jsou mnoziny 2.1, je rovna mnoziné, jejiz prvky jsou mnoziny g_l((—oo,@),
g7 ((B, +00)). Podobné pro mnoziny 2.2.
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2.34 Definice.
Bud V' vektorovy prostor, H nadrovina ve V urc¢ena linearni formou f a

a € R. Potom, mnoziny 2.1 nazveme uzavrenymi poloprostory s hranic¢ni
nadrovinou H, mnoziny 2.2 nazveme otevienymi poloprostory s hrani¢ni

nadrovinou H.

2.35 Definice.
Necht V' je vektorovy prostor, A a B podmnoziny V', H nadrovina ve V.

Nechf A lezi v jednom z otevienych poloprostori uréenych H, B ve druhém.

Potom tfekneme, Ze nadrovina H silne separuje mnoziny A a B.

2.5 Opérna nadrovina

2.36 Definice.
Necht V' je vektorovy prostor, A podmnozina V, x € A, H nadrovina ve

V. Necht x € H a A lezi v jednom z uzavienych poloprostori uréenych H.

Potom nazyvame nadrovinu H opérnou nadrovinou k A v bodé x.

2.37 Véta.
Necht V' je normovany vektorovy prostor, C' C V', C' oteviena (respektive

kompaktni), z € V. Potom je x + C oteviena (respektive kompaktni).

Diikaz.
Necht C' je oteviend, a € x + C. Pro jisté b € C je a = x + b. Existuje

d > 0 tak, ze U (b,0) C C. Potom 2+ C D x4+ U (b,0) =U (a,0). A tedy
a€(x+C)°.

Budiz C' kompaktni. Je-li {G,}, . soubor otevienych mnozin ve V' po-
kryvajicich 4+ C, potom, podle jiz dokadzaného, je {G., — x}ver soubor ote-

vienych mnozin pokryvajicich C'. Potom existuje kone¢na mnozina I'y tak,

zelpcl"aCc U (G,—1x) (coi je ekvivalentni s z + C' C | Gv)- Je

v€lo Y€l
tedy x + C' kompaktni.
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2.38 Véta.
Necht V' je normovany vektorovy prostor dimenze alespon 2, C' konvexni

oteviend podmnozina V', z € V' \ C. Potom existuje pfimka L tak, ze z € L

alLNC =10.

Dukaz.

Viz. Obr. 2.2 a Obr. 2.3. Ozna¢me D = C'—z. Vezméme mnozinu F = |J AD.
A>0

E je konvexni: Necht z,y € E. Tedy existuji A;, Ay >0 a a,b € C tak, Ze

r=MN(a—2)ay=X(b—2). Jeli p€(0,1),je = WAiM))@ € (0,1),
A=t 0 pr+(1—p)y=Maa+ (1 —a)b—2z) € AD. Tedy 7,y C E.
E je oteviené: E je sjednocenim otevienych mnozin AD (AD jsou podle
Véty 2.37 a Véty 2.12 oteviené).
Ziejmé o ¢ E, a, oznacime-li £ systém vsech polopfimek LT takovych,

ze o je poatek LT a LT N D # (), bude F = U (LT \ {o}).

LTtes+

Ziejmé neni V = E U {o} (kdyby ano, pak by pro zvolené x € E bylo
6z —x € E, tj. o=3x+1(-x) € E) Zvolme a € E (pevné) a oznafme

L,, ptimku urcenou body o a a. Téz nemtze byt V = E U L,, (rovnost
by implikovala nasledujici: dim V' > 1, tj., existuje x € V, jez nelezi v L,g;
pak je z,—z € E, tj. o=1z+1(-2) € E) To znamené, Ze existuje b €
V\ (E U Lgy,). Podle Véty 2.19 je a,bN OE = {c}, ¢ # a. ProtoZe pro piimky
Loa, Lay (pFimka uréend body a a b) plati L,, N Lay = {a}, je ¢ # o. Celkem:

existuje bod ¢ na hranici F, jez je rtzny od o.
Potom je téz —c ¢ FE (kdyby —c € F, pak —c € E°, a pak podle
Véty 2.19 0 = %c + % (—c) € EO). Tedy piimka L,. (pfimka uréena body o a

c) je disjunktni s F, a tim spiSe s D. Téz L = z + L,. je pfimka. Pfimka, pro
nizzeLalLNnC=40.
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Obrazek 2.2: K Vété 2.38.

Obrazek 2.3: K Vété 2.38.
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2.39 Véta.

Necht V' je normovany vektorovy prostor dimenze d, d > 1, C' konvexni a
oteviend podmnozina V', z + W linedrni mnozina ve V' urcena podprosto-
rem W dimenze k, k < d—1, (x+W)NC = (. Potom existuje linearni
mnozina z* + W* ve V tak, ze dimenze W* je k+ 1, 2+ W C 2"+ W™, a
x4+ W*)NnC = 0.

Dukaz.
Bude existovat podprostor X prostoru V' tak, ze prostor V je direktnim
souctem podprostortt W a X. Potom kazdy vektor v € V' lze vyjadrit prave
jednim zptsobem (az na pofadi séitanct), ve tvaru v = w + x, kde w € W
ar € X; a lze tedy definovat zobrazeni p : V — X, jez pfiradi vektoru
v=w+z (we W,z e X) vektor p(v) = x.

D = C — z je konvexni. Téz p (D) je konvexni: Necht ag, by € p (D). Tedy
pro jisté a =a;+ax € Dab=>0b+by € D jep(a) =ay ap(b) = by Jeli
A€ (0,1), potom

Aa+ (1= A)b=Aay + (1 — X\)by + Aag + (1 — A)bo,

eD ew eX

&ili Aag + (1 — A\)by € p(D). Tedy ag, by C p (D).

p (D) je oteviend v X: Necht z¢ € p (D). Potom existuje vy = wg + x¢ €
D tak, ze p (vg) = x¢. Potom existuje § > 0 tak, ze Uy (vy,d) C D (Véta 2.37).
Bud = € Ux (o, 36). Zvolme libovolng w € W tak, Ze ||w — wo|| < 36. Norma
na X, je ale ztizenim normy || || definované na V' na podprostor X. Proto

(v=w+2x)
1 1
o~ woll < lw — ]l + lz — woll < 56+ 55 =5,
Gliv=w+z €D ax=p(@)ep(D). Takze Ux(zo,16) C p(D).
Z predpokladi plyne, Ze dimenze X je alesponi 2, a ze WND = (. A

protoze p~' (0) = W, je 0 € X \ p(D). Protoze p (D) je podmnoZina X,
konvexni a oteviend (v X), bude podle Véty 2.38 existovat pfimka L v X
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tak, ze o € La LNp (D) =0.

Potom je p~' (L) = W+ L, (W+L)ND = (. Téz je zrejmé: W* =
W + L je podprostor prostoru V' (o € L), W € W*, dimW* = dim W + 1,
24+ W Cz+W* z+W*)NC =0.

2.40 Véta.

Necht V' je normovany vektorovy prostor konecné dimenze, C' konvexni a
oteviena podmnozina V', z + W linearni mnozina ve V urcena vlastnim pod-
prostorem W prostoru V', (z + W) N C = (). Potom existuje nadrovina H ve
Vitak,zex +W CHaHNC =0.

Diikaz.
Pro prostory dimenze d < 2 neni co dokazovat. V opa¢ném piipadé (d > 2)

pouzijeme (oznac¢me dimenzi W jako k) postupné za sebou (d — 1 — k)-krat
Vétu 2.39.

2.41 Véta.
Necht V' je normovany vektorovy prostor konecné dimenze, C' konvexni a

uzaviena podmnozina V', z € 0C. Potom existuje opérna nadrovina k C' v
bodé z.

Dukaz.
Mohou nastat dva pripady.

Prvni: Je C° = (). Podle Véty 2.22 pak existuje nadrovina H ve V tak, Ze
C C H. Takze H je opérna nadrovina k C' v bodé z.

Druhy: Je C° # (. Jelikoz dimenze V je konecnd a C° je konvexni a
oteviend, existuje podle Véty 2.40 nadrovina H ve V tak, ze HNC° =) a
z € H. Potom, podle Véty 2.33b, C° lezi v jednom z uzavienych poloprostori
uréenych H. Oznacéme ho tfeba H*. H* je uzaviend (Véta 2.33c), ¢ili C° C
HY, a jelikoz je C uzaviend a C° # (), je C = C = C° (posledni rovnost fika
Véta 2.19a), tj. C' C H*. Takze H je opérnd nadrovina k C' v bodé z.
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2.6 Hvézdicovité konvexnl mnozZina

2.42 Definice.
Méjme dan vektorovy prostor V', podmnozinu A prostoru V', a € V, a necht

pro kazdé = € A je a,z C A. Potom mnozinu A nazyvame hvézdicovité

konvexni vzhledem k bodu a.

2.43 Definice.
Necht V' je vektorovy prostor, A C V, x € A. Potom definujme mnozinu

A, ={yeV 7,y C A}.

2.44 Poznamka.

Déame dvé kritéria pro hvézdicovité konvexni mnozinu. Jedno kritérium dame

v této kapitole ve Vété 2.51, dalsi pak ve Véte 3.14.

2.45 Véta.
Necht (X, g) je metricky prostor, A, D dvé neprazdné disjunktni podmnoziny

X, A uzaviend, D kompaktni. Potom dist (4, D) > 0.

Diikaz.
Budiz dist (4, D) = 0. Potom existuje posloupnost {a,} -, bodti z A a po-
sloupnost {d,} —, bodt z D tak, ze lim g (a,,d,) = 0. Existuje vybrand

posloupnost {d,, },-, tak, ze klim dn, =d € D. Cili klimg(dnk,d) =0 a

klim 0 (ap,,dy,) = 0. Pro kazdé k plati odhad

0< Q<ank7d) < Q(ank7dnk) + ‘Q(dnk7d)
Takze klim 0(an,,d)=0,de A=A de AN D a A,D nejsou disjunktni.
Je tedy dist (A4, D) > 0.

2.46 Véta.
Nechf V' je normovany vektorovy prostor, necht

A, B(d,r)CV, wv=dist (A,B(d,r)) >0, e€(0,v).

Potom

dist (A,B (d,r —I—s)) >0.

30



Dikaz.
Pro stru¢nost ozna¢me D = B (d,r), D = B (d,r + ¢). Viz. Obr. 2.4.

Necht je z € D \ D, a € A. Potom

r
A =
Iz = d]

€ (0,1), Z=Xz+(1—=MN)de€ z,d, o(d,2)=r.

Odtud dostavame
0(z,2) ==zl = A =Nz =dl| = [z =d| -r <
— posledni nerovnost plyne z o (z,d) < r + e. Sectenim
0(z,2) <e,

dist (A, D) < o(.0).

dostavame
0(z,2)+dist (A, D) < 0(Z,a) +¢,

coz za pouziti trojuhelnikové nerovnosti dava
0 <dist (4,D) —e<o(z,a)—0(2,2) <o(za). (2.3)

Nerovnost 2.3 spliuje kazda dvojice z € D \D aae€ A atéz kazda
dvojice z € D a a € A. Je tedy

0 < dist (A, D) — & < dist (4, IN))

2.47 Véta.

Necht V' je normovany vektorovy prostor konecné dimenze, A C V, A uza-

viend, b € A, B(c,r) CV, B(c,r) disjunktni s A. Potom, ozna¢ime-li
M:{/\ZO:AQB(0+)\(b—c),T)7&@}, a = inf M,

D=B(c+ab-c),r),
jeDNA#0aDNA=0.

31



Obrazek 2.4: K Vété 2.46.

Dukaz.
Viz. Obr. 2.5, Obr. 2.6, Obr. 2.7. Necht o ¢ M. Potom AN D = (. A jelikoz

dimenze V je kone¢nd, je D kompaktni, a Véta 2.45 dava: dist (A, D) > 0.
Potom tedy existuje, a mizeme zvolit, € € (O, dist (A, D)) Podle Véty 2.46
je pak B(c+ alb—c),r+ 8) N A = (). Snadno lze ovéfit, Ze: pro kazdé &*,
0<e*<eg, je

*

g
Blc+a(b—c)+ —
( b=+ o

(b—c),r) CBlc+a(b—c),r+e),

6*
(z éeho?) a4+ — & M.
16— cll

Existuje tedy ¢islo ﬁ + a > « tak, ze pro kazdé A € M je A > —Hbicll + o>

a. Neboli existuje dolni odhad M, vétsi nez infimum « mnoziny M.
Musi byt tedy « € M. Pak je tedy AN D # (.
Necht z € AN D°. To znamena, Ze Q(c—i—oz(b—c),x) <rae=r1r-—

o(c+ a(b—c),z) > 0. Snadno lze pak ovéfit, Ze

xeB<c+a(b—c)—ﬁ(b—c),r>.

32



Takze je o — m € M, a soucasné o — m < «, a soucasné a = inf M.

Je tedy AND° = 0.

Obrazek 2.5: K Véteé 2.47.

Blc+a(b—c),r) B(C+a(b_c)+||—bi—c||(b_c)’r>

Obrazek 2.6: K Vété 2.47.

33



B(c+a(—c),r—e)

B (c,r)

B(c—ka(b—c)—ﬁ(b—c),r) Blc+a(b—c),r)

Obrazek 2.7: K Vété 2.47.

2.48 Véta.
Necht V' je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem, x,y € V', a > 0, a necht

pro kazdé 0 < A\ < a je ||z + Ay|| > ||z||. Potom (x | y) > 0.

Diikaz.
Pro kazdé 0 < A < « prislusnou nerovnost umocnime, a po tpraveé dostaneme

ANy ly)+2(x[y) >0.

Limitnim pfechodem A\ — 07 pak dostaneme (x | y) > 0.

2.49 Véta.
Necht V' je vektorovy prostor koneéné dimenze se skaldrnim soucinem, A C

V', A uzaviena. Potom A je hvézdicovité konvexni vzhledem k bodu a pravé
tehdy, kdyz pro kazdé x € A je a € co A,.

Drkaz.
Viz. Obr. 2.8.

1. Necht je A hvézdicovité konvexni vzhledem k bodu a. Potom je ziejmé
pro kazdé r € A:a € A, C coA,.

2. Nechf neni A hvézdicovité konvexni vzhledem k bodu a.
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Potom existuje b € A tak, Ze a,b nelezi celé v A — existuje u € (0,1)
tak, Ze pa + (1 — p)b ¢ A. Jelikoz je A uzaviena, existuje r > 0 tak, ze (je
c=pa+ (1—p)b) Blc,r)nA=0.

Jak plyne z Véty 2.47, oznacime-li

a:inf{Azo:AmB(c+A(b—c),r)7&@},
d=c+a(b—c),D=B(d,r),jeDNA#PaD°NA=(.Nechteec DNA.
Ziejmé je H- ={z €V : (x—e|e—d) < 0} dislunktni s H* = {z €
V:i@-—ele—d) > 0} (a ziefmé H = {z € V : (z—e|e—d) = 0}
nadrovina ve V).

Prokazdé 0 < A < aje AN B(c +A(b—c) ,T) = (). To znamen4, protoze
e € A, ze pro kazdé 0 < A < « je

e—(c+Ab-— c))H >, tj.,

He—d%—(a—A)(b—c)H > |le —d||.
Odtud, podle Véty 2.48, (e —d | b — ¢) > 0. Odtud, jelikoz a —d = k (b — ¢),
kdek‘zl—i—a < 0,jedale (e—d|a—d) <0.0dtud az|e—d|| =r
dostavame (a —e|e—d)=(e—d|a—d) —|le—d||*<0.Jeaec H™.

Necht z € A.. Protoze A je disjunktni s vnitikem D, je pro kazdé 0 <
p<1

|z + (1 —p)e—d|>r,  tj,
le=d+e@—e)||>e—d|

Podle Véty 2.48 je pak (r —e|e—d) > 0. Takze v € H", A, C H', a
vzhledem ke konvexité H*, co A, C H™.
Tedy existuje e € A tak, ze a ¢ co A..
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Obrézek 2.8: K Vété 2.49.

Obrézek 2.9: K Poznamce 2.50.
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2.50 Poznamka.
V dikazu bylo podstatné, ze metrika byla indukovana skaldrnim soucinem.

Tento nas postup by v obecném normovaném vektorovém prostoru nemusel
vést k cili (jako H by jsme vzali opérnou nadrovinu k D v e — ta by existo-
vala podle Véty 2.41). Viz. Obr. 2.9 pro prostor R? s normou H{xl}f:lH =

21| + |22

2.51 Véta.
Nechf V' je normovany vektorovy prostor konecné dimenze, A C V, A uza-

viena. Potom A je hvézdicovité konvexni vzhledem k bodu a pravé tehdy,
kdyz pro kazdé z € A je a € co A,.

Dukaz.
Zvolme bézi {vy,...,v4} prostoru V. Ziejmé g : V x V — R, g(u,v) =
a1by + - - -+ aqgbg, kde v = ajvy + - - - + aqug, u = byvy + - - - + bgug, je skalarni
sou¢in na V. Oznac¢me metriku indukovanou g, jako g.

ProtoZe dimenze V je konecnd, je A uzaviend ve (V) 4. Tvrzeni nasi

véty je pak jiz disledkem predchéazejici Véty 2.49.

2.7 Extremalni bod

2.53 Definice.
Necht V je vektorovy prostor, necht a, b je tisecka ve V. Jejim stredem budeme

rozumeét bod % (a + b). Pokud je a # b, nazveme ji nedegenerovanou.

2.54 Definice.
Necht V' je vektorovy prostor, A C V, z € A. Bod z nazveme extremdlnim

bodem mnoziny A, jestliZze neni stfedem zZadné nedegenerované usecky s kraj-

nimi body v A.

4To plyne ze zndmé véty funkcionalni analyzy:

2.52 Véta.
Vsechny normy na koneéné dimenziondlnim vektorovém prostoru jsou (navzajem) ekviva-

lentni.
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2.55 Poznamky.
a) Ekvivalentni formulace definice by mohla znit: ...Bod z nazveme ex-
treméalnim bodem mnoziny A, jestlize z kazdé rovnosti z = %a + %b,
kde a,b € A, plyne a = b.

b) Mnozinu v8ech extremalnich bodt mnoziny A budeme znacit ext A.

2.56 Véta.
Necht V' je vektorovy prostor, C' podmnozina V', x € V. Potom

ext (C —x) = (extC) — x.

Dikaz.
Véta je dusledek predchazejici Poznamky 2.55a).

2.57 Véta.
Necht V' je vektorovy prostor, C' konvexni podmnozina V', H opérna nadro-

vina k C, FF = HNC. Potom ext F' C ext C.

Diikaz.

Necht y € ext F. Nechf y = %a + %b, kde a,b € C. Kdyby a,b ¢ H, pak by y
muselo lezet v (konvexnim) otevieném poloprostoru uréeném H a C, tj. pak
by y ¢ H, ale y € F. Tedy a nebo b lezi v H. Tedy i pfimka timto bodem,
a bodem vy, urcend, lezi v H, jak lze snadno ovérit. Tedy a,b € HNC = F,
a=">. Tedy y € ext C.

2.58 Véta.
Necht C' je konvexni podmnozina vektorového prostoru a z € C. Potom bod

z je extremalnim bodem mnoziny C pravé tehdy, kdyz C'\ {z} je konvexni.
Dikaz.

Predpokladejme, ze C'\ {z} neni konvexni. Potom existuji a,b € C\ {z},
a # b, a e (0,1) tak, Ze Aa+ (1 —A)b ¢ C\ {z}. Podle predpokladu je
C' konvexni, je tedy z = Aa + (1 — A\)b. Odtud se jiz vidi, Ze z nemuze byt
extremalnim bodem C'. Je-li A € (O, %), staci polozit ¢ = b+ 2\ (a —b) a z je
pak stfedem tsecky c,b. Je-li A € (4,1), polozime c=a+2(1—A) (b—a) a

z je pak stiedem usecky @, c.
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Necht C'\ {z} je konvexni. Potom, je-li z = %a—l— %b, kde a,b € C, je

z=a=">. Tj. z extreméalni bod C.

2.8 Simplex

2.59 Definice.
Necht V' je vektorovy prostor, x1,...,x, body z V. O vektorech 1, ..., x,

fekneme, ze jsou afinné nezdvisle, jestlize vektory xo — x1,...,x, — x1 jsou
linedrné nezavislé.
2.60 Poznamka.
Definovany pojem nezavisi na oindexovani vektortu. Plati totiz, Ze vektory

x1,...,T, jsou afinné nezavislé praveé tehdy, kdyz z rovnosti
MTi 4+ AZn=0 a M+-+A =0

vyplyva

2.61 Definice.
Podmnozinu S vektorového prostoru nazveme n-simplexem, jestlize existuje

n + 1 afinné nezavislych vektort ey, ..., e, 1, jejichz konvexni obal je roven
S. Body ey, ..., e,.1 nazveme vrcholy n-simplexu S.

2.62 Véta.

Ve vektorovém prostoru méjme dan n-simplex S s vrcholy ey, .. ., e,,1. Potom

ext S ={e1,...,ens1} -

Dikaz.

Necht z € ext S. Potom je S\ {z} konvexni vlastni podmnozina konvexni S.
Neni tedy {ei,...,ens1} C S\ {2}, nebot S je nejmensi konvexni mnozina
obsahujici {ey, ..., e,y1}. Pro jisté k je tedy z = ey.

Nechf ¢, je vrchol. Pro které a,b € S plati e}, = %a + %b ? Do této rovnice
dosadime za neznamé a a b konvexni kombinace a = aye; + ... + ay 16,41 A

b= (ie1 + ...+ Bpi1€ns1. Dostaneme
(a1 +p)er+-+ (u+ 0 —2) e+ - + (g1 + Buy1) €nt1 = 0,
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a podle Poznamky 2.60 téz (ay + B — 2) = 0. Jde o koeficienty konvexnich
kombinaci, je tedy ai = OB, = 1, tedy a = b = ¢;. Tedy ¢ € ext S.
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Kapitola 3

Vyznacné véty v konecné
dimenzi

3.1 Carathéodoryova véta

3.1 Véta (Carathéodoryova véta).
Necht V' je vektorovy prostor, A podmnozina V. Kazdy bod co A je konvexni

kombinaci afinné nezavislych bodi mnoziny A.

Dukaz.
Necht z € co A. Potom

T=MT1+ -+ A\, (3.1)

kde z1,..., 2, € A, A, ., A >0, A1 +---+ A\, = 1.

Bud jsou vektory z1, ..., z, afinné nezavislé.

Nebo nejsou vektory xi,...,z, afinné nezavislé, a pak existuji cisla
ai,...,a,_1 tak, ze

ar (T, — 1) + -+ ap1 (T — Tpo1) = o0, (3.2)
a soucasné (ay,...,a,-1) # (0,...,0). Dale: naleznéme
|ay| |an—1| Ja1+---+an|
G = sup A—, ceey b\ s h\
1 n—1 n

a rozliSme dva pripady.
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1. G = @ pro néjaké i € {1,...,n — 1}. Vyjadieme z 3.2 vektor z; a

dosadme ho do 3.1. Dostaneme

n—1

Z()\ A% ) (Anﬂ,.“l*“‘“"—l)xn,
Q;

j=1 \H/_./ N —~ v

# >0 >0

kde soucet vSech koeficientti v linearni kombinaci je roven 1.

9 (G = lottan]

- Vyjadreme z 3.2 vektor z,, a dosadme ho do 3.1. Dosta-

neme

—_

x = Y <)\ + A\

1

a;
ZE]‘,
a;+ -+ ap_1

-~

>0

J

kde soucet vSech koeficientti v linearni kombinaci je roven 1.

V kazdém piipad€ jsme dostali vyjadieni z ve tvaru konvexni kombi-
nace n — 1 vektord z A. Tyto vektory mohou byt afinné nezavislé, a nebo
opét nejsou afinné nezavislé a postup znova opakujeme. Finalné, po konecné
mnoha krocich, dospéjeme k vyjadieni x ve tvaru konvexni kombinace afinné

nezavislych vektorti z mnoziny A.

3.2 Véta.
Ve vektorovém prostoru dimenze d neexistuje d + 2 afinné nezavislych bodi.

3.3 Véta (Carathéodoryova véta).
Necht V' je vektorovy prostor dimenze d, A podmnozina V. Kazdy bod co A

je konvexni kombinaci nejvyse d + 1 afinné nezavislych bodi mnoziny A.

Dukaz.
Plyne z Véty 3.2 a Véty 3.1.

3.4 Véta.
Necht V' je vektorovy prostor dimenze d, A podmnozina V. Potom co A je

roven sjednoceni vSech n-simplexii (n < d) s vrcholy v A.
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Dukaz.
Disledek Véty 3.3.

3.5 Véta.
Nechf K je kompaktni podmnozina normovaného vektorového prostoru di-

menze d. Potom co K je kompakt.

Dikaz.
Vezméme libovolnou posloupnost {yx},-, bodl z co K. Podle Véty 3.3 lze

kazdy bod y; vyjadrit ve tvaru konvexni kombinace

d+1, d+1
= \pxp + -+ A

d + 1 bodtt z K. Tim dostdvdme 2d + 2 posloupnosti {\i}.~, {zt},,,
i =1,...,d+ 1, posloupnosti bodi z kompaktu (0,1) nebo kompaktu K.
Z posloupnosti {\}},~, 1ze vybrat posloupnost {/\1 } ,_,» kterd konverguje v
(0,1), dejme tomu k \'. TéZ z posloupnosti {xkl } ,_; 1ze vybrat posloupnost,
kterd konverguje v K, k jistému 2!, atd .... V (2d + 2)-tém kroku miiZzeme
fici, ze existuje vybrané posloupnost {xijl} tak, ze nhm it =2t e K

a soucasné, proi = 1,...,d+ 1, lim )\Z =X €(0,1) a lim xk =2 c K.

n—oo n—oo

Potom, podle Véty 2.15¢, je

lim (/\k L A+ A d+1> P EINI UL e S e ¢

Nasli jsme tedy vybranou posloupnost {y,} -, kterd konverguje v co K.

3.6 Poznamka.
Podle Véty 3.5 jsou simplexy v kone¢né rozmérnych normovanych vektoro-

vych prostorech kompakty.

3.2 Minkowského véta

3.7 Véta (Minkowského véta).
Bud V' normovany vektorovy prostor koneéné dimenze, C' konvexni a kom-

paktni podmnozina V. Potom kazdy bod mnoziny C' je konvexni kombinaci

extremalnich bodt mnoziny C, neboli C' = co (ext C).
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Dukaz.
Provedeme indukci podle dimenze d prostoru V.

1. Pro d rovno 0 a 1 véta plati. (Potom jsou jedinymi kompaktnimi kon-
vexnimi podmnozinami usecky a (). Extremélni body tsecky jsou pravé jeji
krajni body.)

2a. Budiz d —1 libovolné pfirozené cislo, d > 1, a pfedpokladejme, ze véta
plati pro d — 1.

2b. Necht je V normovany vektorovy prostor dimenze d, C' konvexni a
kompaktni podmnozina V. Potom mohou nastat dvé moznosti, bud je C° = ()
anebo C° # ().

Je-li C° = (), potom existuje nadrovina x + W ve V tak, ze C C o + W
(Véta 2.22). Pak je C'— = konvexni a kompaktni podmnozina vektorového
prostoru W dimenze d — 1 (pro C' = ) je C' — z = (), podle definice C' — x).
Potom, podle indukéniho predpokladu, je C' — x = co (ext (C— x)) Tj. C =
co (ext C') (Véta 2.56).

Uvazujme nyni, je-li C° # (. C je neprazdnd vlastni (C' je omezend)
podmnozina V; je 9C # () (Véta 2.18).

Zvolme tedy x € 9C. Potom existuje opérna nadrovina H k C' v bodé x
(Véta 2.41). H,C jsou konvexni (uzaviené), tj. téz F' = H N C je konvexni
(uzaviend). Jelikoz je C' omezend, je téz F' omezena. Tj. F' je kompakt. Opét
je, podle indukéniho predpokladu, F' = co (ext F'). Jelikoz x € F a ext F' C
ext C' (Véta 2.57), je x € co(ext C). Tj. 0C C co (ext C).

Zvolme nyni x € C°. Z omezenosti a uzavienosti C' plyne toto: existuje
a € (V\CO)°; piimku L,, uréenou body a, x rozdéluje bod x na polopfimky
Ly, Ly s pocatkem z; necht a € L,; potom existuje b € (V \ O)° tak, ze
b € L. Podle Véty 2.19b je a,b N OC = {c,d}, pficem# = € c,d (navic: podle
Véty 2.19d C Na,b = ¢,d). = je tedy konvexni kombinaci ¢ a d, kde ¢, d €
co (ext C') (coz jiz bylo dokazano). Tedy = € co (ext C). Tedy C° C co (ext C).

Pro nas piipad C° # () tedy op&t mame C' = co (ext C).

2c. Timto bodem 2b je véta dokézana pro d.

Bod 2 plati pro kazdé pfirozené d, coZ (spolu s bodem 1) dovrsuje dikaz

Minkowského véty.
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3.8 Véta (Minkowski-Carathéodoryova véta).
Necht V' je normovany vektorovy prostor dimenze d, C' konvexni a kompaktni

podmnozina V. Potom kazdy bod mnoziny C' je konvexni kombinaci nejvyse

d 4 1 afinné nezavislych extremélnich bodt mnoziny C.

Duikaz.
Dusledek vét 3.7 a 3.3.

3.9 Véta.
Necht V' je normovany vektorovy prostor dimenze d, C' konvexni a kompaktni

podmnozina V. Potom je mnozina C' rovna sjednoceni vSech n-simplexi (n <

d) s vrcholy v ext C'.

Dukaz.
Dtsledek Véty 3.8.

3.3 Radonova véta

3.10 Véta (Radonova véta).

Necht M je alespon (d + 2)-prvkova podmnozina vektorového prostoru di-
menze d. Potom existuji M; a M, tak, ze M = My UMy, MiNM, =0 a
co My M co My # ().

Dukaz.
Necht {z,...,z,} C M, kde n > d+2 - tj. x1,...,2, nejsou afinné nezé-
vislé. Tj. existuji Ay, ..., A, tak, ze

Mxy+ -+ A\, = 0, (3.3)

A+ + A, = 0, a soufasné (Ag,...,\,) # (0,...,0). Oznaéme [t =
{20 I ={j: A <0},ad= > A, ti. A>0aX+ > A\ =0.

jert JeI—
Vezmeme-li nyni dvé libovolné mnoziny M, M, spliwjici {z; : j € [T} C My,
{zj:jelI }C My, MiynNMy,=0, M =M UMs,, dostaneme z 3.3

coM; > Z %xj = —Z %xj € co M,.

jer+ jel—
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3.4 Hellyova véta

3.11 Véta.
Necht {K,},

(X, 0), necht () K, = (. Potom existuje koneéna mnozina I'* tak, ze I'* C T,
el

cr Je soubor kompaktnich podmnozin metrického prostoru

N K, =0.

yeI'*

Diikaz.
Bud v € I', I'v = I'\{vw}. Z pfedpokladu véty plyne, ze K, C

X\ NK,), tj K, € U KS. Z tohoto pokryti kompaktu K, mno-
~v€lo ~v€Tlo
zinami KY, mnozinami otevienymi v X, lze vybrat konecné pokryti. Tj.

existuje konetnd mnozina I" tak, ze I' C TI'p a K,, C |J KS. Odtud:

yeI
Ky M (ﬂ&) =0
yel”

3.12 Véta (Hellyova véta).
Necht V' je vektorovy prostor dimenze d, necht . je systém alespon d + 1
konvexnich podmnozin V', necht kazdych d 4+ 1 mnozin z . ma nepréazdny
prinik. Necht je, budto . konecény, nebo, kazdd mnozina z . kompakt v
metrickém prostoru V. Potom prinik vSech mnozin z .¥ je neprazdny.
Diikaz.
Nejprve dokazeme vétu pro konecény systém ., a to indukci podle poctu
mnozin systému ..

Pro systém d + 1 mnozin véta plati, podle predpokladi.

Necht n > d + 1 a necht véta plati pro systém n mnozin. Necht
{C1, ..., Chi1} je systém spliujici podminky véty. Z indukéniho pfedpokladu
plyne neprazdnost nasledujicich prinikt

1 € CgﬂCgﬂ...an_H

1:2 € Cl N 03 N...N On—i—l (34)

Tn+1 € ClﬂCgﬂﬂCn
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Podle Véty 3.10 je {x1,..., %11} sjednocenim dvou jistych neprazdnych dis-
junktnich mnozin {z; : j € I*} a {z; : j € I"}, jejichz konvexni obaly maji
spolecny jisty bod a. Nebot je IT NI~ = (), mizeme psat, jak je vidét z 3.4,
z; € () Cj, pro kazdé j € I'T. Tedy co{z;:je It} C () C;. Podobné

jel- el
co{z;:jel } C () C;. Tedy
jer+

aEco{xj:je]+}ﬂco{xj:jel_}CClﬂCgﬂ...ﬂC’n+1.

Tim je dokazana prvni cast.

Nyni, necht nekonecny systém . spliiuje podminky véty a necht kazda
mnozina z . je kompakt. Kdyby prinik vSsech mnozin z . byl prazdny,
potom by existoval podsystém .’ systému ., jenz by byl konec¢ny, alespor

(d+1)-prvkovy, a (| C = 0; to plyne z Véty 3.11. Podle jiz dokézané ¢asti
Ces”’

nasi Véty 3.12, by pak bylo téz () C # 0.
ces

3.5 Kirchbergerova véta

3.13 Véta (Kirchbergerova véta).

Necht V' je vektorovy prostor dimenze d, necht A a B jsou dvé konecné
podmnoziny prostoru V, jejichz sjednoceni A U B ma alespon d + 2 prvki,
necht ke kazdé (d + 2)-prvkové podmnoziné C' sjednoceni AU B existuje
nadrovina ve V, jez silné separuje mnoziny A N C a BN C. Potom existuje

nadrovina ve V| jez silné separuje mnoziny A a B.

Dukaz.
Vnoime prostor V' do prostoru dimenze d + 1. Presnéji feceno: Zvolme bazi

prostoru V', bazi {vq,...,v4}. V X [v4] bude redlny vektorovy prostor, jestlize
operaci nasobeni skalarem definujeme tak, ze pro kazdé a € R a (v, fuy) €
V' X [vg] je a(v, Bvg) = (aw, afvy), a jestlize operaci s¢itani definujeme tak,

ze pro kazdé (v, avy), (u, fvg) € V' X [v4] je
(v, avg) + (u, fvg) = (v + u, vy + Pug) .
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Téz X = <V x [va] \ {(v,0) :v,0 € V}) UV (pfipominadm, Ze o znadi nulovy
vektor) bude redlny vektorovy prostor, jestlize operace definujeme pomoci
bijekce

(x,0) prox €V,

x jinak,

f: X =V |, f(x):{

a to néasledovné: pro kazdé o € R a x € X je awr vzor af (x) pii zobrazeni
f, apro kazdé z,y € X je x +y vzor f (z)+ f (y) pfi zobrazeni f. S takto
definovanymi operacemi je tedy X realny vektorovy prostor. Prostor V je
podprostorem prostoru X, {vl, .., 0g, (0, vd)} je baze X a dimenze X je
d + 1. Budeme znacit v41 = (0, vq).

Na X definujme skalarni soucin: pro kazdé x = x1v1 + -+ + 241104401 € X
akazdé y = y1v1 + - + Yar1va1 € X je (x| y) = w1y + - + Tar1Yar-

V X budeme uvazovat takovéto oteviené poloprostory: pro kazdé a € A

definujme otevieny poloprostor
H(a)={z e X : (z]a—v41) <0}, (3.5)
a pro kazdé b € B definujme otevieny poloprostor
H®b)={zreX:(x]|b—uv41)>0}. (3.6)

Ztejmé jsou definice korektni. Nebot pro kazdé a € A je a —vgy1 # o, tj.
linearni forma, jez urcuje otevieny poloprostor H(a), je nenulovi. Podobné
pro H(b).

A a B jsou disjunktni, to plyne z predpokladt véty ze silné separace. Pro
kazdé a € A, a soucasné pro kazdé b € B, jsme tedy definovali pravé jeden
otevieny poloprostor. Dale plati, ze je-li ¢,d € AU B, potom H(c) = H(d)
prave tehdy, kdyz ¢ = d. To plyne z tohoto: Uzavér otevieného poloprostoru
H(c) s hrani¢ni nadrovinou H, je roven H(c) U H, (Véta 2.33d). Paralelni

tvahou pro d, se stejnym znacenim, mame téz H(d) = H(d) U Hq. Z rov-
nosti H(c) = H(d) tedy téz plyne rovnost nadrovin H, = H,. Tedy existuje
r # 0 tak, Ze pro kazdé z € X je (x| d—vn41) =7(x | ¢ — vys1), neboli
((r—1)z | c—d) =0 (Véta 2.32). Odtud, pro = = ¢ — d, dostévame ¢ = d.
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Vztahy 3.5, 3.6 je tedy dano vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoziny
AU B na mnozinu vsech otevienych poloprostori 3.5 a 3.6 definovanymi, tj.
na mnozinu . = {C C X : existuje ¢ € AU B tak, ze C = H(c)}. Tj. & je
koneény, alesponi (d+ 2)-prvkovy systém konvexnich podmnozin vektorového
prostoru X dimenze d + 1.

Necht {C1,...,Cyi2} C 7. Podle posledniho odstavce pak existuje mno-
zina {cy,...,cay2} C AU B tak, ze C; = H(c1),...,Cyro = H(cay2). Z pied-
pokladt véty plyne, Ze existuje linearni forma f: V — R a a € R tak, ze:

1. pro kazdé a € {c1,...,car2} NAje f(a) < a,

2. prokazdé b € {cy,...,carat N Bje f(b) > a,
neboli tak, ze:

1. pro kazdé a = ajv1 + -+ 4+ aqug € {c1,...,cara}t N A je
arf (v1) + -+ +aaf (va) —a <0,
2. pro kazdé b = bjvy + -+ - + bgug € {c1,...,car2} N B je
bif (v1) + -+ baf (vg) —a > 0.
Potom nam 1 a 2 téz rika, ze
fo) v+ -+ f(va) va+ avgyr € Cr 0. N Cygo.

Systém . tedy spliuje podminky véty 3.12. Tj. existuje

T =x101 + -+ Tqvq + Tgi1Vg41 € ﬂ C.
ces

Tj.:

1. pro kazdé a = ajvy + - -+ aqug € A je arxy + -+ + agrg — xq11 <0,

2. pro kazdé b = byvy + -+ -+ bgug € B je byxy + -+ + bgrg — w4401 > 0.
Zfejmeé je u = x1v1 + - - - + x4V F# 0, v opacném piipadé by bylo vidét z 1 a 2
spor. Je tedy g : V — R, g(v) = (v |u) nenulova linearni forma na V,
takova, ze pro kazdé a € A je g (a) < x441, a pro kazdé b € B je g (b) > zay1.

Tj., mnoziny A a B jsou silné separovany nadrovinou H = {v € V : g (v) =

$d+1}-
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3.6 Krasnoselského véta

3.14 Véta (Krasnoselského véta).

Necht V' je normovany vektorovy prostor dimenze d, A C V, A alespon
(d+1)-prvkova a kompaktni, a necht pro kazdou (d+1)-prvkovou podmnozinu
{x1,...,24:1} mnoZiny A existuje y € V tak, ze 71,y C A, ..., Tq;1,y C A.

Potom A je hvézdicovité konvexni.

Dukaz.

Pro kazdé x € A je A, uzaviena: Nechf y € A,. A je kompaktni, tj. je uza-
viend, a obsahujici A,, tj. A, C A, tj. y € A. Vezmé&me bod Mz + (1 — \)y €
7, y. Existuje posloupnost {y,} bodt z A, tak, ze limy, = y. Pro kazdé n je
pak Az + (1 — Ny, € T, 7, C A, a podle Véty 2.15 pak existuje

Hm(Az 4+ (1= Ny,) = Az + (1 = Ny,

tji. A+ (1—Ny € A, tj. Mo+ (1= Ny € A tj. T,y C A, tj. y € A,. Je
tedy A, uzaviena.

Téz plati pro kazdé xz € A: A, je uzaviena podmnozina kompaktni A, je
tedy A, kompaktni, podle znamé véty z analyzy. Podle Véty 3.5 je téz co A,
kompaktni.

Polozme . = {C : existuje x € A tak, ze C = co A, }.

Je-li . nejvyse d-prvkova, je . = {Co Agyy...,c0 Amj} pro néjaké 1 <
J < d. Podle predpokladu véty existuje y € V' tak, ze

ye A, N...NA,; CcoAy, N...NcoAy,.

Protoze pro kazdé = € A je co A, € ., je téz pro kazdé = € A: y € co A,.
Podle Véty 2.51 je A hvézdicovité konvexni vzhledem k y.

Nyni, je-li . alespoii (d + 1)-prvkova. Pro kazdou (d + 1)-prvkovou pod-
} C 7 existuje y € V tak, ze

mnozinu {co A,,,...,coA,,,,

yeA, N...NA CcoA;, N...NcoA

Td+1 Td+1?

podle predpokladu véty. Pifidame-li k tomu jesté fakt, ze kazdé C' € &
je konvexni a kompaktni, bude .% spliiovat podminky Véty 3.12, tj. bude
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existovat a € V tak, ze a € () C. Pro kazdé z € A je: coA, € 7, tj.
Ces

a € coA,. Tj., podle Véty 2.51, A je hvézdicovité konvexni vzhledem k a.
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Kapitola 4

Krein-Milmanova véta

4.1 Extremalni podmnozina

4.1 Definice.
Necht V je vektorovy prostor, A C V, A konvexni, B C A, B konvexni. Rek-

neme, ze mnozina B je extremdlni podmnoZinou mnoZiny A, jestlize B # () a
pro kazdé x,y € A plati: pokud existuje A € (0, 1) tak, ze \x+(1 — \)y € B,
potom z,y € B.

4.2 Véta.
Necht V' je vektorovy prostor, A C V. Necht mnoZina B je extremélni pod-

mnozinou mnoZiny A a necht mnozina C' je extremélni podmnozinou mnoziny

B. Potom mnozina C' je extremalni podmnozinou mnoziny A.

Dutkaz.
Podle Definice 4.1 jsou mnoziny A a C' konvexni a je C' C A.

Necht je x,y € A. Predpoklddejme, Ze pro néjaké A € (0,1) je
Ax+ (1 =Ny € C. Jelikoz C C B, je Ax +(1— Xy € B. Protoze B je
extremalni podmnozinou A, je z,y € B. B je extremalni podmnozinou C|
tedy z,y € C.

4.3 Véta.
Necht V' je vektorovy prostor, A C V,

Z :={B : B je extremélni podmnozina mnoziny A}
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Potom mnozina [|.% je extremalni podmnoZinou mnoziny A, pokud je ne-
prazdna.
Dukaz.
Mnoziny A a ()% jsou konvexni a plati (|.% C A, podle Definice 4.1 a
Véty 2.7.

Je-li z,y € A a existuje A € (0,1) tak, ze Az + (1 — \)y € [).%, potom
A+ (1 — Ny € B pro kazdé B € .%. Pak =,y € B pro kazdé B € #. Pak
musi byt z,y € (.Z.

4.2 Uzavreny konvexni obal

4.4 Definice.
Nechf V' je normovany vektorovy prostor, A C V. Definujme potom mnozinu

0" A rovnosti

A= ﬂ {C:AcCC,CcCV,C konvexni, C' uzaviena ve V'} .

4.5 Poznamka.
Mnozinu ¢6” A budeme nazivat uzavienym konveznim obalem mnoZiny A.

4.6 Poznamka.

Bude-li zfejmé o ktery normovany vektorovy prostor V' se jedna, budeme
namisto c0" A psat CoA.

4.7 Véta.

Nechf V' je normovany vektorovy prostor, A C V. Potom

c0A=coA.

Dukaz.
Podle Definice 4.4 a Definice 2.24 je co A C ¢o A. Pak jeico A C ¢o A. Podle

Definice 4.4 je ¢0A uzaviena, tedy je co A = co A. Tj. je
coACCcoA.
(

Mnozina co A je uzavienda a konvexni ( podle Véty 2.16 ). Z Definice 4.4
plyne, ze musi byt

coACcoA.
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4.3 Krein-Milmanova véta

4.8 Poznamka.
Také nasledujici vétu, Vétu 4.9, budeme potiebovat k dikazu Krein-Milma-

novy vety.

4.9 Véta.
Necht V' je normovany vektorovy prostor, C' C V, C' je konvexni a uzaviena,

x € V' \ C. Potom existuje nadrovina H ve V tak, ze
a) H je uzaviend ve V,

b) H silné separuje mnoziny {z} a C.

4.10 Véta.
Necht V' je normovany vektorovy prostor, C' neprazdné konvexni podmnozina

V', C kompaktni. Potom ext C' # ().

Dukaz.

Definujme mnozinu
F ={E:E +#0, FE je extremédlni podmnoZina C, E je uzaviena} ,
a mnozinu o
0C . F X F, (E,F)ep<s ECE.

0 je usporadéani na 7.

Kazdy fetézec v .%# je zdola omezeny: Je-li . C ¥, T fetézec v .F,
Ey =7, pak Ey € F, Ey # 0 a EqoF pro kazdé E € T ( Podrobnéji:
Ey je extremalni podmnozina C', podle Véty 4.3. Evidentné je Ey uzaviena.
Pro libovolné 7 splijici 7' C 7, J’ konecné, plati (|7’ # 0 ( plyne z
kompaktnosti C' a z Cantorovy véty o neprazdnosti priniku do sebe viaze-

nych kompaktii ). Odtud, a z opétovného vyuziti kompaktnosti C', plyne, ze
Ey 0. )

Podle Zornova lemmatu existuje E,,;, € % tak, Ze
(VE € F )( EoEnin = E = FEpnn ) . (4.1)
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Je-li
Epin = {2}, (4.2)
pak z € ext C, a ext C' # ().
Sporem ukazeme, Ze jiny ptipad, nez 4.2, nastat nemuze. Tim bude
Véta 4.10 dokazana. Predpokladejme tedy, ze existuji x,y € F,, tak, ze
x # y. Podle Véty 4.9 pak existuje spojita linearni forma f na V ac e R

tak, ze
ref{reV: f(x)<c}, ye{reV:f(x)>c}.

Pak ale, je-li

o= 1)
a
E . =FEpmN{xeV:f(x)=a},
je:

1. E/

min

2. E! .. # 0 ( Protoze je E,,;, kompaktni a f spojita. ),

konvexni a uzaviena ve V,

3. mnozina £ . je extremalni podmnozinou mnoziny FE,;, ( Vyuzitim
bodu 1 a vztahu E,,;,, C {z € V : f (z) > a}. ),

4. mnozina E/ . je extremalni podmnozinou mnoziny C' ( Plyne z bodu 3
a Véty 4.2. ),

5. mnozina E/ ;. je vlastni podmnoZzina mnoziny Emin (y € Emin\Ep, )-

Celkem: E! . € F E! . 0Fnin, E . # Enm. A soucasné plati 4.1. Spor.

min

4.11 Véta (Krein-Milmanova véta).
Necht V' je normovany vektorovy prostor, C' neprazdnd podmnozina V', C'

konvexni a kompaktni. Potom C' = 0o (ext C).

Dukaz.

Jelikoz je C' konvexni a uzaviena, je co C' = (', a nasledné:

co(extC) C C.
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Zbyva dokazat, ze
C Cco(extC). (4.3)

Kdyby neplatilo 4.3, pak by existovalo z € C tak, ze © ¢ ¢o(extC). A
nasledné by podle Véty 4.9 existovala spojita linearni forma f na V ac e R

tak, ze:

co(extC) Cc{z eV: f(x)>c}, re{reV: f(x)<c}.
Je-1i pak
a= inf f(z),

F=Cn{zeV:f(x)=a},
je:
I konvexni,
F kompaktni,
F#10,
4. ext F' # () ( Podle Véty 4.10. ).
Tedy existuje y € ext F' tak, ze

w =

yef{xeV:f(x)<c},

a soucasné

ye{reV:f(x)>c},

( plyne z Véty 2.57 ), coz je spor. Musi tedy platit 4.3.

4.12 Poznamka.

V Krein-Milmanové vété nelze podminku kompaktnosti mnoziny C' oslabit

podminkou omezenosti a uzavienosti mnoziny C', jak dokazuje Ptiklad 4.13.

4.13 Priklad.

Budiz a,b € R, a < b, a soucasné

V={f: f:(ab)—R, fspojitd}

a soucasné

n:V-=R,
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VieV  n(f)= max |f(x)].

z€{a,b)

Mnozina V je spolu s obvyklym s¢itanim funkci a nasobenim funkce po sloz-

kach a opatfena normou n normovanym vektorovym prostorem. Je-li
C= {feV:Vxe (a,b) |f ()] g1},
potom plati: C' je konvexni, omezené, uzaviena ( ve V'), C' neni kompaktni,

extC = {f (Va € (a,b) f(z)=1) anebo (Vz € (a,b) f(z) :—1)},

co(ext C) = {f: (Fce(-1,1))(Vz € (a,b) f(x):c)}.

4.14 Poznamka.

Dokonce ani ve Vété 4.10 nelze podminku kompaktnosti mnoziny C' oslabit

podminkou omezenosti a uzavienosti mnoziny C', jak dokazuje Ptiklad 4.15.

4.15 Priklad.
Nechf V' je normovanym vektorovym prostorem z Prikladu 4.13. Je-li pak

cz{fev:ffzo,(vxem,w !f(x)lél)}a

je: C konvexni, omezend, uzaviend ( ve V' ), C' neni kompaktni,

ext C'=10.
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Kapitola 5

Problémy spravedlivého
rozdéleni — teorie

5.1 Dusledky Minkowského véty

5.1 Véta.
Necht n € N.
Necht X C R", X # (), X lebesgueovsky méFitelna.
Necht k € N, k > 2.
Necht
X1, Xs
je posloupnost spliujici:
(i) pro kazdé i € {1,...,k} je X; C X, X; # 0, X; lebesgueovsky méfi-
telna,
(ii) pro kazdé 7,5 € {1,...,k} plati: je-li ¢ # j, pak X; N X; =0,
(i) X1 U...UX, = X.
Necht

A1y ooy AL

je posloupnost realnych cisel splnujici:
pro kazdé i€ {1,...,k} je 5, >0, + -+, =1.

Necht
Al A
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je posloupnost realnych c¢isel splnujici:
prokaidé 1€ {1,,]€} je )\120, )\1++>\k:1
Necht f: X — R,

m (X1)

s

e X (7) -

pro kazdé = € X ( xx, znadi charakteristickou funkci mnoziny X; a m (X;)

Lebesgueovu miru mnoZiny X; ).

Necht g : X — R,

+o X (@)

m (Xg)

pro kazdé z € X.

Necht p: M — R, u(A) = [ fdm pro kazdé A € M, pficemz M znadi
A

systém vSech lebesgueovsky méfitelnych podmnozin mnoziny X, m znaci

Lebesgueovu miru na X a [ f dm Lebesguetv integral.
A

Necht v : M — R, v (A) = [ gdm pro kazdé A € M.
A

A finélné, necht z : M — R, 2 (A) = u(A)+v (X \ A) pro kazdé A € M.
Potom existuje M € 91 tak, ze
z(M) = sup z (4),

Aem

p(M)>-, v(X\M)>

N | =
N —

Toto M € 9t mé nasledujici vlastnost: Je-li Z : M — R¥,

Z(A) = {%}11

pro kazdé A € M, a je-li K mnozina vsech r € R¥, z = {xi}le, jez jsou

FeSenim soustavy nerovnic:
T+ T 2 5
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1
)\1$1+~--+)\k$k§§7

pro kazdé i€ {1,...,k} 0<z; <1,

pak Z (M) € ext K.

5.2 Poznamka.
Pti dikazu Véty 5.1 hraje hlavni roli pouziti Minkowského véty.

5.2 Drusledky Krein-Milmanovy véty
5.3 Véta (Ljapunovova véta).
Necht n € N, (X, 90) je méfitelny prostor,

[, i

posloupnost spliujici: pro kazdé i € {1,...,n} je u; neatomickd pravdépo-

dobnostni mira na 9. Potom

{oer: 3aem o= {u (A}

=1
je kompaktni a konvexni podmnozina R".

5.4 Poznamka.
Jeden z moznych dikazi Ljapunovovy véty spociva v pouziti Krein-Milma-
novy véty ve verzi pro lokalné konvexni topologické vektorové prostory. Tento

typ dikazu pochazi od J. Lindenstrausse.

5.5 Véta.
Necht n € N, (X, 90) je méfitelny prostor,

[15 - s

posloupnost spliujici: pro kazdé i € {1,...,n} je u; neatomickd pravdépo-
dobnostni mira na 91.
Necht £ € N, P mnozina vSech posloupnosti

P, ..., P
splnujicich:
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(i) pro kazdé j € {1,...,k} je P; € I,
(ii) pro kazdé j,l € {1,...,k} plati: je-li j # [, pak P; N P, = (.

Potom mnozina
{C e R™* ;. existuje {P]}f:1 € P tak, ze C' = (p; (P;)) }

je kompaktni a konvexni podmnozina R™**.

Je-lin=k, f:P—R,

F(IPYLL) = s (P + 4 g (Pa)

pro kazdé {P;}_, € P, pak existuje {M,},_, € P tak, ze

F{) = sw f({RYL) -

{Pi}i_.€P

5.6 Poznamka.
Ve Véte 5.5 se k diikazu konvexity vyuzije Ljapunovova véta. Je to jeji snadny
dtsledek.
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Kapitola 6

Problémy spravedlivého
rozdéleni — praxe

6.1

Dejme tomu, ze namisto této stranky mame pred sebou kola¢ z Obrazku 6.1
(str. 68). A Ze se o né&j pravé hadaji dvé déti — nemohou se shodnout na tom,
jak si ho mezi sebou spravedlivé rozdélit.

Jak tento spor spravedlivé rozhodnout? Protoze kola¢ mé (nastésti) na-
hodou jednoduchy tvar, nabizi se okamzité feseni, zZe bychom ho rozdélili na
osminy, kazdou ¢tvrtinu napul. Tj. kazdé dité by dostalo z kazdé ¢tvrtiny
kolace prislusnou pulku. Ale i pak by problém nemusel byt vyfesen, jak si lze
snadno predstavit. Jedno z déti by si tfeba mohlo postavit hlavu, napt. ze
mu zrovna mak nechutna, nebo Ze stejné nadrzujeme druhému ditéti, atp...

Jak tedy dal?

Vychodiskem by mohlo byt nésledujici: pouzit matematiku. Postupovali

bychom néasledovné:

1. Nejdiive vyzveme prvni dité, aby si predstavilo, ze kola¢ je jakoby cely
jeho, a za kolik je ochotno ho nam prodat — cely nebo néjakou jeho ¢tvr-
tinu. Vyzveme ho, aby si jednotlivé ¢asti kolace takto ocenilo (ohodno-
tilo) podle toho, jak moc si jich ceni, jak moc je chce. Tj. kdyby mélo
nejradsi tvaroh, aby byla nejdrazsi tvarohova c¢tvrtina, kdyby nemélo
viitbec rado tfeba mak, aby byla nejlevnéjsi makova ¢tvrtina, atp... .
Dejme tomu, ze by udalo ceny dle Tabuky 6.1 na strané 69. A dejme
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tomu, ze by souhlasilo s tim, ze kdyby vyTizlo z kolace kteroukoliv ¢ast

A jeho cena by pak byla dana vzorcem ( v K¢ ):

S(ANX) | o S(ANXy) o S(ANXy) o S(ANXY

5 TS (X S () S (Xs) S(Xy)

kde S (X;) je obsah drobenkové ¢tvrtiny kolace a S (AN X;) je obsah
toho vyseku z ¢asti A, jez lezi pouze v drobenkové ¢tvrtiné kolace, atp.
pies zbylé Gtvrtiny kolace - viz. Obrazek 6.2 (str. 70). Cili cena ¢asti A
by pak prosté byla pfimo timérna jeji plose. Cenu ¢asti A vztdhneme k
cené celého kolace, tj. vyjadiime ji v procentech, respektive ve zlomcich.
Dostaneme:

1 S(ANX)) 7 S(ANXy)

P =5 s T2 S

4 S(ANX3) 1 S(ANXy) 6.1
12 S(X3;) 24 S(Xy (6.1)

. Poté vyzveme druhé dité, aby udélalo to samé. Dejme tomu, Ze si podle
sebe oceni kola¢ cenami z Tabulky 6.1, a nasledné podle vzorce
5 S(ANX 1 S(ANnX
Lo 5 SANX) 1 S(NnK)
12 S(X1) 12 S (Xs)
3 S(ANnX 3 S(ANnX
_.g_k_.u, (6.2)
12 S (X3) 12 S(Xy)
pticemz v (A) je cena zvolené ¢asti A vyjadiend uz v cené vztdhnuté k

celkové cené kolace, vyjadiena uz v zlomku z celkové ceny kolace.

. Nasledné se pokusime z kolace vytiznout ¢ast A tak, aby pii nasled-
ném fiktivnim odkupu kolac¢e od déti, by prvni dité dostalo za cast A
zaplaceno alespon 50% ze 120 K¢ a druhé dité za zbyvajici druhou ¢ast
kolace, ¢ast B, dostalo zaplaceno alespon 50% ze 192 K¢é. Tj. pokusime

se kolac rozdélit na dvé ¢asti A a B tak, aby

p(A) >

DO | —
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v(B) >

N

4. Pokud se nam kolac takto podari rozdélit, dame prvnimu ditéti ¢ast A,
druhému ditéti cast B.

Pokud by tedy déti souhlasily s pouzitim matematiky a pokud by se ndm
podafilo takto rozdélit kold¢ na dveé ¢asti, z jejich strany by to mohlo byt
povazovano za spravedlivé rozsouzeni sporu. Kazdé by dostalo dil v hodnoté
alespon poloviny celkové ceny kolace.

Dejme tomu, ze s tim vsim souhlasi, a ze takovéto rozdéleni kolace po-
vazuji za spravedlivé. K vyfeSeni problému uz sta¢i jenom najit né€jaké kon-
krétni spravedlivé rozdéleni kolace. Uvedu jich nékolik, vétsinou jenom jako

vysledky, bez vypocti. Rozdéleni uvedené jako posledni je i s vypoctem.

1. Prvnimu ditéti vyfizneme z tvarohové ¢tvrtiny cast A ve tvaru kruhové

visece se stfedovym thlem o velikosti 222 °. Cena této Casti je pak

7
presné 50 % ze 120 K¢, ¢ili je pu (A) = 3.

2. Céast A pat¥ici prvnimu ditéti bude tvofena celou tvarohovou ¢tvrtinou

a dale vyfezem z marmeladové ¢tvrtiny ve tvaru kruhové vysece o stie-

dovém uhlu o velikosti @ °. Pro ¢ast A, a zbylou &ast B pFinalezejici
druhému ditéti, je pak p(4) = v (B) = 2.

3. Kazdou ¢tvrtinu rozdélime pfesné naptl, vzniklé dvé osminky rozdeé-
lime po jedné spravedlivé mezi obé déti. Cast A pFipadajici prvnimu
ditéti tedy nebude tvorit kompaktni celek. Podobné ¢ast B pripadajici
druhému ditéti. Bude platit 1 (A) = v (B) = 3. Je to tedy stejné roz-
déleni kolace jako na zacatku. Rozdil mezi nimi je ale velky — do tohoto

rozdélovaciho procesu vstupuje ( téméf vyhradné ) pouze dité samé.

4. Vezmeme niiz a drzime ho nad stolem tak, aby jeho ostfi bylo nad
piimkou p z Obrazku 6.2. Zacneme jim posunovat smérem ke kolaci
tak, ze jeho ostti bude v kazdém okamziku stale rovnobézné s primkou

p. Kdykoliv, kdy budeme s nozem nad kolac¢em, miizeme pohyb zastavit,
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a provést fez — pfi némz bude ostii noze stale rovnobézné s primkou
p. Pokud pohyb zastavime v momentu, kdy budeme nad tvarohovo-
marmelddovou polovinou a kdy od stfedu kolace bude ostii noze ve
vzdélenosti v pro niz plati

!
v=r-cosg,

kde r = 30 cm ( ¢ili r je polomér kolace ), a « je FeSenim rovnice

) 6
sina =a — —m,

11
a nasledné provedeme prislusny fez, zbyde po levé strané kolace cast A
pro niz je p (A) = % Tyto vsechny vysledky plynou snadnym odvoze-
nim z 6.1. Letmym pohledem na Tabulku 6.1 lze pak zjistit, Ze pro ¢ast
kolace po pravé strané noze, pro ¢ast B, urcité plati v (B) > % Vzda-
lenost v nemusime znat presné, vzdyt cepel noZe muze mit tloustku

maximalné nékolik desetin milimetru. Cili hodnotu o mfizeme uréit
priblizné, tfeba pomoci iteracni metody: v MFCHT, kde je vykres-
len graf funkce sinus, zjistime pfiblizny kofen oy = 2.5. Tu budeme
brat jako pocatecni hodnotu. Po 36 iteracich mame ag; = 2.3936929,
aze = 2.3936965. To uz je dostateénd presnost na provedeni fezu. Jinak
MATHEMATICA s ptikazem FindRoot dava a — 2.39369. Vysledek:

v = 10.96 cm.

5. Rozdélme kola¢ na dvé poloviny. Na tvarohovo-marmeladdovou polovinu
a na drobenkovo-makovou polovinu. Tvarohovo-marmeladovou polo-
vinu, ¢ast A, si vezme prvni dité, zbylou polovinu, ¢ast B, druhé dité.

Bude pak platit 1 (4) = 3, v (B) = 2.

6. Polozme si otazku: pokud budeme brat vSechna spravedliva rozdéleni

kolace na ¢asti A a B ! a soudasné s tim vSechny soudty

(A +v(B), (6.3)

1tj. z kolade vytizneme kazdou ¢ast A, pro niz bude platit p (A4) > %, a soucasné pro
druhou zbylou ¢ast B, bude plati v (B) > %
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narazime na spravedlivé rozdéleni kolace, pro které je soucet 6.3 ze

vSech spravedlivych rozdéleni maximalni?

Zvolme libovolné spravedlivé rozdéleni kolace na ¢asti A a B. Vztahy
1

A) > =

/’1’< ) —_ 2 )

1
2 Y

lze prepsat takto:

v(B) <

Y

N~ N~

z2=1+p(A)—v(A)

( to plyne z rovnosti v (A) + v (B) = 1, kterou lze odvodit z 6.2 ).
A nasledné takto:

LN SRR R S 6.4
g T T B Ty =50 ‘
5 1 3 3 1
il il il 2o < )
12$1+12JI2+125E3+12I4_2, (65)
9 1 1 5
—1- = - g — ‘
z 24$1+2x2+12933 51 T4 (6.6)
S(AN X)) S(ANX,) S (AN Xs) S(ANX,)

Evidentné plati:
L 0<a,<1, (6.7)

Necht K je mnozina vSech feSeni soustavy téchto deseti linedrnich rov-
nic: 6.4, 6.5, 6.7. Bereme-li postupné vSechna feseni z K a jim odpovi-

dajici ¢isla 2z z 6.6, potfebujeme védét, jestli narazime na néjaké feseni
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X1,T2,T3,Ts ,

pro které je z ze vSech nejvétsi. A pokud ano, jak takové feSeni

vypada.

Pohledem na 6.6 a nerovnosti 6.7 vidime, zZe jediny adept na TfeSeni je
0,1,1,0

protoze druhy a paty s¢itanec v 6.6 jsou zaporna c¢isla. Dosazenim
do 6.4 a 6.5 zjistime, ze je to skute¢né hledané teseni. MATHEMA-
TICA s prikazem Maximize dava stejné Teseni.

Témto ¢islim odpovidd jedind cast kolace, jedina cast A. Je to
tvarohovo-marmelddova polovina.

Odpovéd na nasi otazku je tedy kladna. Pozadované spravedlivé rozdé-
leni existuje, a to pravé jedno. Je jim rozdéleni uvedené v predchazeji-

cim bodé 5.
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Tvaroh

Drobenka

Marmelada

60 cm

Obrazek 6.1:
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prvni dité

druhé dité

cena v %, | cena v K¢ | cenav %, | cenav K¢
ve zlomcich ve zlomcich

cely kolac 1 120 1 192

drobenkovéa i 5 % 80
¢tvrtina X,

tvarohova % 70 % 16
¢tvrtina X,

marmeladova % 40 % 48
Ctvrtina X3

makova ﬁ ) % 48
Ctvrtina Xy

Tabulka 6.1:
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S(ANX,)

Obrazek 6.2:
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Kapitola 7

7.1

7.1 Priklad.
Na Obrazku 7.1 je galerie s obrazy, kterou hlida jediny pracovnik galerie.

Trojice zlodéju se proto rozhodla, Ze néjaky obraz ukradnou. AvSak vzdy,
kdyz dva z nich chtéli upoutat pozornost, hlida¢ se pokazdé postavil tak, ze
vidél i zbylého tretiho. Kdyz ptjdou zlodéji pristé krast ve ctyrech, ptijdou

najisto?

7.2 Priklad.
Vyslovme znovu Priklad 7.1, pouze s tou zménou, zZe si galerii zjednodusime.

Budeme ji uvazovat ve dvou rozmérech, v ptidorysu. Ten je na Obrazku 7.2.

Reseni.
Rovinu, v niZ leZ{ galerie, ztotoZznime s mnozinou R2. Galerie je pak urcena
jistou mnozinou A C R2. Podle zadani piikladu a podle Véty 3.14 je mnoZina

A hvézdicovité konvexni.
Pro hlidace se tedy nékde nachazi misto, z néhoz ma vyhled po celé galerii.

Reseni (P¥ikladu 7.1).

Zvolme kteroukoliv rovinu, jez je rovnobézna s podlahou galerie a jez protina
stény galerie. V této roviné existuje misto, z néhoz je galerie — v rdmci této
roviny — uhlidatelna. To plyne ze zadani Prikladu 7.1 a z feSeni Ptikladu 7.2.
Jelikoz jsou podlaha a strop galerie rovné a rovnobézné, a stény galerie jsou

k nim kolmé, je z tohoto naseho mista galerie uhlidatelné cela.
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Obrézek 7.1
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Obrazek 7.2
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Mozné strazni stanovisté v galerii, v galerii jak z Piikladu 7.1 tak z P1i-
kladu 7.2, jsou na Obrazku 7.3.

7.3 Priiklad.
Dva speleologové se ocitnou v jeskyni s malbami na sténach a maji jedinou
svitilnu schopnou svitit do vsech smért libovolné daleko. Jeden z nich fika:
,Nejlepsi by bylo ji osvitit celou najednou, aby nikde neztstala tma. To by
hodné usnadnilo prizkum.“ Druhy odpovi: ,,UzZ jsem tu byl, to pijde. Celou
jsem ji sice neosvitil, ale vSude jsem ji prosel a zjistil, Ze na kazda, mnou
predem zvolena, dvé nebo dokonce i tii nebo ¢tyfi mista jeskyné se da néjak
posvitit. M4 druhy jeskynatr pravdu?

Situaci ptiblizuje zjednodusené Obrazek 7.4. Jsou zde zvolena ¢tyii mista
(body) jeskyné, pficemz jedno z mist je ve volném prostoru jeskyné, neni to

misto na sténach.

Reseni.

Pokud ,skuteény realny prostor“ ztotoZnime s mnozinou R?, potom jeskyni,
jak jeji vnitini prostor, tak jeji okraje — stény, uréuje jistd mnozina A C R3.
Ta je podle zadani ptikladu a podle Véty 3.14 hvézdicovité konvexni.

Jeskyni lze osvétlit celou najednou.
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Obrazek 7.3
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Obrazek 7.4
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7.2

7.4 Priklad.
V dobé nékdy kolem roku 1600 si dvé kolonidlni mocnosti chtéji mezi sebou
rozdélit velké mnozstvi malych ostrovii nékde v Oceénii. Tyto malé ostrovy
(ty nejmensi jsou rozmérti fadové desitek m?) se tdhnou v péasu Sirokém
100 km a dlouhém 1000 km. Z néjakého diivodu vsak obé mocnosti pozaduji,
aby vytycend hranice byla pfiméa a neprotinala zZadny ostrov (i ten nejmensi).

Na tehdejsi dobu je toto rozdéleni pomérné naroc¢ny tkol. Predstavitelé
mocnosti si uvédomi, Ze vlastné nemaji mapu vsech ostrovi, na niz by slo
bezpeéné rozlisit i ty nejmensi ostrovy (o rozmérech fddové desitek m?), a
jaké by vlastné mapa musela mit rozméry (odhadem: kdybychom na mapé
chtéli zobrazit dva malé ostrovy ve vzdalenosti 1 mm, jez by ve skutecnosti
byly od sebe vzdaleny 100 m, a kdyby na mapé mél byt cely pas ostrovii,
pak by mapa musela byt rozmért alespori 1 m x 10 m).

Jak byste si vy poradili s timto problémem, kdybyste byli na jejich misté?
Samoziejmé s prostiedky tehdejsi doby.

7.5 Priklad.
Tehdejsi ucenci navrhli mocnostem tento postup:

1. Vezméte si alespon néjakou mapu s ostrovy. Dohodnéte se mezi sebou,
kudy byste vedli napii¢ pasem primou ¢aru, jez by urcovala rozdéleni
prevazné vétsiny ostrovi — vSechny ostrovy nalevo od ¢ary by dostala
prvni mocnost, viechny ostrovy napravo od &ary pak ta druha. Cim

méné ostrovil protne cara, tim lépe.

2. Rozdéleni ostrovii, jez lezi na care, se provede tak, ze poplujete lodi
napfi¢ pasem v kurzu uréeném touto ¢arou (pomoci kompasu). A jak
budete mijet jednotlivé ostrovy, tieba i ty nejmensi, budete se spolu

ujednavat, ktery ostrov komu piipadne.

3. My pak vezmeme toto celkové rozdéleni, a pomoci vSech dostupnych
map (popf. i lodé a kompasu) zjistime, zdali spliiuje: (ostrovy néaleze-

jici prvni mocnosti budeme brat jako cervené, ostrovy nalezejici druhé
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mocnosti jako modré) kaZdou ctverici ostrovi z pdsu (¢tverici ostrovi,
z nichZ alespon jeden byl protat ¢arou uréenou v kroku 1) lze rozdélit
na skupinu pouze cervenych a na skupinu pouze modrijch pomoci ne-
jaké primé cdry, c¢dry, jeZ sice mize protnout néjaky z ostrovi, ne vsak
Zadny z onéch ctyr. Jestlize to bude platit, pak lze urcité nékde vést
pfimou hranici mezi vasimi vSemi Cervenymi ostrovy a vasimi vSemi

modrymi ostrovy.

Myli se ucenci nebo nemyli?

Reseni (P¥ikladu 7.4).
Problém obou mocnosti lze vytesit takto.

Mocnosti nechdme vykonat kroky 1 a 2 (zde, a téz v nésledujicim, mame
na mysli kroky z Ptikladu 7.5). Vzajemnou dohodou si tim tedy vSechny
ostrovy rozdéli ,,zhruba napolovic®.

Provedeme krok 3 a provéiime, zda plati podminka (ocekévame, Ze toto
ovéfeni bude o to snazsi, o co méné ostrovii bude v bodu 2).

Pokud podminka splnéna neni, pak se vratime znovu na zacatek a kroky
znovu opakujeme.

Pokud podminka splnéna je, mame jiz dost dobry divod se domnivat,
ze pozadovanad hranice mezi ,obéma polovinami ostrovi“ nejspis existuje,
a tudiz ze ma smysl se ji vydat hledat, s pfedem na to vymezenym cCasem,
pomoci tehdy dostupnych map (popf. i lodé a kompasu), podle kroku 1 vime
zhruba kam. K této domnénce nés, za prispéni intuice, privedla nésledujici

abstraktni iivaha.
Predstavme si, ze mame k dispozici mapu vSech ostrovii, na niz lze bez-

pecné rozlisit i ty nejmensi ostrovy (o rozmérech fddové desitek m?) — s touto
mapou budeme dale pracovat. Ty ostrovy na mapé, které se nejevi jako bod,
které maji néjakou rozlohu, nahradime bodem, jakkoliv, tfeba bodem ve
sttedu ostrova. Jestlize pak rovinu, v niz lezi mapa, ztotoznime s mnozinou
R2, bude kazdy ostrov reprezentovan néjakym bodem z R?, ,prvni polovina
ostrovi“ vybrana prvni mocnosti v krocich 1 a 2 bude reprezentovana jistou
kone¢nou mnozinou bodd z R?, mnoZinou A, podobné ,,druh4 polovina ost-

rovil“ vybrana druhou mocnosti bude reprezentovana jistou mnozinou B, a
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konecéné bude podle kroku 3 (a téz kroku 1 a 2) platit podminka, Ze ke kazdé
Ctyfprvkové mnoziné C' C AU B bude existovat pfimka, jez silné separuje
mnoziny A N C' a BN C. Podle Véty 3.13 bude existovat pfimka, jez silné
separuje mnoziny A a B. Bud tato separa¢ni pfimka na mapé reprezentuje

hledanou hranici, to jest
existuje pozadovanda hranice mezi ,,obéma polovinami ostrovii®, (7.1)

anebo tato separacni piimka (a také zadnd jind separa¢ni pfimka) nerepre-
zentuje hledanou hranici, tj. protind néktery ostrov — ten se na mapé jevil
bud jako by mél rozlohu, nebo jako bod — separacni pfimka vysla prosté tak,
ze byla velmi blizko prislusného bodu z mnoziny A U B. Poté se opét vra-
time na zacatek, zkousime nahradit rozlohu ostrovii jinym zptisobem a opét
aplikujeme Vétu 3.13, do té doby, dokud neobdrzime vysledek 7.1 nebo nevy-
c¢erpame vsechny mozné aproximace rozlohy ostrovii body, coz by znamenalo

vysledek, Ze

neexistuje pozadovana hranice mezi ,obéma polovinami ostrovi“. (7.2)
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