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Uvod

V matematickej Statistike zohrava délezitii tlohu pojem konvolucie,
sucet dvoch alebo viacerych nahodnych veli¢in. V praxi sa ale casto streta-
vame s ulohou, kedy pozname pravdepodobnostné rozdelenie celého suctu
ndhodnych veli¢in, resp. ho vieme odhadovat, a na zéklade tohoto odhadu
chceme odhadnit pravdepodobnostné rozdelenie niektorého ¢lena z tohoto
suctu. Dostavame sa tak k pojmu dekonvolicie, ktorym sa zaoberame v tejto
diplomovej praci.

V avodnej kapitole tejto prace st zadefinované zakladné pojmy, ktoré v praci
pouzivame. Po zavedeni zakladnych pojmov prejdeme k pojmu konvoltcie a
zakladnym vzfahom medzi konvoluovanymi ndhodnymi veli¢inami. Vzhladom
na to, ze pri dekonvolicii ¢asto pracujeme s pojmom jadrového odhadu, zave-
dieme v druhej kapitole tejto prace pojem jadrového odhadu hustoty a povieme
si nieco o tomto odhade. Nasledne si zavedieme pojem jadrového odhadu cha-
rakteristickej funkcie. V tretej kapitole sa venujeme samotnej dekonvolicii,
popiseme zakladny problém a metdédu dekonvoltcie, uvedieme vlastnosti tejto
metddy a v simulaciach si ukdzeme, ako tento odhad pracuje. V zaverecnej ka-
pitole navrhneme a popiseme moznu aplikiciu uvedenej metédy dekonvoltcie

v medicine.



Kapitola 1
Zakladné pojmy, konvolucia

Na zaciatok si pripomenieme niekolko zakladnych pojmov a upresnime si ich

znacenie, ktoré budeme v texte pouzivat.

1.1 Charakteristicka funkcia

Pre popis rozdelenia nahodnej veli¢iny sa Casto pouziva charakteristickd fun-
kcia. Je to funkcia vy : R — C definovana vzorcom

Vx(t) = Ee™ = EcostX 4+ iEsintX, t&R.

Ak ozna¢ime F'(z) distribuént funkciu ndhodnej veli¢iny X, mozeme pisat

V() = / AP (x). (1.1)
V pripade spojitej ndhodnej veli¢iny méZzeme vztah prepisat pomocou hustoty,
tj.

Ux(t) = [ ™ f(x)dx. (1.2)

Na zéver eSte poznamenajme, Ze za podmienky [ |¢x(t)|dt < co mozeme hus-
totu spojitej ndhodnej veli¢iny X pomocou charakteristickej funkcie vyjadrit
vzorcom (Andél, 2007, str. 19)
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o) = % /_ T (e tdt. (1.3)

Zo vzfahu (1.3) budeme vychddzat aj pri odvodzovani dekonvolicie (vid
strana 21) v tretej kapitole tejto préace.

Charakteristickd funkcia ndhodného vektora X = (Xi,...,X,)" je funkcia
VYx : R, — C definovana vzorcom
Ux(ty, ... ty) = EelltiXatttnn)

Ak m4 teda ndhodny vektor X zdruzent hustotu fx(z1,...,x,), mdZeme pisat

Ux(ty, ... ty) = / . / eilthartbtnen) £ (g0 )day ... day,

Poznamenajme, ze pre akékolvek i (1 < ¢ < n) a charakteristicki funkciu
nahodnej veliciny X; plati

Yx,(t) = ¥x(0,0,...0,¢,...,0)

kde t je na i-tej pozicii.

1.2 Transformacia nahodnych veli¢in a vekto-

rov

Nech X je ndhodna veli¢ina s distribu¢nou funkciou Fl, pre ktora F§ = fx
existuje vSsade az nanajvys$ na koneéne mnoho bodov. Uvazujeme nahodnu
veliéinu Y = #(X), kde t je nejaké funkcia. Ulohou transformacie je najst
hustotu fy nahodnej veli¢iny Y. Oznacme si preto Fy (y) distribuént funkciu
ndhodnej veli¢iny Y a predpokladajme najprv, ze t je rydzo rasticou funkciou,

ktora ma vSade nenulova derivaciu. Potom ovsem plati, ze

Fy(y) = PIY <y| = PI(X) <y|] = PIX <7(y)] = Fx[7(y)],
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kde 7(y) =t~ *(y). V pripade, Ze t je rydzo klesajiica postupujeme analogicky.
Pre Fy(y) dostavame

Fy(y) = P[(X) <y]=P[X > 7(y)] =1 - PIX <7(y)] =1 - [Fx[r(y)]]_,

kde vyraz vpravo oznacuje limitu zlava. Mame teda vztah medzi distribuénymi
funkciami jednotlivych ndhodnych veli¢in. KedZe Fy je spojitd a mé derivaciu

az nanajvys na kone¢ne mnoho bodov, mézeme tam, kde Iy, (y) existuje pisat

Fy(y) = Ix[rWIT )] = fr (y)- (1.4)
Pre uplnost si este uvedieme nasledujticu vetu.
Veta 1.1 (o transformécii ndhodného vektora). Nech ndhodny vektor X =
(X1,...,X,) mad hustotu p vzhladom k Lebesgueovej miere v R,. Nech t je
zobrazenie z R,, do R,,, ktoré je requldrne a prosté na takej otvorenej mnozine
G, pre ktoru plati pr(w)d:I; = 1. Oznacme T inverzné€ zobrazenie kt : G —

t(G). Potom ndhodny vektor Y = t(X) md hustotu vzhladom k Lebesqueovej

maiere a tato hustota je rovnd

) pltWID-(y)| prey € t(G),
ty) = { 0 prey ¢ 4(C).

kde D,(y) je jakobian zobrazenia T.

Dokaz: Andél (2007), veta 3.7 O

1.3 Konvolucia

1.3.1 Konvolacia nahodnych veli¢in

Pojmom konwvolicia ndhodnych velicin rozumieme sticet dvoch alebo viacerych
nahodnych veli¢in. Pomocou vety o transformécii nahodného vektora, tj. vety

1.1 odvodime hustotu stic¢tu dvoch nahodnych veli¢in.
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Nech p (z,€) je hustota ndhodného vektora (X,e) vzhladom k Lebesgueovej
miere na R,. Prevedieme transforméaciu danu predpisom Y; = X + ¢, Y5 = ¢,
teda t : (X,e) — (Y1,Y2) = (X + ¢,¢). Inverznym zobrazenim k zobrazeniu ¢
je 7 :(Y1,Y2) — (X,¢e) = (Y1 — Ys,Y3). Pre vypocet jakobidnu zobrazenia 7
si polozime = = 71(y1,%2) = Y1 — Y2 & € = Ta(y1,Y2) = Y2 a modzeme vypocitat
jakobian zobrazenia 7, a teda

ox oz

Do—|ow aw || 7Ly
T e Oe 0 1 ’
Oy1  Oy2

Podla vety 1.1 dostdvame hustotu ndhodného vektora (Y1,Y3), tj. q(y1,42) =
P (y1 — y2,y2). A kedZe nas zaujima rozdelenie nahodnej veli¢iny Y, spoc¢itame
jej marginalnu hustotu podla vety o marginalnej hustote, vid Andél (2007, veta
3.10), tj.

A /p(y1 — Y2, Y2) dyo.

Specidlne plati, Ze ak s ndhodné veli¢iny X a ¢ nezdvislé s hustotami px a
Pe, hustota ndhodného vektora (X, ¢) je rovna p(z,€) = px(z)p:(€) a hustota
veli¢iny Y; = X + ¢ je rovna

fln) = / px (1 — y2)pe(42) g

V pripade, ze by ndhodna veli¢ina € bola diskrétna a X spojita, by sme po-
stupovali analogicky, avSsak marginalnu hustotu nahodnej veli¢iny Y; by sme

spocitali vztahom

fvi(y) = Zp(yl — Y2, Y2)-

V pripade, kedy rozdelenia nahodnych velicin X a e st diskrétne, je problém
jednoduchsi. Nech st teda X a € vzajomne nezavislé diskrétne ndhodné veliciny,
pre ktoré p; = P[X = ;] a ¢; = Ple = ¢;|. Potom zrejme plati, ze Y = X +¢
je tiez diskrétna a

PlY =y] = ZP[X =zlPe=y—x]= > pag

4,J: %€ =Yk



KAPITOLA 1. ZAKLADNE POJMY, KONVOLUCIA 10

O vztahu distribuénych funkcii hovori nasledujtca veta.

Veta 1.2 (o konvolucii). Nech si ndhodné veliciny X a € nezavislé s distribuc-
nymi funkciami Fx a F.. Potom nahodnd velicina Y = X + ¢ md distribucni

funkciu
f@@r=/ﬂﬂy—aauo:/Uuy—mw&@» (1.5)

Dokaz: KedZe st ndhodné veli¢iny X a ¢ nezavislé, mozeme distribu¢ni fun-
kciu Fy (y) upravit

Fy(y) = PlY <y

::/L&ﬁ&@mﬂ@

- [ el

:‘KWFﬂy—ddE@)

o0

Dalgiu ¢ast rovnosti (1.5) dostaneme analogicky. O

Funkciu Fy dana vzorcom (1.5) nazyvame konvoliciou distribu¢nych funkcii
Fx a F. a oznacujeme ju symbolom Fy = Fx * F., pricom podla (1.5) plati,
ze F. x F'xy = Fx x F.. Navyse plati, ze ak mé& aspon jedna zo vzajomne
nezavislych nahodnych velicin X a e spojité rozdelenie, potom ma aj ndhodna
veli¢ina Y spojité rozdelenie. V pripade, Ze uvazujeme konvoliciu dvoch
nezavislych rovnako rozdelenych nahodnych veli¢in s distribu¢nou funkciou
F, hovorime o druhej konvoluénej mocnine a oznacujeme ju F?) 2 F« F.V
pripade suctu n nezavislych rovnako rozdelenych nahodnych veli¢in hovorime

o n—tej konvolu¢nej mocnine.

Nakoniec si odvodime charakteristickti funkciu ndhodnej veliciny ¥ = X + ¢,

kde X a e st nezavislé ndhodné veli¢iny s charakteristickymi funkciami ¢ x a

Pe:

¢Y(t) — EeitY — Eeit(X-‘rE) — EeitXeita — EeitXEeita — wX(t) wg(t) (16)
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1.3.2 Konvolucia nahodnych vektorov

Zatial sme si odvodili hustotu a distribu¢nt funkciu saétu dvoch nahodnych

veli¢in. Uvazujme teraz konvoliciu nahodnych vektorov.

Nech X = (X3,...,X,) ae = (e1,...,&,) st n—rozmerné nahodné vektory
anechY = (V1,...,Y,) = (X1 +e¢1,...,X, +¢&,) = X + e. Pri odvodeni
hustoty nahodného vektora Y postupujeme analogicky ako u nahodnjch

veli¢in.

Uvazujeme  vektor  (Xj,e1,...,X,,6,)  so  zdruzenou  hustotu
p(z1,€1,...,Tpn, €,) vzhladom k Lebesgueovej miere na Ry, a jeho trans-
formaciu dana predpisom Vi = X + ¢, Vo = 1, ..., Vo,1 = X, + €n,
Von = €,, teda

t:(Xy,e1,..,Xn,60) = (Xi+en,61,. -, X+ Enyen)

Inverzné zobrazenie 7 k takémuto zobrazeniu ¢ je definované predpisom X; =

‘/1_‘/2; 51:‘/27'-'7Xn:%n—l_%nagn:%nateda
T:(‘/Zla'~~7‘/2n),—)(‘/1_‘/27‘/%‘/3_‘/217‘/217-“7‘/271—1_%ny%n),-

Pre vypocet jakobidnu tohoto zobrazenia si opéf polozime 71 (vy,...,v9,) =
v — vy, To(Ur,...,V2) = V2, ..oy Touo1(Vi,...,V2m) = Uzpe1 — Vo,
Ton(V1, - - ., U2n) = Vg, & spoCitame
1 -1 0 0 0 0
on om ... om o 1 0 0 0 0
O Ove Ovan 0 0 1 -1 0 0
or: :
D —| o S lZlo 0 0 1 0 - 0]_1q
Omon ... ... O
ov Ovan 1 —1
O «vr e e 0 1
Podla vety 1.1 dostavame zdruzent hustotu ¢(vy, ..., vs,) ndhodného vektora

V predpisom

Q(Ula e 7U2n) = p(vl — U2,V2,...,V2n-1 — U2n>v2n)
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Podla vety o marginalnej hustote (Andél, 2007, veta 3.10) je margindlna hus-
tota vektoraY = (Y1,...,Y,) = (Xi+e1,..., Xn+en) = (Vi, Vs, oo Vo)

fy(y) = fy(vi,vs, ..., 09, 1) = / q(v1,v9, ..., Vo) dv(va, vy, . . ., Vo)

Vzhladom na to, Ze sme uvazovali Lebesgueovu mieru na Ry,, mdZzeme tento

integréal prepisat do tvaru
o0 o
fy(’Ul,Ug,...,Ugn_l) :/ / q(’Ul,’l)z,...,Ugn) dUgdU4...d’Ugn
— 00 —00

Ak by sme ale uvazovali nahodny vektor X so spojitymi zlozkami a e =
(€1,...,&,)" so zlozkami diskrétnymi, tj. jednotlivé zlozky nahodného vektora
(Va, Vi, ..., Va,)' by nadobudali nanajvys spocetne mnoho hodnot, tj. namiesto
Lebesgueovej miery by sme uvazovali ¢itaciu mieru, potom by sme marginalnu

hustotu dopocitali nasledovne

fr(y) = fr(vnvs, . vma) = > qun, v, v2)

(v2,04,...,v2n)

tj. sumou cez vsetky mozné kombinacie velicin V5, Vy, ..., Vo,.

V diskrétnom pripade, teda ak oba ndhodné vektory X aj € nadobtuidaju naj-
viac spoc¢etne mnoho kombinacii, postupujeme podobne ako u ndhodnych ve-
li¢in. Nech teda pj, iy, i, = P[X1 = iy, Xy = @] & @y jo,.j = Pler =

€jrs- -, En = €;,]. Potom zrejme plati, ze

PY1 =Yk, Yo =Yg, ] = Z Diy,..inj1,. 0
(i1y-2s8n), (7150250
(@ig seensing ) (€5 seeer€i )= Yoy seeYhen)
Pri ndhodnych veli¢cinach sme spominali, Ze ak uvazujeme nahodni veli¢inu
Y = X + ¢, takato velicina Y je spojita, ak je aspon jedna z velicin X a
¢ spojita. Naopak, ak st obe ndhodné veliciny diskrétne, je aj velicina YV
diskrétna. Podobne to plati aj pre jednotlivé zlozky ndhodnych vektorov.
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Pre zdruzenu distribu¢ni funkciu ndhodného vektora Y = X + e plati zrejme
analdgia vety 1.2. Ak s ndhodné vektory X a e nezavislé so zdruzenymi
distribu¢nymi funkciami Fx a F,, potom nahodny vektor Y = X + & ma
zdruzenu distribu¢nia funkciu

Fy(y) = /FX(y — €)dF.(e) = /Fa(y — x)dFx(x).

Nakoniec si eSte odvodime vztah medzi charakteristickymi funkciami ndhod-
nych vektorov X, € a Y = X + €. Predpokladdme nezévislost medzi jednot-
livymi zlozkami vektorov X a e, tj. X; a ¢; st nezavislé pre i = 1,...n a
j=1,...n. Potom zrejme

Uy (t1, ..., ty) = E el Vit +tnYal

— Eei[tl(X1+51)+---+tn(Xn+5n)]
— E ei[thl+~~+tan+t151+~-~+tn5n]
_ Eei[t1X1+‘..+tan} ei[t1€1+...+tn€n]

_ E ei[t1X1+---+tan} E ei[t151+---+tn5n]

- 1/1X<t1, ce . ,tn) ws(tl, [P ,tn)

1.4 Priklad

V digitalnej technoldgii sa obrazky zobrazuju v bodoch, tzv. pixeloch. Kazdy
obrazok tak predstavuje maticu rozmeru m x n, ktorej kazdy prvok nesie in-
forméciu o zafarbeni daného pixelu. Uvazujme cierno—biely obrazok. Kazdému
pixelu tohoto obrazku odpoveda prvok v matici, ktorého hodnota je celociselna
a nadobtuda hodnoty od 0 do 255, pricom hodnota 0 predstavuje farbu ¢iernu
a hodnota 255 farbu bielu, hodnoty medzi 0 a 255 tak predstavuju odtien sivej
farby. Ak maticu vydelime st¢tom jej vSetkych prvkov (= s), takto vzniknuta
matica predstavuje hustotu nejakého diskrétneho dvojrozmerného rozdelenia,
tj. pre celoCiselné zlozky vektora (x1,z2) je P[X; = x1,Xs = 23] > 0 pre
r1=1,...,maxy = 1,...,n, inak 0. Oznacme X nahodny vektor s takto
definovanym rozdelenim.
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Uvazujme dalej ndhodny vektor e, ktorého rozdelenie bude opif dvojroz-
merné diskrétne, jeho zlozky nadobudaju celoc¢iselné hodnoty, a pre ktory
Ple; = €1,e3 = €3] > 0 pre ||(e1, €2)|| < ¢ pre nejakt kladnt konstantu ¢, inak 0.

Majme dalej ndhodny vektor Y = X + €. Z predoslého vykladu vieme urcit
rozdelenie tohoto ndhodného vektora. Zlozky tohoto ndhodného vektora budu
zrejme opéit nadobudaft celoc¢iselné hodnoty a jeho rozdelenie mézme interpre-
tovat maticou rozmeru m + 2c¢ X n + 2¢. Ak tito maticu vynasobime ¢islom
s, dostaneme maticu, ktord opit predstavuje maticovy zapis nejakého ¢ierno—
bieleho obrazku. Vyuzitim prave definovanej konvolucie dospejeme k efektu,

ktory je znazorneny v obrazkoch 1.1 a 1.2.

Obr. 1.1: Obréazok interpretovany nahodnym vektorom X.

Rozdelenie ndhodnaho vektora € sme v tomto pripade volili tak, ze sme pou-
zili hustotu dvojrozmerného norméalneho rozdelenia N (0, 62), spocitali sme jej
hodnoty v bodoch (€1, €3), pre ktoré €, €2 € Z a ||(e1, €2)|| < ¢ a hodnoty sme
znormovali ich st¢tom. Takéto rozdelenie ndhodného vektora € je mozné opit
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Obr. 1.2: Obréazok interpretovany nahodnym vektorom ¥ = X + e.

interpretovat $tvorcovou maticou rozmeru 2[c| + 1.



Kapitola 2

Jadrové odhady

Aby sme mohli v dalSom vyklade pracovaf s potrebnymi pojmami, zavedieme si
pojem jadrového odhadu hustoty a jadrového odhadu charakteristickej funkcie.

2.1 Jadrovy odhad hustoty

Nech X3,..., X, st nezavislé rovnako rozdelené nahodné veli¢iny s distribuc-
nou funkciou Fy(x). Jadrovy odhad hustoty fx(z) je definovany vzorcom
(Scott, 1992)

nh,,

@) =3 b = k- X))

kde kp, (t) = k(t/h)/h. Takzvané jadro k(t) je nejaka funkcia s k(t) = k(—t)
pre vsetky realne ¢, vacsSinou sa uvazuje nezaporné a predpokladame, ze
[ k()dt = 1 a 7 ¢k(t)dt < +oo. Pri odhadovani funkénej hodnoty
v konkrétnom bode x zavisi vplyv kazdého pozorovania od jeho blizkosti k
bodu z. Prispevky vsetkych bodov sii s¢itané do celkového odhadu.

V praxi je potrebné zvolif nejaké jadro. Pouziva sa napriklad Epanechnikovo
jadro (k(t) = 3(1 — ¢%)), alebo hustota normovaného normélneho rozdelenia.
Avgak vicSinou na volbe jadra prilis nezalezi, dolezitejSiu a obtiaznejsiu ilohu

predstavuje volba vyhladzovacieho parametra h,, ¢im je vypocet trochu

16
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zlozitejsi. Takzvana $irka pdsma h, urcuje, nakolko hladkd odhadovana
hustota bude: vicsia hodnota h, vedie k hladsej funkcii. Optimalna sirka
z&visi na pocte pozorovani n, (h, — 0 pre n — c0), hustote fx a jadre k(t).
Vzhladom na to, Ze tato optimélna Sirka zavisi na hustote, ktorti nepoznéme,
je potrebné ju odhadovat. Medzi najbeznejsie odhady patria napriklad tzv.
»plug-in“ odhady alebo ,crossvalidacia“ a niekolko dalsich, vid (Scott, 1992).

Jadrové odhady maji vyznam v prvom rade preto, ze vysledkom je hladka
diferencovatelna krivka. Musime si ale uvedomit, Ze jadrovy odhad mé zmy-
sel hlavne pre spojité nahodné veliciny. Nevyhodou jadrového odhadu je jeho
vychylenost. Stredné hodnota jadrového odhadu hustoty je totiz

— (o) / k(y)dy — hof () / v k(y)dy +
e >/ h(y)dy + - -
= 1w+ @ [

odkial je uz vychylenost odhadu zrejma.
Skisme sa ale na jadrovy odhad pozriet trochu inak. Nech X1,..., X, st ne-

zéavislé rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny s distribu¢nou funkciou F(z). Uva-

zujme empirickd distribuént funkciu (EDF), ktort definujeme vztahom

F.(z) = M 1ZIX < x),

kde I(X; < z)=1ak X; <z a I(X; < x) = 0 inak. Vzhladom na to, Ze
formalne plati f(z) = F'(x), mdzeme ,empiricka hustotu“ (EPDF) definovat
ako derivaciu EDF F, (z), teda (Scott, 1992, str. 35)
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kde §(t) je Diracova delta funkcia. Uvedomme si, ze takato funkcia f,(z) od-
poveda diskrétnej nahodnej velic¢ine, ktora nadobuda len hodnoty Xy,..., X,
s pravdepodobnostami 1/n. Uvazujme teraz konvoliciu takejto ndhodnej veli-
¢iny s ndhodnou veli¢inou, ktorej hustotou je jadro ky,, (-) za predpokladu, Ze
kp, (z) > 0 pre vSetky x € R. Potom ale

{dﬁ;ﬂ(:x)} k= 7 [%g(s(t - XZ-)] on, (2 — £) dt = %g b (2 — X0,

—00

¢o je druhy tvar jadrového odhadu (2.1). Na jadrovy odhad sa teda mézeme
pozerat ako na konvoluciu diskrétne rozdelenej nahodnej veli¢iny a ndhodnej
veli¢iny s hustotou rovnou pouzitému jadru ky,,(+).

2.2 Jadrovy odhad charakteristickej funkcie

Vzhladom na to, Ze budeme ¢asto pracovat s charakteristickymi funkciami
nahodnych velicin, zavedieme si este pojem empirickej charakteristicke;
funkcie a jadrového odhadu charakteristickej funkcie.

Nech st opét X, ..., X, nezavislé rovnako rozdelené ndhodné veli¢iny s cha-
rakteristickou funkciou ¢ x(-). Empiricka charakteristickt funkciu (ECF) defi-

nujeme vztahom

Uxn(t) = % > et (2.2)

Pri jadrovom odhade charakteristickej funkcie uvazujeme podobnt konvoltciu
ako pri jadrovom odhade hustoty. AvSak vzhladom na vzfah medzi hustotou a
charakteristickou funkciou ndhodnej veli¢iny, tj. vztah (1.2), a vzfah charakte-
ristickych funkcii konvoluovanych ndhodnych veli¢in, tj. vztah (1.6), moZeme
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forméalne ihned odvodit jadrovy odhad charakteristickej funkcie ndhodnej ve-
liciny X z jadrového odhadu hustoty predpisom

Ox) = [ e

oo 1 n
_ itx — E : o
= /_ e ) khn (I X]) dx
1 - = itx
= = E e"“kp, (r — X;) dx
n
j=177%

a pouzitim substittcie y = x — X; dalej piSeme

I [ 4, 1 [ .
- zxk, —X. d I ity tiJk d
”]-E:l /006 ha (T — Xj) d ”;:1 /006 "k, (y) dy

1 . <
= > [, )y
n < _
j=1 °°
= Uxalt) U, (1)

Dostavame tak jadrovy odhad charakteristickej funkcie ndhodnej velic¢iny X
predpisom

Ux(t) = bx(t) Ur,, (1), (2.3)

kde 1y, (t) je Fourierova transformdcia jadra kj(-), resp. charakteristicka
funkcia ndhodnej veli¢iny s hustotou rovnou kj,(+). Vzhladom k predpokladom,
ktoré musi spliiat jadro pouzité v jadrovom odhade hustoty, musi jadro 1y, (t)
v jadrovom odhade charakteristickej funkcie spliaf isté predpoklady, a teda,
ze Y, (t) < g, (0) =1 pre —oo < t < 00, a ¢y, (t) — 0 pre [t| — oo.



Kapitola 3

Dekonvoliicia

V prvej kapitole sme si uviedli pojem konvolicie. Vzhladom na to, Ze sme
poznali rozdelenia ndhodnych veli¢in X a ¢ a ich vztah, vedeli sme jednoznacne
ur¢it rozdelenie ndhodnej veli¢iny Y. Vieme teda, aké vztahy platia medzi

velicinami X, ca Y = X +¢.

V praxi ale ¢asto potrebujeme riesit problém opac¢ny, tj. hladat rozdelenie
ndhodnej veli¢iny X zo znalosti veli¢in Y a e. Budeme vychadzat opit z
rovnice Y = X + ¢ a budeme odhadovat rozdelenie ndhodnej veli¢iny X,
pricom budeme poznat pozorovania Yi,...,Y, a rozdelenie ndhodnej veli¢iny
e. Ak rozdelenie veli¢iny ¢ nebude zname, toto rozdelenie odhadneme z

pozorovani €1, ...,&,.

Odhady rozdelenia nadhodnej veli¢iny X na zadklade pozorovani Yi,...,Y,
pri znalosti, pripadne neznalosti rozdelenia nahodnej veli¢iny ¢ nazyvame

dekonvoluciou.

Nech st ndhodné veli¢iny X a € vzajomne nezavislé a plati
Y=X+c¢. (3.1)

V anglickom nazvoslovi sa ¢asto oznacuje nahodna veli¢ina X pojmom target

a veli¢ina € pojmom noise, resp. signal a Sum.

20
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Vzorec (1.6) z predoslej kapitoly nam popisuje vztah medzi charakteristickymi
funkciami tychto ndhodnych veli¢in. Odtial dostaneme, Ze

_ Yy(D)
0=

pricom predpokladame, Ze 1.(t) # 0 pre t € R. Ak nas zaujima hustota

ndhodnej veli¢iny X, pouzijeme vztah inverznej Fourierovej transformécie pre

charakteristicka funkciu ¥y, tj. vzfah (1.3) a dostavame

fx(x) = % / Z e‘”iy((f)) dt. (3.2)

Tymto sme si vyjadrili hustotu nahodnej veliciny X pomocou charakteristic-

kych funkcii veli¢in Y a ¢.

Rozdelenie ndhodnej veli¢iny Y, pripadne ani € vo vztahu (3.2) nepozname, a
preto je potrebné ich odhadovat. V praxi preto hustotu nahodnej veli¢iny X
nedokézeme spocitat, ale mozeme ju odhadnit. Tento problém sme redukovali

na odhad charakteristickych funkcii na pravej strane (3.2).

Pre jednoduchost najprv predpokladajme, Ze rozdelenie veliiny ¢ je zname.
Pripadom, kedy rozdelenie ndhodnej veli¢iny € nepozname sa budeme zaoberat
v poslednej cCasti tejto kapitoly.

3.1 Odhad fx so znamym rozdelenim ¢

Jednou z moznosti, ako odhadnit charakteristickti funkciu ndhodnej velic¢iny
Y je pouzit empiricky odhad definovany vzfahom (2.2). Vztah (3.2) mozeme
pomocou tohto odhadu prepisat nasledovne:

N _ 1 > ,imQZY,n(t)
fx(z) = %/_me o) dt, (3.3)

pricom vyrazy na pravej strane pozname. Navyse je empiricky odhad pomerne
jednoduchy a pocetne nenarocny.
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Obecne je ale nahradenim charakteristickej funkcie ¢y (t) vo vzorci (3.2) jej
empirickym odhadom (2.2) otdzna existencia integralu v (3.3). VSeobecne
totiz vztahom (3.2) predpokladdame, Ze ndhodn4 veli¢ina X méa hustotu. Avsak
potom, ako sme spomenuli uz skor, ma hustotu aj nahodna veli¢ina Y. No
empirické rozdelenie ndhodnej veliciny Y je diskrétne, a teda hustota neexis-
tuje. Tento problém je vSak mozné jednoducho vyriesif. Staci, ak budeme
namiesto diskrétne rozdelenej ndhodnej veli¢iny Y uvazovat jej konvoliciu
s vhodne zvolenou spojitou ndhodnou veli¢inou, ktord bude konvergovat k
degenerovanej ndhodnej veli¢ine (tj. veli¢ine, ktora s pravdepodobnostou 1
nadobtda hodnotu 0). Podobne ako v predchadzajicom odstavci tym dojdeme
k jadrovému odhadu.

Nech teda ¢ je ndhodna veli¢ina s hustotou f¢(-). Nech je dalej {h,} postupnost,
ktora konverguje k nule pre n — co. Potom ndhodné veli¢ina h,,{ bude pre n —
oo konvergovat k degenerovanej nahodnej veli¢ine, ktord s pravdepodobnostou
1 nadobtda hodnotu 0. Preto ndhodné veli¢ina Y + h,,¢ bude konvergovat k
néhodnej veli¢ine Y. Podla (1.6) bude maft veli¢ina Y + h,( charakteristicka
funkciu ¢y (t).4n,¢(t), avsak

Un,c(t) = B = Eethn)C — 4 (thy,),

takze

Yy thnc(t) = Py () Ve (thy).

Ak teda v odhade (3.3) uvazujeme namiesto ndhodnej veli¢iny Y veli¢inu Y +
h,(, mdzeme tento odhad prepisat do tvaru

Fen(z) = % /_ e—itwg(thn)wﬁg) dt. (3.4)

pricom hustota ndhodnej veliciny Y + h,,( existuje, pretoze ndhodna veli¢ina ¢
je spojité a problém s existenciou hustoty veli¢iny X je vyrieSeny. Vztah (2.3)
nam definuje jadrovy odhad charakteristickej funkcie, ktory sme v odhade
(3.4) pouzili. Vzhladom na to, ze 1. je charakteristickou funkciou ndhodne;
veli¢iny plati, ze 1¢(0) = 1, a kedze {h,} je postupnost konvergujtca k nule
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plati ¢ (th,) — 1 pre n — oo.

Odhad (3.4) je za istych podmienok integrovatelnosti mozné vyjadrit ako jad-

rovy odhad hustoty. KedZe pozorovania X1, ..., X, nepozname, nahradime ich
pozorovaniami Y7,...,Y,. Uvazujme teda jadrovy odhad v tvare
~ I 1 /22—
T) = — — x 3.5

Budeme sa snazit najst jadro s(-) tak, aby sa odhady (3.4) a (3.5) rovnali.
Upravme si preto odhad (3.4) do vhodného tvaru, teda

1 = —itx &Y,n(t) . 1 > ite % Zﬂzl eitY;
o . € ¢C(thn)w€—(t) dt = % e wdthn)wjg—()

= 5 Z I lthe) 7 @

—itx 6 ¥i
= E;%/we @/Jc(thn)%—(t)dt

I~ 1 [ . thy,
_ _Z_/ e—zt(x—Y})wC( )dt
néom ) Ve (1)

dt

Polozme

1 r=Y; L[ ey Ye(thy)
L . i 1it(x j dt
I ”( hn ) or ) . © 0

—Y;
Ak ale oznacime z = h , vztah mozeme prepisat do tvaru

x(z) = i/oo e_ith"zM dt

1
hi o V. (t)

a substituciou th,, = 7 dostavame

1 eI wC( ) dr. (36)

x(z) = e @Da(hn)
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Odhad (3.4) teda mézeme vyjadrit ako jadrovy odhad (3.5) s jadrom defino-
vanym v (3.6).

Z povodného vztahu (3.2) sme si odvodili odhad (3.3) tak, Ze sme charakteris-
tickt funkciu ndhodnej veli¢iny Y nahradili jej empirickym odhadom. Ale ako
sme uz spomenuli skor, empiricky odhad ma charakter diskrétneho rozdelenia,
¢o viedlo k otazke existencie integralu v (3.3), a preto sme si odvodili odhad
(3.4). Sktsme teraz nahradit v odhade (3.2) charakteristicka funkciu veli¢iny

Y inym ako empirickym odhadom.

Majme jadrovy odhad hustoty definovany vzorcom (2.1) a uvazujme jadrovy
odhad hustoty ndhodnej veli¢iny Y, teda

P =3 30 b, (37

Uvazujme dalej odhad charakteristickej funkcie veli¢iny Y pomocou jadrového
odhadu hustoty, teda vo vztahu (1.2) nahradime hustotu ndhodnej veli¢iny Y
jej jadrovym odhadom. Dostavame

() = / ¢ o (y) dy. (3.8)

Ak v (3.2) nahradime charakteristickt funkciu veli¢iny ¥ odhadom (3.8), do-
staneme dalsi odhad predpisom

fx(@) = % /_ Ze’”t—g dt. (3.9)

Musime si ale uvedomit, ze tento odhad je formalne zhodny s odhadom (3.4).
Ak si totiz dame do rovnosti vztah (3.8) pouzity v odhade (3.9) s jadrovym
odhadom pouzitym v odhade (3.4), dostavame po niekolkych tpravach:

Uy(t) = Gelthy) Yya(t)

;/ety”hnk< hn]>dy - ;/eth Mely) e dy
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v,z e s . . . _Y;
Pouzitim substitiicie na Tavej strane predpisom = = ¢ dostaneme
n
n

" . 1 i , 1 .
;/ezthna ethjEk<a) da = ;\/ezthny‘fg(y)ﬁezﬂfjdy’

odkial je uz rovnost zrejma, ak sa jadrd pouzité v jednotlivych odhadoch
rovnaju, teda k(y) = fc(y).

3.2 Vlastnosti odhadu fy so znamym rozdele-
nim ¢
V tomto odstavci sa budeme venovat vlastnostiam odhadu (3.4), predovsetkym

rychlosti konvergencie fx,(z) k fx(z). V nasledujuicom vyklade vychddzame
z Horowitz (1998, Kapitola 4).

Veta 3.1. Nech X a ¢ su vzdjomne nezdvislé nahodné veliciny a Y = X + ¢.

Nech su splnené nasledujice podmienky:

(1) ¢ je redlna funkcia, md nosi¢ [—1, 1], je symetricka okolo 0 a md m + 2

obmedzenych integrovatelngjch derivdcii pre nejaké m > 0.
(i1) e =14+ O(7™) pre 7 — 0.
(ii1) Y.(17) #0, VT € R.
(iv) fx ma m obmedzenych derivdcii.

Nech dalej
[Y=(D7] exp (I77/7) > do,  pre T — o0 (3.10)

pre kladné konstanty By, 3,7 a dy. Nech h,, = (4/+)Y5(logn)~1/5.

Potom pre vsetky x

E[fxa(z) = fx(@))* = O [(logn) "],
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pre n — oo. Navyse, ak
[We(D|T]™" exp (I7|7/7) < dv, preT — 0 (3.11)
pre kladné konstanty (51 a dy, a ak
P(le —z| <|z|*) =0 [|:E|_(“_a°)] : pre x — £00 (3.12)

pre nejaké oy, ktoré spliia 0 < ap < 1 a a > 1+ g, potom Ziaden odhad fx ()
nemoZe konvergovat rychlejsie ako (logn)™™7 v zmysle, Ze pre kazdyj odhad
fX,n(I)

E[fxn(z) — fx(2)]* > d(logn)>m/?

pre nejakée d > 0.

Dokaz: Horowitz (1998), resp. Fan (1991) O

Podmienka (3.12) je splnend, ak hustota nahodnej veli¢iny ¢ splia f.(z) =
O(|z|~*) pre |x| — oo pre nejaké a > 1. Teda podmienka (3.12) obmedzuje
sirku chvostu hustoty sumu f..

Veta 3.2. Nech X a ¢ su vzdjomne nezduvislé nahodné veliciny a Y = X + ¢.
Nech platia podmienky (i) — (iv) z vety 8.1. Nech dalej

[We(ITl® = o, preT — o0 (3.13)

pre kladné konstanty B a dy. Nech h, = dn~ Y240+ pre nejaké d > 0.

Potom pre vsetky x
E[fxn(z) — fx(@)]* =0 [n—2m/[2(m+ﬁ)+ﬂ] ,
pre n — oo. Navyse, ak ng) oznacime j-tu deriwdciu V. a
W(r) 7| <dj, j=0,1,2

pre T — oo pre kladné konstanty 5 a d;, j=0,1,2, potom Ziaden odhad fx(z)

—m/(2m+28+1)

nemoze konvergovat rychlejsie ako n v zmysle, Ze pre kazdy odhad

fX,n(x)
E[fxn(z) — fX(x)]2 S =2/ (2m+26+1)

pre nejakée d > 0.
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Dokaz: Horowitz (1998), resp. Fan (1991) O

Vety 3.1 a 3.2 hovoria o najvyssej moznej rychlosti konvergencie fx, k fx,
ale tato rychlost je vskutku pomaléd. Podla viet tato rychlost zavisi hlavne
na Sirke chvostu charakteristickej funkcie veli¢iny €. Za podmienok vety 3.1
je najvyssia mozna rychlost konvergencie fx, k fx mocninou (logn)~'.
Podmienky (3.10) a (3.11) vety 3.1 st splnené, ak veli¢ina ¢ mé rozdelenie,
ktorého chvost charakteristickej funkcie klesd exponencidlnou rychlostou.
To je splnené, ak ma ¢ normalne, Cauchyho rozdelenie, alebo rozdelenie

extrémnych hodnot typu I (tzv. Gumbelovo rozdelenie).

Veta 3.2 hovori, Ze vécsia rychlost konvergencie fx , k fx je mozné, ak chvost
charakteristickej funkcie veli¢iny e klesa len geometrickou rychlostou, o ¢om
hovori podmienka (3.13) vety 3.2. To spliiuje napriklad Laplaceovo rozdelenie

(Casto oznacované aj ako rozdelenie dvojito exponencialne).

3.2.1 Simulacia

V kratkej simulacii sme porovnali odhady hustoty fx nahodnej veliciny X s
0.5N(2,2)+0.5N(7,2) rozdelenim, a za rozdelenie ndhodnej veli¢iny ¢ sme vo-
lili rozdelenie normalne a Laplaceovo, resp. rozdelenia N (0,0.5) a DEz(0,0.5).
Parametre rozdeleni boli volené tak, aby mali rozdelenia rovnaky rozptyl. Pre
velkosti viberu n = 250, 500 a 1000 sme nasimulovali 100 vyberov z rozdelenia
ndhodnej veli¢iny Y = X + <. Z kazdého vyberu sme urobili odhad hustoty
nédhodnej veli¢iny X definovany vztahom (3.5) a pre porovnanie s hustotou
ndhodnej veli¢iny X sme pre odhad z kazdého vyberu spocitali integrovana
kvadratick( chybu definovanii vzfahom

ISE Fin, (0)) = | [Fen, (@) = fx(o)Pd, (314
a urobili sme jej priemerni hodnotu, tj.

# simulécii

: > BElfxn @l (315)

# simulacii

AISE [fx ., ()]
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kde ISE [fx.u, (2)]; je ISE [fx.n, (z)] pre i—t§ viber. Hodnoty AISE st uvedené
v tabulke 3.1.

£~ N(0,0.5) DEz(0,0.5)
n = 250 12.90 11.94
n = 500 10.28 7.87
n = 1000 10.25 3.17

Tabulka 3.1: Hodnoty AISE(x10%) odhadu hustoty fx pre ¢ ~ N(0,0.5) a
e ~ DEz(0,0.5).

Z tabulky je vidiet, Ze pre Laplaceovo rozdelenie pracuje odhad (3.5) pod-
statne lepsie ako pre normalne rozdelenie ndhodnej veli¢iny ¢.

V (Horowitz, 1998, Kapitola 4) je uvedené heuristické oddvodnenie, preco
mé chvost charakteristickej funkcie 1. velky vplyv na rychlost konvergencie
fx.n a preto moze byt tato rychlost velmi pomald. Tym sa ale v tejto praci

nebudeme bliZsie zaoberaf.

V tabulke 3.2 st uvedené najcastejSie pouzivané jadra.

Jadro k(x) nosic¢ Yi(t)
Rovnomerné 1/2 -1,1] (sint)/t
Epanechnikov 3(1—a?) -1,1] [—3tcost + 3sint]/t?
Dvojvahové 2(1—2a?%)? [-1,1] —15[3tcost + (t* — 3)sint]/t®
Normélne \/%7 exp(—z%/2) R exp(—t%/2)
Trojuholnikové 1— || -1,1] —2[(|t| = 1)sint]/t

Tabulka 3.2: Najbeznejsie pouzivané jadra a ich charakteristické funkcie.

V tabulke 3.3 st uvedené charakteristické funkcie niektorych rozdeleni
nédhodnej veli¢iny ¢ s informéciou o splneni/nesplneni podmienok viet 3.1 a
3.2.
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spliia podm. vety

€ Ye(t) 3.1 3.2
N(u,o?) exp(ipt — TL) v X
Cauchyovo exp(ita) exp(—blt|) v X
Gumbelovo (1 —iot) exp(ut) v X
Laplaceovo exp(ita) / (1 + b*t?) X v
Rovnomerné [exp(ith) — exp(ita)]/[it(b—a)] % X

Tabulka 3.3: Char. funkcie pre niektoré rozdelenia Sumu ¢.

Ak ma nédhodné veli¢ina € rovnomerné rozdelenie, nesplita podmienky ani vety
3.1 ani 3.2. Nesplia totiz zakladny predpoklad, Ze 1.(t) # 0,Vt € R. Ak si
totiz rozpiSeme charakteristickti funkciu rovnomerného rozdelenia, ipravami
dostavame vztah

() = sin(tb) — Sin(taz(z—_i[z(;s(ta) — cos(tb)]

Vzhladom k periodicite funkcii sinus a kosinus bude ¢itatel rovny nule pre
th = ta + 2km, k € 7Z, resp. v bodoch t = 2kr/(b — a). Nespliia teda ani
podmienky (3.10) a (3.13), jadro (3.6) pre odhad hustoty n. vel. X nie je
definované.

Podobne, ak by sme uvazovali konvoliciu ndhodnej veli¢iny s rovnomernym
rozdelenim s ndhodnou veli¢inou s napriklad normalnym rozdelenim a velmi
malym rozptylom, charakteristicka funkcia tejto konvoltacie by bola stic¢inom
charakteristickych funkcii jednotlivych veli¢in, a zrejme bude opit nadobudat
nulové hodnoty v bodoch ¢t = 2kx /(b — a).

3.3 Jednoduchy odhad fyx pre ¢ ~ N(0,0?)

Teraz si zavedieme este jeden typ odhadu. Jedna sa o zjednoduseny typ jad-
rového odhadu (3.5). Jadro tohoto odhadu sme si vyjadrili vztahom (3.6) tak,
aby tento odhad odpovedal odhadu (3.4). V odhade (3.4) sme uvazovali kon-
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volaciu Y + h,(, ¢o odpovedalo jadrovému odhadu charakteristickej funkcie
veli¢iny Y. Nech m4 teraz ndhodné veli¢ina ¢ normované normalne rozdelenie,
tj. ¢¢(-) v odhade (3.4) je charakteristickou funkciou N(0, 1) rozdelenia. Inak
povedané, za jadro v prislusnom jadrovom odhade hustoty sme zvolili hustotu
N(0, 1) rozdelenia. Dalej sa musime obmedzif na norméalne rozdelenie velic¢iny
e so strednou hodnotou 0, teda e ~ N (0, 0?). Hlavna myslienka nasho zjedno-
duseného odhadu spociva v tom, Ze vo vztahu (3.6), ktory vyjadruje tvar jadra
v (3.5), nahradime prevratentt hodnotu charakteristickej funkcie veli¢iny ¢ jej
Taylorovym polynémom stupiia 2 v bode 0. Charakteristickd funkcia N (0, 0?)

rozdelenia mé tvar

w(t)—exp{—%02t2}, t]. ﬁ—exp{%azﬁ}

tj. nas Taylorov polyném v bode 0 méa tvar

ot?
Tg(w,o,t) - ]. + T’
a jadro z (3.6) prepiSeme do tvaru
1 > it 142 O'2t2
“ = — ” 1+ —)dt
#(2) 21 _Ooe ¢’ ( + 2h2
1 o —iat  — 142 1 & it 142 O'2t2
= — iz dt + — v —dt  (3.16
om ) e[ e gt (316)

Prvy clen (3.16) je inverznd Fourierova transformacia charakteristickej fun-
kcie N (0, 1) rozdelenia, odpovedd preto hustote N (0, 1) rozdelenia (ozn. ¢(z)).
Spolu s vhodnou tpravou druhého ¢lena (3.16) dostavame

0.2

#(2) = 0(2) — 5 0 (2)

Dostavame tak jadrovy odhad tvaru

R~ -Y 2 —Y,
() - (5)] e
=1 " "

Jadro s“(-) je symetrické a plati, ze

fg(hn(x) =
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/f%hn(:c) dr = 1.

Pre ilustraciu je na obrazku 3.1 zndzorneny tvar jadra »“(-) a jadra (3.6) pre

vhodne zvolené parametre o2 a h,,.

.

-4

4

Obr. 3.1: Tvar jadra »“(-) (plnou ¢iarou) a jadra definovaného v (3.6) (¢iar-

kovane) pre vhodne zvolené parametre o2 a h,,.

3.3.1 Simulacia

V kratkej simulacii teraz porovname odhady s pouzitim tychto dvoch jadier,
resp. odhady (3.5) a (3.17). Za rozdelenie nahodnej veli¢éiny X sme zvolili
rozdelenie 0.2N(2,1) + 0.8N(7,2) a rozdelenie nahodnej veli¢iny ¢ rozdelenie
N(0,0.5). Pre velkosti vyberu n = 250,500 a 1000 sme nasimulovali 100 né-
hodnych vyberov z rozdelenia ndhodnej veli¢iny Y = X +¢. Z kazdého vyberu
sme urobili odhad hustoty nahodnej veliciny X, pre porovnanie s hustotou
nahodnej veliciny X sme spocitali integrovani kvadratickii chybu a urobili
sme jej priemernt hodnotu (AISE) podobne, ako na strane 27. Tieto hodnoty
st uvedené v tabulke 3.4. Parameter h,, je voleny ako Var(X)/Var(Y) = 0.92,
vid Proenca (2003).
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AISE [fx,hn (z)] AISE [fg(,hn (z)] AISE [ng(hn (z)]/AISE []?X,hn ()]

n=250 15.6292 15.8659 1.015
n=>500 15.0248 15.3267 1.020
n=1000 13.0414 13.3949 1.027

Tabulka 3.4: Hodnoty AISE(x10?) pre odhady (3.5) a (3.17), h,, = 0.92.

Z tabulky 3.4 je vidiet, Ze odhady pracuju priblizne rovnako, pre ilustraciu si v
grafoch 3.2 a 3.3 nasimulované odhady pre jeden vyber velkosti 500, h,, = 0.92
ah, =2.

e

2 | 2 4 6 8 10 12

Obr. 3.2: Porovnanie hustoty 0.2N(2,1)+0.8 N (7, 2) rozdelenia (plnou ¢iarou),
odhadu (3.5) (¢iarkovane) a zjednoduseného odhadu (3.17) (bodkovane) pre
h, = 0.92.
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0.20
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0.10

-2 2 4 6 8 10 12

Obr. 3.3: Porovnanie hustoty 0,2.N(2,1) + 0,8.N(7,2) rozdelenia (plnou ¢ia-
rou), odhadu (3.5) (¢iarkovane) a odhadu (3.17) (bodkovane) pre h,, = 2.

3.4 Odhad fyx s neznamym rozdelenim ¢

V tomto odstavci budeme opéf vychddzat zo vztahov (3.1) a (3.2). AvSak
okrem rozdelenia ndhodnej veli¢iny Y teraz nepozname ani rozdelenie veli-
¢iny €. Nech st preto Y7, ..., Y, nezavislé, rovnako rozdelené nahodné veli¢iny,
a taktiez e€q,...,e, nech si nezavislé, rovnako rozdelené nahodné veliciny.
Charakteristickt funkciu ndhodnej veli¢iny Y budeme odhadovat ako doteraz,
pouzijeme teda jadrovy odhad. Charakteristicki funkciu ndhodnej veli¢iny ¢
mozeme odhadnif pomocou empirickej charakteristickej funkcie definovane;
vztahom (2.2), neohrozi ndm to existenciu integralu, navysSe je empiricky od-
had pocetne nendro¢ny. Stac¢i, ak budeme predpokladaf, Ze zzw(t) # 0 pre
t € R. Odhad hustoty fx potom vyjadrime vztahom

~or

1 [ Dyat)
xolT e " th,)—= dt. 3.18
Frn() / olim) 2 (3.18)

—00 en

Podobne ako v predchédzajicom odstavci by sme mohli rozoberat vlastnosti
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odhadu (3.18). V pripade, kedy rozdelenie nédhodnej veli¢iny € nepozname,
budi tieto vlastnosti zavisiet aj na presnosti odhadu ., charakteristicke;
funkcie .. Blizsie sa vlastnostiam odhadov hustoty fx pri nezndmom

rozdeleni e venuje Johannes (2009).

7 praktického hladiska sa ale naskytuje otazka, ¢i je mozné pozorovat roz-
delenie ndhodnej veli¢iny Y aj nadhodnej veliciny €. Ak totiz s pozorovanim
Y; pozorujeme aj Sum ¢;, pozname aj velicinu X; a hustotu ndhodnej veli-
¢iny X moéZzeme z pozorovani Xi,...,X, odhadniuf jadrovym odhadom. Ak
ale rozdelenie ndhodnej veli¢iny € nemame, mdzeme ho odhadnif z pozorovani

Ently- - -5 Entm, Ktoré st nezavislé s Xy,..., X, aeq,... ep.



Kapitola 4
Aplikacia v medicine

V tejto kapitole sa presunieme do oblasti mediciny, konkrétne do oblasti
imunolégie. Uvidime, ako je mozné vyuzit dekonvoliciu v praxi, v nasom
pripade sa budeme venovat protildtkam. Povedzme si preto najprv nieco

o vytvarani protilatok.

Po vniknuti cudzorodého mikroorganizmu (baktéria, virus...) do tela dochadza
k aktivacii imunitného systému, ktort sprevadza mnoho zlozitych fyziologic-
kych reakcii a dochadza k tvorbe protilatok. Tvorba protilatok prebieha v
dvoch fazach. V prvej faze, od primarnej infekcie stt produkované nespecifické
protilatky typu IgM, ktoré maju sice nizku afinitu k cudzorodému mikroor-
ganizmu, ale blokuju dalsie Sirenie infekcie. Po urcitej dobe, v zavislosti na
infekcii dochadza k druhej faze protilatkovej odpovede, s tvorbou Specifickych
protilatok typu IgG. Dochadza k zvySovaniu ich koncentracie v krvi, a zaroven
dochédza k zniZeniu koncentracie IgM protildtok az na najniz$iu meratelnt
koncentriciu. Podla typu ochorenia sa IgG protilatky dostant na najvyssiu
koncentraciu v krvi a ostéavaju v nej bud doZivotne, tj. ¢lovek je dozivotne
chraneny a uZ sa nikdy nenakazi touto chorobou (napr. zardenky), alebo po
skonceni infekcie ostavaju este urcity cas, po ktory je ¢lovek chraneny pred
touto infekciou (napr. boreliéza). Alebo klesaji hned po ukonceni choroby
a Clovek je schopny dalieho nakazenia tym istym mikroorganizmom (napr.
chripka a iné be7né ochorenia). Typ a mnoZstvo protilatok v krvi zistujeme

sérologickymi metodami.

35
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4.1 Rozdelenie doby od infekcie

Oznac¢me X nahodnu veli¢inu, ktora predstavuje ¢as, ktory uplynul od infekcie.
Predpokladajme najprv, ze mnozstvo (resp. koncentracia) protilatok v krvi je
rastiicou funkciou ¢asu, tj. po vniknuti baktérie sa zacnu tvorif protilatky a
ich koncentracia konverguje v ¢ase k nejakej hodnote a ozna¢me tuto funkciu
g. Predpokladajme dalej, Ze pri merani koncentracie protildtok dochédza k
urcitej chybe, ¢o znamena, ze nase namerané hodnoty st skreslené o chybu,
ktora predstavuje nahodnu veli¢inu, ktort oznac¢ime ¢ a predpokladajme, ze
rozdelenie tejto ndhodnej veli¢iny pozname. To znamenad, ze hodnota koncen-
tracie, ktori namerame, ozn. Y, je nahodna veli¢ina a predstavuje sucet dvoch
ndhodnych veli¢in — skuto¢nej koncentracie v krvi (n. vel. X3) a chyby merania
(n. vel. €), tj.

Y=Xo+e=g(X)+e. (4.1)

Tymto sme sa dostali k problému dekonvolticie, pricom nas zaujima rozdelenie
nahodnej veliciny X ako doby od infekcie. Toto rozdelenie sa snazime od-
hadnit z nameranych hodnét Yi, ..., Y, pricom predpokladdme, Ze pozname
funkciu g a rozdelenie ndhodnej veli¢iny ¢.

V predchadzajicej kapitole sme si odvodili vztah (3.4), pomocou ktorého do-
staneme odhad hustoty nahodnej veli¢iny X5, tj. hustotu rozdelenia skutocnej

koncentracie protilatok v krvi, tj.

[xam(T2) = % /_ ”%(’fhn)wlf;?g) dt. (4.2)

Z vety 1.1 vieme, ze vztah medzi ndhodnymi veli¢inami X a X5 je nasledovny:

fxa(2) = fx(7(22)).7 (22)]
ak oznac¢ime 7 = g~ ! a fx, fx, hustoty ndhodnych veli¢in X a X,. Po dosadeni
odhadu hustoty fx,, tj. odhadu (4.2) dostavame odhad pre hustotu ndhodnej
veliciny X, teda
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a s pouzitim vety o derivacii inverznej funkcie dostavame odhad hustoty n. vel.
X predpisom
fxn(@) = fxam(9(2))-19' ()] (4.3)

Z viet 3.1 a 3.2 pozname rychlost konvergencie odhadu hustoty nahodnej veli-
¢iny Xo, teda odhadu (4.2) a konvergencia odhadu (4.3) je jednoduchy dosle-
dok.

Dosledok 4.1. Nech si nahodné veliciny Xo a € vzdjomne nezdvislé a plati
vztah (4.1). Nech su pre odhad (4.2) hustoty ndhodnej veliciny Xo splnené
podmienky vety 3.1 a nech g je rydzo monotonna funkcia. Potom pre odhad
(4.3) a vietky z, pre ktoré |g'(x)| € (0,00) plati

Efxa(z) = fx(@)* = O[(logn)™>"/"].

Dokaz: Zrejme plati, ze

Elfxa(®) = fx@) = Elfxnlg(@)-lg'(@)] = fr.(g())-lg'(2)]]
= 19@)]° E[fxan(9(2)) = fra(9(2))]”,

odkial je uz rovnost zrejma. [

Podobne vieme zaviest dosledok podla vety 3.2. Rychlost konvergencie odhadu
(4.3) v bode x bude rovné rychlosti konvergencie odhadu (4.2) v bode g(z)

vynasobenej druhou mocninou derivacie funkcie g v bode x.

4.2 Zobecnenie pre dva druhy protilatok

V skutoc¢nosti mnozstvo jednotlivych typov protildtok nemusi byt vzdy
rasticou funkciou ¢asu. Na obrazku 4.1 je znazorneny typicky casovy priebeh
tvorby IgM a IgG protilatok.

Pre rézne choroby je tato krivka rézna, tvar ma podobny. U niektorych chorob
moze napr. koncentracia IgG nadobudnit maximélnu hodnotu po niekolkych
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konc.

= = 1 1 1 1

10 20 30 40
doba (dni)

Obr. 4.1: Casovy priebeh tvorby IgM a IgG.

tyzdiioch a u inych po niekolkych diioch. Pre konkrétnu chorobu je ale tvar
tejto krivky charakteristicky:.

Pre nasu tlohu definujeme funkciu:

g(z) = max [IgM(z), IgG(x) ], z € (0,00).

Funkcia g nadobtida lokalne extrémy v troch bodoch, ¢y, a t3. Bod t¢; je bod,
kedy koncentracia IgM zacina klesat v dosledku tvorby latok IgG, ¢, je bod,
v ktorom sa koncentracie IgM a IgG vyrovnajui a bod t3 je bod, v ktorom
vymiznu priznaky, ktoré oznac¢ime ako priznaky A a koncentracia IgG zacina
klesat. Priebeh funkcie ¢ je znazorneny na obrazku 4.2.

Opit uvazujme ndhodnu veli¢inu X, ktord predstavuje dobu od infekcie u
¢loveka a transformaciu tejto ndhodnej veli¢iny v tvare Xy = g(X) tak, ako
doteraz. Vzhladom na zlozitejsi tvar funkcie g a vlastnosti tvorby protilatok
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Obr. 4.2: Priebeh funkcie g s rozdelenim na 4 casti.

funkciu g rozdelime na 4 casti:

prex € (0,t;) = Gy,

() = g(x) (

g(z) =g(x)  prex € (t1,t2) = Gy,
(r) = g(z)  prex € (ta,t3) =" G,
(z) = g(z) (

g3(r) = g\x

ga(z) = g(x prex € (t3,00) = Gy.
Na jednotlivych intervaloch Gy, ..., Gy je funkcia g prostd. Oznac¢me dalej 7;
inverzné zobrazenie ku g; pre j = 1,...,4. Na G = G; U ... U G4 uvazujme

transforméaciu dani predpisom X, = g(X), ktord je znédzornend na obrazku 4.3.

Zobrazenie g je reguldrne a prosté na disjunktnych otvorenych intervaloch

G1,...,G4 a plati, ze

/fX(x)dle, G:Glu...UG4.
G

Pouzitim zobecnenej vety o transformécii ndhodnych vektorov, vid Andél
(2007, veta 3.8), vieme, aky tvar bude mat hustota ndhodnej veli¢iny X, a
ze hustota tejto ndhodnej veli¢iny je stactom Styroch clenov. Vieme odhadnut



KAPITOLA 4. APLIKACIA V MEDICINE 40

93(X)

|
1
|
I |
I I
|

91(x) 1G9

20 30t3 Gy 40

G gtz 10 Gs

! X

Obr. 4.3: Znéazornenie uvedenej transformaécie.

hustotu ndhodnej veli¢iny X5, ale potrebujeme jednoznacne urcit hustotu na-
hodnej veli¢iny X, resp. pre pevné x, potrebujeme jednoznac¢ne urcit, ¢i doba
od infekcie u daného cloveka je v intervale G1,Gs, G3 alebo G4. Zavedieme
si preto ndhodnu veli¢inu S, ktord nadobtida hodnoty z mnoziny {1,2,3,4}, a

urcuje, v ktorej faze vyvoja protilatok dany clovek je, tj.

1 ak [ nepritomné IgG |

2 ak [ pritomné IgG, IgG < IgM |

3 ak [ nepritomné IgM, priznaky A |

4 ak [ nepritomné IgM, bez priznakov A |

Predpokladajme, Ze na zéklade dalsich informaécii vieme jednoznacne urcit,
akl hodnotu nadhodna veli¢ina S nadobida. Pomocou tejto nahodnej veliciny
mame o danom pacientovi dodato¢nti informéaciu, a na zaklade tejto nahodnej
veli¢iny S rozdelime ndhodny vyber Yi,...,Y, na 4 vybery, tj. Y1 1,...,Y1,,,
ooy Yo, Yo, kde Vi, Y, = {Y, pre ktoré S; = j}. Hodnoty n;
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teda predstavuju pocet pacientov v jednotlivych skupinidch a samozrejme

ny+ -+ ng=n.

Uvazujme teda transforméciu na G = G U. ..U Gy s funkciami gq, . .., g4, vid

strana 39. Pre kazdé j, j = 1,...,4 zavedieme odhad

L Dy, (1)
Famle) =5 [ e i, ) 20 o (4.4)
pre j =1,...,4, kde
nj
Vi, (t) = — Z it Vi
J k=1

Odhad (4.4) odpoveda podmienenej hustote ndhodnej veli¢iny X, s podmien-
kou S = j, ozn. f; x,. Oznac¢me dalej f; x podmienent hustotu ndhodnej veli-
¢iny X|S = j. Hustoty f;x, a fjx si vzajomne odpovedaji a podobne, ako v
predchadzajucom pripade plati

fix (@) = f1x:(9;(@))|g;(2)].
Dalej plati, ze

Pw:ﬂ:PweGﬂ:Ljﬂ@M

P[X € I]

P[X€I|S:j]:m

pre interval I C G;. Musi teda platit, ze

lh@ﬁxzﬂXGﬂ:Pw:ﬂ[ﬁﬂ@M

pre interval I C (. Zrejme plati

fx(x) = P[S = jlf;x () (4.5)
prez € Gj, a

Ix (@) = fi.x,(9;(x))lgj ()| PLS = j] (4.6)
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pre © € G;. Ak dosadime za f;x, odhad (4.4), dostavame odhad hustoty
nahodnej veli¢iny X predpisom

fxn(@) = fixom, (9;())]g5 ()| P[S = j]

pre z € Gj.

Pravdepodobnosti P[S = j| ale nepozname, takze ich potrebujeme odhad-
nif. Najlepsim odhadom pre tieto pravdepodobnosti bude zrejme odhad (ak
ozna¢ime P[S = j] = p,)

5o

pj:n

a vysledny vztah pre odhad hustoty ndhodnej veli¢iny X je

fxn(@) = fixom, (95(2))]95(2) ;- (4.7)

pre x € G;. Rychlost konvergencie odhadu (4.7) bude zavisiet na rychlosti
konvergencie odhadu hustoty f; x, »;, derivacii funkcie g; v bode z, tj. gi(z) a
rychlosti konvergencie odhadu pj.

4.3 Simulacie

V prvej casti tejto kapitoly sme si zaviedli odhad rozdelenia doby od infekcie
pomocou dekonvolucie. V tejto casti kapitoly si tento odhad porovname s

jednoduchsim odhadom. Uvedme si preto nasledujtci priklad.

Majme populéciu Iudi, z ktorych n je nakazenych nejakou chorobou. Predpo-
kladajme, Ze mnozstvo protilatok je opéf rastiicou funkciou ¢asu (ozn. g) a
nahodna veli¢ina X predstavuje dobu od infekcie, podobne, ako v prvej Casti
tejto kapitoly. Na zaklade nameraného mnozstva protilatok v krvi Yi,...,Y,
sa snazime odhadnaf pravdepodobnost, Ze nakazeny sa nakazil v poslednom
roku. Porovname dva odhady, kde
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#Y; < g(1 rok)
n
resp. podiel tych, ktorych mnozstvo nameranych protilatok je mensie ako

Odhad 1 =

mnozstvo odpovedajice jednému roku.

Druhym odhadom pravdepodobnosti nakazenia v poslednom roku bude odhad
(4.3) popisany v prvej Casti tejto kapitoly, tj. vyuzitim dekonvolicie odhad-
neme rozdelenie skuto¢ného mnozstva protilatok v krvi a néasledne rozdelenie
doby od infekcie. Z tohoto odhadu hustoty rozdelenia doby od infekcie spoci-
tame pravdepodobnost nakazenia v poslednom roku, tj.

1 rok
Odhad 2 = / fxn(x)de
0

V simulécii sme pouzili zmesi normalneho rozdelenia (oznacme ¢, ,2 hustotu
N (1, 0?) rozdelenia a hustotu zmesi ozn. f(z)), pri¢om hustotu rozdelenia doby

od infekcie (ozn. fx(x)) sme polozili

o= { SOV SO mrze

V simulécii bolo urobenych 100 vyberov velkosti n = 500, 1000 a 5000. Za
rozdelenie ndhodnej veli¢iny ¢ sme zvolili rozdelenie N(0,0?) a parameter h
sme volili ako Var (X3)/Var (Y), vid Proenca (2003).

Tabulky 4.1 a 4.2 uvadzaju vysledky naSej simuldcie. V bunkéch tabuliek st
uvedené priemerné odchylky odhadov od skutoc¢nej hodnoty pravdepodob-
nosti (hodnoty x10%) a vedla nich v zétvorkdch st uvedené rozptyly tychto
odchyliek cez 100 simulacii (hodnoty x10°).

Z tabuliek 4.1 a 4.2 je vidiet, Ze odhad 1 v tomto pripade pracuje celkovo
lepsie ako odhad pomocou dekonvolicie. Najvicsi rozdiel medzi odhadmi je
badatelny v pripade 0.8N(1,1) 4+ 0.2N(7,2) rozdelenia pre € ~ N(0,0.1). Av-
sak, ako si moézme z tabuliek vSimnut, rozptyl odhadov pomocou dekonvoltcie
je v kazdom pripade mensi ako rozptyl odhadu 1. Pomer medzi rozptylmi
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f([E) = 0.3¢1,1 + 0.7¢772
(skutoénd hodnota = 0.107)

e~ N(0,0.1) e~ N(0,0.5)
Odhad  1: Naivny  2: Dekonvoltcia  1: Naivny  2: Dekonvolicia
n=500 33.6 (8.4) 47.2 (0.5) 11.0 (37.7) 30.0 (13.3)
n=1000 7.4 (3.8) 37.0 (0.2) 7.0 (17.0) 24.2 (6.2)
n=5000 2.6 (0.5) 31.0 (0.1) 1.7 (3.3) 164 (1.4)

Tabulka 4.1: Priemerné vychylenie odhadnutej pravdepodobnosti nakazenia za
posledny rok (x10%) a rozptyly odhadov cez 100 simulécii (x10°).

f(.??) = 0.8¢171 + 0.2¢772
(skuto¢na hodnota = 0.312)

e~ N(0,0.1) e~ N(0,0.5)
Odhad 1: Naivny  2: Dekonvolicia  1: Naivny  2: Dekonvolicia
n=500 10.6 (21.0) 574 (1.3) 25.8 (97.9) 42.6 (35.4)
n=1000 4.8 (9.8) 48.1 (0.5) 16.5 (48.4) 35.2 (16.6)
n=5000 1.4 (2.2) 402 (0.1) 4.7 (13.5) 27.3 (4.2)

Tabulka 4.2: Priemerné vychylenie odhadnutej pravdepodobnosti nakazenia za
posledny rok (x10?) a rozptyly odhadov cez 100 simulécii (x10°).

.....

Na obrazku 4.4 je znazorneny graf rozdelenia ndhodnej veliciny X pre
f(x) = 0.8¢11(x) + 0.2¢75(x) rozdelenia (tj. hustota fx(x) vid (4.8)) a jej
odhad definovany vztahom (4.3).

V tabulke 4.3 st uvedené odhady pre dalSie dve rozdelenia doby od infekcie.
Za f(x) sme polozili hustoty N(1,0.5) a N(3, 1) rozdeleni, ktorym odpovedaji
rozdelenia doby od infekcie (vid (4.8)) a za rozdelenie ndhodnej veli¢iny € sme
zvolili (0, 0.5) rozdelenie.
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Obr. 4.4: Graf hustoty nahodnej veli¢iny X odpovedajicej f(z) = 0.8¢;1(x) +
0.2¢72(x) rozdeleniu (vid (4.8)) a jej odhadu (4.3) pre jeden vyber velkosti

.....

f(z) = ¢1,0.5($) ¢3,1(9L’)

(skutofnéd hodnota = 0.457) (skutofnd hodnota = 0.021)
Odhad 1: Naivny 2: Dekonvoltcia  1: Naivny  2: Dekonvolicia
n=500 64.2 (184.9) 67.2 (90.5) 6.8 (21.9) 14.6 (12.2)
n=1000 52.9 (974) 574 (46.2) 6.0 (11.6) 14.0 (7.5)
n=5000 44.4 (25.0) 48.2 (12.0) 4.2 (1.6) 12.6 (1.1)

Tabulka 4.3: Priemerné vychylenie odhadnutej pravdepodobnosti nakazenia
za posledny rok (x10%) a rozptyly odhadov cez 100 simulécii (x106), & ~
N(0,0.5).

Z tabulky 4.3 je vidiet, Ze pre rozdelenie nahodnej veli¢iny X, ktorého hustota
nadobtda v okoli bodu z = 1 niz8ie hodnoty, tj. N(3,1), je rozdiel medzi

odhadmi evidentnejsi.

V dalSej simulacii sme porovnali odhady pre hustotu nédhodnej veli¢iny X
dant predpisom fx(x) = (0.4 —0.08z)Ij5 (). Za rozdelenie ndhodnej veli¢iny
e sme volili N(0,0.1) a N(0,0.5) rozdelenia. Vysledky simulacie st uvedené v
tabulke 4.4.
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fx(x) = (0.4 —0.082)I5(x)
(skutoénd hodnota = 0.360)
e~ N(0,0.1) e~ N(0,0.5)
Odhad 1: Naivny  2: Dekonvoltucia 1: Naivny 2: Dekonvolucia
n=500 4.7 (380.1) 5.6 (204.2) 10.7 (368.2) 10.9 (259.0)
n=1000 2.5 (215.0) 34 (96.3) 6.9 (259.1) 7.5 (185.7)
n=5000 0.7 (35.1) 2.1 (14.8) 23 (27.8) 3.1 (18.9)

Tabulka 4.4: Priemerné vychylenie odhadnutej pravdepodobnosti nakazenia za
posledny rok (x10%) a rozptyly odhadov cez 100 simulécii (x10°).

Z tabulky 4.4 je opit vidief, Ze odhad pomocou dekonvolicie pracuje horsie
ako odhad 1.

Nakoniec vyskusame, ako pracuju odhady pre € s Laplaceovym rozdelenim. Za
f(z) sme polozili hustoty N(1,0.5) a N(3,1) rozdeleni, ktorym odpovedaji
rozdelenia doby od infekcie (vid (4.8)) a za rozdelenie € rozdelenie DEz(0, 0.5).
Vysledky st uvedené v tabulke 4.5, kde je vidief, Ze pre € s Laplaceovym
rozdelenim pracuje odhad pomocou dekonvolicie lepSie, ako v pripade

normalneho rozdelenia ndhodnej veli¢iny e.
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f(x) = $1,05() ¢3,1(x)

(skuto¢né hodnota = 0.457) (skuto¢né hodnota = 0.021)
Odhad 1: Naivny 2: Dekonvoltcia  1: Naivny  2: Dekonvoltacia
n=500 54.8 (241.2) 28.1 (902.8) 38.6 (80.9) 25.3 (88.1)
n=1000 44.7 (134.2) 3.4  (621.4) 321 (34.1) 17.9 (35.0)
n=5000 35.4 (27.0) 1.1 (138.4) 24.3 (6.3) 10.1 (7.7)

Tabulka 4.5: Priemerné vychylenie odhadnutej pravdepodobnosti nakazenia
za posledny rok (x10%) a rozptyly odhadov cez 100 simulécii (x106), & ~
DEx(0,0.5).

Z nasich vysledkov plynie, ze odhad pomocou dekonvoltcie pracuje horsie ako
odhad 1 pre € s normalnym rozdelenim a lepsie pre € s Laplaceovym rozdelenim.

.....

.....

rozdiel medzi odhadmi mensi, rovnako ako aj pomer medzi rozptylmi odhadu
1 a odhadu 2 je mensi.



Z.aver

V Gvodnej kapitole tejto prace sme zadefinovali zakladné pojmy a pojem
konvolicie a na priklade fotografie sme si ukazali jednu z moznosti praktického
vyuzitia konvolicie. V druhej kapitole sme rozobrali jadrovy odhad hustoty a
jadrovy odhad charakteristickej funkcie ndhodnej veli¢iny. Tieto odhady sme
nasledne v tretej kapitole vyuzili pri zavedeni odhadu hustoty konvoluovanej

nahodnej veli¢iny pomocou dekonvolicie.

Z teoretickych vlastnosti, ako aj zo simulécii je vidief, Ze odhad pomocou
dekonvoltcie méa slabu rychlost konvergencie a taktiez, Ze tato rychlost zavisi
na Sirke chvostu charakteristickej funkcie ndhodnej veli¢iny Sumu. Napriklad,
ak ma nahodné veli¢ina ¢ normalne rozdelenie, odhad konverguje pomalSie

ako pre € s Laplaceovym rozdelenim.

V poslednej kapitole tejto prace sme uviedli aplikaciu dekonvoltcie v medicine,
kde sme odhadovali rozdelenie doby od infekcie u ¢loveka na zaklade merania
koncentracie protilatok v krvi. V simulécii sme odhad rozdelenia doby od infek-
cie porovnali s naivnym odhadom. Zo simulécie je opit vidiet zavislost rychlosti
konvergencie odhadu pomocou dekonvolticie na rozdeleni nahodnej veli¢iny e.
Ulohu, ktorti sme popisali v poslednej kapitole tejto prace je mozné rozsirit
na tlohu typu Y = ¢g(X + n) + v, avSak konvergencia takychto odhadov by
bola zrejme velmi pomala. Mozné je aj oSetrit to, Ze v praxi je zrejme Y > 0,
¢o by bolo mozné pomocou vhodnej transformécie. Podobne je mozné néjst
mnozstvo zaujimavych aplikacii v réznych oblastiach vedy.
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