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Kapitola 1

Uvod

V klinickych studiich, které slouzi k ovéteni i¢innosti novych lécebnych postupt, nas
zajimd zména rozdéleni néjaké ndhodné veli¢iny, naptiklad systolického krevniho tlaku.
Tato velicina je méfena dvakrat - na zacatku a na konci studie. Existuje nékolik me-
tod, jak analyzovat vztah mezi pocateéni hodnotou néjaké nahodné veliciny, mérenou
na zacatku studie, a jeji hodnotou koneénou, mérenou na konci. Na zakladé zminénych
postupu analyzy je pocitan efekt 1écby.

Vyse uvedené klinické studie jsou randomizované, to znamend, ze jednotky, které po-
zorujeme (pacienti), jsou ndhodné rozdéleny do dvou skupin. Pacientum jedné ze skupin
je poskytnuta lécba, pacientim druhé skupiny neni, dostanou napiiklad placebo. Druh&
skupina je tedy kontrolni.

Zminény problém se objevuje v centru pozornosti mnoha lidi, zejména pokud jde o
srovnavani danych metod analyzy, pficemz se nazory na optimélni ptistup velmi lisi.
Napiiklad Stephen Senn v ¢lanku Senn (2006) prosazuje metodu ANCOVA (analyza ko-
variance, viz 3.3 na strané 13) proti metodé SACS (simple analysis of change score =
jednoduchd analyza zmény stavu, viz 3.2 na strané 11). Diskuzi ale vede na zdkladé toho,
ze pripousti, ze stiedni hodnoty v obou skupinach na zac¢atku nemusi byt shodné, coz pfti
randomizaci nenastava.

V élanku Tu and Gilthorpe (2007) jsou zase uvedena ruzné feSeni problému, které se
vyskytuji, chceme-li pouzit metodu, ktera je obdobou modelu 3.3 na strané 13. Autori
tohoto ¢lanku vedou o nejlepsim feseni problému polemiku s Funatogawa (2007).

Cilem této préace je vystavét dané metody od zakladu a srozumitelné je porovnat.



Kapitola 2

Situace

Pacienti jsou na zac¢atku studie ndhodné rozdéleni do experimentalni skupiny s lécbou
E (experimental) a kontrolni skupiny bez 1écby C (control). Ve skupiné E je ng pacientu,
ve skupiné C je n¢ pacientu. Predpokladejme, ze pravdépodobnost, ze je pacient prifazen
do skupiny E, je 7 € (0, 1). Neni-li pacient uréen do skupiny E, jde do skupiny C. Nahodna
veli¢ina, ktera randomizaci popisuje, je indikator ptifazeni pacienta ¢ do skupiny E, tedy
ljier). Plati pro ni
I[ieE] ~ A|t(7T) Vi=1,...,n,

kde
n=nc+ng.

Oznacime .
Cne D lem
n — - n :
nc n— Zizl l[z’eE]

(2.1)

Ze zékona velkych c¢isel plyne %Z?:l i) L m, m — 00. Spocitame limitu ¢, a
oznacime ji ¢:
p T
qn —

1—7T:q'

Predpokladejme, ze ¢ € (0,00). Proto kdyz ng — o0, tak i ngp — oc.
Nahodnou veli¢cinu Y, kterd nas zajima, méiime nejprve v case, ktery oznac¢ime 0, a
podruhé v ¢ase 1. Tato dvé méfeni provadime u kazdého pacienta z obou skupin E a C.
Méme tedy nezavislé dvojice pozorovani

(Yo?uyl?)a 1=1,...,ng,

(Y()(zj7Yl?)’ 1=1,...,n¢c,



kde horni index znamena piislusnost pacienta do skupiny, 0 a 1 znamenaji cas méfeni a
¢ je index pacienta v dané skupiné.

Randomizace nam zarucuje, ze rozdéleni ndhodné veli¢iny na pocéatku je stejné v obou
skupinach, tedy

L) = £(%).

Oznac¢me
po =EYS =EYY, o2=varY§ =varY¥ € (0, ). (2.2)

Ve vypoctech budeme predpokladat, ze tyto hodnoty zname. V praxi je odhadneme z dat.
To, co néas zajima, je efekt 1écby, tedy vlastné néjaky ,rozdil“ v konecnych hodnotach ve
skupinach E a C, ktery budeme oznacovat jako ¢. Existuji t¥i riuzné piistupy k modelovani
této situace. Na jejich zakladeé je spocitan efekt 1écby.



Kapitola 3

Modely a chovani odhadu efektu
lécby za platnosti spravnych modelu

3.1 Model I

Prvni ptistup se vubec nezabyva hodnotami na pocatku. Konetnou hodnotu bere
prosté jako nahodnou veli¢inu se stfedni hodnotou, ktera se 1isi v obou skupinach. Model I
ma tedy tvar

Y =+ e
Vil =p+d+e”

za podminek

1,C .
€ = =1,...
Ee; 0, 2=1,...,n¢,
ILLE .
Ee, 7 =0, i=1,...,ng,
1, 2 . ILE 2 .
vare;” =07, 1=1,...,nc, vare;” =orp, 1=1,...,np

a vzajemné nezavislosti ndhodnych chyb e.

Dulezité zde je, ze ndhodné chyby mohou néjak zaviset na pocateéni hodnoté a nejspise
i zavisi, protoze na pocatecni hodnoté ziejmeé zavisi i hodnota konecnd. Nic o této zavislosti
ale nevime. Tento model je velmi obecny a plati vzdy v tom smyslu, ze se kazd4d ndhodna
velicind da napsat jako soucet jeji stfedni hodnoty a jiné veliciny se stiedni hodnotou
nulovou.



Odhad ¢ ziskany z modelu I je
51 = YflE o }7107 (31)
kde Yi¥ = -3 0E ViF a V¥ = Lo 370 VT

3.1.1 Odhad efektu lécby 5! za platnosti modelu I

Odhad 67 je za platnosti modelu I nevychyleny. Spocitanim jeho rozptylu

var 6! = var (YlE - ch)

1 & 1 & 1 1
:varYIC%—varYlEz—2 g varYS—l——2 g varY? = —o? o+ —07
ehrmt "E = no 2

zjistime, Ze je i konzistentni. Pii ng — oo totiz konverguje vyraz na pravé strané do
nuly a konzistence plyne z véty 7.6 Andel (2007). Ve vypoctu jsme pouzili predpoklad
nezavislosti jednotlivych pozorovani.

Chceme-li testovat hypotézu Hy proti alternative H;

H()i =0 wvs. H1:57£0,

jde vlastné o dvouvybérovy test porovnavajici sttedni hodnoty za predpokladu, ze nejsou
shodné rozptyly. Pouzijeme Welchovu testovou statistiku z knihy Andel (2003)

VB v C
Y\ -
?
o, s
nc nE

- 1 &

-V Sie= > 0T 62

i=1 =1

tr =

kde

S?., =
LC = o=

Jsou-li n¢ a ng hodné velkd, muzeme pro nalezeni kritického oboru pouzit asymptotickou
normalitu statistiky ¢;. Z centralni limitn{ véty totiz vime, ze \/nc(Y," — ) N (0, U%C)
(toto je schematicky zapis, ktery znamend konvergenci v distribuci k ndhodné veli¢iné,
kterd ma normalni rozdéleni s parametry 0 a cr%c, budeme ho pouzivat i nize) a také

ViE(YE—(u+6)) 4N (0,07 ). Z toho, Ze g, — q € (0, 00) a nezdvislosti jednotlivych
pozorovani plyne, ze

a((3)- ()= (F )

10



Odtud za platnosti Hy, kdy 6 = 0, plati

VE _yC
—A——— -5 N(,1). (3.3)
‘71,c_|_‘7.1,E

nc gnc

Dale protoze jsou (3.2) konzistentni odhady 0’%0 a 0%7 g, ze Sluckého véty vyplyva, ze

t; =5 N(0,1).

Hypotézu Hy tedy zamitneme na hladiné o, pokud [t| > u;_a.
Intervalovy odhad pro ¢ s pravdépodobnosti pokryti 1 — « zalozeny na t; je

2 1.c ILE ¢
of — Up—g\ [ —— + ——, o +ui-g

Protoze 67 je nestranny odhad 4, lze vyhledem k tomu, ze n/nc = (14 ¢,) — 1 +¢
konvergenci v distribuci (3.3) pro skutecné (i nenulové) ¢ piepsat jako asymptotickou
normalitu odhadu 67:

Vi (81 =6) BN, V),
kde .
Vsi = (q¢+1) - (a}c + . aiE> . (3.4)

3.2 Model 11

Druhy model porovnava, jak se v jednotlivych skupinach lisi zména mezi konecnou a
pocatecni hodnotou. Predpoklada, ze zména nezavisi na pocateéni hodnoté, a efekt 1écby
0 bere jako rozdil ve stfednich hodnotach této zmény. Model II zapiSeme

c c 11,0
Yii = Yo =7+¢€ 7,

i

VY =y
kde
0, BN =0 = 1o
EEiH,E — 0, E(efI’El%f) =0 i=1,...,ng,
vare; "¢ = oo, vare " =0l p

11



¢ ILE . ;- . (s T . g e y
a€ ', € " jsou vzadjemné nezavislé. Dale protoze zména nezdvisi na pocatecni hodnote,

(2
nezdvisi na nf ani nahodna chyba e/ nebo €.

Model II je velmi specificky. To, ze v ném zména mezi kone¢nou a pocétecni hodnotou
na pocatecni hodnoté nezavisi, presné urcuje tvar zavislosti konetné hodnoty na pocatecni
(sta¢i prevést pocateéni hodnotu doprava). Pokud ve skutecnosti zména na pocatecni
hodnoté zavisi, neboli je zavislost koneéné a poc¢atecni hodnoty jina, nez ji urcuje model II,
promitne se to do predpokladu nezavislosti ndhodné chyby na poc¢atecni hodnoté, ktery

bude porusen.
Odhad ¢ z modelu IT je

SIT — (}71E B YOE) _ (3710 o YOC) 7

vE _ 1 NVE vE vC _ 1 NV vC VE _ 1 NVE VE , vC _ 1 Nne O
kde Yy —@Zizlyuyyl —%zz'dyuayo —@Ziﬂybi a Yy _%Zizlybi‘

3.2.1 Odhad efektu lécby 51 za platnosti modelu 11
Plati-li model II, je E§T = 0, takze jde opét o nestranny odhad a protoze

“ 1 1

II 2 2
vard'' = —o + —0
o e T Ol e

jde také o odhad konzistentni.
Test hypotézy o nulovém efektu léchy

H015:0 VS. H1(57é0

je shodny s dvouvybérovym testem o shodé stiednich hodnot v nahodnych vybérech
(YE-YE i =i ... ng)a(Y§—-YS,i=14...,nc) pii riznych rozptylech. Testovd
statistika je opét Welchova

(Y'IE _ YOE) _ (}710 _ }_/OC)

trr = ;
S?I,C _i_S%I,E
nc ng
kde .
2 1 < C C C C 2
Sho=—=>_ (W —Yo - (%)) .
=1
1 &




Pro dostatecné velka ne a ng lze pro nalezeni kritického oboru opét pouzit asymptotickou
normalitu. Hy zamitame, pokud |t;;| > Up-s.
1 — a procentni interval spolehlivosti pro ¢ zalozeny na t;; je

SQ SQ SQ SQ
2 jiRe; ILE ¢ irc ILE
O — oy 2 2 S 4y e +
2 ne ng 2 ne ng

Jako v ptipadé modelu I lze asymptotickou normalitu odhadu 61 zapsat takto:

Vi (817 = by ) —5 N (0, Vi),

1
Vsir = (g + 1) <U?1,c + 5 : U%I,E) .

3.3 Model II1

Model III na rozdil od modelu II, ktery vlastné predpokladé linearni zavislost konecné
hodnoty na pocatecni se smérnici 1, prechazi k obecné linearni zavislosti. Zapiseme ho

c_ c I11,C
Yii =a+5-Yy +¢ )

Vi=a+8 Yy +6+e",

za podminek

EGZUI,C —0, E (6f1170|y010,) =0, 1=1,...,n¢,
EQIH,E —0, E (EfII,El%J?) =0, 21=1,...,ng,
vare /¢ = U?H,C’v vare; " = U%II,E
a el O e"F jsou vzéjemné nezévislé a nezdvisi ani na Y,§, Y7,

Nezavislost ndhodné chyby na pocatecni hodnoté je opét splnéna jen v piipadé, ze
skutecna zavislost konecné hodnoty na pocatecni je linearni. Snadnou ipravou se model 111
muze prepsat na tvar, ze kterého je vidét, ze je ekvivalentni s linedrni zavislosti zmény
na pocatecni hodnoté, o které se mluvi v ¢ldnku Tu and Gilthorpe (2007). Model III je
obecnéjsi nez model II a méné obecny nez model I.

Odhad ¢ z modelu I1T je klasicky odhad metodou nejmensich ¢tvercu, avsak na zékladé
modelu s ruznymi rozptyly. Abychom ho mohli spocitat, model III si prepiSeme nasledovné

Yii=a+ B Yo+ 0 lieg + e/, i=1,...n, (3.5)

13



kde Ee/'" = 0, E(e/"|Yoi, liery) = 0, var (¢! |lie)) = 07110 + liiew) - (010 — 07i1c) &
el nezavisi na pocateéni hodnote.
Regresni matice X a vektor odezvy Y vypadaji takto

I Yo lpen Y
X=|: : = |.v=[ :
1 %n I[neE] Y'ln

Odhad parametru modelu III metodou nejmensich ctvercu je

~

o
g | =xX"x)"' X"y,
5111
kde
n Zz 7 Ybl ng Z?:z Yh
X'X = Zz 1 Yoi Zz 1 YOQz ZzeE‘ Yoi ) XTY = Z?:z Yoi - Yi;
nE ZzeE Ybl ng ZieE lel

Pro samotny vypocet odhadu parametru § je tieba zinvertovat matici X7 X. Je to
zdlouhavy vypocet, ktery vede na slozity vzorec. Pro jeho vypocet se da pouzit napiriklad
véta A10 z knihy Andel (2007):

A
BT
tice takovd, Ze bloky A a D jsou ctvercové. Pak je také Q = A — BD BT reguldrni a
pozitivné definitni a plati

A B\ Q! ~Q~'BD!
BT D - _D—IBTQ—I D—l + D—lBTQ—lBD—l .

Dukaz véty 1 je v knize Andeél (2007). )
Nepotiebujeme celou inverzi matice X7 X, pro ziskdni odhadu 6’/ nam staéi posledni
fadek, ktery ndsledné vynasobime s vektorem X7Y. Matici X7 X rozdélime na bloky

Véta 1. [Andel (2007)] Necht ( 15) ) je symetrickd pozitivné definitni blokovd ma-

n Z?:z Yo ng R
takto: | >0 Yo Dor Y& | > g Yoi | . Odhad 671 vysel jako dlouhy vyraz, uvadét

ho zde nebudeme.

14



3.3.1 Odhad efektu lécby ST 74 platnosti modelu I1I

o1 je jakozto odhad MNC za platnosti modelu III nestranny.

Nejprve uvedeme vétu, kterd popisuje asymptotické rozdéleni odhadu regresnich pa-
rametru za predpokladu, ze jsou v klasickém regresnim modelu poruseny predpoklady o
shodeé rozptyli. V nasledujicich tivahach oznac¢ime 3 vektor regresnich parametri, je teba
odlisit B od S v nasem modelu III.

Véta 2. Méjme nezdvislé, stejné rozdélené ndhodné vektory (X;,Y;), i =1,...,n. Necht
plati E [Y;|Xi] = XT8B, a necht maji X; koneéné cturté momenty a Y; konecéné rozptyly.
Oznacme

Ui(B) = X; (Vi = X7 B) .

Necht je B odhad parametru B takovy, ktery resi rovnici
> Ui(B) =0. (3.6)
i=1

Potom je tento odhad konzistentni a plati pro néj

Jn (B . ﬂ0> LN (0,D'VDY), (3.7)

kde
D =EX;XI, V =varU(B,).

Diikaz. Konzistence odhadu plyne z toho, ze je 8 = (% ZXZX?)_I (% ZXiYi) spojitou
transformaci nahodnych velicin, které spliuji zéakon velkych cisel.
Ukazeme, ze plati asymptotické rozdéleni 3. Pro U;(3,) plati

EUi(8,) = EE [Ui(8,)|Xi] = E (XiX] B, — X;X[B,) =0
oU;
)6,

7, mnohoromérné Lévyho-Lindebergovy centralni limitni véty plyne, ze

—E

(ﬁ) = EXinT vB.

2= 3o U(B) S N 0.V, (33

15



a ze zakona velkych ¢isel pro stejné rozdélené nahodné veliciny plyne, ze

- ( Z ag (ﬁo)) - EXXT (3.9)

Pomoci koneéného Taylorova rozvoje rozepiseme
1 & R 1 & (3U
Lsup ZU (Bo)+— 3 22 (By) v (B 8y)
\/ﬁ =1 \/_ n =1 8ﬁ

Vzhledem k tomu, 7e pro B je vyraz na levé strané nulovy (ﬁ resi rovnici (3.6)), plati, ze

\/E<B—50> = - < Z o3 (ﬁo)) %iUZ(BO)

Z (3.8) a (3.9) plyne tvrzeni. O

Chceme-li zjistit asymptotické rozdéleni odhadu 6777, pouzijeme véty 2 a 1. Protoze
potiebujeme jen pravy dolni prvek asymptotické varianéni matice, staci nam spocitat
matici V' a posledni sloupec a posledn{ fadek matice D~!. Rozptyl rozlozime

V =varU; (B,) = varE [U; (B,) |X;] + Evar [U; (B,) |X;] =0+ Evar [U; (B,) |X],

je tedy roven stfedni hodnoté podminéného rozptylu.
Nyni se vratme konkrétné k nasemu modelu ITI. Rozepisme U;(3,) ve tvaru (3.5), kdy
vektor parametri 3, = (a, 3, )7,

Yii —a— BY — 6I[ieE]
Ui(a, 8,0) = | Yo,Y1; — aYy — BYg: — 0Yoljer : (3.10)
lie) Y1i — ey — BYo1ljicr) — Oljicr)
Nejprve spocitame podminénou variancni matici, potom jeji sttedni hodnotu. Prvky vek-
toru U;(«, 3, 0) budeme znacit ¢islem v zdvorce psanym dolnim indexem. Plat{

var [Uiy(ev, 8,0)[Yoi, L] = 0711 gllies) + 07110 (1 = liesy)
= I[iﬁE]<J%H,E - J?ll,C) + J%II,C’?
var [Ui(2)(0‘7 B,0)[Yoi, l[ieE]} =Y (l[iEE}(U%H,E - O-?II,C) + O-?II,C) )
var [Ui(2)(a>ﬁv 6)|Yos, |[ieE]} ljicE) (I[zeE}(U%H,E - U?n,c) + U?H,C)
= zeE]UIH Es

cov [(Ui(l)(o‘>67 9), Uiez) (e, B, ))[Yoi, |[ieE]} = Yo (l[ieE](UIH,E - O-?H,C) + U?H,c) )
cov [(Uz'(2)(047ﬁ7 9), Uz‘(3)(04>57 6))|Yos, |[z‘eE]} = Yoiljiery (l[z‘eE} (U%H,E - O-%II,C) + O-?II,C) )
cov [(Ui(l)(a7ﬁ>5)aUi(3)(a:ﬁ75))‘}/0i>l[ieE]} = I[z‘eE]U%[[,E‘-

16



Varianéni matice U;(5y) matice mé tedy tvar

var U;() = Evar [U; (Bo) |X]

2 2 2 2 2 2 2
(0t e — Olire) + Olire Ho (W(UIH,E —0fre) + UHI,C) TOII1,E
_ 2 9 2 2 D) ) p) D)
= Ho (W(UIII,E UUI,C) + UIH,C) EYG; (W(UIH,E UHLC) + ‘7111,0) HoT 0TI |
2 2 2
TOII1,E HoT 0111 E TOII1,E

Daéle spocitejme posledni tadek a posledni sloupec matice D~! = (EX;X7)~!. Matice
D = EX;X? je rovna

1 Yo i) I o | 7
EXX/ =E | Yo Y& lpemYoi | = po EYE|mpo |- (3.11)
lier) liemYoi  ljicry T T | T

Posledni matice je rozdélend na bloky tak, jak je pouzijeme pro vypocet inverze pomoci
véty 1. Spocitejme matici @ z bloku A, B, D z této véty,

a4 T T B T 1 B 1—7 po(l — )
@=a-505" = (e )= () 5= (i Ty &8k

a oznacme 1 = 1 — 7. Déle potfebujeme inverzi matice @),

Ql_L(EYd‘Z—w% —uon)_ 1 (EYO%—M% —uon)'
@I\ —hon 77 n(EYG — )\ —pon "
Prvky inverzni matice spocitame nasledovneé:
D'+ D 'BTQ'BD ! = 1 + l(w m w);
r o U EYE — )
,(EY&—W?) —uon)( T )1:1+1
— o7 n o ) m w n
—1pT -1 1
-D7B'Q =...=(—-,0],
U]

Pro matici D tedy plati

D™'= (EXX]) =

|
|—=
)
3 |
+ o
S =

17



Potiebujeme pravy dolni prvek matice (E XiXiT)_l var U; (/o) (E XiXiT)_l, spocitame tedy
nejprve posledni fadek matice (E XiXiT)fl var U;(p) vynasobenim posledniho fadku ma-
tice (EX;XT) ' se sloupci matice var U;(f3y). Navic vhledem k 0 v poslednim sloupci matice
(E XZX;)_I nepotiebujeme prostiedni prvek tohoto radku. Vyjde ndam
~1
[(EXz‘Xz‘T) var Ui(ﬂo)]s = (U?H,E - U?H,Cu : 70%11,13)

a nakonec dostaneme

[(EXiX?)_I var U; (o) (EXinT)_l} = %U%H,E + %U%H,C'

3,3

Pro odhad 6777 a skute¢né & tedy plati
Vi (817 = 8) <5 N (0,31,

kde . . |
Vsir = ;U?H,E + EU%H,C (¢q+1) (qUIHE + 071 (J) (3.12)

Chceme-li testovat hypotézu
Hoi =0 vs. H1:57é0,

A

musime odhadnout rozptyl Vjirr. Matici D odhadneme pomoci D = 711 o X XTI matic

V odhadneme empirickou varianéni maticf V = + =y Uia B,0)Ui(&, 3,6)T a oznacime
VI <1A)*1\7D*1>
0 3,3
Pouzijeme testovou statistiku
\/ﬁglll

tirr = ——= )
SIIT

jeji rozdéleni je asymptoticky normované normélni, coz plyne opét z konzistence odhadu
rozptylu, zédkona velkych ¢isel a ze Sluckého véty. Hypotézu tedy zamitneme na hladiné
a, pokud |t;r| > Up-a.

1 — a procentni interval spolehlivosti pro § zalozeny na t;;; je

. Vi VI
ST o - ) : ST 4y - )
2 2
n n
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Kapitola 4

Chovani odhadu za platnosti jiného
modelu, nez ze kterého vznikly

V praxi se muze stat, ze plati jeden z uvedenych tii modelu, ale my se rozhodneme
pouzit odhad efektu lé¢by na zakladé modelu jiného. V nasledujicich odstavcich pro-
zkoumame takto vzniklé pripady.

Situace, kdy plati jednotlivé modely, jsou do sebe zanoteny jako na obrazku 4.1.

Obrézek 4.1: Vnoreni modelu

Model I Model IlI Model IT

4.1 Data z modelu 11

Zajima nas, jak se v tomto pripadé budou chovat odhady ST g §1.
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Kdyz plati model II, platf i model III s parametrem § = 1 a model I, ktery plati
vzdy. Odhady 6’1 a 67 jsou tedy nestranné a konzistentni. Vyjadiime rozptyly Vs a Vjr
pomoci parametru modelu II.

4.1.1 Chovéani odhadu 6’ za platnosti modelu II

Model III s parametrem [ = 1 je totozny s modelem II. Proto se shoduji i rozpyly
néhodnych chyb, plati 07, o = 07;; o a0} p = 07y - Asymptoticky rozptyl /n (5”1 —0

za platnosti modelu II oznacime Wgﬁ, a (3.12) prepiseme

1
W(§IIIII = Vs = (¢ +1) (U%I,C + 50?1715) .

Asymptotické rozdéleni odhadu 67/

Vi (81 = 0) LN (0, Wh).

za platnosti modelu II tedy popiseme

Odhad ASH I'm4 stejné vlastnosti (nestrannost, konzistence) a asymptoticky rozptyl jako
odhad 6", v tomto smyslu jsou za platnosti modelu II stejné dobré.

4.1.2 Chovéani odhadu 4’ za platnosti modelu II

Nyni se podivejme na odhad ol Asymptoticky rozptyl \/n <(§I — 5) za platnosti mo-
delu II oznacfme W/[. Protoze pii platnosti modelu II plati i model I, je roven V.
Vzhledem k tomu, Zze v tomto piipadé je

O’%C =varY = varYy + var efl’c =05+ O’%LC

ILE

2 _ E _ E _ 2, 2
oy p=varYy =varYy +vare, T =05+ 0y g,

pro odhad o7 plati
Jn (81 _ 5) ~L N (0, W),
kde

Wi — 1 2 oy, 1o 2 v (g+1)? , 41
51 —<q+ ) (UII,C+UO) +5 (011,E+O-0) — 511+Tao. ( . )

Odhad 47 je sice také nestranny a konzistentni jako odhad 61 a odhad §117 , ma vSak
vétsi rozptyl. Proto je v tomto ptipadé horsi nez oba dva zminéné.
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4.2 Data z modelu 111

Kdyz plati model III, plati i model I, ale neplati obecné model II.

4.2.1 Chovani odhadu ¢! za platnosti modelu III

Pro odhad 67 musime za platnosti modelu III znovu ovérit nestrannost a konzistenci.

Es —E (YlE _YOE) _ ()710 _YOC)
1 &

_ RS E E c c
_@;E (Yu —sz‘)_%;E <Yli —YOz‘)

1 &

1 &
:E;(a+6+(5—1)EYO§)—%Z(ajt(@_mEYmC):5,

=1

var 61 = var (171E - Y[)E) - (ch - Y{)C)

1 & 1 &e
= g 2 ver (V= Yi) 4 ) var (1 )
1 ng
== Zvar (a +6+ (8- 1)3/01? + 6iULE> _2 Zvar ( B ]‘)}/0? n EiIII,C>
Fi=1 ehrmt
:_Z )05 + 0t p) + Z 1’08 + 0711.0)
i=1 —

G + 1 1 1
= (B— 1) og + _U%H,E + _‘7?11,0-
nNg ne

ng

Vidime, 7e i v tomto pifpadé je odhad 4’7 nestranny a konzistentni. Zaroveii pro jeho
asymptotické rozdéleni plati

NG (5” _ 5) ~L N (0, W2,

kde
(q+1)?

1
WSIIIII =(g+1) (U%H,C + 7 . U?II,E) + (B—1)° o0,

coz se d& napsat jako

+ 1)2 i (5_ 1)20_3‘

W = Vs +

21



To znamenad, ze v pripadé platnosti modelu IIT mé sice odhad 61 stejné vlastnosti (ne-
strannost, konzistence) jako odhad SHI , stejny asymptoticky rozptyl ma ale jen pokud
parametr 5 = 1, coz déla z modelu IIT model II, jinak m& rozptyl vétsi. V tomto smyslu
je tedy horsi.

4.2.2 Chovéani odhadu 4’ za platnosti modelu III

Protoze plati zaroven model I, je odhad o7 nestranny a konzistentni. PfepiSeme asympto-
ticky rozptyl Vr (3.4) pomoci parametri modelu III.

1
Vst = (g +1)- (varYff + - varYff)

q

1
=(qg+1)- (ﬁQVar YO? + var efH’C 4+ —- (62var Y(f + var eZ.IH’E>)
q
1 (q+1)?
=(q+1)- (U%H,C + 7 U?II,E) + S 200 = WSIIH

Vzhledem k (3.12) se d& asymptoticky rozptyl WgIH napsat jako

(q+1)°

Wg]IH = Vs + 520'(2).

Odhad 67 m4 tedy v této situaci stejny rozptyl jako 6’7 jen v pifpadé, ze 8 = 0, jinak je
jeho rozptyl vétsi a je v tomto smyslu horsi. R
Srovname-li Wg[[ a WSIII I vidime, 7e za platnosti modelu III je rozptyl 6/ mensi nez

rozptyl odhadu ¢, pokud

o

coz po uprave vyjde jako g > % Je-li § = 3, maji oba odhady stejny rozptyl a je-li 8 < %,

1
2
je vhledem k velikosti rozptylu lepsi 67 nez 6/.

4.3 Data z modelu 1

Model T je obecny zapis ndhodné veli¢iny, rozhodné tedy nemusi platit model I ani
model III, tvar zavislosti muze byt libovolny.
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4.3.1 Chovani odhadu ¢! za platnosti modelu I

U odhadu ¢/ musime opét ovéiit nestrannost a konzistenci.

ES — E (}71E _}’/E)E) _ (ch _}760)

(1 — po) = 6,

tedy i v piipadé modelu I je odhad 6! nestranny. Déle
var o'l = var (Y/F - YE) — (V¢ -YY)

Zvar (Vi = Y7 + Zvar (VS - Yy)

o Z var Y7 +var Yy — 2cov (Yg7, YY)
=1
1 &
+ %Z (var Y, +var Yy, — 2cov (Y], V()

G +1 1 1 1 1
= ng Oy + EU?E—" ne ?, -2 @COV (YE)??Yl?) + ECOV (YE)?’YI?) )

odhad 6”1 je také konzistentni. Déle pro jeho asymptotické rozdéleni plati

Jn (5” _ 50) 4N (0, W),

1

oy +(qg+1) U?,E“‘U?,C)

q
—2(q+1) (%cov (Vi YiE) + cov (%?,YS))

(q+1)* ,

o2 —2(q+1) (%cov (Yo7, Y/T) + cov (Yof,YhC.)) . (4.2)
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V pripadé, kdy plati model 1, je lepsi odhad 67 nez odhad §7 , pokud

1)2 1
0< g+1)° ot —2(qg+1) (—cov (Yo7, Y/T) + cov (Y(g,yl?.)) ,
q q

tedy pokud

cov (Y, YF) 1 cov (YG,YS) 1

e <5 a — <3
Jsou-li obé nerovnosti obracené, je vhledem k velikosti rozptylu lepsi odhad 6 nez 61 a
je-li misto nerovnosti rovnost, jsou oba odhady v tomto smyslu stejné dobré.

V piipadé, ze
varYF =varY{? = o2,

je ve skutecnosti kritériem pro porovnavani velikosti rozptylu korela¢ni koeficient mezi
konecnou a pocateéni hodnotou. V tomto ptripadé je-li korelace blizka 1, model I se blizi
modelu II a je lepsf pouzit pro odhadovéni 7.

4.3.2 Vyjadreni modelu I v jiném tvaru

Abychom se mohli podivat, jak se chovd odhad §777

Konecné hodnoty rozepiseme

, vyjadiime si model I jinak.

Vi =E (Yu[Yoi,i € C) + (Y — E (Yiu[Yoi,i € €)), i €C,
Yii=E (YulYo,i € E) + (Y1, —E Yu|Yoi,i € E)), i€E
a oznacime
h(Yoi) = E (Y1l Yoi,i € C) .

Dale také oznacime
e =Y — E (Y4 Yoi, lery) -

Pro €} plati
Ee;k =E (Yiz —E (Y11|Y()la l[iEE]) ) =0,

proto

Dale, necht plati
E (YiilYos,i € E) = h(Yy) +6, i€ E.

Dohromady dostaneme
Yii = h(Yoi) 4 Oljier) + €; (4.3)
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a sttedni hodnota Yj; je rovna
Ovérime shodu zapisu modelu I. Kdyz rozepiseme
h(Yoi) = ER(Yo:) +&(Yoi), E&(Yo)) =0,
dostaneme
Yii=Eh(Yo) +&(Yo) + €, i€C,
tedy &(Yoi) +€f = eiI’C, 1 € C' a plati EeZ-I’C = 0.
Pro skupinu E mame

Yii=h(Yo) +0 + ¢ =Eh(Yo) + 0+ &(Yo) + ¢, i€E,

79
kde &(Yy) + et =€, i€ EaEe” =0.
Rozptyl € miuze obecné zaviset na pocatecni hodnoté i na skupiné, kam je pacient
ptifazeny, nebot
* 1,C LLE 1.C
& =€ +lem(e™ — 67 ) — &(Yo),
proto oznacime

var (€ [Yoi, legy) = ¥ (Yo, lier)) - (4.4)
Déle zjistime, ¢emu se v novém zapisu modelu I rovnaji puvodni parametry p, 0%’0 a a% B
dale protoze
07 o = var b€ = var (Yy; — pli € C) = var (h(Yy) + € — pli € O),
i =var (Yi; — pu = Olep|i € E)
= var (h(YbZ) + (Sl[z'eE] + E;k e 5|[ieE]|i S E),

2 _
Ojp = \vare

staci zjistit, cemu se rovna jeden z parametri o2 , 02 . Druhy bude obdobou s podminénim
druhou skupinou. Nejprve provedeme pomocné vypocty. Protoze

E (Eﬂl e C, YE)Z) =0,
je
E(e%li € C.Yo:) = E [(¢" —E[efli € C,Yo))?|i € C, Yoy]
= var (Eﬂl € C, sz) = w(Ybl, l[zeE] = 0)
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Odsud mame

E [(h(Yo:) + €)li € C] = Ev,,E [(h(Yor) + €)*[Yoi, i € C]
= Ev,, [M(Y0:)? + 2h(Y0:)E (€] Yos, i € C) + E (€]%|Yoi,i € C)]
= Evy,, [h(Ym)Q + 9 (Yoi, lier) = 0)} =Eh(Yy)® +E W(You liies)) Niem) = 0} .

Toto pouzijeme pii vypoctu parametru J%C,

o} ¢ = var [h(Yy;) + ¢ — pli € C]
— E [(h(Ye:) + €)2]i € O] — (E (h(Ys) + €]i € C))?
— Eh(Yo)> +E [0 (Yoi, Ve liemy = 0] — 4.
Parametr a% g je roven
02 5 = ER(Ya)* + E [6(Yor, liew)liery = 1] — i,

Rozptyly koneé¢nych hodnot jsou tedy v obou skupinach skuteé¢né konstantni.

4.3.3 Chovani odhadu 6! za platnosti modelu I

Podivejme se nyni na odhad 677, Nechf je Y;; ndhodnd veli¢ina z modelu I, pak jde
rozepsat i ve tvaru modelu II1, ale ndhodné veliciny /! nebudou splitovat predpoklady
uvedené v modelu III. Nejprve proto zjistime, jakou maji e/ stfedni hodnotu, plati-li
model I. Rozepiseme tedy Y3; jako v modelu III (3.5) a zéroven v nové formulaci modelu I
(4.3). Musime ale rozlisit efekty 1é¢by 6 v obou modelech. Ozna¢me tedy prozatim A = ¢

v modelu III a napiSme

Yii = a+ BYo + Aljieg) + el = h(Yy) + Oljier) + €.
Odsud

GfH = h(YOi) + 5|[ieE} + Gf —a— Yy — Al[ieE]7
E (EfH\sz‘, liicry) = h(Yoi) — (o + BY5:) + (6 — A)ljery
Ee/'! = EE (/"o liiery) = 1 — (o + Bo) + (0 — A)m.

Piedpoklad z modelu IIT (3.5) o nulovosti podminénych stiednich hodnot E (/2! |Yy,, liieE))
je porusen v piipadé, ze § # A nebo h(x) nenf linedrn{ funkce.

Nyni chceme zjistit, jaké vlastnosti mé odhad 67/. K tomu vyuzijeme definice a dvé
véty, prevzaté z diplomové prace Drabkova (2009). Rikaji ndm, jak se chovaji odhady
parametru metodou maximalni vérohodnosti, kdyz plati jiné rozdéleni, nez ze kterého
tvotime vérohodnostni funkeci.
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Definice 1. [White (1982)] Necht X7,..., X, je ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou
distribuéni funkei G na méfitelném euklidovském prostoru € a necht Fyp(z) je rodina
distribuénich funkei, jejichz hustoty fp(z) jsou méftitelné v x pro kazdé 0 € O, kde © je
kompaktn{ mnoZina parametri, a spojité v 6 pro viechna r € Q. X = (X1,..., X,,)T, g je
hustota prislusna G. Pak

1
Ln(%,0) = 23 og folX)
nazyvame kvazi-logaritmickou vérohodnostni funkeci a
0* = argmax (L,(X,0), 0 € ©)
kvazi-maximalné vérohodnym odhadem parametru 6.

Veéta 3. [White (1952)] Za podminek definice 1 kvazi-mazimdlné vérohodny odhad é;‘;
existuje a je méritelny pro vSechna n € N.

Definice 2 (White (1932)). Necht jsou P a @ dvé rozdéleni pravdépodobnosti s hustotami
p a q. Pak
p(z)
K(p,q) =Eplog
#.9) =Ee q(z)

nazyvame Kullbackovou-Leiblerovou vzdalenosti rozdéleni () od P.
Véta 4. [White (1982)] Necht plati predpoklady definice 1 a ddle necht

(i) existuje E log g(X,,),n € N a|log fo(x)| < m(x) pro vsechna§ € ©, kde [ m(z)dG(z)
existuje a

(i) K(g, fo) md jediné minimum v bodé 0*.
Pak plati é,*; Sy 0*, n —> oo pro skoro vsechy posloupnosti X,,.

Dukazy vét 3 a 4 lze nalézt v ¢lanku White (1982). )
Predpokladejme, Ze existuje derivace % log fp(z). V tomto piipadé muzeme fici, ze 6}

fesi rovnici
n

0
% log fG(Xi> = 0.

=1

Pridejme dale predpoklad, ze muzeme zaménit integral a derivaci %Eglog fo(X) =
E 2 log fo(X).
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Chceme-li proto nalézt 6*, které minimalizuje K (g, fs) = E¢ log & 7 ( =Eglogg(X)—
E ¢ log fo(X), nalezneme 6* fesenim rovnice
3}
Ec—1 X)=0. 4.5
G108/ 0(X) (4.5)

Vratme se nyni k nasemu pifpadu, kdy plati model I (zastupuje ho rozdéleni G z defi-
nice 1) a neplati model III. Predpoklddejme, Ze rozdéléni Fy z definice 1 je nyni normaln{
regresni model s vektorem parametru («, 3, A)?, vysvétlovand proménnd je konecnd hod-
nota a vysvétlujici proménné jsou pocateéni hodnota a indikator prislusnosti do skupiny
E. Vektor parametrt (o, 3, A)T tedy pfebird roli parametru 6 a neplatné rozdéleni Fy je v
podstaté nas model I1II s tim, ze mu pribyly predpoklady o normalité a o shodé rozptylu.
V piipadé normalniho regresniho modelu je maximalné vérohodny odhad jeho parametru
roven odhadu metodou nejmensich ¢tverci. Dale vime, ze jsou @, B a 6" 7 modelu 111
odhady metodou nejmensich ¢tvercu, a jsou tedy shodné s odhady metodou maximalni
vérohodnosti z modelu 11T doplnéného o predpoklady shody rozptylu a normality (ktery
zastupuje rozdéleni uvedené v definici 1 jako Fy). Abychom zjistili, k ¢emu tyto odhady
konverguji, vyfresime rovnici (4.5), kterd je v nasem piipadé shodnd s rovnici

E modelIUi(aa ﬁa A) = O

kde U; je definovéano v (3.10) s tim, ze 6 nahradime A. E 47 znamend, ze budeme
sttedni hodnotu pocitat za platnosti modelu I. Prvky vektoru budeme znacit ¢islem v
zavorce psanym dolnim indexem. Vyfesme tedy soustavu rovnic

EUiy =Ee/"! = p— (a4 Buo) + (6 — A)r =0,
EUi(2) = EYOiGiHI =EE (Ybidnfyou |[ieE}) =E (YOiE (€§II|YOi> I[ieE]))
= EYo:h(Yor) — apo — B(ug + 05) + p1o(0 — A)m =

EUi) = E (liem E (6" [Yoi, lzer))) = mpe — (o + Bpag) + (6 — A)m =0

vzhledem k o, f a A. Z prvni a tiet{ rovnice vidime, ze 6 — A =0 a ze u— (a+ Bug) = 0.
Ze druhé rovnosti dosazenim p za (a+ Bpg) dostavame, ze E Yo;h(Yo;) = pop+ Boi. Odtud
celkové dostaneme, ze

12y 5

5 P, EYoih(Yo) — popr _ cov (Yoi, h(Yoi))

B8 — 2 = a (4.6)
0 0



Poznamenejme, ze kovariance cov (Yy;, h(Yy;)) je rovna cov (Yy;, Y1;). Ovéiime to, nej-
prve spocitame

EﬁfYOi =EE (E;kYOi‘Ybu I[ieE]) =E (YbiE (ﬁﬂyom l[ieE])) =0,
a tedy

cov (Yos, Y1) = cov (h(Yo:) + Olper) + €, Yoi)
= cov (h(Yy;), Yoi) + (E€ Yy — E€/EY),;) + cov (5|[z‘eE}, Y0i) = cov (h(Yo:), Yoi)-

Je tedy jedno, zda uvedeme, Ze 3 konverguje k vyrazu cov (Yoi, Y15) /02 nebo k vyrazu
cov (Yoi, h(Yo:))/ 0.

Dilezité pro nas je, ze odhad odhaduje skutecné 6 z modelu I. Nyni se budeme
zabyvat asymptotickym rozptylem odhadu §777.

Abychom zjistili, jaké je v pripadé platnosti modelu I asymptotické rozdéleni od-
hadu 671, pouzijeme vétu 2. Potfebujeme spocitat varianéni matici D'V D! v limitnich
hodnotéch odhadu parametru modelu III. Matici D mame uvedenou v (3.11), matici V'
opét rozlozime V = varU; = Evar (Ui|Y0z', I[l-EE]) + varE (Ui|YOi, |[¢5E])- Spocitame nejprve
podminény rozptyl a pak jeho stfedni hodnotu,

5111

var (Uz'(l)’YE)ia |[z'eE}) = var (GZ‘HI|YE)1'7 I[ieE]) = Var (h(YOz') + € — o — BYo| Yoi, I[ieE])
= var (€?|Y0i7 I[ieE]) = w(Ybi? l[ieE})a

var (Ui(Q)’YE)ia | ieE) = var (Ybﬁﬂybz’, I[ieE]) = }/E)in(%iy I[ieE])u

) = liery ¥ (Yo, liery)

) = Ccov ((E;-k,sz‘EmYOi, |[ieE}) = Ybﬂﬁ(ybz‘, |[z'eE})7

) = cov ((Ybiﬁfa |[ieE}€f)|YOi, |[ieE}) = %z"[ieE]?/f(YOz‘, I[ieE])7

) = Ccov ((Ef, |[z‘eE}€f)|YOi, |[ieE}) = |[ieE]?/J(Ybi, l[ieE])-

Dostavame tedy

E var (Ui\Ym‘, |[ieE]) =

E (Yo, liier)) E (Yoi (Yos, ljier))) E (Iiee¥ (Yo, liery))
E (Yot (Yoi, liiery))  E (Yau(Yoi, lier))) E (Iiee Yoit (Yo, liery)) | - (4.7)
E ((Yoi, lier)lier)  E (per Yo (Yois lper)))  E (im0 (Yoi, Viery))
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Dale spocitejme podminénou stiedni hodnotu.
E (Ui |[Yoi, liiery) = E (/" [Yos, lpery) = h(Yos) — (o + BY5y),
E (Ui [Yoi, liemy) = E (Yoie! ' [Yoi, Viery) = Yoi (h(Yos) — (o + 5Yai)) , (4.8)
E (Ui(3)|ybi7 |[ieE]) =E (l[isE]Eme)u |[ieE]) = |[ieE} (h(YOi) - (Oé + 5Y0i)) .

Vypocet varianc¢ni matice vektoru podminénych stiednich hodnot nelze provést obecné,
potfebujeme znat tvar funkce h(Yp;). V pristi kapitole se tedy zaméiime na konkrétni teo-
retické piiklady, kdy budeme znat marginalni rozdéleni Yy, a funkei h(Yy;) a 9(Yos, liery)-
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Kapitola 5

Teoretické priklady

I za platnosti modelu I bychom chtéli spoéitat rozptyl odhadu 6777, respektive asympto-
ticky rozptyl v/n (51 I _ 6) a nasledné ho porovnat s rozptylem odhadu Y , respektive

s asymptotickym rozptylem /n <51 — 5). Toto ale neni v obecném pripadé v naSich
silach, proto se to pokusime provést alesponi v nékterych konkrétnich ptipadech, kdy
je porovname i s rozptylem odhadu o1 , respektive s rozptylem /n (511 — 5). Zvolime si

rozdéleni nahodné veliciny Yp;, funkce h(Yy;) a ¥(Yos, lier)). Je jedno, jestli déle zvolime
stfedni hodnotu 7 indikatoru Iy nebo ¢islo ¢, protoze plati ¢ = 7/(1 — 7).

5.1 Priklad - normalni rozdéleni

Predpoklddejme, ze Yy; pochdzi z normélniho rozdélent, £(Yy;) = N(uo, 02). Déle necht
funkce h(z) = 2? a necht je ¥(x,y) = a + by linedrn{ funkce indikdtoru piislusnosti do
skupiny E, rozptyly jsou tedy rozdilné pouze v jednotlivych skupinach. Dale si zvolime
néjaké ¢, z néhoz dopocitame m. Uvedena situace odpovida modelu I.

Asymptotické rozptyly /n (51 — 5) a/n (3[ I_ 6) jsou v tomto piipadé oznaceny Vi
a W/, a uvedeny v (3.4) a (4.2), asymptoticky rozptyl v/n (511[ — 5) je oznacen Wi,

Abychom je mohli spocitat, pottebujeme nejprve zjistit, co jsou parametry pu, a%c, O'% e
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a (3. Spocitame

p=Eh(Yo;) = pig + g,
o7 ¢ =Enh(Yy:)? + E [0 (Yoi, lier)liery = 0] — p° = EYy; +a — 112,
o7 g =Eh(Y0:)* + E [W(Yoi, ey |lpery = 1] — > = EYg; +a+b— %,
g (h(Yo), Yor) _ EYG — EYiing

2 2 J
09 99
o= p— PBhuo

Pro vypocet rozptylu WJIH, nas budou zajimat matice D a V. Matice D je uvedena
vyse (3.11), v pripadé normalniho rozdéleni je rovna

1 Lo m
D=\ po pp+og por
T T s

Dale prvni ¢len souctu, ktery tvori matici V' = Evar (Ui\YOi, I[,-EE]) +varE (Ui]YOZ-, I[Z-EE})
(viz (4.7)), je roven

a+ br apo + bom am + b
Evar (Ui|Yoi, lzer)) = | apo + bpom (g + 0)(a+ br)  po(am + br)
am + br po(am + br) am + br

Nyni musime spocitat varianéni matici vektoru podminénych stfednich hodnot (4.8) pro
néas pripad normdlniho rozdéleni a funkei h(z). Pocitejme

var E (Ui(1)|Y0i, l[ieE]) = var (h(Yy;) — (o + Y0;))
= var Yg; + f?var Yo, — 2fcov (Y7, Yo,) = EYy, — (EYR)? + 205 — B(EY;; — EY),

podobné vysledky, vyjadiené pomoci momentu normaéalniho rozdéleni, vyjdou pro dalsi
prvky varian¢ni matice. VSechny momenty normélniho rozdéleni se daji vyjadrit pomoci
Lo & op.

Déle vypocitdme rozptyly Vs a W/, uvedené ve (3.4) a (4.2), abychom je mohli
porovnat s rozptylem Wélm.

Z4dny z asymtotickych rozptyli nenf zévisly na skuteéném 4.

Vypocty jsme naprogramovali do programu R, volili jsme rizné parametry po, 02, a,b
a ¢, z neéhoz jsme spocitali m. Vysledky uvadime v nésledujicich tabulkach.

V prvnim faddku v prvnim policku jsou pouzité funkce h(x) a 1 (z,y). Ve druhém
policku jsou nami zadané parametry rozdéleni pocateéni hodnoty a indikatoru prislusnosti

32



Funkce Parametry Rozptyly
h(x) = 2* po = 0.5,08 = 16 Vi =12391
(x,y) =a+by 7 =0.33 Wi, = 2319
a=2,b=2 Wi = 2319
Sendvicova varian¢éni matice parametru modelu 11 aaf
811.04 —80.08 —771
—80.08 160.17 0 a=15750=1
—771 0 2319

Tabulka 5.1: Priklad - normalni rozdéleni, mala stfedni hodnota pocateéni hodnoty

Funkce Parametry Rozptyly
h(z) = 2? to = 10,08 = 16 Vi = 31119
U(z,y) =a+by 7 =0.33 Wi, = 28311
a=2b=2 W/ = 2319
Sendvicova variancni matice parametru modelu I11 aaf
16787.67 —1601.67 —771
—1601.67  160.17 0 a=—-84,5=20
—771 0 2319

Tabulka 5.2: Priklad - normélni rozdéleni, vyssi stfedni hodnota poc¢atecni hodnoty

do skupiny E. Ve tfetim policku jsou asymptotické rozptyly v/n (51 - 5), vn (5” - 5)

a/n <51 I _ 5). Ve druhém fadku je uvedena sendvicova asymptotickd varianéni matice

odhadu parametru modelu I1I ve tvaru (3.7), plati-li dany model I. Jeji pravy dolni prvek
je roven W(;II ;- V druhém policku druhého radku tabulky jsou uvedeny parametry a a 3
ze trettho modelu spoc¢itané na zakladé daného modelu I, viz (4.6).

Jak vidime v tabulce 5.1, zvolime-li velmi malou stfedni hodnotu g, asymptotické
rozptyly jsou si velmi podobné. Rozptyly VV(;]H a Wéfm jsou shodné, protoze odhad na
zakladé modelu I1I s 8 = 1 je roven odhadu na zakladé modelu II.

Tabulka 5.2 nam ukazuje, ze zvysime-li ug, rozptyly Wéfu a Vs se vyrazné zvetsi,
zatimco Wélm zustava stéle stejny.

Kdybychom jesté zvysovali stfedni hodnotu g, kvadraticka zavislost by se posouvala
stale vice k vyssim hodnotam Yy, a Yy;, tedy ,,doprava“ a tim by se vice ,linearizovala“ s
vysokou smérnici, model III by se tedy ze vSech ti{ modelu stal vyrazné nejlepsim a stejné
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Funkce Parametry Rozptyly
h(z) = 2* po = 50,05 = 16 Vil = 1722319
U(x,y) =a+by 7 =0.33 W, = 707991
a=2,b=2 Wi = 2319
Sendvicova varian¢éni matice parametru modelu I1I aaf
401187.67 —8008.33 —T771
—8008.33  160.17 0 a = —2484, 5 =100
=771 0 2319

Tabulka 5.3: Priklad - normalni rozdéleni, jesté vyssi stfedni hodnota pocatecni hodnoty

Funkce Parametry Rozptyly
h(z) = 2? to = 10,08 = 16 Vi = 37113
U(z,y) =a+by 7 =0.33 Wi, = 34305
a=2,b=2000 W/ = 8313
Sendvicova variancni matice parametru modelu I11 aaf
20950.17 —2017.92 —-771
—2017.92  201.79 0 a=—-84,5=20
—771 0 8313

Tabulka 5.4: Ptiklad - normalni rozdéleni, vétsi rozptyl chyb ve skupiné E

i odhad 6711 , coz by se projevilo jesté vétsim rozdilem rozptylu, jak ukazuje tabulka 5.3.

Asymptotické rozptyly se také zvysi, pokud se vyrazné zvétsi rozptyl chyb ve skupiné
E (tzn. vétsi b). Zvlaste se to projevi na Vjr.

Zajimavé je, ze jsme nahodou zvolili priklad, kdy rozptyl Vjr viubec nezavisi na stredni
hodnoté py.

Poznamenejme, ze kdychom zvolili jinou funkei ¢ (z,y), kterd by zavisela i na prvni
proménné, rozptyl Vs by na g zévisel. Rozdil by se objevil v matici (4.7).

V tomto piikladé je vhledem k velikosti rozptylu nejlepsf odhad 677, jehoz asympto-
ticky rozptyl se neméni na zakladé stiedni hodnoty poc¢ateéni hodnoty. Odhad &7 je stejné
dobry, je-li stfedni hodnota py nulova.
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5.2 Priklad - rovnomérné rozdéleni

Nyni predpoklddejme, ze Yy; je z rovnomérného rozdéleni, L£(Yy;) = R(a,b). Bu-
deme brét takovd a,b, ze P(Yy; > 0) = 1. Funkei h muzeme proto zvolit h(z) = /.
Déle vezméme (x,y) = x* + cy, rozptyl ndhodnych chyb je tedy vétsi tam, kde je
veétsi pocatecni a konecnd hodnota. Dale si zvolime néjaké ¢, z néhoz opét spocitame
. Abychom nemuseli stfedni hodnotu a rozptyl Y stdle vyjadfovat pomoci a a b,
dopo¢itdme nejprve py a o2,

_a+b
Ho = 2 )
(b—a)?
%=y

I v tomto pripadé chceme ziskat asymptotické rozptyly Vi, W(SI, ;a W(SI, 11, Z nichz jsou
prvni dva uvedené ve vzorcich (3.4) a (4.2) a tieti dostaneme ze sendvicové varianéni
matice. Spocitdme proto nejprve parametry ji, 07 o, 07 g, o a 3.

Q(b% — a%)
— EA(Yy) = E\/Yy = 2
M (Yos) 0 b—a
U?,C =Eh(Yy)* +E W(You i) Nier) = 0} —p’ =
a+ab+b*
3 ILL Y
a? + ab + b? )

U?,E:NO+T+6_M7

3 1
5= cov (h(Yo:), Yoi)  EYy —EYq o
- 2 - 2 )

) )

@ = p— Bpo.

E Yo+ EY — 1% = o +

Matice D je v piipadé rovnomérného rozdéleni rovna

1 o m
D=1\ pm E Yozi Ko™
T T 0w
a stfedni hodnota podminéné variancni matice U; je rovna
EYZ +cm EYE +cenrEYy  7w(EYE + )
E var (UZ-]YOi,I[iEE}) = | EYg +crEYy EYg +cerEYE  w(EYE +cEYy) |,
(r(EVZ+0) mEY+CEYy) mEYE+o)
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s tim, ze momenty rovnomeérného rozdéleni dopoéitame pomoci parametru a a b. Déle je
potieba spocitat variancni matici vektoru podminénych sttednich hodnot var E (U;| Yy, ljiery )
jejichz obecny tvar nalezneme v (4.8)

var E (Us1)|Yois lier)) = var (h(Yo:) — (o + BY0))
1 3 1
— o~ (B, — 28(E Vi) — EViipo) + B2,

podobné se pocitaji i dalsi prvky variancni matice. Jednotlivé momenty se opét snadno
vyjadii pomoci parametru a a b.

Vypocty jsme opét naprogramovali do programu R, volili jsme rizné hodnoty para-
metru a,b,q a c.

V tabulce 5.5 vidime, ze WEI,H je opét o néco lepsi nez ostatni dva rozptyly, i kdyz
rozdil mezi nim a Vjyr je nepatrny.

Funkce Parametry Rozptyly
h(z) =z a=10,b=20 Vi =963.92
U(x,y) = cr? + dy 7=041,c=1,d=0 Wi, = 989.36
po = 15,02 = 8.33 Wi = 963.33
Sendvicova variancni matice parametru modelu II1 aaf
5976.68 —402 —396.67
—402  28.8 0 a=19,5=0.13
—-396.67 0 963.33

Tabulka 5.5: Piiklad - rovnomérné rozdéleni, mensi pocateéni hodnota

V tabulce 5.6 muzeme vidét, ze zvétsime-li a a b o stejné ¢islo, vSechny asymptotické
rozptyly se zvétsi. Rozdil mezi Vyr a W;,H se zvétsi, ale rozdil mezi Vr a W(SIH zustane
priblizné stejny. Protoze se ale oba vyrazné zvétsily, je vice zanedbatelny. [ je blizsi nule,
coz potvrzuje, ze se modely I a ITI, a tedy i odhady 6'// a 6! kvalitativné (vzhledem k
velikosti rozptylu) piiblizily.

V tabulce 5.7 vidime, co se stane, zvétsime-li &ku intervalu (a, b). Odhady 67 a 677
zustanou vyhledem k rozptylu témeér stejné dobré, ale rozptyl odhadu o1 se vyrazneé
zZVetsi.

Snizime-li rozptyly chyb ve skupiné E (tedy zmensime d), asymptotické rozptyly se
snizi rovnomérné priblizné o konstantu, jak muzeme vidét v tabulce 5.8.

Posledni dvé tabulky 5.9 a 5.10 ukazou, jak moc se zvétsi asymptotické rozptyly, kdyz
je rozdéleni indikatoru I g takové, Ze je bud vyrazné vice lidi ve skupiné E, nebo naopak
ve skupiné C. V obou ptipadech se rozptyly zvétsi rovnomeérné o stejnou konstantu.
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Funkce Parametry

Rozptyly

NOENE

(. y) = ca® +dy

a = 510,b =520
m=041,c=0.01,d=0
po = 515,02 = 8.33

Vi =10950.36
W(SIH = 10983.25
W5[III — 1095035

Sendvicova varianéni matice parametru modelu I1I

aaf

84411834.77 —163908.02 —4508.97
—163908.02 318.29 0
—4508.97 0 10950.35

a=11.35,3 = 0.02

Tabulka 5.6: Piiklad - rovnomérné rozdéleni, vétsi pocatecni hodnota

Funkce Parametry

Rozptyly

h(x) = V/x

Y(x,y) = ca® + dy

a = 10,b = 1000
m=041,¢=0.01,d =0
po = 505, 03 = 81675

V7 = 14117.39
W(SIIII - 1390834

Sendvicova variancni matice parametru modelu IIT

aaf

8094.13 —14.78 —5726.96
—14.78 0.05 0
—5726.96 0 13908.34

a=8.7,0=0.02

Tabulka 5.7: Ptiklad - rovnomérné rozdéleni, vétsi sitka intervalu pro poc¢atecni hodnotu

V tomto pifkladé je vzhledem k velikosti rozptylu nejlepsi odhad 6™ i kdyz v mnoha
piipadech je rozdil mezi jeho rozptylem a rozptylem odhadu ¢! zanedbatelny.
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Funkece

Parametry

Rozptyly

h(z) =V

Y(x,y) = ca® + dy

a=10,b=20
m=041,c=1,d = —100
po = 15,08 = 8.33

VI = 721.06
W(SIIII - 72048

Sendvicova variancni matice parametru modelu II1

aaf

4864.91
—327.88
—396.67

—327.88 —396.67
23.86 0
0 720.48

a=1.9,8=0.13

Tabulka 5.8: Piiklad - rovnomérné rozdéleni, mensi rozptyl chyb ve skupiné E

Funkce

Parametry

Rozptyly

h(x) =z

U(x,y) = ca* +dy

a=10,b=20
m=0.09c=1,d=0
po = 15,03 = 8.33

VI = 23825.05
W(sI]I] - 282334

Sendvicova variancni matice parametru modelu 111

aaf

5836.68
—402
—256.67

—402 —256.67
28.8 0
0 2823.34

a=1.9,8=0.13

Tabulka 5.9: Priklad - rovnomeérné rozdeéleni, vice lidi ve skupiné C

Funkce

Parametry

Rozptyly

h(z) =z
Y(x,y) = ca? + dy

a=10,b=20
r=09l,c=1,d=0
Mo = 15,0'(2) = 8.33

V7 = 2825.05
W&I][] - 282334

Sendvicova varianéni matice parametru modelu I1I

aaf

8146.68
—402
—2566.67

—402 —2566.67
28.8 0
0 2823.34

a=198=0.13

Tabulka 5.10: Piiklad - rovnomérné rozdéleni, vice lidi ve skupiné E
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Kapitola 6

Simulac¢ni studie

V této kapitole se zamérime na vypocty zalozené na simulacich pocatecni hodnoty z
néjakého rozdéleni a koneéné hodnoty z néjakého modelu. Nasledné porovname jednotlivé
odhady o7 , o' a 611 na zdklade jejich smérodatnych chyb nebo empirickych rozptylu.
Vypocéty provedeme v programu R.

Data ziskame tak, ze pro zadané ng a ¢ vygenerujeme n = ng + qne pocatecnich
hodnot z néjakého zadaného rozdéleni, dostaneme tak Yy, © = 1, ..., n. Dale uréime, které
pocatecni hodnoty budou patfit do skupiny E, ptiradime tedy kazdé hodnotu indikatoru
ljier). Nésledné zvolime 0 a pro kazdou dvojici (Yos, I[iEE]) spoc¢itame hodnotu zvolenych
funkef h(Yo:) 4 0ljer) a ¥(Yos, liery). Nakonec spocitame konecnou hodnotu Y3; se stiedni
hodnotou h(Yy;) 4 0ljer) a rozptylem (Y, licg)) podle zvoleného rozdélent.

Na zékladé téchto dat spocitdme odhady &7, 877, a 6711, Déle spocitame odhady jejich
asymptotickych rozptyla, které odmocnime. Odmocninu odhadu asymptotického rozptylu
nazveme smeérodatnou chybou. V pripadé odhadu asymptotického rozptylu odhadu 61
se podivame nejprve na naivni odhad, spocteny na zakladé klasického regresniho mo-
delu, a dale na rozptyl ze sendvicové varianéni matice. Tu spocitdme dvéma zpusoby,
a to na zdkladé ndsobku matic D'V D!, kde V je empirickd varianéni matice vek-
toru Uy(&, 3,6™7), a matice D = LS (1, Y5, liier) ™ (1, Yoi, lsey). Déle se podivdme na
sendvicovou variancni matici spoc¢itanou pomoci funkce gee z baliku gee.

Nakonec na zdkladé odhadu &7, 67 , a o1 , jejich smérodatnych chyb (v ptipadé
spoctenych na zakladé kazdé ze ti{ varianc¢nich matic - naivni, sendvicové pomoci nasobku
matic a sendvicové z funkce gee) a normélni aproximace spocitdme devadesétipétiprocentni
konfidené¢ni intervaly pro ¢,

3111

(5 — Vouggrs, 6 + \/Euo.975> ;

39



kde & je néktery z odhadu d, v je odhad jeho asymptotického rozptylu a ugg75 je kvantil
normalniho rozdéleni. Zapamatujeme si jen to, zda intervaly pokryji skutecné 4.

Toto celé budeme opakovat 10000krat. Nasledné spocitame prumér a empiricky roz-
ptyl kazdého z odhadu parametru 6. Empiricky rozptyl odmocnime, aby Sel porovnat se
smérodatnymi chybami. Déle spoc¢itame prumeéry vsech smérodatnych chyb a pro kazdy
z intervalu spolehlivosti zjistime, jaky podil z opakovani pokryl skutecéné 9.

U kazdého prikladu uvedeme tabulku s vysledky. V prvnim fadku se v ni objevi zadané
parametry rozdéleni pocatecni hodnoty a indikatoru piislusnosti do skupiny. Pro uplnost
uvedeme ¢ i 7 s tim, ze jsme zadavali q. V prvnim fadku tabulky budou také parametry
funkef ¥ a h. Ve druhém fadku se objevi priméry odhadi 67, 677 a 677 a ve tretim
odmocniny jejich empirickych rozptyla. V dalsim fadku uvedeme smérodatné chyby (ve
skutecnosti jejich pumeéry ze viech opakovéni) s tim, ze pro odhad 611 v tabulce uvedeme
vSechny tii zpusoby odhadu, jak jsme je zminovali vyse. V nésledujicim fadku uvedeme
odhady pravdépodobnosti pokryti skute¢ného ¢ intervaly spolehlivosti. V poslednim radku
uvedeme pro uplnost prumeéry odhadu & a B z modelu III.

6.1 Konecna hodnota pochazejici z modelu 11

Nejprve se podivejme na situaci, kdy koneé¢na hodnota pochazi z modelu II. Pro mo-
del II v zépisu (4.3) a (4.4) plati:

o h(x)=um,
o Y(z,y) =c+dy.

Rozdéleni pocatecni a ndhodnych chyb € zavisi na nasi volbé.

V tabulce 6.1 jsme zvolili po¢ateéni hodnotu z gamma rozdéleni tak, aby jeji stredni
hodnota a rozptyl odpovidaly g a 02 uvedenym v tabulce. Rozdéleni chyb €} je také
gamma. Vidime, ze na zakladé velikosti smérodatnych chyb ¢i empirickych rozptylu jsou
nejlepsi odhady 87 a 6777, nejvétsi smérodatnou chybu mé §7. Naivn{ odhad smérodatné
chyby 61 se trochu ligf od sendvicovych, coz se promitne i do mensi pravdépodobnosti
pokryti intervalem spolehlivosti.

Zvysime-li rozptyly konecnych hodnot (zvysime ¢ a d), rozdily mezi smérodatnymi
chybami 67 a 6! se stanou méné podstatné, jak uvadi tabulka 6.2. Ze vzorce (4.1) vidime,
ze se jejich asymptotické rozptyly lisi o konstantu (zavisejici pouze na rozptylu pocatecni
hodnoty a na ¢) a je-li tato konstanta zanedbatelnad oproti celému rozptylu, da se Fici, ze
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jsou rozptyly priblizné stejné velké. V tomto pripadé jsou tedy vsechny odhady ¢ ptiblizné
stejné dobré. Pro pocatecni hodnotu i € je opét pouzito gamma rozdéleni.

6.2 Konecna hodnota pochazejici z modelu 111
Pro model III v zépisu (4.3) a (4.4) plati:
e h(z) =a+ bz,
o Y(z,y) = c+dy.

Rozdéleni pocéatecni a konecné hodnoty opét zavisi na nasi volbeé.

V tabulkach 6.3 a 6.4 jsme pro pocatecni hodnotu zvolili exponencidlni rozdéleni se
stfedni hodnotou i a pro €] rozdéleni normalni. Vzhledem k velikosti smérodatnych chyb
je v obou piipadech nejlepsi odhad 6777, Rozdil nastava ve velikosti smérodatnych chyb
odhadtt 67 a §7. Zatimco je-li parametr b = 2 (vétsi nez 0.5, tabulka 6.3), ma znacné
vétsi smérodatnou chybu odhad ol a naopak, je-li b = 0.2 (mensi nez 0.5, tabulka 6.4),
smérodatnd chyba 6! se vyrazné zmensila a vétsi ma odhad 6. Toto souhlasi se zévérem
sekce 4.2.

6.3 Konecna hodnota pochazejici z modelu I

V modelu I je funkce h(z) i 1(x,y) obecnd. Je tedy na nds, jak je zvolime, stejné jako
rozdéleni pocatecni hodnoty a nahodnych chyb.
Jako prvni se podivame na pripad, kdy

e pocatecni hodnota je z gamma rozdélent,

e ¢ pochazi z normalniho rozdéleni,

o h(x) = V.
o Y(z,y) = cx* + dy.

Vysledky jsou uvedeny v tabulce 6.5. VSechny tfi odhady jsou vzhledem k velikosti
smérodatnych chyb ptiblizné stejné dobré. Vzhledem k tomu, ze je rozptyl nahodnych chyb
velmi zavisly na poc¢atecni hodnoté i na indikatoru prislusnosti do skupiny E, je rozdil
mezi asymptotickym naivnim a sendvicovym rozptylem 6’7 a také v pravdépodobnosti
pokryti danym konfidenénim intervalem.

V tabulce 6.6 jsou vysledky situace, kdy
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Parametry

[0 = 100,02 = 4,nc = 500, = 0.7, 7 = 0.41,

c=20,d=10,6 =5

5! N N
Odhady 5.00 | 5.00 5.00
Odmocniny
empirickych rozptyla 0.46 | 0.36 0.36

maticové  gee Im

Smeérodatné chyby 0.45 | 0.36 0.36 0.36 0.35
Pravdépodobnosti
pokryti § 0.950 | 0.945 0.946 0.945 0.936
intervalem spolehlivosti
Odhady o a 8 a=-0.01, 8 =1.00

Tabulka 6.1: Simulac¢ni studie - model I, mensi rozptyl koneéné hodnoty

Parametry po = 100,03 = 4,nc = 500,q = 0.7, 7 = 0.41,
c=500,d =50, =5

i N oI
Odhady 4.98 | 4.98 4.98
Odmocniny
empirickych rozptyla 1.61 | 1.58 1.58

maticové  gee Im

Smeérodatné chyby 1.63 | 1.60 1.60 1.60 1.59
Pravdépodobnosti
pokryti ¢ 0.955 | 0.955 0.956 0.955 0.954
intervalem spolehlivosti
Odhady «a a 3 a=—0.04, 5 =1.00

Tabulka 6.2: Simulac¢ni studie - model 11, vétsi rozptyl konecné hodnoty

42



Parametry o = 10,nc = 500,q = 0.7, 7 = 0.41,
a=>50,b=2,c=10,d=15,6 =10

5! o1 N

Odhady 10.02 | 10.01 10.00

Odmocniny

empirickych rozptylu 1.41 | 0.73 0.24

maticové  gee Im

Smérodatné chyby 1.42 | 0.74 0.24 0.24 0.24

Pravdépodobnosti

pokryti & 0.954 | 0.952 0.953 0.952 0.943

intervalem spolehlivosti

Odhady «a a a = 50.00, = 2.00

Tabulka 6.3: Simula¢ni studie - model III, smérnice vétsi nez 0.5

Parametry o = 10,nc =500,q = 0.7, 7 = 0.41,
a=>50,0=02c=10,d=5,0=5
51 51[ SIH

Odhady 5.00 | 5.00 5.00

Odmocniny

empirickych rozptyla 0.30 | 0.61 0.24

maticové  gee Im

Smeérodatné chyby 0.28 | 0.61 0.24 024 0.24

Pravdépodobnosti

pokryti & 0.950 | 0.953 0.950 0.949 0.940

intervalem spolehlivosti

Odhady a a a = 50.00, 5 =0.2

Tabulka 6.4: Simula¢ni studie - model III, smérnice mensi nez 0.5
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pocatecni hodnota je z normalniho rozdéleni,

e pochazi z normalniho rozdéleni,

h(z) =log (z + 1),
o Y(x,y) = Va+dy.

Vidime, Ze smérodatné chyby 8777 se opét lisf, stejné tak i pravdépodobnosti po-
kryti devadesatipétiprocentnich intervalu spolehlivosti. Pravdépodobnost pokryti nejvice
vzdalenou 0.95 ma konfidené¢ni interval na zakladé naivniho odhadu asymptotického roz-
ptylu. Z odhadu parametru d je nejhorsi 51 ktery ma dvojndsobnou smérodatnou chybu
nez ostatni dva. D4 se to vysvétlit tim, ze zavislost koneéné hodnoty na pocatecni se v
¢islech kolem stfedni hodnoty pocatecni hodnoty pg ,linearizuje® s velmi malou smérnici
blizkou nule, tedy vzdalenou od 1. Model II proto neni vubec vhodny a stejné tak ani
odhad ¢ na jeho zakladé. Naopak model I je vhodny stejné jako model III s velmi malym
nezapornym parametrem [.

Situaci, kdy

e pocatecni hodnota je z exponencialniho rozdélent,
e ¢ pochazi z gamma rozdéleni,

o h(z) =122

o Y(z,y) =V +dy,

popisuje tabulka 6.7. Nejmensi smérodatnou chybu ma odhad ST, odhady S g 41
jsou oproti nému ,Spatné“ s tim, ze o néco lepsi je odhad 6. Na rozdil od minulého
pripadu se to da vysvétlit tim, ze v téchto datech pii prolozeni zavislosti konecné hodnoty
na pocatecni primkou by smérnice 5 byla hodné velika, vhodny je tedy model III a odhad
parametru 0 na jeho zakladé. Zaroven model II popisuje situaci o néco 1épe nez model I.
Kdyby se zmensila stfedni hodnota pocatecni hodnoty g, rozdil mezi smérodatnymi
chybami odhadu parametru 6 by nebyl tak velky.

Podivejme se nyni na extrémni ptipad, kdy stfedni hodnota konecné hodnoty viibec
nezavisi na pocatecni. Uvazujme situaci, kdy

e pocatecni hodnota je z logaritmicko-normélniho rozdéleni,

e ¢ pochazi z normalniho rozdéleni,
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Parametry po = 10,02 = 1,nc = 500, = 0.7, 7 = 0.41,
c=0.01,d=50,6 =5

51 51[ 6]11
Odhady 5.00 | 5.00 5.00
Odmocniny
empirickych rozptyla 0.81 | 0.81 0.81

maticové  gee Im

Smérodatné chyby 0.81 | 0.81 0.81 0.81 0.79
Pravdépodobnosti
pokryti § 0.954 | 0.954 0.956 0.954 0.945
intervalem spolehlivosti
Odhady o a 3 & =159, B=0.16

Tabulka 6.5: Simula¢ni studie - model I, h(z) = /&

Parametry po = 100,03 = 4,nc = 500,q = 0.7, = 0.41,

d=—-540=5

5! N N

Odhady 5.00 | 5.00 5.00
Odmocniny
empirickych rozptyla 0.17 | 0.33 0.17

maticové  gee Im
Smeérodatné chyby 0.17 | 0.33 0.17 0.17 0.20
Pravdépodobnosti
pokryti § 0.949 | 0.948 | 0.950  0.948 0.962
intervalem spolehlivosti
Odhady a a 3 & =3.62, =001 |

Tabulka 6.6: Simulacni studie - model I, h(z) = log (= + 1)
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e h(z)=a,
o U(z,y) = cx® + dy.

Vysledky jsou v tabulce 6.8, v tomto pfipadé jsou vyjimecné py a oy parametry
normalniho rozdéleni zlogaritmované poc¢atecni hodnoty. Vzhledem k velikosti smérodatné
chyby je nejhorsi odhad 51, Naopak odhady 6 a o111 jsou stejné dobré. Da se to vysvétlit
tim, ze zavislost mezi konecnou a pocatecni hodnotou neni linearni s nenulovou smérnici,
smérnice 1 z modelu I je tudiz §patné a stejné tak i odhad 6’7, Naopak, odhadne-li mo-
del IIT smérnici nulou, je odhad o1 stejné dobry jako or.
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Parametry o =95,nc =500,q =0.7,7m=0.41,
d=>5,0 =050

51 51[ 6HI
Odhady 50.05 | 50.05 50.03
Odmocniny
empirickych rozptylu 7.75 | 7.44 3.46

maticoveé  gee Im

Smérodatné chyby 7.81 | 7.50 3.39 3.39 344
Pravdépodobnosti
pokryti § 0.950 | 0.950 0.952 0.951 0.954
intervalem spolehlivosti

Odhady « a 8

~

& = —49.54, B =19.88

Tabulka 6.7: Simulaén{ studie - model I, h(z) = 22

Parametry to = 5,08 = 0.5,nc =500,q = 0.7, 7 = 0.41,
a = 200,c=0.001,d =5, = 150

51 5[[ 5[[[
Odhady 150.00 | 149.92 150.00
Odmocniny
empirickych rozptylu 0.44 6.28 0.44

maticové  gee Im

Smérodatné chyby 0.44 6.26 0.44 0.44 0.44
Pravdépodobnosti
pokryti § 0.950 | 0.949 0.950 0.949  0.946
intervalem spolehlivosti
Odhady a a g a = 200.01, g = 0.00

Tabulka 6.8: Simula¢ni studie - model I, h(z) = a
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Kapitola 7
Zaveér

Cilem této préace bylo porovnat tii zpusoby odhadu efektu 1écby v klinickych rando-
mizovanych studiich. Pacientum byla zmérena hodnota jisté veli¢iny na zacatku, dale byli
nahodné rozdéleni do dvou skupin, z nichz jedna dostala 1écbu a druhda ne, a ta sama
veli¢ina jim byla zmétena na konci. Za efekt 1écby jsme povazovali rozdil ve stfedni hod-
noté nahodné veli¢iny zmétfené na konci u pacieta, ktery lécbu dostal, a u toho, ktery ne.
Omezili jsme se jen na pripad, kdy byl efekt 1écby konstantni, tedy stejny pro vsechny
jedince, ktefi danou lécbu dostali. Déle jsme predpokladali, ze zkoumand veli¢ina ma v
kazdé skupiné konstantni rozptyl. Odhady efektu 1é¢by byly spocteny na zakladé tii mo-
delu, uvedenych v sekcich 3.1 (model I), 3.2 (model IT) a 3.3 (model III), oznadcili jsme je
61,617 a 6717 Situace, kdy plati jednotlivé modely, jsou do sebe vnoreny jako na obrazku
4.1. VSechny tti odhady efektu 1écby jsme porovnavali vzdy za situace, kdy plati néjaky z
modelu. Za kritéria pro porovnani jsme vzali nejprve zakladni vlastnost odhadu - konzis-
tenci a dale asymptoticky rozptyl jednotlivych odhadu. Presnym rozdélenim odhadu jsme
se nezabyvali, to nebylo v nasich silach, zkoumali jsme vzdy jen rozdéleni asymptotické.

Ve vsech deviti pripadech (tii zpusoby odhadu za platnosti tif ruznych modela) jsme
zjistili, ze konzistence plati. Kritériem pro to, ktery odhad je za dané situace nejlepsi, byl
tedy asymptoticky rozptyl. V kapitolach 3 a 4 jsme vzdy spocitali asymptoticky rozptyl
veliéin \/n (3 — 5), kde n je pocet pozorovani, ¢ je efekt 1écby a ) je néjaky jeho odhad
za platnosti nékterého ze tii modeltu. V piipadé platnosti modelu I jsme ale asymptoticky
rozptyl odhadu /n (5”1 — (5), ktery je sendvicovy, nemohli vyjadrit obecné, proto jsme
se v kapitole 5 podivali jen na nékteré konkrétni piiklady. Za platnosti modelu II vysel
nejlépe odhad 677, ktery byl ale shodny s odhadem §777. Za platnosti modelu I1I byl nej-
lepsi odhad ST 7 platnosti modelu I v jednotlivych prikladech v kapitole 5 vysSel také
nejlépe odhad 61 s tim, ze odhad o7 byl v nékterych piipadech skoro stejné dobry. V
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kapitole 6 jsme se podivali na simulace z jednotlivych modelu a opét jsme porovnévali jed-
notlivé odhady na zdkladé odhadu jejich rozptyla (tentokrdt odmocnénych, tedy vlastné
na zékladé smérodatnych chyb). Kdyz jsme simulovali z modelu II nebo z modelu III,
vysledky odpovidaly teoretickym zavérum. Pti simulacich z modelu I vysel vzdy nejlépe
odhad 677, jehoz sendvicovy asymptoticky rozptyl byl nejmensi. Pokud se zarovei nedal
vztah mezi kone¢nou a poc¢atecni hodnotou prolozit pfimkou s nenulovou smérnici, stejné
dobry byl i odhad 4.

7, duvodu uvedenych v predchozim odstavci bych v situaci, kterou jsme se zabyvali,
tedy je-li konstantni efekt 1écby a jsou-li v obou lécebnych skupinach konstantni roztyly,
doporuéila vidy pouzit odhad efektu 1ééby 6777, Pouze jsme-li si jisti, Ze data pochdzeji z
modelu II, muzeme pouzit odhad 61 , ktery je snadnéji spocitatelny i bez statitickych pro-
gramu. Odhad 1 bych doporucila pouzit jen v ptipadé, kdy vime, ze pti prolozeni linearni
regrese daty je odhad smérnice nulovy. To znamend v piipadé, kdy mame napiiklad k dis-
pozici obrazek dat, ze kterého jasné vidime, Ze linearita neni mozna, nebo v ptipadé, kdy
nékdo uz linedrni regresi pouzil a odhad smérnice, ktery mu vysel, byl nulovy. Odhad &7
je spocitatelny nejsnadnéji. Mame-li ale k dispozici jakykoli statisticky program, tak pii
pouziti SHI chybu uréité neudélame, coz se pii pouziti ostatnich dvou odhadu fici neda.

Opét ale musime zduraznit, ze jsou tyto vysledky ziskané na zakladé dvou predpokladu:
konstantni efekt 1é¢by a konstatni rozptyly ve skupinach. Piipad, kdy je efekt 1é¢by u
kazdého jedince jiny, bychom doporucili k dalsimu zkouméni. Stejné tak situaci, kdy ve
skupinach nejsou konstatni rozptyly, anebo ptipad, kdy plati oboji. Dale by bylo zajimavé
podivat se na situaci, kdy je méfeni pocatec¢ni nebo koneéné hodnoty provadéno s chybou.

Vratme se nakonec k ¢ldnktim, které byly motivem k sepsani této prace. Clanek Senn
(2006) reaguje na nazory, které upfednostiiuji model IT (simple analysis of change score,
»SACS®) proti modelu IIT (analysis of covariance, ,ANCOVA*) v piipadé, kdy nejsou
shodné sttedni hodnoty v obou skupindch E a C. Ukazuje, Ze neni nezbytnou podminkou
pro vhodnost modelu III, aby se stiedni hodnoty shodovaly. Protoze jsme se ale zabyvali
randomizovanymi studiemi, které maji zakladni predpoklad shodu rozdéleni na pocatku
v obou skupindch, tesili jsme vlastné jiny problém, nez je ve ¢ldanku Senn (2006) uvedeny.

Clének Tu and Gilthorpe (2007) zase pojednava o tom, ze by pocatecni hodnota neméla
byt regresorem pro zménu mezi koneénou a pocateéni hodnotou (zména je chapéna jako
rozdil mezi konecnou a pocéateéni hodnotou). Jako duvod se zde uvadi chyba méteni
pocatecni a konecné hodnoty, kterd se promitne i do zmény. Chybovy clen pocateéni
hodnoty, ktery se objevi v regresoru i odezvé, tak ovlivni jejich vztah. Clanek déle shrnuje
a na zakladé simulaci porovnava ruzna reseni navrzend v literature. V nasi praci jsme se
ale nezabyvali pripadem, kdy dochazi k chybé méreni, proto pro nas nebyly vysledky v
tomto ¢lanku vyuzitelné.
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