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2 Základńı pojmy 7
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Kapitola 1

Úvod

V této práci se budeme zabývat teoríı vybraných stochastických me-
tod využ́ıvaných ve finanćıch, kterou budeme v pr̊uběhu práce aplikovat
do programu Mathematica a analyzovat výsledky.

V kapitole 2 se krátce seznámı́me se základńımi pojmy použ́ıvanými
v textu, a to teoríı stochastických proces̊u, Brownovým pohybem, sto-
chastickým integrálem a Itôově formuli.

Akciovými opcemi se budeme zabývat v kapitole 3. Nejprve se obecně
seznámı́me s akciemi a vývojem ceny akcie a poté se budeme věnovat
općım, jejich základńım druh̊um a charakteristikám.

Důležitou část́ı práce je kapitola 4 věnovaná Blackově-Scholesově modelu.
Jedná se o model oceňováńı općı, který sice vycháźı z uměle vytvořených
předpoklad̊u, ale považuje se za základńı stavebńı kámen pro oceňováńı
opčńıch kontrakt̊u. Odvod́ıme zde také známou Blackovu-Scholesovu for-
muli, a to dvěma zp̊usoby, v prvńım př́ıpadě za pomoci rovnice tepla,
ve druhém pak přes teorii rizikově neutrálńıho oceňováńı.

Posledńı část práce, kapitola 5, pojednává o analýze citlivosti. Uvedeme
zde všech pět parametr̊u tzv. Greeks, které budeme dále podrobněji zkou-
mat.

V př́ıloze se nacházej́ı některá programová řešeńı vztahuj́ıćı se k př́ısluš-
ným kapitolám.
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Kapitola 2

Základńı pojmy

V této kapitole vysvětĺıme základńı pojmy, které se budou vyskytovat
v daľśım textu a nadále rozšǐrovat. Uvád́ıme pojmy pro modely se spo-
jitým časem.

2.1 Stochastický proces

Definice 1. Necht’ (Ω,F , P ) je pravděpodobnostńı prostor. Rodina reál-
ných náhodných veličin {X(t), t ≥ 0} definovaných na (Ω,F , P ) se nazývá
stochastický proces. Uvažujeme-li časový interval T ⊂ R+ a {X(t), t ∈ T},
mluv́ıme o stochastickém procesu na intervalu T.

Definice 2. Necht’ X(1), X(2), . . . X(d) jsou stochastické procesy, potom
proces X = {X(1), X(2), . . . X(d)} nazýváme d-rozměrný stochastický
proces.

Stochastický proces lze chápat jako náhodnou veličinu X : (Ω,F) →
(RT ,B(R)T ), kde RT = {x = (x(t), t ∈ T );x(t) ∈ R; t ∈ T}.

Definice 3. Necht’ X = {X(t), t ≥ 0} je stochastický proces. Funkce
{Xω, ω ∈ Ω} ⊂ RT se nazývaj́ı trajektorie stochastického procesu.

2.2 Brown̊uv pohyb

Brown̊uv pohyb je stochastický proces, který zkonstruujeme následuj́ıćım
zp̊usobem. Necht’ {Xk} je posloupnost nezávislých náhodných veličin s al-
ternativńım rozděleńım s hodnotami {−σ, σ}. Označme P (Xk = σ) = p.
Předpokládejme, že

P (Xk = σ) = p =
1

2

(
1 +

µ

σ
√
n

+ o

(
1√
n

))
pro n→∞.
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Zvolme

Bt =

[nt]+1∑
k=1

Xk√
n

a použijeme charakteristické funkce pro určeńı rozděleńı tohoto náhod-
ného procesu B(t).

ϕ(τ) = EeiτBt =

(
(1− p) exp

{
−iτσ√

n

}
+ p exp

{
iτσ√
n

})[nt]+1

(2.1)

Rozvineme exponenciálńı funkci pomoćı Taylorova rozvoje

exp

{
iτσ√
n

}
= 1 +

iτσ√
n
− τ 2σ2

2n
+ o

(
1

n

)
pro n→∞.

Úpravou v (2.1) s využit́ım výše uvedeného rozvoje a dosazeńım za p
dostaneme

1− iτσ√
n
− τ 2σ2

2n
+ 2p

iτσ√
n

+ o

(
1

n

)
= 1− iτσ√

n
− τ 2σ2

2n
+

+2
iτσ

2
√
n

(
1 +

µ

σ
√
n

+ o

(
1√
n

))
= 1− iτσ√

n
− τ 2σ2

2n
+
iτσ√
n

+

+
iτµ

n
+ o

(
1

n

)
= 1− τ 2σ2

2n
+
iτµ

n
+ o

(
1

n

)
pro n→∞.

Dosazeńım do (2.1) źıskáme

ϕ(τ) =

1 +


(
iτµ
n
− τ2σ2

2n
+ o

(
1
n

))
nt

nt

[nt]+1

−→
n→∞

eitµτ−
1
2
τ2σ2t

Vid́ıme, že ϕ(τ) konverguje k charakteristické funkci normálńıho rozdě-
leńı N(µt, σ2t). Vzhledem k tomu, že vycháźıme ze vzájemně nezávislých
náhodných veličin, př́ır̊ustky procesu B(t) jsou také nezávislé.

Vlastnosti procesu B(t) lze shrnout do následuj́ıćıch bod̊u:

1. Jedná se o proces s nezávislými př́ır̊ustky.

2. Rozděleńı př́ır̊ustk̊u B(t+ s)−B(t) je N(µs, σ2s).

Tento proces se nazývá zobecněný jednorozměrný proces Brownova po-
hybu. Následuj́ıćı definice jsou převzaty z [5].

Definice 4. Zobecněný d-rozměrný proces Brownova pohybu je d -roz-
měrný proces B, který splňuje následuj́ıćı podmı́nky:
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1. Pro všechna ω ∈ Ω je funkce t→ Bt(ω) spojitá.

2. Pro 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn jsou př́ır̊ustky procesu Brownova pohybu
B(t1)−B(t0), B(t2)−B(t1), . . . , B(tn)−B(tn − 1) nezávislé.

3. Pro 0 ≤ s < t existuj́ı jednoznačně určená d -rozměrná čtvercová
matice Σ a d -rozměrný vektor µ takové, že př́ır̊ustek B(t) − B(s)
má normálńı rozděleńı se středńı hodnotou (t − s)µ a kovariančńı
matićı (t− s)Σ.

Definice 5. Standardizovaný d-rozměrný proces Brownova pohybu je pro-
ces B, který splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

1. B(0) = 0 skoro jistě.

2. Pro všechna ω ∈ Ω je funkce t→ Bt(ω) spojitá.

3. Pro 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn jsou př́ır̊ustky procesu Brownova pohybu
B(t1)−B(t0), B(t2)−B(t1), . . . , B(tn)−B(tn − 1) nezávislé.

4. Pro 0 ≤ s ≤ t má př́ır̊ustek B(t) − B(s) normálńı rozděleńı s nu-
lovou středńı hodnotou a kovariančńı matićı (t− s)I, kde I je jed-
notková matice d× d.

Zobecněný proces Brownova pohybu lze zkonstruovat ze standardizo-
vaného procesu Brownova pohybu.

Definice 6. Necht’ Ω je neprázdná množina, T > 0 a předpokládejme,
že máme σ-algebry Ft pro každé t ∈ [0, T ]. Předpokládejme dále, že
pokud s ≤ t, potom Fs ⊂ Ft. Potom nazýváme množinu těchto σ-algeber
filtrace.

Definice 7. Mějme pravděpodobnostńı prostor s filtraćı Ft, 0 ≤ t ≤ T .
Necht’ X(t) je množina náhodných veličin, t ∈ [0, T ]. Řekneme, že tato
množina je stochastický adaptovaný proces, pokud pro každé t plat́ı, že
X(t) je Ft-měřitelná.

Definice 8. Náhodný proces W = {W (t), t ≥ 0} je d-rozměrný Wie-
ner̊uv proces vzhledem k filtraci F = {Ft, t ≥ 0} když plat́ı:

1. W (0) = 0 skoro jistě.

2. W je adaptovaný na filtraci F

3. Pro 0 ≤ s ≤ t je př́ır̊ustek W (t) − W (s) nezávislý na Fs a má
normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a kovariančńı matićı
(t− s)I, kde I je jednotková matice d× d

4. Pro všechna ω ∈ Ω je funkce t→ Wt(ω) spojitá.
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Jak vid́ıme, Wiener̊uv proces se vztahuje k nějaké konkrétńı filtraci.
Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje vztah mezi procesem Brownova pohybu a
Wienerovým procesem.

Tvrzeńı 1. Proces W je d-rozměrný Wiener̊uv proces vzhledem k filtraci
F = {Ft, t ≥ 0}, právě tehdy když plat́ı

1. W je d-rozměrný standardizovaný proces Brownova pohybu.

2. W je adaptovaný na filtraci F .

3. W (t)−W (s) je nezávislé na Fs pokud 0 ≤ s ≤ t.

Důkaz je uveden v [5].

Uved’me si ještě definice martingalu a markovského procesu, které jsou
d̊uležité pro pochopeńı textu v daľśıch kapitolách.

Definice 9. Necht’ (Ω,F , P ) je pravděpodobnostńı prostor, T > 0, Ft, 0 ≤
t ≤ T je filtrace, FT ⊂ F . Uvažujme adaptovaný proces M(t), 0 ≤ t ≤ T
takový, že EM(t) <∞ ∀t ∈ [0, T ]. Pokud

E[M(t)|Fs] = M(s) s.j. ∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

řekneme, že proces M je martingal. Pokud

E[M(t)|Fs] ≥M(s) s.j. ∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

řekneme, že proces M je submartingal. Pokud

E[M(t)|Fs] ≤M(s) s.j. ∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

řekneme, že proces M je supermartingal.

Př́ıkladem martingalu může být W = {W (t), t ≥ 0}, Wiener̊uv proces
vzhledem k filtraci F . Pro 0 ≤ s ≤ t budiž

E[W (t)|Fs] = E[W (t)−W (s) +W (s)|Fs] = E[W (t)−W (s)|Fs] +

+ E[W (s)|Fs] = E[W (t)−W (s)] + E[W (s)|Fs] =

= 0 +W (s) = W (s) s.j.

Při d̊ukazu jsme postupně využili vlastnosti středńı hodnoty (linearitu),
př́ır̊ustky Wienerova procesu W (t)−W (s) jsou Fs měřitelné a dle definice
maj́ı normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou.

Definice 10. Necht’ (Ω,F , P ) je pravděpodobnostńı prostor, T > 0,
Ft, 0 ≤ t ≤ T je filtrace, FT ⊂ F . Necht’ ∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ T a pro
libovolnou nezápornou měřitelnou funkci f existuje borelovsky měřitelná
funkce g taková, že

E[f(X(t)|Fs)] = g(X(s)).

Potom řekneme, že X je markovský proces.
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Stochastický proces nazýváme markovský proces pokud tzv. nemá pa-
mět’. Pravděpodobnost výsledku v budoućım čase t + 1, když známe
výsledek v př́ıtomném čase t, je stejná, jako když známe výsledky v př́ı-
tomném čase t a všechny výsledky z minulých čas̊u t − 1, t − 2, . . . 0.
Pro budoućı vývoj procesu tedy stač́ı znát př́ıtomnost, neńı zapotřeb́ı
minulého vývoje. Př́ıkladem markovského procesu je cena akcie popsaná
v kapitole 3.1.1. V daľśım textu vždy uvažujeme stochastický markovský
proces.

Pro větš́ı přehlednost přejdeme v daľśıch částech této kapitoly ke značeńı
Wt mı́sto W (t) pro všechny proměnné.

2.3 Stochastický integrál

Budiž W = {Wt, t ≥ 0}Wiener̊uv proces vzhledem k neklesaj́ıćı soustavě
σ-algeber F = {Ft, t ≥ 0}. Budeme definovat

t∫
0

ΦsdWs

pro dosti širokou tř́ıdu neanticipativńıch náhodných funkćı Φ = {Φt, t ∈
[0, T ]}.

Neanticipativńı funkce jsou funkce Y = {Yt, t ≥ 0} maj́ıćı pro t ≥ 0 tu
vlastnost, že jejich hodnota Yt je určena jevy do doby t. Nejprve zavedeme
definici stochastického integrálu pro jednoduché funkce.

Definice 11. Náhodná funkce Φ = {Φt, t ∈ [0, T ]} se nazývá jednoduchá
funkce, je-li neanticipativńı a existuje-li děleńı t0 = 0 < t1 < t2 < . . . <
tn = T intervalu [0, T ] spolu s náhodnými veličinami φ0, . . . φn−1 tak, že
plat́ı Φt = φk pro t ∈ [tk, tk+1), k = 0, 1, . . . , n− 1.

Necht’ Φ je jednoduchá funkce, potom pro t ∈ [0, T ] jej́ım stochastickým
integrálem rozumı́me

t∫
0

ΦsdWs =
k−1∑
j=0

φj(Wtj+1
−Wtj) + φk(Wt −Wtk) tk ≤ t ≤ tk+1

Uved’me vlastnosti integrálu jednoduchých funkćı:

1.
t∫

0

ΦsdWs je stejný pro všechna děleńı intervalu [0, T ] ve smyslu

definice 11
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2.
t∫

0

(aΦs + bΨs)dWs = a
t∫

0

ΦsdWs + b
t∫

0

ΨsdWs pro konstanty a, b

3.
t∫

0

ΦsdWs je spojitou neanticipativńı funkćı t na intervalu [0, T ]

Nyńı urč́ıme středńı hodnotu a rozptyl
t∫

0

ΦdW .

E

t∫
0

ΦsdWs = E

(
k−1∑
j=0

φj(Wtj+1
−Wtj) + φk(Wt −Wtk)

)
=

=
k−1∑
j=0

EφjE(Wtj+1
−Wtj) + EφkE(Wt −Wtk) =

=
k−1∑
j=0

Eφj · 0 + Eφk · 0 = 0.

Dle předpokladu je Φ neanticipativńı funkce, tud́ıž φj a př́ır̊ustky Wie-
nerova procesu jsou vzájemně nezávislé funkce a středńı hodnotu součinu
lze psát jako součin středńıch hodnot. Použili jsme také skutečnost, že
př́ır̊ustky Wienerova procesu maj́ı normálńı rozděleńı s nulovou středńı
hodnotou.

E

 t∫
0

ΦsdWs

2

= E

(
k−1∑
j=0

φj(Wtj+1
−Wtj) + φk(Wt −Wtk)

)2

=

= E

(
k−1∑
j=0

φj(Wtj+1
−Wtj)

)2

+ E (φk(Wt −Wtk))
2 =

=
k−1∑
j=0

Eφ2
jE(Wtj+1

−Wtj)
2 + Eφ2

kE(Wt −Wtk)
2 =

=
k−1∑
j=0

Eφ2
j(tj+1 − tj) + Eφ2

k(t− tk) =

t∫
0

EΦ2
sds =

= E

t∫
0

Φ2
sds.

Použili jsme nezávislosti φj a Wtj+1
−Wtj a nezávislosti φj a Wt−Wtk pro

j = 1, 2, . . . k spolu vlastnostmi středńı hodnoty. Dále jsme podobně jako
výše použili vlastnost normálńıho rozděleńı př́ır̊ustk̊u Wienerova procesu.
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Posledńı rovnost plyne ze spojitosti trajektorie Wienerova procesu, lze
zaměnit pořad́ı integrálu a středńı hodnotu.

Shrneme-li výše uvedené odvozeńı, dostáváme:

E

t∫
0

ΦsdWs = 0

E

 t∫
0

ΦsdWs

2

= E

t∫
0

Φ2
sds

Nyńı zavedeme stochastický integrál pro obecné náhodné procesy.

Definice 12. Necht’ {nΦ, n = 1, 2, . . .} je posloupnost jednoduchých

funkćı. Řekneme, že posloupnost stochastických integrál̊u {
t∫

0

nΦsdWs, t ∈

[0, T ], n = 1, 2, . . .} pro t ≥ 0 je cauchyovská v pravděpodobnosti, jestliže
pro ε > 0 plat́ı:

lim
m,n→∞

P

 sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

(nΦs − mΦs)dWs

∣∣∣∣∣∣ > ε

 = 0.

Každou neanticipativńı funkci Φ splňuj́ıćı

T∫
0

Φ2
sds <∞

lze aproximovat jednoduchými funkcemi. Existuje tedy posloupnost jed-
noduchých funkćı {nΦ, n = 1, 2, . . .} taková, že plat́ı

p lim
n→∞

T∫
0

(nΦs − Φs)
2 ds = 0.

Symbol p lim označuje konvergenci v pravděpodobnosti. Pokud tato rov-
nost plat́ı, plat́ı také cauchyovská podmı́nka (z Minkowského nerovnosti)

p lim
m,n→∞

T∫
0

(mΦs − nΦs)
2 ds = 0. (2.2)

Ćılem je ukázat, že posloupnost náhodných proces̊u {
t∫

0

nΦsdWs, t ∈ [0, T ],

n = 1, 2, . . .} je cauchyovská v pravděpodobnosti. K tomu nám pomůže
následuj́ıćı tvrzeńı.
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Tvrzeńı 2. Mějme jednoduchou funkci Φ = {Φt, t ∈ [0, T ]}. Pro libo-
volná č́ısla a > 0, b > 0 plat́ı

P

 sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

ΦsdWs

∣∣∣∣∣∣ > a

 ≤ P

 T∫
0

Φ2
sds > b

+ 2 exp

{
−a

2

2b

}
.

Důkaz je uveden v [4].

Aplikaćı tvrzeńı na definici procesu cauchyovského v pravděpodobnosti
źıskáváme

lim
m,n→∞

P

 sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

(nΦs − mΦs)dWs

∣∣∣∣∣∣ > ε

 ≤

≤ lim
m,n→∞

P

 T∫
0

(nΦs − mΦs)
2ds > b

+ 2 exp

{
−ε

2

2b

}
= 0.

Prvńı sč́ıtanec je nulový z (2.2) pro libovolné b > 0, druhý sč́ıtanec lze
učinit libovolně malý volbou dostatečně malého b.

Definice 13. Definujme Lp(X) jako prostor všech µ-měřitelných funkćı
u na X, pro něž plat́ı

‖ up ‖=

∫
X

|u|pdµ

 1
p

<∞.

Pohybujeme se v úplném prostoru L2, tud́ıž zde každá cauchyovská po-
sloupnost má limitu. Označme tuto limitu při konvergenci v pravděpo-

dobnosti It. Posloupnost náhodných proces̊u {
t∫

0

nΦsdWs, t ∈ [0, T ], n =

1, 2, . . .} tedy konverguje ke spojitému náhodnému procesu I = {It, t ∈
[0, T ]}. T́ımto zp̊usobem definujeme stochastický integrál, klademe

It =

t∫
0

ΦsdWs, t ∈ [0, T ].

Až na nerozlǐsitelnost je definice integrálu jednoznačná. Nezáviśı rovněž
na zvolené posloupnosti jednoduchých funkćı.

Shrňme vlastnosti stochastického integrálu pro obecné náhodné procesy:

1.
t∫

0

ΦsdWs je spojitou neanticipativńı funkćı t na intervalu [0, T ]
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2.
t∫

0

(aΦs+bΨs)dWs = a
t∫

0

ΦsdWs+b
t∫

0

ΨsdWs pro libovolné konstanty

a, b

3. Za podmı́nky
T∫
0

Φ2
sds <∞ plat́ı: E

t∫
0

ΦsdWs = 0,

E

(
t∫

0

ΦsdWs

)2

= E
t∫

0

Φ2
sds, t ∈ [0, T ]

4. Necht’ trajektorie Φ maj́ı spojitou derivaci Φ′ = {Φ′t, t ∈ [0, T ]}.
Potom

t∫
0

ΦsdWs = ΦtWt −
t∫

0

Φ′sWsds, t ∈ [0, T ]

2.4 Itôova formule

Definice 14. Řekneme, že proces X je Itô̊uv proces, jestliže je ve tvaru

Xt = X0 +

t∫
0

Asds+

t∫
0

BsdWs, t ∈ [0, T ], (2.3)

kde X0 je F0 měřitelná náhodná veličina, {At}, {Bt} jsou neanticipativńı

procesy splňuj́ıćı
T∫
0

|As|ds < ∞,
T∫
0

B2
sds < ∞ a W = {Wt, t ∈ [0, T ]}

je Wiener̊uv proces vzhledem k filtraci F = {Ft, t ∈ [0, T ]}. Pojmem
stochastický diferenciál Itôova procesu X rozumı́me výraz

dXt = Atdt+BtdWt, t ∈ [0, T ]. (2.4)

Stochastický diferenciál (2.4) je pouze jiným zápisem pro integrálńı rov-
nici (2.3) a má následuj́ıćı vlastnosti:

1. d(Xt + Yt) = dXt + dYt

2. d(cXt) = c dXt pro libovolnou konstantu c

3. d(XtYt) = XtdYt + YtdXt + dXtdYt

Jak vid́ıme z definice, procesy maj́ıćı stochastický diferenciál jsou ne-
anticipativńı. Uved’me ještě d̊uležitá pravidla pro násobeńı diferenciál̊u,
která budeme využ́ıvat v následuj́ıćıch kapitolách.

(dt)2 = 0 dtdWt = 0 (dWt)
2 = dt dWtdWs = 0, t 6= s (2.5)
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Necht’ f(t, x) je funkce tř́ıdy C2, tedy funkce se spojitými derivacemi do
druhého řádu. Označme

ft(t,Xt) = ft =
∂

∂t
f(t, x)

fx(t,Xt) = fx =
∂

∂x
f(t, x)

fxx(t,Xt) = fxx =
∂2

∂x∂x
f(t, x).

Pak lze odvodit Itôovu formuli pro výpočet stochastického diferenciálu
funkce f(t, x). Důkaz následuj́ıćıho tvrzeńı je uveden v [4].

Tvrzeńı 3. Necht’ Xt, t ≥ 0 je Itô̊uv proces, pro který plat́ı, že
t∫

0

|As|ds

a
t∫

0

B2
sds jsou konečné. Necht’ f(t, x) je funkce tř́ıdy C2. Potom plat́ı

df(t,Xt) = ft(t,Xt)dt+ fx(t,Xt)dXt +
1

2
fxx(t,Xt)dXtdXt = (2.6)

= ftdt+ fxBtdWt + fxAtdt+
1

2
fxxB

2
t dt

2.5 Stochastické diferenciálńı rovnice

Krátce se ještě zaměř́ıme na stochastické diferenciálńı rovnice, čili na rov-
nice tvaru

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt (2.7)

s počátečńı podmı́nkou Xt0 = X0, kde W je Wiener̊uv proces vzhledem
k filtraci F = {Ft, t ≥ 0} a zobrazeńı σ, b : R → R jsou borelovsky
měřitelné funkce splňuj́ıćı

t∫
0

(|b(s,Xs)|+ σ2(s,Xs))ds <∞ pro všechna t ≥ 0.

Úlohou pak bývá nalézt Itô̊uv proces X splňuj́ıćı (2.7) s danou počátečńı
podmı́nkou. Procesu s t́ımto předpisem (2.7) se ř́ıká difúzńı proces.

Př́ıkladem stochastické diferenciálńı rovnice je geometrický Brown̊uv po-
hyb vývoje ceny akcie

dSt = αStdt+ σStdWt,

kterým se podrobněji budeme zabývat v následuj́ıćı kapitole.
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2.6 Změna mı́ry

V posledńı části této kapitoly se budeme zabývat možnost́ı přechodu
z tzv. skutečné pravděpodobnostńı mı́ry P na rizikově neutrálńı mı́ru Q.
Využ́ıvat budeme poznatk̊u z [7].

Tvrzeńı 4. Necht’ (Ω,F , P ) je pravděpodobnostńı prostor a necht’ Z je
nezáporná náhodná veličina s EZ = 1. Pro A ∈ F definujme

Q(A) =

∫
A

Z(ω)dP (ω).

Potom Q je pravděpodobnostńı mı́ra. Nav́ıc plat́ı, že pokud X je nezápor-
ná náhodná veličina, pak

EQX = E[XZ].

Pokud Z > 0 skoro jistě, pak

EY = EQ

[
Y

Z

]
.

Definice 15. Mı́ry P a Q jsou na prostoru (Ω,F) ekvivalentńı, pokud

P (A) = 0⇔ Q(A) = 0 ∀A ∈ F .

Připomeňme větu z teorie mı́ry, která ukazuje vztah mezi dvěma ekviva-
lentńımi mı́rami.

Tvrzeńı 5. (Radon-Nikodym) Necht’ P a Q jsou ekvivalentńı mı́ry na
(Ω,F). Potom existuje náhodná veličina Z > 0 s.j. taková, že EZ = 1,
pro kterou plat́ı

Q(A) =

∫
A

Z(ω)dP (ω) ∀A ∈ F .

Definice 16. Náhodná veličina Z z Radon-Nikodymovy věty se nazývá
Radon-Nikodymova derivace Q podle P. Ṕı̌seme

Z =
dQ

dP
.

Definice 17. Mějme pravděpodobnostńı prostor (Ω,F , P ) a filtraci F =
Ft, 0 ≤ t ≤ T . Předpokládejme, že Z je náhodná veličina, EZ = 1 a
pravděpodobnostńı mı́ra Q je definovaná

Q(A) =

∫
A

Z(ω)dP (ω) ∀A ∈ F .

Definujme proces Radon-Nikodymovy derivace vztahem

Zt = E[Z|Ft], 0 ≤ t ≤ T.
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Poznámka: Proces Radon-Nikodymovy derivace je martingal.

Na závěr uved’me ještě Girsanovovu větu pro Wiener̊uv proces.

Tvrzeńı 6. (Girsanovova věta) Necht’ Wt, 0 ≤ t ≤ T je Wiener̊uv proces
vzhledem k filtraci F = Ft, 0 ≤ t ≤ T , na pravděpodobnostńım prostoru
(Ω,F , P ). Necht’ Θt, 0 ≤ t ≤ T je adaptovaný proces. Definujme

Zt = exp{−
∫ t

0

ΘudWu −
1

2

∫ t

0

Θ2
udu}

a

WQ
t = Wt +

∫ t

0

Θudu.

Předpokládejme dále, že

E

∫ T

0

Θ2
uZ

2
udu <∞.

Položme Z = ZT . Pak EZ = 1 a podle mı́ry Q definované předpisem
Z = dQ

dP
je proces {WQ

t , 0 ≤ t ≤ T} Wiener̊uv proces.
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Kapitola 3

Akciové opce

3.1 Akcie

V této kapitole se budeme podrobněji zabývat akciemi, začneme teo-
retickým výkladem a ukážeme několik praktických př́ıklad̊u s využit́ım
poznatk̊u z předchoźı kapitoly.

Akcie jsou dle [2] obchodovatelné cenné paṕıry, s nimiž jsou spojena
práva akcionáře jako společńıka pod́ılet se na ř́ızeńı společnosti, na zisku
společnosti, na likvidačńım z̊ustatku při př́ıpadném zániku společnosti a
př́ıpadně přednostně na nově emitovaných akcíıch. Akciové společnosti
vytvářej́ı upisováńım (emiśı) akcíı základńı jměńı.

S akciemi souviśı následuj́ıćı základńı pojmy. Nominálńı hodnota akcie
představuje pod́ıl na majetku akciové společnosti vyplývaj́ıćı z vlastnictv́ı
akcie. Součet nominálńıch hodnot všech akcíı je roven výši základńıho ka-
pitálu. Nominálńı hodnota u akcíı má pouze právńı význam, u některých
typ̊u (hlavně v USA) nemuśı být v̊ubec uvedena.

Dividenda je pod́ıl na zisku společnosti vyplývaj́ıćı z vlastnictv́ı akcie.
Výplata dividend neńı předem zaručena.

Tržńı cena akcie je cena, za kterou se akcie obchoduje na kapitálovém
trhu vzhledem k momentálńımu stavu nab́ıdky a poptávky.

3.1.1 Vývoj ceny akcie

Předpokládejme, že vývoj ceny akcie je modelován geometrickým Brow-
novým pohybem, čili plat́ı stochastická diferenciálńı rovnice (SDR)

dS(t) = αS(t)dt+ σS(t)dW (t) (3.1)

s počátečńı podmı́nkou S(0) = S0.
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Nyńı vyřeš́ıme tuto rovnici, α, σ, S0 berme jako konstanty. Uvažujme lo-
garitmus ceny akcie, čili z = log(S(t)). Použijeme Itôovu formuli (2.6) a
pravidla pro diferenciály (2.5):

dz = d log(S(t)) =
1

S(t)
dS +

1

2
(dS(t))2(− 1

S2(t)
) =

=
1

S(t)
(αS(t)dt+ σS(t)dW (t)) +

1

2
(− 1

S2(t)
)σ2S2(t)dt =

= αdt+ σdW (t)− 1

2
σ2dt = (α− 1

2
σ2)dt+ σdW (t)

Po shrnut́ı tedy źıskáváme

dz = (α− 1

2
σ2)dt+ σdW (t). (3.2)

Výše uvedenou rovnici (3.2) můžeme převést na integrálńı tvar

z(t) = z(0) + t(α− 1

2
σ2) + σ

∫ t

0

dW (t) = z(0) + t(α− 1

2
σ2)+

+σ(W (t)−W (0)) = log(S(0)) + t(α− 1

2
σ2) + σW (t)

Aplikaćı exponenciálńı funkce na obě strany rovnosti źıskáme formuli pro
model ceny akcie v integrálńım tvaru

S(t) = S(0) exp{(α− σ2

2
)t+ σW (t)}. (3.3)

Z této formule je na obrázku 3.1 vytvořena simulace vývoje ceny akcie
během jednoho roku, kde jsme zvolili S(0) = 70, α = 0.05 a σ = 0.1.
Kompletńı programové řešeńı je uvedeno v př́ıloze A.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

65

70

75

Obrázek 3.1: simulace 1 akcie

20



Z formule (3.3) lze na prvńı pohled vidět, že pokud t < ∞ a S(0) > 0,
cena akcie nikdy nedosáhne nuly, S(t) > 0. K daľśım závěr̊um o vývoji
ceny akcie můžeme doj́ıt porovnáńım mediánu a středńı hodnoty S(t).
Z definice 8 v předchoźı kapitole plyne, že W (t) ∼ N(0, t). Meze spoleh-
livosti pro S(t) jsou tedy

S(0) exp{(α− σ2

2
)t± σ

√
tu(1− b

2
)}

s koeficientem spolehlivosti b, kde u(1− b
2
) je kvantil rozděleńı N(0, 1).

Pro určeńı mediánu S(t) hledáme takové m, pro které plat́ı zároveň

P (S(t) ≥ m) ≥ 1

2
, P (S(t) ≤ m) ≥ 1

2
.

Dosazeńım do prvńı nerovnosti dostaneme

P

[
S(0) exp{(α− σ2

2
)t+ σW (t)} ≥ m

]
=

= P

[
(α− σ2

2
)t+ σW (t) ≥ log

(
m

S(0)

)]
=

= P

[
W (t)√

t
≥

log( m
S(0)

)− (α− σ2

2
)t

σ
√
t

]
=

= 1− Φ

(
log( m

S(0)
)− (α− σ2

2
)t

σ
√
t

)
≥ 1

2

a odtud

Φ

(
log( m

S(0)
)− (α− σ2

2
)t

σ
√
t

)
≤ 1

2
,

kde Φ je distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1). Stejným zp̊usobem z druhé
nerovnosti źıskáme

Φ

(
log( m

S(0)
)− (α− σ2

2
)t

σ
√
t

)
≥ 1

2
,

a proto plat́ı rovnost

Φ

(
log( m

S(0)
)− (α− σ2

2
)t

σ
√
t

)
=

1

2
.

S použit́ım faktu, že 50% kvantil N(0, 1) je nulový a plat́ı u(b) = Φ−1(b),
máme (

log( m
S(0)

)− (α− σ2

2
)t

σ
√
t

)
= u

(
1

2

)
= 0,
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čili log( m
S(0)

) = (α− σ2

2
)t a medián pro S(t) je

m = S(0) exp{(α− σ2

2
)t}. (3.4)

Středńı hodnotu S(t) odvod́ıme z tvaru (3.1), který uprav́ıme do podoby

dS(t)− αS(t)dt = σS(t)dW (t), S(0) = S0.

Použijme Itôovu formuli (2.6) na diskontovanou cenu akcie

d(e−αtS(t)) = −αe−αtS(t)dt+ e−αtdS(t) + de−αtdS(t) =

−αe−αtS(t)dt+ αe−αtS(t)dt+ σe−αtS(t)dW (t) + 0

a źıskáme
d(e−αtS(t)) = σe−αtS(t)dW (t).

Převedeńım na integrálńı tvar dostaneme

e−αtS(t)− S(0) =

∫ t

0

σe−αtS(s)dW (s).

Aplikujeme středńı hodnotu na obě strany rovnosti za použit́ı jej́ıch
známých vlastnost́ı a vlastnost́ı Wienerova procesu a źıskáme

e−αtES(t)− S(0) = 0.

Nakonec źıskáváme tvar pro středńı hodnotu S(t), kterou porovnáme
s vypočteným mediánem (3.4)

ES(t) = S(0) exp{αt} > S(0) exp{(α− σ2

2
)t}.

Vid́ıme, že medián je menš́ı než středńı hodnota ceny akcie, což nám do-
kazuje obrázek 3.2 ńıže. Červenou barvou je zobrazena středńı hodnota
vývoje těchto akcíı a zelenou barvou medián. Černé křivky zobrazuj́ı
meze spolehlivosti pro vývoj ceny akcie s koeficientem spolehlivosti 0.99.
Následuje programové řešeńı v Mathematice. Chceme vytvořit 60 simu-
laćı cen akcie během 1 roku, kde počátečńı cena akcie je 70, drift α = 0.5
a volatilita σ = 0.6. Proměnná delSim vyjadřuje, kolikrát se změńı cena
akcie během daného obdob́ı.

Clear[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma]];

S0 = 70; delSim = 2500; \[Alpha] = 0.5; \[Sigma] = 0.6;

Cena[S0_, delSim_, \[Alpha]_, \[Sigma]_] :=
S0 Exp[(\[Alpha]/delSim - 1/2 (\[Sigma]/Sqrt[delSim])^2)*

Range[delSim] + \[Sigma]/Sqrt[delSim]*
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Rest[NestList[(# + RandomReal[NormalDistribution[0, 1]])&, 0,
delSim]]];

Graf = Table[
ListPlot[
Transpose[{Range[delSim]/delSim,
Cena[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma]]}], Joined -> True ,

Ticks -> Automatic, DisplayFunction -> Identity,
PlotRange -> {0, 500}], {60}];

Graf1 = Plot[S0 Exp[\[Alpha] t], {t, 0, 1}, PlotStyle -> Red,
DisplayFunction -> Identity];

Spol[S0_, delSim_, t_, \[Alpha]_, \[Sigma]_, kvantil_] :=
S0 Exp[(\[Alpha] - 1/2 \[Sigma]^2)*t + \[Sigma]*Sqrt[t]

Quantile[NormalDistribution[0, 1], kvantil]];

median =
Plot[Spol[S0, delSim, t, \[Alpha], \[Sigma], 0.5],
{t, 0, 1}, PlotStyle -> Green];

maximum =
Plot[Spol[S0, delSim, t, \[Alpha], \[Sigma], 0.99],
{t, 0, 1}, PlotStyle -> Black];

minimum =
Plot[Spol[S0, delSim, t, \[Alpha], \[Sigma], 0.01],
{t, 0, 1}, PlotStyle -> Black];

Show[Graf, Graf1, median, maximum, minimum,
DisplayFunction -> $DisplayFunction]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

100

200

300

400

500

Obrázek 3.2: simulace 100 akcíı

Předpokládejme nyńı, že α− 1
2
σ2 < 0. Potom, pokud t→∞, se všechny

konfidenčńı meze bĺıž́ı k 0, jak vid́ıme na obrázku 3.3. Zvolme α = 0.5,
σ = 1.6. T́ım tedy znovu dospějeme k závěru, že pokud α − 1

2
σ2 < 0,
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cena akcie nikdy nedosáhne nuly, pouze se k nule bĺıž́ı, čili S(t)→ 0 pro
t → ∞. Na druhou stranu, pokud α − 1

2
σ2 > 0, např́ıklad α = 0.5 a

σ = 0.6, konfidenčńı meze porostou do nekonečna, jak ukazuje obrázek
3.4. Proto cena akcie poroste do nekonečna, S(t)→∞ pro t→∞.
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Obrázek 3.3: konfidenčńı meze 1
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Obrázek 3.4: konfidenčńı meze 2

3.1.2 Cena akcie podle mı́ry Q

Předpokládejme standardńı model ceny akcie modelovaný zobecněným
geometrickým Brownovým pohybem

dS(t) = α(t)S(t)dt+ σ(t)S(t)dW (t) 0 ≤ t ≤ T,

kde α(t) a σ(t) jsou adaptované procesy, σ(t) > 0 s.j. ∀t.

Dále předpokládejme adaptovaný proces r(t), nazývaný v [7] okamžitý
úrok. Definujme diskontńı proces jako

dD(t) = −r(t)D(t)dt, (3.5)
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ekvivalentně

D(t) = exp{−
t∫

0

r(s)ds}.

Chceme, aby diskontovaná cena akcie byla martingal. Vyjádř́ıme dife-
renciál pomoćı Itôovy formule (2.6), výrazu (3.5) a pravidel pro dife-
renciály (2.5)

d(D(t)S(t)) = S(t)dD(t) +D(t)dS(t) + dS(t)dD(t) =

= −r(t)S(t)D(t)dt+D(t)dS(t) + 0 = (3.6)

= −r(t)S(t)D(t)dt+ α(t)S(t)D(t)dt+ σ(t)S(t)D(t)dW (t) =

= σ(t)S(t)D(t)(ϑ(t)dt+ dW (t)),

kde ϑ(t) = α(t)−r(t)
σ(t)

nazýváme tržńı cena rizika. Použijme nyńı Girsano-

vovu větu 6 pro ϑ(t) a dostaneme

d(D(t)S(t)) = σ(t)S(t)D(t)dW (t)Q, (3.7)

W (t)Q = W (t) +
t∫

0

θudu. Diskontovaná cena akcie je martingal, protože

neobsahuje člen s dt. Q je rizikově neutrálńı mı́ra, která je ekvivalentńı
p̊uvodńı mı́̌re.

Pod́ıváme se ještě, jak vypadá př́ıslušná stochastická diferenciálńı rov-
nice. Spojeńım (3.7) a (3.6) máme

σ(t)S(t)D(t)dW (t)Q = −r(t)S(t)D(t)dt+D(t)dS(t)

a tedy

dS(t) = r(t)S(t)dt+ σ(t)S(t)dW (t)Q. (3.8)

Jinými slovy, při rizikově neutrálńı mı́̌re Q maj́ı všechna aktiva stejný
očekávaný výnos, který je roven bezrizikové úrokové mı́̌re.

3.2 Akciové opce

Opce obecně jsou jedńım z druh̊u finančńıch derivát̊u. To jsou takové
nástroje, jejichž hodnota záviśı na hodnotě tzv. podkladových aktiv.
Na opčńıch burzách se obchoduje s opcemi standardizovaného typu, ve vět-
š́ı mı́̌re pak na mimoburzovńıch trźıch (OTC) s opcemi konstruovanými
individuálně. Pokladovým aktivem u akciových općı je právě akcie. Nej-
prve si uvedeme základńı druhy općı a jejich charakteristiky.
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Opce je termı́nový kontrakt prob́ıhaj́ıćı mezi dvěma stranami. Na jedné
straně je držitel opce (kupuj́ıćı) a na straně druhé upisovatel opce (pro-
dávaj́ıćı). Rozlǐsujeme dva základńı typy općı, a to call opce a put opce.

Call opce je opce, jej́ıž držitel má právo koupit a upisovatel povinnost
prodat podkladové aktivum za předem sjednaných podmı́nek.

Put opce je opce, jej́ıž držitel má právo prodat a upisovatel povinnost
koupit podkladové aktivum za předem sjednaných podmı́nek, které ob-
sahuj́ı:

1. realizačńı cenu (označme k) neboli cenu, za kterou může držitel
call opce koupit př́ıslušné podkladové aktivum. V př́ıpadě put opce
pak realizačńı cena vyjadřuje cenu, za kterou držitel opce může
podkladové aktivum prodat.

2. objem opce neboli množstv́ı podkladového aktiva v opčńım kon-
traktu.

3. datum splatnosti opce (označme T ) neboli datum uplatněńı opce.
Opci lze uplatnit bud’ přesně k datu splatnosti (tzv. evropská opce)
nebo ji lze uplatnit kdykoliv do data splatnosti (tzv. americká
opce). Na burzovńım trhu s opcemi pak převládaj́ı americké opce.

Jak již bylo zmı́něno, u evropské call (resp. put) opce má držitel opce
právo se v čase splatnosti T rozhodnout, zda od upisovatele akcii kouṕı
(resp. ji prodá) a t́ım opci uplatńı. Rozhoduje se na základě porovnáńı re-
alizačńı ceny opce s aktuálńı cenou podkladového aktiva - akcie, označme
ji S. Ř́ıkáme, že opce je

- na peněźıch (at the money), je-li realizačńı cena rovna ceně pod-
kladového aktiva, tj.

k = S

- v peněźıch (in the money), je-li realizačńı cena pro držitele opce
výhodněǰśı než cena podkladového aktiva, tj. pro call opci

k < S (resp. k > S pro put)

- mimo peńıze (out of the money), je-li realizačńı cena pro držitele
opce méně výhodná než cena podkladového aktiva, tj. u call opce

k > S (resp. k < S u put).

Zisk držitele call opce a tedy zároveň ztráta upisovatele call opce je

Z = max(S − k, 0)− c,
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kde c je opčńı prémie, čili cena call opce. Stejným zp̊usobem urč́ıme zisk
držitele opce put a zároveň ztrátu upisovatele put opce, kde p je cena
put opce (opčńı prémie)

Z = max(k − S, 0)− p.

Porovnáńı výplatńı funkce put a call opce a zároveň zisk nebo ztráta
držitele (upisovatele) općı jsou vykreslené v následuj́ıćıch grafech. Před-
pokládejme nejprve, že investor nakoupil call opci na akcii za cenu c = 10
s realizačńı cenou k = 80. Na obrázku 3.5 je červenou plnou čarou
znázorněn zisk držitele opce (dlouhá pozice), znač́ıme ziskcall, čárkovanou
modrou čarou pak výplatńı funkce této call opce, vyplatacall. Upisova-
tel této call opce (krátká pozice) pak stejným zp̊usobem utrž́ı ztrátu,
jak vid́ıme na obrázku 3.6. Programové řešeńı je pro svou jednoduchost
uváděno pouze pro držitele opce.

k = 80; c = 10;

vyplatacall =
Plot[Max[S - k, 0], {S, 0, 150}, AxesLabel -> {S, zisk},
PlotStyle -> {Thickness[0.007], Blue, Dashing[{0.02, 0.02}]},
PlotRange -> All, DisplayFunction -> Identity];

ziskcall =
Plot[Max[S - k, 0] - c, {S, 0, 150}, AxesLabel -> {S, zisk},
PlotStyle -> {Thickness[0.005], Red}, PlotRange -> All,
DisplayFunction -> Identity];

DrzitelCall =
Show[vyplatacall, ziskcall, DisplayFunction -> $DisplayFunction]
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40
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Obrázek 3.5: Výplatńı funkce a zisk držitele call opce

Nyńı předpokládejme, že investor kouṕı put opci na akcii za cenu p = 15
s realizačńı cenou k = 80. Stejným zp̊usobem pak na obrázku 3.7 můžeme
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Obrázek 3.6: Výplatńı funkce a zisk upisovatele call opce

oranžovou čarou vidět zisk držitele této opce (dlouhá pozice), čárkovaná
zelená čára pak zobrazuje výplatńı funkci put opce. Obrázek 3.8 ukazuje
tyto funkce z pohledu upisovatele put opce (krátká pozice).

k = 80; p = 15;

vyplataput =
Plot[Max[k - S, 0], {S, 0, 150}, AxesLabel -> {S, zisk},
PlotStyle -> {Thickness[0.007], Darker[Green],
Dashing[{0.02, 0.02}]}, PlotRange -> All,

DisplayFunction -> Identity];

ziskput =
Plot[Max[k - S, 0] - p, {S, 0, 150}, AxesLabel -> {S, zisk},
PlotStyle -> {Thickness[0.005], Orange}, PlotRange -> All,
DisplayFunction -> Identity];

DrzitelPut =
Show[vyplataput, ziskput, DisplayFunction -> $DisplayFunction]
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Obrázek 3.7: Výplatńı funkce a zisk držitele put opce
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Obrázek 3.8: Výplatńı funkce a zisk upisovatele put opce

3.2.1 Meze opčńı prémie

Ještě se krátce zaměř́ıme na meze pro opčńı prémie put a call opce,
v našem značeńı c a p.

1. c ≤ S(0)

2. p ≤ ke−rT

3. c ≥ S(0)− ke−rT

4. p ≥ ke−rT − S(0)

Na ukázku dokážeme body 2 a 3. Pro d̊ukaz nerovnosti p ≤ ke−rT se-
stavme portfolio skládaj́ıćı se z prodeje jedné put opce na akcii a vkladu
ke−rT na účet s úročeńım sazbou r. V čase t = 0 tedy máme hodnotu
portfolia Π(0) = ke−rT − p. V čase splatnosti t = T se hodnota portfolia
změńı na

Π(T ) = k −max(k − S(T ), 0).

Rozeberme možnosti, které mohou nastat. Pokud S(T ) ≤ k, pak Π(T ) =
k−k+S(T ) = S(T ) ≥ 0. Jestliže S(T ) > k, potom Π(T ) = k−0 = k ≥ 0.
Tedy vid́ıme, že portfolio v čase T má vždy nezápornou hodnotu. Aby
nedošlo k arbitráži, muśı mı́t portfolio nezápornou hodnotu i v čase 0,
tud́ıž Π(0) = ke−rT − p ≥ 0.

K d̊ukazu bodu 3 sestavme portfolio skládaj́ıćı se z nákupu jedné call
opce, prodeje jedné akcie a vkladu ke−rT na účet s úročeńım sazbou r.
V čase t = 0 je tedy hodnota portfolia rovna Π(0) = c − S(0) + ke−rT .
V čase splatnosti t = T pak źıskáváme

Π(T ) = max(S(T )− k, 0)− S(T ) + k.

Stejně jako v předchoźım př́ıpadě, jestliže S(T ) ≤ k, dostaneme Π(T ) =
0−S(T )+k ≥ 0. Pokud naopak S(T ) > k, pak Π(T ) = S(T )−k−S(T )+
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k = 0. Hodnota portfolia v čase T je tedy vždy nezáporná, proto muśı
mı́t nezápornou hodnotu i v čase 0, jinak by došlo k arbitráži (definice
v kapitole 4). Celkově tedy c ≥ S(0)− ke−rT .

Důkazy bodu 1 a 4 jsou založeny na stejném principu, d̊uležité je pouze
správně nadefinovat počátečńı portfolio.

3.2.2 Put-call parita

Put-call parita určuje vztah pro evropské opce, a to mezi cenou opce put
a cenou opce call. Předpokládejme portfolio složené z nákupu jedné akcie,
nákup jedné put opce na tuto akcii a prodej jedné call opce na tuto akcii.
Obě opce maj́ı stejnou realizačńı cenu k, jedná se o opce evropského typu
se splatnost́ı v čase T .

Hodnota portfolia v čase t < T je

Π(t) = S(t) + p(t)− c(t). (3.9)

V okamžiku splatnosti se hodnota portfolia změńı na

Π(T ) = S(T ) + max(0, k − S(T ))−max(0, S(T )− k).

V př́ıpadě, že nyńı S(T ) ≤ k, dostaneme Π(T ) = S(T )+k−S(T )−0 = k.
Podobně pro S(T ) > k dostaneme Π(T ) = S(T ) + 0− S(T ) + k = k.

Jak vid́ıme, v okamžiku splatnosti je hodnota takového portfolia vždy
rovna realizačńı ceně k , jedná se o bezrizikové portfolio. Hodnota port-
folia v čase t < T , uvažujeme-li spojité úročeńı, je rovna

Π(t) = ke−r(T−t),

kde r je bezriziková úroková mı́ra.
Dosazeńım do (3.9) źıskáme vzorec pro put-call paritu

S(t) + p(t) = ke−r(T−t) + c(t), t ≤ T.

Tento vzorec nelze aplikovat na americké opce.
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Kapitola 4

Black̊uv-Scholes̊uv model

V této kapitole se budeme podrobně zabývat Blackovým-Scholesovým
modelem, nejznáměǰśım modelem pro oceňováńı akciových općı. V pr̊u-
běhu této kapitoly budeme teorii aplikovat do softwaru Mathematica a
interpretovat výsledky.

Definice 18. Arbitráž je obchodńı strategie, která dovoluje investorovi
bez rizika realizovat zisk, čili strategie s nulovou pravděpodobnost́ı ztráty
peněz a kladnou pravděpodobnost́ı jejich zisku.

Předt́ım, než začneme s odvozováńım, budeme předpokládat, že

• na trhu neexistuj́ı žádné transakčńı náklady a daně

• neexistuje rozd́ıl mezi nab́ıdkovou a poptávkovou cenou aktiv

• všechna aktiva jsou perfektně dělitelná a mohou být obchodova-
telná v jakémkoliv množstv́ı

• připoušt́ıme prodeje nakrátko

• existuje právě jedna konstantńı bezriziková úroková mı́ra a in-
vestoři si mohou p̊ujčit nebo mohou p̊ujčit jakékoliv množstv́ı za
tuto úrokovou mı́ru

• na trhu neexistuje př́ıležitost pro arbitráž

• všechny informace jsou dostupné pro všechny investory ve stejný
čas.

Trh s těmito vlastnostmi bývá označován jako eficientńı trh.
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4.1 Binomický model

Nejprve ukážeme binomický model oceňováńı pro určeńı ceny akciové
opce. Vzhledem k tomu, že se budeme pohybovat v diskrétńım čase, je
nutné znovu uvést některé definice a pojmy pro diskrétńı čas.

Předpokládejme následuj́ıćı model:

S0 = 1

S1(H) = uS0, S1(T ) = dS0

Z předchoźı kapitoly si připomeňme, že St je cena akcie v čase t. Označeńı
H,T je převzato z anglického Heads (cena akcie vzroste), Tails (cena akcie
klesne). Veličiny u, d jsou známé konstanty. Označme p pravděpodobnost
zisku a q = 1− p pravděpodobnost ztráty, r je bezriziková úroková mı́ra,
čili 1 Kč investována na trhu v čase 0 by přinesla výnos 1 + r v čase 1.
Aby nedošlo k arbitráži, muśı platit následuj́ıćı pravidlo

0 < d < 1 + r < u.

Mějme call opci vyplácej́ıćı V (H) = uS0 − K a V (T ) = dS0 − K = 0.
Naš́ım ćılem je určit správnou cenu opce v čase 0, v tomto př́ıpadě 1
obdob́ı před jej́ı splatnost́ı. K tomu využijeme replikaci portfolia.

Definice 19. Replikačńı portfolio je takové portfolio, které po úvodńım
poř́ızeńı můžeme upravovat tak, aby k datu vypořádáńı dalo hodnotu
výplatńı funkce. Na konci obdob́ı je hodnota portfolia rovna výnosu
z opce.

V čase 0, tedy na počátku mějme jměńı X0, nakouṕıme ∆0 akcíı a k dis-
pozici máme peńıze v hodnotě X0−∆0S0. V čase 1 pak hodnota portfolia
čińı

X1 = ∆0S1 + (1 + r)(X0 −∆0S0). (4.1)

Chceme naj́ıt X0 (cenu opce v čase 0) a ∆0 (počet akcíı) tak, aby byla
splněna definice replikačńıho portfolia, čili

X1(H) = V (H) a X1(T ) = V (T ).

Úpravou výrazu (4.1) a dosazeńım do těchto rovnost́ı źıskáme 2 rovnice
o dvou neznámých

X0 + ∆0

(
1

1 + r
S1(H)− S0

)
=

1

1 + r
V1(H)

X0 + ∆0

(
1

1 + r
S1(T )− S0

)
=

1

1 + r
V1(T ).
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Vynásobeńım prvńı rovnice č́ıslem p̃ a druhé rovnice č́ıslem q̃ = 1 − p̃ a
sečteńım obou rovnic dostaneme

X0 + ∆0

(
1

1 + r
(p̃S1(H) + q̃S1(T ))− S0

)
=

1

1 + r
(p̃V1(H) + q̃V1(T )) .

Zvolme p̃ tak, aby platilo

S0 =
1

1 + r
(p̃S1(H) + q̃S1(T )). (4.2)

Potom jednoduchým dosazeńım dostáváme naši hledanou cenu opce v ča-
se 0

X0 =
1

1 + r
(p̃V1(H) + q̃V1(T )).

Dále urč́ıme p̃ a q̃, nazývané rizikově neutrálńı pravděpodobnosti. Do-
sad’me do (4.2), upravme

S0 =
1

1 + r
(p̃uS0 + q̃dS0) =

1

1 + r
(p̃uS0 + dS0 − p̃dS0)

a odtud źıskáme

p̃ =
1 + r − d
u− d

, q̃ =
u− 1− r
u− d

.

Zbývá vyřešit ∆0. Do rovnice (4.1) dosad́ıme X0 a použijeme (4.2),

V1(H) = (1 + r)X0 + ∆0(S1(H)− (1 + r)S0) =

= (p̃V1(H) + q̃V1(T )) + ∆0(S1(H)− (p̃S1(H) + q̃S1(T ))) =

= ((1− q̃)V1(H) + q̃V1(T )) + ∆0(S1(H)− (1− q̃)S1(H)−
− q̃S1(T ))

odkud
∆0q̃(S1(H)− S1(T )) = q̃(V1(H)− V1(T )).

Dostáváme tzv. ∆-hedging formuli

∆0 =
V1(H)− V1(T )

S1(H)− S1(T )
.

Definice 20. Delta ∆ je matematický nástroj, který vyjadřuje závislost
změny ceny finančńıho instrumentu na změnách v ceně podkladového
aktiva. Matematicky lze ∆ vyjádřit jako

∂V

∂S
,

kde V je cena finančńıho instrumentu a S je cena podkladového aktiva.
∆− hedging je finančńı proces zaměřený na portfolio aktiv (např. općı)
vedoućı k tomu, aby delta portfolia, tedy závislost na změnách v ceně
podkladových aktiv, byla nula.
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Uved’me nyńı zobecněńı pro n-krokový model, přitom zachováme značeńı

Sn+1(ω1, ω2, . . . , ωnH) = uSn(ω1, ω2, . . . , ωn)

Sn+1(ω1, ω2, . . . , ωnT ) = dSn(ω1, ω2, . . . , ωn).

Při stejných rizikově neutrálńıch pravděpodobnostech p̃, q̃ a derivátu vy-
plácej́ıćım Vn(Sn) dostáváme formuli pro ∆-hedging a cenu opce v čase 0

∆n(ω1, ω2, . . . , ωn) =
Vn+1(ω1, ω2, . . . , ωnH)− Vn+1(ω1, ω2, . . . , ωnT )

Sn+1(ω1, ω2, . . . , ωnH)− Sn+1(ω1, ω2, . . . , ωnT )

X0 =
1

(1 + r)n
EQVn(Sn) =

=
1

(1 + r)n

n∑
k=0

(
n

k

)
p̃(k)q̃(n−k)Vn(H, . . . , H, T, . . . , T ).

Výraz Vn(H, . . . , H, T, . . . , T ) znač́ı, že opce k krát vydělala, n − k krát
prodělala. Pohybujeme se v prostoru s rizikově neutrálńı mı́rou Q.

Definice 21. Mějme binomický model. Necht’ M0,M1, . . .Mn je adapto-
vaný stochastický proces, čili posloupnost měřitelných náhodných veličin
v̊uči σ-algebře σ(S1, S2, . . . , Sn), tj. Mn ∈ σ(S1, S2, . . . , Sn). Pokud pod-
mı́něná středńı hodnota splňuje En[Mn+1] = Mn, n = 0, 1, . . . , N − 1,
nazývá se tento proces martingal.

Definice 22. Necht’ ∆0,∆1, . . .∆N−1 je adaptovaný proces, X0 ∈ R.
Definujme X1, X2, . . . , XN rekurźıvně

Xn+1 = ∆nSn+1 + (1 + r)(Xn −∆nSn).

Posloupnost X1, X2, . . . , XN nazýváme samofinancuj́ıćı portfolio.

Samofinancuj́ıćı portfolio je portfolio, u něhož změna ceny je realizova-
telná změnou cen jeho složek tak, aby nebylo nutné měnit složeńı port-
folia.V našem jednokrokovém modelu je př́ıkladem výraz (4.1).

Tvrzeńı 7. Mějme binomický model s N kroky, plat́ı 0 < d < 1 + r < u.
Necht’ rizikově neutrálńı pravděpodobnosti jsou dány předpisem

p̃ =
1 + r − d
u− d

, q̃ =
u− 1− r
u− d

.

Potom, podle rizikově neutrálńı mı́ry Q, diskontovaná cena akcie je mar-
tingal.
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Důkaz: Chceme dokázat rovnost z definice 21, užijeme vlastnost́ı pod-
mı́něné středńı hodnoty a pohyb ceny akcie v binomickém modelu, čili
Sn+1 = uSn s pravděpodobnost́ı p̃ a Sn+1 = dSn s pravděpodobnost́ı q̃.

EQ
n

[
Sn+1

(1 + r)n+1

]
= EQ

n

[
Sn

(1 + r)n+1

Sn+1

Sn

]
=

=
Sn

(1 + r)

1

1 + r
EQ
n

[
Sn+1

Sn

]
=

Sn
(1 + r)n

1

1 + r

uSnp̃+ dSnq̃

Sn
=

Sn
(1 + r)n

V posledńı rovnosti jsme dosadili za rizikově neutrálńı pravděpodobnosti

up̃+ dq̃ = u
1 + r − d
u− d

+ d
u− 1− r
u− d

=
(u− d) + r(u− d)

u− d
= 1 + r. �

Tvrzeńı 8. Diskontované samofinancuj́ıćı portfolio je martingal podle
rizikově neutrálńı mı́ry Q.

Důkaz: Chceme dokázat rovnost z definice 21, užijeme definice 22, vlast-
nost́ı podmı́něné středńı hodnoty a tvrzeńı 7.

EQ
n

[
Xn+1

(1 + r)n+1

]
= EQ

n

[
∆nSn+1 + (1 + r)(Xn −∆nSn)

(1 + r)n+1

]
=

= ∆nEQ
n

[
Sn+1

(1 + r)n+1

]
+
Xn −∆nSn

(1 + r)n
= ∆n

Sn
(1 + r)n

+
Xn

(1 + r)n
−

− ∆nSn
(1 + r)n

=
Xn

(1 + r)n
. �

Důsledkem posledńıho tvrzeńı je, že žádný obchodńı systém nemůže
v pr̊uměru (ve středńı hodnotě) vydělat při rizikově neutrálńı mı́̌re Q
v́ıce, než úrok r. Jinými slovy, pokud existuje rizikově neutrálńı mı́ra Q,
nemůže v modelu existovat arbitráž. Pokud by zde existovala arbitráž,
diskontovaná hodnota samofinancuj́ıćıho portfolia by nebyla martingal.

4.2 Blackova-Scholesova-Mertonova rovnice

Nyńı budeme odvozovat Blackovu-Scholesovu-Mertonovu parciálńı dife-
renciálńı rovnici, která bude vést ke známé Blackově-Scholesově formuli
pro určeńı ceny opce.

Předpokládejme na úvod, že investor v čase t vlastńı portfolio o hod-
notě X(t). Investor investuje peńıze s úrokem r a také do akcie, která je
modelována geometrickým Brownovým pohybem (3.1)

dS(t) = αS(t)dt+ σS(t)dWt, Wt ∈ Ft. (4.3)
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V každém čase t má investor ∆(t) akcíı, kde ∆(t) ∈ σ(Wt), tj. inves-
tor nemůže ”vidět do budoucnosti”. Portfolio se skládá z evropské put
opce, akcíı a peněz, které má investor v daném čase na účtu (cash).
Předpokládejme dále, že opce vypláćı v den splatnosti T částku max(0, k−
ST ), kde k je v našem značeńı realizačńı cena opce. V kapitole 2 jsme
uvedli, že cena akcie je markovský proces, tedy cena opce v čase t bude
pouze funkćı času a ceny akcie (t, S(t)) a budeme ji značit p(t, S(t)).
Stejně tak, množstv́ı akcíı v dlouhé pozici je −∆(t, S(t)) > 0 a hodnota
těchto akcíı pak −∆(t, S(t))S(t) > 0. Uvažujeme akcie nevyplácej́ıćı di-
videndy. Hotovost (cash) na účtě označme jako C(t).

Celková hodnota portfolia je rovna

X(t) = p(t, S(t))−∆(t, S(t))S(t) + C(t). (4.4)

Předpokládejme, že pro C(t) plat́ı

dC(t) = r(t)C(t)dt+ S(t+ dt)d∆(t), (4.5)

neboli změna hodnoty peněz na účtě je zp̊usobena úročeńım z̊ustatku
bezrizikovou úrokovou mı́rou a náklady na nákup či prodej daľśıch akcíı,
kde d∆(t) = ∆(t+ dt)−∆(t) v čase t+ dt.

Spoč́ıtáme diferenciál ceny opce, použijeme Itôovu formuli (2.6), dolńı
indexy vyjadřuj́ı derivaci podle dané proměnné

dp(t, S(t)) = pt(t, S(t))dt+ px(t, S(t))dS(t) +

+
1

2
pxx(t, S(t))dS(t)dS(t) = pt(t, S(t))dt+

+ px(t, S(t))dS(t) +
1

2
pxx(t, S(t))(αS(t)dt+ σS(t)dWt)

2 =

= pt(t, S(t))dt+ px(t, S(t))dS(t) +
1

2
pxx(t, S(t))σ2S(t)2dt.

Nyńı odvod́ıme diferenciál hodnoty celkového portfolia. S využit́ım vlast-
nost́ı stochastického diferenciálu uvedených v kapitole 2.4. lze psát

dX(t) = dp(t, S(t))− d(∆(t, S(t))S(t)) + dC(t) =

= dp(t, S(t))− (∆(t, S(t))dS(t) + S(t)d∆(t, S(t)) + dS(t)d∆(t, S(t)))+

+dC(t) = dp(t, S(t))−∆(t, S(t))dS(t)−S(t+dt)d∆(t, S(t)))+r(t)C(t)dt+

+S(t+ dt)d(∆(t, S(t))) = dp(t, S(t))−∆(t, S(t))dS(t) + r(t)C(t)dt.

Dosazeńım diferenciálu ceny opce do posledńı rovnosti źıskáváme

dX(t) = pt(t, S(t))dt+ px(t, S(t))dS(t) +
1

2
pxx(t, S(t))σ2S(t)2dt−
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−∆(t, S(t))dS(t) + r(t)C(t)dt.

Nyńı se budeme snažit z portfolia vyloučit náhodný člen, a to nejprve
použit́ım ∆-hedging strategie v souladu s definićı 20, proto

∆(t, S(t)) =
∂p(t, S(t))

∂S(t)
= px(t, S(t)). (4.6)

Dostáváme

dX(t) = pt(t, S(t))dt+ ∆(t, S(t))dS(t) +
1

2
pxx(t, S(t))σ2S(t)2dt−

− ∆(t, S(t))dS(t) + r(t)C(t)dt =

= pt(t, S(t))dt+
1

2
pxx(t, S(t))σ2S(t)2dt+ r(t)C(t)dt.

V tomto vztahu již neńı člen dS(t) obsahuj́ıćı podle (4.3) př́ır̊ustek Wie-
nerova procesu dW , tud́ıž se portfolio chová deterministicky (bezrizikově)
a k jeho zhodnocováńı lze použ́ıt bezrizikovou úrokovou mı́ru

dX(t) = r(t)X(t)dt.

Porovnáńım źıskáme

pt(t, S(t))dt+
1

2
pxx(t, S(t))σ2S(t)2dt+ r(t)C(t)dt = r(t)X(t)dt

a dosazeńım (4.4) do této rovnice a použit́ım (4.6) konečně dostaneme

pt(t, S(t))dt+
1

2
pxx(t, S(t))σ2S(t)2dt = r(t)p(t, S(t))dt−

−r(t)px(t, S(t))S(t)dt

Hledáme tedy spojitou funkci p(t, x) která je řešeńım Blackovy-Scholeso-
vy-Mertonovy parciálńı diferenciálńı rovnice

pt(t, x) + rxpx(t, x) +
1

2
pxx(t, x)x2σ2 = rp(t, x), (4.7)

pro všechna t ∈ [0, T ], x ≥ 0 a s okrajovou podmı́nkou

p(T, x) = max(0, k − x).

Podobně bychom postupovali při určeńı ceny call opce, dostali bychom
stejnou parciálńı diferenciálńı rovnici, s okrajovou podmı́nkou c(T, x) =
max(0, x− k).
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4.2.1 Implementace put opce

V této části budeme výše uvedenou teorii aplikovat do programu Mathe-
matica, nejprve pro put opci.

V programu vynulujeme všechny proměnné, které budeme v této části
použ́ıvat, a nadefinujeme vývoj jedné ceny akcie s počátečńı hodnotou
S(0) = 70, driftem α = 0.05, volatilitou σ = 0.1. Sledujeme vývoj během
jednoho roku, kdy cena akcie se změńı 2500 krát, což vyjadřuje proměnná
delSim. Pro vývoj této ceny akcie, zachycené na obrázku 4.1, použ́ıváme
vzorec (3.3).

Clear[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma], T, r, k, cash];

S0 = 70; delSim = 2500; \[Alpha] = 0.05; \[Sigma] = 0.1;

Cena[S0_, delSim_, \[Alpha]_, \[Sigma]_] :=
S0 Exp[(\[Alpha]/delSim - 1/2 (\[Sigma]/Sqrt[delSim])^2)*
Range[delSim] + \[Sigma]/Sqrt[delSim]*
Rest[NestList[(# + RandomReal[NormalDistribution[0, 1]]) &, 0,
delSim]]];

Graf = ListPlot[
Transpose[{Range[delSim]/delSim,
Cena[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma]]}],
Joined -> True , Ticks -> Automatic, PlotRange -> All,
DisplayFunction -> Identity]
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Obrázek 4.1: Vývoj ceny akcie

Naš́ım ćılem je ukázat, jak vypadá portfolio X(t) popsané vzorcem (4.4).
Abychom mohli zobrazit člen p(t, S(t)), budeme potřebovat Blackovu-
Scholesovu formuli, popsanou v kapitole 4.3. Uvažujme čas splatnosti
opce T = 1 rok, bezrizikovou úrokovou mı́ru r = 0.05 a realizačńı cenu
opce k = 70. Pro put opci tuto formuli vyjádř́ıme proměnnou put.
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T = 1; r = 0.05; k = 70;

\[Phi][x_] := CDF[NormalDistribution[0, 1], x];

put[t_, S_, T_, k_, r_, \[Sigma]_] :=
Module[{d1, d2},
d1 = (Log[S/k] + (r + \[Sigma]^2/2) (T - t))/(\[Sigma] Sqrt[
T - t]);
d2 = (Log[S/k] + (r - \[Sigma]^2/2) (T - t))/(\[Sigma] Sqrt[
T - t]);
k Exp[-r (T - t)]*\[Phi][-d2] - S*\[Phi][-d1]]

Můžeme tedy vyjádřit člen p(t, S(t)), to jest cenu opce v čase t, který
označme jako CenaPutOpce. Proměnná CenaPut hĺıdá, zda se nacháźıme
v čase před splatnost́ı, kde použijeme na výpočet opce Blackovu-Schole-
sovu formuli, či jsme již v čase splatnosti, a tedy opce bude mı́t hodnotu
výplatńı funkce max(k − S, 0). Vývoj ceny opce je uveden na obrázku
4.2.

CenaPut[{t_, S_}] :=
If[t < T, put[t, S, T, k, r, \[Sigma]], Max[k - S, 0]]

CenaPutOpce =
Map[CenaPut,
Transpose[{Range[delSim]/delSim,
Cena[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma]]}]];

GrafCenaPutOpce =
ListPlot[Transpose[{Range[delSim]/delSim, CenaPutOpce}],
Joined -> True, DisplayFunction -> Identity,
PlotStyle -> {Red, Thickness[0.005]}, PlotRange -> All]
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Obrázek 4.2: Vývoj ceny opce

Daľśım členem portfolia X(t) je hodnota akcíı −∆(t, S(t))S(t). Jak v́ıme
z definice 20, Delta vyjadřuje závislost změny ceny opce na změnách
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v ceně akcie. Výraz ∆(t, S(t)) určuj́ıćı množstv́ı akcíı je v programovém
řešeńı označen jako DeltaPut, celková hodnota akcíı −∆(t, S(t))S(t) pak
výrazem DeltaPutOpce, která je také znázorněna na obrázku 4.3.

Delta[{t_, S_}] = D[CenaPut[{t, S}], S];

DeltaPut =
Map[Delta,
Transpose[{Range[delSim]/delSim,
Cena[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma]]}]];

DeltaPutOpce = -DeltaPut*Cena[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma]];

GrafDeltaPutOpce =
ListPlot[Transpose[{Range[delSim]/delSim, DeltaPutOpce}],
Joined -> True, DisplayFunction -> Identity, PlotStyle -> Green,
PlotRange -> All]
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Obrázek 4.3: Vývoj hodnoty akcíı

Posledńım členem portfolia je hodnota peněz na účtě, označována jako
C(t). Použijeme formuli (4.5). Nejprve znázorńıme náklady na nákup
či prodej akcíı d∆(t, S(t))S(t + dt), značeno NakladyPut, abychom měli
v každém intervalu t+dt zajǐstěnou pozici (∆-hedging). Proměnná dDel-
taPut znázorňuje d∆(t, S(t)), čili jaká změna v počtu držených akcíı na-
stala za daný interval. Celkové náklady spojené s nákupem a prodejem
akcíı vid́ıme na obrázku 4.4.

dDeltaPut = Drop[DeltaPut, 1] - Drop[DeltaPut, -1];

NakladyPut = dDeltaPut*
Drop[Cena[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma]], 1];

GrafNakladyPut =
ListPlot[Transpose[{Drop[Range[delSim]/delSim, 1], NakladyPut}],
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DisplayFunction -> Identity, PlotStyle -> Gray,
PlotRange -> All]
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Obrázek 4.4: Náklady na nákup a prodej akcíı

Zbývá už jen znázornit C(t), které vyjadřuje CashPut. Předpokládejme,
že hodnota peněz (znač́ıme cash) na účtu v čase 0 je nula.

cash = 0;

CashPut = FoldList[1/delSim r #1 + #1 + #2 &, cash, NakladyPut];

GrafCashPut =
ListPlot[Transpose[{Range[delSim]/delSim, CashPut}],
Joined -> True, DisplayFunction -> Identity,
PlotStyle -> Brown, PlotRange -> All]
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Obrázek 4.5: Hodnota peněz na účtě (Cash)

Vycháźıme z formule (4.5), v každém intervalu dt dojde k úročeńı peněz,
které jsou momentálně na účtu a úroč́ı se bezrizikovou úrokovou mı́rou r,
k nim se přičtou náklady spojené s nákupem a prodejem akcíı v čase t+dt
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a nakonec se přičte hodnota peněz na počátku tohoto intervalu. Takto
źıskáme C(t) pro všechny intervaly až do času splatnosti, znázorněné na
obrázku 4.5.

Nyńı máme vše potřebné pro znázorněńı hodnoty portfolia X(t) během
jednoho roku. PortfolioPut je součet všech složek tohoto portfolia, tedy
hodnoty opce s podkladovým aktivem akcíı, hodnota těchto akcíı a z̊usta-
tek peněz na účtě. Portfolio je zobrazeno na obrázku 4.6.

PortfolioPut = CenaPutOpce + DeltaPutOpce + CashPut;

GrafPortfolioPut =
ListPlot[Transpose[{Range[delSim]/delSim, PortfolioPut}],
Joined -> True, DisplayFunction -> Identity,
PlotStyle -> {Black, Thickness[0.006]}, PlotRange -> All]
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Obrázek 4.6: Hodnota portfolia X(t)

Abychom měli ucelenou představu, jak se měńı hodnota portfolia a všech-
ny jeho složky, obrázek 4.7 znázorňuje všechny výše uvedené grafy. Může-
me si všimnout, jak správně funguje změna hodnoty akcíı a pohybu peněz
na účtu, porovnáńım zelené a hnědé křivky. Také vid́ıme, že při použit́ı ∆-
hedgingu se hodnota porfolia měńı minimálně, eliminovali jsme náhodnou
složku ceny akcie.

Show[Graf, GrafDeltaPutOpce, GrafNakladyPut, GrafCashPut,
GrafPortfolioPut, GrafCenaPutOpce,
DisplayFunction -> $DisplayFunction]
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Obrázek 4.7: Všechny složky portfolia X(t)

4.2.2 Implementace call opce

Stejně jako u put opce budeme postupovat v př́ıpadě call opce.
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Obrázek 4.8: Vývoj ceny akcie

Ćılem bude znovu sestrojit portfolio X(t), nyńı však finančńım instru-
mentem bude call opce s podkladovým aktivem akcíı S(t). Tuto akcii,
kterou popisuje obrázek 4.8 ponechme stejnou jako u put opce, proto
S(0) = 70, drift α = 0.05, volatilita σ = 0.1. Sledujeme vývoj během jed-
noho roku, kdy cena akcie se změńı 2500 krát, což vyjadřuje proměnná
delSim. Nejprve tedy spoč́ıtáme cenu call opce v čase t, čili c(t, S(t)),
opět pomoćı Blackovy-Scholesovy formule (4.11) pro výpočet call opce.
Připomeňme, že se jedná o opci se splatnost́ı T = 1 rok, realizačńı ce-
nou k = 70, bezrizikovou úrokovou mı́rou r = 0.05. Formuli označme
proměnnou call.

T = 1; r = 0.05; k = 70;

\[Phi][x_] := CDF[NormalDistribution[0, 1], x];
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call[t_, S_, T_, k_, r_, \[Sigma]_] :=
Module[{d1, d2},
d1 = (Log[S/k] + (r + \[Sigma]^2/2) (T - t))/(\[Sigma] Sqrt[
T - t]);
d2 = (Log[S/k] + (r - \[Sigma]^2/2) (T - t))/(\[Sigma] Sqrt[
T - t]);
S*\[Phi][d1] - k Exp[-r (T - t)]*\[Phi][d2]]

Nyńı můžeme snadno znázornit cenu opce c(t, S(t)). Proměnná Cena-
Call určuje hodnotu call opce bud’ př́ımo Black-Scholesovou formuĺı, po-
kud se pohybujeme v čase do splatnosti, nebo hodnotou výplatńı funkce
max(S − k, 0) v čase splatnosti. Vývoj této ceny označené jako Cena-
CallOpce znázorňuje obrázek 4.9.

CenaCall[{t_, S_}] :=
If[t < T, call[t, S, T, k, r, \[Sigma]], Max[S - k, 0]]

CenaCallOpce =
Map[CenaCall,
Transpose[{Range[delSim]/delSim,
Cena[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma]]}]];

GrafCenaCallOpce =
ListPlot[Transpose[{Range[delSim]/delSim, CenaCallOpce}],
Joined -> True, DisplayFunction -> Identity,
PlotStyle -> {Red, Thickness[0.005]}, PlotRange -> All]
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Obrázek 4.9: Vývoj ceny opce

Nyńı vyjádř́ıme druhý člen portfolia X(t), čili −∆(t, S(t))S(t). Podobně
jako u put opce označuje Delta derivaci ceny opce podle ceny podkla-
dového aktiva, DeltaCall pak znač́ı výraz ∆(t, S(t)) a DeltaCallOpce cel-
kový výraz −∆(t, S(t))S(t), který ukazuje obrázek 4.10.
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Delta[{t_, S_}] = D[CenaCall[{t, S}], S];

DeltaCall =
Map[Delta,
Transpose[{Range[delSim]/delSim,
Cena[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma]]}]];

DeltaCallOpce = -DeltaCall*
Cena[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma]];

GrafDeltaCallOpce =
ListPlot[Transpose[{Range[delSim]/delSim, DeltaCallOpce}],
Joined -> True, DisplayFunction -> Identity,
PlotStyle -> Green, PlotRange -> All]
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Obrázek 4.10: Vývoj hodnoty akcíı

Zbývá ještě posledńı člen, hodnota peněz na účtu C(t). Náklady na nákup
či prodej akcíı d∆(t, S(t))S(t+dt) znázorněné na obrázku 4.11 označujme
jako NakladyCall, d́ılč́ı část d∆(t, S(t)) pak dDeltaCall.

dDeltaCall = Drop[DeltaCall, 1] - Drop[DeltaCall, -1];

NakladyCall =
dDeltaCall*Drop[Cena[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma]], 1];

GrafNakladyCall =
ListPlot[Transpose[{Drop[Range[delSim]/delSim, 1], NakladyCall}],
DisplayFunction -> Identity, PlotStyle -> Gray,
PlotRange -> All]

Celkovou hodnotu C(t) označovanou jako CashCall můžeme vidět na
obrázku 4.12, v programovém řešeńı je postup a vysvětleńı stejné jako
u put opce. Předpokládejme, že investor má v čase 0 na účtě hodnotu
cash=30.
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Obrázek 4.11: Náklady na nákup a prodej akcíı

cash = 30;

CashCall = FoldList[1/delSim r #1 + #1 + #2 &, cash, NakladyCall];

GrafCashCall =
ListPlot[Transpose[{Range[delSim]/delSim, CashCall}],
Joined -> True, DisplayFunction -> Identity,
PlotStyle -> Brown, PlotRange -> All]
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Obrázek 4.12: Hodnota peněz na účtě (Cash)

Máme tedy vše potřebné pro sestrojeńı celkové hodnoty portfolia, kte-
rou zobrazuje obrázek 4.13. Posledńı obrázek 4.14 obsahuje opět všechny
složky portfolia X(t) pro call opci.

PortfolioCall = CenaCallOpce + DeltaCallOpce + CashCall;

GrafPortfolioCall =
ListPlot[Transpose[{Range[delSim]/delSim, PortfolioCall}],
Joined -> True, DisplayFunction -> Identity,
PlotStyle -> {Black, Thickness[0.006]}, PlotRange -> All]
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Obrázek 4.13: Hodnota portfolia X(t)

Show[Graf, GrafDeltaCallOpce, GrafNakladyCall, GrafCashCall,
GrafPortfolioCall, GrafCenaCallOpce,
DisplayFunction -> $DisplayFunction]

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

-50
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50

Obrázek 4.14: Všechny složky portfolia X(t)

4.3 Blackova-Scholesova formule I

V této části odvod́ıme Blackovu-Scholesovu formuli, a to za pomoci rov-
nice tepla. Zároveň budeme toto odvozeńı implementovat do programu
Mathematica. Úplný program včetně výstup̊u je uveden v př́ıloze B.

4.3.1 Rovnice tepla

Naš́ım ćılem nyńı bude Blackovu-Scholesovu-Mertonovu parciálńı dife-
renciálńı rovnici (PDR), která je obt́ıžně řešitelná, převést na rovnici
tepla. Z této rovnice pak snadno najdeme řešeńı PDR a dostaneme tak
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známou Blackovu-Scholesovu formuli. Přepǐsme tedy rovnici (4.7) do ná-
sleduj́ıćıho tvaru

∂V (t, S)

∂t
+ rS

∂V (t, S)

∂S
+

1

2

∂2V (t, S)

∂S2
σ2S2 = rV (t, S), (4.8)

kde V (t, S) je výplatńı funkce. Pro call opci V (T, S) = max(S(T )−k, 0).

Uvažujme call opci, parciálńı diferenciálńı rovnice má potom následuj́ıćı
okrajové podmı́nky:

1. V (t, 0) = 0

2. V (T, S) = max(S(T )− k, 0)

3. lim
S→∞

(V (t, S)− S) = e−r(T−t)k

Použijeme transformaci proměnných následuj́ıćım zp̊usobem

• S = kex

• t = T − 2τ
σ2

• V (T, S) = kv(τ, x).

Na vyjádřeńı jednotlivých člen̊u z (4.8) si pomůžeme řet́ızkovým pravid-
lem.

∂V (t, S)

∂t
= k

∂v(τ, x)

∂t
= k

(
∂v

∂x

∂x

∂t
+
∂v

∂τ

∂τ

∂t

)
= k
−σ2

2

∂v

∂τ

∂V (t, S)

∂S
= k

∂v(τ, x)

∂S
= k

(
∂v

∂x

∂x

∂S
+
∂v

∂τ

∂τ

∂S

)
=
k

S

∂v

∂x

∂2V (t, S)

∂S2
=

∂

∂S

(
∂V (t, S)

∂S

)
=

∂

∂S

(
k

S

∂v(τ, x)

∂x

)
=

= − k

S2

∂v

∂x
+
k

S

(
∂2v

∂x2

∂x

∂S
+

∂2v

∂τ∂x

∂τ

∂S

)
= − k

S2

∂v

∂x
+

k

S2

∂2v

∂x2

Dosazeńım do (4.8) a drobnými úpravami máme

k
σ2

2

∂v

∂τ
= rk

∂v

∂x
− kσ

2

2

∂v

∂x
+ k

σ2

2

∂2v

∂x2
− rkv.

Vyděleńım obou stran rovnice výrazem σ2

2
, substitućı c = 2r

σ2 dostáváme
parciálńı diferenciálńı rovnici

∂v(τ, x)

∂τ
= (c−1)

∂v(τ, x)

∂x
+
∂2v(τ, x)

∂x2
−cv(τ, x), x ∈ (−∞,∞), τ > 0
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s okrajovou podmı́nkou v(0, x) = max(ex − 1, 0).

Použit́ım ještě jedné transformace

v(τ, x) = e−
1
2

(c−1)x− 1
4

(c+1)2τu(τ, x)

se po daľśıch algebraických úpravách dostáváme k rovnici tepla ve tvaru

∂u(τ, x)

∂τ
=
∂2u(τ, x)

∂x2

s okrajovou podmı́nkou

u(0, x) = max(e
1
2

(c−1)x(ex − 1), 0). (4.9)

4.3.2 Odvozeńı Blackovy-Scholesovy formule

Nyńı už máme výsledek ve tvaru rovnice tepla, která je snadno řešitelná,
a proto bude jednoduché odvodit Blackovu-Scholesovu formuli. Z publi-
kace [5] v́ıme, že rovnice

∂2u(τ, x)

∂x2
− ∂u(τ, x)

∂τ
= 0

s počátečńı podmı́nkou
u(0, x) = θ(x)

má pro t > 0 řešeńı

u(t, x) =
1

2
√
πt

∞∫
−∞

e−
(ξ−x)2

4t θ(ξ)dξ. (4.10)

Dosad́ıme tedy do této rovnice podmı́nku (4.9) a vyřeš́ıme numericky
integrál

u(τ, x) =
1

2
√
πτ

∞∫
−∞

e−
(ξ−x)2

4τ e
1
2

(c−1)ξ(eξ − 1)dξ, τ > 0.

Nyńı již pouze vrát́ıme transformace zpět, čili

v(τ, x) = e−
1
2

(c−1)x− 1
4

(c+1)2τu(τ, x),

S = kex, t = T − 2τ

σ2
, V (T, S) = kv(τ, x)

a dostáváme Blackovu-Scholesovu formuli pro určeńı ceny call opce v ná-
sleduj́ıćım tvaru

xΦ(d1(τ, x))− e−rτkΦ(d2(τ, x)) (4.11)
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kde

d1(τ, x) =
log(x

k
) + (r + 1

2
σ2)τ

σ
√
τ

d2(τ, x) =
log(x

k
) + (r − 1

2
σ2)τ

σ
√
τ

.

Uved’me ještě bez odvozeńı Blackovu-Scholesovu formuli pro put opci

e−rτkΦ(−d2(τ, x))− xΦ(−d1(τ, x)). (4.12)

Numerické řešeńı integrálu a př́ıslušný program v Mathematice opět na-
lezneme v př́ıloze.

4.4 Blackova-Scholesova formule II

Pro zaj́ımavost ještě odvod’me Blackovu-Scholesovu formuli jiným zp̊u-
sobem, za pomoci rizikově neutrálńıho oceňováńı. Užijeme poznatky z
kapitoly 3.1.2.
Vı́me, že cena akcie, modelovaná Brownovým pohybem, má podle sku-
tečné mı́ry rovnici

dS(t) = αS(t)dt+ σS(t)dW (t).

Podle rizikově neutrálńı mı́ry Q, kde uvažujeme r konstantńı, je cena
akcie vyjádřena stochastickou diferenciálńı rovnićı

dS(t) = rS(t)dt+ σS(t)dW (t)Q.

Cena call opce v čase t je

c(t, S(t)) = EQ[e−r(T−t) max(S(T )− k, 0)|Ft]. (4.13)

Podle mı́ry Q lze cenu akcie vyjádřit jako

S(t) = S(0) exp{(r − σ2

2
)t+ σW (t)Q},

a tedy v čase splatnosti

S(T ) = S(0) exp{(r − σ2

2
)T + σW (T )Q} =

= S(t) exp{(r − σ2

2
)(T − t) + σ(W (T )Q −W (t)Q)} =

= S(t) exp{(r − σ2

2
)(T − t) + σ

√
T − tY },

kde

Y =
W (T )Q −W (t)Q√

T − t
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a Y ∼ N(0, 1). Připomeňme, že cena akcie je Ft-měřitelná. Jednoduchým
zp̊usobem pak odvod́ıme dosazeńım do (4.13) Blackovu-Scholesovu for-
muli pro call opci. Označme τ = T − t.

c(t, x) = EQ

[
e−rτ max

(
x exp{(r − σ2

2
)τ + σ

√
τY } − k, 0

)]
=

=
1√
2π

∞∫
−∞

e−rτ max

(
x exp{(r − σ2

2
)τ + σ

√
τy} − k, 0

)
e−

1
2
y2dy =

=
1√
2π

∞∫
log( kx)−(r−σ2

2 )τ
σ
√
τ

e−rτ
(
x exp{(r − σ2

2
)τ + σ

√
τy} − k

)
e−

1
2
y2dy

Rozdělme tento integrál na 2 části, které budeme řešit zvlášt’.

1√
2π

∞∫
log( kx)−(r−σ2

2 )τ
σ
√
τ

xe

(
−σ

2

2
τ+σ
√
τy− 1

2
y2
)
dy =

=
1√
2π

∞∫
log( kx)−(r−σ2

2 )τ
σ
√
τ

xe−
1
2

(y−σ
√
τ)2dy =

= x

1− Φ

 log
(
k
x

)
−
(
r − σ2

2

)
τ

σ
√
τ

− σ
√
τ

 =

= x

1− Φ

 log
(
k
x

)
−
(
r + σ2

2

)
τ

σ
√
τ

 = x(1− Φ(−d1(τ, x))) =

= xΦ(d1(τ, x)),

kde

d1(τ, x) =
log(x

k
) + (r + 1

2
σ2)τ

σ
√
τ

.

Druhý integrál má potom tvar

1√
2π

∞∫
log( kx)−(r−σ2

2 )τ
σ
√
τ

e−rτke−
1
2
y2dy = e−rτ

1√
2π

∞∫
log( kx)−(r−σ2

2 )τ
σ
√
τ

ke−
1
2
y2dy =
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= e−rτk

1− Φ

 log
(
k
x

)
−
(
r − σ2

2

)
τ

σ
√
τ

 =

= e−rτk(1− Φ(−d2(τ, x))) = e−rτkΦ(d2(τ, x)),

kde

d2(τ, x) =
log(x

k
) + (r − 1

2
σ2)τ

σ
√
τ

.

Po shrnut́ı tedy źıskáváme pro call opci Blackovu-Scholesovu formuli
shodnou s (4.11)

xΦ(d1(τ, x))− e−rτkΦ(d2(τ, x)),

kde

d1(τ, x) =
log(x

k
) + (r + 1

2
σ2)τ

σ
√
τ

d2(τ, x) =
log(x

k
) + (r − 1

2
σ2)τ

σ
√
τ

.
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Kapitola 5

Analýza citlivosti

V této kapitole si ukážeme, jak se změńı hodnota portfolia změnou r̊uz-
ných faktor̊u. Změny těchto hodnot jsou nazývány řeckými ṕısmeny (tzv.
Greeks) a udávány derivacemi Blackovy-Scholesovy formule. K výpočtu
Blackovy-Scholesovy formule potřebujeme cenu akcie a jej́ı volatilitu, rea-
lizačńı cenu opce, bezrizikovou úrokovou mı́ru a dobu do splatnosti. Před-
pokládejme, že máme call opci na akcii, kterou jsme ohodnotili pomoćı
Blackovy-Scholesovy formule a chceme vědět, jak neočekávané změny ak-
cie, úrokové sazby a volatility ovlivńı hodnotu opce. Chceme zjistit, jaká
je citlivost hodnoty opce na těchto veličinách.

Připomeňme si z předchoźı kapitoly, jak vypadá cena call a put opce. Pro
call opci dostáváme cenu z (4.11), z put-call parity (viz kap. 3.2.2) cenu
pro put opci

c = SΦ(d1)− ke−r(T−t)Φ(d2), (5.1)

p = ke−r(T−t)Φ(−d2)− SΦ(−d1), (5.2)

kde

d1 =
log(S

k
) + (r + σ2

2
)(T − t)

σ
√
T − t

, (5.3)

d2 =
log(S

k
) + (r − σ2

2
)(T − t)

σ
√
T − t

= d1 − σ
√
T − t (5.4)

a Φ je distribučńı funkce rozděleńı N(0, 1) a ϕ jeho hustota

ϕ(x) =
1√
2π
e−

x2

2 . (5.5)

Pro daľśı části si tyto vzorce připravme v programu Mathematica.

Clear[t, S, T, k, r, \[Sigma]]

\[CapitalPhi][x_] := CDF[NormalDistribution[0, 1], x];

53



d1 = (Log[S/k] + (r + \[Sigma]^2/2) (T - t))/
(\[Sigma] Sqrt[T - t]);

d2 = (Log[S/k] + (r - \[Sigma]^2/2) (T - t))/
(\[Sigma] Sqrt[T - t]);

call[t_, S_, T_, k_, r_, \[Sigma]_] :=
S*\[CapitalPhi][d1] - k Exp[-r (T - t)]*\[CapitalPhi][d2];

put[t_, S_, T_, k_, r_, \[Sigma]_] :=
k Exp[-r (T - t)]*\[CapitalPhi][-d2] - S*\[CapitalPhi][-d1];

5.1 Delta

Delta měř́ı poměr změny ceny opce V v závislosti na změně ceny akcie S.
Pokud je delta kupńı opce 0.5 znamená to, že pokud vzroste cena akcie
o 1 Kč, cena opce vzroste o 50%, tj, o 50 haléř̊u. Deltu vyjádř́ıme jako

∆ =
∂V

∂S
.

Odvod́ıme, jak vypadá delta pro call opci s cenou c.

∆c =
∂c

∂S
= Φ(d1) + S

∂Φ(d1)

∂S
− ke−r(T−t)∂Φ(d2)

∂S
=

= Φ(d1) + SΦ′(d1)
∂d1

∂S
− ke−r(T−t)Φ′(d2)

∂d2

∂S
=

= Φ(d1) + SΦ′(d1)
1

Sσ
√
T − t

− ke−r(T−t)Φ′(d2)
1

Sσ
√
T − t

=

= Φ(d1) +
SΦ′(d1)− ke−r(T−t)Φ′(d2)

Sσ
√
T − t

Nyńı spočteme Φ′(d1)
Φ′(d2)

.

Φ′(d1)

Φ′(d2)
=

ϕ(d1)

ϕ(d2)
=

1√
2π
e
−(d1)2

2

1√
2π
e
−(d2)2

2

= exp{−1

2
(d2

1 − d2
2)} =

= exp{−1

2
(d2

1 − (d1 − σ
√
T − t)2))} =

= exp{−1

2
(−2r(T − t) + 2 log(

S

k
))} =

k

S
e−r(T−t)

Proto

Φ′(d1) = e−r(T−t)
k

S
Φ′(d2). (5.6)

T́ım tedy źıskáváme

∆c = Φ(d1) +
Se−r(T−t) k

S
Φ′(d2)− ke−r(T−t)Φ′(d2)

Sσ
√
T − t

= Φ(d1).
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Na obrázku 5.1 můžeme vidět deltu call opce v závislosti na době splat-
nosti, a to zvlášt’ pro př́ıpady opce v peněźıch, opce na peněźıch a opce
mimo peńıze. V daľśıch grafech zelená barva znázorňuje opci v peněźıch,
červená barva opci na peněźıch a modrá barva opci mimo peńıze. Pro-
gramové řešeńı uvád́ıme pouze pro call opci s realizačńı cenou k = 65,
úrokovou sazbou r = 0.05, volatilitou σ = 0.5 a cenou akcie S = 70.

DeltaCall = D[call[t, S, T, k, r, \[Sigma]], S];

t = 0; k = 65; r = 0.05; \[Sigma] = 0.5; S = 70;

DeltaCallVpenezich =
Plot[DeltaCall, {T, 0, 1/2}, PlotStyle -> Darker[Green],
PlotRange -> All, AxesOrigin -> {0, 0},
DisplayFunction -> Identity];

S = 65;

DeltaCallNaPenezich =
Plot[DeltaCall, {T, 0, 1/2},
PlotStyle -> {Red, Dashing[{0.02, 0.02}]}, PlotRange -> All,
AxesOrigin -> {0, 0}, DisplayFunction -> Identity];

S = 60;

DeltaCallMimoPenize =
Plot[DeltaCall, {T, 0, 1/2},
PlotStyle -> {Blue, Dashing[{0.05, 0.015, 0.005, 0.015}]},
PlotRange -> All, AxesOrigin -> {0, 0},
DisplayFunction -> Identity];

Show[{DeltaCallVpenezich, DeltaCallNaPenezich,
DeltaCallMimoPenize}, DisplayFunction -> $DisplayFunction,
AxesLabel -> {"T", "Subscript[\[CapitalDelta], c]"}]

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
T

0.2
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0.6

0.8

1.0

Dc

Obrázek 5.1: Delta call opce v závislosti na době do splatnosti
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Dále pozorujeme na obrázku 5.2, že kupńı opce je t́ım citlivěǰśı na změnu
ceny akcie, č́ım je cena akcie větš́ı.

Clear[t, S, T, k, r, \[Sigma]]

t = 1/12; T = 1/6; k = 65; r = 0.05; \[Sigma] = 0.5;

DeltaCallGraf =
Plot[Evaluate[D[call[t, S, T, k, r, \[Sigma]], S]],
{S, 0, 150}, AxesLabel -> {"S", "\[Delta]"}]
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0.2
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0.6

0.8

1.0

∆

Obrázek 5.2: Delta call opce v závislosti na ceně akcie

Naopak na obrázku 5.3 vid́ıme, že prodejńı opce je citlivěǰśı na změnu
ceny akcie, č́ım je cena akcie nižš́ı. Obrázek 5.4 znázorňuje deltu put
opce pro všechny tři př́ıpady općı, podobně jako pro opci call. Z put-call
parity lze odvodit, že

∆p = Φ(d1)− 1.

20 40 60 80 100 120 140
S

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

∆

Obrázek 5.3: Delta put opce v závislosti na ceně akcie
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Obrázek 5.4: Delta put opce v závislosti na době do splatnosti

5.2 Gamma

Gamma představuje poměr změny delty v závislosti na změně ceny pod-
kladové akcie. Gamma pomáhá pochopit, jak se chová delta v závislosti
na změně ceny akcie. Pokud je gamma ńızká, delta se měńı se změnou
ceny akcie pomalu. Když je gamma vysoká, delta je velmi citlivá na změ-
nu ceny akcie.
Gammu lze vyjádřit jako

Γ =
∂2V

∂S2
.

Pro call opci lze potom odvodit

Γc =
∂2c

∂S2
=
∂Φ(d1)

∂S
= ϕ(d1)

∂d1

∂S
= ϕ(d1)

1

Sσ
√
T − t

.

Pro put opci z put-call parity plat́ı

Γp = Γc = ϕ(d1)
1

Sσ
√
T − t

.

Na obrázku 5.5 lze vidět pr̊uběh gammy u call opce ve všech třech
př́ıpadech općı v závislosti na době do splatnosti, podobně jako u delty.
Lze pozorovat, že pro opce s deľśı splatnost́ı se citlivost snižuje. Progra-
mové řešeńı uvád́ıme pouze pro call opci, výsledný graf je však pro call
a put opci stejný.

Clear[t, S, T, k, r, \[Sigma]]

DeltaCall = D[call[t, S, T, k, r, \[Sigma]], S];

GammaCall = D[DeltaCall, S];

t = 0; k = 65; r = 0.05; \[Sigma] = 0.5; S = 70;
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GammaCallVpenezich =
Plot[GammaCall, {T, 0, 1/2}, PlotStyle -> Darker[Green],
PlotRange -> {0, 0.25}, DisplayFunction -> Identity];

S = 65;

GammaCallNaPenezich =
Plot[GammaCall, {T, 0, 1/2},
PlotStyle -> {Red, Dashing[{0.02, 0.02}]},
PlotRange -> {0, 0.25}, DisplayFunction -> Identity];

S = 60;

GammaCallMimoPenize =
Plot[GammaCall, {T, 0, 1/2},
PlotStyle -> {Blue, Dashing[{0.05, 0.015, 0.005, 0.015}]},
PlotRange -> {0, 0.25}, DisplayFunction -> Identity];

Show[{GammaCallVpenezich, GammaCallNaPenezich,
GammaCallMimoPenize}, DisplayFunction -> $DisplayFunction,
AxesLabel -> {"T", "Subscript[\CapitalGamma,c]
= Subscript[\CapitalGamma,p]"}]
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Obrázek 5.5: Gamma call a put opce v závislosti na době do splatnosti

Gamma call a put opce v závislosti na změně ceny akcie se nelǐśı a je
zobrazena na obrázku 5.6. Všimněme si, že vrchol křivky je přesně v bodě
realizačńı ceny opce, čili k = 65.

Clear[t, S, T, k, r, \[Sigma]]

t = 1/12; T = 1/6; k = 65; r = 0.05; \[Sigma] = 0.5;

GammaCallGraf =
Plot[Evaluate[D[DeltaCall, S]], {S, 0, 150},
AxesLabel -> {"S", "\[CapitalGamma]"}]
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Obrázek 5.6: Gamma call a put opce v závislosti na ceně akcie

5.3 Theta

Theta měř́ı poměr změny hodnoty opce v závislosti na čase. Hodnota opce
se v čase měńı, i když cena akcie z̊ustává stejná. Jak se bĺıž́ı okamžik
splatnosti opce, tak se očekávaná změna v hodnotě podkladové akcie
zmenšuje. Theta je většinou záporná a lze ji vyjádřit jako

Θ =
∂V

∂t
.

Pro call opci, s použit́ım (5.4) a (5.6) lze vyjádřit

Θc =
∂c

∂t
= S

∂Φ(d1)

∂t
− kre−r(T−t)Φ(d2)− ke−r(T−t)∂Φ(d2)

∂t
=

= SΦ′(d1)
∂d1

∂t
− kre−r(T−t)Φ(d2)− ke−r(T−t)Φ′(d2)

∂d2

∂t
=

= Se−r(T−t)
k

S
Φ′(d2)

(
∂d1

∂t
− ∂d2

∂t

)
− kre−r(T−t)Φ(d2) =

= ke−r(T−t)Φ′(d2)

(
− σ

2
√
T − t

)
− kre−r(T−t)Φ(d2) =

= −ke−r(T−t)
(
σϕ(d2)

2
√
T − t

+ rΦ(d2)

)
.

Pro put opci máme vyjádřeńı

Θp = Θc + kre−r(T−t).

Na obrázku 5.7 můžeme vidět vyjádřeńı thety pro call opci v závislosti na
čase. Pro volbu realizačńı ceny opce k = 65 a ceny akcie S = 35 můžeme
na modré křivce pozorovat, že je-li opce hluboko mimo peńıze, téměř
nereaguje na ub́ıhaj́ıćı čas. Nejcitlivěǰśı na čas jsou opce na peněźıch.
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Můžeme si také všimnout, že citlivost općı na peněźıch na čas se zvyšuje s
bĺıž́ıćım se datem splatnosti (červená křivka). Programové řešeńı uvád́ıme
pouze pro call opci.

Clear[t, S, T, k, r, \[Sigma]]

ThetaCall = D[call[t, S, T, k, r, \[Sigma]], t];

T = 1/2; k = 65; r = 0.05; \[Sigma] = 0.5; S = 70;

ThetaCallVpenezich =
Plot[ThetaCall, {t, 0, 1/2}, PlotStyle -> Darker[Green],
AxesOrigin -> {0, 0}, PlotRange -> {-50, 0} ,
DisplayFunction -> Identity];

S = 65;

ThetaCallNaPenezich =
Plot[ThetaCall, {t, 0, 1/2},
PlotStyle -> {Red, Dashing[{0.02, 0.02}]},
AxesOrigin -> {0, 0}, PlotRange -> {-50, 0},
DisplayFunction -> Identity];

S = 35;

ThetaCallMimoPenize =
Plot[ThetaCall, {t, 0, 1/2},
PlotStyle -> {Blue, Dashing[{0.05, 0.015, 0.005, 0.015}]},
PlotRange -> {-50, 0}, AxesOrigin -> {0, 0},
DisplayFunction -> Identity];

Show[{ThetaCallVpenezich, ThetaCallNaPenezich,
ThetaCallMimoPenize},DisplayFunction -> $DisplayFunction,
AxesLabel -> {"T", "Subscript[CapitalTheta,c]"}]
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Obrázek 5.7: Theta call opce v závislosti na čase
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Na obrázku 5.8 pak máme vyjádřenou thetu pro put opci v závislosti na
čase. Vid́ıme, že citlivost na ub́ıhaj́ıćı čas je největš́ı u općı na peněźıch a
u općı hluboko mimo peńıze, kde je dokonce theta kladné. Citlivost općı
na peněźıch s časem dramaticky roste, theta je záporné a rychle klesá.
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Obrázek 5.8: Theta put opce v závislosti na čase

5.4 Vega

Vega měř́ı vztah mezi volatilitou akcie a hodnotou opce. Pokud je vega
vysoká, hodnota opce je velmi citlivá i na malé změny volatility. Pokud
je ńızká, tak volatilita nemá významný dopad na hodnotu opce.
Hodnotu vega lze vyjádřit jako

ν =
∂V

∂σ
.

Dále yyjádř́ıme hodnotu vega za pomoci upraveného výrazu (5.6)

Φ′(d2) =
S

k
er(T−t)Φ′(d1).

νc =
∂c

∂σ
= S

∂Φ(d1)

∂σ
− ke−r(T−t)∂Φ(d2)

∂σ
=

= SΦ′(d1)
∂d1

∂σ
− ke−r(T−t)Φ′(d2)

∂d2

∂σ
=

= SΦ′(d1)
∂d1

∂σ
− SΦ′(d1)e−r(T−t)er(T−t)

∂d2

∂σ
=

= Sϕ(d1)

(
∂d1

∂σ
− ∂d2

∂σ

)
= Sϕ(d1)

√
T − t

Z put-call parity lze odvodit, že pro prodejńı opci plat́ı

νp = νc = Sϕ(d1)
√
T − t.
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Na následuj́ıćım obrázku 5.9 lze vidět parametr vega vyjádřený pro tři
typy call opce v závislosti na volatilitě. Vid́ıme, že nejcitlivěǰśı na volati-
litu jsou opce na peněźıch. Opce hluboko mimo peńıze, kde jsme pro re-
alizačńı cenu k = 65 zvolili cenu akcie S = 45, a opce hluboko v peněźıch
(S = 90) jsou na volatilitu pro malé hodnoty volatility téměř necitlivé.
Citlivost na volatilitu se s ub́ıhaj́ıćım časem bĺıž́ı k nule (obrázek 5.10).
Výsledky jsou stejné pro call a put opci, programové řešeńı uvád́ıme
pouze pro call opci.

Clear[t, S, T, k, r, \[Sigma]]

VegaCall = D[call[t, S, T, k, r, \[Sigma]], \[Sigma]];

T = 1/2; t = 0; k = 65; r = 0.05; S = 90;

VegaCallVpenezich =
Plot[VegaCall, {\[Sigma], 0, 1/2}, PlotStyle -> Darker[Green],
PlotRange -> All, DisplayFunction -> Identity];

S = 65;

VegaCallNaPenezich =
Plot[VegaCall, {\[Sigma], 0, 1/2},
PlotStyle -> {Red, Dashing[{0.02, 0.02}]}, PlotRange -> All,
DisplayFunction -> Identity];

S = 45;

VegaCallMimoPenize =
Plot[VegaCall, {\[Sigma], 0, 1/2},
PlotStyle -> {Blue, Dashing[{0.05, 0.015, 0.005, 0.015}]},
PlotRange -> All, DisplayFunction -> Identity];

Show[{VegaCallVpenezich, VegaCallNaPenezich, VegaCallMimoPenize},
DisplayFunction -> $DisplayFunction,
AxesLabel -> {"\[Sigma]",
"Subscript[\[Nu],c] = Subscript[\[Nu],p]"}]

Clear[t, S, T, k, r, \[Sigma]]

T = 1/2; k = 65; r = 0.05; S = 65; \[Sigma] = 0.5;

VegaCallGraf =
Plot[VegaCall, {t, 0, 1/2}, AxesLabel -> {"t", "\[Nu]"}]
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Obrázek 5.9: Vega call a put opce v závislosti na volatilitě

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
t

5

10

15

Ν

Obrázek 5.10: Vega call a put opce v závislosti na čase

5.5 Rho

Posledńım parametrem, kterým se budeme zabývat, je rho. Rho měř́ı
citlivost hodnoty opce na úrokovou sazbu. Je to poměr změny hodnoty
opce v závislosti na úrokové sazbě. Pokud je rho 12.1516, znamená to,
že s každým procentńım bodem nárustu úrokové sazby, tj. s r̊ustem 0.01,
hodnota opce vzroste o 12.15%. Plat́ı, že rho je vždycky kladné u evropské
kupńı opce a vždycky záporné u evropské prodejńı opce.
Definujme rho jako

ρ =
∂V

∂r
.

Jako u předchoźıch parametr̊u odvod́ıme rho pro call opci za pomoci
(5.6).

ρc =
∂c

∂r
= S

∂Φ(d1)

∂r
− ke−r(T−t)(t− T )Φ(d2)− ke−r(T−t)∂Φ(d2)

∂r
=

63



= S
k

S
e−r(T−t)Φ′(d2)

∂d1

∂r
+ ke−r(T−t)(T − t)Φ(d2)−

− ke−r(T−t)Φ′(d2)
∂d2

∂r
= ke−r(T−t)ϕ(d2)

(
∂d1

∂r
− ∂d2

∂r

)
+

+ ke−r(T−t)(T − t)Φ(d2)

A protože
∂d1

∂r
=

1

σ
√
T − t

(T − t) =
∂d2

∂r
,

rozd́ıl těchto parciálńıch derivaćı je nulový a źıskáváme

ρc = ke−r(T−t)(T − t)Φ(d2).

Lze snadno vyjádřit, že

ρp = −ke−r(T−t)(T − t)Φ(−d2).

Na obrázku 5.11 lze pozorovat vývoj rho pro call opci v závislosti na ú-
rokové mı́̌re. Vid́ıme, že nejcitlivěǰśı na úrokovou mı́ru jsou opce hluboko
v peněźıch, kdy cena akcie je S = 90 a realizačńı cena opce k = 65.
Naopak opce hluboko mimo peńıze, kdy S = 35, jsou na úrokovou
mı́ru téměř necitlivé. Naopak tomu je u put opce, kterou pozorujeme na
obrázku 5.12. Citlivost na úrokovou mı́ru se snižuje s ub́ıhaj́ıćım časem
a to téměř lineárně, jak dokazuje obrázek 5.13, který vyjadřuje rho call
opce v závislosti na čase. Programové řešeńı je opět uvedeno pouze pro
call opci.

Clear[t, S, T, k, r, \[Sigma]]

RhoCall = D[call[t, S, T, k, r, \[Sigma]], r];

T = 1/2; k = 65; t = 0; \[Sigma] = 0.5; S = 90;

RhoCallVpenezich =
Plot[RhoCall, {r, 0, 0.1}, PlotStyle -> Darker[Green],
AxesOrigin -> {0, 0}, PlotRange -> All,
DisplayFunction -> Identity];

S = 65;

RhoCallNaPenezich =
Plot[RhoCall, {r, 0, 0.1},
PlotStyle -> {Red, Dashing[{0.02, 0.02}]},
AxesOrigin -> {0, 0}, PlotRange -> All,
DisplayFunction -> Identity];

S = 35;

RhoCallMimoPenize =
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Plot[RhoCall, {r, 0, 0.1},
PlotStyle -> {Blue, Dashing[{0.05, 0.015, 0.005, 0.015}]},
PlotRange -> All, AxesOrigin -> {0, 0},
DisplayFunction -> Identity];

Show[{RhoCallVpenezich, RhoCallNaPenezich, RhoCallMimoPenize},
DisplayFunction -> $DisplayFunction,
AxesLabel -> {"r", "Subscript[\[Rho],c]"}]
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Obrázek 5.11: Rho call opce v závislosti na úrokové mı́̌re
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Obrázek 5.12: Rho put opce v závislosti na úrokové mı́̌re

Clear[t, S, T, k, r, \[Sigma]]

T = 1/2; k = 65; r = 0.05; S = 65; \[Sigma] = 0.5;

RhoCallGraf = Plot[RhoCall, {t, 0, 1/2},
AxesLabel -> {"t", "\[Rho]"}]
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Obrázek 5.13: Rho call opce v závislosti na čase
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Kapitola 6

Závěr

Ćılem této práce bylo implementovat vybranou teorii stochastických fi-
nanćı do programu Mathematica.

V jednotlivých kapitolách byla součást́ı textu programová řešeńı, která
vedla k výpočt̊um a odvozeńım matematických formuĺı či ke graf̊um,
které napomáhaj́ı k lepš́ımu pochopeńı a analýze výsledk̊u a umožňuj́ı
čtenáři lépe se v dané problematice orientovat.

Mezi stěžejńı body aplikované do programu Mathematica v této práci
patř́ı simulace vývoje ceny akcie během určitého obdob́ı, simulace inves-
torova portfolia skládaj́ıćıho se z opce, akcíı a peněz, které má investor
k dispozici, a v neposledńı řadě odvozeńı Blackovy-Scholesovy formule
pro určeńı ceny opce.
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Př́ıloha A

Programové řešeńı: Simulace
vývoje ceny akcie

Clear[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma]];

S0 = 70; delSim = 2500; \[Alpha] = 0.05; \[Sigma] = 0.1;

Cena[S0_, delSim_, \[Alpha]_, \[Sigma]_] :=
S0 Exp[(\[Alpha]/delSim - 1/2 (\[Sigma]/Sqrt[delSim])^2)*

Range[delSim] + \[Sigma]/Sqrt[delSim]*
Rest[NestList[(# +
RandomReal[NormalDistribution[0, 1]]) &, 0,
delSim]]];

Graf = Table[
ListPlot[
Transpose[{Range[delSim]/delSim,
Cena[S0, delSim, \[Alpha], \[Sigma]]}], Joined -> True ,
Ticks -> Automatic, DisplayFunction -> Identity,
PlotRange -> {60, 80}], {1}];

Show[Graf, DisplayFunction -> $DisplayFunction]
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Př́ıloha B

Programové řešeńı:
Blackova-Scholesova formule

A) PŘEVOD BLACKOVY- SCHOLESOVY PDR NA ROVNICI TEPLA  

(zadefinujeme vzorec (4.8) spolu s počátečními podmínkami pro call a put opci)

In[1]:= BlackPDE = ∂t V@t, SD + r S ∂S V@t, SD + 1 ê 2 ∂8S,2< V@t, SD S2 σ2 − r V@t, SD � 0

Out[1]= −r V@t, SD + r S VH0,1L@t, SD +
1

2
S2 σ2 VH0,2L@t, SD + VH1,0L@t, SD � 0

In[2]:= PodminkyCall = V@T, SD � Max@S − k, 0D;

In[3]:= PodminkyPut = V@T, SD � Max@k − S, 0D;

(zavedeme první transformaci proměnných viz kapitola 4.3.1)

In[4]:= x@S_D := Log@S ê kD

In[5]:= τ@t_D := 1 ê 2 σ2 HT − tL

In[6]:= Sub@t_, S_D := k v@τ@tD, x@SDD

(po první transformaci mají PDR a počáteční podmínky tuto podobu)

In[7]:= BlackPDE2 = BlackPDE ê. V → Sub ê. 91 ê 2 σ2 HT − tL → τ, Log@S ê kD → x= êê Simplify

Out[7]= k I2 r v@τ, xD + I−2 r + σ
2M vH0,1L@τ, xD + σ

2 I−vH0,2L@τ, xD + vH1,0L@τ, xDMM � 0

In[8]:= PodminkyCall1 = PodminkyCall ê. V → Sub ê. 91 ê 2 σ2 HT − tL → τ, Log@S ê kD → x, S → k �x=

Out[8]= k v@0, xD � Max@0, −k + �
x kD

In[9]:= PodminkyPut1 = PodminkyPut ê. V → Sub ê. 91 ê 2 σ2 HT − tL → τ, Log@S ê kD → x, S → k �x=

Out[9]= k v@0, xD � Max@0, k − �
x kD

70



(zavedeme druhou transformaci)

In[10]:= v@τ_, x_D := u@τ, xD Exp@−1 ê 2 H2 r ê σ^2 − 1L x − 1 ê 4 H2 r ê σ^2 + 1L^2 τD

(provedeme konečné úpravy PDR a počátečních podmínek)

In[11]:= BlackPDE3 = BlackPDE2 êê FullSimplify

Out[11]= �
x

1

2
−

r

σ2
−
1

4
1+

2 r

σ2

2

τ

k σ IuH0,2L@τ, xD − uH1,0L@τ, xDM � 0

In[12]:= MaxFunkce = 8a_ Max@0, b_D → Max@0, a bD ê; a ≥ 0<;

In[13]:= PodminkyCall2 = Reduce@PodminkyCall1, u@0, xDDP2, 3T ê. MaxFunkce

Out[13]= u@0, xD � MaxB0,
�

1

2
x −1+

2 r

σ2 H−k + �x kL
k

F ê;
�

1

2
x −1+

2 r

σ2

k
≥ 0

In[14]:= PodminkyPut2 = Reduce@PodminkyPut1, u@0, xDDP2, 3T ê. MaxFunkce

Out[14]= u@0, xD � MaxB0,
�

1

2
x −1+

2 r

σ2 Hk − �x kL
k

F ê;
�

1

2
x −1+

2 r

σ2

k
≥ 0

(dostáváme se k rovnici tepla s počátečními podmínkami (4.9))

In[15]:= BlackPDE4 = BlackPDE3P1, 4T 
 0

Out[15]= uH0,2L@τ, xD − uH1,0L@τ, xD � 0

In[16]:= PodminkyCall3 = PodminkyCall2P1T 
 Simplify@PodminkyCall2P2, 1TD

Out[16]= u@0, xD � MaxB0, �
x −

1

2
+

r

σ2 H−1 + �
xLF

In[17]:= PodminkyPut3 = PodminkyPut2P1T 
 Simplify@PodminkyPut2P2, 1TD

Out[17]= u@0, xD � MaxB0, −�
x −

1

2
+

r

σ2 H−1 + �
xLF

B) PŘEVOD ROVNICE TEPLA NA BLACKOVU-SCHOLESOVU FORMULI

In[18]:= Clear@ξ, r, σ, k, S, t, TD

(upravíme počáteční podmínky pro pozdější použití)

In[19]:= PodminkyCall3

Out[19]= u@0, xD � MaxB0, �
x −

1

2
+

r

σ2 H−1 + �
xLF

In[20]:= ExpPodminkyCall3@x_D = PodminkyCall3P2, 2T

Out[20]= �
x −

1

2
+

r

σ2 H−1 + �
xL

In[21]:= PodminkyPut3

Out[21]= u@0, xD � MaxB0, −�
x −

1

2
+

r

σ2 H−1 + �
xLF
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In[22]:= ExpPodminkyPut3@x_D = PodminkyPut3P2, 2T

Out[22]= −�
x −

1

2
+

r

σ2 H−1 + �
xL

(vyřešíme numericky rovnici tepla dle (4.10) pro call a put opci)

In[23]:= HeatPDECall@τ_, x_D =

1

2 Pi τ

 IntegrateB�
−

Hξ−xL^2
4 τ  ExpPodminkyCall3@ξD, 8ξ, 0, ∞<, Assumptions → τ > 0F

Out[23]=
1

2
�
−

I−2 r+σ2M Iσ2 H2 x−τL+2 r τM

4 σ4 −2 + �
x+

2 r τ

σ2 1 + ErfB τ
r

σ2
+
x + τ

2 τ
F + ErfcB

r

σ2
+
1

2
−1 +

x

τ
τ F

In[24]:= HeatPDEPut@τ_, x_D =

1

2 Pi τ

 IntegrateB�
−

Hξ−xL^2
4 τ  ExpPodminkyPut3@ξD, 8ξ, −∞, 0<, Assumptions → τ > 0F

Out[24]=
1

2
�
−

I−2 r+σ2M Iσ2 H2 x−τL+2 r τM

4 σ4 ErfcB
r

σ2
+
1

2
−1 +

x

τ
τ F − �

x+
2 r τ

σ2 ErfcB τ
r

σ2
+
x + τ

2 τ
F

(vrátíme zpět obě transformace)

In[25]:= v@τ_, x_D = HeatPDECall@τ, xD Exp@−1 ê 2 H2 r ê σ^2 − 1L x − 1 ê 4 H2 r ê σ^2 + 1L^2 τD

Out[25]=
1

2
�
−
1

2
x −1+

2 r

σ2
−
1

4
1+

2 r

σ2

2

τ−
I−2 r+σ2M Iσ2 H2 x−τL+2 r τM

4 σ4

−2 + �
x+

2 r τ

σ2 1 + ErfB τ
r

σ2
+
x + τ

2 τ
F + ErfcB

r

σ2
+
1

2
−1 +

x

τ
τ F

(Blackova-Scholesova formule pro call opci vypadá následovně)

In[26]:= CallFormule@t_, S_, T_, k_, r_, σ_D = FullSimplify@k v@τ@tD, x@SDDD

Out[26]=
1

2
S + S ErfB

−Ht − TL I2 r + σ2M + 2 LogA S

k
E

2 2 H−t + TL σ2

F +

�
r Ht−TL k −2 + ErfcB

H−t + TL σ2 −
1

2
+

r

σ2
+

LogB S

k
F

H−t+TL σ2

2
F

In[27]:= Clear@t, S, T, k, r, σD

In[28]:= v@τ_, x_D = HeatPDEPut@τ, xD Exp@−1 ê 2 H2 r ê σ^2 − 1L x − 1 ê 4 H2 r ê σ^2 + 1L^2 τD

Out[28]=
1

2
�
−
1

2
x −1+

2 r

σ2
−
1

4
1+

2 r

σ2

2

τ−
I−2 r+σ2M Iσ2 H2 x−τL+2 r τM

4 σ4

ErfcB
r

σ2
+
1

2
−1 +

x

τ
τ F − �

x+
2 r τ

σ2 ErfcB τ
r

σ2
+
x + τ

2 τ
F

72



(a zbývá Blackova-Scholesova formule pro put opci)

In[29]:= PutFormule@t_, S_, T_, k_, r_, σ_D = FullSimplify@k v@τ@tD, x@SDDD

Out[29]=
1

2
−S ErfcB

−Ht − TL I2 r + σ2M + 2 LogA S

k
E

2 2 H−t + TL σ2

F + �
r Ht−TL k ErfcB
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Výše uvedená Blackova-Scholesova formule pro výpočet ceny call a put opce se shoduje se vzorci (4.11) a (4.12), což
dokazuje následující příklad. 

PŘÍKLAD

Spočtěme cenu call a put opce s následujícími parametry. Nechť t = 1/12, čas splatnosti T = 1/6, cena
akcie S = 45, 
realizační cena opce k = 65, úroková sazba r = 0.05 a volatilita s = 0.5.

(nejprve dosadíme do právě odvozených vzorců)

In[30]:= PutFormule@1 ê 12, 45, 1 ê 6, 65, 0.05, 0.5D

Out[30]= 19.7444

In[31]:= CallFormule@1 ê 12, 45, 1 ê 6, 65, 0.05, 0.5D

Out[31]= 0.0146944

(nyní definujme vzorce (4.11) a (4.12))

In[32]:= Clear@t, S, T, k, r, σD

In[33]:= Φ@x_D := CDF@NormalDistribution @0, 1D, xD;

In[34]:= put@t_, S_, T_, k_, r_, σ_D :=

Module@8d1, d2<, d1 = HLog@S ê kD + Hr + σ^2 ê 2L ∗ HT − tLL ê Hσ ∗ Sqrt@T − tDL;

d2 = HLog@S ê kD + Hr − σ^2 ê 2L ∗ HT − tLL ê Hσ ∗ Sqrt@T − tDL;

k ∗ Exp@−r ∗ HT − tLD ∗ Φ@−d2D − S ∗ Φ@−d1DD

In[35]:= call@t_, S_, T_, k_, r_, σ_D :=

Module@8d1, d2<,

d1 = HLog@S ê kD + Hr + σ^2 ê 2L ∗ HT − tLL ê Hσ ∗ Sqrt@T − tDL;

d2 = HLog@S ê kD + Hr − σ^2 ê 2L ∗ HT − tLL ê Hσ ∗ Sqrt@T − tDL;

S ∗ Φ@d1D − k ∗ Exp@−r ∗ HT − tLD ∗ Φ@d2DD

In[36]:= t = 1 ê 12; T = 1 ê 6; k = 65; r = 0.05; σ = 0.5; S = 45;

(vypočteme cenu put a call opce)

In[37]:= put@t, S, T, k, r, σD

Out[37]= 19.7444

In[38]:= call@t, S, T, k, r, σD

Out[38]= 0.0146944

Vidíme, že ceny put a call opce se shodují a odvození Blackovy-Scholesovy formule je tedy korektní.
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