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Abstrakt: V predlozené praci studujeme stfedni hodnotu vzdalenosti dvou bodu, volenych
nahodné a vzajemné nezavisle v danych mnozindch. Tato tloha je ¢asto spojovana se vzdale-
nosti dvou mést pevného tvaru. Mésta jsou pro jednoduchost vétsinou uvazovana jako kruhy
nebo obdélniky. Prace se zabyva dvéma dil¢imi problémy. Prvni z nich je uveden v kapitole 2.
Body jsou zde ndhodné voleny ve dvou soustiednych kruzich. Popsand metoda vyuziva geo-
metrickou definici pravdépodobnosti. Kapitola 3 popisuje stejny problém ve dvou disjunktnich
obdélnikéch. Reseni je zalozeno na transformaci ndhodnych veli¢in. V kapitole 4 je ukézéan
limitni pfipad pro jednu dimenzi. Prace je doplnéna o simulace pro ruzné konkrétni ptipady.
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Abstract: In the present work we study expected value of distance between two points,
which are chosen randomly and independently in given sets. This problem is often associated
with travel distance between two cities of the fixed shape. Cities are mostly considered
as circles or rectangles for simplification. The work deals with two separate problems. The first
of them is introduced in chapter 2. Points are chosen randomly in two concentric circles.
The described method uses the definition of geometric probability. Chapter 3 describes
the same problem for two disjoint rectangles. The solution is based on transformation of vari-
ables. The limit case in one dimension is then obtained in chapter 4. The work is supplemented
by numerous simulations.
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Kapitola 1
Uvod

V dalsich kapitolach budeme hledat stfedni hodnotu vzdalenosti dvou bodu v piipadé, ze
pro kazdy z nich zname mnozinu, ve které je tento bod nahodné volen. Proto je tieba
nejdiive ujasnit, co myslime nahodnou volbou bodu v mnoziné. Vzhledem k tomu, ze se
budeme zabyvat pouze tlohami v roviné, staci definovat tento pojem nasledujicim zptsobem.

Definice: Uvazujme kartézskou soustavu souradnic O, dvojrozmérného eukleidovského pros-
toru. Bud M borelovskd mnozina v O,,, o nenulové konetné Lebesgueové mite A(M) a P bud
bod v O,,. Necht X, Y jsou ndhodné veliciny popisujici souradnice bodu P v O,,. Potom
fikdme, ze bod P je volen ndhodné v mnoziné M, jestlize nahodny vektor (X, Y') m4a rovno-
mérné rozdéleni v mnoziné M, tj. pokud hustota vektoru (X, Y) je

1

m pro ([L’, y) S M>

flz, y) =
0 jinak.



Kapitola 2

Dva soustredné kruhy

Uvazujme nasledujici ulohu. Mdme dany dva soustiedné kruhy o zndmych polomérech a,b
tak, ze a < b. V kazdém z nich zvolime nahodné a vzajemné nezavisle jeden bod. Ukolem je
urcit stfedni hodnotu vzdalenosti téchto dvou bodu. V této kapitole rozpracujeme postup,
ktery je strucné nastinén v ¢lanku [2].

Obrazek 2.1: Nahodné zvolené body.

Necht KC; znaéf mensi kruh o poloméru a, Ky véts kruh o poloméru b, S bud spoleény stied
obou kruht a P, @ necht jsou po fadé ndhodné volené body v kruzich Ky, Ky (viz obrdzek 2.1).

Vzdalenost bodu P, @ je ndhodna velic¢ina, kterou budeme znacit Z. Jeji rozdéleni nas zajima.
Jesté zavedeme nahodnou velicinu €2, kterd popisuje thel sevieny polopiimkou P@Q) a pevné
danym smérem (napi. 0 rad), jak ukazuje obrazek 2.1. Velicina 2 nabyva hodnot z inter-
valu [0, 27).

Poznamka: Pro velikosti geometrickych ttvaru budeme nadale pouzivat znaceni pomoci
dvou svislych ¢ar. Napiiklad |AB| bude znacit délku usecky AB a |O| obsah obdélnika O.



2. DVA SOUSTREDNE KRUHY

Oznacme
pra=P{z<Z<z4dz, w<Q<w+dw}.

Nalezeni pzq je zalozeno na nasledujicich dvou tvahach.

1. Necht zndme polohu bodu @ a mame pevné dané hodnoty nahodnych veli¢in Z = z
a ) = w. Tyto hodnoty jednozna(E urcuji polohu bodu P. Sestrojme kruh C3 jako
obraz posunuti kruhu Iy o vektor Q P, jeho stied oznacme S’ (viz obrézek 2.2). Bod P
nyni musi lezet v pruniku P = K; N K3, coz muzeme ukézat nasledovneé.

Obrazek 2.2: Poloha bodu P.

Ctyithelnik PQSS’ je rovnobéznik, tedy |S'P| = |SQ|. Déle plati
Qeky=15Q|<b = |SP|<b = PeKs = PeK nNKs.
2. Necht zname polohu bodu P a hodnoty veli¢in Z, Q) jsou v mezich
2 < Z<z4dz, w<Q<w+dw.

Potom bod () musi lezet v ¢asti mezikruzi Q vysrafrované na obrazku 2.3.

Obréazek 2.3: Poloha bodu Q.



2. DVA SOUSTREDNE KRUHY

Podle geometrické definice pravdépodobnosti plati
[Pl 12l

pZQ:P{PeP’QEQ}:’]Ta?W

V zavislosti na z se vypocet |P| rozpada do téchto tif moznosti:

(2.1)

(i) Nechf 0 < z < b — a. Volme bod A € K; libovolné. Pro vzddlenost tohoto bodu

od stiedu S’ plati

|S"A| < |S'S|+|SA|, kde |S'S|=2<b—a a |SA| <a.Proto |SA|<b—a+a=0.

Tim jsme dokdzali implikaci (A € K1) = (A € K3). Tedy £y C K5 a P = Ky, z ¢ehoz

plyne |P| = wa?.

(i1) Necht b —a < 2z < b+ a. Potom
1, : 1., :
|P| = 5@ (26 — sin2p) + ib (2a — sin 2a),

kde
b? —a? + 22 a® —b? 4+ 22
cosq = ———— cosff = ————
2bz

(vypocet je uveden v dodatku A).

2az

(i1i) Necht z > b + a. Postupujme podobné jako v pifpadé (7). Vzdélenost libovolného

bodu A € K; od stiedu S’ spliiuje nerovnost

|S’A| > |S'S| —|SA|, kde |S'S|=2>b+a a |SA| <a. Proto |S’A| >b+a—a=0b,

a plati implikace ek, = 3). Te =K1NK3 =0, coz nam dava = 0.
plati implikace (A € K1) = (A ¢ K3). Tedy P = K1NK 0, im dava |[P| =0

Nyni spocteme obsah Q. Na obrazku 2.3 vidime, ze se jednéa o rozdil dvou kruhovych vyseci

o polomérech z +dz a z. Je tedy

2d_w_7T22d_w = [22dz+ (d2)?] d7w = zdzdw

Q] = 7 (2+dz) o o

(pti posledni tipravé zanedbavame (dz)?).

Po dosazeni do (2.1) muzeme pzq prepsat do tvaru

“zdzdw pro0 <w<2m 0<2<b—a,
Dza = #(204—;;0204_‘_26—5211125) dzdw pro0<w<2m, b—a<z<b+a,
0 pro 0 <w < 2w, z> b+ a,



2. DVA SOUSTREDNE KRUHY 2.1. Jeden kruh

kde a, § spliuji (2.3). Oznaé¢me Fzq sdruzenou distribuéni funkci ndhodnych veli¢in Z, Q
a fzq jejich hustotu. Ziejmeé plati

pza = Fza(z + dz,w + dw) — Fzq(z + dz,w) — Fza(z,w + dw) + Fza(z,w).
Pro sdruzenou hustotu ndhodnych veli¢in Z, €2 tedy dostavame

_ PFro(z,w)  pza
Jzolzw) = 0z Ow  dzdw

_z pro0<w<2m 0<2<b—a,

= i(2a_Sin2“+2ﬁ_§én2ﬁ) pro0<w<2r, b—a<z<b+a,

a2

0 pro 0 <w < 2w, 2> b+ a,

kde «a, 3 splauji (2.3). Oznaéme f; hustotu ndhodné veli¢iny Z. Potom mame

i—j pro0 <z <b—a,
2w
fz(2) = fra(z,w)dw = ¢ 2 (20‘_5;“20‘ + 2ﬁ_§;n2ﬁ) prob—a<z<b+a,
0
0 pro z > b+ a,

kde a, 3 splauji (2.3).

2.1 Jeden kruh

Zamérme se nyni specidlné na piipad a = b, tj. body P, volime ve stejném kruhu. Pak
plati @ = 3 (viz (2.3) nebo obrézek A.1 v dodatku A). Hustota ndhodné veli¢iny Z v pii-
padé a = b je ddna vzorcem
z .
Jizley (2) = — (4da — 2sin2a) pro 0 < z < 2a

a fiz),_,)(z) = 0 jinak. Uhel o piitom splituje rovnost cos v = . Stfedni hodnota vzddlenosti
bodu P, Q) je

2a 2a 2
E[Z]a=s] = / z fiz),_(2) dz = / 2—2 (4o — 2sin 2cr) dz, (2.4)
0 0 ma
kde
2z todv s ) 52 102 — 2
cosa = —, ate sina = - — =
2a’ Y 4a2 2a
Odtud méame
TaZ — 22
a:arcsin#, sin 20 = 2sin @ cos o = —= Va2 — 22,
a 2a?



2. DVA SOUSTREDNE KRUHY 2.2. Kruh a vnéjsi mezikruzi

Dosazenim téchto vysledku do (2.4) dostaneme
4 2a 4a2 — 22 1 2a
ElZ]a=b] = —5 / 22 arcsin ~—— dz — — 2V4a? — 22 dz.

ma* Jo 2a ma* Jo
Oznacime-li

2a 4&2 — 22 2a

I, = / 22 arcsin27 dz a I,= 23V4a? — 22 dz,
0

a 0

L R Y

~ ma? mat

potom E[Z|,—]

Integral I; upravime pomoci metody per partes. Plati

2a

7 23 ) 4a? — 22
= | — arcsin ———
! 3 2a 0

Po substituci s = v4a? — 22 dostaneme

1 2a 1 3 1 3
]1:—/ (4a* — s?)ds :—<8a3—8i> _ 10a .
0

3 3

Stejnou substituci s = v/4a? — 22 spocteme integral Io. Plati

2a
I :/ (4a* — s*) s*ds = - =
0

3 5 15
Proto
4 1 4 16a3 1 64ad° 128a
[Z]a] ra? ' wat ? ma? 9 ma* 15 457

2.2 Kruh a vnéjsi mezikruzi

2a 3 2a 3
z 1 z
Ny R .
0 3vV4a? — 22 3 Jo 4a? — 22

(2.5)

Pro piipad a < b nevede vSak vyse odvozena hustota f; ke snadnému vypoctu EZ. Proto k na-

lezeni sttedni hodnoty vzdélenosti bodu P, ) pouzijeme nasledujici alternativni tvahu.

Necht R znaci bod ndhodné voleny v mezikruzi o stiedu S, vnitinim poloméru a a vnéjsim
polomeéru b. Déle zavedme ndhodné veliciny V' a ® tak, Zze V je vzdélenost bodu R od stiedu

kruhu, tj. V = |RS|, a ® popisuje ihel SRP. Ozna¢me
pV<1>:P{’U§V§U+d’U, ¢§<I>§¢+d¢}
Podle definice podminéné pravdépodobnosti plati

pve = Plo<V <uv4+dv}P{o <P <¢p+do|v<V <v+dv}.

10

(2.6)



2. DVA SOUSTREDNE KRUHY 2.2. Kruh a vnéjsi mezikruzi

Obrézek 2.4: Poloha bodu P a R.

Sledujme nyni obrazek 2.4 a uvazujme nasledovné. Pro v < V < v + dv musi bod R lezet
v mezikruzi R o sttedu S, vnitinim poloméru v a vnéjsim poloméru v + dv. Pokud navic
p < & < ¢+ do, potom bod P musi lezet v prostoru F vysrafovaném mezi pruseciky
A, B, B', A'. Podle geometrické definice pravdépodobnosti muzeme psét

R
w(b? —a?)’

PO<B<otdpluo<V <uitd)= "]

ma?

Plo<V <v+dv} =

a dosazenim do (2.6) dostaneme

N L
pve = 7(b? — a?) ma? (27)

Plocha R je mezikruzi a pro jeho obsah plati
IR| =7 [(v+dv)? —v*] =270 dv
(v posledni tipravé zanedbdvame dv)?).

Pro vypocet obsahu F budeme predpokladat V' = v a pouzijeme aproximaci, jak ukazuje
obrazek 2.5. Plochu F zde nahradime rozdilem dvou kruhovych vyseci o spolecném stiedu R
a polomérech |RA| a |RB|. Tuto aproximovanou plochu ozna¢ime F,. Potom mame

, R Fa
pro= L T 28)

*T 2(? — ) ma?

Poloméry |RA| a |RB| ziskdme nésledujici cestou. Oznaéme K patu vysky na stranu AB
v trojihelniku ASB. Tim dostaneme dva pravouhlé trojihelniky RSK a SBK. Vyuzitim
goniometrickych funkci v trojuhelniku RSK muzeme spocitat délky usecek RK a SK.

11



2. DVA SOUSTREDNE KRUHY 2.2. Kruh a vnéjsi mezikruzi

Usetka K B je odvésnou v trojihelniku SBK, jeji délku tedy dopoéteme pomoci Pythagorovy
vety. Timto postupem dostdavame

|IRK|=vcos¢, |SK|=wvsing, |KB|=1/a?—v?sin’¢.

Obrazek 2.5: Aproximace plochy F — kruhové vysece.

Ziejme plati
|[RB| = |RK|+|KB|,  |RA|=|RK|-|AK],

kde |AK| = |K B|, nebot trojuhelnik ASB je rovnoramenny. Mame tedy

|RB| = vcos ¢ + 1/a? — v2sin’¢, |RA| = vcos ¢ — y/a? — v2sin®¢.

Obsah F, je

2 2
|Fo| = [(v cos ¢ + 1/ a? — v? sin2gb> - <v cos ¢ — 1/ a? — v? sin%) ] %
= 2vcospy/a? — v2sin’p do.

Po dosazeni do (2.8) dostaneme

. 2rmvdv 2vcos¢/a? —v? sin¢ do¢
5 .

pve = (0% — a?) Ta

Oznacime-li Fy¢ sdruzenou distribucni funkci nahodnych velicin V, ® a fy¢ jejich hustotu,
potom plati

pve = Fve(v+dv, ¢ + do) — Fve(v + dv, ¢) — Fye(v, ¢ + do) + Fre(v, ¢),

o azFVCD('UaCb) _ bve 4
fre(v:0) = =5 55— = dvds Ta2(1? — a?)

v?cos ¢ \/a? — v2sin?ep.

12



2. DVA SOUSTREDNE KRUHY 2.2. Kruh a vnéjsi mezikruzi

Necht Z* znaéi vzdalenost bodt R, P. Soustfedime se nyni na podminénou stfedni hodnotu Z*
pii pevnych hodnotach V = v, ® = ¢, tj. nejbliz§im cilem je vypocet

E[Z*|V = v, ® = ¢].

Za timto ucelem budeme potiebovat jesté hrubsi aproximaci plochy F, kterou ukazuje obra-
zek 2.6. Uvazujme tedy misto kruhovych vyseéi RAA" a RBB' pravoihlé trojihelniky s pra-
vymi thly pii vrcholech A a B, pticemz zachovame velikost uhlu d¢ a vzdalenosti |RK]|,
|RA|, |RB|, zatimco vzdalenosti |RA'| a |RB'| se zméni, stejné jako |AA'| a |BB'|.

B’ /_\

Y
B
d¢ AT K B’
d¢
Al
R R A K B X

Obrazek 2.6: Aproximace plochy F, — pravothlé trojuhelniky.

K vypoctu vyuZijeme analytickou geometrii v roviné. Bud R pocdtkem kartézské sousta-
vy soutadnic, kde osa z prochézi tiseckou RB (viz obrazek 2.6). Ozna¢me jesté z-ovou,
resp. y-ovou souradnici daného bodu nebo vektoru v této soustavé symbolem x, resp.y s in-
dexem daného bodu nebo vektoru (napiiklad Az 4, y4]). Vzdalenost |AA’| nezndme, oznacéime
ji u. Soutadnice jednotlivych bodi jsou

R[0,0], Kvcosg,0],
Alvcosd — /a2 — v2sin?g, 0},

B |vcos ¢+ y/a? — v?sin’¢, O},
vecosd — \/a? — v2sin’g, u},

, v cos ¢ + y/a? — v2sin?
B'|vcos ¢ + 1/a? — v?sing, u ¢ ' qu
i veos ¢ — v/ a? — v?sin“g

(y-ové souifadnice bodu B’ vychézi z podobnosti trojtihelniki RAA’ a RBB'). Necht U je

bod o souradnicich [v cos ¢ + /a2 — v? sin® ,u}.

Bod P je nyni ndhodné volen v lichobézniku ABB’'A’. Jelikoz hleddme stiedni hodnotu

~

A

stac¢i pouze z-ova soutadnice T, tedy

E[Z*|V = v, ® = ¢] = 27

13



2. DVA SOUSTREDNE KRUHY 2.2. Kruh a vnéjsi mezikruzi

Rozdélme nas lichobéznik na obdélnik ABUA’ a pravotuhly trojuhelnik A’'UB’, jak ukazuje

nika ABUA’ lezi v jeho geometrickém stiedu. Tedy ziejmé
1

T =g (xa +xp) = vCOS P
BY
%‘
A 0 U

Obréazek 2.7: Tézisté trojuhelnika A'UB’.

délky téznice od stfedu prislusné strany trojuhelnika. Volﬁ téznici na stranu A'U trojihel-
nika A'UB’ (viz obrézek 2.7). Stied O této strany, vektor OB’ a tézisté Ty trojuhelnika A'UB’
maji po fadé z-ové souradnice

Ta + 2y
To = — = v COoS @,

_ _ /.2 2 o2
Tom = Tp —To = \/a®—visin o,

— 1 — ¢ 1 2 2'2¢
T, = xo—i—gxo?g,—vcos +3 a’ — v?sin“o.

Oznacime-li Sy, resp. Sy obsah obdélnika ABUA’, resp. trojuhelnika A’UB’, potom plati

S1 = u(zp—x4) =2u/a® — v2sin’p,
1 1 / 2u+\/a? — v? sin’¢
52 = —\y —Za)\Yp —Yu) = = <2 a,2 — U2 Sin2¢>
2( ) ) 2 veos ¢ — /a2 — v2sin¢

2u (a? — v?sin¢)
vcos ¢ — \/a? — v? sinzqﬁ.

Cely lichobéznik ma obsah

2uv cos ¢ /a? — v2sin’¢
vcos ¢ — \/a? — v? sin2¢.

Si+ S =

14



2. DVA SOUSTREDNE KRUHY 2.2. Kruh a vnéjsi mezikruzi

Sl Ty —|—SQ * Ty
Sy + 59

2 2 oin2
2uv cos ¢ \/a? — v2sin’¢ + (v cos ¢+ 3 v/a? —v? sin2¢> 2u(a”—v_sin ¢)

v cos ¢—\/a2—112 sin?¢

rr =

2uw cos ¢ /a2 —v2 sin?$

v cos qb—\/az —v2sin2¢
2 2 in2 2 2 a2
) a” — v°sin a” — v°sin
= wvcosp — \/a? — v2sin®p + — f + 3 ¢
a® — v?sin“o v Ccos ¢

3v? cos’¢ + a® — v¥sin’¢  4dv?cos’p +a? —v?  a? + v (4cos’P — 1)

3v cos ¢ 3v cos ¢ 3v cos ¢

Hledand podminénd stiedni hodnota je tudiz

a? + v*(4cos?p — 1)

E[Z*|V =v, & =¢] = ap = S0cos o

Stredni hodnotu Z* muzeme tedy pocitat nasledujicim zptsobem

b ry
EZ* :/ /_ E[Z*|V =v, ® = 9] fre(v, ¢)dopdo, (2.9)

kde y = arcsin ¢, nebot |SK| = vsing a zdroven 0 < [SK| < a. Tedy pro velikost thlu ¢
plati 0 < [¢| < arcsin 2. Po dosazeni do (2.9) dostaneme

4 b
EZ/f = — 2.1
3ra?(b? — a?) /a Jrodv, (2.10)
kde
Yy
Jp = / [a® +v*(4cos’p — 1)] /a2 — v2sin%¢ d¢.
—y

Zabyvejme se nejprve vnitinim integralem J;. Uzitim substituce asinf = vsin ¢ muzeme
tento integral prepsat do tvaru

VB

1
Ji = / a? cos?0 (a* + 3v? — 4a” sin®0) dé.

T v2 — a2 sin?0

Dosazenim tohoto vysledku do (2.10) a naslednou zaménou poradi integrace dostaneme

4 3
EZr = —— 2 2.11
32 — o) /_% Jo cos“0.do, (2.11)
kde
b 1
Joy = / v(a® + 3v* — 4a®sin®0) dv.
a v2 — a?sin’f

15



2. DVA SOUSTREDNE KRUHY 2.3. Dva sousttedné kruhy jako vézeny prumeér

Ve vnitinim integralu J, uzijeme substituci s = v/v2 — a?sin’f a mame

b2 —a? sin?0
Jy = / (a” cos?0 + 3s5?) ds = (b* — a* + 2a” cos?0) v/ b2 — a? sin%0 — 2a> cos®0.

cos 6

Po dosazeni do (2.11) muzeme tedy psat

EZ* = L) /2 cos?0 [(62 — a® + 2a” cos*0)V/ b2 — a?sin’0 — 2a® cos® } de
0

3m(b? —a?

(nebot integrand tohoto vyrazu je sudou funkef 6).

2.3 Dva soustredné kruhy jako vazeny priameér

Doposud jsme uvazovali vzddlenost Z* bodu R, P, kde R byl ndhodné voleny bod v mezi-
kruzi o sttedu S, vnitinim poloméru a a vnéjsim poloméru b. S vyuzitim EZ* chceme nyni
nalézt sttedni hodnotu vzdalenosti Z bodu @, P, kde @) je ndhodné voleny bod z celého
kruhu Cy. Pfipomenme, ze pro specialni piipad rovnosti poloméru K; a Ky jsme jiz EZ
spocetli predchozi metodou (viz (2.5)). Hledanou stfedni hodnotu Z pro a < b muzeme tedy
vyjadrit jako vazeny prumeér

£ — bzb_2a2 'EZ*+Z22' E[Z |azs]
= 37?62 /0’2’ cos?0 (b? — a® + 2a? cos?0 \/W 6 do — ;ilﬁ / cos’0 df + 111;8:;
= % /0% cos?0 (b* — a® + 2a® cos*0) Vb2 — a2sin0 df. (2.12)
Upravime integral (2.12) na tvar
EZ = WMHF?—;;M% (2.13)

kde
2 a2 bl a2
M, = / cos?04/1 — = sin%g dé, My = / cos*f /1 — 7 sin?6 dé.
0 0

Integraly My, My se daji vyjadrit pomoci eliptickych integralu. Oznatme K (%) a F (%)
po tfadé uplné Legendrovy eliptické integraly prvniho a druhého druhu. Pomoci softwaru
Wolfram Mathematica 6.0 ziskame

v (a* + %) E(%) + (a® — b*) K (%)
1 3(1,2 )
(3a* + 7a’0® — 2b") E(%) + 2 (3a" — 40V + b*) K (%)
15a* ’

M2:
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2. DVA SOUSTREDNE KRUHY 2.3. Dva sousttedné kruhy jako vézeny prumeér

Dosazenim do (2.13) dostaneme

a

EZ (a® + 14025 + bY) E<b) — (B — a®)(Ta? + b?) K(%)}

.8
~ 457a2b

Nasledujici tabulka udava takto spoctené hodnoty EZ pro vybrana a,b. Vzhledem k cetnym
aproximacim pfi vypoctu jsou zde pro srovnani uvedeny vysledky simulaci provedenych
v softwaru Wolfram Mathematica 6.0. Pro kazdou variantu bylo v tomto softwaru generovano
500000 dvojic ndhodnych bodi P, a nasledné spocitana jejich vzdélenost. V poslednim
sloupci tabulky je uveden vzdy vybérovy prumér téchto vzdalenosti a v zavorce za nim
prislusna vybérova smérodatna odchylka.

Varianta ¢. | a | b EZ Simulace
1 1| 1] 0.905415 | 0.905952 (0.424600)
2 1| 2| 1.457010 | 1.456345 (0.614979)
3 1| 3 | 2.082945 | 2.082500 (0.812181)
4 1|5 | 3.383250 | 3.386851 (1.245560)
5 1 |10 | 6.691656 | 6.696241 (2.390102)
6 2 | 3| 2326972 | 2.327373 (1.041293)
7 2 | 5| 3.531986 | 3.529668 (1.421227)
8 2 | 7| 4.809035 | 4.809207 (1.835244)
9 5 | 17]11.699648 | 11.702438 (4.480522)
10 1320 | 15.407573 | 15.406031 (6.859660)

Tabulka 2.1: Spoctené hodnoty EZ a vysledky simulaci pro vybrana a, b.

17



Kapitola 3

Dva disjunktni obdélniky

V této kapitole budeme uvazovat dva obdélniky a v kazdém z nich ndhodné a vzijemné
nezavisle voleny bod. Cil bude stejny jako v predchozi kapitole, tj. urcit stfedni hodnotu
vzdalenosti téchto dvou bodu. Zamétrime se pouze na piipad, kdy strany jednotlivych obdél-
niku jsou vzajemné rovnobézné. Dale budeme v celé kapitole predpokladat, ze se obdélniky
neptekryvaji. Metody vypoctu uvedené v této kapitole jsou prevzaté z ¢lanku [3].

A

Obrazek 3.1: Vzijemna poloha dvou obdélniku pro o« > 0, 3 > 0.

Na obrazku 3.1 je zavedeno nasledujici znaceni. Mame obdélniky O;, O,. Jejich stiedy S, S*
urcuji zdroven pocatky kartézskych soustav souradnic Oy, Oj.,.. Horizontdlni rozmeér Oy,
resp. Oy bud 2a, resp. 2a*, vertikdlni 2b, resp. 2b*. Déle R; a Ry jsou po fadé pravy dolni
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3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY

roh O; a levy horni roh O,. Stejné jako v predchozi kapitole zna¢ime xp, z-ovou soufadnici
bodu R; a obdobné u bodu Ry a ostatnich soutradnicovych os. Polozime

* * * *
& = TRy — TRy — TR, — TRy> ﬁ:le—szzle_sz-

Jde obecné o horizontalni a vertikalni vzdalenost nejblizsich rohu jednotlivych obdélniku.
Necht o* a 3* znaéi po fadé horizontalni a vertikdlni vzddlenost stiedi obdélniki. Uvazu-
jeme pouze piipad o* > 0, §* > 0. Zfejmé plati

o =a+a+a’, B*=p+0b+10".
V zavislosti na hodnotéch a a  rozlisime tii zakladni vzajemné polohy O; a Os:
L.a>0, >0,
2. a<0, >0,
3. >0, f<0.

Prvni moznost je uvedena na obrazku 3.1 a déle rozebirana v odstavci 3.1. Druha a tieti
moznost vypovidaji o tom, ze obdélniky lezi ¢astecné pod sebou nebo vedle sebe, coz uptes-
nime v odstavcich 3.2 a 3.3. Libovolna jind vzajemnd poloha obdélniku O; a O, se da
prevést na jednu z téchto moznosti pomoci osové soumeérnosti s jednou z vyse zavedenych
soutradnicovych os jakozto osy soumérnosti.

V O, volime nahodné bod P, v Oy bod P*. Zavedme nahodné veliciny X, Y, resp. X*, Y*
k vyjddieni soutadnic bodu P v O, resp. bodu P* v O}., .. Ndhodnd velicina Z necht
popisuje vzdélenost bodu P, P*.

Vzhledem k tomu, ze bod P je volen v O; nahodné, maji ndhodné veliciny X, Y rovnomeérné
rozdéleni po fadé na intervalech [—a, a], [—b, b]. Podobné uvazujeme o rozdéleni X* Y*.
Plati tedy

X ~ R[—a, a], Y ~ R[-b, b], X* ~ R[—-a", a*], Y* ~ R[-0", b"].
Tudiz hustoty velicin X, Y, X*, Y* maji po radé tvary
fx(x) =5, proz € [~a, a], fr(y) =g proye[-b,b],

fx«(z*) = = pro a* € [—a*, a*], fy+(y") = 5= proy* € [-b*, b*],

mimo tyto intervaly jsou nulové. Nahodné veliciny X, Y, X*, Y* jsou nezavislé, jejich
sdruzena hustota je proto soucinem marginalnich. Méame tedy
1
r,y, ", y") = ———— prozx € |—a, al, y € [=b, b|, ¥ € [—a", a|, y* € |-b", b
fl2,y,2%y") = qpr P [ I, y [0, b] [ Ly el ]

Na obrazku 3.1 je vyznacen pravouhly trojuhelnik s preponou PP*, jejiz délku popisuje
nahodna velicina Z. Podle Pythagorovy véty plati

ZP=(a" = X+ X+ (B +Y -V (3.1)
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3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY 3.1. Rozdéleni Z proa>0a >0

3.1 Rozdéleni Z proa>0a 3>0

Zde uvedeme dvé metody. Prvni z nich je tzv. primd a zahrnuje transformaci funkce ¢tyr
proménnych, zatimco druha je tzv. neprimd a jde postupné o dvé transformace funkci dvou
proménnych.

Pifima metoda

Uvazujme transformaci ¢t = (1, to, t3,t4), kde

t: U= (" —X+XP2+(+Y -V

ty: Uy = (" — X + X*)?, (3.2)
t3: Us=X,
ty: U =Y.
Potom
U, =72 (3.3)

Polozime-li
G= {(xvyvx*ay*)7 —a S x S a, —b S ) S ba —CL* S ZZ'* S CL*, _b* S y* S b*}a (34)
hustota ndhodného vektoru (XY, X* Y™) je

* k) 1 * ok
f($7y7x7y)_16aba*b* pro <x7y7x7y)€G

a 0 jinak. Zrejmé [, f(z,y,2*,y*) de dy da* dy* = 1. Zobrazeni t je prosté, nebot plati
o' —z+1" = at+(a—z)+(a"+2") >0 Vze€[—a,al, V2" € [—-a", a’],

Ozna¢me T = (71, T2, T3, 74) inverzni transformaci k . Potom mame

7. X =Us,
o Y = Uy, (3.5)
3 X*=—a*+ U, + Us, ‘
T4 - Y+ :ﬂ*—\/Ul —U2+U4.
Podle véty o transformaci mé ndhodny vektor U = (Uy, Uy, Us, Uy) hustotu
_ | fIr()] - [Dr(w)| pro u € ¢(G),
g(u) = { 0 jinak, (3.6)
kde D,(u) je jakobian zobrazeni 7 v bodé u. Podle jeho definice dostaneme
O () --- IT(q
D(T177—27T37T4> BU1.( ) 8u4( )
Di(u) = Dluy. 1.0 u)(u):det : .
1, W2, W3, g T -
gr(u) o gi(u)
0 0 10
0 0 0 1 1
= det 0 10 |=
2tz 4y/us(uy — ug)
1 1 01

_2\/u1—u2 2v/u1—uz
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3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY 3.1. Rozdéleni Z proa>0a >0

Pro vyjadieni hustoty U nam jesté chybi ¢(G), tj. chceme vyjadiit meze pro (uy, us, us, uyg)
na zakladé mezi pro (z,y, z*,y*). Vyjdeme z jednotlivych vztahu transformace 7 za predpo-
kladu (z,y,z*,y*) € G (viz (3.4) a (3.5)). Plati

—a <<
a_x_a} = —a<uz<a, (3.7)
T = Uug
b <y<
bsysblo o<, (3.8)
Y= Uy
= at+a<Jus+us < a+a+2a”, (3.9)

Yy =" — U — ug + ug

Mnozina t(G) tedy vypada takto

= ﬁ—i—bS\/ul—Ug—’lMSﬁ—l—b—l—Qb*. (310)

t(G) = {(ur,ug,uz,uq); —a<uz<a, —b<us <b ata<Jug+uz<a+a+t2ad,
B+b<Vuy —uy—ug < B +b+ 20"}
Ozna¢me 1) = 64 aba*b*. Dosazenim do (3.6) dostaneme
1

g(u1, up, uz, ug) = pro (uy, ug, us, ug) € t(G)
(0 U2(U1 - U2)

a 0 jinak.

Nejblizsim cilem je nyni integrace g(uq,us, us, uys) podle uz, abychom dostali sdruzenou hus-
totu velicin Uy, Us, Uy, tj. chceme vyjadrit g(uq,us, us). Oznacme dolni, resp. horni mez
integrace podle ug jako d(us), resp. h(us), a dale restrikci mnoziny ¢(G) na vektor (uq, us, u4)
jako t(G)|(uy,us,ua)- Z nerovnosti (3.7) a (3.9) odvodime jednak hodnoty d(us), h(us), jednak
nerovnost podstatnou pro vyjadieni £(G)|(u, ug,u.)- Plati
d(uz) = max{—a, a + a — Jus }, h(uz) = min{a, o+ a + 2a* — /uy },

a<a+t+a—u3 < Jus<at+a+2a —u; <a+2a+2a. (3.11)

Tedy

()| ugug) = L(ur,ug,uq); —b <uy < b, o < Juy < o+ 2a+ 2a,
B+b<Vuy —uy —ug < B +b+20"}
a pro (uy, g, ts) € t(G)|(u; us,us) MiZeme obecné psat

h(u3)
g(uh U2,U4) = / Q(U17U2, U37U4) dus = (h(u3) - d(u3)) 'Q(Uh U, U37U4)|u36[d(u3),h(u3)}7
d(us3)

(3.12)
nebot g(uy, ug, us, uy) je konstantni vzhledem k us € [d(u3), h(uz)]. V zévislosti na hodnotéch
vyraziu —a, a, a+a— \/uz, a+a+2a* —/uz se ndm vypocet g(uy, us, uy) rozpadd do ctyt
moznosti:
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3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY 3.1. Rozdéleni Z proa>0a >0

1.
—a<a+a— /uy dlug) = a+a =iy
a<a+a+2a* —/uy = Plus) =a
= 2 uy < (@ + 2min{a, a*})?
Z nerovnosti (3.11) navic vime, ze uy > .
2. (us)
d(uz) = a+a —/uy
g < _
L };‘ Wug) = a+a+20" = \/iy
= V2 (a+2a%)? < uy < (o + 2a)?
3.
—a2a+a—\/u_2 d(Ug,):—CL
a<a+a+2a" -\ uy =4 hlus) =a
= ? (o +2a)% < uy < (a + 2a*)?
4.

d(uz) = —a
h(us) = a +a+ 2a* — \/uy
uy > (o + 2max{a, a*})?

—a > a+a— /us N
a>a+a+2a" —\/up

Z nerovnosti (3.11) navic vime, ze uy < (a + 2a + 2a*)2.

Vsimnéme si, ze pro a < a*, resp. a > a* nemusime uvazovat druhou, resp. tieti z vyse
uvedenych moZnosti, nebot v téchto piipadech je dolni mez pro wu, vétsi nez mez horni.
Postupnym dosazenim téchto moznosti do (3.12) méame pro (uy, ug, %) € t(G)|(uyuzuy) DA~
sledujici tvar hledané hustoty
(2 bro a? < uy < (a+ 2min{a, a*})?,
P/ u2(ur—uz)
2min{a,a*}

P/ u2(u1—u2)

pro (a + 2min{a,a*})? < uy < (a + 2max{a, a*})?,

g(u17 Ua, U4) -

%\/%f pro (o +2max{a,a*})? < uy < (a + 2a + 2a*)?,

0 jinak.

\

Déle chceme integrovat g(uy,ug, us) podle uy a ziskat tak sdruzenou hustotu velicin Uy, Us,
tj. g(uy,us). Pouzijeme obdobné znaceni jako v predchozim odstavci; d(uy), resp. h(uy)
a t(G)|(u, up) bude znacit po fadé dolni, resp. horni mez integrace a restrikci mnoziny ¢(G)
na vektor (uy,us). Z nerovnosti (3.8) a (3.10) dostaneme

d(uy) = max{—b, Vu; —us — 5 —b—2b"}, h(ug) = min{b, vu; —us — 5 — b},

BLB4+b+us<Vur—us <F+b+2b" +uy <[+ 20+ 20" (3.13)
Odtud

(G)| (o) = {(u1,u2); @ < Vup < a4 2a+2a", < Vuy —up < 3420+ 20"}
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3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY 3.1. Rozdéleni Z proa>0a >0

a pro (u1,u2) € UG) | u,) Plati

h(u4)
g(ula u2) = / g(ula U2, U4) dU4 = (h(U4) - d(U4)) : g(ula Ug, U4) |U4€[d(u4)7h(u4)]’ (314)
d(ua)

nebot g(uy,ug,us) je konstantni vzhledem k wuy € [d(uy), h(u4)]. Porovnanim hodnot vy-
razi —b, b, \Ju; —us — [ —b—2b*, Ju; —us —  — b mame nasledujici moznosti:
1.
< Vup —ug — ﬁ—b—Qb*}j h(u4):V —us—f—b—2b

b
( )—b
bs v —u—f=b wr — g > (B + 2max{b, b})?

Z nerovnosti (3.13) navic vime, ze u; — up < (3 + 20+ 2b*)2.

2.
- — U — 3 —b— 2" d(us) = ur —uz — 5 —b—2b"
B el BRI RN P
S (8 +26") < us —up < (B +2b)°
3.
i I g S i
bgm_ﬂ—b (ﬂ+2b)2§U1—U2<(ﬂ—|—2b*)2
4,

" d(U4):_b
—b>Jui—us—B—b—2b };5 h(us) = Jur —uz — 3 — b
b> v~ — b w1 — 1y < (8 + 2mingb, b}’

Z nerovnosti (3.13) navic vime, ze u; — uy > 32

Pro b < b*, resp. b > b* nemusime uvazovat druhou, resp. tieti z vyse uvedenych moznosti,

nebot v téchto pifpadech je dolni mez pro u; — up v&tsi nez mez horni. Shrnutim téchto
moznosti dostaneme

( Vur —uy — f3 pro 32 < uy — up < (B + 2min{b, b*})?,
2 min{b, b*} pro (B + 2min{b, b*})? < uy — uy

< (B +2max{b, b*})?,

h(ug) — d(us) =

B+ 2b+ 2b* — \/u; — uy pro (3 + 2max{b, b*}z)2 < Uy — Us
< (B+2b+ 26",

L 0 jinak.
Zapis déle zjednodusime znacenim

A =a? Ay = (a+2min{a,a*})?, Az = (a+2max{a,a*})? As=(a+ 2a+ 2a*)?
= (3% By=(8+2min{b,b*})?, Bs = (0+2max{b,b*})?, By= (8+2b+ 2b*)>

(3.15)
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3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY 3.1. Rozdéleni Z proa>0a >0

Ziejme plati
Ay <Ay < Az < Ay, By < By < B3 < By.
Toto znaceni tedy zohlednuje usporadani meznich hodnot intervalt pro wuy, resp. pro u; — us

podle velikosti. Hledanou hustotu g(uy, us) dostaneme dosazenim jednotlivych tvartu vyrazu
h(us) — d(us) a hustoty g(uy, U2, Us)|usefd(ue),nua)) do (3.14). Dojdeme k vysledku

( (Vuz—o)(Vui—uz2—0) pro Al S Uo S AQ, Bl S Uy — U S BQ? (1)
¥/ u2(u1—usg)

(Vuz—a)(2 min{b,b*})
¥/ ua (u1—us)

pro A; <uy < Ay, By <wuy —up < Bs, (2)

(/T —0) (B+2b-+2b" — /i =iz )
) \/uz (u1—u2)

pro Ay <uy < Ay, By <wuy —uy < By, (3)

= miniia\’;:)(ili;;rﬁ) pro Ay <up < Az, By <up—ux < By, (4)

(2min{a,a*})(2 min{b,b*})
W /(1 —us)

pro Ay <wuy < Az, By <wuy —uy < B, (5)

g(ur, ug) =
(2min{a,a*}) (6426420 —\/ui—uz )
W\ ua (w1 —uz)

pro Ay <wuy < Az, By <wuy —ug < By, (6)

(a+2a+2a* —/uz )(v/ur—u2—p0)
Y \/U2(u1—u2)

pro As <wuy < Ay, By <wuy —uy < By, (7)

(ot 020" -z ) @ mind)5"}) pro As <wuy < Ay, By <wuy —uy < B, (8)
W \/uz(u1—us)

(a+2a+2a*_ﬁ)(beH)b*_M) pro As <wuy < Ay, By <uy —uy < By, (9)
ua (U1 —us

L 0 jinak.
(3.16)

Hustota g(u,us) mé tudiz svaj specificky nenulovy tvar pro kazdou z deviti oblasti, které
jsou znazornény na obrazku 3.2 nize a jsou po fadé oznaceny symboly o1, ..., 0g.

Dalsim dil¢im cilem bude vyjadieni hustoty g(u1) ndhodné veliciny Uy, tzn. integrace hustoty
g(uq, ug) podle uy. Za timto tcelem nejprve odvodime tvar primitivni funkece k funkei g(uq, ug)

vzhledem k proménné us, a to na jednotlivych deviti oblastech zvlast. Pro i = 1,...,9
polozme
) . g<u17u2> pro (Ul,U,Q) c 0,
gi(w, u2) - = { 0 jinak,

Gi(ulau2) = /gi(u1>u2)du2-

24



3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY 3.1. Rozdéleni Z proa>0a >0

u2 u1 =uz+ B2
A %
u1:u2+B1/ u1 =uz2-+ B3 ul1=u2+By
s s s
Ay Z 7/7 J - S
% % %
s 7 s v
/07 /08 4 09 4
s %
s s/
As A 4
s S /
s o4/ 05 / 06 /
A P A
Al oz o2, T o
0 > u1
Obrézek 3.2: Jednotlivé oblasti pro (uq, us).
Proi=1,...,9 lze nenulovou ¢ést g;(uy, us) vyjadiit ve tvaru

pro (uy,us) € o;,

1
gi(ur, uz) = ¥ (R + 5 \/_ \/m \/ﬂ)

kde R;, S;, T;, W; jsou konstanty pro kazdé ¢ = 1,...,9. Jednotlivé funkce ¢;, 7 = 1,...,9
se tedy lisi pouze témito konstantami, jejichz hodnoty udava tabulka 3.1. Pro pfislusné
primitivni funkce plati

1 dUQ du2 dUQ
G (u, /d +S/ +Tz/7+Wi/—’
(u1 UQ) ¢ < Uz Ul — Usg Uz(ul - u2)

kdei=1,...,9.

v R S T; Wi

111 —x -0 af

2| 0 0 2 min{b, b*} —2amin{b, b*}

30 -1 a B+ 2b + 2b* —a(B + 2b + 2b%)
410 2min{a, a*} 0 —2f min{a, a*}

510 0 0 4min{a, a*} min{b, b*}

6| 0 | —2min{a,a*} 0 2min{a,a*} (8 + 2b+ 2b*)
7| -1| a+2a+2a* B —B(a+ 2a + 2a*)

81 0 0 —2min{b,b*} | 2min{b,b*}(a + 2a + 2a*)
90 1 | —(a+2a+2a*) | —(6+42b+2b") | (a4 2a + 2a*)(3 + 2b + 2b*)

Tabulka 3.1: Konstanty R;, S;, T;, W;, e =1,...,9.

Ziejmé
dUQ

/dUQ:UQ, \/—_—2\/_2, /m 2\/u1—u2.
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3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY 3.1. Rozdéleni Z proa>0a >0

Pro vypocet [ \/ﬁ dus pouzijeme substituci v = arccos , /;‘—f. Dostaneme

/L = /(—2) dv = —2arccos1/%.
us(uy — usg) (4

Odtud proi =1,...,9 mame

1 /
Gi(ul,u2):— <Ri-U2+25i~\/u2—2Ti~vu1—u2—2Wi~arccos %) (317)
1

(8
Zname-li tyto primitivni funkce, k vyjadreni g(u;) staci rozdeélit interval (A; + By, Ay + By)
na 15 diléich podintervalu, jak ukazuje obrazek 3.3, a spocitat prislusny tvar g(u;) na kazdém
z nich zvlast.

1:'2 u1 =u2-+ B2
A
u1 = U2 B1 w1 =wuz2-+4 B3 w1 =wu2+By
/
y / /
Ay A e - - 4
/ / /
s v
/
/07 o a9 4
s v
A 71 s v
As 1 O P o I B
IV /
/)04 05| / 06 /
ol |4 L L
A oty o2l | o3 ||
0 A A > u1l
A1+ By As+ By

A2+ B2 A3+ B
Obrazek 3.3: Jednotlivé oblasti pro (uq, uz).

Obecné vyjadieni této hustoty vsak nepotiebujeme, proto uvedeme jen pifklad vypoctu
g(uy) pro uy € (Ay + By, A3 + By) za predpokladu, ze hodnoty A;, B;, i,j = 1,...,4
odpovidaji obrazku 3.3, a tim i pfisluSnému déleni na podintervaly. V tomto specialnim
pripadé vyuzijeme vySe spoctené primitivni funkce Gao(uy, us), Gy4(uy, us), Gs(uy, us), pricemz
meze integrace vycteme z obrazku 3.3. Pro u; € (A + B, A3 + By) tedy plati

g(u1) = [Ga(ur, u9)[5? + [Gs(ur, )5, + [Galur, uo) 3 5! (3.18)

u1—Bs2*

Podobné bychom postupovali na ostatnich podintervalech.

Nynf potfebujeme vypocitat hustotu f(z) ndhodné veliciny Z. Z predchoziho vime, ze U; = Z?
(viz (3.3)). Pii znamé hustoté g(uy) staci tedy pouzit transformaci

t: Z=+/Uy ajejiinverzi 7: U = Z°. (3.19)
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3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY 3.1. Rozdéleni Z proa>0a >0

Dostaneme

£(z) = glr(2)) - ID-(=)| = 22 - g[r(=)] pro = € (VA1 + By, VA + By )

a f(z) = 0 jinak.

Dosadime-li do speciélniho pfipadu (3.18), potom pro z € (\/Ag + By, VAs + Bl) mame

9T (2)] = [Ga(7(2), u) 42 + [Gs(7(2), ua) i, ™ + [Ga(r(2), u2) 223

kde obecné
1 /
Gi(1(2),us) = @ (Ri cug 4285 -\ ug —2T; - /2% — ug — 2W; - arccos u_;) (3.20)
z
pro i = 1,...,9. Timto zpusobem bychom mohli spocitat f(z) i pro ostatni podintervaly

intervalu (\/Al + Bl, \/A4 + B4 ) .

Cilem vsak neni samotnd hustota f(z), ale stfedni hodnota ndhodné veli¢iny Z, pro kterou

lati
R [ sierte 2 [ apona =2 [ 2 ( [ o

Podle Fubiniovy véty mame

9
EZ = 2/ 22 g[7(2), us] d(us, 2), kde O = Uoi.
o

1=1

V ptipadé mnoziny O jde ziejmé o disjunktni sjednoceni oblasti o;, 2 = 1,...,9, proto mu-
zeme na uvedeny integral pohlizet jako na soucet

9
e2 =23 [ #glr(e),us)dlus, ).
i=1 v %
Nyni opét vyuzijeme Fubiniovu vétu a dostaneme

Ezzzg /R 2 ( /R gilr(2), us] du2) dz.

Nejprve se budeme zabyvat vnitfnimi integraly. Pro ¢ = 1,...,9 ozna¢me

Ki(2) = /R Gil7(2), us] dug. (3.21)
Potom tedy

EZ = 22/% Ki(z)dz. (3.22)
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3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY 3.1. Rozdéleni Z proa>0a >0

Primitivni funkce G;(7(z),us) k funkeim g¢;[7(2), us] podle uqg, i = 1,...,9 mame k dispozici
(viz (3.20)) a pro jednoduchost zépisu je nadale budeme znacit pouze G;, i = 1,...,9. Staci
tedy urcit ptislusné meze integrace podle us.

Jednotlivé oblasti 0;, t = 1,...,9, jsou ziejmé rovnobézniky. Soufadnice jejich vrcholu muze-
me popsat pomoci vertikdlniho indexu j € {0,1,2} a horizontalniho indexu k € {1,2,3}
(viz obrézek 3.4), pricemz ¢ = 3j + k pokryje pro vSechny mozné kombinace hodnot j, k
celou indexovou mnozinu {1, ..., 9}. V tomto znaceni maji vrcholy rovnobéznika o3, po fadé
ui-soufadnice Aji1 + By, Ajy1+ Bry1, Ajio+ By, Ajpo + By, a to pro viechna j = 0,1, 2,
k=123

u2 u1 =uz2+ B2
A /
u1:u2+31/ u1 =u2-+ B3 u1 =u2-+DBy
/ / /
Ay s s L
s 7 /
s 7 s v
/o7 /08 / 09 / j=2
s 7 /
s 7 s /
As L L S L
{)4 /Or 4 06 4 =1
s Ty / 7=
ﬁi /%1/:4127:7*7037777 T Ti=o
0 > uy
/ / / /
k=1 k=2 k=3

Obrézek 3.4: Oblasti o34, j =0,1,2, k = 1,2, 3.

Pro vypocet integrali (3.21) je podstatné rozlisit dva typy rovnobézniku, jak ukazuje obra-
zek 3.5. Varianta (a) zde zndzoriuje rovnobéznik os; 1y, pro ktery (A 1o+ By) < (Aj11+Bit1),
zatimco varianta (b) ukazuje ptipad s opaénou nerovnosti.

a) b)

up=22—B), uzx=22 —Bry1

uz==~A; 2=

y/
us =22 —By, u2:z2—3k+1
u2:Aj+2= 1 /
uz=2A;j11 uz=Aj11 /
22=A;j11+|Bk 22=Aj 2 Brt1 22=Aj11+Bx 32=Aj12+Brt1
Y Y Y
22=Aj(2+B 22=Aj11+Brt+1 22=Aj11+Bry1 z22=Aj12+By

Obrézek 3.5: Dva mozné typy oblasti o344, j =0,1,2, k = 1,2, 3.
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3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY 3.1. Rozdéleni Z proa>0a >0

Pouzijme jesté znaceni Ké?lk(z), resp. K?(,?)Jrk(z) pro integral Ks; (2) v oblasti 03,4 typu (a),

resp. typu (b), j = 0,1,2, k = 1,2, 3. Obrazek 3.5 ukazuje, ze v obou téchto pripadech musime
piislusny interval pro z rozdélit na tii diléf podintervaly a na kazdém z nich zv14st urcit meze
integrace podle us. Pro j =0,1,2, k = 1,2, 3 vychéazi

( [ng_,_k]ZQ_Bk pro z € (\/Aj+1 + Bk, \/Aj+2 + Bk ),

Ajp

[G3j+k]AH2 pro z € (\/Aji2 + By, \/Aj11 + Bit1 ),

(a) Ait1
K3iin(2) = ., (3.23)
[G3j+k]z2]i23k+1 pro z € (\/Aj+1 + By, \/Aj+2 + Bit1 ),
L 0 jinak,
( 22_
[G3j+k]Aj+1Bk pro z € (\/Aj+l + By, /Ajr1 + Bra ),

[G3j+k]Z2_Bk pro z € (\/Aji1 + Bit1,/Ajr2 + Bi),

22—-B
b k+1
K, (2) = (3.24)
A
[G3j+k]z2]i23k+1 pro z € (\/Aj+2 + By, \/Aj+2 + B ),
0 jinak.

\

Dosazenim do (3.22) dostaneme pro j =0,1,2, k =1,2,3

2 3

EZ = 222/ 2 Ky;4(2) dz,
R

§=0 k=1

K(a)

sj+k(2) Pro (Ajpa + By) < (Aji1 + Biia),

Ksje(2) =

K®

3j+k(z) pro (Ajyo+ Bi) > (Aj11 + Biy).

S vyuzitim vysledku (3.23), (3.24) méme

o (a) v/ Aj+2+DBi ) 2 v/ Aj+1+Br 1 ) A
_ - j+2
2Kyl (2)dz = 22 (Gl " dz+ 27 [Gsjpil 2 dz
J J+1 J+1
v Aj+1+Bg v/ Aj+2+Bg
v/ Aj+2+Brt1 ) A
o
+ / V4 [G3j+k]22J—Bk+1 dZ’ (325)
vV Aj+1+Br41

vV Aj+1+Brt1 2 p \/Aj+2+By 2 g
/ ATk dz+/ z

2 2 k
2" [Gsjinl s, 2 [Gsjnl o dz
v/ Aj+1+By T A v/ Aj+1+Bria TR B
[ e, a (3.26)
+ z 3i4klg Z. 3.26
Nzveeeain T B

b
/zzKéj)Jrk(z) dz =
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3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY 3.1. Rozdéleni Z proa>0a >0

EZ je tedy souctem 27 integrali. Mezi nimi se vSak vyskytuji pouze nasledujici ¢tyfi typy

. f 2 [Gygenly 7 da,

J+1

L f G3j+k A Jj dZ

y (3.27)
o f G3j+k 2Jj23k+1 dZ,
L4 f G3J+k 2 gk dz,

kde g,h € {\/Ajs1 + Br, /Ajr2 + Bis JAjr1+ Big1, JAjra+ Bigr | aopét j =0,1,2,
k = 1,2,3, pricemz v ramci kazdého takového integrdlu je ¢ < h. Po jejich rozepsani
dostaneme

(T(2), 2% = By) dz — [I" 22 Gy (7(2), Ajr) dz,
(T(2), Ajpa) dz — [ 22 Gy ((2), A ) dz,

o [ 22 Gayin(r(2), Ajia) dz — [ 2 Gy (7(2), 2% — Biyr) dz,
(7(2)

° fgh 22 G (7(2), 2% — Bk) dz — fgh 22 Gajik (T(z), P Bk+1) dz.

(3.28)

Odtud je vidét, ze staci vytesit dva typy integrall, a to
h h
Ll(j> k‘,g,h,c) = / Z2 G3j+k(7—(z)az2 _02) dZ, L2(j> k?.gahad) = / 22 G3j+k(7-(z)>d2) dZ,
g g

kde ¢ € {V/Bi,v/Bi1}, d € {\/Ajz1,\/Ajs2}, 5 =10,1,2, k = 1,2,3 (g,h viz vyse).
Nahlédnutim zpét do (3.25), (3.26) muzeme ovéfit, ze u kazdého integrélu typu Ly, resp. Lo
je ¢ < g, resp. d < g, coz budeme potiebovat pozdéji. Dosadime podle (3.20) a po snadnych
upravach dostaneme

Li(j,k,g9,h,c) = ¢/ <R3J+k (22 =)+ 28358 V22 — 2 —2c-Tapn

22 _ 2
— 2Ws,j 4y - arccos = dz

Ra; c
R (RS — %) — % (¢ Ryjun + 2 T0) (B — ¢°)

v 5 3
h h 22 _ 2
+2850k | 22V22—c2dz—2 W3j+k/ 2% arccos —dz |,
z
g g
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3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY 3.1. Rozdéleni Z proa>0a >0

1 h
Ly(j, k, g, h,d) = E/ 2 <d2 “Rajyp +2d - Ssjpp — 215515 - V22— d?
g

d
—2Wsj1p - arccos —) dz

z

1]d
= {g (d R, + 2 Szjan) (0 — %)

h h
d
—2T3j+k/ z2\/22—d2dz—2W3j+k/ zQarccos;dz].
9 9

Oznacime-li

h 22 _ 2

Mi(g,h,c) = / 22 arccos — dz, (3.29)
2
v )
Ms(g,h,d) = / 22 arccos;dz, (3.30)
9
h
Ms(g,h,c) = / V22— c2dz, (3.31)
g
potom mame
- _ L By 5 5 ¢ 3 3
Li(j,k,g,h,c) = ” — ("= 9%) = 5 (c Ry + 2T550) (17 = g°)
+2 8348 - M3(g, h,c) = 2Wsjpp - Mi(g, b, 0)]7
‘ 11d 3 _ 3
L2(]> k?.gvhad) - @ g(dR?)j—i-k“‘QS?,j-i-k) (h' -9 )

- 2T3j+k : M3(ga ha d) —2 W3j+k ' MQ(ga ha d):|

a postupnym dosazenim do (3.28) a (3.27) dostaneme pro integraly (3.25) a (3.26) vyjadreni

2K (2)dz = Ly (j, k. /A1 + Be, /A2 + B, VBr)
— Ly (4, ky /Aji1 + Bi, /Ajra + Brs /Aji1)
+ Lo (j, k. \/Ajr2 + B, \/Ajr1 + Bu /Aji2)
— Lo (j, By \/Ajs2 + Bro /Aji1 + By, /A1)
+ Lo (j, k. /Aj1 + Bt V/Aj2 + Bt /A2
— Ly (j, k, /Ajs1 + Bi1, \/Ajr2 + B, VBir ),
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3. DVA DISJUNKTNI OBDELNIKY 3.1. Rozdéleni Z proa>0a >0

2R, (2)dz = Ly (j, k. /Aje1 + Bro /A1 + Bira, VBr)
— Ly (4, k, v/ Ajs1 + Brs \/Aj1 + Bisa, /Aj1)
+ Ly (4, k, /Aji1 + Bis1, /Aji2 + B, vBy,)
— Ly (j, ks /Aji1 + Big1, VAjr2 + Bi, /Bjs1 )
(7
(U

+ Ly (4, k, /Ajy2 + B, /Ajsa + Brs1,\/Ajs2)
k,\/Ajs2 + Bi, /Aj12 + Bey1, VBit ).

— I

Integraly (3.29), (3.30), (3.31) spocteme bud ruéné (viz dodatek A) nebo pomoci softwaru
Wolfram Mathematica 6.0, ve kterém lze naprogramovat cely vyse uvedeny vypocetni postup.
Jeho vysledky pro vybrané hodnoty vektoru (a, b, a*, b*, a;, ) jsou uvedeny v tabulce 3.2
ve sloupci EZ. Pro srovnani muzeme jednak spocitat vzdalenosti sttedu danych obdélniku
podle vzorce

V()2 4+ (62 = (a+a+a*)?+ (B+b+b*)2 (viz sloupec Odhad tabulky 3.2),

jednak na zakladé konkrétnich hodnot a, b, a*, b*, o, # simulovat hodnoty nahodnych veli-
¢in X, Y, X*, Y* anésledné spocitat piislusnou vzdalenost bodua P[X, Y], P*[X* Y*] podle
vzorce

Vi =X+ X924 +Y Y2 =\/(atat+a — X+ X2+ (B+b+b +Y —Y*)2

Sloupec Simulace tabulky 3.2 udava vysledky simulaci v softwaru Wolfram Mathematica 6.0,
pricemz pro kazdou variantu zde bylo generovano 1000000 dvojic ndhodnych bodu P, P*.
V tabulce je uveden vzdy vybérovy prumeér vzdalenosti téchto bodu a v zdvorce za nim
piislusna vybérova smérodatna odchylka.

@‘

(a, b, a*, b*, o, B) | EZ Odhad Simulace

2.94712 | 2.82843 | 2.94661 (0.80382
4.32136 | 4.24264 | 4.32099 (0.81319
5.06679 | 5.00000 | 5.06586 (0.81313

)

oz

4.43929 | 4.24264 | 4.44027 (1.27254)
( )

( )

( )

R b
DO =
W N NN
N NN = =
HH}—‘:O}—‘HO
I—‘l\D)—‘O[\.’)I—‘O\»

) Y )

5.80402 | 5.65685 | 5.80235 (1.28203
6.53325 | 6.40312 | 6.53085 (1.28412
8.86667 | 8.60233 | 8.86506 (2.32278

— N N

Tabulka 3.2: Spoctené hodnoty EZ v porovnani se vzdalenostmi stiedu obdélniku a vysledky
simulaci pro vybrana a, b, a*, b*, «a, (.

Vidime, ze vzdalenost stfedu obdélniku je ve vSech pripadech mensi nez stfedni hodnota
vzdalenosti nahodné volenych bodu v téchto obdélnikach, tento odhad tedy podhodnocuje EZ.
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Nepiima metoda

Zde uvedeme jiny postup k ziskdni sdruzené hustoty ndhodnych velicin Uy, U, na zakladé
znalosti rozdéleni ndhodnych velicin X, Y, X*, Y*.

Méjme transformaci r = (r1,72), kde

ri: Vi=a*— X+ X*,

.32
ro: Vo= X" (3.32)
Ptipomenme, ze X a X* jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rovnomérnym rozdélenim a ndhod-
ny vektor (X, X*) mé hustotu

1
f(x,x*):4aa* pro —a<z<a, —a*<z*<a

a 0 jinak. Bud p = (p1, p2) inverzni transformace k r. Potom plati
p1: X=Vo=Vi+a",
p2: X =V,
Podle véty o transformaci ma ndhodny vektor V' = (V1, V,) hustotu
q(v) = flp(v)] - |Dp(v)] pro —a—2a—a" <wvy—v; < —a—a",—a" <wvy <a" (3.33)
a 0 jinak. Symbol D,(v) zde znaé¢f jakobidn zobrazeni p v bodé v. Plati

%2.(v) 22 (0)

81)1 81)2 —
Do) = 20Pure) oy e :det( L 1):—1.
Pl 2(0) 42(0) 0

Dosadime do (3.33) a dostaneme sdruzenou hustotu velic¢in V;, V3

1
4aa*

q(v1,v9) = pro —a—2a—a" <vy—v; < —a—a*, —a* <wvy<a*

a 0 jinak. Integrovanim ¢(vy, v) podle vy ndm vyjde hustota ndhodné veli¢iny V;

1 min{vi —a—a*,a*}
q(v1) = /Q(U17U2)dv2: / dv,
R

*
daa max{vi —a—2a—a*, —a*}

( V11—«
4aa*

pro a < v; < a+ 2min{a, a*},
% pro @ + 2min{a,a*} < v; < a+ 2max{a,a*},
_ (3.34)

af2ate—t pro a + 2max{a,a*} < v < a+ 2a + 247,

L 0 jinak.
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Déle provedeme transformaci

s W1 ‘/1 (335)

p3: Vi=+W

a vypocteme hustotu p;(w;) ndhodné veliciny Wi. Plati

s inverzi

p1r(w1) = qlps(w1)] - [Dpy(w1)| = pro o < wiy < (a + 2a + 2a*)?

— - qlps(un)
NG qlp3\wy
a pi1(wy) = 0 jinak. Odtud a z vysledku (3.34) dostaneme

( /W1 —Q

S pro o < wy < (o + 2min{a, a*})?,
T;Z{% pro (a + 2min{a, a*})? < w; < (a + 2max{a,a*})?,
pi(wr) = (3.36)

2V pro (o + 2max{a, a"})? < wy < (0 + 20+ 2a")?,

0 jinak.

Stejnym zptsobem lze odvodit hustotu nahodné veliciny Wy = (3* +Y — Y*)2. Dojdeme
ke tvaru

( 8\17/1:?2\/_“}—62 pro 3? < wy < (B + 2min{b, b*})?,
11;2{% pro (8 + 2min{b, b*})* < wy < (B + 2max{b, b*})?,
pa(w2) = (3.37)

LR T pro (8 + 2max{b,b*})? < wy < (8 +2b+ 257,

0 jinak.

Veliciny Wy, W5 jsou nezavislé, jejich sdruzena hustota je tudiz sou¢inem marginalnich
p(wi, ws) = p1(wi) - pa(ws).

Vratme se zpét ke vztahu (3.1) a transformaci (3.2). Zfejmé plati

U1 Z —W1—|—W2 a UQIWl.

Nabizi se tedy transformace s = (s1, s5), pro kterou

St Ul :W1+W2,
So . U2 = Wl. (338)
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Jejl inverzi oznaéime o = (07, 09). Potom

o Wy =1Us,
09 . W2:U1_U2.

Z véty o transformaci ma sdruzend hustota velicin Uy, Us pro u = (uq, us) tvar

g(u) = plo(uw)] - [De(u)| = pilor(u)] - palos(u)]

pro « g o < (a+2a+2a*)?, %< u —uy < (B+2b+20*)% a g(u) = 0 jinak, nebot

02
[ Do ()]

Dosadime-li do tohoto vyjddfeni podle (3.36) a (3.37), potom za pouziti znaceni (3.15)
dostaneme naprosto stejny tvar hustoty g(u,us) jako v (3.16). Déle bychom postupovali
stejné, jak je popsano v piimé metodeé.

3.2 Rozdéleni Z proa<0a (>0

A
o, |
'b
I :

T A
ia*ly 1

0; i‘*":b*

W
.................... !

S*? ;*

Obréazek 3.6: Vzajemna poloha dvou obdélniku pro a < 0, 5 > 0.

Pro odvozeni hustoty ndhodné veli¢iny Z vyuzijeme opét vztah (3.1)
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Oproti odstavci 3.1 zde vSak narazime na nasledujici problém. Nahodna veli¢ina dana vzorcem
" =X+ X" =a+(a—X)+ (a"+X7)

muze pro o < 0 nabyvat jak kladnych, tak zapornych hodnot. Pti transformaci budeme tedy
muset rozlisit vice pripadu, aby byla splnéna podminka prostého zobrazeni. Pfima metoda
by zde byla z tohoto duvodu prili§ komplikovand, pouzijeme tedy metodu nepiimou, kde
najednou transformujeme pouze dvé proménné, nikoli ¢tyii jako v metodé primé.

Vypocet hustoty ¢(v;) ndhodné veliciny V; = a* — X + X* probiha stejné jako pro o > 0
(viz (3.34)). Dale potiebujeme vyjddiit hustotu p; ndhodné veliciny W, = V. Za timto
ucelem zavedeme dvé transformace (a jejich inverze) rozlisené podle znaménka Vi, mame
tedy

pro Vi >0 1y Wi=V2 ps: V=W,
pro Vi <0 rae: Wi =V72  pa: Vi=—yW.

Oznacme jesté

e fa) prow >0, _ [ () prow <0,
g (v1) _{ 0 jinak, ¢ () =14 jinak.

Potom mame

pi(wr) = q+[ﬂ31(w1)] ) \ngl (wi)| + g [pz2(w1)] - |Dp32 (w1)]

_ ﬁ (¢% [pm ()] + ¢~ [pma(wn)]). (3.39)

Abychom mohli jednoduse dosadit do tohoto vyjadieni, potfebujeme nejprve zjistit, jak je to
se znaménkem meznich hodnot o, a+2min{a, a*}, a+2max{a,a*}, a+2a+2a* a s velikosti
¢tvercu téchto hodnot. V predchozim odstavcei platilo

a < a+2min{ae,a'} < a+2max{a,a"}

< o+ 2a + 2a”,
o < (a+2min{a,a*})? < (a+2max{a,a*})?

<
< (a+2a+2a*)%

Ptipomenme, ze v celé této kapitole predpokladame o > 0. Dokazeme, ze pro a < 0 plati
nasledujici nerovnosti:

(a) a+2max{a,a*} > 0,

(b) a+2a+2a* > 0,

(¢) (a+2min{a,a*})? < (a+2max{a,a*})?

(d) o < (a+2a+ 2a*)?

) <

)

(e) (a+2min{a,a*})? < (a+2a+ 2a*)?,
(

f) (a+ 2max{a,a*})? < (a+2a+ 2a*)%
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Pro a > 0, a* > 0 zfejmé
a+2a+2a" > a+2max{a,a*} > a+a+a =a" > 0.

Tim jsou dokdzdny nerovnosti (a), (b). Dale si uvédomme, Ze pii porovnavani druhych mocnin
vyrazu se sta¢i zaméfit na absolutni hodnoty téchto vyrazu. V piipadé nerovnosti (c) tedy
staci dokazat

|+ 2min{a,a"}| < |o+2max{a,a"}|.

To je ziejmé, je-li o+ 2min{a,a*} > 0, kdezto pro a + 2min{a,a*} < 0 mame

|+ 2min{a,a*}| = (—a)—2min{a,a"} < (a+a*)—2min{a,a’}
= max{a,a"} —min{a,a*} = 2max{a,a"} — (a+ a")
< a+2max{a,a"} = |a+2max{a,a’},

¢imz je nerovnost (c) dokazana. Podobné postupujeme u nerovnosti (d). Dostavame
la] = —a < a+a", tedy —2a < 2a+ 24", aproto —a < a+ 2a+ 2a”.

Nerovnost (f) je ziejma, nebot na obou stranich je ¢tverec nezdporného vyrazu. A konetné
nerovnost (e) plyne z nerovnosti (c) a (f).

Shrnutim nerovnosti (c) az (f) dostaneme

(a4 2min{a,a*})? < (a+2max{a,a*})? < (a+2a+2a%)? o < (a+2a+2a%)%

Odtud je vidét, ze podle velikosti a? budeme rozlisovat tyto tii varianty:
1) o? < (a+2min{a,a*})?,
2) (a+2min{a,a*})? < o? < (a+2max{a,a*})?,
3) (a+2max{a,a*})? < o

U prvn{ varianty je o + 2min{a,a*} > 0, nebot opa¢nd nerovnost by pii porovnani abso-
lutnich hodnot vedla ke sporu. Nicméné u druhé a tfeti varianty rozlisime jesté dva piipady:

A) a+2min{a,a*} > 0,
B) a+2min{a,a*} < 0.

Mame tedy celkem pét variant a pro kazdou z nich chceme spocitat tvar hustoty nahodné
veliciny Wy = (o* — X + X*)2
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Zabyvejme se prvni variantou. Podle (3.34) a defini¢nich vztahu ¢*, ¢~ mame

T pro 0 <v; < o+ 2min{a,a},
mirzliz—f*} pro a + 2min{a,a*} < v < a4 2max{a,a*},
¢ (v) = )
at2etir v pro a4 2max{a,a*} < vy < a+ 2a+ 247,
L 0 jinak,
B2 pro a < vy <0,
q (v) =
0 jinak.
Odtud
( \/Eljo‘ pro 0 < w; < a?,
@:O‘ pro o < w; < (a4 2min{a, a*})?,
¢ lpsi(wr)] = mi‘éﬁi—f*} pro (a +2min{a, a*})* < wy < (o +2max{a, a*})?,
B VI pro (a4 2max{a,a*})? < wy < (a+ 20+ 2a%)?,
L 0 jinak,
SIS b0 0 < wy < o,
q [ps2(wr)] =
0 jinak.

Dosazenim do (3.39) dostaneme pro prvni variantu hustotu W;

1)
( Taa T pro 0 < wy < a?,
8a:i1\;wil pro o? < w; < (o + 2min{a, a*})?,
pi(wr) = % pro (a + 2min{a,a*})? < w; < (a + 2max{a,a*})?, (3.40)

A pro (a4 2max{a,a*})? < wy < (@ + 20+ 2a%)?,

)

jinak.
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Podobné bychom postupovali u ostatnich ¢tyt variant. Vysledné tvary hustoty Wi jsou

2A)
( Taa /T pro 0 < w; < (o + 2min{a,a*})?,
Pl eV pro (o 2min{a,a))? < wy < o
pi(wy) = % pro o* < w; < (a + 2max{a,a*})?, (3.41)
%‘jw;l\/w_l pro (a + 2max{a,a*})? < w; < (a+ 2a + 2a*)?,
L 0 jinak,
2B)
. % pro 0 < wy < (o + 2minfa, a*})?,
2min{géaai]\>/—w%—x/w_1 pro (a + 2min{a, a*})? < w; < o?,
pr(wy) = % pro o < w;y < (a + 2max{a, a*})?, (3.42)
GBI pro (a+ 2max{a,a”})? < wy < (a+2a + 2072,
[ 0 jinak,
3A)
/ ﬁ pro 0 < w; < (a4 2min{a, a*})?,
zmm{étiib‘%‘“”_l pro (o +2min{a, a*})? < wy < (o + 2max{a, a*})?,
pi(wy) = aiaf*_\/_'\{u? pro (a +2max{a,a*})* < w; < o?, (3-43)
ST proa? < wy < (a+ 20+ 20,
[ 0 jinak,
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3B)
el g0 < (ot 2minaar))?
2min{g;z:]:/—w_f>i—\/ﬁ pro («+ 2min{a, a*})? < w; < (o + 2max{a,a*})?,
pi(w) = % pro (o +2max{a,a*})* < w; < a?, (3.44)
e proa? <y < (a4 204207
L 0 jinak.

Nynf zndme hustotu p; ndhodné veliciny Wi = (a* — X + X*)? a hustota p, ndhodné veliciny
Wy = (8 +Y — Y*)? je stejnd jako v predchozim odstavei (viz (3.37)). Opét pouzijeme
transformaci (3.38) k odvozeni sdruzené hustoty g(uy, us) ndhodnych veli¢in

Uy=@ - X+XP+B+Y =Y =W + Wy, Uy= (o — X 4+ X*)2 =W,
Plati
g(uhuz) :p1[01(U1, U2)] ']92[02(”1, U2)]

Staci tedy dosadit us za w; do jednotlivych tvart hustoty p;(wq) (viz (3.40), (3.41), (3.42),
(3.43),(3.44)) a (u3 — ug) za we do hustoty po(ws) (viz (3.37)).

Pro piehlednéjsi zapis ozna¢me mezni hodnoty
0, o?, (a+2a)* (a+2a*)% (a+2a+2a*)?
symboly AZ,ZZO,,4 tak, ze AO < Al < Ag < A3 < A4.

Ziejmé Ay = 0 a Ay = (a + 2a + 2a*)? vidy, zatimco hodnoty A;, A, Az se méni podle
konkrétni varianty. Obdobné pro hodnoty

32, (B +20)2, (B+20%)%, (B + 2b+ 2b%)?
pouzijeme symboly B;, 1 =1,...,4 stim, ze By < By < By < By.
Zde ziejmé
By =3, By=(8+2min{b,b*})? Bz = (8+2max{b,b*})*, By = (8+2b+2b")°.

Stejné jako v predchozim odstavci oznacme jesté ¢ = 64 aba*b*.
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3.2. Rozdéleni Z proa<0a >0

V tomto znaceni pro prvni variantu dostaneme

g(uh u2) =

Zde tedy rozlisime dvanact oblasti o;, 1 =
g(u1,uz). Tyto oblasti jsou zndzornény na obrazku 3.7.

(

—2a(y/ur—u2—0)

Y4/ u2(u1—u2)

—2a(2 min{b,b*})

P/ u2(u1—uz2)

—2a(B+2b+2b* —/ui1—u2)

W/ u2(ur1—uz)

(Vuz—a)(Vur —u2—p)

W \/ua (w1 —uz)

(uz—a) (2 min{b,b*})
¥/ ua (u1—us)

(/i3—a) (B+2b+2b" —/uT—uz )

W \/uz(u1—us)

(2min{a,a*})(v/u1 —uz—f)

W /2 (u1—uz)

(2min{a,a*})(2 min{b,b*})

W \/uz(u1—us)

(2min{a,a*})(642b+20* —y/ui—uz )

pro Ag

pro Ay

pro Ag

pro A;

pro A,

pro A;

pro As

pro As;

W /(w1 —us)

(a+2a+2a* —\/uz ) (v/ur —u2—p)

pro As;

W y/ua (u1—us)

(a+2a+42a* —/uz ) (2 min{b,b*})

W/ ua (u1—us)

(a+2a+2a* —/uz ) (B+2b+2b* —/u1—u2)

pro As

W/ u2(u1—uz)

<uy <Ay, By

<uy <Ay, By

SUZSAD B3

<uy <Ay, By

<y < Ay, By

SUQ §A27 B3

SUQ §A37 Bl

SUQ §A37 BQ

SUQ §A37 B3

<uy <Ay, By

<up —u < By,

< u; —uy < B,

<u; —ug < By,

< —u < By,

< u; —uy < B,

<up —ug < By,

<u; —uy < By,

<u; —ug < Bs,

<uyp —u < By,

<u; —up < By,

pro Az <uy < Ay, By <up—up < Bz, (11)

pro As <wuy < Ay, By <wuy —uy < By, (12)
jinak.

(3.45)

1,...,12 s vlastnim nenulovym tvarem hustoty

Déle postupujeme obdobné jako v ptedchozim odstavci. Prot=1,...,12 ma

nenulovy tvar

gi(u1, ug) = {

1 1
gi(uy, ug) = @ (Ri+5i'\/—u_+Ti~
2

g(uy,ug) pro (ug,us) € o,

0 jinak

Uz(ul - Uz)

) pro (uy,us) € o;,
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':‘;2 w1 =u2+ B2
/
u1 =u2+ B1 u1 =u2+ Bs ul1 =u2-+Ba
/ / /
/
Al A
s 7 v
s 7 v
/
/010 011 / 012 / j=3
N v
A /
As L L L
s S /
Y 07/ 08/ 09 yz j=2
T A A SN
A L 04 Oi L L OL L . J:l
01 fOQ 03 31=0 -
Ag Toul
/ / / /
k=1 k=2 k=3

Obrézek 3.7: Oblasti o34, j =0,1,2,3, k =1,2,3.

kde R;, S;, T;, W; jsou konstanty pro kazdé ¢ = 1,...,12, obecné odlisné od vyse uvedenych
stejné znacenych konstant v odstavci 3.1. Pro prvni variantu jsou tyto konstanty v tabulce 3.3,
pro ostatni varianty v dodatku A.

Proi=1,...,12 ozna¢ime G;(uy,us) = /gi(ul, ug) duy a z transformace (3.19) mame
1
Gi = Gi(1(2),u2) = v (Ri-m +28; - Vug = 2T, - /22 —ug — 2W; - arccoswlu—s),
z

coz je stejny vysledek jako v (3.20).

Jak je naznaceno na obrazku 3.7, zavedeme indexy j = 0,1,2,3 a k = 1,2,3 k vyjadieni
i=3j+k €{l,...,12}. Z tohoto obrézku odvodime, ze uj-soufadnice rovnobéznika os;y
jsou po tadé

A_] + Bk7 Aj + Bk+17 Aj-i—l + Bk+17 Aj—l—l + Bk 3 .] = 07 172737 k= 17273'

Ve srovnani s vrcholy rovnobéznika os;1 na obrazku 3.4 je zde index j sniZen o jednotku. Cely
nasledny vypocetni postup EZ se tedy od ptredchoziho odstavce lisi pouze tim, Zze u meznich
hodnot Ay, ..., A4 zménime index j na j — 1. S vyuzitim vysledku (3.22), (3.23), (3.24)

dostaneme
3 3

EZ=2) )" / 22 Ky i(2) dz,
R

=0 k=1
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v | R S; 1; Wi

110 —2a 0 203

210 0 0 —4amin{b, b*}
310 2 0 —2a(f + 2b + 2b*)
411 — -0 af

510 0 2min{b, b*} —2a min{b, b*}

6 | -1 a B+ 2b + 2b* —a(B + 2b + 2b%)
710 2min{a, a*} 0 —2F min{a, a*})
810 0 0 4min{a, a*} min{b, b*}
9| 0 | —2min{a,a*} 0 2min{a,a*} (8 + 2b+ 2b*)
10-1| a+2a+2a* g —O(a + 2a + 2a*)

111 0 0 —2min{b,b*} | 2min{b,b*}(a + 2a + 2a*)
120 1 | —(a+2a+2a*) | —(8 4 2b+2b*) | (a + 2a + 2a*)(3 + 2b + 2b*)

Tabulka 3.3: Konstanty R;, S;, T;, W;, t =1,...,12 pro prvni variantu.
kde pro 7 =0,1,2,3, k=1,2,3
Kifi(z) pro (Ajes + Bi) < (4 + Biga),

Kgf;’.lrk(z) pro (A1 + By) > (4 + Bipa),

pficemz
( ZQ—Bk
[G3j+k]Aj pro z € (\/Aj + Bi,\/Aj1 + Bk),
@ [G3j+k]ij+l pro z € (\/Aji1 + Bi, VAj + Bii ),
K3j+k(z) =
A.
[G3j+k]22]j13k+1 pro z € (\/A; + Bis1, /Aj+1 + Bit1 ),
L 0 jinak,
( 22—By,
[G3j+k]Aj Bi pro z € (\/AJ + Bk, \/A] + Bk+1 ),
22—By,
(b) [G3j+k]zz_gz+l pro z € (\/A; + Bii1,\/Aji1 + Bi ),
K3j+k( ) =
Ajin
[G3j+k]z2jj3k+l pro z € (\/Aji1 + By, \/Aji1 + Bit1 ),
0 jinak.
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Odtud nebo odvozenim z (3.25) a (3.26) mame pro j =0,1,2,3, k=1,2,3

2 r-(a) _ Agt1tBe 2 22—By, A5t B 2 Ajt1
2 Ky (2)dz = 2 [Gajunly, T dz+ 2 [Gaja]a) " dz
3/Aj+Bk \/Aj+1+Bk
v Aj+1+ Bt ) "
+/ 27 (Gajinl 3 g, . dz,
,7Aj+Bk+1 k+1
2 7-(b) _ ARG 2 22—By, Agt1t B 2 22—By,
22 Kyl (2)dz = z [G3j+k]Aj dz + 2 Gyl ey d2
w/Aj‘f‘Bk w/Aj+Bk+1
\VAj+1+Br+1 ) Ay
+/ 27 G il p, | da
v/ Aj+1+DBy TTHE B

EZ je tedy tentokrdt souctem 36 integralu, které se daji spocitat stejnym postupem jako
v predchozim odtavci.

(a, b, a*, b*, a, B) | Varianta | EZ | Odhad Simulace

(2,1,2,1,-0.5,1) 1 4.7843 | 4.6098 | 4.7830 (1.3003)
(2,1,2,2,-0.5,1) 1 5.5270 | 5.3151 | 5.5291 (1.4260)
(2,2,2,1,-0.5,1) 1 5.5270 | 5.3151 | 5.5284 (1.4262)
(1,1,2,1,-1.2,1) | 24 |3.6998 | 3.4986 | 3.6996 (0.9413)
(1,1,2,2,-1.2,1) 2A 4.5796 | 4.3863 | 4.5802 (1.2657)
(1,2,2,1,-1.2,3) | 24 |6.3989 | 6.2642 | 6.4007 (1.2752)
(1,1,3,2,-2.5,0) | 2B |3.8041 | 3.3541 | 3.8027 (1.3329)
(1,1,3,3,-2.5,1) | 2B |5.5517 | 5.2202 | 5.5509 (1.7594)
(1,2,3,3,-2.5,2) | 2B | 7.4054 | 7.1589 | 7.4036 (2.0217)
(1,1,1,1,—1.5,1) 3A | 3.1537| 3.0414 | 3.1547 (0.7985)
(2,2,3,3,-3,0) 34 |5.8037 | 5.3852 | 5.8043 (1.9954)
(1,1,1,1,-2,0) 34 | 2.1763 | 2.0000 | 2.1764 (0.7727)
(1,1,2,2,-2.5,1) | 3B |4.2462 | 4.0311 | 4.2466 (1.2446)
(1,1,2,2,-3,1) 3B | 4.2173 | 4.0000 | 4.2172 (1.2435)
(2,1,4,3,-5,1) 3B 5.7278 | 5.0990 | 5.7264 (1.7875)
(1,4,2,3,—1,1) 1,24 [ 8.3883 | 8.2462 | 8.3902 (2.7651)
(1,4,2,3,-2,1) | 24,34 |8.1887 | 8.0623 | 8.1912 (2.8182)
(1,1,1,1,-1,0) 1,2A,3A | 2.3899 | 2.2361 | 2.3905 (0.7887)
(1,1,1,1,-1,1) 1,2A,3A | 3.2696 | 3.1623 | 3.2695 (0.8020)

Tabulka 3.4: Spoctené hodnoty EZ v porovnani se vzdalenostmi sttedu obdélniku a vysledky
simulaci pro vybrana a, b, a*, b*, a, (.

Tvar g(uy,us) a piislusné konstanty R;, S;, T;, Wi, i = 1,...,12 jsme uvedli pouze pro prvni
variantu. Obdobnym zptisobem by se postupovalo i u ostatnich zminénych variant. Vysledky

takto spoctené EZ, véetné vzdalenosti sttedu obdélniku a simulaci jsou pro nékteré konkrétni
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hodnoty vektoru (a, b, a*, b*, a, ) uvedeny v tabulce 3.4. Opét byl pouzit software Wolfram
Mathematica 6.0.

Vzdalenost stfedu obdélniku jakozto odhad opét podhodnocuje stfedni hodnotu vzdalenosti
nahodné volenych bodu v téchto obdélnikach.

3.3 Rozdéleni Z proa>0a <0

0,

it
A

=
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%

vl
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1
]
v

*

[ ]
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Obrazek 3.8: Vzdjemna poloha dvou obdélniku pro oo > 0, 3 < 0.

Zde si staci uvédomit, ze otocenim obrazku 3.8 o 90° v zaporném sméru otaceni a naslednym
pouzitim osové soumeérnosti s jednou ze svislych os jakozto osy soumérnosti dostaneme ptipad,
ktery je zobrazen na obrazku 3.6. Staci tedy zameénit hodnoty

a+—b, a b a3

a pouzit feSeni z minulého odstavce.
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Kapitola 4
Jeden obdélnik

[PV S
=

Obrazek 4.1: Vzdalenost bodu nahodné volenych v jednom obdélniku.

Podobny postup, jakym jsme spocetli stfedni hodnotu vzdédlenosti bodu ndhodné volenych
ve dvou ruznych obdélnikéch (viz kapitola 3), muzeme pouzit také v jednom obdélniku.

Necht Z opét znacéi vzddlenost bodu P, P*, které tentokrat volime ndhodné ve stejném
obdélniku. Horizontalni rozmér tohoto obdélnika bud 2a, vertikélni 2b (viz obrdzek 4.1).
Néhodné veliciny X, Y popisuji soutadnice bodu P a X*, Y* soufadnice bodu P* ve stejné
kartézské soustaveé souradnic.

Pro odvozeni stfedni hodnoty veliciny Z vyuzijeme vztah
77 = (X - X"+ (Y =Y~

Dalsi postup je zjednodusenim nepiimé metody z odstavce 3.1. Ndhodny vektor (X, X*) ma
zde hustotu

1
f(x,x*):@ pro —a<z<a, —a<z"<a

a 0 jinak. Oznac¢ime-li ¢(v1) hustotu ndhodné veliciny Vi = X — X*, p;(w;) hustotu ndhodné
veliciny W, = (X — X*)? a pa(wq) hustotu ndhodné veliciny Wy = (Y — Y*)?, potom ob-
dobnymi transformacemi jako v odstavci 3.1 (viz (3.32), (3.35)) dojdeme k vyslednym tvarum
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20 pro —2a < vy <0,

2a—v1

q(vy) = ‘=4 pro 0 < vy < 24,

0 jinak,

2a—
4a2 /w1

S

pro 0 < w; < 4a?,
pl(wl) =

o

jinak,

2= ywz pro 0 < wy < 44,
Pz(w2) =
0 jinak,
které jsou po tadé specialnimi piipady (3.34), (3.36), (3.37) pro a=a*, a=—2a. Polozime-li
U =W+ Wy a Uy =W, dostaneme sdruzenou hustotu téchto veli¢in
(2a — @)(Qb— VU — Ug)

16 a?b?\/us(ug — usg)

g(uy,ug) = pro 0 < uy < 4a?, 0 < uy — uy < 46° (4.1)

a 0 jinak. Jeji nenulova ¢ast 1ze upravit na tvar

1 1 1
——(1-2 —2b
16 a?b? < “ \/ U2 VUL — Uy

+ 4ab

v
\/ U2 (Ul — Ug) .
Oznacime-li

Glur, us) = / g, uz) dus,

potom pro 0 < uy < 4a?, 0 < uy — uy < 4b?
1

7 (R'UQ_QS'\/U_2—2T'\/u1—U2—2W‘arCCOS1/%>,
Uy

kde ) = 16 a®b® a pro konstanty R, S, T, W plati

G(Ul, UQ) =

R=1, S=—-2a, T=-2b, W = 4ab,

coz je vysledek obdobny jako v (3.17) odstavce 3.1 s tim, ze zde se jednd pouze o jednu
oblast, nikoli devét.

Uvazujme nyni specialné b < a. Potom stejnym postupem jako v odstavci 3.1 dostaneme

203 — 2h2/a2 2 9 202
gz = X T2VORD 2 e -
15a 5 15 (a + Va2 +1?)
b*log ¢ + b? log (Va2 + b2 — a) N a? log ==
a 3a 3b
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a limita tohoto vyrazu pro b — 0 vyjde

2a
limEZ = —.
im 5

b—0

Ptesné tento vysledek intuitivné ocekavame jako feseni ulohy, kdy body P, P* volime né-
hodné na usecce délky 2a. Tato tloha je fesena v [1], str. 187 — 188 se stejnym vysledkem.
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Dodatek A

Nekteré vypocty a vysledky

Vypocet vzorcu (2.2), (2.3)

Nejprve dopliime znaceni. Necht M, N jsou priseciky kruhu K;, K3 a «, 8 necht jsou tihly
pii vrcholech S’ S v trojihelniku S’SM. Jak ukazuje obrazek A.1, plocha P je sjednocenim
dvou kruhovych tsec¢i Py a Py, tedy |P| = |P1| + |P2|. Obsah kruhové tsece spocteme jako

Obrézek A.1: Vypocet |P].

rozdil obsahu kruhové vysece a obsahu piislusného rovnoramenného trojihelnika. Plati tedy

2 1 1
|P| = 7Ta22—ﬁ—(asinﬁ)(acosﬁ) = a2ﬁ—§a2sin25 - §a2 (283 — sin 28),
s
2 1 1
|Pa| = 7Tb22—a—(bsina)(bcosa) = b2a—§b281n2a = 562 (2a0 — sin 2av),
T
1 1
Pl = [P+ [P = 50 (28 —sin28) + 5b° (2a —sin 2a),

Vztahy pro cosa a cos 3 (viz (2.3)) ziskdme uzitim kosinové véty na trojuhelnik S’SM.
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Vypocet integralt (3.29), (3.30), (3.31)

Pro piehlednéjsi zapis ozna¢me tyto integraly

h 2 2
22 —c
M, = 22 arccos — dz,
p z

h d
My, = 22 arccos — dz,
p z

h
M; = /22\/22—c2dz.
g

Specialné pro ¢ = 0, resp. d = 0 mame

My = 0, (A.1)
™

Mo = 5 (h° = g°), (A.2)
1

Mo = 1 (h' = g"). (A.3)

Pro0 < ¢ < g < h,resp. 0 < d < g < h u kazdého z téchto integralu nejdrive spocteme
piislusnou primitivni funkci (tj. neurcity integral) a poté dosadime meze integrace. Necht
Hy, Hy, H3 znac¢i po fadé neurcité integraly k My, My, Ms. Upravime je nasledujicim zpuso-
bem (u prvnich dvou vyuzijeme metodu per partes)

2
— 2 J1— C_ _ - 1
H, = /z arccos 4/ 1 = dz = z arccos /\/fc? z, (AA4)

d 1,
Hy, = /z arccos — dz = 3% arccos; — —/ \/70[2 (A.5)
H; = z2x/z2—02dz:/7dz—c2/7dz A6
’ / V22— c? V22— 2 (4.6)

Vidime, ze ve vSech piipadech se objevuje stejny integral az na hodnotu konstanty. Poc¢itejme
napiiklad s konstantou ¢ a ozna¢me tento integral I;. K jeho vyjadieni budeme opakované
uzivat metodu per partes. Pfipomenme jesté, ze plati

1
/\/ﬁ dz = 10g(2+ \/22 —02),
/log(z+\/z2 — ) dz = zlog(z + V22 — %) — V22 — 2

Pocitejme
1
I = | 22 ——— dz = 2% log(z + V22 — ¢2) — 21, AT
! / N7 8( ) 2 (A7)
kde

I, = /zlog(z + V22— 2)dz = 2Plog(z + V22 — @) —2V22 — 2 — [+ I, (A.8)
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kde

1 55
I3 = /\/2’2 —c2dz = /(22 —02)ﬁ dz = I — *log(z + V22 — 2). (A.9)
V22 —c

Nyni dosadime vysledek (A.9) do (A.8) a mdme
21, = 2% log(z + V22 — %) — *log(z + V22 — ) — 2 V22 — 2 + 1. (A.10)

Pak dosadime vysledek (A.10) do (A.7), ¢imz ziskdme

I = [czlog(2+VZ2—c2)+z 22—02].

N | —

Odtud, déle z rovnosti arccos4/1 — g—z = arcsin £ a s vyuzitim vysledku (A.4) vychézi

1 1
H, = gz?’arcsinE —i—%]l = gz?’arcsinE —l—g [czlog(z+VZ2 —2) + 2V 22 —02]. (A.11)
z z

Obdobnym zpusobem dopoc¢itame Hs (viz (A.5)) a dostaneme

1 d d
Hy = gz?’ arccos — — = d*log(z + V22 — d?) + 2 V22 — d2]- (A.12)
2

Zbyva vyjadiit Hs. Z rovnosti (A.6) mame
H3 = Jl - 0211, (Al?))

kde

J12/2471 .
N

Integral J; budeme upravovat podobné jako I, tj. opakovanym pouzitim metody per partes.
Dostavame

Ji = 2tog(z + V22 — ) — 4y, (A.14)
kde
Jy = /23 log(z + V22 — @) dz = 2t log(z + V22 — ) — 2* V22 — & — 3J, + 3H;,
odkud

4Jy = 24 log(z + V22 — ) — 2° V22 — 2 + 3Hs. (A.15)

51



A. NEKTERE VYPOCTY A VYSLEDKY

Dosazenim vysledku (A.15) do (A.14) vyjde
J = 23Vz22 — 2 — 3H,4
a z rovnosti (A.13) dostaneme

1 2

Hy = 123 V22— c? —% Alog(z + V22 —c2) + 2 V22 —02]- (A.16)

Dosazenim mezi g, h do jiz spoc¢tenych primitivnich funkci Hy, Hy, Hs (viz (A.11), (A.12),
(A.16)) ziskdme

1 3 )

M; = = | h? arcsin € ¢* arcsin € C— log ¢ E (h\/ h? —c? — g+/g? — 02> ,
3 h g Vg 2
1 i 3 /Tl 2

M, = = | h® arccos d_ g arccosgl @ log —d 4 (h\/ h? —d? — g/ g% — d2) ,
3 h g 2 VR—d2 2

]

gtVE-E 2

[ A /7T 3 2
Ms =~ |h*VR2 — 2 — g*\/g? —02——10 ht v —c —C—<hvh2—c2 g2 —02 ]
h

Pro tuplnost jesté pripomenme, ze toto vyjadieni je platné pouze pro 0 < ¢ < g < h,
resp. 0 < d < g < h. V pripadé ¢ = 0, resp. d = 0 pouzijeme My, Mys, Moz (viz (A.1),
(A.2), (A.3)).
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Tabulky konstant pro odstavec 3.2

v | R S 1; Wi

110 —2a 0 203

210 0 0 —4amin{b, b*}

310 2a 0 —2a(f8 + 2b+ 2b*)

4 | —1| 2min{a,a*} — « 6] —(G(2min{a,a*} — a)

510 0 —2min{b, b*} 2min{b, b* } (2 min{a, a*} — )

6 | 1 | —(2min{a,a*} —a) | —(6+2b+20*) | (2min{a, a*} — a)(5 + 2b + 2b*)

710 2min{a, a*} 0 —2Fmin{a, a*})

810 0 0 4min{a, a*} min{b, b*}

910 —2min{a, a*} 0 2min{a,a*} (8 + 2b+ 2b*)

10| -1 a+2a+ 2a* 15} —B(a+ 2a + 2a*)

110 0 —2min{b, b*} 2min{b, b*}(a + 2a + 2a*)

120 1| —(a+2a+2a*) | —(B+2b+20") | (o+2a+2a*)(0+ 2b+ 2b*)
Tabulka A.1: Konstanty R;, S;, T;, W;, i =1,...,12 pro variantu 2A.

110 4min{a, a*} 0 —4f min{a, a*}

210 0 0 8 min{a, a*} min{b, b*}

310 —4min{a,a*} 0 4min{a,a*} (8 + 2b + 2b%)

4 | —1| 2min{a,a*} — « o] —(G(2min{a,a*} — a)

510 0 —2min{b,b*} | 2min{b, b*}(2min{a,a*} — a)

6 | 1 | —(2min{a,a*} —a)| —(8+2b+2b*) | (2min{a,a*} — a)(B + 2b+ 2b*)

710 2min{a, a*} 0 —2fF min{a, a*})

810 0 0 4min{a, a*} min{b, b*}

910 —2min{a,a*} 0 2min{a, a*}(B + 2b + 2b*)

10| -1 a+2a+ 2a* 15} —B(a+ 2a + 2a*)

1110 0 —2min{b, b*} 2min{b, b*} (a + 2a + 2a*)

120 1| —(a+2a+2a*) | —(B+20+20") | (o= 2a+2a*)(0+ 2b+ 2b%)

Tabulka A.2: Konstanty R;, S;, T;, W;, i =1,...,12 pro variantu 2B.
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| R S; 1 Wi

110 —2a 0 203

210 0 0 —4amin{b, b*}

310 2 0 —2a(f8 + 2b+ 2b*)

4 | —1| 2min{a,a*} — « 6] —(G(2min{a,a*} — «)

510 0 —2min{b, b*} 2min{b, b*}(2min{a,a*} — )

6 | 1 | —(2min{a,a*} —a)| —(8+2b+2b*) | (2min{a,a*} — a)(B + 20 + 2b%)

7 -2 2(a+a*) 20 —2B(a+a*)

810 0 —4min{b, b*} 4min{b, b*}(a + a*)

91 2 —2(a + a*) —2(3 + 2b+ 2b%) 2(a + a*)(8 + 20 + 2b*)

10| -1 a+2a + 2a* 15} —B(a + 2a + 2a*)

1110 0 —2min{b, b*} 2min{b, b*}(a + 2a + 2a*)

12] 1| —(a+2a+2a*) | —(B+2b6+2b") | (a+ 2a+ 2a*)(3 + 2b+ 2b%)
Tabulka A.3: Konstanty R;, S;, T;, W;, i =1,...,12 pro variantu 3A.

v | R S; 1; Wi

110 4min{a, a*} 0 —4F min{a, a*}

210 0 0 8 min{a, a*} min{b, b* }

310 —4min{a,a*} 0 4min{a, a* }(8 + 2b+ 2b*)

4 | —1| 2min{a,a*} — « 6] —(G(2min{a,a*} — a)

510 0 —2min{b, b*} 2min{b, b*}(2min{a,a*} — )

6 | 1 | —(2min{a,a*} —a)| —(8+2b0+2b*) | (2min{a,a*} — a)(B + 20 + 2b%)

7 -2 2(a+a*) 20 —2B(a+a*)

810 0 —4min{b, b*} 4min{b, b*}(a + a*)

912 —2(a + a*) —2(3 + 2b+ 2b%) 2(a + a*)(8 + 2b + 2b*)

10| -1 a+ 2a + 2a* g —06(a + 2a + 2a*)

1110 0 —2min{b, b*} 2min{b, b*} (o + 2a + 2a*)

12 1| —(a+2a+2a*) | —(B+2b+2b") | (a+ 2a+ 2a*)(3 + 2b+ 2b%)

Tabulka A.4: Konstanty R;, S;, T;, Wi, i =1,...,12 pro variantu 3B.
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Dodatek B

Zdrojovy koéd

( Wolfram Mathematica 6.0)

Funkce Kruhy je urcena pro kapitolu 2 a po zadani vstupnich hodnot a, b spocte jednak
hodnotu EZ, jednak vybérovy prumeér a smérodatnou odchylku simulaci veli¢iny Z.

Clear;

Kruhy[a_, b_]:=Module[{i,xP, yP,xQ, yQ, XP, YP, XQ, YQ, 2},

i = 1; While[¢ < 500000, xP[i] = RandomReal[{—a, a}]; yP[{] = RandomReal[{—a, a}];
If [xP[i]? + yP[i]? < a2, i++]];

1 = 1; While[: < 500000, xQ[i] = RandomReal[{—b, b}]; yQ[:] = RandomReal[{—b, b}|;
I [xQLiP? + yQUi? < B2, i++];

XP = Table[xP[i], {i, 500000}); YP = Table[yP[i], {i, 500000}];

XQ = Table[xQ[i], {i, 500000}]; YQ = Table[yQli], {s, 500000}};

z=+/(YQ - YP)2 + (XQ — XP)?;

EZ =1If [a < b, por5; ((a™4 + 14072672 + b"4)EllipticE [£2]

— ("2 — a2)(7a"2 + b"2)EllipticK [%2]) //N, 28

{EZ, Mean|2], \/\m}]

Funkce Konstanty ocekdva na vstupu hustotu g(u, us) v podobé vektoru

{g1(ur, uz), - ooy gm(ur, u2)},

kde m = 9 pro odstavec 3.1, m = 12 pro odstavec 3.2 am = 1 pro kapitolu 4 (viz (3.16), (3.45)
a (4.1)). Pfi spusténi upravi tvar této hustoty tak, aby se z ného daly ziskat konstanty
R;, S;, T;, W;, i = 1,...,m. Na vystupu mame vektory RR, SS, TT, WW s témito kon-
stantami a také vypsanou tabulku s hodnotami téchto konstant.

Clear;

Konstanty[gul2_]:=Module[{g, ul,u2,i,j,U,V,z, M},

g:=Function [{ul, u2}, gul2/.u; — ul/.us — u2];

For[i = 1,7 < Length[gul2],i++, For[j = 1,5 < 4, j++, Vi, j] = 0]];
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For[i = 1,7 < Length[gul2], i++, U[i] = CoefficientList[Simplify
[Reﬁne [1,[) * 4/ (ul — u2)u2 * g[ul, u2|[[i]]//Expand, ul > u2&&u2 > 0]]

/A2 = z/./ul —u2 — 22/./(ul — u2)u2 — x3,z]] ;

For[i = 1,i < Length[gul2],i++, For[j = 1, j < Length[U[i]], 7++,

V[i,4 — Length[U[i) + 7] = Ufi][[LengthlUfi] — j + 1]}

M = Array[V, {Length(gu12], 4}

RR = Transpose[M][[1]]; SS = Transpose[M][[2]];

TT = Transpose[M][[3]]; WW = Transpose[M][[4]];

{{Style["i", Italic|], Range[Length[gul2]|}, {Style [" R;", Italic] ,RR},

{Style ["S;", Italic] , SS} , {Style ["T;", Italic| , TT} , {Style ["W;", Italic] , WW}}
//Factor//Transpose//TableForm)]

Funkce My, Ms, M3, popi. My1, Mas, Mss predstavuji integrély (3.29), (3.30), (3.31).

M[g_h_ c]:=If [c >0,3 (h3ArcSin [£] — g®ArcSin [ﬁ] — £ Log [;‘_'\/—_ "’;2:‘;2]
+5 (W =2 - 9y/=2)) ,0];

— 1 d al | & h—VRI—F
Mg h_ d]):=If [d >0,1 (h3ArcCos [4] - -g3ArcCos [5] + £ Log [g_ W]
—4 (h\/h2 — &2 -g./g* - d"’)) 5 (B —g%)|;
M;[g_ h_, c]:=If [c >0, (h3\/h2 — & - g\/g?— & —SLog [:’f— VA%—c ]
-< (h\/h2 —2—gVg* - c"’)) i (' —g")
Mg b c]:=If [c > 0, Integrate [z2ArcCos [ "2;‘:2] {29, h}] ,0] ;

Mg, h_,d]:=If [d > 0, Integrate [22ArcCos [£] ,{z, g, h}] , % (h® — ¢%)] ;
Miss(g_h_,c:=If [c > 0, Integrate [22V/22 — ¢, {z,g,h}] , 1 (h* — ¢*)] ;

Funkce EZ1 pocita s predem ziskanymi vektory konstant RR,SS,TT, WW, pricemz jako
vstup ocekava konkrétni hodnoty

a7 b7 CL*? b*7 a? 67
pro které spocte EZ podle odstavce 3.1.

Clear;

EZ1[aa_, bb_, aastar_, bbstar_, aa_, B8]:=Module[{A, B, ¢, R, S, T, W, g, h, ¢, d, j, k},
A = {ao?, (aa + 2aa)?, (aa + 2aastar)?, (aa + 2aa + 2aastar)?} ;

B = {3/, (8B + 2bb)2, (33 + 2bbstar)?, (33 + 2bb + 2bbstar)?} ;

1) = 64aabbaastarbbstar;

R:=RR/.a — aa/.b — bb/.astar->aastar/.bstar->bbstar/.a — aa/.f — B3;
S:=SS/.a — aa/.b — bb/.astar->aastar/.bstar->bbstar/.a — aa/. — (0;
T:=TT/.a — aa/.b — bb/.astar->aastar/.bstar->bbstar/.a — aa/.8 — B3;
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W:=WW/.a — aa/.b — bb/.astar->aastar/.bstar->bbstar/.a — aa/.8 — 30;

Lyfi- kg hc]=5 (M (h° — ¢°) — 5(cR([35 + k]| + 2T((37 + K]]) (h* — ¢°)

+28([35 + k|| M3[g, b, c| — 2W[[35 + k|| Mi[g, b, c]) ;
Lofi k., g, h_,dJ:=1 (4(dRI[3j + k]| +25[[3j + k]}) (1* - ¢°)
—2T[3j + k|| Ms[g, h, d] — 2W[[3] + k]| Ma[g, h, d]) ;

For[j = 0,7 < 2,j++,For[k = 1,k < 3, k++,If[A[[j + 2]] + B[[¥]] < A[[5 + 1]] + B|[[k + 1]],
SUM(3] + K] = Lu [, k, /ATl + 11+ BIK], /TG + 211 + BIKIL, +/BIHI]
~Ls [, k, /AT + 1]+ B, /AT + 21T+ B, /AT + 1]

+Ly |, k, /ATl + 201+ BIRIL, /Al + 11+ Bl + 11, /ATl + 21

~Ly [, k, /ATl + 201+ BIRIL, /AT + 1+ BIk + 11, /AT + 1]

+Lz |j,k, /ATl + T+ Bk + 111, /AT + 20T+ Bk + 111, /AT +2]]

—Ly |5k, /AT + 1T+ B+ 11], /AT + 2+ Bk + 11},  BIE + 11,
SUM(3j + K] = Lu [, k, /Al + 1]+ BIK]], /AT + 1] + BI[k + 111, +/BIHI]
~La [j,k, /ATl + 1]+ BIH, /ATl + 101+ Bllk + 1], /AT + 11]

+Ly [, k, /ATl + 1T+ BIlk + 111, +/ATlj + 211 + BIHIL, +/BIH]]

—Ly |3, k, /ATl + 1T+ Bk + 111, /AT + 2T+ B, /Bl +11]

+Ly [j,k, /ATl + 211 + BIK], /ATl + 201+ Bllk + 111, /AT + 21|

~Ly [j, k, /AT + 201+ BUHI, /AT + 20T+ Btk + 111, v BE+11) ||
SOUCET = Array[SUM, 9];
2Total[SOUCET]//N]

Funkce EZ2 je obdobou predchozi funkce, pocitd vsak podle odstavce 3.2.

Clear;

EZ2[aa_, bb_, aastar_, bbstar_, aa_, 88_]:=Module[{(*A,B,*)y¥, R, S, T, W, g, h,c,d, j, k},
A = Sort [{aa?, (aa + 2aa)?, (aa + 2aastar)?, (aa + 2aa + 2aastar)?}] ; A[[0]] = 0;

B = Sort [{362, (33 + 2bb)?, (38 + 2bbstar)?, (33 + 2bb + 2bbstar)?}|;

1) = 64aabbaastarbbstar;

R:=RR/.a — aa/.b — bb/.astar->aastar/.bstar->bbstar/.a — aa/.8 — [0;
S:=8S/.a — aa/.b — bb/.astar->aastar/.bstar->bbstar/.a — aa/.8 — [0;
T:=TT/.a — aa/.b — bb/.astar->aastar/.bstar->bbstar/.a — aa/.3 — B0;
W:=WW/.a — aa/.b — bb/.astar->aastar/.bstar->bbstar/.a — aa/.8 — 30;

Lifi kg b e Ji= (LA (b5 — g8) — £(cRI[3; + K]] + 2713 + K])) (4 — ¢%)

+25([3j + k|| Ms]g, h, c] — 2W([3] + k]| Mg, h, c]) ;
Loj- k-, g- b, d]:==5 (§(dRI[[3j + k]] +25[[3j + K]]) (h* — ¢°)
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—2T([3; + k]| Melg, b, d] — 2W 135 + K]} Malg, b, d])
For[j =0,j < 3,j++,Forlk = 1,k < 3, k++, If[A[[j + 1]] + B[[k]] < A[[5]] + B[k + 1]],
SUM3j + k] = Lu [, k, /AT + BIKI, /ATG + 1]+ BIT, +/BIHI]|

~La |5, k, /AT + BIRT, «/ATG + 11T+ BT, /AT

+La |5, k, /AT + 1]+ BIKT, /ATGT + Bk + 11, /AT + 11

~Ls |5, k, /AT + 101+ BIKI, /ATGT + Btk + 111, AT

+Ly |j, k, /AT + Bllk + 1], /AT + 10T+ Bk + 111, /AT + 1]

—Ly [j,k, /ATG] + Bk + 1, /ATl + 11+ Bllk + 111, /Bl + 111,

SUM3; + k| = Ly |3, k, /AT + BIKT, /ATGT + Btk + 11}, /BIH]]

~Ls |5, k, /AT + BIRT, «/ATGT + Btk + 11, /AT

+Ls |5, k, /AT + Bl + 1], /AT + 11T+ Bk, /BT

—Ly |5, k, /ATGT + Bk + 111, /AT + 1T+ BT, +/Bllk + 11|

+Lz [j,k, /ATl + 1] + BIA, /ATl + 101+ Bllk + 11I, /Al + 1]

~Ly [5, k. /AT + 1+ BIR], /AT + 11+ Bk + 11, BlE+ 11 ]
SOUCET = Array[SUM, 12];
2Total[SOUCET]//N]

Funkce Odhad spocte po zaddni vstupnich hodnot a, b, a*, b*, «, 8 vzdélenost stiedu obdél-
niku a funkce Simulace d4 pii stejném vstupu vybérovy prumeér a smérodatnou odchylku
simulaci hodnoty ndhodné veli¢iny Z (viz kapitola 3).

Clear;
Odhad[a_, b_, astar_, bstar_, a_, 8]:=+/(a + a + astar)? + (8 + b + bstar)?//N;

Clear;

Simulace[a_, b_, astar_, bstar_, a_, 8_]:=Module[{z, y, xstar, ystar, z},
z = RandomReal[{—a, a}, 1000000];

y = RandomReal[{—b, b}, 1000000];

xstar = RandomReal[{—astar, astar}, 1000000];

ystar = RandomReal[{—bstar, bstar}, 1000000];

z = y/(a+ a+ astar — z + xstar)2 + (3 + b + bstar + y — ystar)?;

{Mean[z], \/\m}]
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