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Abstrakt

Nazev prace: Statistické metody pro hodnoceni predikéni validity
Autor: Jana Rubesova

Katedra (tistav): Ustav aplikaci matematiky a vypocetni techniky
Skolitel: doc. RNDr. Karel Zvara, CSc.

Abstrakt: Prace pojednava o statistickych metodach a modelech, které 1ze pouzit pro
hledani a analyzu faktort ovliviiujicich budouci ispésnost ve studiu vysoké skoly. Jedna
se o problémy Tesené v celosvétovém meéritku.

Pro zkoumani zavislosti kone¢ného primeéru znamek na diive znamych veli¢inach jsou
vyuzity modely mnohonasobné linearni regrese. Diraz je kladen tézZ na méné bézné
postupy pro porovnani sily vlivii jednotlivych regresori. Model logistické regrese, kdy
odhadujeme pravdépodobnost tspéchu ve studiu (dané konkrétnim kritériem), je do-
plnén analyzou ROC kiivek.

Analyzy provedené na datovém souboru 1340 studentd Univerzity Karlovy v Praze,
Prirodovédecké fakulty, kteri se zapsali ke studiu bakalarskych studijnich programi
v akademickém roce 2003/04 a 2004/05, jsou porovnany s dalsimi studiemi zabyvajicimi
se predikéni validitou.

Klicova slova: predikéni validita, prijimaci zkousky, korelace, linearni regrese, logis-
tické regrese, ROC kiivka.

Abstract

Title: Statistical methods for evaluation of predictive validity
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Department: Institute of Applied Mathematics and Information Technologies
Advisor: doc. RNDr. Karel Zvara, CSc.

Abstract: The thesis deals with statistical methods and models suitable to analyze
factors that may inluence on future success in graduation. These problems are solved
all over the world.

Multiple regression models are used for detection dependence final college grade points
average on other known variables like admission exam scores and high school grades.
The thesis emphasizes less usual methods for comparing effect power of regressors.
Logistic regression model where we estimate probability of success in study are com-
plemented by ROC analysis.

Analyses provided on the data of 1340 students of Charles University, Faculty of Science
who matriculated to bahelor study programs in 2003/04 and 2004/05 academic years
where compared with other Czech and international publications about predictive va-
lidity.

Keywords: predictive validity, admission tests, correlation, linear regression, logistic
regression, ROC curve.



Uvod

Tématem disertacni prace jsou matematické metody a modely, které je mozno pouzit
pro hodnoceni predikéni validity. Predikéni validitou nazyvame schopnost predpovidat
néjaké kritérium (v naSem piipadé tspésnost studia na vysoké skole) na zakladé diive
provedenych testii ¢i jinych zndmych skutecnosti.

V prvni kapitole jsou podrobné popsany matematické modely, které je mozno pro
hodnoceni predikéni validity pouzit. Publikace, zabyvajici se timto tematem, jsou vét-
Sinou luzce zaméfeny na konkrétni metody pro vybrand kritéria tspésnosti, proto jsem
se snazila o komplexnéjsi pojeti problematiky.

Pro demonstraci jednotlivych statistickych metod, které doplnuji teoreticky vy-
klad, jsem pouzila data o 140 studentech bakalaiského studijniho oboru Geografie—
kartografie, ktefi se zapsali ke studiu na Prirodovédecké fakulté v akademickém roce
2003/04. Tato skupina studentt byla pro prezentaci metod zvolena, protoze zahrnuje
nejvétsi homogenni skupinu studenti (vSichni konali pfijimaci zkousky z matematiky
a geografie, jejich studijni plany obsahuji az na nékolik vyjimek ve vyssich roc¢nicich
tytéz predméty).

Druh4 kapitola je zamérena prakticky. Jsou zde podrobné analyzovany udaje zis-
kané ze studijniho informac¢niho systému Univerzity Karlovy tykajici se studentt ba-
kalarskych studijnich programi, ktefi se zapsali ke studiu na Ptirodovédecké fakulté
v akademickém roce 2003/04 a 2004/05. VSechny vypocty byly provedeny ve volné
sititelném statistickém programu R verze 2.9.1. Zjisténé vysledky jsou porovnany se
zavéry dalsich studii ¢eskych i zahrani¢nich (zejména americkych) autor.

Ptilohy obsahuji popis jednotlivych polozek datového souboru, simulace dopliujici
nékteré teoretické partie a texty vSech skriptd, kde je zaznamenan postup vypoctu.
Tyto skripty (véetné dalsich potfebnych funkei) jsou soucasti prilozeného CD, zdjemci
maji moznost kterykoli krok analyzy zopakovat. Datovy soubor je na CD uloZen jednak
ve formatu pro pouziti v programu R, jednak jako soubor pro MS Excel.



Kapitola 1

Statistické metody a modely

Kritéria hodnoceni tispésnosti studentt délime na dvé rizné skupiny podle pouzitého
meéfitka. Kvantitativnim kritériem je nejcastéji celkovy primér vSech znamek za stu-
dium vysoké skoly, ptfipadné priméry znamek za jednotlivé ro¢niky, pocet opravnych
termint, atd., kdy pouzivame metody regresni a korelacni analyzy.

Za kvalitativni kritéria tspésnosti miizeme povazovat zjisténi, zda student studium
viitbec dokon¢il, zda ho dokon¢il ve standardni dobé ¢i pozdéji, zda absolvoval s vyzna-
menanim, zda tspésné splnil podminky pro zapis do 2. ro¢niku, apod. Data v tomto
pripadé analyzujeme nejcastéji metodami logistické regrese.

1.1 Korela¢ni analyza

1.1.1 Pearsonuv korelaéni koeficient

Pearsontiv (momentovy) korelacni koeficient vyjadiuje silu linedrni zavislosti mezi dveé-
ma Ciselnymi (spojitymi) ndhodnymi veli¢inami, kde hodnoty obou veli¢in zpravidla
méfime na jednom subjektu.

Meéjme nédhodné veliciny X a Y, u nichz predpoklddame dvourozmérné normalni

rozdéleni
N nx g 3( PXYOxOy
wy ) \pxyoxoy g 32/ '

Populac¢ni korela¢ni koeficient pxy je

OXy
pXY = T (11)

0x0y
kde oxy je kovariance definovana
oxy = E(X — pux)(Y — py)

Popula¢ni hodnotu korela¢niho koeficientu (1.1) zpravidla nezname. Jako odhad
pxy lze pouzit vybérovy korela¢ni koeficient [36].



Korela¢ni koeficient nezavisi na volbé méritka ani jedné z velicin, jak je vidét ze
zépisu (1.3), kde jsou ndsobeny bezrozmérné z-skéry a plati —1 < rxy < +1, kde
|rxy| = 1 nastava u deterministické linearni zavislosti. Korela¢ni koeficient je kladny,
kdyz s rostoucimi hodnotami jedné veli¢iny v priméru rostou i hodnoty druhé, a za-
porny, kdyz s rostoucimi hodnotami jedné veli¢iny hodnoty druhé veli¢iny spise klesaji.

Chceme-li nazorné zobrazit vzajemnou zavislost ¢iselnych velic¢in, pouzijeme bodovy
graf (scatter plot). Dvojice hodnot (z;,y;) vynasime jako body do kartézské soufadné
soustavy.

Priklad: Chceme graficky znézornit zavislost primérného prospéchu na stiedni a
vysoké gkole. Omezime se pouze na 129 studenttl, ktefi dostali na VS alespoii jednu
znamku. Na vodorovnou osu vynasime primeér znamek na SS, na svislou osu dosaZeny
priamér na vysoké skole. Obr. 1.1 (vlevo) ukazuje zfetelnou souvislost mezi obéma
veli¢inami, coz odpovida pomérné vysoké hodnoté vypocteného korelacniho koeficientu
(TXY == 0,686)

it i (T = 2)(yi — 9)

SXy

Y- D9
VoL (- 2P o (i )

1 (i (g
—n—lzl( SX)(5y>

rxy =
\/ﬁ Z?ﬂ(mi - @2\/# Z?:l(yi —7)? Sx - Sy

prumerny prospech na VS

Obrazek 1.1: Souvislost priimérného prospéchu na SS a VS (vlevo) a poétu bodii z jed-
notlivych ¢asti pfijimacich zkousek (vpravo)
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absolutni hodnoté korelacniho koeficientu rxy = —0,129. Samoziejmé chybi pozoro-
vani v levém dolnim rohu s malymi poc¢ty bodi z obou zkousek, protoze takovi studenti
nebyli prijati.

Vypoctena hodnota vybérového korela¢niho koeficientu blizka nule miize znamenat
nejen nezavislost dvou nahodnych velic¢in, ale i situaci, kdy jejich zavislost je jind nez
linearni. Na obrazku 1.2 jsou piiklady veli¢in, jejichz zavislost neni lineadrni. Situace
vlevo svédci spise pro kvadratickou zavislost, v pravé ¢asti obrazku body odpovidaji
nepfimé tmeérnosti tvaru ¥ = 1/X.
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Obrazek 1.2: Priklady nelinearnich zavislosti veli¢in

1.1.2 Test vyznamnosti

Prokéazat linearni zavislost dvou velic¢in je mozné vyuzitim vztahu, ze pro dvé nezavislé
veliciny X, Y plati pxy = 0. Zamitneme-li nulovost korela¢niho koeficientu pxy pri spl-
néni predpokladu dvourozmérného norméalniho rozdéleni, zamitneme zaroven hypotézu
o nezavislosti X a Y.

Nahodna veli¢ina T méa za platnosti Hy : oxy = 0 rozdéleni t,,_».

7= /n-3. (1.4)
V1I-1%y

Priklad: Chceme prokéazat, ze prospéch na vysoké skole souvisi s prospéchem na
stfedni skole, coz je graficky znazornéno na obr. 1.1. Bereme v tivahu 129 studenti,
ktefi dostali alesponi jednu zndmku. V testu normality primeérného prospéchu na VS
je p = 0,398, u priumérného prospéchu na stfedni skole (resp. priméru z prameéri na
vyro¢nich vysvédéenich v 1. az 3. ro¢niku a pololetnim ze 4. roéniku) je p = 0,152.
Vypocteme rxy = 0,686 a po dosazeni do vzorce (1.4) dostaneme

0,686 0,686
T=——"——=—=V129 — 2 = ———-V/127 = 10,632. 1.5
v/1— 10,6862 Vv1-0471 1-%)
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Protoze |T'| > t,—2(0,05) = 1,98, zamitdme nezavislost veli¢in na kazdé bé7né pouzivané
hladiné (p < 0,00001).

P¥i obdobném vypoctu tykajici se obou ¢asti pijimaci zkousky z obr. 1.1 (vpravo)
vypocteme T' = 1,466, takze zavislost obou veli¢in neprokazeme (p = 0,145). {

1.1.3 Interval spolehlivosti pro populaéni korela¢ni koeficient

Podobné jako jsme na zakladé hodnoty vybérového priméru schopni urcit interval
spolehlivosti pro populac¢ni primeér, existuji metody pro vypocet priblizného inter-
valu spolehlivosti popula¢niho korelacniho koeficientu. Jednou z nich je vyuziti tzv.
Fisherovy z-transformace korela¢niho koeficientu r, ktera méa na rozdil od korela¢niho
koeficientu r rozptyl téméf nezavisly na hodnoté p, viz [2].

Polozime-li

1. 147
Z ==1 1.6
2 M1 (16)
pak
1.1 1
EZ=-m—" varz=-—.
2 1—-p n
Presnéjsi vypocet vede k vysledku
1.1 1
EZ=-In +p+ P , varZ = ,
2 1-p 2(n-1) n—3
ale v praktickych vypoctech se pouzivaji aproximace
1.1 1
EZ=-In —I—p’ var Z = :
2 1-p n—3

Transformovana veli¢ina zpravidla oznacovana symbolem Z ma tedy za predpo-
kladu, ze populacni korela¢ni koeficient je roven p, priblizné rozdéleni

1 1+p 1
N (2 In 1-p’ n73)

Oznacime

a plati
PVn—3|Z—( <z(a/2)] =1—a.
Krajni meze priblizného intervalu spolehlivosti pro ¢ jsou
7y =7 —z(a)2)/v/n -3,
Zy =7+ 2(a/2)/vVn —3.

Postupnymi dpravami dostaneme:

¢ 1. 1+p
= — N —-
2 1-—p
1
e = —tr
IL—p
X —pe* = 149
e —1 = pe®* +1)
e —1

12



Invezni transformaci podle vzorce (1.7) ur¢ime krajni meze ptiblizného intervalu
spolehlivosti pro p.

Priklad: Chceme urcit interval pro populacni korelacni koeficient zavislosti pri-
mérného prospéchu na vysoké a stfedni $kole. Hladinu « volim 5%, tedy popula¢ni
korelacni koeficient bude timto intervalem prekryt p¥iblizné s pravdépodobosti 95 %.
Transformaci vybérového korelacniho koeficientu ryy = 0,686 vypocteme

1. 1+0,686

Z==1

SO 841
2T 0686 - 00

Meze intervalu spolehlivosti pro ¢ jsou

Zp =7 — 2(a)2)/v/129 — 3 = 0,666

Zy =7 + 2(a/2)/v/129 — 3 = 1,015.

Dosazenim vypoétenych hodnot Z; a Zy; do vzorce (1.7) dostaneme pfiblizny interval
spolehlivosti (0,582,0,768). Ackoliv je tento interval pouze piiblizny, zjevné neobsa-
huje 0, coz je zcela v souladu s pfesnym testem (1.5), kde jsme hypotézu o nulovosti
popula¢niho korelacniho koeficientu zamitli. <>

1.1.4 Test shody korela¢nich koeficienti

Pouziti spravné metody pro hodnoceni shody korela¢nich koeficienti zavisi na pouzi-
tych datech, resp. jejich struktufte.

Odpovidajici veli¢iny v nezavislych vybérech

Predpokladejme, ze mame dva nezavislé vybéry o rozsazich n; a ny. Oba vybéry zahr-
nuji stejné nebo odpovidajici si veli¢iny X a Y. VySe uvedenou z-transformaci mizeme
vyuzit pro testovani hypotézy o shodé populacniho korela¢niho koeficientu p; mezi veli-
¢inami X a Y z prvniho vybéru s korela¢nim koeficientem p, stejnych veli¢in z druhého
vybéru.
Provedeme Fisherovu z-transformaci vybérovych korelacnich koeficienti r; a ro:
1. 147 7 1. 1+mr

7, = -1 | .
S D R

Protoze rozptyl rozdilu veli¢in Z; — Z5 je pfiblizné roven 1/(n; — 3) 4+ 1/(ny — 3),
pouzijeme testovou statistiku

Zy — 2y
1,1

ni—3 no—3

Z* = (1.8)

Nulovou hypotézu o shodé korelacnich koeficientd zamitneme na aproximativni hla-
diné vyznamnosti « v piipadé, ze |Z*| > z(«/2) ([36]).

Piiklad: Ve skupiné studentt chceme zjistit, zda se 1isi korelacni koeficienty zavis-
losti prospéchu na vysoké a stiedni gkole u chlapcii a divek. Prospéch na VS je znam
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pouze u 67 (ny) chlapcti a 62 (ny) divek. Korela¢ni koefiecient ve skupiné chlapci je
r1 = 0,643, ve skupiné divek r, = 0,778. Pouzitim z-transformace dostaneme:

1. 1+0,643
7 — _p— " _
1=l gag ~ 0703
@ 1 140,778
o= -In— " =1,040.
2T M T o T ¢
Dosazenim do (1.8) vypocteme:
7~ 7
7t =L 22— 1533 < 2(0,025) = 1,96.
14 1
67—3 62—3

Tedy jsme na 5% hladiné neprokézali rozdil sily linearni zavislosti mezi chlapci a div-
kami.

Zavislé dvojice veli¢in v tomtéz vybéru

Neprilis znamé a pouzivané postupy se tykaji situace, kdy chceme zjistit, zda se ko-
relacni koeficient veli¢in X; a Y lisi od korela¢niho koeficientu mezi X5 a Y. Y, X;
a Xy jsou proménné z vybéru z trojrozmérného normalniho rozdéleni, kde u kazdého
subjektu zndme hodnoty vSech tii veli¢in. Korela¢ni matice velicin (Y, X, X5) je

1 por po2
P=1{pn 1 p2}, (1.9)
po2 p2 1

kde index 0 odpovida veli¢iné Y, 1 je pouzita pro zkracené oznaceni X; a 2 pro Xo.
Pro test hypotézy Ho : po1 = po2 je mozno pouzit Hotellingovu statistiku 7} [14]

Ty = (ro1 — ro2) - \/(n - 3>2.| |(;| nadst) ) (1.10)

kde vybérové korelacni koeficienty r;; odpovidaji popula¢nim charakteristikach p;; a
IR| je determinant matice vybérovych korelacnich koeficientt odpovidajici korela¢ni
matici P.

Statistika 77 ma za platnosti nulové hypotézy rozdéleni t,,_3. Rozhodovani je vSak
podminéno konkrétni realizaci ndhodnych velicin X; a Xo.

E. J. Williams [34] navrhl modifikaci 7}, kde upravil vzorec (1.10) tak, aby byl zo-
hlednén vétsi rozptyl rozdilu vybérovych korela¢nich koeficientii zptisobeny variabilitou
velic¢in X1, X.

Ty = (ro1 — ro2) - \/ (n—=1)- (1+712) (1.11)

224 R| + ((ro1 + 702)/2)* (1 — 712)3

Statistika 75 méa za platnosti hypotézy asymptoticky rozdéleni t,,_3. Podminénost
rozdéleni byla odstranéna za cenu piiblizného rozdéleni.

Neill a Dunn ve svém ¢lanku [24] porovnali 11 testt hypotézy Hg : po1 = po2- Na
zékladé provedenych simulaci davaji prednost statistice 15, ktera ma vyssi silu testu a
lépe drzi hladinu « nez T7 .
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Také Steiger [30] zdtvodiiuje preferenci pouziti statistiky 75 z (1.11) pred 77 z (1.10)
a poukazuje na skutecnost, Ze i v nékterych psychologickych statistickych pracech
bylo nevhodné doporucovano Tj. Dale zminuje situaci, kdy za pfedpokladu p;» = 0,
por = poz = /0,5 je na zdkladé hodnoty statistiky 77 témeér vzdy zamitnuta nulova
hypotéza Ho : po1 = poe. Ze vzorce (1.10) je ziejmé velkd citlivost statistiky 77 na
singularitu varian¢ni matice veli¢in (Y, X, X5). Kdyz Steiger predpoklada, ze X; a X»
jsou nezavislé, singularitu miize zptsobit jediné skutecnost, ze Y je linearni funkci X; a
X5. To znamena, ze podminéné rozdéleni Y pfi danych hodnotach X; = 1 a Xy = 29
je degenerované (s pravdépodobnosti 1 je Y konstanta). V praxi mizeme podobnou
situaci té€zko ocekavat, ale je ziejmé, ze kdyz bude mozno predikovat ¥ pomoci regrese
velmi dobfe (skoro pfesné), je Hotellingtiv postup nepouzitelny. V pfiloze B.1 je ukazka
simulace, kdy urcujeme hodnoty T} a T za vyse zminénych predpokladi.

lo2 = 0.5 (065), o= 0.01 lo2 = 0.5 (065), Mo = 0.1
0 ® o 0 — ~
o Og
< o S o
o 0 ° 0o’
~ O¢ O ~ e}
5 @ o° o° PRI oooog
0 o o 7] O o
o o° e ° o 020 e e
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= OOOO ° () = 80 e _©
oOO ° .. 88 ° ..
- — 880 [ ] - — @8 ®
88 %e® e® 0e®
e® 3 ] g°
o® s® o° ()
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I I I % I I I I I I I I I I
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0.50 0.60 0.70 0.80 0.50 0.60 0.70 0.80

lo1 o1

Obrazek 1.3: Porovnéani statistik 7} (Cervené) a T (zelené) pii rtznych hodnotéch
vybérovych korelac¢nich koeficientl a rozsahu vybéru n = 100

Rozdily mezi statistikami 77 a T, pro nékteré konkrétni hodnoty vybérovych kore-
lacnich koeficient jsou znazornény na obrazku 1.3.

Priklad: Chceme porovnat, zda se lisi vliv stfedoskolského priméru a prijimacich
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zkousek na primér znamek na VS. Veli¢inou Y je zndmkovy primér na VS, X, pri-
mérny prospéch na SS a X, je dosazeny pocet bodii u pfijimacich zkousek, opét u stu-
denti geografie. Korelac¢ni koeficienty jsou rg; = 0,686, rgo = —0,639 a r15 = —0,426.
Vzhledem k tomu, ze mezi prospéchem a dosazenym poctem bodi u ptijimacich zkousek
je zaporna korelace, pro porovnéani obratime znaménka (odpovidalo by zméné stupnice
znamkovani, kdy vyssi zndmka znamena lepsi prospéch). Determinant matice vybéro-
vych korela¢nich koeficientti je |R| = 0,313.
Dosazenim do (1.11) postupné dostaneme

128 - (1 + 0,426)
15:(Q&m—0ﬁ$D~J22§{“ﬂ3+(%ﬁ&%&q?(1—o¢mﬁ
126~V 2 7

182,48
= 0,047 - ’ =0, 752
’ \/o, 636 +0,439-0,190

Vzhledem k tomu, Ze | Ts| < t126(0,05) = 1,98, nemtizeme zamitnout hypotézu o stejném
vlivu pfijimacich zkousek a stfedogkolského prospéchu (p = 0,453). Podobné vysledky
bychom dostali v tomto ptipadé i ze vzorce (1.10), kde vyjde 77 = 0,799. {

1.1.5 Odhad korela¢niho koeficientu z netuplnych dat

Zkoumame zavislost dvou veli¢in X a Y, u kterych predpokladame dvourozmérné nor-

malni rozdéleni )
N((ﬂm) ( o2 paﬁw))‘
ty ) \pozoy o,

Hodnoty X; zname u vsech subjektii, ale hodnoty Y; pouze u ¢asti, tedy mame
k dispozici n uplnych dvojic (X;,Y;) a u dalsich N — n subjekt nezndme hodnotu Y;:

LlyeoosTp, Tntly--- 3 TN
Y1y---5Yn-

Maximélné vérohodné odhady parametri p, 11y, 05,0, a p nezavisle na sobé odvodili
Cohen [9] a Anderson [3].

P1i odvozeni se vychazi z toho, ze sdruzenou hustotu vSech X, Y lze zapsat jako sou-
¢in hustoty X a hustoty podminéného rozdéleni Y| X = z, které je vSak opét normalni
N(py.o + Bz, 0y,), kde

B = po, /o, (1.12)
Hy.x = My — ﬁ,uxa
o2, =0 (1—p). (1.13)

2

Maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce odhadneme parametry u, a o

marginalniho rozdéleni veli¢iny X

N
m:X:%Z&, ﬁ:%ZMFXY
=1 i
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a parametry 3, [ty , 0y, podminéného rozdéleni

52 Tl = X9 =¥
Z?:1(Xj - X*)2

/:Ly.a: =Y* - BX*

~ 1 - \* A *
=1

kde X* a Y* jsou aritmetické priiméry z uplnych dvojic pozorovani.
Odhad p odvodime z (1.12) a (1.13) vyloucenim o , a dostaneme vztah

Bo,
p= 52 2 2
\/ Doz + Oy

Postupnymi dpravami nakonec dostaneme odhad

5= "y , (1.14)

kde r,, je vybérovy korelacni koeficient spocitany z Gplnych dvojic pozorovani a

. %Z;’l:l(Xj - X*)2
% Zz‘N:1(Xi - X)2 .

Koeficient A vlastné méii neshodu mezi odhadem rozptylu X pouze z uplnych dvojic
pozorovani a odhadem rozptylu ze vSech pozorovani této veli¢iny. Jsou-li chybéjici
hodnoty veli¢iny Y dany omezenim na X (napiiklad studenti s nizkym poc¢tem bodu
u pfijimacich zkousek nejsou piijati), je zpravidla odhad rozptylu X z uplnych dvojic
(¢itatel zlomku v (1.15)) mensi nez odhad ze vSech pozorovani (jmenovatel zlomku
v (1.15)). Koeficient A pak vyjde kladny a |p| > |r4,].

Lze oc¢ekavat, ze iprava pomoci ndhodného \ zvétsi rozptyl maximalné vérohodného
odhadu p v porovnéni s r,,. Pochopitelné zalezi na tom, jakym zptisobem se rozhoduje,
ktera pozorovani Y nejsou k dispozici. V situaci, kdy chybi hodnoty Y takové, ze
odpovidajici X je mensi nez pevné x, lze dokéazat [23], Ze asymptoticky rozptyl odhadu
p je dan vyrazem

A=1

(1.15)

(1—p%? 2-p"®(27E)
N 2(1 - @(IO—;D@))

var (p) = (1.16)
Neprijemnou vlastnosti tohoto odhadu je skutecnost, ze miize byt velice citlivy na
splnéni predpokladu o normalnim rozdeéleni.

Na zakladé provedeni simulaci v priloze B.2 se jevi, ze odhad neni ani tak citlivy na
normalitu, ale spiSe na symetrii rozdéleni. Poruseni pfedpokladu normality resp. syme-
trie muzZe nastat jednak u veli¢iny X s kompletnimi idaji, jednak u veli¢iny Y, kde ¢ast
pozorovani chybi. V jednotlivych pfipadech dostaneme odlisné vysledky. Jestlize méa
jedna z veli¢in napriklad rovnomérné rozdéleni, které je symetrické, nedochéazi k pod-
statné deformaci vysledki. Jestlize mé vSak veli¢ina Y, u které nezname vSechny hod-
noty, exponencialni rozdéleni (ptipadné obecnéjsi gamma rozdéleni), které je vyrazné
asymetrické, vypocet podle vzorce (1.14) hodnotu opraveného korela¢niho koeficientu
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vyrazné nadhodnocuje. Pti nejistoté o mozném rozdéleni je tedy tieba dbat zvysené
opatrnosti.

Typickym prikladem pouziti je situace, kdy zname vysledky vsech studentti u pri-
jimacich zkousek, ale jen u téch, kteri byli pfijati, zapsali se a studovali, i priameér
zndmek na vysoké skole. Rozdéleni primeéru znamek na vysoké skole se miize na jed-
notlivych skolach ¢i oborech lisit a nebyva vzdy blizké normalnimu, coz miize vypocet
znehodnotit.

Priklad: Podle normalniho diagramu (i testu normality) mizeme pfepokladat nor-
mélni rozdéleni primérného prospéchu na VS, a proto mfizeme vyuzit (1.14).

Na zakladé znalosti korela¢niho koeficientu mezi priimérnym prospéchem na VS
a poctem bodil dosazenych v pfijimacim fizeni r,, = —0,639, odhadneme korelacni
koeficient u vSech uchazec.

< . 615,87 __ ,
Ze vzorce (1.15) vypo¢teme hodnotu koeficientu A = 1 — 1556.01 — 0:499. Opraveny
korela¢ni koeficient pak vychazi:
—0,639
p= ’ = —0,761.

V/1—0,499(1 — (—0,639)?)

1.1.6 Spearmaniiv korela¢ni koeficient

Mnohdy chceme prokazat zavislost dvou veli¢in, ale neni splnén predpoklad normality.
Pro prokazani monoténni zavislosti se vyuziva Spearmantiv korela¢ni koeficient.

Ptvodni pozorovani z; a y; nahradime pofadimi R; a ); a dale aplikujeme vzorec
pro vypocet Pearsonova korela¢niho koeficientu (1.2) na zjisténa potadi ve tvaru

r§) = . = S— (1.17)
V(S R =020, Q2 — nQ?)
Vyuzitim vztaht
— 1 — 1 — ] n-+1 _
R—E RZ_EZZ_ 9 =Q,
i=1 i=1
iRZZiQZZiiQZn(n—i—I)(anLI) (1.18)
— ' T4 6 ’ '
=1 =1 i=1
Z(Ri_Qi)Q = ZR?+ZQ§_QZ&Q¢, (1.19)
i=1 i=1 i=1 i=1
dosazenim z (1.18) do (1.19) vyjadiime
- nn+1)2n+1) 1 )
RiQ; = -5 R; — Q;
2 e ; 3 2 (Fi= Q)
a vzorec (1.17) mizZeme upravit na tvar (pro jednodussi vypocet).
6 n
roy =1— ——5——= Y (Ri— Q)" (1.20)

n(n?—1)

i=1
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Pro malé hodnoty n se pouzivaji specialni tabulky kritickych hodnot, pro vyssi n
je vypocetni naroc¢nost velka, ale vzhledem k platnosti centralni limitni véty nulovou
hypotézu rgg), = 0 zamitneme, plati-li rgi)/\/n — 1> 2(a/2) (viz napt. [2]).

Je dilezité si uvédomit, ze vzorec (1.20) dava tentyz vysledek jako (1.17) pouze za
predpokladu, ze vSechna pozorovani z; i vSechna pozorovani y; jsou navzajem rtzna.
Jinak totiz neplati vztah (1.18), kde se vlastné jedna o hodnotu sou¢tu druhych mocnin
prirozenych ¢isel od 1 do n. V pripadé shodnych pozorovani by byl skute¢ny soucet
vzdy o néco mensi.

Jestlize se v datech vyskytuje mnoho shodnych hodnot pozorovani, doporucuje se
pracovat s korigovanym Spearmanovym korela¢nim koeficientem (viz [15] a [29])

n

(S korig) 6 2
1 S (R - Q)2 1.21
Txy n(n2 _ 1) _ Tz’ o Ty’ ( Q ) ( )

=1
kde 1 1
Tx/ = 5 Z(til - tz/), Ty/ f— § Z(tg/ - ty/)

a tg, resp. t,y jsou rozsahy skupin se stejnou hodnotou veli¢iny X, resp. Y.

Priklad: Chceme-li naptiklad prokéazat zavislost mezi poctem bodd u prijimacich
zkousek a dosazenym primérem zndmek na VS (ve skupiné 89 studentt, ktefi stu-
dium Gspésné absolvovali) a testy u obou veli¢in zamitnou normalitu (p = 0,028, resp.
p = 0,015), mizeme pouzit Spearmantiv korelacni koeficient. Jeho hodnota je v tomto
pripadé rﬁf; = —0,5229. Vypocty podle vzorce (1.20) bez odecteni vlivu shodnych po-
zorovani (—0,5225) i podle (1.21) (—0,5227) davaji v tomto pfipadé velmi podobné vy-
sledky, protoze opakovani hodnot je spise vyjimkou. U pfijimacich zkousek se vyskytuji
devétkrat dvé stejné hodnoty a tiikrat tii stejné hodnoty, tedy 7,y = 1/2(9-6+3-24) =
63. prospéch na VS obsahuje Sestkrat dvé stejné hodnoty a jednou tii stejné hodnoty,
tedy 7,y =1/2(6-6+1-24) = 30. &
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1.2 Linearni regresni model

V nésledujicim textu ndm neptijde pouze o to, prokazat, Ze spolu dvé ¢i vice veli¢in
souvisi, ale téz odhadnout prislusnou zavislost. Chceme vysvétlit variabilitu nahodné
veliéiny Y (zévisle proménné, vysvétlovana proménnd, odezva) zéavislosti jeji stfedni
hodnoty na jedné nebo nékolika nezévisle proménnych (prediktorech, regresorech).

Méjme nahodny vektor Y = (Yi,...,Y,,) a matici danych ¢isel X, 5. Pfedpoklé-
dame, ze se Y 1idi tzv. linearnim modelem

Y =X3+e, (1.22)

kde B8 = (Bo,...,0k)" je vektor nezndmych parametri a e = (eq,...,e,) je vektor
nezavislych ndhodnych veli¢in, které maji rozdéleni N(0, 1), kdy o2 je téZ neznamy
parametr. Vektor e je mozno charakterizovat jako vektor chyb, kterymi se zpravidla
rozuméji chyby vyplyvajici z nepfesnosti pii stanovovani vektoru Y. Vektor e se po-
zorovat neda. Predpoklad nulové stfedni hodnoty pro vsSechna e; odpovida tomu, ze
pozorovani Y; nejsou zatizena systematickymi chybami. Diagonalni varianéni matice
(spolu s pfedpokladem normality) znamend, Ze chyby jednotlivych méFeni Y; jsou ne-
zavislé, stejny rozptyl odpovida stejné presnosti méreni. V mnoha pripadech se nejedna
v pravém slova smyslu o chyby méfeni, ale napt. o biologickou variabilitu.

1.2.1 Regresni primka

Nejjednodussi je situace, kdy odhadujeme stfedni hodnoty zavisle proménné na zakladé
znamych hodnot jediné nezavisle proménné.

Méjme linearni model Y; = By + (1x; +e;, kde Y7, Ys, ... Y, jsou nezavislé nahodné
veli¢iny, o jejichz stfednich hodnotach predpokladame:

EYi:ﬂo—Fﬁlﬂfi, izl,...,n, (123)

kde z1,...,x, jsou znamé konstanty a (3, #; jsou neznamé parametry. Dale predpokla-

dame, Ze pro vsechna ¢ plati varY; = o2.

Predpokladame, Ze stiedni hodnota nahodné veli¢iny Y; je lineadrni funkci znamé
hodnoty z;, a tedy body o soufadnicich [z;, EY;] lezi na pfimce. Rovnici této pfimky
nezname, protoze nezname jeji parametry v rovnici (1.23).

Stfedni hodnotu nahodné veli¢iny Y; (vektor EY) odhadujeme pomoci linearni
funkce }72 = by + byz;. Rezidui nazyvame rozdily mezi skutecnou a odhadovanou hod-
notou, tj. U; = Y; — Y; Rezidualni soucet ¢tverctl, oznacovany RSS, SS. nebo S,, udava
druhou mocninu normy (délky) rozdilu vektora Y a Y a jedinym ¢&islem tak vyjadiuje

jejich neshodu.

RSS =) U= (Yi— (bo + bizy)) (1.24)
i=1 i=1

Odhady by, by parametrii 3y, 01 z rovnice (1.23) uréime metodou nejmensich ctverci,
kdy hleddme minimum funkce dvou proménnych (by a by) z (1.24). Polozime-li obé
prvni parcialni derivace rovny nule, feSenim soustavy dvou linearnich rovnic o dvou
neznamych dostaneme

by = Y — b7,
i@ =)y -Y)
by = ST o (1.25)
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kde

Metoda nejmensich ¢tverctt souvisi s pfedpokladem o normalité chyb méreni e;.
Pokud bude tento pfedpoklad splnén, odhady metodou maximalni vérohodnosti (jejimz
konkrétnim ptipadem v tomto piipadé metoda nejmensich ¢tvercii je) budou mit dobré
statistické vlastnosti.

Odvozeni koeficientt1 by a b; miizeme popsat i nasledujicim zptisobem, kdy hledame
feseni rovnice:

XB=Y,
kde Y = (Y71,Y5,...,Y,) a X je regresni matice (matice modelu)

1 I
x—| '™
1 =z,

Koeficienty by, b; dostaneme feSenim soustavy linearnich rovnic
X'Xb = XY,
(b0> - (1 1)
S b - T ... oz, ) :
1 =z, ! ! Y,
(ng)(n) = (&) (120

Koeficient b; muzeme interpretovat také nasledujicim zpisobem (viz [35]). Pfed-
pokladame, ze vSechna pozorovani velic¢iny x se lisi od aritmetického praméru z. Pak
mtizeme vzorec (1.25) upravit

b = Z?:l(xi —Z)(Y; — Y)
Z?:l('ri —7)?

p Z?ﬂ(%’ —I)Pr—I

n
= Zwitga’ia
7

kde vaha w; je
(z; — 2)°

Z?:l (z; — 7)?
a tedy soucet vah w; je roven 1 a «; je thel, ktery s vodorovnou osou svira pirimka
spojujici body [z;,Y;] a [Z,Y]. Smérnice regresni piimky je tedy vaZzenym primeérem

Vv

(1.27)

w; =

[Z,Y]. Z (1.27) je vidét, ze kazdy bod ma tim vétsl vahu, ¢im vice je jeho z-ova sou-
fadnice x; vzdalena od pruméru z. Jestlize by byly hodnoty Y; pro takovéto x; zatizeny
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hrubymi chybami, mohlo by dojit k vyraznému zkresleni odhadt regresnich koeficienti.

Parametry regresni pfimky mizeme vypocitat vzdy pro pozorovani, kde nejsou
v8echny hodnoty z; stejné. Linearni zavislost veli¢iny Y na z je statisticky priukazna (na
zvolené hladiné «) v pfipadé, Ze smérnice regresni primky (; je statisticky vyznamné
nenulova. Chceme-li testovat Hy : 01 = 0, vypocteme hodnotu testové statistiky 7T,
kterd ma za platnosti Hg rozdéleni t,,_».

T=for=— - (1.28)

e (Zm —V) = b > (i )Y - Y)) . (1.29)

Testova statistika 7" ze vzorce (1.28) je tataz jako T statistika ze vzorce (1.4) pro
test nulovosti korela¢niho koeficientu.

Koeficient determinace

Koeficient determinace ukazuje, jak velky dil variability hodnot zavisle proménné se
nam podafilo vysvétlit uvazovanou zavislosti pfi danych hodnotach nezavisle proménné
T1yeons Ty
Celkova variabilita ndhodné veli¢iny Y je
n
SSp=>» (Y;=Y)?,

i=1

variabilita nevysvétlend modelem (rezidudlni soucet ¢tverci)

RSS = S (% - Vi,

=1
a tedy
SSr — RSS RSS S (Y - V)2
R — — 1 =2 &=t —, 1.30
SST SST Z?:l(Y; - Y)2 ( )

Vzhledem k (1.30) plati 0 < R? < 1, kdy R? = 1 plati pro deterministickou linedrni
zavislost. V piipadé jediného regresoru je koeficient determinace roven druhé mocniné
korela¢niho koeficientu mezi veli¢inami Y a f/, ktery je vzhledem k linearnimu vztahu
Y = by + byx stejny jako korelaéni koeficient veli¢in Y a x.

U modelu s vice regresory je R = v/ R? oznacovén jako vybérovy koeficient mnoho-

nasobné korelace.
Piiklad: Jiz drive jsme prokazali, Zze prospéch na stfedni a vysoké skole spolu

souvisi, nyni odhadneme parametry modelu zavislosti a ovéiime predpoklady pouziti
modelu. Do vypoctu je zahrnuto 129 studentii, ktefi dostali alespori jednu znamku.
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Obréazek 1.4: Regresni pifimka modelu zéavislosti prospéchu na VS na piedchozim pro-
spéchu na SS

Dosazenim vypoctenych koeficientti by, b; dostaneme rovnici regresni primky, ktera
je znazornéna na obrazku 1.4:

prumer = 1,105 + 0,875 - ssprum, (1.31)

kde prumer je primérny prospéch na vysoké skole a ssprum je primér ze t¥i priméra
na vyrocnich vysvédcenich a pololetnim vysvédcéeni v poslednim ro¢niku stiedni skoly.
Dosazenim do (1.28) vychazi T statistika pro test hypotézy Hy : 51 =0

0875
~0,0823

= 10,632,

coz odpovida stejné hodnoté pii testu nulovosti korela¢niho koeficientu v (1.5).

Ze smérnice regresni ptimky v (1.31) je zfejmé, Ze ligi-li se pramér dvou studentit
na stfedni skole o jeden stupen, ocekavany rozdil na vysoké skole je 0,875. Naptiklad
u studentti s primérnym prospéchem 2,00 na stfedni skole o¢ekavame na vysoké skole
v praméru prospéch 2,855.

Koeficient determinace modelu vyjde R? = 0,471, coz znamena, ze 47 % variability
prospéchu na vysoké skole jsme vysvétlili zavislosti na prospéchu na stfedni skole.

Normalita rezidui

Pro grafické zndzornéni se pouziva tzv. normalni diagram (probability plot). Jednotliva
rezidua jsou po usporadani vynasena na osu y, kde jejich z-ova souradnice odpovida
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teoretickému kvantilu normovaného normalniho rozdéleni. Hodnoceni norméalniho dia-
gramu je zaloZeno na predstavé, ze kdyby byl Uy, ..., U, ndhodny vybér z rozdéleni
N(p, 0?), zobrazované body by mély ndhodné kolisat kolem piimky y = u + oz. Pokud
body nazna¢uji konvexni zavislost, je to znamka kladné Sikmosti (normélni rozdéleni
mé Sikmost nulovou), konkévni pribéh je diisledkem zaporné sikmosti. Esovity pribéh
naznacuje jinou Spicatost nez prepokladame u norméalniho rozdéleni.

Ciselnym hodnocenim kvality pfiblizeni bodi k piimce je Shapirtiv-Wilkéiv test
normality [28], jehoz testova statistika je blizka ¢tverci vybérového korelacniho koefi-
cientu mezi hodnotami rezidui a kvantily uspofadaného vybéru z N(0, 1).

1.0

0.5

Rezidua

0.0

Teoreticke kvantily

Obrazek 1.5: Normélni diagram

Na obrazku 1.5 je znazornén norméalni diagram rezidui hodnoceného modelu, kde
je patrné, ze neni problém s normalitou. Odpovida tomu i vysokd p-hodnota 0,53
Shapirova—Wilkova testu normality.

Homogenita rozptylu (homoskedasticita)

Castym pfipadem poruseni predpokladu o konstantnim rozptylu je monotonni zavislost
rozptylu na stredni hodnoté veli¢iny Y. Pro grafické znazornéni se pouziva bodovy graf,
kde na ose z vynasime vyhlazené hodnoty Y; a na svislé ose rezidua Y; — Y; (pfipadné
jejich druhé mocniny).

Testova statistika Breuschova—Paganova testu, ktery testuje homoskedasticitu proti
monoténni zavislosti na stfedni hodnoté [6], je blizka testové statistice nulovosti smér-
nice zavislosti ¢tverct rezidui na vyhlazenych hodnotach Y;. Na obr. 1.6 jsou body roz-
mistény ndhodné, coz odpovida nezavislosti rozptylu na stfedni hodnoté Y; (p = 0,56).
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Obrazek 1.6: Zavislost rezidui na stfedni hodnoté odhadované veli¢iny

Boxova—Coxova transformace

V nékterych pripadech je pfi nesplnéni predpokladi normélniho linedrniho modelu
nutno vyuzit transformaci. Pouzitim vhodné funkce nezavisle proménné jako regresoru
dostaneme bohatsi mnozinu moznych stfednich hodnot vysvétlované veliciny. Kvalita-
tivné jind situace nastane pfi transformaci zavisle proménné, kdy chceme linearizovat
zavislost, stabilizovat rozptyl, priblizit vliv ndhodné slozky normélnimu rozdéleni apod.
Boxova—Coxova transformace [5] je pro kladné y definovana pfedpisem

YO = {(3/A —1)/A proA#0 (1.32)

Iny pro A = 0.

Bézny linearni model modifikujeme tak, ze predpokladame pribliznou platnost mo-
delu
YWY ~ N(XB,0). (1.33)

Pro pevné \ minimalizuje logaritmickou vérohodnostni funkci parametrii 3, 0% odhad
metodou nejmensich ¢tverci b v modelu (1.33).

Grafické znazornéni zavislosti hodnoty logaritmické vérohodnostni funkce na zvo-
lené hodnoté A je na obrazku 1.7. Vzhledem ke splnéni diive uvedenych predpokladi
linearniho modelu zavislosti primérného prospéchu nepiekvapuje, ze A = 1 je takika
uprostied intervalu spolehlivosti a tedy neni tfeba provést transformaci vysvétlované
veli¢iny (primérného prospéchu na vysoké gkole).
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Obrazek 1.7: Maximéalné vérohodny odhad parametru A Boxovy—Coxovy transformace
modelu zavislosti prospéchu na VS na primérném prospéchu na SS, kde je vyznacen
priblizny 95% interval spolehlivosti pro A

1.2.2 Mnohonasobna linearni regrese — dva regresory

Méjme linearni model
Yi = Bo + Brz; + Bovi + € .

Koeficient (3; lze interpretovat jako stfedni zménu odhadované velic¢iny Y pfi jednotkové
zméné xr a nezménéné hodnoté v, koeficient 5 jako stfedni zménu Y pii jednotkové
zméné v a nezménéné hodnoté x. Regresni funkce mé vyjadreni:

EY; = Bo + Bixi + Bavs, i=1,...,n. (1.34)

Odhady regresnich koeficientti dostaneme jako v ptipadé jediného regresoru fesenim
soustavy linearnich rovnic:

X'Xb = XY (1.35)
1 .01 Lz v bo 1.1 Y
1T ... Tp : : : : ’ bl = ry ... Tp :
V1 ... Up 1 z, v, by vy Up Y,

n Yoxp >y bo R
Yo yuap Y |- b = > Y
DU T Yoy by > viY;
b = (XX)'X'Y (1.36)
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Rezidudlni soudet ¢tvercit RSS a rezidudlni rozptyl s? vypocteme

RS = YT

Pro test hypotézy Ho : 3; =0, (j = 1,2), uréime

b; b;
Ty=ei =9 1.37
J SE(bJ) S\ /wjj ( )

kde wj; je odpovidajici prvek matice (X'X)~1. Jestlize plati |Tj| > ¢,_3(a), zamitneme
Ho; prokazali jsme zavislost vysvétlované veli¢iny na j-tém regresoru.

Méjme model zavislosti primérného prospéchu na vysoké skole na predchozim pro-
spéchu na stfedni skole a poctu bodu ziskanych z pfijimacich zkousek. Podle (1.37)
prokézeme nenulovost koeficienti u obou regresorii. Dosazenim odhadnutych koefici-
enti dostaneme regresni funkci:

prumer = 2,725 + 0,645 - ssprum — 0,0104 - zcel .

Zavislost na méritku

Silu vlivu obou regresort nemtizeme posuzovat na zakladé vypoctenych odhadi re-
gresnich koeficientii. Jejich velikost zavisi na zvoleném métitku. Kdybychom naptiklad
uspésnost v prijimacim fizeni hodnotili pocétem procent z maximalné dosazitelnych
200 bodu (kazdou hodnotu bychom vydélili dvéma), vysla by regresni funkce

prumer = 2,725 4 0,645 - ssprum — 0,0207 - zcel /2,

ze které je patrna dvojnasobné hodnota koeficientu u regresoru zcel.

Z puvodnich hodnot regresorti vypocteme bezrozmérné z-skéry, které vyjadiuji,
o kolik smérodatnych odchylek se jednotliva pozorovani lisi od priméru. Pii pouziti
takto standardizovanych veli¢in zssprum a zzcel uz mizeme hodnoty koeficientd po-
rovnat. V rovnici regresni funkce

prumer = 2,730 4+ 0,308 - zssprum — 0,258 - zzcel

ma koeficient u primérného prospéchu na stiedni skole vétsi hodnotu, ale porovnanim
absolutnich hodnot pfislusnych korelac¢nich koeficienti neprokazeme rozdil v sile vlivu
obou regresort (vyuzitim vzorct (1.10), resp. (1.11) z kap. 1.1.4).

Model s interakcemi

V predchozim jsme predpokladali, Ze vliv obou regresort je aditivni (citlivost na zménu
jednoho regresoru je stejna pro vsechny hodnoty druhého regresoru). P¥itomnost inter-
akci v modelu

Y; = Bo + Oizi + Bavi + Bazivi + €

prokazeme zamitnutim hypotézy Hg : 53 = 0.
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Piiklad: Méjme model zavislosti priumérného prospéchu na vysoké skole na pred-
chozim prospéchu na stiedni skole a pohlavi studenta:

Y = Bo + Bixi + Bovi + Baxiv; + e, (1.38)

kde x je veli¢ina ssprum, v je faktor oznacujici pohlavi studenta. Pti vypoctu se nahra-
zuje faktor s I trovnémi [ — 1 umélymi proménnymi; tady jednou novou proménnou,
ktera oznacuje, zda se jedna o divku.

prumerny prospech na VS

1.0

T T T T T
1.0 15 2.0 25 3.0

prumerny prospech na SS

Obrazek 1.8: Grafické znazornéni zévislosti priimérného prospéchu na VS na pohlavi

studenti a predchozim prospéchu na stiedni skole. Modfe jsou oznaceni chlapci, cervené
divky.

Interakce mezi pohlavim studenta a stfedoskolskym prospéchem jsou v tomto mo-
delu prikazné (p = 0,036). Smérnice regresnich pfimek popisujicich zéavislosti jsou
statisticky vyznamné odlisné u chlapct a divek, jak je znazornéno na obrazku 1.8.
Dosazenim odhadt regresnich koeficientii

by = 1,663, by = 0430, by=—0490, bs= 0,373
do (1.38) dostaneme rovnice dvou riznobéznych regresnich piimek:

chlapci: prumer = 1,663 + 0,430 - ssprum
divky: prumer = 1,663 — 0,490 + (0,430 + 0,373) - ssprum
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Méjme jiny model zavislosti primérného prospéchu na vysoké skole, a to na po-
¢tu bodi dosazenych v prijimacim fizeni v testu z geografie. Chceme zjistit, zda ma
vliv i pohlavi studenta. NeprokdZzeme vliv interakci (p = 0,51), proto mizeme pouzit
jednodussi model bez interakci, kde je vliv testu z geografie (p < 0,00001) i pohlavi
(p = 0,00025) statisticky vyznamny. V tomto pfipadé jsou regresni ptimky rovnobézné
a prokazatelné rtizné. Dosazenim odhadnutych parametrii dostaneme rovnice:

chlapci: prumer = 4,769 — 0,279 - zem
divky: prumer = 4,769 — 0,367 — 0,279 - zem

<
<

prumerny prospech na VS
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prijimaci zkousky z geografie

Obrézek 1.9: Grafické znazornéni zavislosti primérného prospéchu na VS na pohlavi
studentti a po¢tu bodi z prijimaci zkousky z geografie. Modfe jsou oznaceni chlapci,
cervené divky.

Z obr. 1.9 je patrné, ze pri stejném poctu bodid v testu z geografie, ocekavame
u divek lepsi prospéch. &
Koeficient parcialni korelace

Mé¢jme tii ndhodné veliciny Y, Z a X. Pfipoustime, ze X miize ptsobit na Y i Z.
Zajima nas, jaka by byla zavislost mezi Y a Z bez vlivu veli¢iny X.
Koeficient parcialni korelace mezi Y a Z pfi daném X vypocteme

Py zx = Pyz — PXYPxz
o \/(1 - P.QXY)(l - P_2X2)
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Jednad se vlastné o obycejny korela¢ni koeficient mezi rezidui dvou modelt (zavislosti
Y na X a Z na X). Popisuje, jaké zavislost mezi Y na Z zustane, kdyz obé veli¢iny
vysvétlime co nejlépe pomoci X, neboli viici X adjustujeme.

Na rozdil od koeficientu mnohonéasobné korelace neplati zadné nerovnosti mezi oby-
¢ejnym korelacnim koeficientem a koeficientem parcialni korelace.

Priklad: Chceme urcit hodnotu korela¢niho koeficientu mezi dosazenym prospé-
chem na vysoké skole a poc¢tem bodi v prijimaci zkousce z matematiky.

Vybérovy korela¢ni koeficient ma hodnotu ryz = —0,510, po odstranéni vlivu stie-
doskolského prospéchu vypocteme parcidlni korelacni koeficient ry z x = —0,348. Jeho
nizsi absolutni hodnota je ziejmeé zptisobena vysokou korelaci po¢tu bod z matematiky
se stfedoskolskym prospéchem, ktera je timto vypoctem eliminovana.

Za ptedpokladu, ze vektory (Xi,Y1,7Z1),...(Xn, Yn, Zn)" jsou vybérem z regular-
niho normalniho rozdéleni a plati py z x = 0, ma veli¢ina

7o vzx s

/ 2
1-— Tyz.x

rozdéleni t,,_3 (ryzx je vybérovym protéjskem py 7 x).

1.2.3 Mnohonasobna linearni regrese — vice regresoru
Adjustovany koeficient determinace

Jak jiz bylo uvedeno vyse, koeficient determinace R? ukazuje, jaky dil variability se
podaftilo vysvétlit zavislosti na regresorech modelu. Pridavame-li do modelu dalsi pro-
ménné, zpravidla se koeficient determinace R? zvétsi. Pro porovnani modelt s riiznym
poctem regresoru se ¢asto pouziva adjustovany koeficient determinace, ktery zohlednuje
pocet stupnu volnosti pro rezidualni slozku modelu:
n—1
R =1—-——(1-R?%, 1.39

adj n—p-— 1( ) ( )

kde p je pocet regresorti v modelu.
Na rozdil od R? miize byt dej vyjimecné i zaporny.

Test podmodelu
Méjme modely

Y;‘ - ﬁo + ﬁlxli + ...+ ﬁjfﬂji + ﬁj+1$(j+1)i 4+ ...+ kakz +e;, (1.40)
Vi = By+ B+ ..+ B+ e (1.41)

Rezidualni soucet ¢tvercii v modelu (1.40) oznac¢ime RSS a v modelu (1.41) RSS,.
Plati-li v linearnim modelu podmodel (zde konkrétné (1.41) je podmodelem (1.40)),
pak

(RSSO — RSS)/(’I" — ’1"0)

RSS/(n—r)

kde r je pocet odhadovanych parametrti v modelu a ry v podmodelu. V ¢citateli zlomku
(1.42) je, o kolik se v podmodelu zvétsi rezidudlni soucet ¢tverct (déleny rozdilem
poctu parametri), ve jmenovateli je rezidudlni rozptyl modelu.

oy =

~ Fr—ro,n—r ) (142)
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Priklad: Mé&jme model se dvéma regresory (pocet bodu z piijimacich zkousek a
stfedoskolsky prospéch), kde vysvétlujeme dosazeny prospéch na vysoké skole. Chceme
zjistit, zda pfidanim informace o pohlavi studenta a dobé maturity dostaneme vy-
znamné lepsi model.

V testu podmodelu méa F-statistika hodnotu Fy = 2,454, kterd je mensi nez kri-
tickd hodnota Fy124(0,05) = 3,069, tedy nezamitdme platnost podmodelu (p = 0,09).
Neprokazali jsme, ze bychom zafazenim dalsich dvou regresorti dostali vyznamné lepsi
model. Adjustované koeficienty determinace Rgdj modelu 0,6207 a podmodelu 0,6119
jsou podobné.

Testovanim podmodelu, ktery vznikne vyfazenim jediného regresoru (a nejedna se
o faktor s alesponl tfemi trovnémi), vyjde p-hodnota testu podmodelu stejné jako p-
hodnota testu hypotézy nulovosti ptislusného regresniho koeficientu v modelu, protoze
plati Fl,n—3 == ti_3.

Krokova regrese

Bylo by mozné postupné pridavat do modelu jednotlivé veli¢iny z dostupné mnoziny
moznych regresorii a zkoumat, zda dojde ke zlepseni predpovédi. Jedna z moznosti
porovnani ruznych modeli je pomoci Akaikeho informacniho kritéria

AIC = —20(6) + 2

kde ¢ je logaritmicka vérohodnostni funkce a q je pocet nezavislych slozek 6.

V programu R je k dispozici procedura step(), kterd hledd model s malou hod-
notou AIC. Nezarucuje vsak nejmensi moznou hodnotu AIC, protoze neprozkouma
vSechny mozné mnoziny regresortu. Algoritmus se v kazdém kroku pokusi pridat do mo-
delu kazdou proménnou, ktera tam v tuto chvili neni a ubrat kazdou z téch, které jiz
v modelu jsou. Krok zakon¢i pfidanim (resp. odebranim) takové proménné, kdy bude
hodnota AIC' nejmensi. Vypocet algoritmu skonci ve chvili, kdy zadna jednokrokova
zména nevede ke zmenseni AIC.

Multikolinearita

Multikolinearitou oznacujeme situaci, kdy nékteré regresory, pripadné skupiny regre-
sortl, jsou mezi sebou skoro zavislé. Dokazeme tedy jejich hodnotu z velké ¢asti vysvétlit
zavislosti na dalsich regresorech v modelu.

Inflacni faktor (Variance Inflation Factor) oznacovany VIF; ukazuje, kolikrat se
zhorsi rozptyl odhadu 0; v disledku korelovanosti j-tého regresoru s ostatnimi regre-
sory. Odmocnina z infla¢niho faktoru tedy rika, kolikrat je interval spolehlivosti pro
zvolené f3; delsi.

Priklad: Vysvétlujeme pramérny prospéch na vysoké skole pomoci tii regresorti:
piijimaci zkouska z geografie (zem), priimérny prospéch na SS na konci 3. roéniku
(5s3) a primérny prospéch v pololeti 4. roéniku SS (ss4). Regresni funkce modelu je:

prumer = —0,018 - zem + 0,370 - ss3 + 0,382 - ss4 + 2,288.

Regresni koeficienty v tomto modelu jsou statisticky priikazné nenulové (p < 0,00001,
p = 0,0057, resp. p = 0,0072), ale oba ukazatele stfedoskolského prospéchu jsou vza-
jemné silné korelované (r = 0,87). Variabilitu ss3 (i ss4) dokdzeme z vice nez 76 %
vysveétlit zavislosti na zbyvajicich dvou regresorech v modelu.
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Pfidame-li do modelu se dvéma regresory (zem, ss3) jesté ssd, zvysi se sice adjus-
tovany koeficient determinace Rgdj z 0,566 na 0,587 a dostaneme model, ktery je sta-
tisticky vyznamné lepsi, ale zaroven dojde k vice nez ¢tyfnasobnému zvyseni rozptylu
odhadovanych koeficientt u stfedoskolské prospéchu (VIF} = 1,04; VIF, = 4,28, VIF; =
4,20). Tedy intervaly spolehlivosti pro (32 a 3 jsou vice nez dvojnésobné (funkce vif ()
z knihovny car programu R). Kdybychom ptidali do modelu jesté dalsi stiedoskolsky
regresor ss2, vzrostla by hodnota VIF u ss3 dokonce na 8,02.

Jako nejvyhodnéjsi se jevi pouziti jediného stfedoskolského regresoru, a to vypoc-
teného aritmetického priméru (ze ¢tyf hodnot uvedenych v datovém souboru), kdy
dostaneme i nejvyssi R2; = 0,5875. $

1.3 Logisticka regrese

Logistickou regresi vyuzivame v piipadé, kdy kritérium (GspéSnosti) muze nabyvat
pouze dvou hodnot, zpravidla se voli 1 pro tispéch a 0 pro netspéch.

Mame nezévislé ndhodné veli¢iny Y7, ...,Y,, s alternativnimi rozdélenimi. Jejich
stfedni hodnoty pu; odpovidaji pravdépodobnostem tspéchu (tedy jednicky) a mohou
zaviset na néjakych nendhodnych veli¢inach, pro jednoduchost uvazujeme pouze je-
dinou veli¢inu z. Pro ndhodnou veli¢inu s alternativnim rozdélenim je rozptyl roven
varY; = p;(1 — p;), na rozdil od normalniho linedrniho modelu tedy zavisi na st¥edni
hodnoté této velic¢iny.

Podil 5 ’_LL , ktery porovnava pravdépodobnost ispéchu a netispéchu, se nazyva sance
2

(angl. odds) a

=1 1.43
n(k) =In — p (1.43)
je funkei oznacovanou jako logit. Vyjadienim p ze vztahu (1.43) dostaneme
ek
H= 1+ en(u)

Predpokladame-li déle, ze logit pravdépodobnosti je linearni funkci neznamych para-
metri B = (5, 41)'
N = /8/'Ii ;
stfedni hodnota E Y}, resp. pravdépodobnost tispéchu pak je
B
1+ef=
1
e (B (1 4 B
1
1+ e (Bz)
1

- 1 + e—(Bo+pizi) (1'44)

ni(B) =

Metodou maximalni vérohodnosti itera¢nimi vypocty uré¢ime odhady parametri 3y
a (1 z rovnice (1.44), kde parametr 3; je roven logaritmu poméru Sanci uspéchu pii
x+ 1 a x. Jestlize pravdépodobnost sledovaného jevu nezavisi na hodnoté z, je pomeér
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sanci (odds ratio) roven jedné a (3; = 0, coz odpovida i vyznamu tohoto parametru
v linearni regresi.
Waldtv test hypotézy Hg : 31 = 0 je zaloZen na statistice
b
v/ V11 ’

kterd mé za platnosti nulové hypotézy asymptoticky rozdéleni N(0, 1) a kde vq; je odhad
asymptotického rozptylu b;.

7 —

(1.45)

1.0

pravdepodobnost uspechu
pravdepodobnost uspechu

T T 1 T T T
0 50 100 150 200 1.0 1.5 2.0 25 3.0 35 4.0

celkovy pocet bodu u prijimaci zkousky prumerny prospech na SS

Obrazek 1.10: Graf logistické funkce zavislosti ispésnosti na po¢tu bodt u piijimacich
zkousek (vlevo), na prospéchu na stiedni gkole (vpravo). Carkovand jsou vyznaceny
hodnoty, pro které je pravdépodobnost tispéchu 50 %.

Podobnou roli jakou hraje koeficient determinace v linearni regresi ma v piipadé
logistické regrese tzv. deviance. Nejbohatsi mozny model (kde predpokladéame pro kaz-
dého jedince individudlni stfedni hodnotu) se nazyva saturovany a hodnota vérohod-
nostni funkce je maximalni (oznacime ji fy,.x). Kazdy jing model je podmodelem satu-
rovaného modelu a jeho priléhavost mtizeme posoudit pomoci deviance

D(b) = 2(ynax — £(b)). (1.46)

Stejné jako v pripadé rezidualniho souctu ¢tverci plati, ze ¢im je model méné priléhavy,
tim je hodnota deviance vétsi.

Jiny zptsob testovani hypotézy Hg : 51 = 0 je test pomérem vérohodnosti pomoci
deviance modelu a podmodelu (v tomto pfipadé u podmodelu ocekavame pro vSechna
x; stejné hodnoty Y;).

LR = 2({(bo,by) — £(bo))
= 2(lmax — (b)) — 2 (imax — £(bo, b1))
= D(bo) — D(bo, b1)

Testova statistika LR m4 za platnosti podmodelu asymptoticky rozdéleni 3.
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Piiklad: Ze sledované skupiny studentt 89 tispésné ukoncilo studium a 51 studentt
z nejruznéjsich divodd studium neukoncilo. Chceme odhadovat tspésnost studia na
zakladé znamého poctu bodt u prijimacich zkousek. Graf ptislusné logistické funkce je
na obr. 1.10 vlevo.

Odhad parametru ; je by = 0,033. Testovanim hypotézy Hy : 1 = 0 pomoci Wal-
dova testu dostaneme p-hodnotu 0,000133, porovnanim devianci modelu a podmodelu
vychézi podobné p-hodnota 0,000029. Zavislost je tedy prokazana. S kazdym bodem
u prijimacich zkousek roste o 3 % Sance, Ze student bude ve studiu tspé&sny.

1.3.1 Logisticka regrese — vice regresoru

Odhadovat pravdépodobost tispéchu (jednicky) mtiZzeme i na zékladé znalosti vice fak-
tori. Vypocet odhadl jednotlivych koeficienti je v principu stejny jako v pfipadé
jediného regresoru.

Podobné jako v piipadé jediného regresoru muzeme testovat hypotézu Hy : 3; = 0
dvéma zpisoby. Jednak muZeme pouzit testovou statistiku Z asymptotického (Wal-
dova) testu (1.45), jednak test pomérem vérohodnosti pomoci deviance modelu a pod-
modelu (ktery vznikl vylou¢enim regresoru u odpovidajiciho ;).

LR =2 (E(b) - K(b/)) =2 (Emax - E(b,)) -2 (Emax - f(b)) = D(b,) - D(b>’ (1'47)

kde b jsou odhady parametrii 3 v modelu a b’ v podmodelu.
Testova statistika LR mé za platnosti podmodelu asymptoticky rozdéleni Xfe, kde
f je rovno rozdilu poc¢tu nezavislych parametri v porovnavanych modelech.

Priklad: Chceme zjistit, zda pridanim informace o stfedoskolském prospéchu k pred-
chozimu modelu (zavislosti tispésnosti studia na po¢tu bodu u ptijimacich zkousek) tuto
predpovéd zlepsime. Waldovym testem hypotézy Hy : G2 = 0 se dostaneme k p-hodnoté
1,1 %. Pouzitim testu podmodelu (1.47), ktery porovnava deviance, vychazi obdobné
(ale nikoliv stejnd) p-hodnota 0,9 %.

Vzhledem k podobé deviance a residualniho souctu c¢tvercii byla snaha pojem ko-
eficientu determinace rozsifit i na logistickou regresi. Ziejméa analogie s linearni regres,

kde
RSS
(Vi —Y)?

vede k McFaddenovu koeficientu determinace [21]

RP=1- (1.48)

D(b)
R =1-
L DO Y

kde D(b) je deviance modelu a Dy deviance tzv. nulového modelu, kde jsou vSechny
stfedni hodnoty u; = EY; shodné, tedy v modelu ziistane jen absolutni clen.

Jind definice koeficientu determinace vyuziva vyjadieni hodnoty logaritmické véro-
hodnostni funkce normalniho linearniho modelu, kdy po dosazeni do (1.48) dostaneme

R =1 —exp <% (D(b) — Do)) | (1.49)

34



Deviance saturovaného modelu je rovna nule, takZe koeficient z (1.49) nemtize pre-

krocit hodnotu )
= 1 — eXp (——DO) .
n

Nagelkerke [22] navrhl upravit definici zobecnéného koeficientu determinace z (1.49)
na

2
Rmax

(1.50)

o R? _ 1 —exp ((D(b) — Dy) /n)
N R? 1 —exp(—Dy/n) .

max

(1.51)

Priklad: Pro diive uvedeny model zavislosti ispéSnosti studia na vysledcich u pii-
jimacich zkousek vychazeji nasledujici koeficienty determinace:

R? =0,095, R*>=0,117, R, =0,731, R3 =0,161.

max

Pti zarazeni primérného stiedoskolského prospéchu mezi regresory dostaneme mo-
del, ktery je statisticky vyznamné lepsi, a tomu odpovidaji i vyssi hodnoty koeficient
determinace. R2 ,_ je samozfejmé v obou modelech stejné, protoZe pro oba modely jsou
pouzita stejna data.

R7 =0,132, R?>=0,160, R?, =0,731, R3 =0218.¢

1.3.2 ROC analyza

ROC kiivka (Reciever Operating Characteristic) byla poprvé pouzita béhem 2. svétové
valky pro analyzu radarovych signali. Po titoku na Pearl Harbor zahéajila americka
arméada novy vyzkum pro zlepSeni predikovani spravné detekce japonského letectva.

V soucasnosti je ROC analyza vyuZivdana v mnoha oborech v 1ékatstvi (hodnoceni
diagnostickych testi, radiologie, epidemiologie, apod.), psychologii i socidlnich védéch.

Predpokladejme, ze mame vstupni veli¢inu 7' (kvantitativni) a podle jeji intenzity
mame rozhodnout, zda jsme pfijali signal nebo ne. Pfi prekroceni zvolené mezni hod-
noty to rozhodneme, Ze signéal byl prijat, v opacném ptipadé je nase rozhodnuti, ze
o signél neslo. Mohou tedy nastat ¢tyfi riizné situace (signal byl nebo nebyl vyslan, byl
nebo nebyl piijat), které mizeme prehledné zapsat do tabulky (viz [11]).

predikce skutec¢nost

signal nevyslan

signal vyslan

signal nepfijat

True Negative

False Negative

signal pfijat

False Positive

True Positive

Velmi podobné je statistické rozhodovani, kdy chceme rozhodnout, zda plati nulova
hypotéza (Hg) nebo hypotéza alternativni (H;). Jestlize se data dostatecné lisi od si-
tuace, jakou bychom ocekavali za platnosti hypotézy Hy, nulovou hypotézu zamitneme
(priklonime se k hypotéze alternativni). Nulova hypotéza odpovida neexistenci signalu,
jeji zamitnuti znamena, ze jsme signal odhalili.

rozhodnuti skutecnost

plati Hy
chyba II. druhu

spravné rozhodnuti

plati Hg

spravné rozhodnuti

chyba I. druhu

nezamitnout Hy

zamitnout Hy
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Tabulka 1.1: Matice zamén

Skutecnost
Predikce 0 (netspéch) 1 (spéch)
0 (neuspéch) TN FN
True Negative | False Negative
1 (tispéch) FP TP
False Positive | True Positive

Symbolem TPR (True Pozitive Rate) se zna¢i podminéné pravdépodobnost pfijeti
signalu za podminky, ze signdal byl opravdu vyslan. V kontextu statistického rozhodo-
vani se jedna o silu testu (doplnék pravdépodobnosti chyby II. druhu do jednicky).
Pouziva se téz oznaceni senzitivita testu (viz [38]).

Podminéna pravdépodobnost prijeti signalu za podminky, ze ve skutecnosti signal
vyslan nebyl, se oznacuje FPR (False Positive Rate, Alarm Rate), coz ve statistickém
rozhodovani odpovida pravdépodobnosti chyby I. druhu. Doplnék FPR do jednicky
tzv. specificita ukazuje, s jakou pravdépodobnosti nepfijmeme signal v piipadé jeho
nevyslani.

Existuje podstatny rozdil mezi modelem statistického rozhodovani a modelem pri-
jiméni signlu. U statistického rozhodovani nulova hypotéza bud plati nebo neplati,
pouze my nezname skutecnost, takze nemé smysl hovorit o pravdépodobnosti nulové
nebo alternativni hypotézy. Pravdépodobnosti chyb obou druhi jsou pravdépodob-
nostmi pocitanymi za konkrétnich podminek a nejednéa se o podminéné pravdépodob-
nosti. V pripadé prijimani signalu je i vyslani signalu chapano jako nahodny jev, a proto
TPR a FPR jsou pravdépodobnosti podminéné a méni se v zavislosti na volbé mezni
hodnoty t,.

Kdyz pouzijeme ROC krivku k vyjadieni schopnosti logistické regrese pfedpovidat
hodnotu zavisle proménné, za pritomnost signalu oznac¢ime skutecnost, ze ptijaty ucha-
ze¢ uspésné vystuduje. Rozhodovaci statistikou 7' bude odhadnuta hodnota logistické
funkce pro dané hodnoty nezavisle proménnych.

Podle konkrétniho stanoveni tzv. prahové hodnoty ty dostaneme ruzné klasifikace,
neboli roztiidéni studentit do skupin tspésnych a netspésnych podle pravidla

Ti<to=G=0 A T,>tg=G=1, (1.52)

kde G je binarni indikator tspésnosti, kdy 1 znamena uspésné ukonceni studia.
Senzitivita tedy udava schopnost klasifikdtoru rozpoznat ispésnost ve skupiné aspés-
nych Se = P(G = 1| G = 1), specificita odpovida pravdépodobnosti spravné klasifiko-
vaného objektu ve skupiné netspésnych Sp = P(CA} =0/G=0).
Vysledky klasifikace zapiSeme do tzv. matice zamén (confusion matrix) viz tab. 1.1
a empirické odhady specificity Se(ty) a senzitivity Sp(ty) se pak daji vyjadFit

- TP FN
Se(t) = =———— =TPR=1—-FNR=1— —
elo) = TP FN TP+ FN
= TN FP

- - —1-FPR=1- -
Selto) = T Fp TN+ FP’
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kde FNR oznacuje doplnék senzitivity do jednicky, tzv. False Negative Rate.

(Cilem je najit takovou prahovou hodnotu rozhodovaciho pravidla, aby byla co nej-
lépe odlisena pritomnost signalu od jeho nepfitomnosti (resp. odliSeni tspésni studenti
od neuspésnych), neboli nalézt optimalni klasifikaci.

Casto uzivanou mirou tispésnosti klasifikace je pravdépodobnost spravné klasifikace,
kterd se téz nazyva celkova spravnost (overall accuracy), oznac¢ovand Acc. Komplemen-
tarni mirou je celkova chyba Err, pravdépodobnost chybné klasifikace.

Acc(ty) = P(T <to|G=0) -1 +P(T>t|G=1)m
= 7T0'SP(t0>+7Tl'S€(t0),

kde 7y je apriorni pravdépodobnost netspéchu a m; tspéchu.
Empiricky odhad Acc se spocitd z matice zameén jako podil spravné zarazenych

objektt

— TP+ TN
Acc(ty) = ALl ,
n

kde n je celkovy pocet pozorovani.

V pripadé vyrazné nerovnomérného zastoupeni skupiny tspésnych a netspésnych
v datech je pouziti Acc jako miry kvality klasifikdtoru nevhodné. V piipadé malého
podilu tspésnych bude klasifikator, ktery zaradi vSechny objekty mezi neispésné, vy-
kazovat vysoké Acc, i kdyz nebude schopen zadného rozliseni.

ROC krivka

ROC kiivka znézornuje zavislost pravdépodobnosti TPR (senzitivity) na pravdépodob-
nosti FPR (dopliiku specificity do jednicky). Pro konkrétni hodnotu ¢y se na vodorovné

ose vynasi FPR(ty) = 1 — Sp(to) a na svislé ose TPR(to) = Se(to).
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Obrazek 1.11: ROC prostor
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Bod A[0, 1] na obr. 1.11 odpovidéa nejlepsi mozné klasifikaci, kde je senzitivita i spe-
cificita rovna jedné a vSechna pozorovani jsou spravné zarazena. Na rostouci diagonéle
se zobrazuji body, kdy klasifikator rozhoduje ndhodné, soucet senzitivity a specificity
je roven 1. Napiiklad pro bod B[0,25,0,25] je Se = 0,25 a Sp = 0,75. Body lezici nad
diagonélou odpovidaji lepsi klasifikaci nez je ndhodné rozhodovani, pro body pod dia-
gonalou poskytuje klasifikace horsi nez nahodné rozhodovani. Invertovanim rozhodnuti
muzeme v tomto piipadé vzdy vytvorit klasifikaci lepsi nez nahodnou. Obraz inverzni
klasifikace bude stfedové soumérny podle [0,5,0,5], jak je zndzornéno umisténim bodi
D akF.

Na obr. 1.11 vpravo jsou znazornény body J a K, které jsou stejné daleko od
idedlniho rozhodnuti a lisi se riiznym hodnocenim chybnjch rozhodnuti. Na klesajici
diagonale lezi obrazy klasifikaci, kde jsou oba typy klasifika¢nich chyb stejné pravdépo-
dobné (FPR = FNR) a zaroven Sp = Se. Pod klesajici diagonalou lezi body (napfiklad
J), kde FPR < FNR, tedy kde je mensi chyba zafazeni objektu z Gy do G; nez zafazeni
objektu z G; do Gy, kde Gy, resp. G; je v nasem pojeti skupina netspésnych, resp.
uspésnych studentti. Tento typ klasifikdtoru se nazyva konzervativni a je mu davana
K reprezentuje tzv. liberalni klasifikator, kde plati FPR > FNR.

Jak jiz bylo feceno vysSe, neni vzdy celkovd piesnost (Acc) tim nejvhodé&jsim kri-
tériem pro hodnoceni klasifikace. Jinou moznosti je pozadavek, aby soucet senzitivity
a specificity byl nejvyssi mozny. Tomu odpovida i minimalni soucet pravdépodobnosti
chyb FNR + FPR. Piimky rovnobézné s rostouci diagonalou obsahuji body, které jsou
obrazem klasifikaci, kde je konstantni soucet specificity a senzitivity, stejné jako soucet
FNR + FPR. Cim lezi p¥islusna rovnobézka vyse, tim je soudet specificity a senzitivity
vyssi.

Mame-li zobrazeny v ROC prostoru vsechny klasifikace pro rtzna ty, hledame bod
na ROC kfivce, ktery je lezi na rovnobézce s rostouci diagondlou a zaroven je od
diagonaly nejvice vzdalen, protoze pro odpovidajici ty je soucet pravépodobnosti chyb
FNR + FPR minimalni.

Priiklad: Na obrazku 1.12 je zobrazena ROC kfivka odpovidajici dfive uvedenému
modelu logistické regrese zavislosti ispésnosti ve studiu na poctu bodt u pfijimacich
zkousek. Modfe je vyznacena hodnota ¢y pro maximalni soucet Se+Sp, cervené hodnota
odpovidajici nejvyssimu Acc. V tabulce 1.2 je matice zamén, kterd odpovidd modelu
z obr. 1.12 se zvolenou hrani¢ni mezi ¢y = 0,663 (modfe vyznacenému bodu), kde je
dosazen nejnizsi soucet chyb FNR a FPR.

Nejvyssi Acc dostaneme pro t, = 0,487, ale z tabulky 1.3 je patrna mnohem nizsi
hodnota specificity, coz znamena vyrazné horsi rozliSeni ve skutecnosti netispésnych
studenti, kdy byla v tomto konkrétnim pripadé vice nez polovina nespravné klasifiko-
vana jako uspésni.

Podobné jako je na rovnobézkach s diagonalou konstatni soucet Se 4+ Sp, na rov-
nobézkach, jejichz smérnice je rovna podilu poc¢tu neispésnych ku tspésnym, je vzdy
stejnd hodnota Acc ([4]). Graficky bychom mohli najit bod maxima Acc jako prusecik
ROC kfivky s nejvyse polozenou tzv. iso-Acc primkou.

Na ROC kiivku je mozno pohlizet i obecnéji. Necht G(t) je distribu¢ni funkce roz-

hodovaci statistiky tam, kde neni signal (Y = 0, netispésné studium), F'(¢) distribuc¢ni
funkce funkce rozhodovaci statistiky za pfitomnosti signélu (Y = 1, Gspésné studium).
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Tabulka 1.2: Matice zamén pro zavislost ispésnosti studia na poc¢tu bodt u pfijimacich
zkousek pro ty = 0,663

to = 0,663
skutecnost
predikce 0 (neaspéch) | 1 (spéch) | celkem
0 (netspéch) 38 37 75
1 (tspéch) 13 52 65
celkem 51 89 140

FPR + FNR = 0,255 + 0,416 = 0,671
Sp -+ Se = 0,745 + 0,584 = 1,329
Acc = 90/140 = 0,643

Tabulka 1.3: Matice zameén pro zavislost ispésnosti studia na poc¢tu bodt u prijimacich
zkousek pro ty = 0,487

to = 0,487
skutecnost
predikce 0 (netspéch) | 1 (aspéch) | celkem
0 (netspéch) 23 12 35
1 (tispéch) 28 7 105
celkem o1 89 140

FPR + FNR = 0,549 + 0,135 = 0,684
Sp + Se = 0,451 + 0,865 = 1,316
Acc = 100/140 = 0,714
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Obrazek 1.12: ROC krivka zavislosti uspésnosti studia na poc¢tu bodt u piijimacich
zkousek

Déle predpokladame, ze hustota g(t) odpovidajici distribué¢ni funkci G(t) je stejné jako

f(t) odpovidajici F'(t) na celé realné pfimce kladna. Pro dané ¢, v pfipadé nepti-

tomnosti signdlu signalu plati P(T" > ty) = 1 — G(ty), v piipadé jeho existence pak
Oznacime-li z-ovou soufadnici bodu na ROC kiivce jako

pak lze odpovidajici ¢, vyjadfit pomoci kvantilové funkce G~ (inverzni k distribu¢ni
funkci G)
to = G_l(l - ,CI?) .

A y-ova soutadnice téhoz bodu bude rovna
1—F(t) =1-F(G 1 -2)).
ROC krivka je tedy v pripadé spojitého rozdéleni grafem funkce
R(z)=1-F(G'1-12), 0<z<l. (1.53)

AUC

Méné podrobnou informaci nez samotnd ROC kiivka vyjadiuje statistika AUC (Area
Under Curve), neboli plocha pod ROC kiivkou. Pouziva se zejména pii porovnani dvou
nebo vice krivek.
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Vzhledem k zavedeni ROC funkce v (1.53) plati
1
AUC = / R(z)dx (1.54)
0

Oznacime jako T rozhodovaci statistiku za existence signalu (ispésné studium),
jako Ty rozhodovaci statistiku v pfipadé neexistence signalu (netspésné studium). Pied-
pokladame, ze veli¢ina T' ma spojité rozdéleni na celém oboru realnych ¢isel. Hustotu T
budeme znacit g(t). Dosazenim do (1.54) za R(x) ze vztahu (1.53) postupné dostaneme

AUC = /01(1 _ P(GN(1 - 2))) da

= / P(Ty > G711 —z))da.
0

Po provedeni substituce y = G~'(1—z), coZ je za naSich predpokladii prosté a klesajici
funkce, mtizeme posledni integral postupné upravit na

AUC = /_OO P(T, > y)g(y) dy (1.55)

Chceme dokézat, ze AUC = P(Ty > Tp). Nyni budeme upravovat pravou stranu doka-
zované rovnosti. Ozna¢ime h(z,y) sdruzenou hustotu (77, 7p):

P(T} > Tp) = /_Z (/yoo h(x,y)d:z:) dy
= /_Z (/yoo h(l’|y)g(y)dx> dy
= /Z (/yoo h(xly)dx) 9(y) dy

= /Oo P(Ty > y)g(y) dy. (1.56)

—00

Ze vztahu (1.55) a (1.56) je zfejmé, ze (populaéni) AUC je rovna pravdépodobnosti,
ze rozhodovaci statistika 7" je v pfipadé existence signalu (ispésné studium) vétsi nez
stejna statistika bez pfitomnosti signalu (netspésné studium) - viz [27], [26].

Dalsi interpretace se tyka vybérovych vlastnosti AUC. Oznacime Yy, ..., Yi,, roz-
hodovaci statistiky za pFitomnosti signalu (resp. odhadované pravdépodobnosti ispés-
ného dokonceni studia u uspésnych studenti) a Y1, ..., Yo, tytéz statistiky bez pti-
tomnosti (odhadované pravdépodobnosti uspésného dokonceni studia u netspésnych
student). Mame celkem n = n; + ny hodnot, z nichz mtzeme vytvotit celkem n; - ng
dvojic, kde kazdy ¢len z dvojice patii do jiné skupiny. Pro odhad pravdépodobnosti
P(Y; > Yp) pouzijeme relativni ¢etnost

U

Tll'n07

u =

(1.57)

kde
U=+#(T>To) + #(Ir = Tv)/2, (1.58)
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neboli pocet dvojic, kdy je rozhodovaci statistika 77 za pritomnosti signalu vétsi nez
statistika T bez signalu, zvétSeny o polovinu pripadt, kdy jsou hodnoty obou statis-
tik ve dvojici stejné. Jinymi slovy se jedna o pocet pripadi, kdy je pravdépodobnost
uspéchu u skutecné tspésnych studenttt vétsi nez u netspésnych zvétsené a polovinu
shodnych dvojic.

Testova statistika z (1.58) je testova statistika U, kterou navrhli Mann a Whitney
v roce 1947 pro testovani hypotézy, ze distribu¢ni funkce spojitych rozdéleni T} a T
jsou totozné ([20]). V zavislosti na zvoleném potadi vybéri (Casto si programy urcuji
samy) muzeme misto statistiky U dostat ny - ng — U.

Priklad: Na obrazku 1.12 je zobrazena ROC kiivka zavislosti tspésnosti studia
na poc¢tu bodt dosazenych u prijimacich zkousek a vyznacena hodnota AUC' = 0,710.
Studium tspésné ukondilo 89 studenti (n; = 89), neukondéilo 51 studenti (ny = 51).
Pouzitim dvouvybérového Mannova-Whitneyova testu, ktery porovnava predikované
pravdépodobnosti u dvou skupin studentii (ispésnych a netspésnych), dostaneme hod-
notu statistiky U = 1315. S ohledem na potadi zvolené programem musime vypocitat
doplnék této hodnoty do n; - ng. Dosazenim do vzorce (1.57) pak vychazi

ni-ng—U  89-51—1315 3224
ni-ng 89 .51 4539

= 0,710,

u =

coz odpovida vyse uvedené hodnoté AUC.

1.4 Ordinalni regrese

Predpokladame, ze velic¢ina Y oznacujici ispésnost dokaze rozliSovat podrobnéji a zara-
zovat subjekty do vice disjunktnich kategorii, které jsou vzajemné usporadané. Piikla-
kteri absolvovali studium ve standardni dobé studia, ve druhé skupiné budou studenti,
ktefi studium sice uspésné absolvovali, ale pozdéji nez ve standardni dobé a zbytek
tvori ti, kteri studia zanechali nebo doposud studium neukoncdili.

1.4.1 Model s latentni proménnou

Zarazeni studenta do jedné z J kategorii miize byt modelovano pomoci latentni pro-
ménné Y™ a délicich bodt ty,%q,...,t , pro které plati —oo =ty < t; < ..., <t; <
t J — OQ.

Pro latentni proménnou Y* plati linedrni model Y* = XB8+¢, kde X = (x},...,x,)’
a B = (6o, Pr,-..,0k) je vektor nezndmych parametrt s absolutnim ¢lenem [y, n ozna-
¢uje pocet pozorovani. O chybovych ¢lenech € = (e1,...,¢,) predpokldadame, Ze jsou
nezavislé ndhodné veli¢iny, maji nulovou stfedni hodnotu, stejné rozptyly a jsou z roz-
déleni s distribuéni funkei F'.

Klasifikaci jednotlivych hodnot Y; zavisle proménné provedeme nasledujicim zpii-

sobem:

Y, =1, pokud Y <t
Y; =m, pokud t, 1 <Y '<t,, m=2...J (1.59)
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Ze vztahu (1.59) je mozno déle odvodit

P(Y; = m| Xi> = F(tm — ﬁ’xi) — F(@m_l — ,B/XZ').

V modelu s absolutnim ¢lenem S, a tedy i stejné prvni slozce vektoru x; rovné
jednic¢ce neni feseni jednoznacné. Je nutno stanovit néjakou identifika¢ni podminku.
Program R vyuziva ve funkci polr z knihovny MASS identifikacni podminku 3y = 0.

Nejcastéji je za funkci F' volena distribuc¢ni funkce logistického nebo normovaného
normalniho rozdéleni.
Podil sanci, ze veli¢ina Y nabude hodnoty mensi nebo rovné m a hodnoty vétsi nez
m je pti daném x
P(Y < m|x) F(t, — B'%)

“mX) = BV = mx) " 1= F(t, — B%) (161)

Dosazenim distribu¢ni funkce logistického rozdéleni (1.44) za funkci F' dostaneme

Wi (X) = exp(t,, — B'x),
kde je po zlogarimovani
Inw,,(x) = t, — B'x

vidét linearni vztah logaritmu Sance a x.
Pro dvé rtizné hodnoty x; a x, je podil Ssanci roven

Win (X1) _ exp(tm — B'%1)
win(x2)  exp(t, — B'%2)

= exp (B'(x2 — x1)) , (1.62)

ktery nezavisi na m. Zmeéna v nékteré z proménnych x; ma tedy stejny vliv na Sanci,
ze znak nabude hodnoty vétsi nebo rovné m, tak na Sanci, ze nabude hodnoty vétsi
nebo rovné [ (I # m). Vzdy je tedy tfeba zjistit, zda je tento predpoklad rovnobéznosti
regresnich kiivek opravnény. Test rovnobéznosti regresnich kiivek, ktery navrhl Brant,
je podrobné popsan v [17], uvedenou funkeci jsem pouzila pro své vypoéty v programu R.

Jestlize také do (1.60) dosadime za funkci F' distribuéni funkci logistického rozdélent,
dostaneme predpis pro vypocet odpovidajicich pravdépodobnosti

1
1+ exp(B'%; — tm)

P(Y; <m|x;) = F(t,, — B'x;) = (1.63)
Jedna se rovnobézné logistické funkce, které se lisi jen absolutnim c¢lenem.

V ptipadé jediného regresoru se (1.63) vzhledem k identifika¢ni podmince (5, = 0)
vypocet odhadu koeficientt 3 a tq,...,t;_1 zjednodusi na

1
P(Y; <ml|x;) = F(ty — Biai) = 1+ exp(frx; — tm)

Priklad: Vypoctené pravdépodobnosti (odpovidajici regresnim kiivkam) mitizeme
znazornit v grafu, kde pro kazdou hodnotu nezavislé veli¢iny postupné vynasime soucty
téchto pravdépodobnosti.
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Obrazek 1.13: Grafické znazornéni regresnich kfivek zavislosti tspésnosti studia na
poc¢tu bodid u piijimacich zkousek (vlevo) a primérného prospéchu na stfedni skole
(vpravo)

Na obrazku 1.13 jsou znazornény regresni kiivky dvou logistickych ordinalnich mo-
delii, kde je mozno kiivky povazovat za paralelni. V testu rovnobéznosti regresnich
krivek pro model vlevo dostaneme p-hodnotu 0,89, vpravo p = 0,88.

Je vsak patrné, ze v obou pripadech nikdo nebude zafazen do prostfedni skupiny
mezi studenty, ktefi studium sice tispésné absolvovali, ale nikoliv ve standardni dobé
studia. Pro kazdou hodnotu na ose x je totiz bud vétsi pravdépodobnost nedokondeni
studia nebo naopak tspésné ukonceni ve standardni dobé. Je to zptisobeno malou hod-
notou koeficientu by, ktera odpovida neprilis tésné zavislosti. Aby pro nékteré hodnoty
na ose x prevazila pravdépodobnost zarazeni do prostfedni kategorie, musely by mit
regresni kiivky vétsi sklon.

Pro model zavislosti na poc¢tu bodu u pfijimacich zkousek (vlevo) budou vSichni,
kteri dosahli nejvyse 111,5 bodt klasifikovani jako netspésni. Pro ty, kdo ziskali ale-
sponi 112 bodti, je naopak nejvétsi pravdépodobnost absolvovani ve standardni dobé.

Modelu zavislosti na primérném prospéchu na st¥edni skole (vpravo) odpovidé mezni
hodnota 1,915.

1.5 Hodnoceni shody predikce

Cilem je najit postup, jak hodnotit shodu ¢i neshodu v rozhodovani (predikci) dvou
nesouvisejicich modeli zaloZenych na stejnych datech.

Ve statistické literatuie je mozno najit fadu clanki, které se snazi porovnat méreni
dvou expert pii hodnoceni v ¢iselném (spojitém) nebo kvalitativnim méfitku. Pro
kvalitativni data se pouziva Cohenuv kappa koeficient, v pfipadé spojitého méritka
Lintiv konkordancni korelacni koeficient.
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1.5.1 Konkordanéni korelaéni koeficient

Predpokladejme, ze pomoci spojitych ndhodnych veli¢in X a Y méfime stejnou vlast-
nost. V ptipadé naprosté shody budou dvojice méteni leZet na pfimce y = z. Lin [19]
zaved] statistiku

E(X —-Y)?
E indep(X - Y)2 ’

kde E jnaep(X — Y)? je stfedni hodnota vypoétend za predpokladu, Zze X a Y jsou nezé-
vislé nahodné veli¢iny, coz znamena, Ze je zaloZena na souc¢inu marginalnich rozdéleni
ke sdruzenému rozdéleni pouzitému v citateli.

Konkordancni korelacni koeficient p. ozna¢ovany zkracené jako C'C'C' (Concordance
Corelation Coefficient) porovnava skutecnou stfedni hodnotu ¢tverce rozdilu mezi X a
Y se situaci, kdy by obé ndhodné veli¢iny byly nezavislé. Nulové hodnoty nabyva pro
nezavislé veliciny X a Y, jedné se rovna v pripadé, Zze jsou obé veli¢iny s jednotkovou
pravdépodobnosti totozné.

Souvislost s Pearsonovym korela¢nim koeficientem je patrna z nésledujicich tprav
vzorce (1.64)

pe=1-— (1.64)

E((X —pux) = (Y — py) + (ux — py))?

pe=1-—
Eindep (X — pix) — (Y — py) + (px — pry))?

1 0% + 0% +2 oxy + (ux — py)?

0% + 0%+ (ux — py)?

2
S IXY - X0y (1.65)

ox + oy + (ux — py)? oxoy
2

Yo 1/o+u?

kde jsme zavedli

\/OXOYy ’ Oy ’

V pripadé shodnych stfednich hodnot a stejnych rozptylta je p. = pxy, ve vSech
ostatnich piipadech bude p. < pxy. Vztah (1.66) je mozZno interpretovat tak, ze CCC
je penalizovany korela¢ni koeficient, ktery zohlednuje pfipadnou neshodu strednich
hodnot nebo rozptyli.

Hx — Ky Ox
Uy=— v

1.5.2 Koeficient kappa

Konkordanéni korelac¢ni koeficient miizeme zobecnit, kdyz pfi jeho zavedeni pouzijeme
misto kvadratické funkce obecné néjakou nezapornou méfitelnou funkei w(z,y)

1-Ew(X,Y)
ew = 1 — . 1.67
P 1 — E tnaep (X, Y) (1.67)
Uvazujme méfeni nominalniho znaku s hodnotami 1,2, ..., k dvéma experty X, Y.
Zvolme
o 1 proi =y,
w(i, j) = o
0 proi#j.
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Stfedni hodnota w(X,Y") je pak rovna pravdépodobnosti, ze X =Y a plati tedy
k
PX=Y)=) my;,
j=1

kde Z?Zl 7j; je pravdépodobnost shody.
Vztah (1.67)) pak pfejde na definici kappa koeficientu ([1])

k
1—=3 ™)
L= 30 My
k k
(= mamy) — (L= 32 my)
- E (1.68)
L= i T
k k
Zj:l Tjj — Zj:l i Tt

- _ , (1.69)

1 - Zj:l Tj+T+j

kde symboly 7,7, ; oznacuji fadkové a sloupcové marginalni pravdépodobnosti.

Hodnotime-li pomoci kappa koeficientu kvalitu predikce, porovnavame shodu pred-
povédi se skutecnosti ve dvou modelech: v hodnoceném modelu a v modelu, v némz se
rozhodujeme ndhodné. Ve vyjadfeni (1.68) je vyznam kappa koeficientu dobie patrny.
V citateli zlomku je rozdil pravdépodobnosti chybnjch rozhodnuti pii ndhodném roz-
hodovani a rozhodovani podle modelu, ve jmenovateli je pravdépodobnost chybného
rozhodnuti pii ndhodném rozhodovani. Kappa koeficient ukazuje, o kolik procent je
rozhodovani na zakladé modelu lepsi nez nahodné.

Priklad: Na obrazku 1.13 jsou znazornény regresni kiivky pro ordinalni model za-
vislosti Gisp&nosti ve studiu na dosazeném poétu bodt u pfijimacich zkousek. Uspésnost
je ordinélni veli¢ina, ktera nabyva tfi hodnot: 0 znamené netspéch (zanechani studia,
pfip. jeho neukonceni do péti let od zac¢atku studia), 1 oznacuje ispésné ukonceni stu-
dia, ale nikoliv ve standardni dobé studia a 2 je u studentii, ktefi tispésné ukoncili
studium ve standardni dobé studia (3 roky).

Porovnani predikce za platnosti modelu a skutecné tspésnosti je v tabulce 1.4.
Dosazenim konkrétnich hodnot do vzorce (1.69) dostaneme

(35+ 0+ 38)/140 — (71 - 51 + 0 + 69 - 57) /1402
1—(71-51+0+69 - 57)/140

K=

= 0,221,

coz znamena, ze predpovéd podle modelu je o 22 % lepsi ndhodné rozhodovani. <»

Pokud neméfime znak nominélni, ale ordinalni (s k& usporfddanymi hodnotami),
mtizeme zohlednit pocet trovni, o které se jednotlivd rozhodnuti lisi (linedrné nebo
kvadraticky). Na hlavni diagondle (shoda expertit) je w(i,i) = wy; = 1, pfi nejvyssim
mozném rozdilu po¢tu trovni k — 1, w(l, k) = wy, = 0. V linedrnim p¥ipadé budeme
pfi k Grovnich pracovat s funkei (vahami)

_li—Jl

L, =1,...,k.
k_l) Z)] ) )
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Tabulka 1.4: Porovnani predikce a skutecné tispésnosti ve studiu v zavislosti na poctu
bodi u prijimacich zkousek

skutecnost

predikce 0| 1] 2 | celkem

0 35|17 |19 71
netuspéch

1 01010 0

uspéch ne ve std. dobé
2 16 | 15 | 38 69
uspéch ve std. dobé
celkem 51 | 32 | 57 140

Po dosazeni do (1.67) dostaneme tzv. vazeny kappa koeficient.

k k
L= i e Wy
k k
1= 300D iy Wi Ty T
k k k k
Dl 2o WiTy = Dy Dy Wit T

k k
Doict Dyt Wi iy Ty

Kw

(1.70)

Piiklad: Pro vyse uvedeny model vyuZzijeme toho, Ze tspésnost ve studiu, ktera
nabyva hodnot 0, 1,2, miizeme povazovat za ordinalni veli¢inu. Vzhledem k poctu ka-
tegorii je matici vah:

1 05 0
W=1|05 1 05
0 05 1
a dosazenim do (1.70) vychéazi k,, = 0,272.

Nizké hodnoty kappa koeficientu (nevazeného i vazeného) ukazuji, ze predikce timto
zpusobem nedavé dobré vysledky. <
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Kapitola 2

Aplikace metod na realna data

2.1 Popis dat

Data pro analyzu byla ziskana ze studijniho informac¢niho systému Univezity Karlovy
(dale SIS). Jiz od akademického roku 2002/03 jsou v této databazi (do roku 2007 nebyla
pro celou Univezitu Karlovu centralizovéana) evidovany pfedméty, které si jednotlivi
studenti zapisuji a zaroven i pedagogové elektronicky vypliuji vysledky zkousek. Tim
je umoznéno ziskat rozsahlé datové soubory v elektronické podobé pro dalsi zpraco-
vani. Samoziejmé neni mozno data hned pouzit, bylo potieba je disledné prohlédnout,
a zkontrolovat, zda nékteré tidaje nejsou zjevné nepravné (napiiklad zadany stiedo-
skolsky prospéch mimo mozné hodnoty). Mnohé nejasnosti byly vyfeSeny za ochotné
spoluprace referentek studijniho oddéleni.

Ptesny popis jednotlivych velic¢in s jejich oznacenim a kédovanim je uveden v pii-
loze A.

2.1.1 Studium na PrF UK

Na PiF je mozno studovat devét bakalarskych studijnich programi, které se dale cleni
na obory. Pro vétsi nazornost byly pribuzné studijni programy slouceny do nasledujicich
skupin s charakterizujicim oznacenim, které je pouzivano v tabulkich a grafech.

oznaceni | skutecné studijni programy pouzivana barva

B Biologie zluté (yellow)

B Specialni chemicko—-biologické obory zluté (yellow)

C Chemie fialova (magenta)
C Biochemie fialova (magenta)
C Klinické a toxikologickd analyza fialova (magenta)
D Demografie svétle modra (cyan)
Z Geografie modra (blue)

G Geologie zelend (green)

o Ekologie a ochrana prostiedi oranzova (orange)
U vSichny obory zaméfené na vzdélavani | cervené (red)
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Prijimaci zkousky sestavaly ze zkousky z jednoho nebo ze dvou predmétii. Maxi-
mum z kazdého predmétu bylo 100 bodt. Pro jednotné méritko celkového poc¢tu bodt
ziskanych v pfijimacim Tfizeni byl pocet bodd v pfipadé jediné zkousky zdvojnasoben.
Ptijimaci zkousky se u jednotlivych skupin programii konaly z nasledujicich predméti:

B biologie + chemie
chemie
matematika + geografie / historie (podle oboru)
matematika + geografie
volba dvou predméti

biologie + chemie

CcC O QNUDOAOQO

predméty podle oboru studia

2.1.2 Zapsani v akademickém roce 2003 /04

V akademickém roce 2003/04 byli studenti v rdmci nové zavadéného trojstupnového
studia prijimani poprvé ke studiu bakalarskych studijnich oborii.

Ke studiu bylo podéno celkem 3376 prihlasek. Mnoho studenttt podalo piihlasek
nékolik, velkd ¢ast uchazect se ke zkouskam nedostavila (odpovidajici vice nez 20 %
ptihlasek). V pfipadé, ze student podal vice pfihlasek a rizné obory vyzadovaly zkousku
z téhoz predmétu, student ji vykonal pouze jednou a vysledky byly zahrnuty do hod-
noceni vSech zadosti o prijeti.

Podminkou pro prijeti bez prijimacich zkousek byla tGcast v celostatnim kole olym-
piady. Na zakladé této podminky bylo akceptovano 26 ptrihlasek, které se tykaly 23 stu-
denti (jeden byl pfijat na dva a jeden na t¥i obory). Z téchto studenti se pouze 12
ke studiu skutecné zapsalo. Nepfijatym studentiim oboru Ochrana zivotniho prostfedi
byla nabidnuta moznost studia geologickych obort, paklize v prijimacim Tizeni ziskali
vice bodt nez byla hranice piijimani na geologické obory. Ke studiu se takto dodatecné
zapsalo 22 uchazecti.

7 celkového poctu 1203 prihlasek, které byly na zakladé ptijimaciho fizeni akcep-
tovany, se ke studiu zapsalo celkem 680 studentii (za toho tfi studenti na dva obory).

U dvou divek nejsou vysledky prijimacich zkouSek zaznamenany v databazi SIS
v programu Student a jejich slozky jsou jiz v archivu RUK, proto byly ze studie vyta-
zeny. Mezi studenty bylo celkem 22 cizincti, z toho 18 ze Slovenska. Ti byli s ohledem
na srovnatelné tidaje ponechani, zbyvajicich 4 cizinci byli vytazeni. Studenti, ktefi se
zapsali ke studiu dvou studijnich programt, ve dvou pripadech jednoho ze studii za-
nechali a jedna studentka druhy obor absolvovala o rok pozdéji. Pro lepsi vypovidaci

Celkem tedy datovy soubor obsahuje informace o 705 studentech.

Celkem u 14 studentii (riznych programti) nebyly k dispozici idaje o stiedoskolském
prospéchu, proto nebyli v pripadé nékterych vypoctl pro vypocty vzati v tvahu.

V tabulce 2.1 jsou uvedeny pocty zapsanych uchazeci v jednotlivych skupinach
programti. Siika sloupcti na obrazku 2.1 (vlevo) je tmérnd témto cetnostem, barevné
jsou rozliSeni studenti podle pohlavi a tispésnosti ve studiu.

Tabulka 2.2 slouzi pro porovnani primeérnych ukazateld podle pohlavi a skupin
programil. Jsou patrny velké rozdily mezi jednotlivymi skupinami oborti. Ty mohou
byt zplisobeny riiznou intenzitou zajmu, odliSnou hranici miniméalniho poc¢tu bodi pro
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Tabulka 2.1: Pocty studenttt podle skupin programi, pohlavi a tspésnosti studia

zaCatek studia v akademickém roce 2003/04

pocet studenti

skupiny celkem absolventii abs. ve stand. dobé

programi | muzi Zeny celkem | muzi Zeny celkem | muzi Zeny celkem
B 38 109 147 31 89 120 24 79 103

C 61 88 149 35 60 95 24 44 68
D 15 35 50 6 29 35 3 17 20
G 41 48 89 20 34 o4 16 23 29
O 7 11 18 4 10 14 2 7 9

U 34 I0) 109 13 39 52 4 8 12
Z 72 71 143 43 48 91 32 26 58

celkem 268 437 705 152 309 461 105 204 309

zacatek studia v akademickém roce 2004/05

muzi zeny celkem | muzi Zeny celkem | muzi Zeny celkem

B 49 115 164 37 94 131 34 80 114
C 67 113 180 39 74 113 30 62 92
D 22 28 20 13 18 31 6 10 16
G 25 45 70 13 31 44 9 21 30
O 13 24 37 10 21 31 7 18 25
U 36 91 127 11 48 29 8 33 41
Z 42 41 83 20 27 47 12 21 33

celkem 254 457 711 143 313 456 106 245 351
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Tabulka 2.2: Aritmetické priméry ukazateli podle skupin programi a pohlavi

zacatek studia v akademickém roce 2003/04

body u prijimacek prospéch na SS prospéch na VS

skupiny | (u téch, ktefi je konali) (kde je znam) (u absolventii)

programi | muzi zZeny celkem | muzi zZeny celkem | muzi Zeny celkem
B 160,3 157,3  158,0 1,68 1,09 1,62 1,90 1,80 1,83
141,8 143,0 1425 1,89 1,76 181 2,02 2,08 2,06
121,6 120,9 1211 2,11 1,74 185 | 230 2,04 2,09
116,9 121,8 119,56 2,17 197 206 | 223 219 2721
159,1 159,6 1594 1,84 1,60 1,70 | 2,30 2,20 2,23
127,0 118,2  120,9 2,08 1,87 1,94 | 252 264 2,61
Z 115,1 116,5 1158 2,00 1,69 185 | 247 242 245
celkem | 136,9 138,1 1377 197 1,74 1,83 | 221 2,14 2,16

zacatek studia v akademickém roce 2004/05

O QU QA

muzi zeny celkem | muzi Zeny celkem | muzi zeny celkem
1442 141,8 1425 1,72 160 164 | 1,80 1,84 183
132,7 129,1 1304 1,82 1,74 1,77 | 1,88 2,19 2,08
1122 1179 1154 | 2,06 1,86 1,95 | 2,14 2,09 2,11
100,1 92,9 95,5 2,33 1,96 2,09 | 242 236 2,38
1242 125,3 1249 1,95 1,68 1,78 | 2,26 2,12 217
118,5 117,0 1174 | 2,15 184 1,93 | 2,23 231 2,30
Z 118,7 1249 1218 1,96 1,72 1,84 | 241 2,28 2,33
celkem | 1245 1248 1247 | 1,94 1,75 1,82 | 2,06 2,12 2,10

O U0aw

prijeti na zakladé prijimacich zkousek, obtiznosti jednotlivych studijnich oborti i riznou
urovni znamkovani na konkrétni sekci fakulty, kterd zajistuje vétSinu vyuky.

2.1.3 Zapsani v akademickém roce 2004/05

Ke studiu bakalarskych studijnich obort bylo podano celkem 3572 prihlasek. Poprvé
bylo mozno studovat obor Molekularni biologie a biochemie mikroorganismi (soucést
skupiny programi B). Mnoho studentt podalo ptihlasek nékolik, velka ¢ast uchazecu se
ke zkouskam nedostavila (odpovidajici 24 % prihlasek). V ptipadé, Ze student podal vice
prihlasek a rtizné obory vyzadovaly stejny predmét ptijimaci zkousky, student zkousku
z daného predmétu vykonal pouze jednou a vysledky byly zahrnuty do hodnoceni vSech
zadosti o prijeti.

Podminky pro ptijeti bez prijimacich zkousek byly stejné jako v ptredchazejicich
letech. Na zakladé tcasti v celostatnim kolem olympiddy (biologické, chemické, mate-
matické apod.) bylo akceptovano 34 prihlasek, které se tykaly 31 studentt (10 divek a
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21 chlapct; dva chlapci a jedna divka byli pfijati na dva obory). 22 z nich se ke studiu
skutecné zapsalo (15 chlapci a 7 divek, jeden student na dva obory). Podobné jako
v minulém roce bylo dodateéné piijato 37 studenti na geologické obory (9 chlapci a
28 divek), z nich se ke studiu zapsalo 32 (8 chlapct a 24 divek).

7 1276 prihlasek, které byly na zakladé prijimaciho fizeni akceptovany, se ke stu-
diu zapsalo celkem 671 studenti (za toho 9 studenti na dva obory). Mezi studenty
bylo celkem 37 cizinci, z toho 34 ze Slovenska. Ti byli s ohledem na srovnatelné udaje
ponechani, na rozdil od zbyvajicich 3 cizincti. Dale bylo vyrazeno celkem 7 studenti,
u nichz nebyly v databazi zaznamenany vysledky pfijimacich zkousek. Vétsinou se jed-
nalo o prestupy z jinych oborti. Z 9 studentii, kteii se zapsali ke studiu dvou studijnich
oborti, pouze jedina studentka dokoncila obé studia a jedna obou studii zanechala. Na-
(absolvovaném) studiu.

Celkem tedy datovy soubor obsahuje informace o 711 studentech. U 30 studenti
(rtznych programi) nebyly k dispozici udaje o stfedoskolském prospéchu, proto nebyli
v pripadé nékterych vypoctech vzati v avahu.

Podily studentti jednotlivych skupin oborti, ktefi absolvovali nebo neabsolvali stu-
dium, jsou prehledné znazornény na obrazku 2.1 (vpravo), jejich absolutni pocty v ta-
bulce 2.1, primérné ukazatele podle pohlavi a skupin programi v tabulce 2.2.

B C D G [e] U z B C D G [e] U z

Studijni programy Studijni programy

zeny Ne
1.0
zeny N

0.8

zeny Abs
0.6
zeny A

0.4

Abs - absolvovali, Ne — neabsolvovali studium
muzi Ne

A - absolvovali, N - neabsolvovali studium

0.2

muzi Abs
muzi A  muziN

0.0

Obrazek 2.1: Studenti PTF UK podle pohlavi, jednotlivych skupin obort a tispésnosti
ve studiu zapsani v roce 2003 (vlevo) a v roce 2004 (vpravo). Modfe jsou vyznaceni
chlapci, ¢ervené divky, tmavsim odstinem ti, kteri studium neabsolvovali.

2.2 Predikce Ciselnych kritérii tspésnosti

2.2.1 Pramérny prospéch na VS

Chceme predpovidat koneény primérny prospéch na zakladé znalosti prospéchu na
stfedni skole a poc¢tu bodd dosazenych v prijimacim Fizeni. Datovy soubor omezime
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na studenty, u nichz je znam stfedoskolsky prospéch, vysledky piijimacich zkousek a
studium Gspésné absolvovali.

Ve vysledku funkce summary() pro linearni model je vzdy nejdiive model znovu
schematicky zapsan a dale jsou uvedeny kvartily rezidui. Odhady jednotlivych regres-
nich koeficienti jsou doplnény testem jejich nulovosti, prehledné oznacené symbolem
pro hladinu vyznamnosti (x** 0.001, ** 0.01, % 0.05, - 0.1). Kromé hodnoty koeficientu
determinace je uvedena i hodnota adjustovaného koeficientu determinace.

7 udaji o 867 studentech urcime nasledujici odhady koeficientti regresni funkce:

a<-lm(prumer~zcel+ssprum, subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))
summary (a)

Call:

Im(formula = prumer ~ zcel + ssprum, subset = (JeSS == "ano" &
Prijeti != "79" & Abs == "1"))

Residuals:

Min 1Q Median 3Q Max
-1.175752 -0.264099 -0.009366 0.289036 1.127443

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
(Intercept) 2.5252240 0.1099229 22.97 <2e-16 *xx*
zcel -0.0081774 0.0005496 -14.88 <2e-16 *x**
ssprum 0.4209454 0.0333249 12.63 <2e-16 *xx

Residual standard error: 0.3896 on 864 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4118, Adjusted R-squared: 0.4104
F-statistic: 302.4 on 2 and 864 DF, p-value: < 2.2e-16

Vliv obou regresortu je prukazny na jakékoli stanovené hladiné.

Je v8ak nutno ovétit predpoklady linedarniho modelu. Obr. 2.2 demonstruje splnéni
predpokladu normality residui (vlevo) a nezavislosti rozptylu rezidui na odhadované
stfedni hodnoté (vpravo). Potvrzuji to i nasledujici vypocty (pro funkci bptest je tfeba
nacist knihovnu lmtest).

a<-1lm(prumer~zcel+ssprum, subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))
shapiro.test(resid(a))

Shapiro-Wilk normality test
data: resid(a)
W = 0.9975, p-value = 0.2164

library(lmtest)
bptest(a, fitted(a))
studentized Breusch-Pagan test
data: a
BP = 1.3617, df = 1, p-value = 0.2432
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Obrazek 2.2: Normalni diagram (vlevo) a zéavislost rezidui na odhadované stfedni hod-
noté (vpravo) modelu zavislosti koneéného priméru znamek na vysoké skole na pri-
mérném prospéchu na stiedni skole a po¢tu bodi dosazenych v pfijimacim fizeni.

V tomto modelu
prumer = —0,0082 - zcel + 0,421 - ssprum + 2,525

je koeficient determinace R? = 0,412, podafilo se ndm vysvétlit vice nez 40 % variability
kone¢ného priméru zavislosti na dvou regresorech.

Normovanim veli¢in miizeme vliv obou regresori lépe porovnat. V zapise pomoci
standardizovanych veli¢in

prumer = —0,212 - zzcel + 0,180 - zssprum + 2,160

je zfejma vyssi absolutni hodnota koeficientu u piijimacich zkousek.
Silu vlivu obou regresori muzeme porovnat pomoci vzorce (1.11), kde pouzitim
funkce paired.r z knihovny psych neprokazeme rozdil (p = 0,19).

library(psych)
attach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1",])
(rO01=abs(cor(prumer,zcel)))

[1] 0.5505713

(r02=abs(cor (prumer,ssprum)))

[1] 0.5109236

(r12=abs(cor(zcel,ssprum)))

[1] 0.3724115

(n=length(prumer))

[1] 867

paired.r(r01,r02,r12,n)
$test
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[1] "test of difference between two correlated correlations"
$t

[1] 1.312037

$p

[1] 0.1898559

Jestlize standardizujeme i vysvétlovanou veli¢inu, dostaneme model bez absolut-
niho ¢lenu a vypoctené odhady koeficienti se oznacuji jako tzv. betavéhy [10], které
se vyuzivaji k porovnani modelt s odpovidajicimi regresory, ale u jinych datovych
soubortl.

zprumer = —0,418 - zzcel + 0,355 - zssprum

attach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1",])
summary (1lm(scale (prumer) “scale(zcel)+scale(ssprum)))

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 4.660e-16 2.608e-02 1.79e-14 1
scale(zcel) -4.183e-01 2.812e-02 -14.88 <2e-16 ***
scale(ssprum) 3.551e-01 2.812e-02 12.63 <2e-16 **x*

Residual standard error: 0.7679 on 864 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4118, Adjusted R-squared: 0.4104
F-statistic: 302.4 on 2 and 864 DF, p-value: < 2.2e-16

Pokusime se pfidat do modelu dalsi znamé veli¢iny. Pfidanim informace, zda student
maturoval v roce piijimacich zkousek (Maturdrive), nedostaneme statisticky vyznamné
lepsi model, jak se mizeme presvédcit napiiklad testem podmodelu.

a<-lm(prumer~zcel+ssprum, subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))

a2<-1m(prumer”~zcel+ssprum+Maturdrive,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))

anova(a,a2)

Analysis of Variance Table

Model 1: prumer ~ zcel + ssprum
Model 2: prumer ~ zcel + ssprum + Maturdrive

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 864 131.173
2 863 131.147 1 0.026 0.1739 0.6768

Zopakujeme-li test podmodelu po zafazeni pohlavi studenta Pohlavi nebo faktoru
statni prislusnosti Stat (Cesk4 republika, Slovensko) do ptivodniho modelu se dvéma
regresory, ani v jednom piipadé nedostaneme statisticky vyznamné lepsi model (p =
0,72, resp. p = 0,36).

Prokézeme vsak rozdil mezi obéma roky zac¢atku studia (vyznamnost faktoru Rok).

a2<-1m(prumer~zcel+ssprum+Rok,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))
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summary (a2)

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 2.6566711 0.1133456 23.439 < 2e-16 *x*x

zcel -0.0085864 0.00055632 -15.522 < 2e-16 **x*
ssprum 0.4079569 0.0331581 12.303 < 2e-16 **x
Rok2004 -0.1113704 0.0266583 -4.178 3.24e-05 *x*x

Residual standard error: 0.386 on 863 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4234, Adjusted R-squared: 0.4214
F-statistic: 211.3 on 3 and 863 DF, p-value: < 2.2e-16

Koeficient —0,111 u faktoru Rok2004 znamena, ze u studenti, ktefi se zapsali ke
studiu v akademickém roce 2004/05, o¢ekdvame v priiméru o 0,111 lepsi prospéchovy
priameér pfi stejné tspésnosti v prijimacim fizeni a stejném primeéru znamek na stredni
skole.

Statistickd vyznamnost faktoru Rok muze byt zptisobena zménami hranice poctu
bodti dosazenych v pfijimacim fizeni nutnych pro prijeti. Vyznamné se lisi primérné
po¢ty bodii z piijimaciho Fizeni v obou letech (p < 0,0001) na rozdil od primérného
prospéchu na stiedni skole nebo na vysoké skole, kde dvouvybérovym testem rozdil
neprokazeme (p = 0,39, resp. p = 0,12).

t.test(zcel™Rok, var.equal=TRUE,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))

Two Sample t-test
data: =zcel by Rok
t = 4.5661, df = 865, p-value = 5.689e-06
alternative hypothesis: true difference in means is not equal to O
95 percent confidence interval:
4.540085 11.385657

sample estimates:
mean in group 2003 mean in group 2004

137.7247 129.7618

Podobné zlepsime predpovéd rozliSenim skupin studentt podle studijnich program,
tedy pfidanim prediktoru Prog do modelu. Funkce Anova() (z knihovny car) ukazuje
statistickou vyznamnost jednotlivych regresori modelu. Vzdy je uveden soucet ¢tverci,
o které by se zvysil rezidualni soucet ¢tverci RSS, kdybychom dany regresor z modelu
vytadili. Obdobny vystup funkce anova() zavisi na zvoleném potadi regresorti. Soucet
¢tvercti v kazdém tadku udava v tomto pfipadé rozdil od modelu, ktery obsahuje
vSechny vyse uvedeneé regresory.

library(car)
Anova(a3)
Anova Table (Type II tests)
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Response: prumer

Sum Sq Df F value Pr (>F)
zcel 21.795 1 168.300 < 2.2e-16 *
ssprum 26.244 1 202.654 < 2.2e-16 *
Rok 1.992 1 15.383 9.48e-05 *
Prog 17.589 6 22.637 < 2.2e-16 *
Residuals 110.984 857
Analysis of Variance Table
Response: prumer

Df Sum Sq Mean Sq F value

zcel
ssprum
Rok
Prog

1
1
1
6

67.595
24.224

2.600
17.589

Residuals 857 110.984

U funkce summary() maji koeficienty u jednotlivych skupin programi nésledujici
vyznam. Program B je zvolen jako zakladni tiroven a naptiklad koeficient 0,14 u ProgC
(resp. Prog = C) znamena, Ze u studentii chemickych programii o¢ekdvame o 0,14 horsi
kone¢ny priamér nez u studentd biologickych programu za predpokladu nezménénych
hodnot ostatnich regresori.

67.
24.
2.
2.
0.

*%
*%
*%
*%

Pr(>F)

595 521.963 < 2.2e-16 *x*xx
224 187.054 < 2.2e-16 *xx
600 20.079 8.44e-06 xxx
932 22.637 < 2.2e-16 *xx
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a3<-1m(prumer~zcel+ssprum+Rok+Prog,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))

summary (a3)

Coefficients:

(Intercept)
zcel
ssprum
Rok2004
ProgC
ProgD
ProgG
Prog0
ProgU
ProgZz

Residual standard error: 0.3599 on 857 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.5023,
96.1 on 9 and 857 DF,

F-statistic:

Grafické znazornéni je v ptipadé vice regresori obtizné. Jen pro ilustraci jsou na
obrazku 2.3 znazornény zavislosti ve dvou riznych modelech. Leva ¢ast odpovida mo-
delu zavislosti primérného prospéchu na vysoké skole na prospéchu na stredni skole se

2.
-0.

0

3604768
0077331

.4433974
.1002566
.1406662
.1250282
.0216145
.2126292
.3366708
.2772809

0.
.0005961
.0311469
.0255619
.0358151
.05637084
.0490417
.0598387
.0444389
.0423469
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1234482

57

Estimate Std. Error t value

19.
-12.

14.
.922
.928
.328
.441
.5563
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.548

121
973
236

Pr(>Itl)
< 2e-16
< 2e-16
< 2e-16
.48e-05
.27e-05
.020149
.659514
.000401
.23e-14
.00e-10
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Adjusted R-squared: 0.4971
p-value: < 2.2e-16



zatazenim vlivu studijniho programu. Vpravo je znazornéna také zévislost primérného
prospéchu na vysoké skole, ale tentokrat na poc¢tu bodt dosazenych v prijimacim fizeni
a studijnim programu. Je patrné, Ze pii stejném primérném prospéchu na SS, oceka-
vame u studentlt geografie (modfe) a ucitelstvi (Gervené) horsi znamkové prumeéry, coz
miize (ale nemusi) byt zptisobeno vétsi obtiznosti takto zaméfeného studia.

prumerny prospech na VS
prumerny prospech na VS

1.0

T T T T T T T T T T T T
1.0 15 2.0 25 3.0 80 100 120 140 160 180 200

prumerny prospech na SS celkovy pocet bodu v prijimacim rizeni

Obrazek 2.3: Zavislost konecného priméru znamek na vysoké skole na primeérném
prospéchu na stfedni skole (vlevo) a na poctu bodu dosazenych v piijimacim Fizeni
(vpravo) podle jednotlivych skupin studijnich program.

Koneény model zavislosti

Pro odhad priiméru znamek na VS je tedy vhodné vyuzit model se ¢tyfmi regresory
ssprum, zcel, Rok a Prog, ktery obsahuje celkem 10 parametri a kde dokédzeme vysvétlit
vice nez 50 % koliséani konecného priméru zavislosti na uvedenych regresorech. Oveérili
jsme, zda nejsou poruseny predpoklady normalniho linedrniho modelu:

a3<-1m(prumer~zcel+ssprum+Rok+Prog,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))
shapiro.test(resid(a3))

Shapiro-Wilk normality test
data: resid(a3)
W = 0.9983, p-value = 0.5864

bptest (a3, fitted(a3))

studentized Breusch-Pagan test
data: a3

BP = 1.362, df = 1, p-value = 0.2432

Funkce vif () z knihovny car vypocte hodnoty inflacniho faktoru VIF' (oznacené
GVIF' s ohledem na mozné zobecnéni) pro vSechny odhadované regresni koeficienty.
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Ve tfetim sloupci jsou uvedeny odmocniny z VIF, u faktoru Prog se sedmi irovnémi,
které nahrazujeme Sesti umélymi proménnymi, je VIF umocnéno na 1/12. Z nizkjch
hodnot VIF je vidét, ze kazdy regresor se chova skoro nezavisle na ostatnich regresorech
v modelu.

library(car)
vif (a3)

GVIF Df GVIF~(1/2Df)
zcel 1.601031 1 1.265319
ssprum 1.189017 1 1.090421
Rok 1.092849 1 1.045394
Prog  1.439410 6 1.030818

Krokova regrese

Vyuzitim funkce step () je mozno nechat program mechanicky navrhnout model kroko-
vou regresi. Vzdy musime zvolit pocatecni (lower) a nejbohatsi mozny model (upper).
Je mozno se omezit pouze na pridavani nebo odebirani regresorti z modelu.

V tomto pripadé zacneme modelem pouze s absolutnim ¢lenem a do nejbohatsiho
modelu zafadime vSechny znamé veli¢iny (bez vzajemnych interakci). Ve vypisu prova-
déni jednotlivych kroku jsou zmény sefazeny vzestupné podle hodnoty AIC. V kazdém
radku je uvedeno, jak by se pridanim konkrétniho regresoru do modelu nebo jeho ode-
branim z modelu (v pifipadé, ze tam jiz je) zménil soucet Ctverc (resp. reziduélni
soucet ¢tvercit) a kolik by byla hodnota AIC.

attach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1",])
aS<-step(lm(prumer~1),scope=list(lower="1,
upper="Prog+zcel+ssprum+ssl+ss2+ss3+ssi+
Maturdrive+Pohlavi+Prijeti+Stat+Rok))

Start: AIC=-1175.3

prumer ~ 1

Df Sum of Sq RSS AIC
+ zcel 1 67.60  155.40 -1486.42
+ ssprum 1 58.21 164.78 -1435.58
+ 883 1 54.99 168.00 -1418.79
+ ss4 1 54.46  168.53 -1416.07
+ ss2 1 49.51 173.48 -1390.98
+ ssl 1 42.98 180.01 -1358.95
+ Prog 6 39.12 183.87 -1330.55
+ Maturdrive 1 1.94 221.05 -1180.88
+ Prijeti 1 0.93 222.07 -1176.91
+ Pohlavi 1 0.68 222.32 -1175.93
+ Rok 1 0.61 222.38 -1175.67

<none> 222.99 -1175.30
+ Stat .20 222.79 -1174.07

[
o

Step: AIC=-1486.42
prumer ~ zcel
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Df Sum of Sq
+ ssprum 1 24.22  131.
+ ss83 1 22.40 133.
+ ss4 1 21.70 133.
+ 882 1 20.19  135.
+ ssl 1 18.13  137.
+ Prog 6 14.45  140.
+ Rok 1 4.27 1b51.
+ Maturdrive 1 1.14  154.
+ Prijeti 1 0.87 154.
+ Pohlavi 1 0.66 154.
<none> 155.
+ Stat 1 0.08 155.
- zcel 1 67.60 222,
Step: AIC=-1631.35
prumer ~ zcel + ssprum

Df Sum of Sq
+ Prog 6 18.20 112.
+ Rok 1 2.60 128.
+ Prijeti 1 0.70  130.
<none> 131.
+ ssi 1 0.18 130.
+ ss4 1 0.15 131
+ Stat 1 0.13 131
+ ss83 1 0.11 131
+ ss2 1 0.08 131
+ Maturdrive 1 0.03 131.
+ Pohlavi 1 0.02 131.
- ssprum 1 24.22  1565.
- zcel 1 33.61 164.
Step: AIC=-1748.83
prumer ~ zcel + ssprum + Prog

Df Sum of Sq
+ Rok 1 1.99 110.
+ ss4 1 0.31 112.
+ ssi 1 0.2 112.
<none> 112.
+ Stat 1 0.256 112.
+ Maturdrive 1 0.25 112,
+ Pohlavi 1 0.20 112.
+ ss2 1 0.07 112.
+ ss3 1 0.05 112.
+ Prijeti 1 0.0002455  112.

RSS
17
00
70
21
26
94
13
25
53
74
40
32
99

RSS
98
57
48
17
99
.02
.05
.06
.09
15
15
40
78

RSS
98
67
71
98
73
73
77
91
93
98

-1631.
-1619.
-1614.
-1605.
-1592.
-1559.
-1508.
-1490.
-1489.
-1488.
-1486.
-1484.
-1175.

-1748.
-1646.
-1633.
-1631.
-1630.
-1630.
-1630.
-1630.
-1629.
-1629.
-1629.
-1486.
-1435.

-1762.
-1749.
-1748.
-1748.
-1748.
-1748.
-1748.
-1747.
-1747.
-1746.

60

AIC
35
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AIC
83
71
o7
35
56
33
17
08
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52
47
42
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AIC
25
18
88
83
74
74
39
34
19
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- Prog 6 18.20 131.17 -1631.35
- zcel 1 19.87 132.85 -1610.34
- ssprum 1 27.97  140.94 -1559.07

Step: AIC=-1762.25
prumer ~ zcel + ssprum + Prog + Rok

Df Sum of Sq RSS AIC
+ Maturdrive 1 0.38 110.60 -1763.23
+ Stat 1 0.29 110.69 -1762.55
<none> 110.98 -1762.25
+ ssl 1 0.24 110.75 -1762.11
+ ss4 1 0.24 110.75 -1762.10
+ Pohlavi 1 0.17 110.81 -1761.59
+ 883 1 0.03 110.95 -1760.51
+ 882 1 0.03 110.95 -1760.50
+ Prijeti 1 0.004033 110.98 -1760.29
- Rok 1 1.99 112.98 -1748.83
- Prog 6 17.59  128.57 -1646.71
- zcel 1 21.80 132.78 -1608.80
- ssprum 1 26.24 137.23 -1580.22

Step: AIC=-1763.23

prumer ~ zcel + ssprum + Prog + Rok + Maturdrive

Df Sum of Sq RSS AIC
<none> 110.60 -1763.23
+ Stat 1 0.23 110.38 -1763.00
+ ssi 1 0.20 110.40 -1762.81
+ Pohlavi 1 0.19 110.42 -1762.71
+ ss4 1 0.18 110.42 -1762.65
- Maturdrive 1 0.38 110.98 -1762.25
+ ss3 1 0.04 110.56 -1761.53
+ ss2 1 0.03 110.57 -1761.45
+ Prijeti 1 0.01 110.59 -1761.30
- Rok 1 2.12  112.73 -1748.74
- Prog 6 17.89  128.50 -1645.21
- zcel 1 22.14 132.74 -1607.03
- ssprum 1 24.21 134.81 -1593.61

Vypocet skonci, kdyz zadna zména neptinese nizsi AIC' nez —1763,23. Do modelu
byly zatazeny regresory v tomto potadi zcel, ssprum, Prog, Rok a Maturdrive. V tomto
pripadé jsme dostali krokovou regresi podobny model jako predchozim postupem.

Vzhledem k tomu, Ze se jedna o zcela mechanicky postup, ktery nebere v tivahu
logické souvislosti, je vhodné krokovou regresi pouzivat napriklad jako pomiicku, mame-
li k dispozici velké mnozstvi moznych regresori a nemame dobrou predstavu o jejich
smyslu.
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2.2.2 Pramérny prospéch v 1. roéniku VS

Velmi ¢asto pouzivanym kritériem tspé$nosti (zejména v USA) je priumeérny prospéch
na konci 1. ro¢niku VS. Do vypoctii zahrneme zéznamy o 1126 studentech, u nichz
zname stiedoskolsky prospéch i vysledky pfijimacich zkousek a ktefi splnili podminky
pro zapis do 2. ro¢niku. Pouzijeme-li stejné regresory jako pro prepovéd prumeérného
prospéchu za celé studium, prokazeme jejich statistickou vyznamnost i v tomto modelu.

a<-lm(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnilli=="1"))

summary (a)
Call:
Im(formula = prl ~ zcel + ssprum + Prog + Rok, subset
"ano" & Prijeti != "79" & Splnill == "1"))
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-1.37854 -0.31458 0.02439 0.31097

Coefficients:

1.38318

Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 2.
zcel -0.
ssprum 0.
ProgC -0.
ProgD -0.
ProgG -0.
Prog0 0.
ProgU 0.
ProgZ 0.
Rok2004 -0.

Residual standard error: 0.474 on 1116 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4808,

8818991
0100323
55693509
1192052
3504528
4881855
0635554
2391283
1080364
1241488

0.
.0007007
.0341999
.0424448
.0637541
.0583402
.0736049
.0502833
.0503510
.0294825

O O O O O O O O o

1424885

20.
-14.
.355 < 2e-16
.808 0.00506
.497 4.79e-08
.368 < 2e-16
.863 0.38807
.756 2.24e-06
.146 0.03211
.211 2.75e-05

F-statistic: 114.8 on 9 and 1116 DF,

Koeficient determinace pro tento linedrni model je jen nepatrné nizsi (R? = 0,48)

nez pii odhadu konec¢ného prospéchu.

shapiro.test(resid(a))

Shapiro-Wilk normality test

data: resid(a)

W = 0.9982, p-value =

bptest(a, fitted(a))

studentized Breusch-Pagan test

0.2965
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225 < 2e-16
317 < 2e-16

* %k %k
* %k %k
X%k
X%k

* %k %k
* %k %k

* %k %k

* %k k

Adjusted R-squared: 0.4766

p-value: < 2.2e-16



data: a
BP = 2.1923, df = 1, p-value = 0.1387

Splnéni predpokladi pouziti linedrniho modelu mtizeme taktéz predpokladat.

Pridanim prediktoru Maturdrive nebo Stat nedostaneme vyznamné lepsi model.
Kdybychom rozhodovali na hladiné vyznamnosti 10 %, zfejmé bychom zafadili Pohlavi
jako paty regresor do modelu.

a2<-1m(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok+Pohlavi,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnilli=="1"))
summary (a2)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-1.38911 -0.30940 0.01836 0.31461 1.37567

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 2.797943 0.150267 18.620 < 2e-16 **x
zcel -0.009904 0.000704 -14.068 < 2e-16 *x**
ssprum 0.574007 0.035186 16.314 < 2e-16 **x
ProgC -0.114663 0.042486 -2.699 0.00706 **
ProgD -0.345102 0.063770 -5.412 7.64e-08 *xx
ProgG -0.482077 0.058392 -8.256 4.23e-16 *xx
Prog0 0.067708 0.073576 0.920 0.35764
ProgU 0.240871 0.050247 4.794 1.86e-06 *x*x
ProgZ 0.121854 0.050924 2.393 0.01688 *
Rok2004 -0.122846  0.029465 -4.169 3.29e-05 *xx
Pohlavi2 0.053954 0.030916 1.745 0.08123 .

Residual standard error: 0.4736 on 1115 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.4822, Adjusted R-squared: 0.4776
F-statistic: 103.8 on 10 and 1115 DF, p-value: < 2.2e-16

Koeficient 0,054 u Pohlavi2 odpovida tomu, Ze u Zen ( Pohlavi = 2) bychom ocekavali
horsi primeér na konci 1. ro¢niku nez u muzu pti stejnych hodnotéach ostatnich regresori.

Hodnoty inflacnich faktori u modeld a i a2 jsou také nizké jako pii predpovédi
kone¢ného prumeéru.

a<-lm(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))

vif(a)

GVIF Df GVIF~(1/2Df)
zcel 1.677395 1 1.295143
ssprum 1.202625 1 1.096643
Prog 1.508003 6 1.034825
Rok 1.088823 1 1.043467

a2<-1m(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok+Pohlavi,

63



subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))

vif(a2)

GVIF Df GVIF~(1/2Df)
zcel 1.696033 1 1.302318
ssprum 1.275272 1 1.129280
Prog 1.552203 6 1.037319
Rok 1.089522 1 1.043802
Pohlavi 1.088965 1 1.043535

Pro porovnani vlivu prospéchu na stredni skole a pfijimacich zkousek pouzijeme
model s normovanymi veli¢inami a dostaneme nasledujici regresni funkci:

prl = —0,236 - zzcel + 0,240 - zssprum + 2,470

Vzhledem k velmi podobnym hodnotam odhadnutych regresnich koeficientii nepte-
kvapi vysoka p-hodnota testu shody odpovidajicich korelac¢nich koeficientti.

(rO01=abs(cor(pril,zcel)))

[1] 0.5041193
(r02=abs(cor(prl,ssprum)))

[1] 0.5080482
(r12=abs(cor(zcel,ssprum)))

[1] 0.3926376

(n=length(prl)) # pocet pozorovani
[1] 1126

paired.r(r01,r02,r12,n)

$test

[1] "test of difference between two correlated correlations"
$t

[1] -0.1463792

$p

[1] 0.8836483

Vyuzitim krokové regrese bychom dostali model s nasledujicimi prediktory:

summary (aS)
Im(formula = prl ~ ssprum+Prog+zcel+Rok+ss4+Pohlavi+Stat)

Soucasné zafazeni dvou stfedoskolskych regresorti, i kdyz je jejich vliv v modelu aS
statisticky prikazny, zvysi rozptyl odhadi regresnich koeficientti.

vif(asS)

GVIF Df GVIF~(1/2Df)
ssprum 7.772933 1 2.787998
Prog 1.587751 6 1.039278
zcel 1.710428 1 1.307833
Rok 1.090932 1 1.044477
ss4 7.760711 1 2.785805
Pohlavi 1.114428 1 1.055665
Stat 1.042811 1 1.021181
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2.3 Predikce kvalitativnich kritérii ispésnosti

2.3.1 Uspésné ukondeni studia

Do modelu logistické regrese, kdy odhadujeme pravdépodobnost tspésného absolvovani
studia, mizeme zahrnout data o 1340 studentech, ktefi konali prijimaci zkousky a je
znam jejich stfedoskolsky prospéch. Z tohoto poctu 867 studentt tspésné absolvovalo
studium a 473 studentti studia zanechalo, ptipadné dosud studium neukondilo (studuje
¢i studium prerusilo).

Podobné jako pii predpovédi primérného prospéchu pomoci linearni regrese pro-
kazeme statistickou vyznamnost stfedoskolského prospéchu ssprum, tspésnosti v pfi-
jimacim fizeni zcel a prislusnosti ke skupiné programii Prog, akademicky rok zacatku
studia Rok vsak byl shledan nevyznamnym, a proto ho z modelu vyfradime.

a=glm(Abs~zcel+ssprum+Prog+Rok,family =binomial,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"))
summary (a)

Call:
glm(formula = Abs ~ zcel + ssprum + Prog + Rok, family = binomial,
subset = (JeSS == "ano" & Prijeti != "79"))

Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.2593 -1.0793 0.5957 0.8922 1.8169

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)

(Intercept) 1.351643 0.618464 2.185 0.028853 *
zcel 0.014082 0.003156 4.463 8.1e-06 **x
ssprum -1.176784  0.145877 -8.067 7.2e-16 **x
ProgC -0.575629 0.202989 -2.836 0.004572 *x
ProgD 0.018438 0.291073 0.063 0.949491
ProgG 0.079780 0.269371 0.296 0.767098
Prog0 0.394755  0.396493 0.996 0.319437
ProgU -0.845594  0.226211 -3.738 0.000185 *x*x
ProgZ -0.332316  0.237673 -1.398 0.162052
Rok2004 0.015010 0.128199 0.117 0.906793

Null deviance: 1740.1 on 1339 degrees of freedom
Residual deviance: 1543.5 on 1330 degrees of freedom
AIC: 1563.5

Number of Fisher Scoring iterations: 4

ROC krivka odpovidajici modelu zavislosti na uvedenych trech prediktorech je na
obrazku 2.4 (vlevo). Pro kresleni ROC kfivek jsem pouzila modifikaci funkce ROC()
z knihovny Epi, jeji znéni je v ptiloze C.2.4.

Prehled klasifikaci na zakladé odhadu pravdépodobnosti ispéchu je v nasledujici
tabulce. Pti volbé mezni hodnoty ¢y = 0,681 dostaneme nejvétsi soucet senzitivity a
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Obrazek 2.4: ROC kiivka modelu s prediktory zcel, ssprum a Prog (vlevo) a modelu
obsahujictho navic prediktory Pohlavi, Maturdrive (vpravo).

specificity. Odpovidaji hodnota kappa koeficientu znamena, ze rozhodovanim zakladé
modelu jsme odstranili 31 % nespravnych klasifikaci v porovnéani s ndhodnym rozho-
dovanim ([8]). Pro odhad kappa koeficientu jsem pouzila funkci Kappa() z knihovny
ved.

Pocet spravné klasifikovanych student je nejvyssi (a to 951) celkem pro pét riz-
nych hodnot t;. V tabulce jsou zjiténé cetnosti pro ty = 0,503, kdy je zfejma velmi
nizkd hodnota specificity. Ve skupiné netispésnych bychom vice nez polovinu studentt
klasifikovali nespravné.

Podobné jako mizeme zjistit takové ¢y, kde je maximéalni hodnota Acc, je mozné
urcit i tg, kdy bude kappa koeficient nejvétsi. U tohoto modelu je maximélni k = 0,341
pro to = 0,552 (viz skripty v ptiloze).

to = 0,681 to = 0,503
skutecnost skutecnost
predikce | netspéch | tispéch | celkem | predikce | netspéch | tspéch | celkem
netspéch 351 346 697 | netispéch 201 117 318
uspéch 122 521 643 | tspéch 272 750 1022
celkem 473 867 1340 | celkem 473 867 1340

FPR + FNR = 0,258 + 0,399 = 0,657
Sp + Se = 0,742 + 0,601 = 1,343

Acc = 872/1340 = 0,651
7 = 0,310

FPR + FNR = 0,575 + 0,135 = 0,710
Sp + Se = 0,425 + 0,865 = 1,290

Acc = 951/1340 = 0,710
7=0313

Pokusime se zjistit, zda pFidanim dalsich prediktortt do modelu pfedpoveéd Gspés-
nosti zlepsime. Faktory oznacujici pohlavi studenta Pohlavi a dobu maturity Matur-
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drive maji na predpovéd tspéchu statisticky vyznamny vliv, jejich zafazenim dosta-
neme lepsi model.

a2=glm(Abs~zcel+ssprum+Prog, family =binomial,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"))
a3=glm(Abs~zcel+ssprum+Prog+Maturdrive+Pohlavi,
family =binomial, subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"))

anova(a2,a3,test="Chisq")
Analysis of Deviance Table

Model 1: Abs2 ~ zcel2 + ssprum + Prog3d
Model 2: Abs2 © zcel2 + ssprum + Prog3 + Maturdrive + Pohlavi
Resid. Df Resid. Dev  Df Deviance P(>|Chil)

1 1331 1543.48
2 1329 1486.19 2 57.29 3.632e-13
summary (a3)
Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) -0.552597 0.666979 -0.829 0.407384
zcel 0.017081 0.003217 5.310 1.10e-07 **x*
ssprum -0.926668 0.152518 -6.076 1.23e-09 **x*
ProgC -0.503073 0.207439 -2.425 0.015302 x*
ProgD 0.251485 0.301338 0.835 0.403965
ProgG 0.317821 0.277171 1.147 0.251521
Prog0 0.668137 0.409874 1.630 0.103079
ProgU -0.834081 0.229594 -3.633 0.000280 x**x*
ProgZ -0.184524 0.242269 -0.762 0.446269
Maturdrivene 1.008691 0.147776 6.826 8.74e-12 *xx*
Pohlavi?2 0.343589 0.135949 2.527 0.011493 x

Null deviance: 1740.1 on 1339 degrees of freedom
Residual deviance: 1486.2 on 1329 degrees of freedom
AIC: 1508.2

Odhadnuté koeficienty jsou v souladu s predstavou, zZe ispéSnost by méla rist v za-
vislosti na vétsim poc¢tu bodlt u prijimacich zkousek a lepsim prospéchu na stiedni
skole. U studentti, ktefi maturovali diive nez v roce prijimacich zkousek, kladné zna-
ménko koeficientu odpovidé vyssi pravdépodobnosti tispéchu u ,,cerstvych® maturanti,
podobné jako u divek v porovnani s chlapci.

ROC kfivka tohoto modelu s péti regresory je na obrazku 2.4 (vpravo). Pfidanim
dalsich dvou regresortt do modelu jsme zvysili plochu pod ROC kifivkou na 75 %. Tedy
pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany tspésny student bude mit v tomto modelu vyssi
odhad pravdépodobnosti tspéchu nez nadhodné zvoleny netspésny student, je 0,75.
Vzroste i hodnota kappa koeficientu, pfi klasifikaci (¢ = 0,619) s minimalnim souctem
pravdépodobnosti obou chyb vychazi © = 0,359, odpovidajici ¢etnosti jsou v levé ¢asti
nize uvedené tabulky. Maximalni pocet spravnych rozhodnuti (961) nastane pro ¢tyfi
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rizné hodnoty ty, pro tg = 0,418 v pravé casti tabulky je vidét opét velmi nizka
schopnost spravného rozliseni ve skutec¢nosti netspésnych studentti, kdy je méné nez
jedna tietina klasifikovana spravné. Maximalni hodnotu kappa koeficientu x = 0,364
bychom dosahli pti volbé ¢y = 0,592.

to = 0,619 to = 0,418
skutecnost skutecnost

predikce | netspéch | ispéch | celkem | predikce | netspéch | Gspéch | celkem
neuspéch 308 242 550 | netspéch 149 55 204
uspéch 165 625 790 | tspéch 324 812 1136
celkem 473 867 1340 | celkem 473 867 1340
FPR + FNR = 0,349 + 0,279 = 0,628 FPR + FNR = 0,687 4+ 0,063 = 0,750
Sp + Se = 0,651 + 0,721 = 1,372 Sp+ Se = 0,313 + 0,937 = 1,250
Acc = 933/1340 = 0,696 Acc = 961/1340 = 0,717
k= 0,359 k= 0,289

Také pomérné nizké hodnoty koeficiett determinace R? = 0,146, R3, = 0,237 uka-
zuji na to, ze model logistické regrese neni moc pfiléhavy. Sice jsme prokazali statistic-
kou vyznamnost regresori, ale ani pomoci modelu s péti regresory nedostaneme ptilis
kvalitni predpovéd.

2.3.2 Uspésné absolvovani 1. roéniku

Za kritérium uspésnosti miizeme zvolit i splnéni podminek pro zapis do 2. roc¢niku.
Podminky 1. ro¢niku splnilo 1126 studentii a nesplnilo 214 studentii.

V modelu logistické regrese prokazeme statistickou vyznamnost vsech tii regresorti
ssprum, zcel a Prog.

library(car)
Anova(a)
Anova Table (Type II tests)
Response: Splnill

LR Chisq Df Pr(>Chisq)
zcel 13.2476 1 0.0002729 **x
ssprum  9.1233 1 0.0025237 *x
Prog 23.3005 6 0.0007018 **x*

Pti zarazeni dalsich moznych regresori Pohlavi, Stat nebo Rok nedostaneme lepsi
model. Jina situace nastane u prediktoru Maturdrive:

anova(a,a2,test="Chisq")

Analysis of Deviance Table

Model 1: Splnill ~ zcel + ssprum + Prog

Model 2: Splnill ~ zcel + ssprum + Prog + Maturdrive
Resid. Df Resid. Dev  Df Deviance P(>|Chil)

1 1331 1097.05

2 1330 1073.42 1 23.62 1.171e-06
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Pro odhad pravdépodobnosti tspéchu pouzijeme tedy model se ¢tyrmi regresory
zcel, ssprum, Prog a Maturdrive.

a2=glm(Splnill~zcel+ssprum+Prog+Maturdrive, family =binomial,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"))

summary (a2)
Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-2.7030 0.2953 0.4739 0.6420 1.1966

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|z|)
(Intercept) 0.477151 0.802077 0.595 0.551914
zcel 0.015491 0.003996 3.876 0.000106 x**x*
ssprum -0.349582 0.176659 -1.979 0.047832 x*
ProgC -1.008431 0.306866 -3.286 0.001015 x*x*
ProgD -0.420240 0.407537 -1.031 0.302461
ProgG -0.528318 0.374803 -1.410 0.158661
Prog0 0.136944 0.592106 0.231 0.817096
ProgU -1.139982 0.325537 -3.502 0.000462 ***
Progz -0.521803 0.347765 -1.500 0.133499
Maturdrivene 0.838030 0.169569 4.942 7.73e-07 *x*x

Znaménka regresnich koeficienti jsou stejna jako u predpovédi tspésnosti celého
studia. Pravdépodobnost tspéchu roste s vyssim poctem bodt u piijimacich zkousek,
lepsim prospéchem na stfedni skole a je vyssi u maturujicich v roce prijimacich zkousek.

Odpovidajici ROC kifivka je na obrazku 2.5, kde je vyznacena hodnota AUC =
0,707. Z nize uvedené tabulky je zcela zfejmé, ze kdyz jsou skupiny tuspésnych a ne-
uspésnych velmi pocetné nevyvazené jako v tomto pripadé, hledisko nejvyssiho poctu
spravné klasifikovanych objektii Acc mtze byt zavadéjici.

Hodnota kappa koeficientu je vyrazné horsi nez u predpovédi absolvovani celého
studia. Maximalni kappa koeficient k = 0,235 bychom dostali pfi zvoleni t, = 0,780.

Nizké hodnoty koeficietii determinace R% = 0,088, R% = 0,127 ukazuji, Ze model
skutecnost vysvétluje nedostatecné.

to = 0,812 to = 0,573
skutecnost skutecnost

predikce | netspéch | uspéch | celkem | predikce | netspéch | Gspéch | celkem
neuspéch 125 320 445 neuspéch 18 9 27
uspéch 89 806 895 | uspéch 196 1117 1313
celkem 214 1126 1340 | celkem 214 1126 1340
FPR + FNR = 0,416 + 0,284 = 0,700 FPR + FNR = 0,916 + 0,008 = 0,924
SAp +Se = 0,584 4+ 0,716 = 1,300 §B +Se= 0,084 4+ 0,992 = 1,076
Acc = 931/1340 = 0,695 Acc = 11351340 = 0,847
k = 0,209 k=0,118
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Obrazek 2.5: ROC kfivka modelu splnéni podminek 1. ro¢niku s prediktory zcel,
ssprum, Prog a Maturdrive (vlevo) a modelu absolvovani studia s vyznamenanim s pre-
diktory ssprum, Prog a Prijeti (vpravo).

2.3.3 Absolvovani studia s vyznamenanim

Jinym kritériem uspésnosti miize byt absolvovani studia s vyznamenanim. 7 celkového
poctu 1416 student absolvovalo s vyznamenanim pouze 45 studentii. U 41 z nich zname
prospéch na stfedni skole, 14 absolvent s vyznamenanim bylo pfijato bez pfijimacich
zkousek (8 chlapct a 6 divek), 27 na zakladé pfijimacich zkousek (10 chlapct a 17 di-
vek). Do vypoctu zahrneme zéznamy o 1372 studentech, u kterych zndme ptredchozi
sttedoskolsky prospéch.

Skutecnosti, ze zna¢na ¢ast absolventi s vyznamenanim byla pfijata bez piijimacich
zkousek, odpovida i vyznamnost faktoru Prijet: v modelu, kde dalSimi regresory jsou
ssprum a Prog. ROC kfivka tohoto modelu je na obrazku 2.5 vpravo.

V nasledujici tabulce jsou uvedeny cetnosti odpovidajici zvolenym meznim hod-
notdm pravdépodobnosti pro maximalizaci souc¢tu senzitivity a specificity (vlevo) a
maximalizaci Acc, kdy je soucet pravdépodobnosti obou chyb mnohem vyssi. Maxi-
malni kappa koeficient k = 0,433 dostaneme pro ¢ty = 0,179. Z uvedeného je zfejmé, ze
pii maximalizaci riznych kritérii hodnoceni klasifikace, dostaneme odlisné vysledky.

Hodnoty koeficiettt determinace R? = 0,352, R% = 0,383 vychazeji vyssi nez u pied-
chozich modelti, coz mtze odpovidat i vysoké hodnoté AUC = 0,913.

70



to = 0,039 to = 0,481
skutecnost skutecnost

predikce | netspéch | uspéch | celkem | predikce | netuspéch | Gspéch | celkem
neuspéch 1135 6 1141 | netispéch 1327 30 1357
uspéch 196 35 231 | uspéch 4 11 15
celkem 1331 41 1372 | celkem 1331 41 1372
FPR + FNR = 0,146 + 0,147 = 0,293 FPR 4+ FNR = 0,732 4+ 0,003 = 0,735
§|3 +Se = 0,854 4+ 0,853 = 1,707 §E +Se= 0,268 4+ 0,997 = 1,265
Acc = 1170/1372 = 0,853 Acc = 1338/1372 = 0,975
k=10,218 k =0,383

2.3.4 Ordinalni regrese

Vyuzijeme informace, zda student uspésné dokocil studium ve standardni dobé baka-
larského studia 3 roky nebo pozdéji. U studentii, kteri konali prijimaci zkousky a je
znam jejich prospéch na stfedni skole budeme predpovidat tispésnost v podrobnéjsim
ordinalnim méritku na zakladé ordinalniho modelu s jednim regresorem ssprum.

Predikci pomoci funkce polr z knihovny MASS dostaneme model, jehoz kontingené¢ni
tabulka cetnosti skutec¢nych hodnot a predpovédi podle modelu néasleduje:

skutecnost
predikce neudspéch uspéch uspéch celkem
(ne ve std. dobé) | (ve std. dobé)
netdspéch 243 101 115 459
tspéch (ne ve std. dobé) 0 0 0 0
uspéch (ve std. dobé) 230 148 503 881
celkem 473 249 618 1340

7 obrazku 2.6 regresnich ktivek je ziejmé, ze pro zadnou hodnotu stredoskolského
prospéchu neni pravdépodobnost zatazeni do prostiedni kategorie nejvétsi a odpovi-
dajici radek tabulky obsahuje nulové c¢etnosti. I s ohledem na nizkou hodnotu kappa
koeficientu k = 0,230 (s linedrnimi vahami & = 0,275) je patrné, ze predpovéd vyuzitim
tohoto modelu nedava ptilis dobré vysledky.

Pridanim dalsich regresort zcel a Maturdrive dostaneme priikazné lepsi model, kde
neni zamitnut predpoklad rovnobéznosti regresnich kiivek. V nize uvedené tabulce se
presvéd¢ime, ze ani v tomto pfipadé neni zadny student klasifikovan jako absolvent,
ale nikoliv ve standardni dobé.
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Obrazek 2.6: Regresni kiivky modelu ordinalni regrese zavislosti doby absolvovani stu-
dia na stredoskolském prospéchu

skutecnost
predikce netspéch uspéch uspéch celkem
(ne ve std. dobé) | (ve std. dobé)
neuspéch 274 109 119 502
tspéch (ne ve std. dobg) 0 0 0 0
tspéch (ve std. dobé) 199 140 499 838
celkem 473 249 618 1340

Hodnota kappa koeficientu je o néco vyssi K = 0,270 (s linedrnimi vahami = = 0,321)
nez u modelu s jedinym regresorem.

Faktor Prog by byl po pfidani do modelu shledan jako statisticky vyznamny, ale
vzhledem k poruseni predpokladu rovnobéznosti regresnich ktivek by bylo nutno pouzit
jiny model ordinalni regrese.
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Tabulka 2.3: Korela¢ni koeficienty mezi prospéchem na vysoké skole, poc¢tem bodl
z ptijimacich zkousek a pfedchozim prospéchem na stfedni skole u studenttt PiF UK

prospéch na vysoké skole | prijimaci zkousky | prospéch na stfedni skole
1. ro¢nik VS -0,503 0,478
2. ro¢nik VS -0,515 0,436
3. ro¢nik VS -0,449 0,477
VS celkem -0,544 0,452

2.4 Porovnani s dalsimi studiemi

2.4.1 Cesti autori

Skaloudova [33] ve své disertacni praci analyzovala data o studentech uéitelstvi, kteti
se zapsali ke studiu na Pedagogické fakulté UK v roce 1996/97 a 1997/98. Na zékladé
znamého stredoskolského prospéchu, vysledkt ptijimaciho fizeni, specialniho dotazniku
pro studenty ucitelstvi a inteligen¢niho testu T-S-I se snazila predpovédét tspésnost
studia na VS. Jako kritérium stanovila koeficient studijni tspé$nosti, ktery v sobé
zahrnoval jak primérny prospéch na VS, tak pocet zkousek a opravngch termint.
Skaloudova zjistila, Ze stfedogkolské prediktory piispivaji k rozliseni skupiny tispésnych
a neuspésnych studentii stejné dobte jako pfijimaci zkousky, u nékterych obort studia
dokonce jesté 1épe. V priibéhu studia se vliv prospéchu na sttedni skole snizuje pomaleji
nez vliv vysledku pfijimaciho fizeni. U inteligen¢niho testu se neprokazal jeho vliv na
uspésnost studia.

Tabulka 2.3 ukazuje pomérné vyrovnané korela¢ni koeficienty u 961 studentt PfF UK,
ktei{ konali pfijimaci zkousky, je znam jejich prospéch na SS i priimérny prospéch v jed-
notlivych roénicich VS. Je mozné, 7e v piipadé pétiletého magisterského studia by se
projevil snizujici se vliv pfijimacich zkousek prospéch na VS, jak naznacuje nizsi hod-
nota korela¢niho koeficientu u 3. ro¢niku.

V ¢lanku [37] jsou shrnuty vysledky analyzy dat ziskanych na souboru uchazeéi
prijatych ke studiu na MFF UK v letech 1993-1997. Pomoci logistické regrese bylo
hodnoceno, zda studenti tspésné absolvovali prvni dva roky studia na fakulté. Bylo
prokazano, ze ve studijnich programech fyzika (F), matematika (M) a informatika (I)
byla vyznamnym faktorem skutecnost, zda byl student pfijat bez prijimacich zkousek
(na zdkladé velmi dobrého prospéchu nebo tcasti v celostatnim kole olympiady), ve
studijnim programu ucitelstvi (U) a F byl prokazan vliv stfedoskolského prospéchu a
ve studijnim programu I a M tspésnost ovlivnil i poc¢et bodt dosazenych v priijimacim
fizeni, jestlize student pfijimaci zkousky konal. Nebyl shledan rozdil mezi chlapci a
divkami.

V piipadé predpovidani tspésného ukonéeni studia (logistickou regresi) byly na roz-
dil od MFF na PfF prokazany jako vyznamné faktory kromeé stiedoskolského prospéchu
a vysledki pfijimacich zkousek téz pohlavi a skutecnost, zda student maturoval dfive
nez v roce prijimacich zkousek. Ziejmeé se takto projevily velké rozdily, které jsou na
PfF v podilu téch, ktefi ve studiu vytrvali a Gspésné ho absolvovali (muzi 56 %, Zeny
70 %; maturujici diive 45 %, v roce zkousek 71%). Vypocet prokazal vyznamny vliv
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prislusnosti studenta ke skupiné oborti, nebyl shledan rozdil mezi studenty s ohledem
na zacatek studia. Na zakladé uvedenych péti prediktort bylo dosazeno sedmdesatipro-
centniho podilu spravnych predpovédi pri celkovém poctu 1340 studentii, ktefi konali
pfijimaci zkousky a byl znadm jejich prospéch na SS.

Hoschl a Kozeny [13] analyzovali idaje o studentech 3. lékaiské fakulty UK, kteii
byli piijati ke studiu v roce 1992/93 a 1993/94 a dokondili Sesty semestr studia. Pii
stanoveni celkového priiméru na VS za Sest semestrii jako kritéria prokazali statisticky
vyznamny vliv vysledku prijimaci zkousky z fyziky, stredoskolskych znamek z fyziky,
motivace ke studiu mediciny hodnocené komisi a osobnostniho dotazniku. Zavislosti
na téchto prediktorech se podafilo vysvétlit 32 % kolisani dosazeného znamkového prii-
méru. Na PYF UK bylo v modelu linearni regrese se dvéma prediktory (celkovy pocet
bodt u pfijimacich zkousek a primérny prospéchu na stiedni skole) dosazeno vyssiho
koeficentu determinace, a to R? = 41 %.

Studie [32] analyzuje data tykajici se 673 studentii, ktefi zapocali magisterské stu-
dium vSeobecného lékafstvi nebo stomatologie na 1. 1ékaiské fakulté UK v letech 1994—
1997. Autofi pouzili logistickou regresi pro predpovéd tspésného ukonceni studia. Mo-
del s nejnizsi hodnotou Akaikeho informacniho kritéria AIC' zahrnoval pét regresort
(pocet bodti z pFijimaci zkousky z fyziky a z chemie, primérna zndmka na stfedni skole
z biologie a chemie a rozdil mezi prospéchem v prvnim a poslednim ro¢niku stiedni
skoly). Plocha pod ROC kfivku u tohoto modelu vysla AUC' = 0,72. Ac¢koliv v priji-
macim fizeni nebyl zohlednén prospéch na stiedni skole, tyto vysledky u prijatych stu-
dentii lépe predikovali tspésnost (AUC = 0,66) nez ptijimaci zkousky (AUC = 0,64).
Dosazené hodnoty jsou srovnatelné s PTF UK, kdy pro model pfedpovédi tispéchu po-
moci logistické regrese na zakladé péti obdobnych prediktorid byla zjisténa hodnota
AUC = 0,75. Podobné i na PfF UK nebyl v prijimacim ¥izeni vzat v ivahu prospéch
na stiedni skole.

Do vyzkumu predikéni validity testu Obecnych studijnich pfedpoklada (OSP) spo-
le¢nosti Scio, s.r.o. [31] byly zahrnuty tdaje Fakulty socidlnich studii MU Brno, Fakulty
zdravotné socidlni Ostravské univerzity a VSCHT v Praze. Bylo zjisténo, Ze korelace
testu OSP s primérem zndmek na VS se postupné snizuje az na nevyznamnou sou-
vislost se zavéretnym prospéchem. Lépe nez jednotlivé oddily testu OSP (verbdlni,
analyticky a kvantitativni) koreluje celkovy vysledek testu OSP.

V analyze [31] je sledovand VSCHT svym pfirodovédnym zaméienim PiF UK nej-
podobnéjsi. Velikosti datovych souborti jsou téz porovnatelné. V tabulce 2.4 jsou uve-
deny korelac¢ni koeficienty s dosazenym prospéchovym primeérem v 1. ro¢niku studia
VS. Vzhledem k tomu, Ze ze studie neni ziejmé, zda jsou u VSCHT zapoéteni vsichni
studenti s alespon jednou zndmkou nebo pouze ti, kteri splnili podminky pro zapis do
vyssiho ro¢niku, uvadim u PfF obé hodnoty.

Porovnanim korela¢nich koeficientii s vyuzitim testové statistiky z (1.8) prokazeme,
ze testy z predméti na PTF lépe predikuji ocekdvany primér v 1. rocniku nez na
VSCHT testy OSP. Pro slabou korelaci priiméru na VS s prospéchem na SS v piipadé
VSCHT jsou jako mozné pfi¢ina uvedeny rozdily ve zptisobech hodnoceni na jednot-
livych skolach. Toto by vsak projevilo i ve vétsim vzorku z PrF. Duvodem je spise
fakt, ze vétsi rozdily jsou mezi jednotlivymi typy stfednich skol, kde na PfF studuje
naprosta vétsina absolventii gymnéazii a pouze malé procento tvori absolventi stfednich
odbornych skol.
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Tabulka 2.4: Korela¢ni koeficienty mezi prospéchem v 1. ro¢niku vysoké skoly, po-
¢tem bodi z piijimacich zkousek a pfedchozim prospéchem na stiedni skole u studentt
VSCHT a PiF UK

prospéch v 1. 1. VS | pocet studentti | prospéch na SS | pfijimaci zkousky
VSCHT 410 -0,381
VSCHT 357 0,075

PfF UK - 2003/04 622 0,507 -0,556
Splnili 1. r. 570 0,518 -0,545

PfF UK - 2004/05 621 0,525 -0,509
Splnili 1. r. 556 0,498 -0,479

7 nazvi nékterych prispévki a abstrakti by se dalo soudit, Ze se zabyvaji predik¢ni
validitou. Podrobnéjsim studiem se nékdy zjisti, ze zfejmé doslo k nedorozumnéni, jako
napiiklad v [7]. Autofi z Masarykovy univerzity v Brné se snazi napiiklad logistickou
regresi odhadovat ispéSnost absolvovani magisterského studia na zékladé primérného
prospéchu na vysoké skole. Ve svém pripévku spise porovnavaji znamé ukazatele u sku-
piny uspésnych a neuspésnych studenti, nez ze by se zabyvali predikei.

2.4.2 Zahrani¢éni autori

V USA maji standardizované pfijimaci testy na vysoké skoly dlouhou tradici. Pfed-
chtidce soucasnych testl studijnich predpokladi byl poprvé pouzit pro osm tisic ucha-
zeCl jiz v roce 1926 [39].

Program SAT je sponzorovan neziskovou organizaci College Board. Kazdoro¢ni tes-
tovani milionii uchazect je organizovano Educational Testing Service (ETC), v soucas-
nosti nejvétsi organizaci USA zabyvajici se testovanim, ktera byla zaloZena jiz v roce
1947. Do roku 2005 byly pouzivany dva druhy testid. SAT I: Reasoning Test mél ¢ast
matematickou a verbalni a SAT II: Subject Tests, kde byly hodnoceny dosazené zna-
losti v konkrétnich oborech. Predikéni validita testt SAT I byla studovana mnohem
vice nez SAT II.

Kalifornskd univerzita (UC), sdruzujici osm kampusi (US Berkeley, UC Davis,
US Irvine, UC Los Angeles, UC Riverside, UC San Diego, UC Santa Barbara a UC Santa
Cruz), vyzadovala od uchazect jak testy SAT I (nebo ACT), tak i SAT II. Ve studii [12]
je porovnavan vliv SAT I, SAT II a prospéchu na stiedni skole na predikci primérného
prospéchu v 1. ro¢niku studia vysoké skoly. Analyzou idaji o témér 80 000 studentech
(novaécich) zapsanych ke studiu v letech 1996-1999 bylo zjisténo, Ze pii znalosti vy-
sledki testtt SAT II, je pfinos informace o SAT I minimalni. V tabulce 2.5 jsou zjisténé
koeficienty determinace jednotlivych modelt porovnany s idaji PTF UK, kam jsou vSak
zaFazeni nejen studenti poprvé zapsani ke studiu vysoké skoly (v dusledku obtizného
zjisténi této informace).

Od roku 2006 je obsah testtt upraven. SAT Reasoning Test nové obsahuje kromé
¢asti SAT-CR (critical reading), SAT-M (mathematics) i SAT-W (writing). Predikéni
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Tabulka 2.5: Porovnani koeficientti determinace pri pfedpovédi prospéchu v 1. ro¢niku
VS u vybranych modelt

prediktory koeficient determinace R?
University of California (tdaje z [12])

1996 1997 1998 1999 | 1996-1999
prospéch na SS (HSGPA) 0,170 0,167 0,147 0,129 0,154
SAT I 0,138 0,108 0,122 0,142 0,133
SAT II 0,164 0,144 0,156 0,164 0,160
SAT I + SAT II 0,167 0,144 0,156 0,168 0,162
HSGPA + SAT I 0,219 0,201 0,192 0,204 0,208
HSGPA + SAT II 0,230 0,217 0,211 0,215 0,222
HSGPA + SAT I + SAT II 0,232 0,217 0,211 0,219 0,223

PfF UK (1243 studentt s alespon jednou znamkou)

2003 2004 2003-2004
prospéch na SS 0,257 0,276 0,265
prijimaci zkousky 0,309 0,259 0,274
prospéch na SS + pfijimaci zkousky | 0,397 0,389 0,386

PYF UK (1126 studentt, ktefi splnili podminky 1. roéniku)

prospéch na SS 0,268 0,248 0,258
prijimaci zkousky 0,297 0,230 0,254
prospéch na SS + pfijimaci zkousky | 0,394 0,352 0,367
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Tabulka 2.6: Porovnani korelac¢nich koeficienti, resp. koeficientti mnohonasobné kore-
lace priimérného prospéchu v 1. roéniku VS a uvedenych prediktort

korelacni koeficient
prediktory (koef. mnohondsobé korelace)
data z [16] (adaje ze 110 univerzit USA)
prospéch na SS (HSGPA) 0,36
SAT-M 0,26
SAT-CR 0,20
SAT-W 0,33
SAT-M + SAT-CR + SAT-W 0,35
HSGPA + SAT-M + SAT-CR + SAT-W 0,46
PYF UK (1243 studentt s alespon jednou znamkou)
prospéch na SS 0,515
prijimaci zkousky 0,523
prospéch na SS + pfijimaci zkousky 0,621
PYF UK (1126 studentt, ktefi splnili podminky 1. roéniku)
prospéch na SS 0,504
prijimaci zkousky 0,508
prospéch na SS + piijimaci zkousky 0,606

validita upravenych testtt SAT je analyzovana napiiklad v [16] za zakladé tdaju tykaji-
cich se vice nez 150 tisici studentt ze 110 americkych univerzit, ktefi poprvé studovali
1. ro¢nik vysoké skoly v akademickém roce 2006/07. V USA je prospéch v 1. ro¢niku
u poprvé zapsanych studentd nejcastéji pouzivanym kritériem hodnoceni tispésnosti.
Kurzy, které maji studenti v 1. ro¢niku, jsou si vice podobné nez v dalSich letech stu-
dia a prumér v 1. ro¢niku vysoce koreluje s celkovym dosazenym primérem. Dilezitym
faktorem je i skutecnost, ze data pro dalsi analyzy jsou dostupna jiz po prvnim roce
studia. Zjisténé korelacni koeficienty (resp. koeficienty mnohonésobné korelace) jsou
porovnany s vysledky analyzy dat PiF UK v tabulce 2.6.

V meta-analyze [18] jsou shrnuty udaje z velkého mnozZstvi nezavislych studii pre-
dikéni validity testi GRE (Graduate Record Examination). General test méfi verbalni,
kvatitativni a analytické schopnosti, zatimco Subject Tests méfi dosazené znalosti
v konkrétni oblasti (biochemie a molekularni biologie, biologie, chemie, informatika,
literatura, matematika, fyzika a psychologie).

Pro predikci jak konecného prospéchu, tak prospéchu v 1. ro¢niku byly Subject
tests shledany prokazatelné lepsimi prediktory nez jednotlivé slozky testu GRE nebo
predchozi prumérny prospéch. Zjisténé korelacni koeficienty jsou velmi blizké hodnotam
dosazenym na PrF UK.

Analyza predikéni validity testi ACT [40] prokazala podobny vliv testi ACT a
prospéchu na stfedni gkole na predpovéd priiméru znamek v 1. ro¢niku VS, na roz-
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dil od predpovédi kone¢ného primérného prospéchu, kde ma vétsi vahu stiedoskolsky
prospéch.

ROC analyza byla pouzita pro predpovéd tspésného zacatku studia na Université
v Udine (Italie) u vice nez tii tisic poprvé zapsanych studenttt v letech 1992/93 az
1997/98 (]25]). V modelu, kdy byla za kritérium wspésnosti zvolena skutecnost, ze
student absolvoval miniméalné ¢tyfi zkousky v prubéhu prvniho akademického roku,
byl prokazan statisticky vyznamny vliv znamek na stredni skole, typu stifedni skoly
otce a téz byly shledany rozdily mezi fakultami univerzity. Bylo dosazeno plochy pod
ROC ktivkou AUC = 0,793.
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Z.aver

V dnesni dobé, kdy zacina studovat vysokou skolu vice nez polovina mladych lidi, se
problematika pfijimaciho fizeni dostava do popiedi zajmu nejen v Ceské republice, ale
prakticky ve vsech hospodarsky vyspélych zemich.

Situace v Ceské republice je komplikovana moznosti podévani libovolného poétu pii-
hlasek ke studiu na vysoké skole, kdy v poslednich letech podavaji uchazeci v priméru
vice nez dvé piihlasky. Mnozi jsou prijati vicekrat a teprve po ukonceni pfijimaciho
fizeni se rozhoduji, kterou skolu ¢i obor budou studovat. Vysoké skoly maji tedy pouze
pribliznou predstavu o poctu prijatych uchazect, kteri se ke studiu skutecné zapisi.
Snahou je stanoveni takovych podminek prijeti ke studiu, aby byli vybrani uchazeci
s dobrymi predpoklady pro uspésné absolvovani studia.

Metodika hodnoceni predikéni validity neni jednoduché. A¢ je toto téma zminovano
na mnoha konferencich, neznam dostatecné podrobny material, ktery by mohl slouzit
tém, ktefi nemaji mnoho zkusenosti s aplikacemi matematické statistiky. Ve své praci
jsem se proto pokusila o uceleny prehled statistickych metod a modeli, které je mozno
pro hodnoceni predikce tspésnosti studia pouzit, at jsou kritériem tspé$nosti stanoveny
¢iselné nebo kvalitativni veliciny.

Na teoretickou ¢ast navazuje aplikace vysvétlenych metod na konkrétni data z Priro-
programu R, dostupny na: http://cran.at.r-project.org/. Vidy zdivodiuji volbu
daného modelu i omezeni na data, kterd je do néj mozno zahrnout. Uvedené vystupy
z programu jsou doplnény podrobnym vysvétlenim, abych umoznila potencialnimu za-
jemci snadnéjsi vniknuti do problematiky. Pouze mechanické pouzivani procedur jaké-
hokoli programu mtize vést k nespravnym zavértim.

Analyzou dat o studentech PfF UK jsem zjistila, ze vysledky prijimacich zkou-
sek spolu s predchozim prospéchem na stiedni skole pomérné dobie predikuji ¢iselna
kritéria GspéSnosti (napf. prospéchovy primér). Ve srovnani s ostatnimi studiemi je
dosazeno vyssich podild variability, kterou je mozno vysvétlit zavislosti na uvedenych
prediktorech. Do rozsahlych studii z USA jsou vsak zahrnuty udaje z vysokych skol
s nejrizn€jsim zamérenim a PTF UK je z tohoto hlediska spise homogenni skupinou.

Piedpovéd kvalitativnich kritérii Gspé$nosti dava na PiF i jinde méné uspokojivé
vysledky. Domnivam se, Ze to souvisi se skutec¢nosti, Ze je velmi obtizné métit napriklad
motivaci ke studiu. Ta je vyznamnym faktorem pii rozhodovani studentii, zda studium
splniuje jejich predstavy a budou se tedy snazit ho tspésné dokondit.

Porovnani se zahrani¢nimi studiemi neni rozhodné vycerpavajici, spise jsem chtéla
naznacit, ze podobné problémy jsou feSeny v mnoha cCastech svéta. Zavadéni zmén
v prijimacim fizeni je vzdy obtizné, protoze jejich diisledky je mozno analyzovat az se
znac¢nym casovym odstupem. Mezitim vSak muze dojit k dalsim zménam ve spole¢nosti.
Naptiklad v Ceské repulice se v diisledku nepiiznivého demografického vyvoje zmensuje
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zékladna potencialnich uchazect o studium na vysokych skolach, ktera je jen ¢astecné
dopliiovana uchazeci ze zahrani¢i (zejména ze Slovenska).

Prokazana souvislost tispésnosti studia na vysoké skole s predchozim prospéchem na
stfedni skole mtize byt pomiickou pfi zméné koncepce prijimaciho fizeni. U oborti, kde
zdjem uchazecii vyrazné nepfevysuje kapacitu, by mohl byt dobry prospéch na stiedni
skole a tspésné slozend maturita jedinou podminkou pro prijeti ke studiu. Tento postup
je jiz v soucasné dobé aplikovan na nékterych technicky zamérenych vysokych skolach.
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Priloha A

Seznam a popis veli¢in v databazi
udaji o studentech

nazev veli¢iny vysvétleni

ss1 prameér na konci 1. ro¢niku stfedni skoly
ss2 prameér na konci 2. ro¢niku stfedni skoly
ss3 priamér na konci 3. ro¢niku stiedni skoly
ss4 prumeér v pololeti 4. ro¢niku stfedni skoly

(u viceletych gymnézii odpovidajictho ro¢niku)

ssprum aritmeticky prameér ¢tyr uvedenych primért znamek
prl priimérny prospéch za 1. ro¢nik studia na VS
prumer primérny prospéch za celé studium VS

biol pocet bodt z prijimaci zkousky z biologie

chemie pocet bodt z prijimaci zkousky z chemie

fyzika pocet bodt z prijimaci zkousky z fyziky

matem pocet bodt z prijimaci zkousky z matematiky

dejep pocet bodt z prijimaci zkousky z historie

zem pocet bodt z prijimaci zkousky z geografie

zcel soucet bodi za prijimaci zkousky

(v pfipadé jediné zkousky je pocet bodu zdvojnésoben)
prijeti ¢iselné oznaceni zptsobu prijeti studenta

10 — prijeti na zakladé prijimaci zkousky

79 — bez pfijimacich zkousek

85 — dodatecné
Prijeti prijeti jako faktor
pohlavi oznaceni pohlavi studenta

(1 — zena, 2 — muz)

Pohlavi pohlavi studenta jako faktor
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nazev veli¢iny

vysvétleni

Prog

Maturdrive

Stat
JeSS

rok
Rok
abs
Abs
abs3

Abs3
splnill
Splnilil
vysl
Vysl
vyzn

Vyzn

oznaceni skupiny studijnich programi

B — Biologie, Specialni chemicko—-biologické obory

C' — Chemie, Biochemie, Klinicka a tox. analyza

D — Demografie

7 — Geografie

G — Geologie

O — Ekologie a ochrana prosttedi

U — vsechny obory zaméiené na vzdélavani

faktor oznacujici, kdy student maturoval

ano - maturoval diive nez v roce prijimacich zkousek
ne - maturoval v roce prijimacich zkousek

statni piislusnost studenta (203 — CR, 703 — Slovensko)
faktor oznacujici, zda je znadm prospéch na stiedni Skole
ano - je znam, ne — neni znam

rok zapisu na fakultu (2003, 2004)

rok zapisu na fakultu jako faktor

absolvovani studia (0 — ne, I — ano)

absolvovani studia jako faktor
absolvovani studia se tfemi tirovnéni

0 - dosud neabsolvoval (zanechal, jesté studuje, mé pferuseno apod.)
1 - absolvoval, ale ne ve standardni dobé studia

2 - absolvoval ve standardni dobé studia

absolvovani studia se tfemi tirovnéni jako faktor
splnéni podminek 1. ro¢niku (0 — ne, I — ano)

splnéni podminek 1. ro¢niku jako faktor

celkovy vysledek studia (4 — s vyznamenanim, &5 — absolvoval)
vysledek studia jako faktor

absolvovani s vyznamenanim (0 — ne, I — ano)

absolvovani s vyznamenanim jako faktor

82



Priloha B

Simulace

B.1 Porovnani statistik 77 a 75

Simulujeme situaci popsanou v kap. 1.1.4, kdy je korela¢ni matice veli¢in (Y, X;, X3)
,témér* singularni. Predpokladdme nezavislost velicin X; a X, (obé s rozdélenim
N(0,1)), veli¢inu Y polozime rovnu souc¢tu X; + X5 opravenym o ndhodnou chybu
(s rozdélenim N(0,1/4)).

Na obrazku B.1 jsou znazornény absolutni hodnoty vypoctenych statistik 7 (vlevo)
a Ty (vpravo) urcené v opakovanych vybérech o rozsahu 1000 hodnot. Korelaéni koe-
ficienty ro; a ro2 vychazeji ptiblizné 0,67, absolutni hodnota jejich rozdilu maximalné
do 0,07. Cervené jsou zvyraznény hodnoty statistik T}, resp. Ty piekracujici kritickou
hodnotu t,,-3(0,05), kterd vyznacena vodorovnou ¢arou.

< - < -
™ - o -
= =
7 ~ A 7~
< <
.| | .
T T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

Obrézek B.1: Porovnani absolutnich hodnot statistik 7} (vlevo) a Ty (vpravo)

# Porovnani statistik T1 a T2
n=1000 # rozsah vyberu
B=100 # pocet opakovani
vysl = matrix(NA,B,2)
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# matice (Bx2), kam ukladam vypoctene statistiky
for (i in 1:B){
# nageneruju X1 a X2
x1=rnorm(n) ;x2=rnorm(n)
# y je "skoro" soucet xl1 a x2
y=x1+x2+rnorm(n) /2
# matice korelacnich koeficientu
R=matrix(cor(cbind(y,x1,x2)) ,nrow = 3, ncol=3, byrow=TRUE)

r01= R[1,2]
r02= R[1,3]
r12= R[2,3]

T1=(r01-r02) *sqrt ((n-3)*(1+r12)/2/det (R))
T2=(r01-r02) *sqrt ((n-1)*(1+r12)/(2*(n-1) /(n-3) *det (R) +
((r01+r02)/2) "2%(1-r12)"3))
# ulozim vypoctene absolutni hodnoty do matice
vysl[i,1]<-abs(T1)
vysl[i,2]<-abs(T2)
}
# kresleni T1
plot(vysl[,1],type="h", ylim=c(0,4),xlab="",
ylab=expression(paste("abs(",T[1],")")),
col=ifelse(vysl[,1]>qt(0.975,n-3),"red","black"))
abline(h=qt(0.975,n-3),col="black",1lty=3)
points((1:100) ,vysl[,4]),pch=18,col="blue")
# kresleni T2
plot(vysl[,2],type="h", ylim=c(0,4),xlab="",
ylab=expression(paste("abs(",T[2],")")),
col=ifelse(vysl[,2]>qt(0.975,n-3),"red", "black"))
abline (h=qt(0.975,n-3),col="black",1ty=3)

B.2 Odhad korela¢niho koeficientu z neuplnych dat

Simulujeme realnou situaci, kdy hodnoty X; zndme u vSech subjektii, ale hodnoty Y
pouze u ¢asti, tedy mame k dispozici n uplnych dvojic (X;, Y;) a u dalsich N—n subjekti
nezname hodnotu Y;. Naptiklad u vSech studentti, ktefi se ziicastnili prijimaciho fizeni,
zname pocet ziskanych bodti, ale pouze u téch, kteii byli prijati a ke studiu se zapsali,

je k dispozici jejich prospéch na vysoké skole.

Vygenerujeme data, ktera maji dvourozmérné normalni rozdéleni s predem zvo-
lenym korela¢nim koeficientem. Podil ,,chybéjicich® pozorovani veli¢iny Y je oznacen
p = (N —n)/N. Dale budeme opakované (B je pocet opakovani) provadét nésledujici

kroky:
1. vybereme N dvojic,

2. zvolime ,,chybéjici“ pozorovani,

3. spocitame tii vybérové korela¢ni koeficienty veli¢in X a Y z téchto udaji:

cely vyber — ze vSech vybranych dvojic rozsahu N,

uplne dvojice — z Gplnych dvojic, kde ¢ast hodnot veli¢iny Y ,chybi“,
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Cohenova oprava — koef. z uplnych dvojic upraveny podle vzorce (1.14).

Pak urc¢ime aritmetické priméry vypoctenych korelacnich koeficientti v B opakovanich
véetné smérodatnych odchylek, které jsou soucasti vypisu funkce simuluj (). Predchéazi
jim zapis hodnot zjisténych v celé mnoziné vygenerovanych dat, resp. zadanych jako
parametry pii volani funkce:

rho — korelac¢ni koeficient ze vSech vygenerovanych dvojic,

sd klas. — odmocnina z asymptotického rozptylu korela¢niho koeficientu,

sd Cohen - odmocnina z rozptylu upraveného korelacniho koeficientu vypocte-
ného ze vzorce (1.16),

N — rozsah vybéru,
pocet opakovani — pocet opakovani vypoctu,

podil vyrazenych — desetinné ¢islo udavajici, jaky podil hodnot Y; ,zapome-
neme“ (u nejmensich X;).

B.2.1 Zdrojovy text funkce simuluj()

simuluj = function(
XX, # "populace", ze ktere budeme simulovat, hodnoty x
vy, # "populace", ze ktere budeme simulovat, hodnoty y

p=0.25, # kvantil x (jaky dil yy k nejmensim xx vyradime)
N = 100, # rozsah vyberu
B = 1000) # ©pocet simulovanych vyberu
{
x0 = quantile(xx,p=p)
rho = cor(xx,yy)
varHatRho = (1-rho~2)~2/N
# klasicky asymptoticky rozptyl korel. koef.
# sd klas. je odmocnina z nej
phi = pnorm(x0,mean(xx),sd(xx))
# hodnota distribucni funkce
varHatRhoCohen = varHatRho*(2-rho~2*phi)/2/(1-phi)
# rozptyl upraveneho korelacniho koeficientu
stat = matrix(NA,B,3)
# matice (Bx3), kam postupné ukladam
for (iSim in 1:B){
# vypocty pro jednotlive simulovane "vybery"
indexy = sample(length(xx),N,replace=FALSE)
# z celkoveho poctu vybiram N potenc. indexu (bez vraceni)
x = xx[indexy]; y = yyl[indexy]
# beru vzdy dvojice, ktere k sobe opravdu patrily
stat[iSim,1] = cor(x,y)
# kor. koef. ze vsech vybranych dvojic pozorovani
PLATNE = (x>=x0)
# ponecham jen ty, ktere jsou vetsi nez dana mez
# (urceno podilem vyrazenych p)
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stat[iSim,2] = rXY = cor(x[PLATNE],y[PLATNE])
# kor. koef. uplnych dvojic pozorovani
meanX = mean(x); meanXstar = mean(x[PLATNE])
lambda = 1-crossprod(x[PLATNE]-meanXstar)/sum(PLATNE)/
(crossprod(x-meanX) /N)
# pozn.: crossprod je soucet ctvercu
stat[iSim,3] = rXY/sqrt(l-lambda*(1-rXY~2))
# opraveny korelacni koeficient

+
cat ("skutecnost\n","rho " ,rho,"\n",
"sd klas. ",sqrt(varHatRho),"\n",
"sd Cohen ",sqrt(varHatRhoCohen),"\n",
"N ",N,"\Il",
"pocet opakovani ",B,"\n",

"podil vyrazenych ",p,"\n")
# vypocty prumernych hodnot z B opakovani vyberu
prumery=apply(stat,2,mean)
sd=apply(stat,2,sd)
prehled = rbind(rxy=prumery,sd=sd)
colnames(prehled) = c("cely vyber","uplne dvojice","Cohenova oprava")
return(prehled)

3

B.2.2 Vypocet

library(mvtnorm)
# knihovna potrebna ke generovani dvourozmerneho normalniho rozdeleni
rxy=0.4
# zvolena hodnota korelacniho koeficientu
zz = rmvnorm(1000000,mean=c(0,0),sigma=matrix(c(1,rxy,rxy,1),2,2))
# generovani a ulozeni dat do matice o dvou sloupcich
# nutno nacist simuluj.R
simuluj(zz[,1], zz[,2], p=0.5, N=500, B=1000)
# provedeni vypoctu

Provedenim vyse uvedenych krokd dostaneme

skutecnost

rho 0.3984279
sd klas. 0.03762208
sd Cohen 0.05215948
N 500

pocet opakovani 1000
podil vyrazenych 0.5

cely vyber uplne dvojice Cohenova oprava
rxy 0.39753359 0.24976695 0.39091883
sd 0.03647269 0.06263292 0.08830136
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Je patrno, ze v pripadé, kdy maji obé veli¢iny normalni rozdéleni, ptinasi Cohentiv
postup velmi dobré vysledky. Hodnota primérného opraveného korela¢niho koeficientu
(0,3909) se téméf nelisi od priméru korela¢nich koeficientii vypoétenych ze vSech hod-
not vybéru (0,3975), mé vSak vétsi rozptyl. P¥i opakovaném volani funkce simuluj ()
bychom dostali podobné primérné hodnoty rxy a sd, kdy korelac¢ni koeficient spocteny
pouze z Uplnych dvojic bude vzdy samoziejmé mensi.

V nésledujicim textu budou uvedeny piiklady, kdy jedna z veli¢in nemé norméalni
rozdeéleni.

Jedna z veli¢in ma rovnomérné rozdéleni

Pti daném X je rozdéleni Y normélni a veli¢ina X ma rozdéleni R(0,1).
n=100000

X = runif(n)

Y = rnorm(n, 0, 0.25) + X/3
simuluj (X, Y, p=0.5, N=500, B=1000)

skutecnost

rho 0.3605179
sd klas. 0.03890878
sd Cohen 0.05395316
N 500

pocet opakovani 1000
podil vyrazenych 0.5

cely vyber uplne dvojice Cohenova oprava
rxy 0.36256292 0.19059998 0.3561059
sd 0.03637859 0.05962995 0.1019133

7 opakovanych vypocta je ziejmé, ze Cohentiv odhad nedava zavadéjici vysledky,
rozptyl opravenych korelacnich koeficientti je o néco vyssi nez za predpokladu normal-
niho rozdéleni veli¢iny X.

Zaména poradi X a Y prii volani funkce zptsobi, ze predpokladame ,nenormalni®
rozdéleni u velic¢iny, kde ¢ast pozorovani chybi.

skutecnost

rho 0.3605179
sd klas. 0.03890878
sd Cohen 0.05418051
N 500

pocet opakovani 1000
podil vyrazenych 0.5

cely vyber uplne dvojice Cohenova oprava
rxy 0.36030165 0.22107345 0.35073492
sd 0.03804571 0.05603108 0.08165293

Opakovanim zjistime, ze Cohenova oprava dava nepatrné mensi korelacni koeficient
nez odpovida skutecnosti.
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Jedna z veli¢in ma exponencialni rozdéleni

Rozdéleni jedné z veli¢in nyni zvolime tak, aby nebylo symetrické, tedy napriklad ex-
ponencialni. Pfi daném X je opét rozdéleni Y normalni a velicina X méa rozdéleni

exp(4).

X = rexp(n,4)
Y = X/3 + rnorm(n, 0, 0.25)

simuluj (X, Y, p=0.5, N=500, B=1000)
skutecnost

rho 0.3155536

sd klas. 0.04026827

sd Cohen 0.05063154

N 500

pocet opakovani 1000
podil vyrazenych 0.5

cely vyber uplne dvojice Cohenova oprava
rxy 0.31477126 0.31492919 0.31562178
sd 0.04256915 0.06186846 0.05992804

P¥i poruseni pfedpokladu normality (i symetrie) u veli¢iny, kde zndme vSechna pozo-
rovani, opét nedojde k vychyleni odhad.

Zcela jinak je tomu u velic¢iny, kde nektera pozorovani chybéji. Vypoctem podle
vzorce (1.14) dostaneme mnohem vyssi hodnotu opraveného korela¢niho koeficientu:

simuluj (Y, X, p=0.5, N=500, B=1000)

skutecnost

rho 0.3155536
sd klas. 0.04026827
sd Cohen 0.0560012
N 500

pocet opakovani 1000
podil vyrazenych 0.5

cely vyber uplne dvojice Cohenova oprava
rxy 0.31384558 0.27023004 0.40906851
sd 0.04271354 0.07184615 0.09627057
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Priloha C

Skripty pouzité pro vypocty
v programu R

S ohledem na mozné problémy se spravnym zobrazovanim c¢eskych znakt v programu R
na rtznych pocitacich, se kterymi jsem se opakované setkala, rad€ji je v nize uvedenych
skriptech nepouzivam. Doufam, ze i tak budou dostatecné srozumitelné.

C.1 Predikce ciselnych kritérii ispésSnosti

C.1.1 Prumérny prospéch na VS

### Predpoved konecneho prumerneho prospechu na vysoke skole

# do vypoctu jsou zahrnuti studenti, u kterych znam prospech na SS,
# delali prijimaci zkousky a studium uspesne absolvovali
attach(vse)

#

# linearni model se dvema regresory

a<-lm(prumer~zcel+ssprum, subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))
summary (a)

# test normality rezidui a normalni diagram

shapiro.test(resid(a))

ggnorm(resid(a) ,main="",

xlab="Teoreticke kvantily",ylab="Rezidua")

qqline(resid(a))
# test nezavislosti residui na odhadovane stredni hodnote
library(lmtest) # potrebna knihovna pro funkci bptest()

bptest(a, fitted(a))

plot(fitted(a),resid(a),

xlab="Hodnoty Yi odhadovane podle modelu",

ylab="Rezidua")

#

# pro dalsi vypocty musim pouzit omezeni na data jinym zpusobem
attach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1",])

# vypocet koeficientu pro normovane prediktory

summary (1lm(prumer~scale(zcel)+scale(ssprum)))

#
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# porovnani sily vlivu obou regresoru

library(psych) # potrebna knihovna pro funkci paired.r()

# vypocty korelacnich koeficientu
(rO01=abs(cor(prumer,zcel)))

(r02=abs (cor (prumer,ssprum)))

(r12=abs(cor(zcel,ssprum)))

(n=length(prumer)) # pocet pozorovani

paired.r(r01,r02,r12,n)

#

# normovanim i vysvetlovane veliciny dostaneme tzv. betavahy
summary (1lm(scale (prumer) “scale(zcel)+scale(ssprum)))

#

# data budeme pro analyzu vybirat jinak

detach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1",])

#

# pokusy o pridani dalsiho regresoru do modelu

a<-lm(prumer~zcel+ssprum,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))

a2<-1m(prumer~zcel+ssprum+Maturdrive,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))

# test podmodelu

anova(a,a2)

# neprokazeme vyznamnost Maturdrive

#

# pokus o pridani vlivu pohlavi
a2<-1m(prumer~zcel+ssprum+Pohlavi,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))

# test podmodelu

anova(a,a2)

# neprokazeme vyznamnost Pohlavi

#

# pokus o pridani vlivu statni prislusnosti (Ceska republika, Slovensko)
a2<-1lm(prumer~zcel+ssprum+Stat,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))

# test podmodelu

anova(a,a2)

# neprokazeme vyznamnost statni prislusnosti

#

# pokus o pridani vlivu zacatku studia
a2<-1m(prumer”~zcel+ssprum+Rok, subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))

# test podmodelu

anova(a,a2)

# prokazeme statisticky vyznamny vliv rok zacatku studia
summary (a2)

#

# porovnani prumeru velicin u dvou skupin studentu podle zacatku studia

t.test(zcel™Rok, var.equal=TRUE,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))
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t.test(ssprum”Rok, var.equal=TRUE,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))

t.test(prumer~Rok, var.equal=TRUE,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))

#

#

a3<-1lm(prumer~zcel+ssprum+Rok+Prog,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1"))

# test podmodelu

anova(a2,a3)

# knihovna potrebna pro Anova

library(car)

Anova(a3)

anova(a3)

summary (a3)

# overeni predpokladu modelu se ctyrmi regresory

# test normality rezidui a normalni diagram
shapiro.test(resid(a3))

qqnorm(resid(a3));qqline(resid(a3))

# test nezavislosti residui na odhadovane stredni hodnote

bptest (a3, fitted(a3))

plot(fitted(a3),resid(a3))

#

# vypocet hodnot inflacniho faktoru
library(car) # potrebna knihovna
vif(a3)

#

# krokova regrese

# omezeni na data
attach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1",])
aS<-step(lm(prumer~1),scope=list(lower="1,
upper="Prog+zcel+ssprum+ssl+ss2+ss3+ssd+
Maturdrive+Pohlavi+Prijeti+Stat+Rok))

summary (aS)
detach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1",])

C.1.2 Prumérny prospéch v 1. roéniku VS

### Predpoved prumerneho prospechu v 1. rocniku vysoke skoly

# do vypoctu jsou zahrnuti studenti, u kterych znam prospech na SS,

# delali prijimaci zkousky a splnili podminky pro zapis do 2. rocniku
attach(vse)

#

# linearni model se ctyrmi regresory

a<-lm(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))

summary (a)

# test normality rezidui a normalni diagram
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shapiro.test(resid(a))

qgnorm(resid(a)) ;qqline(resid(a))

# test nezavislosti residui na odhadovane stredni hodnote

library(lmtest) # potrebna knihovna pro funkci bptest()

bptest(a, fitted(a))

plot(fitted(a),resid(a))

#

# pokus o pridani dalsich regresoru

# doba maturity Maturdrive

a2<-1m(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok+Maturdrive,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))
summary (a2)

# test podmodelu

anova(a,a2)

# neprokazeme vyznamnost Maturdrive

#

# vliv statni prislusnosti

a2<-1m(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok+Stat,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))
summary (a2)

# test podmodelu

anova(a,a2)

# neprokazeme vyznamnost faktoru Stat

#

# vliv pohlavi studentu Pohlavi

a2<-1m(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok+Pohlavi,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))
summary (a2)

# test podmodelu

anova(a,a2)

# neprokazeme vyznamnost Pohlavi na 5% hladine, ale na 107 ano

Anova(a2)

# test normality rezidui a normalni diagram
shapiro.test(resid(a2))

qqnorm(resid(a2));qqline(resid(a2))

# test nezavislosti residui na odhadovane stredni hodnote

bptest (a2, fitted(a2))

plot(fitted(a2),resid(a2))

# vypocet hodnot inflacniho faktoru

library(car) # potrebna knihovna

a<-lm(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))

vif(a)

a2<-1m(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok+Pohlavi,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))

vif(a2)

#

#
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# pro dalsi vypocty musim pouzit omezeni na data jinym zpusobem
attach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1",])

# vypocet koeficientu pro normovane prediktory

summary (1lm(pri1~scale(zcel)+scale(ssprum)))

#

# porovnani sily vlivu prospechu na SS a prijimacich zkousek
library(psych) # potrebna knihovna pro funkci paired.r()

# vypocty korelacnich koeficientu
(rO01=abs(cor(pril,zcel)))

(r02=abs(cor(prl,ssprum)))

(r12=abs(cor(zcel,ssprum)))

(n=length(prl)) # pocet pozorovani

paired.r(r01,r02,r12,n)

detach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1",])

#

# porovnani prumeru velicin u dvou skupin studentu podle zacatku studia

t.test(zcel™Rok, var.equal=TRUE,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnilli=="1"))

t.test(ssprum™Rok, var.equal=TRUE,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))

t.test(pri~Rok, var.equal=TRUE,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnilli=="1"))

# lisi se pouze prumerny pocet bodu u prijimacich zkousek

#

# krokova regrese

# omezeni na data

attach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1",])

aS<-step(lm(pr1~1),scope=list(lower="1,
upper="Prog+zcel+ssprum+ssl+ss2+ss3+ssi+
Maturdrive+Pohlavi+Prijeti+Stat+Rok))

summary (aS)

# vypocet inflacniho faktoru

vif (aS)

detach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1",])

C.2 Predikce kvalitativnich kritérii ispésnosti

C.2.1 Uspésné ukonéeni studia

### Predpoved prumerneho prospechu v 1. rocniku vysoke skoly

# do vypoctu jsou zahrnuti studenti, u kterych znam prospech na SS,

# delali prijimaci zkousky a splnili podminky pro zapis do 2. rocniku
attach(vse)

#

# linearni model se ctyrmi regresory

a<-1lm(pri1~zcel+ssprum+Prog+Rok,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))

summary (a)
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# test normality rezidui a normalni diagram
shapiro.test(resid(a))

qqnorm(resid(a));qqline(resid(a))

# test nezavislosti residui na odhadovane stredni hodnote

library(lmtest) # potrebna knihovna pro funkci bptest()

bptest(a, fitted(a))

plot(fitted(a),resid(a))

#

# pokus o pridani dalsich regresoru

# doba maturity Maturdrive

a2<-1m(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok+Maturdrive,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnilli=="1"))
summary (a2)

# test podmodelu

anova(a,a2)

# neprokazeme vyznamnost Maturdrive

#

# vliv statni prislusnosti

a2<-1m(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok+Stat,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))
summary (a2)

# test podmodelu

anova(a,a2)

# neprokazeme vyznamnost faktoru Stat

#

# vliv pohlavi studentu Pohlavi

a2<-1m(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok+Pohlavi,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))
summary (a2)

# test podmodelu

anova(a,a2)

# neprokazeme vyznamnost Pohlavi na 5% hladine, ale na 107 ano

Anova(a2)

# test normality rezidui a normalni diagram
shapiro.test(resid(a2))

qgnorm(resid(a2));qqline(resid(a2))

# test nezavislosti residui na odhadovane stredni hodnote

bptest (a2, fitted(a2))

plot(fitted(a2),resid(a2))

# vypocet hodnot inflacniho faktoru

library(car) # potrebna knihovna

a<-lm(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))

vif(a)

a2<-1m(pri~zcel+ssprum+Prog+Rok+Pohlavi,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))

vif (a2)

#
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#

# pro dalsi vypocty musim pouzit omezeni na data jinym zpusobem
attach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1",])

# vypocet koeficientu pro normovane prediktory

summary (1lm(pri1~scale(zcel)+scale(ssprum)))

#

# porovnani sily vlivu prospechu na SS a prijimacich zkousek
library(psych) # potrebna knihovna pro funkci paired.r()

# vypocty korelacnich koeficientu
(rO01=abs(cor(pril,zcel)))

(r02=abs(cor(prl,ssprum)))

(r12=abs(cor(zcel,ssprum)))

(n=length(prl)) # pocet pozorovani

paired.r(r01,r02,r12,n)

detach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1",])

#

# porovnani prumeru velicin u dvou skupin studentu podle zacatku studia

t.test(zcel™Rok, var.equal=TRUE,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))

t.test(ssprum”Rok, var.equal=TRUE,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))

t.test(pri~Rok, var.equal=TRUE,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1"))

# lisi se pouze prumerny pocet bodu u prijimacich zkousek

#

# krokova regrese

# omezeni na data

attach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Splnill=="1",])

aS<-step(lm(pri1~1),scope=list(lower="1,
upper="Prog+zcel+ssprum+ssl+ss2+ss3+ssi+
Maturdrive+Pohlavi+Prijeti+Stat+Rok))

summary (asS)

# vypocet inflacniho faktoru

vif (as)

detach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79"&Abs=="1",])

C.2.2 Uspésné absolvovani 1. ro¢niku

### Predpoved splneni podminek pro zapis do 2. rocniku

# model logisticke regrese

# do vypoctu jsou zahrnuti studenti, u kterych znam prospech na SS,

# a delali prijimaci zkousky

attach(vse)

a=glm(Splnill~zcel+ssprum+Prog,family =binomial,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"))

summary (a)

library(car)

Anova(a)
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#

# pokus o zarazeni veliciny Pohlavi

a2=glm(Splnill~zcel+ssprum+Prog+Pohlavi,family =binomial,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"))

summary (a2)

# test podmodelu

anova(a,a2,test="Chisq")

#

# pokus o zarazeni veliciny Rok

a2=glm(Splnill~zcel+ssprum+Prog+Rok,family =binomial,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"))

# test podmodelu

anova(a,a2,test="Chisq")

#

# pokus o zarazeni veliciny Stat

a2=glm(Splnill~zcel+ssprum+Prog+Stat,family =binomial,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"))

# test podmodelu

anova(a,a2,test="Chisq")

#

## pokus o zarazeni veliciny Pohlavi

a2=glm(Splnill~zcel+ssprum+Prog+Pohlavi,family =binomial,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"))

# test podmodelu

anova(a,a2,test="Chisq")

#

## pokus o zarazeni veliciny Maturdrive

a2=glm(Splnill~zcel+ssprum+Prog+Maturdrive,family =binomial,
subset=(JeSS=="ano"&Prijeti!="79"))

# test podmodelu

anova(a,a2,test="Chisq")

summary (a)

summary (a2)

#

# ROC krivka

# je treba nacist funkci ROCmodif.R

# musim omezit mnozinu, odkud vybiram

attach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79",])

#

roc<-ROC(predict(a2,type="r"),Splnill,MI=FALSE,PV=FALSE)

# chci ziskat matici zamen pro zobrazene tO

# do nove promenne ulozim soucty senzitivity a specificity
soucet = apply(roc$res[,c("sens","spec")],1,sum)

(kdeMax = which.max(soucet))

# maximum je v 444. radku

# pro t0O = 0.8115

#

# vypisu odpovidajici matici zamen
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addmargins (matrix(roc$tabulky [444,],2,2,byrow=FALSE))
# ulozeni prislusne kontingencni tabulky
tab=(matrix(roc$tabulky[444,],2,2,byrow=FALSE))
library(ved) # knihovna potrebna pro funkci Kappa
# vypocet kappa koeficientu
Kappa(tab)
#
# hledani maximalniho Acc

(maximum = max(apply(roc$tabulky[,c(1,4)],1,sum)))
# maximalni soucet spravne zarazenych je vyjde 1135
# hledani, u kterych to nastane zaznamu
which(apply(roc$tabulky[,c(1,4)],1,sum)==maximum)
# v jedinem pripade tO je 0.57315 v radku 28
# najdu odpovidajici matici zamen
addmargins (matrix(roc$tabulky[28,],2,2,byrow=FALSE))
# ulozeni tabulky
tab=(matrix(roc$tabulky[28,],2,2,byrow=FALSE))
# vypocet kappa koeficientu
Kappa(tab)
#
#
# prikreslim do obrazku bod s maximalnim Acc
# t0= 0.57315
ROC(predict(a2,type="r"),Splnill,MI=FALSE,PV=FALSE)
# ulozim hodnoty do pomocne promenne
pind=roc$tabulky[28,]
angle=135
dist=0.03
pomx=1-pind[1]/(pind [1]+pind[2])
pomy=pind [4]/(pind [4]+pind [3])
# pomocna cara
lines(c(pomx, pomx+dist*cos(pi*angle/180)),

c(pomy, pomy+dist*sin(pi*angle/180)), col="red",1lty=1)
# umisteni popisku

text (pomx-0.13,pomy-0.05, expression(paste(t[0]," = 0.573 ")),
pos = 3, offset = 1.0, cex = 1.4, col = "red")

#

#

# pokus najit, pro jakou hodnotu tO je kappa nejvetsi
# zjisteni, kolik mam hodnot
pocet<-dim(roc$tabulky) [1]
# priprava vektoru, kam budeme ukladat
kappavec=seq(0,0,length=pocet) #1332
for (i in 1:pocet)
{
tab=(matrix(roc$tabulky[i,],2,2,byrow=FALSE))
# vypocet kappa koeficientu
(kappavec[i]<-Kappa(tab)$Unweighted[1])
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+
# konec cyklu if
# hledam maximalni kappa
(maximum=max (kappavec))
# maximalni kappa je 0.2346319
# a v jakem je radku
which((kappavec)==maximum)
# radek 320
dimnames (roc$tabulky)
# odpovidajici hodnota tO je 0.78040
addmargins (matrix(roc$tabulky[320,],2,2,byrow=FALSE))
# kontrola
tab=(matrix(roc$tabulky[320,],2,2,byrow=FALSE))
Kappa(tab)
#
#
# vypocet koeficientu determinace, resp. deviance modelu
# urceni deviance modelu
Di<-deviance(a2)
# nulova deviance
DO<-a2$null.deviance
n<-length(residuals(a2))
# Mc.Faddenuv koeficient determinace
(R2.McFadden<-1-D1/D0)
# jina definice koeficientu determinace
(R2<-1-exp((D1-D0)/n))
# maximalni koeficient determinace
(R2.max<-1-exp(-D0/n))
# Nagelkerkova modifikace koeficientu determinace
(R2.Nagel<-R2/R2.max)
#
detach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79",])

C.2.3 Absolvovani studia s vyznamenanim

### Predpoved absolvovani s vyznamenanim

# model logisticke regrese

# do vypoctu jsou zahrnuti studenti, u kterych je znam prospech na SS

attach(vse)

a=glm(vyzn~ssprum+Prog+Prijeti,family =binomial,
subset=(JeSS=="ano"))

summary (a)

Anova(a)

#

# ROC krivka

# je treba nacist funkci ROCmodif.R

# musim omezit mnozinu, odkud vybiram

attach(vse[JeSS=="ano",])
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#
roc<-ROC(predict(a,type="r"),vyzn,MI=FALSE,PV=FALSE)
# funkci ROCmodif.R jsme dale upravila,

# oznaceni bodu psala mimo rozsah

# dale doplnim do obrazku rucne

# do nove promenne ulozim soucty senzitivity a specificity
soucet = apply(roc$res[,c("sens","spec")],1,sum)
(kdeMax = which.max(soucet))

# maximum je v 962. radku

# pro t0O = 0.03859

#

# vypisu odpovidajici matici zamen

addmargins (matrix (roc$tabulky[962,],2,2,byrow=FALSE))
# ulozeni prislusne kontingencni tabulky
tab=(matrix(roc$tabulky[962,],2,2,byrow=FALSE))
library(ved) # knihovna potrebna pro funkci Kappa
# vypocet kappa koeficientu

Kappa(tab)

#

# hledani maximalniho Acc

(maximum = max(apply(roc$tabulky[,c(1,4)],1,sum)))

# maximalni soucet spravne zarazenych vyjde 1338

# hledani, u kterych to nastane zaznamu
which(apply(roc$tabulky[,c(1,4)],1, sum)==maximum)

# v jedinem pripade tO je 0.48095 v radku 1137

# najdu odpovidajici matici zamen

addmargins (matrix(roc$tabulky[1137,],2,2,byrow=FALSE))
# ulozeni tabulky
tab=(matrix(roc$tabulky[1137,],2,2,byrow=FALSE))

# vypocet kappa koeficientu

Kappa(tab)

#

# prikreslim do obrazku modre oznaceni bodu

# (funkce psala mimo rozsah)
ROC(predict(a,type="r"),vyzn,MI=FALSE,PV=FALSE)

text (0.26,0.76, expression(paste(t[0]," = 0.039 ")),
pos = 3, offset = 1.0, cex = 1.4, col = "blue")

#

# prikreslim do obrazku cervene bod s maximalnim Acc
# t0= 0.48095

# ulozim hodnoty do pomocne promenne
pind=roc$tabulky[1137,]

angle=45

dist=0.03

pomx=1-pind[1]/(pind [1]+pind[2])

pomy=pind [4]/(pind[4]+pind [3])

# pomocna cara

lines(c(pomx, pomx+dist*cos(pi*angle/180)),
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c(pomy, pomy+dist*sin(pi*angle/180)), col="red" ,lty=1)
# umisteni popisku

text (pomx+0.15,pomy-0.03, expression(paste(t[0]," = 0.481 ")),
pos = 3, offset = 1.0, cex = 1.4, col = "red")

#

#

# pokus najit, pro jakou hodnotu tO je kappa nejvetsi
# zjisteni, kolik mam hodnot
pocet<-dim(roc$tabulky) [1]
# priprava vektoru, kam budeme ukladat
kappavec=seq(0,0,length=pocet) #1148
for (i in 1:pocet)
{
tab=(matrix(roc$tabulky[i,],2,2,byrow=FALSE))
# vypocet kappa koeficientu
(kappavec[i]<-Kappa(tab)$Unweighted[1])
+
# konec cyklu if
# hledam maximalni kappa
(maximum=max (kappavec))
# maximalni kappa je 0.4334941
# a v jakem je radku
which((kappavec)==maximum)
# radek 1117
dimnames (roc$tabulky)
# odpovidajici hodnota t0 je 0.17912552
addmargins (matrix(roc$tabulky[1117,],2,2,byrow=FALSE))
# kontrola
tab=(matrix(roc$tabulky[1117,],2,2,byrow=FALSE))
Kappa(tab)
#
#
# vypocet koeficientu determinace, resp. deviance modelu
# urceni deviance modelu
Di<-deviance(a)
# nulova deviance
DO<-a$null.deviance
n<-length(residuals(a))
# Mc.Faddenuv koeficient determinace
(R2.McFadden<-1-D1/D0)
# jina definice koeficientu determinace
(R2<-1-exp((D1-D0)/n))
# maximalni koeficient determinace
(R2.max<-1-exp(-D0/n))
# Nagelkerkova modifikace koeficientu determinace
(R2.Nagel<-R2/R2.max)
#
detach(vse[JeSS=="ano",])
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C.2.4 Modifikovana funkce ROC()

steplines <-
function( x,

Yy
left = TRUE,
right = !left,
order = TRUE,
)
{
# A function to plot step-functions
#
# Get the logic right if right is supplied...
left <- !right # ... right!
n <- length( x )
if( any( order ) ) ord <- order(x) else ord <- 1:n
dbl <- rep( 1:n, rep( 2, n) )
xv <= c( !left, rep( T, 2*(n-1) ), left)
yv <= c( 1left, rep( T, 2*%(n-1) ), !left)
lines( x[ord[dbl[xv]]],
ylord[dbl[yv]1l]l, ... )
}
interp <-
function ( target, fv, res )
{

# Linear interpolaton of the values in the N by 2 matrix res,
# to the target value target on the N-vector fv.
# Used for placing tickmarks on the ROC-curves.
#
where <- which( fv>target )[1] - 1:0
int <- fv[where]
wt <= ( int[2] - target ) / diff( int )
wt[2] <- 1-wt
t( res[where,] ) %*}% wt

+
ROC.tic <-
function ( tt,
txt = formatC(tt,digits=2,format="£"),
dist = 0.02,
angle = +135,
col = "black",
cex = 1.0,
fv,
res )
{

# Function for drawing tickmarks on a ROC-curve
#
for (i in 1:length(tt))

{
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pnt <- interp ( tt[i], fv, res )

x <- 1-pnt[2]

y <- pnt[1]

lines( c( x, x+dist*cos(pi*angle/180) ),
c( y, y+tdist*sin(pi*angle/180) ), col=col )
text ( x+dist*cos(pi*angle/180),
y+dist*sin(pi*angle/180), txt[i], col=col,
adj=c( as.numeric(abs(angle)>=90),
as.numeric( angle <= 0)), cex=cex )

}

ROC <-

function ( test
stat
form

plot =
PS =
PV =

MX

MI

AUC
grid
col.grid
cuts

lwd =

data

{

NULL,
NULL,
NULL,

C( "Sp", "ROC" ),

is.null(test),
TRUE,

TRUE,

TRUE,

TRUE,
seq(0,100,100),
"black",

NULL,

2,
parent.frame(),

# First all the computations

#

# Name of the response
rnam <- if ( !missing( test ) )
deparse( substitute( test ) ) else
"lr.eta"
# Fit the model and get the info for the two possible types of input
if( is.null( form ) )

{

H OH O H OH R

#

Curves on probability scale

sn, sp, PV printed at "optimality" point
tick at "optimality" point

Model fit printed

Area under the curve printed

Background grid, upraveno

# puvodne bylo gray( 0.9 ),

if( is.null( stat ) | is.null( test ) )
stop( "Either ’test’ AND ’stat’ OR ’formula’ must be supplied!" )
lr <- glm( stat ~ test, family=binomial )#, data=data )

resp <- stat

Model.inf <- paste("Model: ", deparse( substitute( stat ) ), "™",
deparse( substitute( test ) ) )

3

else

{

lr <- glm( form, family=binomial )#, data=data )
resp <- eval( parse( text=deparse( form[[2]] ) ) )
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Model.inf <- paste("Model: ",paste(paste(form)[c(2,1,3)], collapse=" "))
}

# Form the empirical distribution function for test for each of

# the two categories of resp.

# First a table of the test (continuous variable) vs. the response
m <- as.matrix( base:::table( switch( PS+1, test, 1lr$fit ), resp ) )
# What values do they refer to
fv <- sort( unique( switch( PS+1, test, lr$fit ) ) )
# How may different values of the test variable do we have?
nr <- dim( m ) [1]
# Number in the two outcome categories
a <- apply( m, 2, sum )
# Add a the sum for each value of test
m <- addmargins( m, 2 )
# The calculate the empirical distribution functions:
m <- apply( m[nr:1,], 2, cumsum ) [nr:1,]
## MODIFIKACE - ulozeni spocitanych cetnosti:
tabulky = cbind(al1]l-m[,1],m[,1], al2]-m[,2],m[,2])
## dostaneme cetnosti v poradi TN, FP, FN, TP
## konec MODIFIKACE
# Then the relevant measures are computed.
sn <- c( m[,2] / al2], 0 )
sp <- c( (al[1]l-m[,1]) / al1], 1)
pvp <- c( m[,2] / m[,3], 1)
pvn <- (af1] - m[,1]) / ( sum(a) - m[,3] )
pvn <- c( pvn, rev( pvn )[1] )
res <- data.frame( cbind( sn, sp, pvp, pvn, c(NA,fv) ) )
auc <- sum( ( res[-1,1] + res[-nr,1] ) / 2 * diff( res[,2] ) )
names( res ) <- c( "sens", "spec", "PV+", "PV-", rnam )

# Plot of sens, spec, PV+, PV-:
if ( any( 'is.na( match( c( "SP", "SNSP", "SPV" ), toupper( plot ) ) ) ) )
{
# First for probability scale
if (PS) {
plot( 0:1, 0:1,
x1im=0:1, xlab="Cutpoint for predicted probability",
ylim=0:1, ylab=" ",
type="n" )
if( is.numeric( grid ) ) abline( h=grid/100, v=grid/100, col=col.grid )
box ()
for ( j in 4:1 ){
steplines( fv, res[,j], 1ty=1, lwd=lwd, col=gray((j+1)/7)) }
text( 0, 1.01, "Sensitivity", cex=0.7, adj=c(0,0), font=2 )
text( 1, 1.01, "Specificity", cex=0.7, adj=c(1,0), font=2 )
text( 0, a[2]/sum(a)-0.01, "PV+", cex=0.7, adj=c(0,1), font=2 )
text( 0 + strwidth( "PV+", cex=0.7 ), al[2]/sum(a)-0.01,
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paste( " (= ", al2],"/", sum(a), " =",
formatC( 100*a[2]/sum(a), digits=3 ),
"%)", sep=""),
adj=c(0,1), cex=0.7 )
text( 1, 1-a[2]/sum(a)-0.01, "PV-", cex=0.7, adj=c(1,1), font=2 )
}
# then for test-variable scale
else {
x1 <- range( test )
plot( x1, 0:1,

x1lim=x1,

xlab=paste( deparse( substitute( test ) ), "(quantiles)" ),
ylim=0:1, ylab=" ",

type="n" )

if( is.numeric( grid ) )

abline( h=grid/100, v=quantile( test, grid/100 ), col=col.grid )
box ()
for ( j in 4:1 ){
steplines( fv, res[,j], lty=1, lwd=1lwd, col=gray((j+1)/7))%}
text( x1[1], 1.01, "Sensitivity", cex=0.7, adj=c(0,0), font=2 )
text( x1[2], 1.01, "Specificity", cex=0.7, adj=c(1,0), font=2 )
text( x1[1], al[2]/sum(a)-0.01, "PV+", cex=0.7, adj=c(0,1), font=2 )
text( x1[1] + strwidth( "PV+", cex=0.7 ), al[2]/sum(a)-0.01,

paste( " (= ", a[2],"/", sum(a), " =",
formatC( 100*a[2]/sum(a), digits=3 ),
n%)n s Sep="") s

adj=c(0,1), cex=0.7 )
text( x1[2], 1-a[2]/sum(a)-0.01, "PV-", cex=0.7, adj=c(1,1), font=2 )
+
}
# Plot of ROC-curve:
if ( any( !is.na( match( "ROC", toupper( plot ) ) ) ) )
{
plot( 1-res[,2], res[,1],

x1im=0:1, xlab="FPR = 1-Specificita",

ylim=0:1, ylab= "TPR = Senzitivita",

type="n", ...)
if( is.numeric( grid ) ) abline( h=grid/100, v=grid/100, lwd=1,
1ty =1, # zmena typu kresleni car

col=gray( 0.5 ) )
abline( 0, 1, col="black",lwd=2 )
box ()
lines( 1-res[,2], resl[,1], lwd=lwd, col="blue")

# Tickmarks on the ROC-curve
if ( lis.null(cuts) )

{
ROC.tic( cuts,
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txt=formatC( cuts, digits=2, format="f" ),
fv=fv, res=res, dist=0.03, cex=0.7)

+

# Plot of optimality point
if (MX)
{

mx <- max( res[,1]+res([,2] )
mhv <- which( (res[,1]+res[,2])==mx )[1]
mxf <- fv[mhv]
abline( mx-1, 1, col="blue",lwd=1 )
ROC.tic( mxf,
# bud necham vypsat zjistenou hodnotu nebo
# rozumne zformatuju konkretne vypoctenou

txt=paste( "t0 =", formatC( mxf, format="f", digits=3 ) ),
# txt=expression(paste( t[0], " = 0.663")),
fv=fv, res=res, dist=0.03, cex=1.4, angle=135,col="blue" )
}
# Model information
if (MI)
{

crn <- par()$usr

text (0.95*%crn[2]+0.05*crn[1], 0.07, Model.inf,
adj=c(1,0.5),cex=1.0)

cf <- summary(lr)$coef[,1:2]

nf <- dimnames(cf) [[1]]

text (0.95*crn[2]+0.05*crn[1], 0.10,
paste("Variable\ \ \ \ \ \ est.\ \ \ \ \ (s.e.) \ \ \n",
paste(rbind(nf,
rep("\ \ \ \ ",length(nf)),
formatC(cf[,1],digits=3,format="£f"),
rep("\ \ \ (",length(nf)),
formatC(cf[,2],digits=3,format="£"),
rep(")",length(nf)),
rep("\n",length(nf))),
collapse=""),
collapse=""),
adj=c(1,0), cex=0.7 )

# Print the area under the curve
if (AUC)
{
crn <- par()$usr
text( 0.95%crn[2]+0.05%crn[1], 0.00,
paste( "AUC = ",
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formatC( auc, format="f", digits=3, width=5 ) ),
adj=c(1,0), cex=1.4 )

# Predictive values at maximum

if (PV)
{
if (IMX) { mx <- max(res[,1]+res[,2])

mhv <- which((res[,1]+res[,2])==mx)

mxf <- fv[mhv]

}
ROC.tic(mxf, fv=fv, res=res,
txt= paste( "Sens: ",
formatC(100*res[mhv,1] ,digits=1,format="£"),

n%\nu, "Spec: n,
formatC(100*res [mhv,2] ,digits=1,format="£"),
n%\nu’ "PV"‘Z n,
formatC(100*res [mhv,3] ,digits=1,format="£"),
lI%\nll s IIPV_ . n s
formatC(100*res [mhv,4] ,digits=1,format="£"),
n%n, Sep=|||l )’

dist=0.1, cex=0.7, angle=-45 )

}
invisible( list( res=res, AUC=auc, lr=1r , tabulky=tabulky) )
}

C.3 Ordinalni regrese

### Predpoved ordinalni veliciny Abs3
#

# potrebna knihovna pro funkci polr
library (MASS)

attach(vse)

# musim omezit mnozinu, odkud vybiram
attach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79",])
a<-polr (Abs3~ssprum,Hess=TRUE)

summary (a)

# test paralelnich krivek

# nutno nacist funkci Brant.R
mcezav<-model.matrix(a)

testBrant (abs3,mcezav)

# p-hodnota tesne nad 5%

#

# ulozeni predikovanych hodnot do tabulky
tab=predict(a,type="class")

### vypocet kappa koeficientu

# potrebna knihovna pro funkci Kappa
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library(ved)

Kappa (xtabs(~“tab+Abs3))

# tabulka cetnosti

addmargins (xtabs(“tab+Abs3))

#

# pridani dalsiho regresoru do modelu
a2<-polr (Abs3~ssprum+Maturdrive,Hess=TRUE)
summary (a2)

# test podmodelu
1-pchisq(deviance(a)-deviance(a2),1)

# test paralelnich krivek

mcezav<-model .matrix(a2)

testBrant (abs3,mcezav)

# paralelni krivky OK p=11Y

#

# ulozeni predikovanych hodnot do tabulky
tab=predict(a2,type="class")

### vypocet kappa koeficientu
Kappa(xtabs(“tab+Abs3))

# tabulka cetnosti

addmargins (xtabs("tab+Abs3))

#

#

# pridani dalsich regresoru do modelu
a3<-polr(Abs3~ssprum+Maturdrive+zcel,Hess=TRUE)
summary (a3)

# test podmodelu
1-pchisq(deviance(a2)-deviance(a3),1)

# test paralelnich krivek
mcezav<-model.matrix(a3)

testBrant (abs3,mcezav)

# p-hodnota = 9.5},

#

# ulozeni predikovanych hodnot do tabulky
tab=predict(a3,type="class")

### vypocet kappa koeficientu
Kappa(xtabs(“tab+Abs3))

#

#

# pridani faktoru Prog do modelu
a4<-polr(Abs3~ssprum+Maturdrive+zcel+Prog,Hess=TRUE)
summary (a4)

# test podmodelu (vyssi pocet stupnu volnosti)
1-pchisq(deviance(a3)-deviance(a4),6)

# test paralelnich krivek
mcezav<-model.matrix(a4)

testBrant (abs3,mcezav)

# zamitnuty paralelni krivky, vyradit Prog
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#

# pridani Pohlavi do modelu
a4<-polr(Abs3~ssprum+Maturdrive+zcel+Pohlavi,Hess=TRUE)
summary (a4)

# test podmodelu
1-pchisq(deviance(a3)-deviance(a4),1)

# p-hodnota je 8%

#

# pridani Rok do modelu
a4<-polr(Abs3~ssprumtMaturdrive+zcel+Rok,Hess=TRUE)
summary (a4)

# test podmodelu
1-pchisq(deviance(a3)-deviance(a4),1)

# p-hodnota je 1%, Rok ma vliv

# test paralelnich krivek

mcezav<-model.matrix(a4)

testBrant (abs3,mcezav)

# zamitnuty paralelni krivky

#

# pridani Stat do modelu
a4<-polr(Abs3~ssprum+Maturdrive+zcel+Stat,Hess=TRUE)
summary (a4)

# test podmodelu
1-pchisq(deviance(a3)-deviance(a4),1)

# p-hodnota je 22}, Stat nema vliv

#

#

detach(vse[JeSS=="ano"&Prijeti!="79",])
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