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Úvod

Ćılem této diplomové práce, a také d̊uvodem proč jsem se rozhodl věnovat
této problematice, je zpracovat několik námět̊u na experimenty, které by
bylo možné využ́ıt jako doplněk při výuce fyziky na středńı škole. Měly by
to být experimenty takové, které může student sám provést. A to at’ už
př́ımo ve škole, nebo tak že přijde do připravované interaktivńı fyzikálńı
laboratoře na MFF UK, kde bych byl rád, aby byly tyto experimenty
umı́stěny. Proto také název

”
Experimenty pro interaktivńı fyzikálńı la-

boratoř.“ Jelikož se všechny zpracované náměty týkaj́ı rotuj́ıćıch soustav,
byl k názvu práce přidán podtitul:

”
Vybrané experimenty v rotuj́ıćıch

soustavách.“
Text diplomové práce je členěn do několika kapitol. Prvńı dvě kapi-

toly uváděj́ı čtenáře do problematiky diplomové práce. Prvńı kapitola se
věnuje pojmu experiment z hlediska jeho pozice ve školńı praxi. Dru-
hou kapitolu tvoř́ı krátký text shrnuj́ıćı několik základńıch informaćı
o inerciálńıch a neinerciálńıch soustavách, silách v nich p̊usob́ıćıch, něko-
lika aplikaćıch a odkazuje na vybrané autory a jejich publikace, zabývaj́ıćı
se tématikou rotuj́ıćıch soustav.

Třet́ı až šestá kapitola obsahuj́ı jednotlivé náměty na experimenty,
každý z nich obsahuje teoretické odvozeńı, výsledky experimentálńıho
ověřeńı, popis použité aparatury a zhodnoceńı námětu autorem.

Třet́ı kapitola pojednává o měřeńı tvaru hladiny v rotuj́ıćı nádobě.
Mimo několika r̊uzných teoretických odvozeńı parabolického tvaru hla-
diny zde naleznete popis použité aparatury a graficky zpracované výsledky
měřeńı.

Čtvrtá kapitola rozeb́ırá pohyb modelu lodičky po roztočené vodńı
hladině. Ukazuje, který z model̊u lodiček se bude pohybovat do nejnižš́ıho
mı́sta paraboloidu, a který bude naopak tažen k jeho okraji. Text kapitoly
je doplněn názorně zpracovanými fotografiemi pokusu.

Pátá kapitola se zaměřuje na problém malé kuličky zavěšené v ro-
tuj́ıćı soustavě mimo osu rotace. Tento problém vede na rovnici, která
neńı př́ımo analyticky řešitelná. Lze ji však řešit pomoćı iteraćı. Kapitola
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Úvod 8

mimo experimentálńıho ověřeńı uvád́ı i přibližné vzorce, které dostaneme
lineárńı a kvadratickou aproximaćı problému.

Šestá kapitola je věnována kónickému kyvadlu a jeho rozš́ı̌reńı. Pod je-
dinou kuličku kónického kyvadla jsou postupně zavěšovány daľśı kuličky.
Teoreticky jsou odvozeny rovnice pro jedinou kuličku, dvě kuličky, tři
kuličky a n kuliček zavěšených pod sebou. Kapitola také obsahuje výsled-
ky experimentálńıho ověřeńı těchto vztah̊u pro jednu, dvě i tři kuličky.
Situace v́ıce kuliček je dokumentována závěsem s osmi kuličkami.

Př́ılohy obsahuj́ı použité matematické metody, tabulky naměřených
dat a CD se dvěma natočenými videozáznamy k druhému experimentu.

Celý text diplomové práce je také uložen ve formátu pdf na přiloženém
CD. Tato diplomová práce byla kompletně zpracována v programu LATEX.
Všechny obrázky byly vytvořeny v programu METAPOST (resp. baĺıkem
maker mfpic). Zdrojový kód celé diplomové práce (včetně obrázk̊u) je
k dispozici u autora práce.



Kapitola 1

Experiment a jeho mı́sto ve
výuce fyziky

Jelikož je celá práce věnovaná experiment̊um, které by mohli využ́ıvat
středoškoľst́ı studenti a učitelé, následuje krátký text, který pojednává
o experimentech z hlediska školńı praxe (vzděláváńı). Snaž́ı se také ukázat
d̊uležitost a potřebnost experimentu pro vyučováńı na školách. Závěr této
kapitoly pak hledá odpověd’ na otázku, je-li učitel povinen zařazovat
experiment do výuky.

1.1 Pojem experiment ve výuce fyziky

Nejprve se ovšem pod́ıvejme na to, co je chápáno pod pojmem experi-
ment.

Jednu z mnoha definic nalezneme např́ıklad v př́ıručce [1]:
”
Jedná se

o součást vědecké metody, záměrné umělé navozeńı děje s předem stano-
venými podmı́nkami tak, aby bylo možné ho za stejných podmı́nek opa-
kovat. Experiment je prostředkem poznáńı a současně specifickou formou
praxe.“

Daľśı dobrou definićı může být vyjádřeńı nalezené ve wikipedii [2]:

”
Pokus (též experiment) je soubor jednáńı a pozorováńı, jehož účelem

je ověřit (verifikovat) nebo vyvrátit (falzifikovat) hypotézu nebo pozna-
tek, který něco tvrd́ı o př́ıčinných vztaźıch určitých fenomén̊u. Pokus je
základem empirického rozšiřováńı vědeckého poznáńı.“

Experiment se jednoznačně lǐśı od prostého pozorováńı t́ım, že je do
jeho pr̊uběhu nebo př́ıpravy experimentátor vědomě zasahuje. Naopak
u pozorováńı se pozorovatel snaž́ı sv̊uj vliv na prob́ıhaj́ıćı děj minimali-
zovat.

9



Experiment a jeho mı́sto ve výuce fyziky 10

O experimentech1 ve výuce fyziky pojednávaj́ı skripta [3], kde také
nalezneme následuj́ıćı rozděleńı experiment̊u podle r̊uzných kritéríı.

”
Po-

dle účelu rozlǐsuje fyzikálńı věda heuristický experiment, jehož účelem
je nalézt dosud neznámou zákonitost jevu, a ověřovaćı experiment,
při němž se má ověřit platnost fyzikálńıho zákona. Kvalitativńı ex-
periment prokazuje existenci, či neexistenci jevu, kvantitativńı ex-
periment slouž́ı k zjǐst’ováńı zákonitost́ı a jejich vyjadřovańı ve formě
fyzikálńıch teoríı.“ Myšlenkový experiment, jehož postup a výsledky
se odvozuj́ı ze známých fyzikálńıch zákon̊u za idealizovaných podmı́nek;
prob́ıhá tedy v podobě úvah, logických soud̊u apod. Naproti tomu reálný
experiment je takový, při kterém sledujeme reálně prob́ıhaj́ıćı děje
a měř́ıme je reálnými př́ıstroji v reálném čase.

Ve školské fyzice má experiment nejen ověřovaćı a heuristické funkce,
ale i funkci didaktickou. Experimenty jsou zde nejčastěji klasifikovány
podle jejich zaměřeńı, provedeńı, logické povahy a podle jejich didaktické
funkce. Účelem této kapitoly neńı provádět dokonale podrobné přehledy.
Proto zmiňme jen některé specifické pokusy, se kterými se nesetkáme ni-
kde jinde než v pedagogické praxi, tak, jak je popisuj́ı skripta [3]. Jsou
jimi např́ıklad

”
demonstračńı pokus, který slouž́ı žák̊um k motivaci

výkladu, objeveńı či objasněńı nových fyzikálńıch poznatk̊u nebo k je-
jich ověřeńı“ a zpravidla je vyučuj́ıćım předváděn všem žák̊um najed-
nou. Dále pak

”
žákovský pokus, který vykonává žák nebo skupina žák̊u

v rámci vyučovaćıho procesu, popř́ıpadě žák v rámci domáćı př́ıpravy.“
Speciálńım př́ıpadem žákovského pokusu je laboratorńı úloha, která je
náročněǰśı. Počet i obsahové zaměřeńı laboratorńıch úloh je doporučeno
standardy vzděláváńı.

1.2 Z historie experimentu

Mnoho o historii experimentu a fyziky se např́ıklad dozv́ıdáme z [4], [5],
[6] a z [7].

Až do 15. stolet́ı byl experiment jako součást poznáńı odmı́tán. Do té
doby většina uznávaných osobnost́ı vycházela pouze z pozorováńı. Aristo-
teles dokonce odmı́tal experiment připravený badatelem jako nepř́ıpustné
zasahováńı a ovlivňováńı pozorovaného jevu.

Prvńım, kdo využ́ıval experiment jako rovnocenný zdroj poznáńı, byl
Galileo Galilei (1564-1642), který bývá též označován jako otec moderńı

1V pedagogické literatuře se častěji než pojem experiment použ́ıvá pojem pokus.
Pro účely této práce, ale i nadále použ́ıvejme pojem experiment.
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fyziky.
”

Dvě tiśıcilet́ı“, jak uvád́ı publikace [4],
”

byli př́ırodovědci a filozo-
fové zajedno, že př́ırodu je možno pozorovat, aby byly objeveny jej́ı zákony.
Experimenty byly považovány za nepřirozené, a tud́ı̌z pro tento účel ne-
vhodné. Galilei nalezl jako prvńı fyzikálńı př́ırodńı zákon pomoćı ćıleného
experimentu a dal mu matematický tvar.“ Jedná se o zákon volného
pádu, který Galilei dokázal pomoćı pohybu po nakloněné rovině, jež se,
jak geometricky odvodil, ř́ıd́ı stejným zákonem. Po nakloněné rovině se
žlábky, které vyložil pergamenem, pouštěl kuličky, které rozezńıvaly osm
za sebou napnutých strun ze stř́ıvek. Toto

”
brnkáńı“ srovnával s tempem

ṕısně, kterou hrál na loutnu, a posouval stř́ıvka tak, aby zněly po stejné
době. Vzdálenosti mezi nimi, které kulička urazila za stejnou dobu, pak
změřil a zjistil, že vzdálenosti se v pr̊uběhu dráhy zvětšuj́ı. Toto měřeńı
opakoval pro r̊uzné nakloněńı roviny. Koule tedy běž́ı stále rychleji, a to
tak, že jej́ı rychlost roste rovnoměrně s časem. Koule se pohybuje rov-
noměrně zrychleně.

Postupně se experiment stával jedńım z nejd̊uležitěǰśıch pomocńık̊u
vědc̊u všeho druhu. To, co bylo (resp. bude) teoreticky předpovězeno,
bylo (resp. bude) pomoćı experimentu potvrzeno nebo vyvráceno. Je
sice pravdou, že dnes se zdá nereálné, abychom se přibĺıžili černé d́ı̌re
a opravdu pozorovali, co se bude d́ıt s kosmonautem padaj́ıćım do ńı.
Zat́ım nikdo nenalezl teoreticky předpov́ıdaný graviton, jakožto části-
ci zprostředkovávaj́ıćı gravitačńı interakci mezi tělesy. Takových př́ıkla-
d̊u by se dalo naj́ıt mnoho. Stejně tak si ovšem muśıme uvědomit, že
v minulosti také lidé neuměli ověřit svoje domněnky či předpoklady.
Jedńım z nejnázorněǰśıch př́ıklad̊u je beze sporu atom, jehož myšlenkou
se zabývali již filosofové v antickém Řecku.2 Avšak teorii o nedělitelných
atomech vyvrátil až v roce 1897 J. J. Thomson, který objevil elektron
jakožto subatomárńı částici. Z tohoto a jiných př́ıklad̊u plyne, že experi-
ment má ve vědě nezastupitelné mı́sto.

1.3 Důležitost experimentu ve školńı praxi

Zaj́ımavých otázek je hned několik. Je potřebné provádět experimenty
ve škole? Má v̊ubec učitel povinnost zařazovat experimenty do výuky?
A k čemu to student̊um je?

2V 5. stolet́ı př. n. l. představil Demokritos filosofickou teorii, podle které nelze
hmotu dělit donekonečna, nebot’ na nejnižš́ı úrovni existuj́ı dále nedělitelné částice,
které označil slovem atomos. Podle této teorie je veškerá hmota složena z r̊uzně
uspořádaných atomů r̊uzného druhu, které jsou nedělitelné, přičemž je nelze vytvářet
ani ničit.
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Jak plyne z výše uvedených definic, neńı nutně experiment záležito-
st́ı pouze fyziky nebo pouze př́ırodńıch věd. Vedle fyziky, chemie, biolo-
gie a např. medićıny se experimenty uplatňuj́ı v psychologii, sociologii,
sociálńı psychologii, atd.

Dle mé zkušenosti se však pr̊uměrný středoškolák dozv́ı o experimen-
tech pouze ve fyzice, chemii a biologii. V rámcovém vzdělávaćım pro-
gramu pro gymnázia [8] je tato vzdělávaćı oblast společně s geografíı
a geologíı označena jako

”
člověk a př́ıroda.“ V charakteristice této ob-

lasti se skutečně dozv́ıme, že př́ırodovědné discipĺıny
”

jsou si velmi bĺızké
v metodách a prostředćıch, které uplatňuj́ı ve své výzkumné činnosti.
Použ́ıvaj́ı totǐz vždy souběžně empirické prostředky (tj. soustavné a objek-
tivńı pozorováńı, měřeńı a experimenty) a prostředky teoretické (pojmy,
hypotézy, modely a teorie). Každá z těchto složek je přitom v procesu
výzkumu nezastupitelná, vzájemně se ovlivňuj́ı a podporuj́ı.“ Dále se zde
prav́ı, že žáci maj́ı mı́t co nejv́ıce možnost́ı osvojovat si vybrané empi-
rické i teoretické metody př́ırodovědného výzkumu. V ćılovém zaměřeńı
vzdělávaćı oblasti

”
člověk a př́ıroda“ je uvedeno, že k utvářeńı a roz-

voji kĺıčových kompetenćı žáka ho vede mimo jiné i
”

prováděńı sou-
stavných a objektivńıch pozorováńı, měřeńı a experiment̊u (předevš́ım la-
boratorńıho rázu) podle vlastńıho či týmového plánu nebo projektu, k zpra-
cováńı a interpretaci źıskaných dat a hledáńı souvislost́ı mezi nimi.“
Z čehož vyplývá, že žák by neměl experimenty pouze pozorovat. Neměly
by mu být jen předváděny, ale měl by se osobně zapojit do experimen-
továńı.

Přestože se experimentováńı v praxi uplatňuje i v jiných oborech3 než
jsou jen př́ırodovědné, v RVP pro gymnázia o nich nikde jinde zmı́nku
nenajdeme. Neńı tud́ıž povinné se o nich na gymnáziu zmiňovat. Otázkou
z̊ustává, jestli je to dobře nebo špatně.

Stejně tak, jako se o experimentech zmiňuje RVP pro gymnázia [8], lze
nalézt podobnou zmı́nku i v RVP pro základńı vzděláváńı [9]. Vzdělávaćı
oblast člověk a př́ıroda obsahuje rovněž apel na významnost osvojováńı si
dovednost́ı (

”
soustavně, objektivně a spolehlivě pozorovat, experimentovat

a měřit, vytvářet a ověřovat hypotézy o podstatě pozorovaných př́ırodńıch
jev̊u, analyzovat výsledky tohoto ověřováńı a vyvozovat z nich závěry“ )
žáky. Stejně tak je zde mimo jiné odkaz na to, že k rozvoji kĺıčových

3Uvedu zde několik př́ıklad̊u [7] za všechny. Stanfordský vězeňský experiment,
jakožto demonstrace přeb́ıráńı sociálńıch roĺı, deindividuace a depersonalizace. Asch̊uv
experiment, jakožto demonstrace konformity. Milgren̊uv experiment, jako demon-
strace poslušnosti v̊uči autoritě. Či slavný myšlenkový experiment nazývaný argu-
ment č́ınského pokoje, který ukazuje, že schopnost smysluplně odpov́ıdat na položené
otázky neńı dostatečnou pro prokázáńı schopnosti porozuměńı.
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kompetenćı je třeba vést žáka
”

zkoumáńım př́ırodńıch fakt̊u a jejich sou-
vislost́ı s využit́ım r̊uzných empirických metod poznáváńı (pozorováńı,
měřeńı, experiment).“

Nav́ıc je potřeba si uvědomit, že toto
”
napodobováńı vědc̊u“ a

”
ob-

jevováńı již objeveného“ pomáhá student̊um uvědomit si d̊uležitost em-
pirických i teoretických metod pro poznáńı světa kolem nás. Jsou také
dobrou ukázkou objektivnosti a správných logických postup̊u. Př́ırodo-
vědné poznáńı, a tedy i jeho metody (např. experiment), obsahuj́ı i morál-
ńı hodnoty, které by si člověk měl osvojit. Jsou jimi předevš́ım

”
požadavek

nezkreslovat data źıskávaná ve výzkumu a nevyuž́ıvat jeho výsledky pro
vytvářeńı technologíı a daľśıch praktických aplikaćı, které by mohly poš-
kozovat zdrav́ı člověka či nevratně narušit př́ırodńı a sociálńı prostřed́ı.“
[8]

Po této krátké úvaze a prozkoumáńı RVP, mohu odpovědět na výše
položené otázky.

Je potřebné provádět experimenty ve škole? ANO! Experi-
menty jsou d̊uležité, nebot’ pomáhaj́ı utvářet a rozv́ıjet kĺıčové kom-
petence studenta a rozhodně v sobě maj́ı i mnoho z praxe (z běžného
života), po čemž tak často právě studenti volaj́ı a čeho se dožaduj́ı.

K čemu to student̊um bude? Viz odpověd’ na předchoźı otázku.
Má učitel povinnost zařazovat experimenty do výuky? Pokud

se jedná o předměty obsažené ve vzdělávaćı oblasti člověk a př́ıroda, tak
rozhodně ano. Rámcový vzdělávaćı program pro gymnázia [8] ani pro
základńı vzděláváńı [9] však neuvád́ı v jaké mı́̌re. Udává pouze, že žáci
maj́ı mı́t

”
co nejv́ıce možnost́ı osvojovat si empirické i teoretické metody

př́ırodovědného výzkumu.“



Kapitola 2

Inerciálńı a neinerciálńı
soustavy

Tato kapitola shrnuje základńı informace o inerciálńıch a neinerciálńıch
vztažných soustavách, které budeme potřebovat v následuj́ıćıch kapi-
tolách. Při tvorbě tohoto souhrnu informaćı o vztažných soustavách jsem
vycházel předevš́ım z vlastńıch znalost́ı a z literatury [10], [1], daľśı
př́ıpadné zdroje budou zmı́něny.

Stejně jako celá práce, tak i tato kapitola je zpracovávána z pohledu
klasické fyziky.

Pohyb každého tělesa vždy popisujeme vzhledem k jinému tělesu,
které nazýváme vztažným (referenčńım) tělesem, vztažnou (referenčńı)
soustavou. Souřadnicové soustavy, v̊uči nimž je volný hmotný bod (tj.
hmotný bod, na který nep̊usob́ı žádné śıly) v klidu nebo v rovnoměrném
př́ımočarém pohybu, nazýváme inerciálńı souřadnicové soustavy. Ostatńı
nazýváme neinerciálńı.

2.1 Inerciálńı vztažná soustava

Plat́ı, že inerciálńı soustavy jsou v̊uči sobě bud’ v klidu, nebo rovno-
měrném př́ımočarém pohybu. Plat́ı v nich zákon setrvačnosti, zákon śıly
i zákon akce a reakce.

Ideálńı inerciálńı soustavu ve vesmı́ru nenalezneme. Je to totiž po-
jem tak abstraktńı, že jeho existence je principiálně vyloučena. K tomu,
abychom zavedli inerciálńı soustavu souřadnic, potřebujeme alespoň tři
nekolineárńı body, na které nebudou p̊usobit žádné śıly. A takové ve
vesmı́ru nenalezneme. Newton̊uv gravitačńı zákon totiž ř́ıká, že každá
dvě tělesa na sebe p̊usob́ı silou, která je nepř́ımo úměrná kvadrátu je-

14
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jich vzdálenosti. Je tedy pravda, že p̊usob́ıćı śıla se s rostoućı vzdálenost́ı
zmenšuje a nulová bude až v limitńım př́ıpadě, kdy r →∞.

Newton̊uv gravitačńı zákon nám však umožňuje určit vzdálenost těles,
tak aby je bylo možné s předem požadovanou přesnost́ı považovat za volné
hmotné body. Takto je určena např́ıklad tzv. Galileova soustava, která
má počátek ve Slunci a jej́ı osy směřuj́ı ke stálićım.

Vztažná soustava spojená se Zemı́ (laboratorńı vztažná soustava) je
také neinerciálńı, protože se vzhledem ke Galileově vztažné soustavě po-
hybuje po zakřivené trajektorii a současně se otáč́ı. Při běžných děj́ıch
však nejsou projevy jej́ı neinerciálnosti př́ılǐs významné, a proto i ji často
považujeme za soustavu inerciálńı.

2.2 Neinerciálńı vztažná soustava

V soustavách neinerciálńıch neplat́ı prvńı a druhý Newton̊uv zákon.

x

z

y
0

x′

z′

y′
0′~r

~r′

S

S′

Obrázek 2.1: Polohový vektor hmotného bodu v inerciálńı a neinerciálńı
soustavě.

Sledujeme-li v neinerciálńı soustavě S ′, která se v̊uči inerciálńı sou-
stavě S nepohybuje rovnoměrně př́ımočaře, pohyb hmotného bodu s hmot-

nost́ım, polohovým vektorem ~r′, okamžitou rychlost́ı ~v′ = d~r′

dt
a okamžitým

zrychleńım ~a′ = d2~r′

dt2
, vystaveného p̊usobeńı výsledné śıly ~F , pak obecně

zjist́ıme, že

m~a′ 6= ~F .

Lze však určit takovou śılu ~F ′, že plat́ı

m~a′ = ~F ′.
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Pro zrychleńı ~a′ plat́ı

~a′ = ~a− ~au,

kde ~a je zrychleńı hmotného bodu v̊uči inerciálńı soustavě S a ~au je
unášivé zrychleńı souvisej́ıćı se zrychleńım ~a0′ počátku 0′ a vektory úhlové
rychlosti ~ω a úhlového zrychleńı ~ε soustavy S ′ vzhledem k soustavě S
vztahem

~au = ~a0′ +
[
~ω ×

[
~ω × ~r′

]]
+ 2

[
~ω × ~v′

]
+
[
~ε× ~r′

]
. (2.1)

Pro śılu ~F ′ pak plat́ı

~F ′ = ~F + ~FS = m~a−m~au,

kde setrvačná śıla ~FS je definována jako

~FS = −m~au. (2.2)

Z rovnic (2.2) a (2.1) tedy plyne, že setrvačná śıla se skládá ze čtyř
složek a plat́ı

~FS = −m~a0′ −m
[
~ω ×

[
~ω × ~r′

]]
− 2m

[
~ω × ~v′

]
−m

[
~ε× ~r′

]
. (2.3)

Zat́ımco śıla ~F , která je vyvolaná vzájemným p̊usobeńım těles, bývá
nazývána skutečnou silou, śıla ~FS je označována jako śıla zdánlivá. Jed-
notlivé složky (sč́ıtance) setrvačné śıly (vztah (2.3)) maj́ı fyzikálńı rozměr
śıly. Jsou tedy poj́ımány také jako śıly a nazývaj́ı se setrvačné (zdánlivé,
fiktivńı). Ne vždy se projevuj́ı všechny současně, proto bude dobré pro-
brat každou odděleně.

2.2.1 Jednotlivé př́ıspěvky setrvačné śıly

Prvńı člen ve vztahu (2.3), −m~a0′ , který nemá své speciálńı označeńı,
se projevuje pouze, pokud se neinerciálńı soustava S ′ pohybuje v̊uči S
s nenulovým zrychleńım, tj. ~a0′ 6= 0.

Odstředivá śıla

Druhý člen rovnice (2.3) bývá označován jako odstředivá śıla. Ta je tedy
definována jako
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~FOD = −m
[
~ω ×

[
~ω × ~r′

]]
.

Odstředivá śıla se projevuje, pokud se neinerciálńı soustava otáč́ı s ne-
nulovou úhlovou rychlost́ı a pokud hmotný bod, který zkoumáme, nelež́ı
na ose rotace.

Velikost odstředivé śıly je dána vztahem

FOD = mω2R,

kde R je tentokrát vzdálenost od osy rotace.
Odstředivá śılá má mnoho aplikaćı. Zmiňme alespoň některé:

• Watt̊uv odstředivý regulátor se použ́ıvá ke stabilizaci otáček parńıho
stroje. Skládá se ze dvou závaž́ı, která rotuj́ı a jsou poháněna stro-
jem, jehož otáčky maj́ı být regulovány. Č́ım rychleji tato záváž́ı
rotuj́ı, t́ım větš́ı je vlivem odstředivé śıly jejich výchylka od svislé
osy rotace. Uvedené vychýleńı je převedeno soustavou pák a táhel
k ventilu přiváděj́ıćımu páru ke stroji.

• Tvorba umělé gravitace. Za zmı́nku stoj́ı studentský projekt Mars
Gravity Biosatellite [11], [12], který si dává za ćıl zjistit, jak se
přizp̊usob́ı savč́ı tělo na úroveň gravitace na Marsu. K tomuto
bude vyvinut malý satelit, který pět týdn̊u ponese 15 myš́ı na
ńızké oběžné dráze Země. K vytvořeńı umělé gravitace bude použito
právě rotace. Bude to právě taková rotace, kterou by poćıtili ast-
ronauti na Marsu (tj. přibližně 0, 38g).

• Centrifugy jsou použ́ıvány ve vědě a pr̊umyslu k rozděleńı sub-
stanćı.

• Různé zábavné atrakce, které simuluj́ı gravitaci.

• Výroba parabolických povrch̊u.

Coriolisova śıla

Třet́ı člen rovnice (2.3) se nazývá Coriolisova śıla a je definován vztahem

~FC = 2m~v′ × ~ω. (2.4)

Jej́ı velikost je dána vztahem
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FC = 2mωv′ sinϑ,

kde ϑ je úhel sevřený mezi vektorem úhlové rychlosti a vektorem
rychlosti v̊uči soustavě S ′.

Coriolisova śıla je kolmá současně na vektor rychlosti tělesa a vektor
úhlové rychlosti. Své jméno nese po Gustavu Gaspardu de Coriolisovi1.

Coriolisova śıla je d̊uvodem např́ıklad v́ırového pohybu proud́ıćıch
vzdušných mas v zemské atmosféře. Tento jev vzniká jako d̊usledek rov-
nováhy Coriolisovy śıly a rozložeńı tlaku v atmosféře. Na severńı polo-
kouli se vytvářej́ı v́ıry otáčej́ıćı se proti směru hodinových ručiček, na
jižńı polokouli po směru. Na rovńıku je Coriolisova śıla nulová a v́ıry se
nevytvář́ı.

Foucaultovo kyvadlo [13], [14] je vynikaj́ıćım př́ıkladem, kde se proje-
vuje vliv Coriolisovy śıly na pohybuj́ıćı se těleso a který zároveň dokazuje,
že se naše Země otáč́ı.

Foucaultovo kyvadlo je pojmenované po Francouzi Foucaltovi2. Pů-
vodńı experiment byl proveden v roce 1851 v pař́ıžském Pantheónu, kde
bylo zavěšeno závaž́ı kulové závaž́ı s hrotem o hmotnosti 28 kilogramů
na 68 metr̊u dlouhém laně. Doba kmitu kyvadla byla 16 sekund. Hrot
zakresloval do ṕısku na podlaze pohyb kyvadla. Jednalo se o prvńı jasně
viditelný d̊ukaz toho, že se Země otáč́ı.

Eulerova śıla

Posledńım členem vztahu (2.3) je tzv. Eulerova śıla, definovaná vztahem

~FE = m~r′ × ~ε.

Je to śıla p̊usob́ıćı na tělesa v soustavě, která rotuje s proměnnou
úhlovou rychlost́ı; tzn. úhlové zrychleńı ε 6= 0.

2.2.2 Rotuj́ıćı tekuté zrcadlo

Zaj́ımavým využit́ım setrvačných sil je tzv. rotuj́ıćı tekuté zrcadlo (rota-
ting liquid mirror). Principiálně stejným jevem se budeme zabývat v ex-
perimentu č. 1 (povrch kapaliny v rotuj́ıćı nádobě).

1Gaspard Gustave de Coriolis (*1792 Pař́ıž, †1843). Zabýval se předevš́ım matema-
tickou analýzou a mechanikou. Zavedl pojmy jako práce a kinetická energie. Coriolis
je též známý výpočtem sil p̊usob́ıćıch v rotuj́ıćıch soustavách. Je také jedńım ze 72
francouzských vědc̊u, jejichž jména jsou vyryta na Eiffelově věži.

2Jean Bernard Léon Foucault [fukó] (*18. zář́ı 1819 Pař́ıž, †11. února 1868 Pař́ıž)
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Tekutá zrcadla [15], [16] jsou obrovské rotuj́ıćı nádoby naplněné od-
razivou tekutinou. Nejpouž́ıvaněǰśı je rtut’, stejně tak dobře by však fun-
govaly i jiné tekutiny (např. r̊uzné slitiny galia). S myšlenkou rotuj́ıćı
nádoby se rtut́ı a jej́ım využit́ı jako astronomického zrcadla přǐsel už
v roce 1850 italský hvězdář Ernesto Capocci. Ovšem prvńı funkčńı te-
kutý dalekohled (liquid mirror telescope) byl vyroben v roce 1872 Henry
Skeyem v Dunedin Observatory na Novém Zélandu.

Obrovskou výhodou takovéhoto teleskopu je jeho cena. Tyto dale-
kohledy jsou 10krát až 100krát levněǰśı než stejně velké zrcadlové te-
leskopy. Ani jejich stavba neńı př́ılǐs složitá [17]. Naproti tomu jejich
velkou nevýhodou je, že jsme omezeni pouze na pozorováńı zenitu. (Při
nakloněńı by prostě teleskop stekl na podlahu.) Pro takový teleskop neńı
kupodivu potřeba ani mnoho rtuti, jak by se na prvńı pohled mohlo zdát.
NASA-LMT si vystačil pouze s 5 litry rtuti.

Dva př́ıklady světových tekutých dalekohled̊u:

• NASA-LMT (liquid mirror telescope); pr̊uměr 3 metry. Fungoval
1995-2002. Vı́ce na [18].

• Large Zenith Telescope; pr̊uměr 6 metr̊u, funguje od roku 2004.
Vı́ce na [19].

Jak se dozv́ıdáme v článćıch [20], [21], tak již dokonce existuje návrh
na stavbu obř́ıho teleskopu o pr̊uměru až neuvěřitelných 100 metr̊u.
Neměl by však být umı́stěn na Zemi, ale někde mimo atmosféru, prav-
děpodobně nejlépe na povrchu Měśıce. Mimo obrovskou plochu zrcadla,
by daľśımi výhodami měla být relativně ńızká cena, jednoduchost kon-
strukce a jej́ı přeprava. Věc má však i několik úskaĺı. Nı́zká teplota na
Měśıci vylučuje použit́ı rtuti (tuhne už při −38◦C). Bezvibračńı kon-
strukce by mohla být založena na

”
magnetických poľstář́ıch.“ Problémem

se také může jevit to, že bychom mohli pozorovat objekty pouze v zenitu.
V tak velkých vzdálenostech, pro které by byl teleskop určen, nám to však
nevad́ı, nebot’ jak uvád́ı [22]

”
je hmota vesmı́ru od rozměru > 1× 109 ly

stejnoměrně hustá.“ Je zřejmé, že k podobné stavbě bude nutné, aby na
opět Měśıc opět vysláni astronauti.

Tekutá zrcadla jsou velmi pěknou ukázkou toho, že i rotuj́ıćı vědro
naplněné vodou může zásadńım zp̊usobem ovlivnit astronomii!
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2.2.3 Vybrané prameny zabývaj́ıćı se problemati-
kou experiment̊u v rotuj́ıćıch soustavách

Rozsáhlou sb́ırkou experiment̊u ze všech obor̊u, ve které nalezneme i řadu
experiment̊u týkaj́ıćıch se rotuj́ıćıch soustav, je publikace [23] Richarda
M. Suttona. Objevuje se zde i námět na experiment s rotuj́ıćı nádobou na-
plněnou kapalinou. Daľśı rozpracováńı tohoto problému nalézáme v člán-
ćıch [24], [25], [26], [27], [28].

I kónické kyvadlo je známým experimentem, proto i jemu je věnována
řada publikaćı. Za všechny jmenujme alespoň [23], [29]. Na podobné mo-
difikace3 experimentu s kónickým kyvadlem, jaké se nacháźı v této diplo-
mové práci, jsem však při studiu literatury nenarazil.

Problematikou rotuj́ıćıch soustav se také zabývaj́ı J. Jarozs a A. Szczy-
gielska. Jako př́ıklad uved’me jejich př́ıspěvek [30] na Veletrhu nápad̊u
učitel̊u fyziky 12.

3Budeme se ptát, co se děje při rotaci s malou kuličkou na vlákně, nebude-li toto
vlákno upevněno př́ımo na ose rotace, nýbrž na ramı́nku nenulové délky. Daľśı otázkou
bude, jaké budou odklony závěs̊u kuliček od svislice, nebude-li se jednat o ”jedno-
duché“ kónické kyvadlo, ale o v́ıce kuliček zavěšených pod sebou.



Kapitola 3

Povrch kapaliny v rotuj́ıćı
nádobě

Prvńı experiment se zaměřuje na známý, na vysoké škole často řešený
př́ıklad - tvar v hladiny rotuj́ıćı nádobě. Předvedu zde několik možných
teoretických odvozeńı, představ́ım experimentálńı aparaturu, experimen-
tálńı ověřeńı teorie (naměřené hodnoty a jejich porovnáńı s odvozenými).

T́ımto tématem jsem se zabýval společně s doc. Leošem Dvořákem
v př́ıspěvku [31] na Veletrhu nápad̊u učitel̊u fyziky 12.

3.1 Roztočeńı kapaliny

Prvńı otázka, která by nás mohla napadnout, je, zdali se v̊ubec bude
s obsahem nádoby něco d́ıt? Kdybychom roztáčeli např́ıklad skleněný
váleček, roztoč́ı se hned celý, nebot’ se jedná o celistvé tuhé těleso. Po-
kud však budeme roztáčet skleněnou kádinku naplněnou vodou, kádinka
se samozřejmě roztoč́ı hned (sama o sobě je také tuhým tělesem), ale vodě
uvnitř to bude chv́ıli trvat, nebot’ vazba mezi molekulami vody a kádinkou
již neńı tak silná. Jakmile se začne kádinka točit, začne strhávat k po-
hybu i tekutinu. Ta však neobsahuje pevné vazby, takže bude jistou dobu
trvat, než celý obsah nádoby bude rotovat se stejnou úhlovou rychlost́ı
jako kádinka.1 Do jakého tvaru se kapalina nakonec rozlije? Zřejmě již
nebudeme moci mluvit o tom, že je hladina

”
vodorovná.“2

1Touto problematikou se zabývali ve svém př́ıspěvku Studium vlivu viskozity na
roztáčeńı kapaliny [32] na Veletrhu nápad̊u učitel̊u fyziky v Praze Milan Rojko a Jakub
Benda.

2To by byl zaj́ımavý námět na diskuzi, nebot’ hladina vytvář́ı paraboloid. Pokud
bychom však šli po hladině, můžeme ř́ıci, že jdeme rovně po hladině (tj. ”vodorovně“).

21
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3.2 Teorie

Přestože toto odvozeńı snadno nalezneme v literatuře[10], [24]-[28], bude
dobré vytvořit přehled př́ıslušných výpočt̊u.

3.2.1 Odvozeńı pro středoškoláky

Toto odvozeńı bylo již dř́ıve uveřejněno v článku [31]. Následuj́ıćı text
určený středoškolák̊um je doplněnou citaćı tohoto článku.

Skutečnost, že hladina vody v rotuj́ıćım vědru či jiné nádobě je pro-
hnutá, je jednoduše pochopitelná i na úrovni základńı školy: Odstředivá
śıla (kterou zná na vlastńı k̊uži každý, kdo projel v autě ostřeǰśı zatáčku,
o zkušenosti z r̊uzných pout’ových atrakćı nemluvě) táhne vodu směrem
od osy rotace, gravitace ji táhne dol̊u a výsledný tvar hladiny je dán

”
soupeřeńım“ těchto sil.

Vı́me-li, že odstředivá śıla při konstantńıch otáčkách (tedy při kon-
stantńı úhlové rychlosti ω) roste se vzdálenost́ı R od osy rotace, lze také
jednoduše pochopit, že dál od osy je hladina strměǰśı a strměǰśı. Výsledná
śıla na

”
kousek vody“ se s rostoućı vzdálenost́ı od osy v́ıce a v́ıce od-

chyluje od svislice – a hladina muśı být na tuto výslednou śılu kolmá.
(Mı́sto teoretického zd̊uvodněńı můžeme žák̊um připomenout, že hladina
klidného rybńıka či vody ve sklenici je také kolmá na śılu, p̊usob́ıćı na
vodu.)

Nakresĺıme si nejprve obrázek situace s rozložeńım př́ıslušných sil.

α
α

−→
Fo

−→
Fg

∆y

∆x

x1 x2 x

y

y = ax2

α

Obrázek 3.1: Ke středoškolskému odvozeńı tvaru hladiny v rotuj́ıćı
nádobě.

Z obrázku 3.1 a z velikost́ı sil vid́ıme, že

tgα =
Fo
Fg

=
mω2x

mg
=
ω2

g
x. (3.1)



Povrch kapaliny v rotuj́ıćı nádobě 23

Sama tato rovnice již vlastně popisuje tvar hladiny. Ř́ıká nám, že
tangens úhlu α (odklon tečny hladiny od vodorovného směru v bodě
[x, y]) je př́ımo úměrný x. Hledáme tedy takovou závislost y (x), aby
tgα = k · x.

Nyńı bychom se mohli žák̊u ptát, jakou funkci by navrhovali. (Po-
rad’me jim, že by se mohlo jednat o nějakou funkčńı závislost.) Nyńı
vlastně hádáme o jakou závislost by se mohlo jednat. Správný výsledek
dostaneme pouze pro funkci typu y = a · x2.

Předpokládáme-li tedy závislost y = a · x2, můžeme podle obrázku
3.1 poč́ıtat

tgα =
∆y

∆x
=
ax2

2 − ax2
1

x2 − x1

= a
x2

2 − x2
1

x2 − x1

= a (x2 + x1)
.
= 2ax, (3.2)

kde při konečné úpravě bereme x2
.
= x1 = x. Vztah (3.2) nám dává

přesně hledanou lineárńı závislost tgα ∼ x.
Z porovnáńı obou výsledných výraz̊u (3.1), (3.2) pro tgα plyne 2a =

ω2/g. Tvar hladiny je tedy dán rovnićı

y =
ω2

2g
x2.

Častěji se tento vzorec ovšem přepisuje (pouze nahrad́ıme y ṕısmenem h
a x ṕısmenem R) jako:

h =
ω2

2g
R2, (3.3)

kde h označuje výšku hladiny nad nejnižš́ım bodem hladiny ve vzdálenosti
R od osy otáčeńı.

Žák̊um bychom měli nyńı objasnit, že i když jsme hledanou závislost
jakoby uhodli, je toto odvozeńı zcela regulérńı, nebot’ pro jiné závislosti
y(x), nedostáváme př́ımou úměru mezi tgα a x. Např́ıklad pro y = a|x|3
dostáváme obdobným postupem jako v rovnici (3.2) následuj́ıćı:

tgα =
∆y

∆x
=
a|x2|3 − a|x1|3

|x2| − |x1|
= a

(
|x2|2 + |x2| · |x1|+ |x1|2

)
.
= 3a|x|2 = 3ax2,

což neodpov́ıdá hledané lineárńı závislosti.
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~ω

A = [xA; yA; zA]

z = z′

yx

x′

y′

Obrázek 3.2: K základńımu vysokoškolskému odvozeńı. Zobrazeny jsou
také soustavy souřadnic; neinerciálńı se otáč́ı společně s nádobou a ka-
palinou. Osy inerciálńı soustavy jsou x′, y′, z′ (viz text).

3.2.2 Základńı vysokoškolské odvozeńı

V následuj́ıćım odvozeńı postupujeme dle učebnice [10]. Pro větš́ı pře-
hlednost zde zjednodušuji značeńı.

Mějme kapalinu, která se spolu s nádobou, v ńıž je umı́stěna, otáč́ı
úhlovou rychlost́ı ω. Vektor ~ω lež́ı ve svislé př́ımce. Zvoĺıme kartézskou
soustavu souřadnic (x, y, z) pevně spjatou s kapalinou, jej́ıž z-ová osa
má směr vektoru ~ω a mı́̌ŕı vzh̊uru. Tato neinerciálńı soustava souřadnic
se otáč́ı stálou rychlost́ı v̊uči soustavě inerciálńı (x′, y′, z′).3 V takové
neinerciálńı soustavě souřadnic vedle pravých sil p̊usob́ı zdánlivé śıly
odstředivá a Coriolisova. Jediná p̊usob́ıćı pravá śıla je objemová śıla4

t́ıhová ~Gg, která ve zvolené soustavě souřadnic má složky

3Toto značeńı zavád́ım v rozporu s tradićı, kdy se inerciálńı soustavy znač́ı nečár-
kovaně a neinerciálńı čárkovaně. Je to z toho d̊uvodu, že budu pracovat předevš́ım
s neinerciálńı soustavou a př́ılǐs mnoho čárek by zbytečně znepřehledňovalo text.

4

”Objemová śıla je vektorová veličina definovaná v bodě kontinua, jehož polohový
vektor je ~r, limitńım postupem ~G(~r) = limV→0

~F (V )
V .“ (viz [1])
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Gg
x = Gg

y = 0, Gg
z = −ρg.

Zdánlivá śıla odstředivá, vyjádř́ıme-li ji jako śılu objemovou ~Go, je
dána složkami

Go
x = ρω2x, Go

y = ρω2y, Go
z = 0.

Zdánlivá śıla Coriolisova se neuplatńı, protože kapalina se otáč́ı spolu
s nádobou, a tedy rychlost částic kapaliny v̊uči neinerciálńı soustavě
souřadnic je nulová.

Výslednou objemovou śılu ~G = ~Gg + ~Go dosad́ıme do pravé strany
rovnice rovnováhy kontinua pro kapaliny5

grad p = ~G,

Pro jednotlivé složky pak tedy ṕı̌seme:

∂p

∂x
= ρω2x, (3.4)

∂p

∂y
= ρω2y, (3.5)

∂p

∂z
= −ρg. (3.6)

Z rovnice (3.6) plyne

p = −ρgz + f1 (x, y) .

Dosad́ıme-li toto vyjádřeńı tlaku do rovnice (3.4), dostáváme pro
funkci f1 (x, y) podmı́nku

∂f1

∂x
= ρω2x,

ze které plyne

f1 (x, y) =
1

2
ρω2x2 + f2 (y) .

5

”Rovnice rovnováhy pro kapaliny je tř́ısložková parciálńı diferenciálńı rovnice, jej́ı̌z
splněńı v každém bodě kontinua je podmı́nkou, při ńı̌z je kontinuum v rovnováze.“ (viz
[1])
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Tedy

p = −ρgz +
1

2
ρω2x2 + f2 (y) . (3.7)

Z rovnice (3.5) pak dostáváme

df2

dy
= ρω2y,

odkud

f2 =
1

2
ρω2y2 + k.

Dosad́ıme-li takto vyjádřenou funkci f2 (y) do rovnice (3.7), dosta-
neme hledaný výraz pro rozložeńı tlaku p v rotuj́ıćı kapalině

p = −ρgz +
1

2
ρω2

(
x2 + y2

)
+ k.

Hodnotu konstanty k lze určit, je-li známa absolutńı velikost tlaku
v jednom bodě kapaliny. Plochy, ve kterých kapalina nabývá stejného
tlaku p = K, jsou rotačńı paraboloidy

z =
ω2

2g

(
x2 + y2

)
+
K − k
ρg

. (3.8)

Jednotlivé plochy se lǐśı velikost́ı konstanty (K − k) /ρg. Jednou z ta-
kových ploch je také hladina kapaliny. Otáč́ı-li se kapalina stálou úhlovou
rychlost́ı kolem svislé osy, zaujme jej́ı hladina tvar rotačńıho paraboloidu.

Souřadnice x, y, z často nahrazujeme dvěma souřadnicemi (výškou h
a vzdálenost́ı od osy rotace R), mı́sto konstantńıho zlomku pak můžeme
psát jedinou konstantu c. Dostáváme tak stejnou rovnici v jiném tvaru

h =
ω2

2g
R2 + c. (3.9)

Poznámka k učebnici [10]

Na tomto mı́stě bych chtěl upozornit na drobnou chybu, kterou jsem
objevil v uvedené učebnici mechaniky [10].

Autor zavád́ı t́ıhovou objemovou śılu ~Gg = (−ρg; 0; 0) (rovnice (2.28)
v [10] na straně 339), což je vzhledem k zavedeným souřadnićım správně.

Poté ovšem za stejnou t́ıhovou objemovou śılu dosazuje ~Gg = (ρg; 0; 0).
A v rovnici (2.30) v [10] na straně 340, tak dostává vztah δp

δy1
= ρg, kde
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ovšem chyb́ı znaménko
”
−“. Správná rovnice by tak měla být δp

δy1
= −ρg.

Z této rovnice pak autor docháźı k chybné rovnici pro parabolický povrch
rotuj́ıćı kapaliny y1 = −ω2

2g
(y2

2 + y2
3)+K−k

ρg
. Toto by znamenalo, že se jedná

o konkávńı paraboloid, tj. kde vrchol je maximem, neboli paraboloid má
vrchol

”
nahoře.“ Správná rovnice nemá na pravé straně mı́nus a je tedy

y1 = ω2

2g
(y2

2 + y2
3)+K−k

ρg
. Což je obdobný vztah jako uvád́ıme zde v rovnici

(3.8).

3.2.3 Daľśı odvozeńı

Daľśı odvozeńı (viz např. článek [27]), využ́ıvaj́ıćı diferenciálńıho počtu,
je poněkud kratš́ı a méně detailńı. (Zabývá se pouze povrchem kapaliny.)

~R

h

osa rotace

mω2 ~R

m~g

α

~Fα

~Ft

Obrázek 3.3: K vysokoškolskému odvozeńı tvaru hladiny v rotuj́ıćı nádobě
- řez nádobou a kapalinou. Zobrazeny jsou i p̊usob́ıćı śıly.

Situaci v rotuj́ıćı nádobě nám přibližuje obrázek 3.3. Na kousek hla-
diny kapaliny o hmotnosti m p̊usob́ı tři śıly. Odstředivá śıla ~Fo = mω2 ~R,
t́ıhová śıla ~Fg = m~g a tlaková śıla ~Ft, která je dána p̊usobeńım okolńı
kapaliny. Aby byla hladina ve statickém stavu, což po deľśı době opravdu
pozorujeme, muśı být celková śıla p̊usob́ıćı na libovolný kousek hladiny
kapaliny rovna nule. Plat́ı tedy
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~Fcelk = ~Fg + ~Fo + ~Ft = 0.

Śıla ~Ft je kolmá na povrch. Z předchoźı úvahy plyne, že śıla ~F =
~Fg+ ~Fo má stejnou velikost jako ~Ft a je opačně orientovaná. To znamená,

že i ~F je v každém bodě hladiny kolmá na hladinu.
Z obrázku 3.3 můžeme spoč́ıtat

tgα =
dh

dR
=
Fo
Fg

=
mω2R

mg
=

(
ω2

g

)
R, (3.10)

kde ω je úhlová rychlost a g je t́ıhové zrychleńı.
Úpravou rovnice (3.10) dostáváme vztah

dh =
ω2

g
R · dR.

Integraćı tohoto vztahu dostáváme:

h =

∫ R

0

(
ω2

g

)
RdR

h =

(
ω2

2g

)
R2 + k,

kde k je konstanta, která souviśı se zavedeńım souřadnic. Zvoĺıme-
li souřadnice h a R tak, že ve vrcholu paraboly bude R = h = 0 (viz
obrázek 3.3), bude i k = 0 a my tak můžeme pro popis tvaru povrchu
kapaliny v rotuj́ıćı nádobě použ́ıvat vztah

h =
ω2

2g
R2. (3.11)

3.2.4 Odvozeńı
”
pomoćı energíı“

S t́ımto zp̊usobem odvozeńım jsem se setkal poprvé v článku [26]. Bude
se zdát na prvńı pohled možná poněkud zdlouhavé, ale to, že stejnou
skutečnost dokážeme odvodit několika zp̊usoby, ukazuje jakousi vnitřńı
krásu fyziky a jsou nám tak odhalovány jednotlivé souvislosti ve fyzice.

Když necháme rotovat nádobu s kapalinou úhlovou rychlost́ı ω, po
jisté době se bude touto rychlost́ı otáčet nejen nádoba, ale i jej́ı obsah
(kapalina). Na libovolný malý

”
kousek“ kapaliny (o hmotnosti m), tak

bude p̊usobit trojice sil (viz obrázek 3.3). T́ıhová śıla
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~Fg = m~g

(m je hmotnost tělesa a ~g = (0, 0,−g) je t́ıhové zrychleńı), odstředivá
śıla

~Fo = mω2 ~R (3.12)

(~R je vektor kolmý k ose rotace; jeho počátečńı bod lež́ı na ose rotace
a koncový bod lež́ı v mı́stě vybraného

”
kousku“ kapaliny.) a tlaková śıla

~Ft daná p̊usobeńım okolńı kapaliny na vybraný
”
kousek“ kapaliny.

Potenciálńı energie, které př́ısluš́ı k t́ıhové śıle Fg a odstředivé śıle
Fo, přisṕıvaj́ı k celkové potenciálńı energii. Celková potenciálńı energie
Ecelk je tedy součtem potenciálńı t́ıhové energie Eg a potenciálńı energie
odstředivé śıly Eo.

Ecelk = Eg + Eo (3.13)

Abychom mohli spoč́ıtat jednotlivé energie, je třeba si uvědomit, jak je potenciálńı
energie zavedena.

Uvažujme hmotný bod ve vněǰśım konzervativńım silovém poli, které p̊usob́ı na
hmotný bod silou ~F . Změna potenciálńı energie hmotného bodu ∆Ep při přechodu
z počátečńı do koncové konfigurace je rovna záporně vzaté práci (∆Ep = −W ), kterou
při této změně vykonala śıla ~F . Změna potenciálńı energie hmotného bodu při jeho
přesunu z polohy ~r1 do polohy ~r2 po křivce ξ je tedy

∆Ep = −W = −
∫
ξ

~F (~r) · d~r.

Tento integrál však d́ıky konzervativnosti śıly ~F (~r) nezáviśı na tvaru křivky ξ a změna
potenciálńı energie souviśı pouze s polohou jej́ıho počátečńıho a koncového bodu.

Chceme-li tedy spoč́ıtat potenciálńı energii v daném mı́stě, stač́ı určit,
jak se změńı při přesunu objektu z mı́sta s nulovou potenciálńı energíı.

Určeme nejprve např. t́ıhovou potenciálńı energii. Zvoĺıme-li nulovou
hladinu Eg ve výšce h = 0, budeme pro určeńı t́ıhové potenciálńı energie
v obecné výšce h poč́ıtat integrál

Eg (h) = −
∫ (x2,y2,h)

(x1,y1,0)

~Fg · d~r = −
∫ (x2,y2,h)

(x1,y1,0)

m~g · d~r =
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= −
∫ (x2,y2,h)

(x1,y1,0)

m (0, 0,−g) · (dx, dy, dz) = m

∫ (x2,y2,h)

(x1,y1,0)

gdz =

= m

∫ h

0

gdz = mgh+ k′

Jelikož jsme zvolili nulovou hladinu Eg ve výšce h = 0, je k′ = 0 a my
tak přirozeně dostáváme známý vztah pro potenciálńı t́ıhovou energii

Eg (h) = mgh. (3.14)

Podobným zp̊usobem nalezneme vztah pro potenciálńı energii od-
středivé śıly Eo ve vzdálenosti R od osy rotace. Odstředivá śıla je dána
vztahem (3.12). Bez újmy na obecnosti můžeme brát ~R = (x, 0, 0) a osou
rotace necht’ je kartézská osa z. Pak potenciálńı odstředivou energii ve
vzdálenosti R od osy rotace budeme poč́ıtat jako integrál

Eo (R) = −
∫ (R,y2,z2)

(0,y1,z1)

mω2 ~R · d~r =

= −
∫ (R,y2,z2)

(0,y1,z1)

mω2 (x, 0, 0) · (dx, dy, dz) =

= −
∫ R

0

mω2xdx = −mω
2

2
R2 + k′′.

Nacháźıme-li se ovšem na ose rotace (tj. R = 0), je přirozené, aby
byla potenciálńı energie odstředivé śıly rovna nule. Voĺıme tedy k′′ = 0
a pro potenciálńı energii odstředivé śıly dostáváme vztah

Eo (r) = −mω
2

2
R2. (3.15)

Nyńı již dokážeme zjistit celkovou potenciálńı energii a jej́ı závislost
na výšce h a vzdálenosti od osy otáčeńı R. Do vztahu (3.13) dosad’me
závislosti (3.14), (3.15). Při ustáleném tvaru hladiny kapaliny je hladina
ekvipotenciálńı plochou. Celková potenciálńı energie libovolného kousku
hladiny je tedy konstantńı.

Ecelk = mgh− mω2

2
R2 = k

Ecelk = m

(
gh− ω2R2

2

)
= k
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Pro h = R = 0 dostáváme k = 0 a celková potenciálńı energie v ro-
tuj́ıćı soustavě je tedy dána vztahem

Ecelk = m

(
gh− ω2R2

2

)
= 0

Odtud již snadno vypočteme rovnici pro tvar hladiny.

h =
ω2

2g
R2, (3.16)

kde h je výška hladiny, nad jej́ım nejnižš́ım bodem, ve vzdálenosti R
od osy otáčeńı při úhlové rychlosti ω.

3.2.5 Shrnut́ı nalezených výsledk̊u

Několika metodami jsme dostali stejný vztah (3.3), (3.9), (3.11) a (3.16)

h =
ω2

2g
R2, (3.17)

kde h je výška hladiny nad jej́ım nejnižš́ım bodem ve vzdálenosti R
od osy otáčeńı při úhlové rychlosti ω, pro tvar hladiny kapaliny v rotuj́ıćı
nádobě. Jedná se o část paraboloidu.

3.3 Aparatura a technické provedeńı

Pro roztočeńı kapaliny jsem se rozhodl použ́ıt motor z inventáře KDF
MFF UK. Ing. Ludv́ık Němec vyrobil nástavec, na který je možno umı́stit
nádoby o r̊uzných pr̊uměrech. Pro následuj́ıćı experimenty jsem použil
zcela obyčejné plastové umyvadlo, které můžeme nalézt téměř v každé
domácnosti.

Otázkou bylo, jak odměřit tvar hladiny. Nechal jsem se inspirovat
článkem [26], kde odměřuj́ı tvar ztuhlé želatiny pomoćı 21 kovových
tyček, které zasouvaj́ı do jistého uṕınaćıho zař́ızeńı tak, aby se těsně
dotýkaly tuhého povrchu.

Dle mého názoru je velmi těžké naj́ıt takový roztok, který bude při
rotaci tuhnout a za jistou dobu udrž́ı sv̊uj tvar. Po několika nepř́ılǐs
zdařilých pokusech se sádrou jsem se rozhodl sestrojit podobné zař́ızeńı
(nákres viz obrázek 3.4), ale tak, aby bylo možné měřit tvar hladiny
př́ımo při rotaci.

Nejprve jsem pro ověřeńı tohoto mechanismu vyrobil provizorńı dře-
věnou konstrukci (viz obrázek 3.5). Jelikož jsem chtěl použ́ıt co největš́ı
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osa rotace

h

R

31 kovových tyček

voda

plastové umyvadlo

Obrázek 3.4: Schématický nákres zař́ızeńı pro měřeńı tvaru hladiny v ro-
tuj́ıćı nádobě za chodu.

nádobu, bylo třeba pro větš́ı přesnost použ́ıt v́ıce odeč́ıtaćıch tyček (cel-
kem 31). Jako posuvných tyček jsem použil obyčejných špejĺı. Každou
špejli jsem zajistil aretovaćım šroubkem, nemohlo tak doj́ıt k jej́ımu
pozděǰśımu posunut́ı při odeč́ıtáńı naměřených hodnot. Nevýhodnou této
pomůcky byly právě dřevěné špejle, které se snadno prohnuly a r̊uzně
deformovaly. Docházelo tak ke zvyšováńı nepřesnosti měřeńı. Ukázalo
se však, že i s touto jednoduchou pomůckou lze provést kvalitńı a až
nečekaně přesné měřeńı (viz výsledky experimentu 3.4.1).

Později bylo toto zař́ızeńı vyrobeno z kovu (z hlińıkových trubiček
a trámk̊u), viz obrázek 3.6. Dı́ky za jej́ı zhotoveńı patř́ı Ing. Ludv́ıku
Němcovi z KDF MFF UK.
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Obrázek 3.5: Provizorńı zkušebńı zař́ızeńı pro měřeńı tvaru kapaliny vy-
robené autorem práce.

Obrázek 3.6: Měř́ıćı zař́ızeńı pro určeńı parabolického povrchu kapaliny
v rotuj́ıćı nádobě vyrobené Ing. Ludv́ıkem Němcem.
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3.3.1 Měřeńı periody otáčeńı

Periodu otáčeńı jsem se rozhodl měřit pomoćı čidla zhotoveného z foto-
tranzistoru, které jsem připojil ke zvukové kartě poč́ıtače. Čidlo se skládá
pouze z jednoho fototranzistoru, jehož vývody jsou přivedeny pomoćı
kabelu na malý mono-jack (pr̊uměr 3, 5 mm), který je možné zasunout
do mikrofonńıho (r̊užového) vstupu zvukové karty poč́ıtače. Signál jsem
nahrával a zpracovával v programu Audacity.6 Na obrázku 3.7 je sché-
maticky znázorněno zapojeńı čidla.

Obrázek 3.7: Schéma připojeńı čidla k poč́ıtači.

Jelikož je čidlo citlivé na světlo, je potřeba převést periodičnost otá-
čeńı na periodičnost nějakého světelného signálu. To jsem provedl tak,
že jsem na rotuj́ıćı desku př́ıstroje připevnil značku odlǐsné barvy. (Je-
likož je deska světlá, použil jsem černou značku.) Před začátkem expe-
rimentu bylo čidlo připevněno na část aparatury (viz obrázek 3.6) tak,
aby bylo namı́̌rené na mı́sto desky, kterým bude při otáčeńı procházet
i černá značka. Při měřeńı se tato změna barvy rotuj́ıćıho kotouče proje-
vila prudkou změnou amplitudy nahrávaného signálu.

Bližš́ı popis a jiná využit́ı grafické karty poč́ıtače lze nalézt např́ıklad
v článku [33].

6Audacity je zvukový editor a rekordér pro nejr̊uzněǰśı operačńı systémy. Do-
movská stránka tohoto freewaru je <http://audacity.sourceforge.net/>, kde je také
možné źıskat nejnověǰśı verzi tohoto programu.

http://audacity.sourceforge.net/
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3.4 Experimentálńı ověřeńı teorie

Abych ověřil správnost teoretického odvozeńı, vynesu do grafu odečtené
body hladiny a prolož́ım jimi parabolu. Kvadratický koeficient této para-
boly pak bude porovnán s kvadratickým koeficientem ω2

2g
z rovnice (3.17).

3.4.1 Měřeńı pomoćı p̊uvodńıho měřidla

Plastové umyvadlo připevněné na aparatuře bylo částečně naplněno vo-
dou. Dále bylo zapotřeb́ı nechat nádobu rotovat. Po několika minutách
se na dně objevilo suché mı́sto. Postupně byla dolévána voda, ale vždy
tak aby nepřetekla. Jelikož však byla rychlost otáčeńı př́ılǐs veliká, suché
mı́sto na dně z̊ustalo a nádoba byla přesto plná po okraj. Hladina by tak
měla být část́ı rotačńıho paraboloidu (bez jeho vrcholové části). Po určeńı
periody otáčeńı7 byly nastaveny všechny špejle těsně k hladině, poté byla
z d̊uvodu kontroly opět určena perioda otáčeńı. Jelikož se špejle kroutily,
bylo nutné přenést polohy jejich koncových bod̊u nejprve na paṕır, odkud
bylo možné dobře odeč́ıtat hodnoty.

Obrázek 3.8: Odečteńı koncových bod̊u špejĺı na paṕır. Polohy těchto
bod̊u již lze snadno odeč́ıst a zpracovat je.

Naměřenými hodnotami (viz tabulka B.1) byla proložena parabola
(viz obrázek 3.9). Je patrné, že parabola dobře odpov́ıdá naměřenému
pr̊uběhu. V programu Excel byla určena rovnice této křivky. Nyńı je

7K měřeńı periody otáčeńı byl použit fototranzistor v kombinaci se zvukovou kar-
tou poč́ıtače a programem Audacity. Čidlo bylo připevněno ke stativu. (viz část 3.3.1)
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možné porovnat kvadratický koeficient této rovnice, který určuje tvar
paraboly8, s kvadratickým členem z teoreticky źıskaného vztahu (3.17).
Teoretický kvadratický koeficient je tedy dán vztahem

kt =
ω2

2g
=

2π2

gT 2
,

kde ω je úhlová rychlost, T perioda otáčeńı a g = 9, 81 ms−2 t́ıhové
zrychleńı.

Relativńı odchylka experimentálńıho a teoretického kvadratického čle-
nu byla vypočtena jako

δk = 2 · kt − ke

kt + ke

· 100 %.

-16 -8 8 16

R (cm)0

4

8

12

h (cm)

Obrázek 3.9: Body hladiny rotuj́ıćı kapaliny proložené parabolou.
Odeč́ıtáńı pomoćı špejĺı.

8Lineárńı a absolutńı koeficient udávaj́ı pouze posunut́ı paraboly v̊uči osám x, y.
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Tabulka 3.1: Hodnoty źıskané při měřeńı p̊uvodńım měřidlem.
rovnice experimentálně źıskané
paraboly: h = 4, 94R2 − 1, 52R + 0, 10
experimentálně źıskaný kvadratický
koeficient: ke

.
= 4, 94 m−1

perioda otáčeńı plastového umyvadla: T
.
= 0, 63 s

teoretický koeficient: kt = 4, 99 m−1

relativńı odchylka δk = 0, 9 %

Porovnáńım kvadratických koeficient̊u ke a kt z tabulky 3.1, zjǐst’ujeme,
že jejich vzájemná relativńı odchylka je přibližně 0, 9 %.

3.4.2 Měřeńı pomoćı kvalitněǰśı aparatury

S kvalitněǰśı aparaturou bylo provedeno 5 daľśıch měřeńı, v zásadě stejným
postupem jako byl popsán v článku 3.4.1. Měřeńı byla oč́ıslována jako 2-6.
Nav́ıc již bylo možné použ́ıt upravený motor s lepš́ım regulátorem otáček.
Bylo tak možné dosáhnout i nižš́ıch otáček (deľśıch period otáčeńı). I za
toto patř́ı d́ık Ing. Němcovi.

Postup je obdobný jako v předchoźım př́ıpadě.
Naměřené hodnoty bod̊u hladiny jsou uvedeny v tabulce B.2 (viz

př́ıloha B) a vyneseny do graf̊u 3.10 a 3.11. Porovnáńı teoretického ko-
eficientu kt a experimentálńıho koeficientu ke nalezneme v tabulce 3.2.

Tabulka 3.2: Daľśı měřeńı novou aparaturou.
č. m. symbol T (s) kt (m−1) ke (m−1) δk

2 4 0,64 4,86 4,67 4,0 %
3 2 0,72 3,86 3,83 0,8 %
4 ◦ 0,87 2,64 2,65 -0,6 %
5 � 0,88 2,61 2,56 2,0 %
6 + 1,21 1,37 1,35 2,2 %
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Obrázek 3.10: Body hladiny rotuj́ıćı kapaliny proložené parabolou.
Měřeńı č́ıslo 2, 4, 6. Odeč́ıtáńı pomoćı kvalitněǰśıho zař́ızeńı.
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Obrázek 3.11: Body hladiny rotuj́ıćı kapaliny proložené parabolou.
Měřeńı č́ıslo 3, 5. Odeč́ıtáńı pomoćı kvalitněǰśıho zař́ızeńı.

3.4.3 Shrnut́ı výsledk̊u experiment̊u

Jak je patrné z graf̊u 3.9, 3.10 a 3.11 lze naměřenými body hladiny dobře
proložit parabolu. Nav́ıc porovnáńım kvadratických koeficient̊u ke a kt

zjǐst’ujeme, že jejich vzájemná relativńı odchylka se pohybuje v řádu jed-
notek procent, v našem př́ıpadě to jsou maximálně 4 %. Jsou tyto čtyři
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procenta hodně? Odhadnut́ım relativńı chyby měřeńı se ukazuje, že ni-
koliv. Experimentálńı kvadratický koeficient je určován z naměřených
hodnot h a R, a plat́ı ke ∼ R2

h
. Odtud můžeme alespoň zhruba odhad-

nout relativńı chybu experimentálńıho určeńı kvadratického koeficientu
jako δke = 2δR + δh, kde δR je relativńı chyba měřeńı R a δh je rela-
tivńı chyba určeńı h. Odhad plat́ı sṕı̌se pro systematické chyby měřeńı;
náhodné chyby měřeńı se při výpočtu ke z mnoha bod̊u budou mı́t ten-
denci vyrušit a pro jejich vliv na výslednou chybu by platil složitěǰśı
vztah.

Jelikož neńı možné přibĺıžit se s odeč́ıtaćı tyčkou dokonale těsně k hla-
dině rotuj́ıćı kapaliny9, projev́ı se toto právě při určeńı výšky hladiny
kapaliny h. Je zřejmé, že absolutńı chyba ∆h bude minimálně 1 mm. Je-
likož se měřená výška kapaliny pohybuje maximálně do 120 mm, bude
relativńı chyba δh ∼ (1 − 2) %. Podobě lze odhadnou relativńı chybu
δR ∼ (1− 2) %.

Relativńı chybu experimentálńıho určeńı kvadratického koeficientu
tak můžeme zhruba odhadnout10 na δke = (3− 6) %.

Při výpočtu kt byla použita naměřená hodnota periody otáčeńı T .
Drobné koĺısáńı hodnoty T dává chybu opět maximálně v řádu procent.

Je tedy patrné, že hodnoty ke a kt se v rámci odhadnuté chyby měřeńı
shoduj́ı.

Z tabulek 3.1 a 3.2 také plyne, že až na jednu výjimku je ke < kt. Zdá
se tedy, že parabola určená z naměřených bod̊u hladiny neńı tak strmá
jak by odpov́ıdalo parabole při dané periodě otáčeńı. To může souviset
s t́ım, že u okraj̊u nádoby je možné lépe se s odeč́ıtaćı tyčkou přibĺıžit
hladině než uprostřed, kde je tato vzdálenost h̊uře pozorovatelná.

Celkově lze dle mého soudu ř́ıci, že zvolený zp̊usob měřeńı tohoto jevu
je pro ověřeńı parabolického povrchu kapaliny v rotuj́ıćı nádobě dobře
použitelný a vztah, který tento paraboloid určuje, je jasně pr̊ukazný.

Doporučený postup měřeńı

Při ověřováńı teoretických výsledk̊u nav́ıc vykrystalizoval následný po-
stup měřeńı, který mohu označit jako doporučený:

9Tyčka se nesmı́ hladiny dotýkat a nedá se zaručit, že všechny tyčky jsou od hladiny
stejně vzdáleny.

10Hrubý odhad realativńı chyby experimentálńıho koeficientu bychom také mohli
provést přič́ıtáńım náhodných č́ısel v rozmeźı (−0, 5; 0, 5) mm k naměřeným hodnotám
h a R. Toto lze snadno provést v aplikaci Excel, která obsahuje generátor náhodných
č́ısel. Relativńı odchylka maximálńıch a minimálńıch hodnot ke źıskaných při této
simulaci vycháźı pro jednotlivá měřeńı např́ıklad 0, 9 %, 1, 3 %, ale i 3, 2 %.
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1. Připrav́ıme nádobu s vodou (přiměřené množstv́ı) a umı́st́ıme ji na
otočnou desku aparatury. Nezapomeňme ji upevnit!

2. Zapneme motor a necháme umyvadlo rotovat do doby, kdy se již
nebude tvar hladiny měnit.

3. Vytvoř́ı-li se na dně nádoby suché mı́sto, opatrně doléváme vodu,
do doby kdy bude hladina celistvá.

4. Urč́ıme periodu otáčeńı. Máme-li možnost, měř́ıme periodu otáčeńı
po celou dobu nastavováńı tyček.

5. Pomalu zasouváme tyčky těsně k hladině. Dobrý zp̊usob může být
takový, že tyčku ponoř́ıme a pomalu ji vytahujeme až do chv́ıle, kdy
se právě

”
odtrhne“ od hladiny. Poté tyčku zaaretujeme šroubkem.

Takto nastav́ıme všechny tyčky.

6. Opět urč́ıme periodu otáčeńı. (Zejména pro kontrolu, abychom zjis-
tili, zda se během nastavováńı tyček nezměnila.)

7. Odečteme délky zasunutých tyček.

8. Zjǐstěná data zadáme do poč́ıtače. Použijeme např́ıklad program
Excel, nebo jiný program pro zpracováńı dat. Vytvoř́ıme tabulku
a graf (v Excelu tzv. bodový). Grafem prolož́ıme parabolu a urč́ıme
jej́ı rovnici.

9. Porovnáme kvadratický koeficient s vypočteným koeficientem. (Ten
źıskáme z naměřené hodnoty periody otáčeńı.)



Kapitola 4

Chováńı lodičky na roztočené
vodńı hladině

Již jsme prokázali, že hladina kapaliny v rotuj́ıćı nádobě má skutečně tvar
paraboloidu. Nyńı bychom si mohli položit otázku:

”
Co se stane, když na

takovou hladinu polož́ıme nějaký předmět nebo dokonce lodičku?“ Tento
problém jsem již s doc. Dvořákem nast́ınil v článku [31].

Abychom mohli tento problém řešit, muśıme si nejprve uvědomit,
jaké śıly budou na lodičku p̊usobit. Jistě to bude t́ıhová śıla a jelikož se
nacháźıme v rotuj́ıćı soustavě, tak také odstředivá śıla.

4.1 Teorie

Ukazuje se, že matematický popis uvedeného problému bude obecně
značně komplikovaný a jeho řešeńı přesáhne rámec nejen středoškolské,
ale i úvodńı vysokoškolské fyziky. Proto (vzhledem k zaměřeńı práce na
pokusy pro středoškoláky) se zde do obecného analytického resp. kvan-
titativńıho řešeńı nepoušt́ıme. Na kvalitativńı úrovni však daj́ı zaj́ımavé
výsledky již vcelku jednoduché úvahy. Jako model této situace si zvolme
lodičku, která bude tvořena malou kuličkou, která plave tak, že je pono-
řená právě polovinou svého objemu, a mı́sto kýlu a stěžně má úzké tyčky
(viz obrázek 4.1).

Nyńı tuto lodičku umı́st́ıme na hladinu rotuj́ıćı kapaliny tak, jak asi
předpokládáme, že bude jej́ı rovnovážná poloha. Položme ji tedy na hla-
dinu tak, že kýl a stěžeň jsou kolmé k hladině. Nyńı si promysleme, jak
to vypadá se silami, které p̊usob́ı na jednotlivé části lodičky.

Pro těžǐstě malé kuličky je to jasné. To se nacháźı na hladině kapaliny
a výslednice sil ~F kul

v , které na ně p̊usob́ı (t́ıhová ~F kul
g a odstředivá ~F kul

o ),

41
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je kolmá na hladinu kapaliny a až na znaménko je rovna velikosti tlakové
śıly kapaliny p̊usob́ıćı na kuličku. Půjdeme-li po kýlu směrem od těžǐstě
lodi, bude se odstředivá śıla p̊usob́ıćı na část kýlu zvětšovat (vzdaluji se

od osy otáčeńı), t́ıhová śıla však z̊ustává stejná. Výslednice sil na kýl ~F kyl
v

se tedy bude odchylovat od kolmice k hladině v kladném smyslu. Naproti
tomu pro stěžeň se odstředivá śıla ~F stez

o p̊usob́ıćı na část stěžně zmenšuje

a i zde z̊ustává t́ıhová śıla ~F stez
g stejná. Výslednice sil p̊usob́ıćıch na stěžen

~F stez
v tak bude od svislého směru odchýlena naopak v záporném smyslu.

Lodička se d́ıky silám p̊usob́ıćım na kýl a stěžeň naklońı. Otázkou
z̊ustává, jestli spadne úplně, či nikoliv.

~F kulo

~F kulg

~F kulv

~F kylo

~F kylg

~F kylv

~F kylt

~F kyln

~F stezo

~F stezg
~F stezv

~F stezt

~F stezn

Obrázek 4.1: Śıly p̊usob́ıćı na jednotlivé části lodičky

Rozděĺıme-li teoreticky problém lodičky na dvě části, na lodičku pouze
s kýlem a na lodičku pouze se stěžněm, dojdeme pomoćı předešlých úvah
k tomu, že lodička pouze s kýlem bude zřejmě tažena nahoru (k okraji
nádoby) a lodička pouze se stěžněm1 bude tažena dol̊u (do vrcholu para-
boloidu).

Tuto úvahu můžeme dále rozvinout tak, že pokud bude těžǐstě lodičky
pod hladinou, bude celá lodička tažena směrem k okraji nádoby. Pokud

1Toto je však pouze teoretická úvaha, nebot’ kulová lodička nemůže mı́t pouze
stěžeň.
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bude naopak těžǐstě nad hladinou, bude lodička pravděpodobně tažena
směrem dol̊u (k vrcholu vodńıho paraboloidu).

4.2 Aparatura a technické provedeńı

Pro ověřeńı teoretických úvah jsem použil téměř stejnou aparaturu jako
v prvńım experimentu2 v kapitole 3. Pro záznam jsem použil videokameru
zap̊ujčenou z KDF MFF UK. Záznam byl poř́ızen z mı́sta mimo rotuj́ıćı
soustavu.

4.3 Experimentálńı ověřeńı teorie

Jelikož při tomto experimentu neńı žádný vzorec k ověřováńı, bude se jed-
nat o experiment kvalitativńı. Budeme pozorovat, co se stane s lodičkou,
která má své těžǐstě nad hladinou a naopak s lodičkou, kterou na jej́ı
spodńı straně dostatečně zat́ıž́ıme.

Obrázek 4.2: Experiment s ping-pongovým mı́čkem (jako lodičkou).
Obrázek je složen z několika poĺıček natočeného videozáznamu. Časový
interval mezi jednotlivými poĺıčky filmu neńı konstantńı. Červená čára
naznačuje přibližný střed nádoby. Sńımky jsou uspořádány tak, že čas
nar̊ustá shora dol̊u.

2Motor k němuž je připevněna deska a na ńı je umı́stěno plastové umyvadlo s vo-
dou.
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Obrázek 4.3: Experiment s polystyrénem jako lodičkou. Obrázek je složen
z část́ı několika poĺıček natočeného videozáznamu. Časový interval mezi
jednotlivými poĺıčky je náhodný (neńı konstantńı). Modrá čára naznačuje
přibližný střed nádoby. Červeně je značen nezat́ıžený polystyrén a zelenou
tečkou je označen kousek polystyrénu zat́ıžený malým vrutem. Sńımky
jsou uspořádány chronologicky tak, že čas roste zleva doprava.

Pro experiment jsem jako model̊u lodiček využil polystyrén a ping-
pongový mı́ček. Pro zat́ıžeńı polystyrénu jsem použil malý vrut. Jak je
patrné z natočených videoklip̊u, které jsou uloženy na přiloženém CD
a obrázk̊u, je ping-pongový mı́ček (obrázek 4.2) a nezat́ıžený polystyrén
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(červeně značený na obrázku 4.3) po svém vložeńı na hladinu tažen dol̊u
do vrcholu paraboloidu. Naproti tomu, zat́ıž́ıme-li polystyrén (v tomto
př́ıpadě malým vrutem), je tento model lodičky (na obrázku 4.3 značen
zeleně) tažen nahoru k okraji nádoby. Lodička se tedy chová podle teo-
retických předpoklad̊u.



Kapitola 5

Olovnice v rotuj́ıćı soustavě
(Řet́ızkový kolotoč)

Následuj́ıćı experiment bývá částo v r̊uzných variantách poč́ıtán v základ-
ńıch fyzikálńıch kurzech na vysoké škole. Jedná se o závaž́ı o hmotnosti m
upevněné na konci tuhého vlákna konstantńı délky l, jehož hmotnost je
zanedbatelná a jehož druhý konec je upevněn na ramı́nku nenulové délky
R. Toto ramı́nko je upevněno na ose rotace, kolem které celé zař́ızeńı
rotuje (viz obrázek 5.1). Nás bude zaj́ımat, jaká je výchylka vlákna od
svislého směru v závislosti na délce závěsu l, délce ramı́nka R, hmotnosti
závaž́ı m a úhlové rychlosti ω.

~Fo

~Fg

~Ft

l

R

α

mω

Obrázek 5.1: Kulička hmotnosti m na závěsu délky l, který je připevněn
na rameni o délce R. Tato soustava se otáč́ı úhlovou rychlost́ı ω, na
kuličku p̊usob́ı odstředivá śıla ~Fo, t́ıhová śıla ~Fg a tahová śıla vlákna ~Ft.

Speciálńım př́ıpadem je tzv. kónické kyvadlo, u něhož je vlákno (závěs)
upevněno př́ımo na ose rotace, neboli délka ramı́nka R = 0 m. Kónickým

46
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kyvadlem a jeho daľśımi variantami se zabývá následuj́ıćı kapitola 6.

5.1 Teorie

Nyńı se pokusme spoč́ıtat, jak se olovnice (závaž́ı) vychýĺı, budeme-li
popsanou aparaturou točit?

Na kuličku na závěsu bude p̊usobit t́ıhová śıla ~Fg, odstředivá śıla ~Fo
a tahová śıla vlákna ~Ft.

Fg = mg

Fo = mω2r = mω2 (R + l sinα)

Jaký bude úhel α, který sv́ırá výslednice sil a závěs od svislice, v zá-
vislosti na délce závěsu l? Z geometrie této situace (viz obrázek 5.1) plyne
následuj́ıćı vztah pro tangens úhlu α.

tgα =
Fo
Fg

=
mω2 (R + l sinα)

mg
(5.1)

tgα =
ω2

g
(R + l sinα) (5.2)

Vztah pro výchylku závěsu α neobsahuje hmotnost závaž́ı, ale pouze
úhlovou rychlost ω, délku ramı́nka R a délku vlákna l.

Tento vztah (5.2) nelze jednoduše upravit na vztah typu α = f (l).
Než se pust́ıme do numerického řešeńı tohoto problému, můžeme si položit
několik otázek, abychom prověřili možnou správnost vztahu. Jaká bude
úhlová rychlost při nulové výchylce? Logicky by měla být nulová. Jaká
bude úhlová rychlost při výchylce π

2
? Zřejmě by měla r̊ust nade všechny

meze. Tyto úvahy lze matematicky podložit např́ıklad následuj́ıćımi od-
vozeńımi (5.3), (5.4).

jestliže α = 0, ∧ l, R 6= 0, pak

ω2 (R + l sin 0) = g tg 0

ω2R = 0

ω = 0 (5.3)

jestliže α =
π

2
, ∧ l, R 6= 0, pak
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ω2
(
R + l sin

π

2

)
= g tg

π

2
→ ∞

ω2 → ∞ (5.4)

Jelikož nelze rovnici (5.2) vyřešit jednoduše analyticky, muśıme se
pokusit źıskat vztah pro α některou z numerických metod (viz př́ıloha A).

5.1.1 Iterace

Jako nejsnazš́ı cestou vedoućı k ćıli se ukázala být metoda prosté iterace,
která neńı za použit́ı některého tabulkového procesoru nijak náročná.
Touto metodou sice neźıskáme analytický vzorec pro α, ale budeme tak
moci poč́ıtat předpokládané (teoretické) výsledky experimentu pro zvo-
lené parametry (úhlová rychlost otáčeńı, hmotnost kuličky, délka závěsu,
délka ramene).

Nejprve převedeme rovnici (5.2) na rovnici typu x = f̃(x), se kterou
budeme moci dále pracovat:

α = arctg

[
ω2R

g

(
1 +

l

R
sinα

)]
(5.5)

Označ́ıme-li

ω2R

g
= k

l

R
= ε,

můžeme psát rovnici (5.5) ve tvaru:

α = arctg [k (1 + ε sinα)] (5.6)

Rovnici (5.6) lze nyńı řešit iteracemi:

αn+1 = f̃ (αn) , kde f̃ (α) = arctg [k (1 + ε sinα)] a α0 = 0

Limita iteraćı je rovna α. Jsme však omezeni konečným počtem ite-
raćı. Ukázalo se, že pro malé k a malé ε (k < 0, 3, ε < 2) se lǐśı de-
vatenáctá a dvacátá iterace minimálně až na devátém platném mı́stě,
tj:

∆α19,20 =
|α20 − α19|

|pr̊uměr (α20, α19)|
≤ 10−9

a je tak možné hodnotu α20 pro malá k a malá ε s dobrou přesnost́ı
položit rovnu př́ımo α.
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5.1.2 Lineárńı aproximace - rozvoj do prvńıho řádu

Iterováńım dokážeme nalézt téměř přesnou hodnotu α pro předem zadané
podmı́nky. Tato metoda však nedává žádný (ani přibližný) vzoreček pro
α. Z tohoto d̊uvodu jsem se rozhodl provést dvě aproximace a naj́ıt tak
přibližné vzorce pro α v závislosti na zadaných podmı́nkách.

Návod na linearizaci a kvadratizaci, kterou źıskáme ńıže uvedené
vzorce, naleznete v př́ıloze A.

Funkci, kterou budeme rozv́ıjet, źıskáme jako nenulovou stranu anu-
lované rovnice (5.2), resp. (5.6):

f (α) = tgα− k (1 + ε sinα) = 0 (5.7)

Pro l→ 0 a tedy i ε→ 0 se rovnice (5.6) zredukuje na tvar

tgα = k.

Jako bod, ve kterém budeme provádět rozvoje, proto volme bod α0,
pro který plat́ı

tgα0 = k.

Abychom mohli vyjádřit rozvoj do prvńıho řádu funkce f , potřebujeme
znát hodnotu funkce f v bodě α0 a derivaci funkce f v bodě α0:

f(α0) = tgα0 − k − kε sinα0 = −kε sinα0

f ′(α0) =
1

cos2 α0

− kε cosα0 = 1 + tg 2α0 − tgα0ε cosα0 =

= 1 + k2 − ε sinα0

Rozvoj do prvńıho řádu funkce f v bodě α0 má pak tvar

T1 (α) = f (α0) + f ′ (α0) (α− α0) =

= −kε sinα0 +
(
1 + k2 − ε sinα0

)
(α− α0) .

Tento rozvoj položme roven nule (viz rovnice (5.7)), z tohoto vztahu
pak vypočteme α:

0 = −kε sinα0 +
(
1 + k2 − ε sinα0

)
(α− α0)

α = α0 +
kε sinα0

1 + k2 − ε sinα0
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Rozvojem funkce (5.7) do prvńıho řádu jsme tedy źıskali vztah

αlin = α0 +
kε sinα0

1 + k2 − ε sinα0

.

5.1.3 Kvadratická aproximace

Přesněǰśı by měl být rozvoj do druhého řádu. K jeho určeńı potřebujeme
znát nav́ıc hodnotu druhé derivace funkce f (5.7) v bodě α0.

f ′′ (α0) = 2 tgα0 + 2 tg 3α0 + kε sinα0 = 2k + 2k3 + kε sinα0

Rozvoj do druhého řádu má pak tvar:

T2 (α) = f (α0) + f ′ (α0) (α− α0) +
f ′′ (α0)

2
(α− α0)

2 =

= −kε sinα0 +
(
1 + k2 − ε sinα0

)
(α− α0) +

+

(
k + k3 +

kε

2
sinα0

)
(α− α0)

2

Polož́ıme-li T2 (α) = 0 a označ́ıme-li

a = k + k3 +
kε

2
sinα0, (5.8)

b = 1 + k2 − ε sinα0, (5.9)

c = −kε sinα0, (5.10)

dostáváme kvadratickou rovnici

a (α− α0)
2 + b (α− α0) + c = 0. (5.11)

Pro α, tak existuj́ı dvě možná řešeńı:

α1 = α0 −
b

2a
+

√
b2 − 4ac

2a

α2 = α0 −
b

2a
−
√
b2 − 4ac

2a

To je ovšem pouze matematické odvozeńı, po porovnáńı s výsledky
źıskanými iteracemi a linearizaćı zjǐst’ujeme, že pouze α1 odpov́ıdá hod-
notám źıskaných jinými metodami. Rozvojem funkce (5.7) do druhého
řádu jsme tedy źıskali vztah
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αkvadr = α0 −
b

2a
+

√
b2 − 4ac

2a
,

kde koeficienty a, b, c jsou dány vztahy (5.8), (5.9), (5.10).

5.1.4 Srovnáńı aproximaćı

Jelikož rozvoje do prvńıho a druhého řádu jsou pouze přibližné metody,
bude dobré ukázat, jaká je jejich přesnost, jak se navzájem lǐśı, a porovnat
je s některou nižš́ı iteraćı. Do grafu 5.2 vyneseme závislost relativńı chyby
úhlu α v závislosti na ε pro konstantńı k. Naopak do grafu 5.3 vyneseme
závislost relativńı chyby úhlu α v závislosti na k při konstantńım ε. Tyto
závislosti vynesme pro aproximaci do prvńıho a druhé řádu a také pro
druhou iteraci.

Relativńı chyba je dána vztahem

δ2,lin,kvadr =

∣∣∣∣α− α2,lin,kvadr

α

∣∣∣∣ · 100 %,

kde α je źıskáno jako dvacátá iterace a za α2,lin,kvadr dosazujeme dru-
hou iteraci, lineárńı aproximaci, nebo kvadratickou aproximaci podle
toho, kterou relativńı chybu poč́ıtáme.

0, 4 0, 8 1, 2 1, 6 2, 0

2

4

6

8

10

12

ε

δ (%)

δ2

δlin

δkvadr

Obrázek 5.2: Srovnáńı relativńıch chyb lineárńı a kvadratické aproxi-
mace s druhou iteraćı pro k = 0, 3. +. . . relativńı chyba druhé iterace;
♦. . . relativńı chyba lineárńı aproximace; 2. . . relativńı chyba kvadratické
aproximace.
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0, 4 0, 8 1, 2 1, 6 2, 0

2

4

6

k

δ (%)

δ2

δlin

δkvadr

Obrázek 5.3: Srovnáńı relativńıch chyb lineárńı a kvadratické aproxi-
mace s druhou iteraćı pro ε = 0, 5. +. . . relativńı chyba druhé iterace;
♦. . . relativńı chyba lineárńı aproximace; 2. . . relativńı chyba kvadratické
aproximace.

Z grafu 5.2 je patrné, že s rostoućım ε se zvyšuje i relativńı chyba δ.
Z grafu 5.3 je vidět, že pro malá k je rozvoj do prvńıho řádu přibližně

stejně přesný jako druhá iterace. Rozvoj do druhého řádu je pak pro malá
k ještě přesněǰśı než druhá iterace. Tyto intervaly se měńı v závislosti na
ε. Pro menš́ı ε je tento interval, kdy je kvadratická aproximace lepš́ı než
druhá iterace, větš́ı.

Po dosažeńı maximálńı hodnoty začne δ druhé iterace, linearizace
i kvadratické aproximace s rostoućım k klesat. Pokaždé však klesá s ji-
nou rychlost́ı. Nejrychleji se bĺıž́ı nule relativńı chyba druhé iterace, poté
kvadratické aproximace. Nejpomaleji klesá chyba lineárńı aproximace.
Pro k →∞ (tj. α→ π

2
) se bĺıž́ı všechny δ → 0.

Pokud bychom chtěli mı́t explicitńı vzorec pro úhel α, mohli bychom
použ́ıt vztahy źıskané lineárńı nebo kvadratickou aproximaćı. Museli by-
chom však poč́ıtat s t́ım, že se jedná pouze o přibližné vztahy a pro vyšš́ı
hodnoty ε již nejsou chyby těchto vztah̊u zanedbatelné.
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5.2 Aparatura a technické provedeńı

Obrázek 5.4: Aparatura pro experiment: olovnice v rotuj́ıćıch soustavě
(řet́ızkový kolotoč).

Pro experimentálńı ověřeńı byl použit stejný základ aparatury jako
v experimentu s rotuj́ıćı nádobou (viz kapitola 3). Na motor byla upevněna
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stejná deska, ke které byla do středu připevněna hlińıková tyčka o pr̊uměru
8 mm a délce 447 mm. Na jej́ım vrcholu je umı́stěno ramı́nko, na které
bylo připevněno druhé pro upevněńı bifilárńıho závěsu (viz fotografie na
obrázku 5.4). Jako závaž́ı bylo využito matiček.

Pro zaznamenáńı odchylek byla použita videokamera1 zap̊ujčená z vy-
baveńı KDF MFF UK. Kamera byla umı́stěna vně rotuj́ıćı soustavy, je-
likož by se nevešla na rotuj́ıćı desku. Pokud by se vzala deska větš́ı,
stejně by nebylo možné nafilmovat celý závěs, jelikož by byla kamera
př́ılǐs bĺızko a nav́ıc by byl celý rotuj́ıćı systém nestabilńı. Záznam byl
poř́ızen po částech, vždy krátký sńımek o délce několik sekund pro danou
frekvenci otáčeńı, délku závěsu a závaž́ı.

Většinu informaćı o analýze videozáznamu jsem načerpal na webových
stránkách RNDr. Jana Koupila [34]. Filmový záznam jsem převedl do
poč́ıtače pomoćı programu Windows Movie Maker2. Pomoćı programu
Virtual Dub3 jsem určil periodu otáčeńı soustavy. Programem Virtual
Dub jsem také nalezl jednotlivá poĺıčka filmu, která jsem mohl použ́ıt
pro daľśı analýzu. Na těchto poĺıčćıch filmu jsem poté v programu Corel
Draw určil vzájemnou polohu upevněńı závěsu matičky a středu (těžǐstě)
matičky. Z těchto údaj̊u již nebylo obt́ıžné dopoč́ıtat odchylku od svislého
směru.

5.3 Experimentálńı ověřeńı teorie

Experimentálńı ověřeńı jsem provedl dvěma měřeńımi s matićı o hmot-
nosti m = 2, 19 g. Experimentálńı data jsou zanesena do graf̊u 5.5 a 5.6.
Př́ıslušná data naleznete v př́ıloze B v tabulce B.3. Pro každé nastaveńı
experimentu (pro stejnou matičku, délku vlákna, délku ramı́nka a frek-
venci rotace) jsem odečetl úhel α z v́ıce vyhovuj́ıćıch poĺıček filmu. Ex-
perimentálńı úhel αe je pak jejich aritmetickým pr̊uměrem.

5.3.1 Shrnut́ı výsledk̊u experiment̊u

Z graf̊u 5.5 a 5.6 je patrné, že experimentálně naměřené hodnoty výchylky
závěsu α dobře odpov́ıdaj́ı teoretické závislosti (křivce), která byla pro-
ložena body źıskanými pro danou situaci iteracemi vzorce (5.6).

1Jedná se o videokameru Panasonic NV-GS400.
2Jednolivé úseky jsem uložil do poč́ıtače ve formátu DV-AVI. Ty jsem pak mohl

dále analyzovat.
3Virtual Dub je jednoduchý freeware pro střih videa, úpravy obrazu, apod.
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Obrázek 5.5: Graf závislosti výchylky závěsu na frekvenci otáčeńı pro
matici na závěsu o délce l = 105 mm upevněném na ramı́nku délky
R = 55 mm. Do grafu jsou vyneseny experimentálně źıskané hodnoty
pro matici o hmotnosti m = 2, 19 g. Př́ıslušná data viz tabulka B.3.
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Obrázek 5.6: Graf závislosti výchylky závěsu na frekvenci otáčeńı pro
matici na závěsu o délce l = 144 mm upevněném na ramı́nku délky
R = 55 mm. Do grafu jsou vyneseny experimentálně źıskané hodnoty
pro matici o hmotnosti m = 2, 19 g. Př́ıslušná data viz tabulka B.3.

Z tabulky B.3 si povšimněme, že odchylka teoretických hodnot, źıska-
ných pro danou frekvenci iteracemi, se od naměřených hodnot α lǐśı v pr̊u-
měru o 1, 7 %. Maximálně však přibližně o 6 %. Větš́ı odchylky odpov́ıdaj́ı
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předevš́ım nižš́ı úhlové rychlosti (též frekvenci), jelikož zde se projevuje
větš́ı strmost měřené závislosti. Stejná změna frekvence zde odpov́ıdá
větš́ı změně výchylky, než je tomu u vyšš́ıch frekvenćı.

Měli bychom se ptát, je-li chyba do 6 % přijatelná. Je nutné si uvě-
domit, že aparatura neńı naprosto dokonalá a celá se při rotaci chvěje.
Stejně i osa, na které je upevněno ramı́nko neńı naprosto tuhá, a proto se
při rotaci chvěje. Všechny tyto vlivy maj́ı pod́ıl na tom, že závěs při dané
úhlové rychlosti nesv́ırá se svislým směrem právě jeden neměnný úhel, ale
sṕı̌se kolem něj jemně kmitá. Daľśım vlivem, který může zp̊usobovat toto
vychylováńı z jedné konstantńı polohy je také již výše popsaný problém
závislosti výchylky na frekvenci, který v kombinaci s možnou nestálost́ı
otáček motoru a úmyslnou změnou4 otáček zp̊usob́ı rozkmitáńı vlákna.
Tyto výchylky dokumentuje i v tabulce B.3 uváděná hodnota variačńıho
koeficientu5 v(αe).

Jak je patrné z tabulky B.3, variačńı koeficient v(αe) se pohybuje
také maximálně do šesti procent. Opět je nižš́ı pro menš́ı frekvence.
I když δ a v(αe) naprosto přesně nekoreluj́ı pro jednotlivé frekvence,
je dle mého soudu pr̊ukazné, že naměřené hodnoty odpov́ıdaj́ı v rámci
možné přesnosti teoretickým předpoklad̊um.

4Úmyslnou změnou rozumějme to, že motor zaṕınáme nebo nastavujeme jinou
rychlost otáčeńı.

5Bližš́ı poznámka k variačńımu koeficientu je uvedena v př́ıloze B na straně 90.



Kapitola 6

Rotuj́ıćı závěs kuliček

Myšlenka tohoto experimentu vycháźı z předchoźıho pokusu, kterému je
věnována kapitola 5. Nyńı se však pod́ıváme na to, jak se problém změńı,
bude-li vlákno připevněno př́ımo k ose rotace, tj. délka ramı́nka je rovna
nule. Jedná se o tzv. kónické kyvadlo. Problém také budeme postupně
ztěžovat t́ım, že budeme pod sebe zavěšovat daľśı a daľśı závaž́ı. Co se
bude d́ıt, když těchto závaž́ı bude n?

6.1 Teorie

Pust’me se tedy nejprve do teoretického vyřešeńı těchto problémů. Jaké
budou odklony jednotlivých závěs̊u od svislice?

6.1.1 Jedna kulička (kónické kyvadlo)

Začněme jednou kuličkou. Jaký bude odklon (viz obrázek 6.1) závěsu
délky l kuličky o hmotnosti m od svislice, je-li úhlová rychlost rotace ω?

Na kuličku p̊usob́ı t́ıhová śıla ~Fg, odstředivá śıla ~Fo a tahová śıla

vlákna ~Ft
1.

Fg = mg

Fo = mω2r,

kde r je vzdálenost kuličky od osy rotace a plat́ı pro ni tedy

r = l sinα.

1Velikost tahové śıly vlákna neńı pro odvozeńı popisovaná v celé této kapitole
potřebná, proto ji neuvád́ım. Dala by se však snadno spoč́ıtat jako Ft = Fg

cosα = mg
cosα .

57
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Obrázek 6.1: Kónické kyvadlo: závěs s jednou kuličkou.

Aby byla výchylka kuličky při rotaci konstantńı, muśı být součet všech
sil, které na ni p̊usob́ı, roven nule.

~Ft + ~Fg + ~Fo = ~0

Z toho mimo jiné plyne (viz obrázek 6.1), že pro tgα plat́ı následuj́ıćı
vztah

tgα =
Fo
Fg

=
mω2r

mg
=
ω2r

g
=
ω2

g
l sinα. (6.1)

Vztah (6.1) bychom také mohli źıskat z rovnice (5.2) za předpokladu,
že R = 0 m. A tak je jasné, že ani výchylka kónického kyvadla neńı závislá
na hmotnosti kuličky.

Je zřejmé, že pro α = π
2

vztah (6.1) nemá smysl. Platila by však
limitńı verze tohoto vztahu, ze které ho plyne, že pokud α → 0, pak
ω2l → ∞. To znamená, že by rychlost otáčeńı rostla nad všechny meze,
nebo by se jednalo o nekonečně dlouhý závěs. Ani s jednou z těchto
možnost́ı se v praxi nesetkáme a proto je vylouč́ıme a budeme dále
předpokládat α 6= π

2
.

Vztah (6.1) můžeme dále upravovat:

sinα

cosα
=

ω2

g
l sinα,

0 =

(
ω2

g
l − 1

cosα

)
sinα.

Součin je roven nule, pokud je jeden z čitatel̊u roven nule, tj:
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cosα =
g

ω2
· 1

l
∨ sinα = 0. (6.2)

Dále nelze zapomenout na známou vlastnost goniometrických funkćı,
tj.: |sinα| ≤ 1 a |cosα| ≤ 1. Obecně může být g

ω2l
> 1. Pak tedy

nelze použ́ıt rovnici pro kosinus podmı́nky (6.2). V takovém př́ıpadě bude
muset platit sinα = 0, tzn. α = 0.

Pro odklon závěsu kuličky v závislosti na počátečńıch podmı́nkách
tak dostáváme následuj́ıćı vztahy:

pro ω < ω0 : α = 0, (6.3)

pro ω ≥ ω0 : α = arccos

(
g

ω2
· 1

l

)
, (6.4)

kde ω0 definujeme jako

ω0
def
=

√
g

l
. (6.5)
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Obrázek 6.2: Závislost výchylky závěsu jedné kuličky na parametrech
experimentu (na ω

ω0
).

Podle vztah̊u (6.3) a (6.4) byl sestrojen graf 6.2 závislosti úhlu α na
frekvenci otáčeńı f pro zafixovanou délku závěsu l.
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6.1.2 Dvě kuličky

Trošku složitěǰśı situace nastane, když na prvńı kuličku bude zavěšena
daľśı. Nyńı se tedy jedná o závěs se dvěma kuličkami. Je zřejmé, že na
každou z obou kuliček budou p̊usobit śıly o r̊uzných velikostech a r̊uzných
směrech. Celá tato situace je znázorněna na obrázku 6.3.

α1

m1

α2

m2

F1r

F1v

F1t

F2r

F2v

F2t

l1

l2

r

h

ω

Obrázek 6.3: Závěs se dvěma kuličkami. Tahová śıla druhého vlákna
p̊usob́ıćı na prvńı kuličku je již zahrnuta v silách ~F1r a ~F1v, proto neńı
na obrázku znázorněna. Bližš́ı popis p̊usob́ıćıch sil viz text této kapitoly.

Prvńı kulička

Na prvńı kuličku bude p̊usobit tahová śıla prvńıho vlákna o délce l1, dále
odstředivá śıla F1o, t́ıhová śıla F1g, ale také tahová śıla druhého vlákna
o délce l2. Tato tahová śıla druhého vlákna odpov́ıdá součtu odstředivé
a t́ıhové śıly p̊usob́ıćıch na druhou kuličku. Tyto čtyři se daj́ı převést na
tři śıly:

• ~F1t . . . Tahová śıla vlákna, na kterém prvńı kulička sama viśı.

• ~F1r . . . Radiálńı śıla, p̊usob́ıćı na prvńı kuličku ve směru od osy
rotace. Je dána součtem odstředivých sil p̊usob́ıćıch na obě kuličky.

• ~F1v . . . Vertikálńı śıla, p̊usob́ıćı na kuličku ve svislém směru. Je dána
součtem t́ıhových sil p̊usob́ıćıch na obě kuličky.
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Pro velikosti těchto sil tak plat́ı

F1v = F1g + F2g = (m1 +m2) g,

F1r = F1o + F2o = m1ω
2r1 +m2ω

2r2 = ω2 (m1r1 +m2r2) ,

kde pro r1 a r2 plat́ı

r1 = l1 sinα1

r2 = r1 + l2 sinα2 = l1 sinα1 + l2 sinα2

Druhá kulička

Na druhou kuličku p̊usob́ı opět tahová śıla vlákna l2, radiálńı śıla ~F2r,
která odpov́ıdá pouze odstředivé śıle p̊usob́ıćı na kuličku, a vertikálńı śıla
~F2v, která odpov́ıdá t́ıhové śıle p̊usob́ıćı na kuličku.

F2r = m2ω
2r2

F2v = m2g

Odklony závěs̊u od svislice

Hledáme takový stav, ve kterém budou odklony vláken α1 a α2 od svislice
pro danou úhlovou rychlost ω konstantńı. To znamená, že celková śıla
p̊usob́ıćı na jednotlivé kuličky muśı být nulová. Z geometrie této situace
(viz obrázek 6.3) tak pro úhly α1 a α2 plynou následuj́ıćı vztahy

tgα2 =
F2r

F2v

=
m2ω

2r2
m2g

=
ω2

g
(l1 sinα1 + l2 sinα2) (6.6)

tgα1 =
F1r

F1v

=
m1ω

2r1 +m2ω
2r2

m1g +m2g
=

=
m1ω

2l1 sinα1 +m2ω
2 (l1 sinα1 + l2 sinα2)

(m1 +m2) g
=

=
(m1 +m2)ω

2l1 sinα1 +m2ω
2l2 sinα2

(m1 +m2) g
=

=
ω2

g

(
l1 sinα1 +

m2

m1 +m2

l2 sinα2

)
(6.7)

Pro m2 = 0 přejde vztah pro tgα1 na vztah pro jednu kuličku
(kónické kyvadlo). Dále pro libovolné m1,m2 6= 0 plat́ı α1 < α2.
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Obrázek 6.4: Závislost výchylky závěs̊u na ω
ω0

pro dvě kuličky zavěšené
pod sebou. Délky závěs̊u: l1 = 0, 1 m, l2 = 0, 2 m; hmotnosti kuliček jsou
v poměru m1 : m2 = 5 : 1. Do grafu je také zanesena závislost rozd́ılu

(α2 − α1) na ω
ω0

. ω0 =
√

g
l1+l2

. Vynesené body byly vypočteny iteraćı

vztah̊u (6.8), (6.9) a jimi byly proloženy křivky představuj́ıćı hledané
závislosti.

Výpočet αi

Nijak jednoduše nelze vyjádřit vztah pro αi ani pro (α2−α1). Za zmı́nku
snad stoj́ı, že lze nalézt vcelku jednoduchý vzorec pro tgα1− tgα2, i když
možnost jeho využit́ı a užitečnost je zřejmě malá.

tgα2 − tgα1 =
ω2

g
l2 sinα2 −

m2

m1 +m2

ω2

g
l2 sinα2 =

=
m1

m1 +m2

ω2

g
l2 sinα2
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Abychom však mohli později porovnat teorii s experimentem, muśı-
me být schopni naj́ıt úhly α1 a α2 pro danou frekvenci (nebo úhlovou
rychlost), hmotnosti závaž́ı, délky závěsu. Toho doćıĺıme opět iteracemi,
tentokrát vztah̊u źıskaných úpravou rovnic (6.7) a (6.6):

α1 = arctg

[
ω2

g
(l1 sinα1 + l2 sinα2)

]
(6.8)

α2 = arctg

[
ω2

g

(
l1 sinα1 +

m2

m1 +m2

l2 sinα2

)]
(6.9)

Abychom mohli znázornit závislost αi(f), byly t́ımto zp̊usobem vypo-
čteny hodnoty α pro dva konkrétńı hmotné body na konkrétńıch závěsech
a několik frekvenćı. Stejně jako v př́ıpadě jedné kuličky byla frekvence f
přepočtena na ω

ω0
, kde

ω0
def
=

√
g

l1 + l2
.

Do grafu 6.4 jsou pak vyneseny úhly αi v závislosti na ω
ω0

. I zde se
ukazuje, že pro ω < ω0 jsou α1 = α2 = 0.

6.1.3 Tři kuličky

Ještě složitěǰśı situace nastane, budou-li pod sebou na závěsu zavěšeny
tři kuličky. Tuto situaci znázorňuje obrázek 6.5.

Stejně jako v př́ıpadě pro dvě kuličky mohu celkovou śılu na jednotlivé
kuličky rozdělit do tř́ı složek; na tahovou śılu vlákna ~Fit, radiálńı śılu ~Fir
a vertikálńı śılu ~Fiv. Pro jejich velikosti plat́ı:

F1r = (m1r1 +m2r2 +m3r3)ω
2,

F1v = (m1 +m2 +m3) g,

F2r = (m2r2 +m3r3)ω
2,

F2v = (m2 +m3) g,

F3r = m3ω
2r3,

F3v = m3g,

kde
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Obrázek 6.5: Závěs se třemi kuličkami.

r1 = l1 sinα1,

r2 = l1 sinα1 + l2 sinα2,

r3 = l1 sinα1 + l2 sinα3 + l3 sinα3.

Opět hledám závislost odchylky αi na úhlové rychlosti a na délce
závěs̊u.

tgα3 =
F3x

F3y

=
ω2

g
(l1 sinα1 + l2 sinα2 + l3 sinα3) (6.10)

tgα2 =
F2x

F2y

=
ω2

g

(
l1 sinα1 + l2 sinα2 +

m3

m2 +m3

l3 sinα3

)
(6.11)

tgα1 =
ω2

g

(
l1 sinα1 +

m2 +m3

m1 +m2 +m3

l2 sinα2 +

+
m3

m1 +m2 +m3

l3 sinα3

)
(6.12)

Z rovnic (6.10), (6.11), (6.12) je jasně vidět, že pro libovolné nenulové
hodnoty li a mi plat́ı, že bud’ tgα1 = tgα2 = tgα3 = 0 nebo 0 <
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tgα1 < tgα2 < tgα3. Jelikož je funkce tangens na intervalu
(
−π

2
; π

2

)
rostoućı a prostá, pak pro α1, α2 a α3 plat́ı:

α1 = α2 = α3 = 0 ∨ 0 < α1 < α2 < α3
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Obrázek 6.6: Závislost výchylky závěs̊u na ω
ω0

pro tři kuličky zavěšené pod
sebou. Délky závěs̊u: l1 = 0, 10 m, l2 = 0, 15 m, l3 = 0, 20 m; hmotnosti
kuliček jsou v poměru m1 : m2 : m3 = 5 : 2 : 1. Do grafu jsou také

zaneseny závislosti rozd́ıl̊u (α2 − α1) a (α3 − α2) na ω
ω0

. ω0 =
√

g
l1+l2+l3

.

Vynesené body byly vypočteny iteraćı vztah̊u (6.13), (6.14), (6.15) a jimi
byly proloženy křivky představuj́ıćı hledané závislosti.
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Výpočet αi

Abychom mohli ověřit experimentálně naměřená data, muśıme umět vy-
poč́ıtat úhly α1, α2, α3. Toho doćıĺıme iteraćı vztah̊u

α1 = arctg

[
ω2

g
(l1 sinα1 + l2 sinα2 + l3 sinα3)

]
, (6.13)

α2 = arctg

[
ω2

g

(
l1 sinα1 + l2 sinα2 +

m2

m2 +m3

l3 sinα3

)]
,(6.14)

α3 = arctg

[
ω2

g

(
l1 sinα1 +

m2 +m3

m1 +m2 +m3

l2 sinα2 +

+
m3

m1 +m2 +m3

l3 sinα3

)]
, (6.15)

které jsme źıskali úpravou rovnic (6.12), (6.11), (6.10). Takto byly
źıskány i hodnoty vynesené do grafu 6.6 a byla jimi proložena křivka
vyjadřuj́ıćı závislost αi(

ω
ω0

), kde

ω0
def
=

√
g

l1 + l2 + l3
.

Stejně jako pro př́ıpad jedné a dvou kuliček je nyńı z grafu 6.6 patrné,
že pro ω < ω0 jsou α1 = α2 = α3 = 0.

6.1.4 n kuliček

Fyzika je ovšem hloubavá věda a vždy se snaž́ı naj́ıt i hraničńı řešeńı,
proto se i my muśıme ptát, jaká bude odchylka αi pro závěs i-té kuličky,
jestliže bude pod sebou pověšeno n kuliček2? Co by se stalo, kdyby počet
těchto kuliček rostl do nekonečna?

Nyńı již nebudeme rozeb́ırat kuličku po kuličce. Zaměř́ıme se na libo-
volnou, ale pevně zvolenou, kuličku. Zaj́ımáme se tedy o śıly p̊usob́ıćı na
i-tou kuličku a odchylku i-tého závěsu od svislého směru. Celkovou śılu
p̊usob́ıćı na libovolnou kuličku lze rozložit na tři složky. Na tahovou śılu
vlákna, na kterém kulička viśı, na radiálńı složku, p̊usob́ıćı ve směru od
osy otáčeńı a na vertikálńı složku p̊usob́ıćı ve svislém směru. Tyto úvahy

2Bude se vlastně jednat o jakýsi řet́ızek. Dalo by se tak spekulovat, co bude mı́t
výsledný tvar společného s řetězovkou, tedy s křivkou, kterou vytvoř́ı řetěz, jež je za
své konce zavěšen v gravitačńım poli. V tomto př́ıpadě se však jedná o řet́ızek, který
má jeden konec volný.
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Obrázek 6.7: Závěs s n kuličkami. Z d̊uvodu přehlednosti jsou vynechány
popisky sil. Ty však již jasně plynou z předchoźıch obrázk̊u a z textu této
kapitoly.

již byly rozv́ıjeny výše v této kapitole. Pro radiálńı a vertikálńı složku
śıly p̊usob́ıćı na i-tou kuličku plat́ı

Fir = ω2

n∑
k=i

mkrk,

Fiv = g
n∑
k=i

mk,

kde

rk =
k∑
j=1

lj sinαj.

Pak radiálńı śıla má tvar

Fir = ω2

n∑
k=i

mk

k∑
j=1

lj sinαj.

Nyńı můžeme určit3 tangens odchylky αi i-tého závěsu od svislého
směru.

3Neuvád́ım celý výpočet. Je př́ılǐs zdlouhavý a nepřisṕıvá k objasněńı fyzikálńı
podstaty. Jednalo by se sṕı̌se o matematické cvičeńı na řady.
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g
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+
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j=i+1

mj
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j=i
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li+1 sinαi+1 + . . .+
mn
n∑
j=i
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ln sinαn

 (6.16)

Závěry

Jak se změńı αi bude-li se zvyšovat počet kuliček n? Pro zjed-
nodušeńı předpokládejme, že všechny kuličky maj́ı stejnou hmotnost m
a všechny provázky maj́ı stejnou délku l. Z rovnice (6.16) plyne, že úhel
αi se bude také zvětšovat. Stač́ı ukázat, že

tgαi(n+ 1)− tgαi(n) > 0 pro 1 ≤ i ≤ n ∈ N.

Jak se dá tento rozd́ıl vyč́ıslit?

tgαi(n+ 1)− tgαi(n) =

=
ω2l

g

n−i+1∑
k=1

k

(n− i+ 1) (n− i+ 2)
sinαi+k > 0
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Zvyšuje-li se tedy počet kuliček, vzroste i úhel αi, tj. odklon závěsu
i-té kuličky od svislice.

6.1.5 Zhodnoceńı

Pro situaci s jednou kuličkou źıskáváme jednoduché vzorce (6.3) a (6.4),
podle kterých lze ze znalosti délky závěsu l a úhlové rychlosti ω určit
odklon závěsu α. Úhel α v tomto př́ıpadě nezáviśı na hmotnosti kuličky.

Naproti tomu pro situaci, kdy je zavěšeno v́ıce kuliček pod sebou,
nebyly nalezeny jednoduché vzorce. Úhly αi je třeba poč́ıtat některou
z numerických metod. Jako dostatečná se ukazuje metoda prosté ite-
race, která dává velmi přesné výsledky již po dvaceti iteračńıch cyklech,
což za použit́ı poč́ıtače nečińı řešiteli větš́ı obt́ıže. Jej́ı velkou výhodou je
také jej́ı př́ımočarost. Řešitel se také obejde bez dovednosti programováńı
a vystač́ı si s jednoduchým tabulkovým procesorem (např. Microsoft Ex-
cel).

6.2 Aparatura a technické provedeńı

Pro experimentálńı ověřeńı byl použit stejný základ aparatury jako v ex-
perimentu s rotuj́ıćı nádobou (viz kapitola 3). Na motor byla upevněna
stejná deska, ke které byla do středu připevněna hlińıková tyčka o pr̊uměru
8 mm a délce 447 mm. Na jej́ım vrcholu je umı́stěno ramı́nko, které slouž́ı
pro připevněńı bifilárńıho závěsu prvńıho závaž́ı, ostatńı závaž́ı zavěšuji
již na jednoduchý závěs postupně pod sebe (viz obrázek 6.8 a fotografie
na obrázku 6.9). Mı́sto v teorii zmiňovaných kuliček, které dobře slouž́ı
jako přibĺıžeńı představy hmotného bodu, bylo použito matic r̊uzných
velikost́ı. Matice maj́ı tu výhodu, že jsou malé, lehké a dobře se k nim
přivazuj́ı provázky. Pro ověřeńı experimentu neńı podstatné, kolik jednot-
livá závaž́ıčka váž́ı. Podstatný je poměr hmotnost́ı jednotlivých závaž́ı.

Pro zaznamenáńı odchylek byla použita opět kamera. Bĺıže k vi-
deoměřeńı viz předchoźı kapitola 5.

6.3 Experimentálńı ověřeńı teorie

Své teoretické závěry jsem se rozhodl ověřit pro všechny tři př́ıpady; tj.
pro jedno, dvě i tři závaž́ı na závěsu. Měřeńı jsem provedl i pro r̊uzné
hmotnosti a délky závěs̊u.
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Obrázek 6.8: Aparatura pro měřeńı odchylky několika rotuj́ıćıch
zat́ıžených závěs̊u o r̊uzných délkách (l1, l2, l3). Prvńı zátěž je zavěšena
bifilárně. Celá aparatura se otáč́ı úhlovou rychlost́ı ω.

Pro každou konfiguraci závaž́ı4, délek závěs̊u a frekvenci jsem natočil
krátký videozáznam. Z něj jsem posléze vybral několik sńımk̊u (minimál-
ně však čtyři) vhodných k analýze. Tak jsem tedy nalezl několik hodnot
odchylek daného závěsu dané matice při jisté frekvenci otáčeńı. Z těchto
hodnot jsem vypočetl pr̊uměry, které jsou uvedeny dále, a které jsem
porovnal s hodnotami vypočtenými z teorie. Mimo frekvence otáčeńı f ,
experimentálńı hodnoty úhlu αe (zmiňovaná pr̊uměrná hodnota) a te-
oretické hodnoty αt jsou v tabulkách dále uvedeny: relativńı odchylka
teoretické a experimentálńı hodnoty δ a variačńı koeficient v(αe

i )
5.

Pro přehlednost uvád́ım u každé z možnost́ı (zavěšená jedna, dvě,
nebo tři matice) pouze př́ıslušný graf. Naměřené hodnoty jsou pak uve-
deny v př́ıloze v př́ıslušných tabulkách.

4Mı́sto závaž́ı jsem použil matice. Proto dále již budu mluvit pouze o matićıch, či
matičkách.

5Bĺıže k variačńımu koeficientu na straně 90.
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Obrázek 6.9: Aparatura pro experiment: rotuj́ıćı závěs kuliček.

6.3.1 Jedna kulička

Nejprve jsem se pustil do proměřeńı jediné matice na závěsu. Učinil jsem
tak pro tři matice o r̊uzných hmotnostech. Data źıskaná při těchto měřeńı
uvád́ım v tabulce B.4 a grafu 6.10, kde jsou také porovnána s teoretickými
údaji6.

Z grafu 6.10 je patrné, že hodnoty pro nižš́ı frekvence byly naměřeny
pouze pro nejlehč́ı matici. Je to z toho d̊uvodu, že u závěs̊u s těžš́ımi ma-
ticemi docházelo k jejich př́ılǐs velkým výkyv̊um. Hodnoty takto źıskané
by tud́ıž neměly př́ılǐs dobrou vypov́ıdaćı hodnotu o skutečné výchylce
vlákna.

6Teoretické hodnoty úhl̊u při daných frekvenćıch byly opět určeny ze vztah̊u (6.3)
a (6.4).
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Obrázek 6.10: Graf závislosti výchylky závěsu na frekvenci otáčeńı pro
matici na závěsu o délce l = 193 mm. (Křivka byla vynesena na základě
vztah̊u (6.3) a (6.4).) Do grafu jsou vyneseny také experimentálně źıskané
hodnoty pro matice o r̊uzných hmotnostech
+. . .m = 2, 19 g ; ♦. . .m = 4, 48 g; ◦. . .m = 10, 49 g. (data viz tabulka
B.4).

6.3.2 Dvě kuličky

Ověřeńı pro dvě závaž́ıčka zavěšená pod sebou bylo provedeno se dvěma
stejně těžkými maticemi. Naměřené hodnoty jsou vyneseny do grafu7

6.11 a zaznamenány v tabulce B.5.

7Teoretické křivky vynesené na tomto grafu byly źıskány, stejně jako v teoretické
části tohoto experimentu, iteracemi př́ıslušných vztah̊u (6.8) a (6.9).
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Obrázek 6.11: Graf závislosti výchylek závěs̊u dvou matic (m1 = m2 =
2, 19 g) o délkách l1 = 127, 4 mm (červená křivka) a l2 = 122, 4mm
(zelená křivka) na frekvenci otáčeńı. Graf je doplněn o experimentálně
naměřené hodnoty (data viz tabulka B.5). Experimentálńı body pro jed-
notlivé matice jsou vyneseny stejnou barvou jako teoretická křivka, ke
které př́ısluš́ı.

6.3.3 Tři kuličky

I pro ověřeńı vztahu tř́ı závaž́ıček pod sebou bylo použito tř́ı stejných
matic. Naměřené hodnoty jsou vyneseny do grafu8 6.12 a zaznamenány
v tabulce B.6.

6.3.4 Vı́ce kuliček

Pro v́ıce než tři kuličky jsem již měřeńı neprováděl, pouze jsem nechal
rotovat závěs osmi kuliček. Fotografie (obrázek 6.13) poř́ızené jednak fo-
toaparátem, jednak źıskané jako poĺıčka filmu, zachycuj́ı prohnut́ı závěsu
s matičkami.

8Teoretické křivky byly také vyneseny na základě iteraćı vztah̊u (6.13), (6.14)
a (6.15).
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Obrázek 6.12: Graf závislosti výchylek tř́ı závěs̊u matic (m1 = m2 =
m3 = 2, 19 g) o délkách l1 = 127, 4 mm (černá), l2 = 125, 2 mm (modrá)
a l3 = 118, 1 mm (červená). Graf je doplněn o experimentálně naměřené
hodnoty (data viz tabulka B.6). Experimentálńı body pro jednotlivé ma-
tice jsou vyneseny stejnou barvou jako teoretická křivka, ke které př́ısluš́ı.

6.3.5 Shrnut́ı výsledku experiment̊u

Jak je patrné z graf̊u 6.10, 6.11 a 6.12, naměřené hodnoty úhl̊u dobře
odpov́ıdaj́ı teoreticky určeným. Z př́ıslušných tabulek B.4, B.5 a B.6
plyne, že odchylka teoretických hodnot od experimentálńıch je v pr̊uměru
0, 59 %. Odchylka měřeńı je pro jednotlivé frekvence maximálně 6, 2 %.
Stejně jako i v předchoźım experimentu i zde hraje velkou roli rozkmitáńı
závěs̊u9. Variačńı koeficient10 v(αe

i ) i v tomto př́ıpadě udává mı́ru od-
chylky naměřených hodnot od pr̊uměru (tj. αe

i ) pro konkrétńı frekvenci.
Maximálńı (sṕı̌se výjimečná) hodnota variačńıho koeficientu11 je 12, 7 %,
mimo takovýchto několik výjimečných hodnot se většinou pohybuje opět
maximálně do 6 %. I u tohoto experimentu tak můžeme prohlásit, že ex-

9Možné př́ıčiny vzniku tohoto rozkmitáváńı byl již nast́ıněny v předešlé kapitole
v části 5.3.1 Shrnut́ı výsledku experiment̊u na straně 54.

10Bĺıže k variačńımu koeficientu na straně 90.
11Pro třet́ı variantu experimentu (tj. tři matičky zavěšené pod sebou) již z d̊uvodu

nedostatku mı́sta v tabulce B.6 hodnoty v(αe
i ) neuvád́ım. Jejich hodnota je nicméně

srovnatelná s hodnotami uváděnými při ostatńıch měřeńıch.
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Obrázek 6.13: Rotuj́ıćı závěs s osmi pod sebou uchycenými matičkami. Na
obrázku je zachyceno několik sńımk̊u při r̊uzné úhlové rychlosti otáčeńı.

perimentálńı hodnoty se v rámci možné přesnosti provedeńı experimentu
shoduj́ı s teoreticky vypočtenými hodnotami.



Závěr

V pr̊uběhu tvorby diplomové práce vykrystalizovaly náměty na čtyři ex-
perimenty v rotuj́ıćıch soustavách. Každému z nich byla věnována jedna
kapitola.

V prvńım experimentu byl zpracován námět na proměřováńı tvaru
hladiny vody v rotuj́ıćı nádobě. Bylo vyvinuto speciálńı zař́ızeńı pro
měřeńı tvaru hladiny kapaliny při rotaci. Byl tak vylepšen námět na-
lezený v literatuře, kdy bylo možné odměřovat body pouze na tuhém
tělese. Pomoćı této aparatury byl několika zp̊usoby ověřen teoreticky od-
vozený vztah pro tvar hladiny. Jedná se o experiment, který je časově
dosti náročný. Jak samo naměřeńı hodnot, tak i zpracováńı dat, které je
natolik složité, že je nutné ho provést pomoćı poč́ıtače.

Druhý experiment je sṕı̌se kvalitativńı povahy. Jeho námět vycháźı
z prvńıho experimentu. Otázkou je, jak se bude chovat model lodičky
na hladině vody v rotuj́ıćı nádobě v závislosti na poloze těžǐstě lodičky.
Teoreticky odvozené závěry byly i experimentálně ověřeny. Na přiloženém
CD jsou uloženy dva videosńımky, které toto chováńı dokumentuj́ı. Jedná
se o experiment, který neńı složitý a je tedy možné, aby ho prováděli
i méně zručńı studenti. Neńı ani časově náročný.

Třet́ı a čtvrtý experiment pojednávaj́ı o závaž́ıch zavěšených na vlák-
nech v rotuj́ıćı soustavě. Jsou také náročněǰśı na čas a zpracováńı, které
je opět nutné provádět pomoćı poč́ıtače. Kromě kónického kyvadla se
jedná o experimenty, které nejsou běžně v literatuře uváděny a řešeny.

Návrh prvńıho a druhého experimentu byl již prezentován na Ve-
letrhu nápad̊u učitel̊u fyziky 12 v Praze, stejně tak je obsahem článku
v př́ıslušném sborńıku [31].

Část materiál̊u může sloužit i jako návod při eventuelńım použit́ı
experiment̊u ve výuce fyziky.

Z výsledk̊u této práce plynou i některé problémy, které si zaslouž́ı
drobný komentář. Pěkným doplněńım prvńıho experimentu by bylo na-
lezeńı vhodného tekutého odrazového materiálu. Ten bychom pak mohli
použ́ıt pro konstrukci vlastńıho jednoduchého teleskopu (liquid mirror
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telescope). Druhý experiment byl pojat pouze kvalitativně, bylo by však
jistě velmi zaj́ımavé dořešit problém lodičky na rotuj́ıćı hladině i početně.
Všechny experimenty byly sńımány z vněǰsku rotuj́ıćı soustavy. Bylo by
však zřejmě mnohem názorněǰśı, kdyby se podařilo umı́stit kameru př́ımo
do rotuj́ıćı soustavy.

Pevně doufám, že některý ze zde zpracovaných námět̊u bude využit
v připravované interaktivńı laboratoři na MFF UK.
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Praha : VÚP, 2007. 100 s. Dostupný z WWW:
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[22] Kosmologické pojmy [online]. c2007 [cit. 2008-03-31]. Dostupný z
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Př́ıloha A

Použité matematické metody

Tato př́ıloha shrnuje informace běžně uváděné v učebnićıch matematické
analýzy. Je to z toho d̊uvodu, že zde uvedené pojmy se objevuj́ı i v práci
samotné a je tedy nutné shodnout se na značeńı a tyto matematické
metody okomentovat.

A.1 Taylor̊uv rozvoj

Chceme-li nějakou složitou funkci f(x) nahradit polynomem Tn(x) stupně
n, použijeme k tomu např́ıklad Taylor̊uv rozvoj. Polynom Tn(x) nazýváme
Taylorovým polynomem. Taylor̊uv rozvoj je vlastně lokálńı aproximace.
Aproximace znamená, že výsledný polynom dává hodnoty bĺızké p̊uvodńı
funkci. Lokálńı znamená, že hodnoty jsou bĺızké pouze v určitém okoĺı
bodu x0, ve kterém rozvoj poč́ıtáme. Stupeň n se nazývá řád aproximace.
Polynom má n + 1 člen̊u a podmı́nkou jeho existence je, aby p̊uvodńı
funkce f(x) měla derivace do řádu n, nebot’ od p̊uvodńıho rozvoje Tn(x)
požadujeme, aby se v bodě x0 shodoval s p̊uvodńı funkćı ve funkčńı hod-
notě i v derivaćıch do řádu n. To je i charakteristikou Taylorova poly-
nomu.

Taylor̊uv polynom stupně n funkce jedné proměnné f(x) má pak tvar

Tn(x) =
n∑
k=0

f (k) (x0)

k!
(x− x0)

k .

A.1.1 Lineárńı aproximace

Pro n = 1 dostáváme rozvoj do prvńıho řádu, neboli lineárńı aproxi-
maci funkce f(x). O lineárńı aproximaci (též linearizaci) se mluv́ı z toho
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d̊uvodu, že funkci f(x) vlastně nahrazujeme tečnou v bodě x0, jak je
patrné z následuj́ıćıho vztahu

T1(x) = f (x0) + f ′ (x0) (x− x0)

Lineárńı aproximace goniometrických funkćı

Pro malá č́ısla ε, tj. pro |ε| � 1, můžeme linearizovat funkce sin a cos
jako:

sin ε ≈ ε

cos ε ≈ 1

A.1.2 Kvadratické aproximace

Je-li n = 2 jedná se o rozvoj do druhého řádu nebo-li o kvadratickou apro-
ximaci funkce f(x). V okoĺı bodu x0 nahrad́ıme funkci f(x) polynomem
druhého stupně, tj. kvadratickou funkćı.

T2(x) = f (x0) + f ′ (x0) (x− x0) +
f ′′ (x0)

2
(x− x0)

2

Kvadratická aproximace goniometrických funkćı

Pro malá č́ısla ε, tj. pro |ε| � 1, provést rozvoj funkćı sin a cos do
druhého řádu jako:

sin ε ≈ ε

cos ε ≈ 1− ε2

2

A.2 Vybrané numerické metody řešeńı ne-

lineárńıch rovnic

I zdánlivě jednoduchá fyzikálńı úloha může vést k rovnićım, jejichž ana-
lytické řešeńı je velmi obt́ıžné, ne-li nemožné. V takovém př́ıpadě je nutné
použ́ıt nějaké přibližné numerické metody [35], [36]. Pokud by byl některý
z čtenář̊u inspirován úlohami, které jsou zpracovány v této práci, a chtěl
se pustit do řešeńı podobných problémů a neměl dostatečné matematické
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znalosti, budiž mu nápomocen tento přehled.

Pokud chceme hledat kořeny algebraické rovnice

f(x) = 0,

budeme tak činit iteračńımi metodami. Začneme přibližným odhadem
kořene x0 a tento odhad budeme postupně zpřesňovat x1, x2, .... Nový
odhad bude vypoč́ıtán z předchoźıch. Tato posloupnost je taková, že
v limitě dává hledaný kořen x.

lim
i→∞

xi = x

V numerickém řešeńı se vždy hledá výsledek pouze s určitou přesnost́ı
p, tj. takový člen posloupnosti xk, pro který plat́ı |f(xk)| < p.

Numerické metody řešeńı rovnice f(x) = 0 lze rozdělit na metody,
které vyžaduj́ı separaci kořen̊u a metody, které vyžaduj́ı dobrou počátečńı
aproximaci x0. Separovat kořeny znamená nalézt interval 〈a, b〉, pro který
plat́ı:

• f(a)f(b) < 0

• funkce f(x) je v intervalu spojitá

• v intervalu lež́ı jen jeden kořen

A.2.1 Metoda p̊uleńı intervalu

Tato metoda vyžaduje separaci kořen̊u. Znamená to, že známe interval
〈a, b〉 splňuj́ıćı podmı́nky uvedené výše. Nejprve rozděĺıme interval na
dvě části - střed označ́ım jako x1:

x1 =
a+ b

2

Poté zjist́ıme, zda x1 neodpov́ıdá hledanému řešeńı s předem stano-
venou přesnost́ı p:

|f(x1)| < p

Neńı-li tato podmı́nka splněna, je třeba zjistit zda

f(a)f(x1) < 0.

Pokud ano, nacháźı se kořen v intervalu 〈a, x1〉, v opačném př́ıpadě se
nacháźı v intervalu 〈x1, b〉. Tento postup opakujeme, dokud neńı nalezen
kořen s požadovanou přesnost́ı.
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x1a
b x1 b

a

Obrázek A.1: K metodě p̊uleńı intervalu.

A.2.2 Metoda prosté iterace

Tato metoda nevyžaduje separaci kořene, na druhou stranu muśıme od-
hadnout počátečńı aproximaci x0. Rovnici f(x) = 0 je nutné upravit na
tvar

x = g(x).

Poté provád́ıme iterace

xi+1 = g(xi).

Tento proces konverguje, pouze pokud v nějakém okoĺı kořene plat́ı
|g′(x)| < 1.

A.2.3 Metoda tečen (Newtonova)

Opět se jedná o iteračńı metodu vyžaduj́ıćı odhad počátečńı aproximace
x0. V tomto bodě sestroj́ıme tečnu ke grafu funkce f . Pr̊useč́ık s osou x
použijeme jako daľśı odhad kořene.

xi+1 = xi −
f(xi)

f ′(xi)

Pokud tato metoda konverguje, konverguje velice rychle. Pro hladkou
funkci vždy existuje okoĺı kořene, ve kterém metoda konverguje. Tato
metoda se většinou použ́ıvá v kombinaci s jinou metodou zaručuj́ıćı kon-
vergenci.
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xi

f(xi)

xi+1

f(xi+1)

Obrázek A.2: K metodě tečen.

A.2.4 Metoda sečen

Metoda sečen vycháźı z Newtonovi metody. Nyńı jsou však potřeba dva
počátečńı odhady. Mı́sto tečny se použ́ıvá sečna procházej́ıćı počátečńımi
body. Nový odhad kořene je pr̊useč́ıkem sečny a osy x.

xi+2 = xi −
xi+1 − xi

f(xi+1)− f(xi)
f(xi)

Tato metoda neńı vždy konvergentńı.

A.2.5 Metoda regula falsi

Je velmi podobná metodě p̊uleńı intervalu. Rozd́ıl je v tom, že mı́sto
středu p̊uvodńıho intervalu 〈a, b〉 (předchoźıch dvou odhad̊u) budeme
brát jako daľśı odhad pr̊useč́ık sečny procházej́ıćı těmito body s osou
x.

f(a)f(b) < 0

x1 = a− b−a
f(b)−f(a)

f(a)

Tato metoda je vždy konvergentńı.
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Tabulky naměřených dat

Tabulka B.1: Experimentálně zjǐstěné body hladiny vody v rotuj́ıćı
nádobě s p̊uvodńım měřidlem (se špejlemi). Tyto hodnoty jsou vyneseny
do grafu 3.9.

R (cm) -15.4 -14.3 -13.6 -12.3 -11.2 -10.3 -9.6 -8.3 -7.5 -6.3
h (cm) 10.4 8.6 7.5 5.6 4.6 3.6 2.9 1.7 1.1 0.4

R (cm) 5.1 6.4 7.7 8.3 9.9 10.7 11.6 12.5 14.1 14.8
h (cm) 0.0 0.6 1.5 1.9 3.3 4.1 5.2 6.3 8.2 9.3
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Př́ıloha B 89

Tabulka B.2: Experimentálně zjǐstěné body hladiny a odpov́ıdaj́ıćı peri-
ody otáčeńı. Všechna měřeńı byla provedena pomoćı kvalitńı aparatury
(kovové tyčky). Uvedené hodnoty byly použity při tvorbě graf̊u 3.10, 3.11.

R(m) h2(m) h3(m) h4(m) h5(m) h6(m)

-0,15 0,112 0,105 0,095 0,093
-0,14 0,099 0,096 0,087 0,086 0,077
-0,13 0,087 0,087 0,081 0,079 0,074
-0,12 0,074 0,074 0,073 0,073 0,070
-0,11 0,065 0,066 0,068 0,067 0,068
-0,10 0,055 0,058 0,062 0,062 0,064
-0,09 0,045 0,050 0,056 0,056 0,062
-0,08 0,037 0,044 0,052 0,053 0,061
-0,07 0,030 0,039 0,048 0,049 0,058
-0,06 0,025 0,034 0,045 0,045 0,057
-0,05 0,029 0,043 0,043 0,054
-0,04 0,026 0,040 0,040 0,053
-0,03 0,024 0,039 0,039 0,053
-0,02 0,022 0,036 0,038 0,052
-0,01 0,022 0,036 0,037 0,052
0,00 0,021 0,036 0,036 0,052
0,01 0,022 0,037 0,037 0,052
0,02 0,024 0,038 0,038 0,053
0,03 0,026 0,039 0,041 0,053
0,04 0,028 0,041 0,043 0,054
0,05 0,023 0,033 0,045 0,045 0,056
0,06 0,029 0,037 0,048 0,047 0,056
0,07 0,035 0,042 0,052 0,051 0,059
0,08 0,042 0,048 0,055 0,055 0,061
0,09 0,051 0,054 0,060 0,060 0,063
0,10 0,059 0,061 0,064 0,064 0,066
0,11 0,069 0,069 0,070 0,069 0,069
0,12 0,079 0,079 0,075 0,075 0,072
0,13 0,092 0,088 0,083 0,082 0,075
0,14 0,104 0,098 0,090 0,088
0,15 0,118 0,108 0,097
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Poznámka k variačńımu koeficientu:

v(αe) je variačńı koeficient. Je definován jako

v (αe) =
s (αe)

αe
· 100 %, (B.1)

kde s(αe) je výběrová směrodatná odchylka hodnoty αe. Úhel αe

je totiž pr̊uměrem několika experimentálńıch hodnot, proto má smysl
určovat jeho směrodatnou odchylku a tedy i variačńı koeficient.
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Tabulka B.3: Experimentálńı hodnoty naměřené pro matici o hmotnosti
m = 2, 19 g na závěsu délky l upevněném na ramı́nku délky R = 55 mm.
f . . . frekvence otáčeńı; αe. . . odklon závěsu źıskaný experimentálně;
αt. . . odklon závěsu vypočtený iteraćı vztahu (5.6); δ. . . relativńı odchylka
experimentu a teorie; v(αe). . . variačńı koeficient αe (viz strana 90).

l(mm) f(s−1) αe(◦) αt(◦) δ v(αe)

105 1,60 53,64 55,68 3,7% 4,6%
105 1,73 57,98 60,45 4,2% 6,1%
105 1,91 63,94 65,71 2,7% 1,2%
105 2,00 67,56 67,80 0,3% 5,5%
105 2,10 68,70 69,82 1,6% 1,8%
105 2,41 73,03 74,66 2,2% 3,4%
105 2,42 71,22 74,76 4,8% 2,3%
105 2,60 75,20 76,88 2,2% 2,0%
105 2,60 73,68 76,88 4,3% 0,9%
105 2,71 76,00 77,88 2,4% 2,5%
105 2,75 77,75 78,27 0,7% 2,5%
105 2,92 78,82 79,57 0,9% 1,8%
105 3,00 79,33 80,11 1,0% 2,1%
105 3,25 80,32 81,59 1,6% 1,7%

144 1,38 55,83 52,19 -6,7% 4,5%
144 1,50 55,83 58,07 3,9% 5,4%
144 1,68 62,81 64,49 2,6% 2,5%
144 1,86 67,10 69,19 3,1% 4,0%
144 2,06 72,58 73,11 0,7% 0,9%
144 2,07 72,76 73,34 0,8% 2,9%
144 2,10 74,69 73,79 -1,2% 1,4%
144 2,25 73,77 75,87 2,8% 2,0%
144 2,56 78,12 79,07 1,2% 1,3%
144 2,61 78,46 79,49 1,3% 2,1%
144 2,97 80,93 81,86 1,1% 0,2%
144 3,18 82,25 82,92 0,8% 1,4%
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Tabulka B.4: Experimentálńı hodnoty naměřené pro matici o hmotnosti
m na závěsu délky l = 193mm. f . . . frekvence otáčeńı; αe

i . . . odklon i-tého
závěsu źıskaný experimentálně; αt

i . . . odklon i-tého závěsu vypočtený
podle vztah̊u (6.3) a (6.4); δ. . . relativńı odchylka experimentu a teorie;
v(αe). . . variačńı koeficient αe (viz strana 90).

symbol m(g) f(s−1) αe(◦) αt(◦) δ v(αe)

+ 2,19 1,27 34,54 36,75 6,2% 5,0%
+ 2,19 1,48 54,80 53,75 -1,9% 8,1%
+ 2,19 1,71 65,56 63,93 -2,5% 6,6%
+ 2,19 1,77 62,60 65,73 4,9% 5,6%
+ 2,19 1,92 68,02 69,47 2,1% 5,3%
+ 2,19 1,93 69,37 69,85 0,7% 2,2%
+ 2,19 1,93 71,36 69,87 -2,1% 2,5%
+ 2,19 2,06 71,98 72,35 0,5% 0,7%
+ 2,19 2,07 70,23 72,60 3,3% 3,6%
+ 2,19 2,29 76,57 75,77 -1,1% 1,2%
+ 2,19 2,53 77,26 78,38 1,5% 3,7%
+ 2,19 2,67 79,10 79,57 0,6% 3,2%
+ 2,19 2,98 80,93 81,64 0,9% 0,8%
+ 2,19 3,16 82,15 82,59 0,5% 1,1%
+ 2,19 3,17 82,27 82,62 0,4% 0,9%
+ 2,19 3,38 82,97 83,52 0,7% 1,0%

♦ 4,48 1,80 64,97 66,59 2,47% 1,76%
♦ 4,48 1,95 71,39 70,21 -1,66% 0,88%
♦ 4,48 2,18 73,30 74,33 1,39% 2,22%
♦ 4,48 2,24 74,70 75,15 0,60% 0,97%
♦ 4,48 2,39 76,89 76,97 0,10% 1,54%
♦ 4,48 2,40 76,89 77,13 0,31% 3,83%
♦ 4,48 2,56 78,28 78,68 0,51% 2,58%
♦ 4,48 2,59 80,11 78,90 -1,53% 3,11%
♦ 4,48 2,72 80,18 79,99 -0,24% 2,74%
♦ 4,48 2,78 79,29 80,39 1,38% 1,29%
♦ 4,48 2,96 81,20 81,54 0,41% 1,31%
♦ 4,48 3,38 82,87 83,52 0,79% 0,37%

◦ 10,49 1,66 61,85 61,96 0,2% 12,7%
◦ 10,49 1,96 69,44 70,43 1,4% 1,4%
◦ 10,49 2,13 72,55 73,53 1,3% 1,8%
◦ 10,49 2,19 73,72 74,47 1,0% 2,6%
◦ 10,49 2,28 74,99 75,70 0,9% 1,2%
◦ 10,49 2,30 75,85 75,92 0,1% 1,2%
◦ 10,49 2,41 76,85 77,24 0,5% 3,1%
◦ 10,49 2,53 77,56 78,43 1,1% 3,7%
◦ 10,49 2,79 81,58 80,48 -1,4% 0,6%
◦ 10,49 2,97 81,56 81,63 0,1% 0,7%
◦ 10,49 3,16 82,35 82,61 0,3% 0,6%
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Tabulka B.5: Experimentálńı hodnoty naměřené pro dvě matice o hmot-
nostech m1 = m2 = 2, 19 g na závěsech o délkách l1 = 127, 4 mm,
l2 = 122, 4 mm. f . . . frekvence otáčeńı; αe

i . . . odklon i-tého závěsu źıskaný
experimentálně; αt

i . . . odklon i-tého závěsu vypočtený iteracemi vztah̊u
(6.8) a (6.9); δi. . . relativńı odchylka experimentálńı a teoretické hodnoty
αi; v(αe)i. . . variačńı koeficient αe

i (viz strana 90).

f(s−1) αe
1(
◦) αe

2(
◦) αt

1(
◦) αt

2(
◦) δ1 δ2 v(αe

1) v(αe
2)

1,23 35,05 43,34 34,75 43,48 0,9% -0,3% 9,3% 8,4%
1,25 37,59 43,89 36,89 45,68 1,9% -4,0% 2,5% 1,8%
1,38 47,88 54,45 48,32 56,58 -0,9% -3,8% 5,1% 6,8%
1,43 51,77 59,67 51,57 59,47 0,4% 0,3% 3,5% 4,0%
1,55 59,77 66,70 57,72 64,75 3,5% 3,0% 3,1% 2,0%
1,60 61,86 67,09 59,81 66,49 3,4% 0,9% 4,7% 6,0%
1,73 65,45 70,07 64,29 70,15 1,8% -0,1% 5,2% 5,1%
1,90 70,22 73,71 68,84 73,79 2,0% -0,1% 4,1% 2,9%
2,08 74,10 77,49 72,38 76,56 2,3% 1,2% 0,9% 2,3%
2,21 74,48 77,63 74,40 78,13 0,1% -0,6% 0,9% 1,0%
2,38 77,60 80,43 76,62 79,84 1,3% 0,7% 0,3% 0,4%

Tabulka B.6: Experimentálńı hodnoty naměřené pro tři matice. m1 =
m2 = m3 = 2, 19 g; l1 = 127, 4 mm, l2 = 125, 2 mm, l3 = 118, 1 mm.
f . . . frekvence otáčeńı; αe

i . . . odklon i-tého závěsu źıskaný experimentálně;
αt

i . . . odklon i-tého závěsu vypočtený iteracemi vztah̊u (6.13), (6.14)
a (6.15); δi. . . relativńı odchylka experimentálńı a teoretické hodnoty αi.

f(s−1) αe
1(
◦) αe

2(
◦) αe

3(
◦) αt

1(
◦) αt

2(
◦) αt

3(
◦) δα1 δα2 δα3

1,20 49,7 57,4 62,0 48,9 55,3 60,1 1,53% 3,78% 3,03%
1,28 54,2 61,0 64,9 54,3 60,2 64,5 -0,22% 1,36% 0,58%
1,29 54,7 61,5 66,2 54,8 60,7 64,9 -0,23% 1,31% 1,90%
1,37 58,8 65,0 68,5 59,1 64,5 68,3 -0,57% 0,82% 0,30%
1,46 62,9 68,1 71,5 62,7 67,6 71,0 0,23% 0,66% 0,71%
1,62 66,4 70,8 73,8 68,1 72,2 74,9 -2,60% -1,86% -1,53%
1,68 69,3 74,0 75,9 69,6 73,4 76,0 -0,47% 0,78% -0,11%
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Obsah přiloženého CD

Součást́ı diplomové práce je i CD, které obsahuje:

• Text diplomové práce ve formátu pdf s barevnými odkazy. Verze
určená pro použit́ı v poč́ıtači.

• Text diplomové práce ve formátu pdf s černě zbarvenými odkazy.
Verze určená pro tisk.

• Dva videozáznamy natočené v rámci druhého experimentu: chováńı
lodičky na roztočené vodńı hladině. Klipy demonstruj́ı pohyb mo-
del̊u lodiček po takovéto hladině.
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