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Mgr. Radka Lechnerová
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2.3.3 Přı́klady bodových procesů . . . . . . . . . . . . . . . 28
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2.5 MCMC, Metropolis-Hastingsův algoritmus . . . . . . . . . . 38
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Použité značenı́

(Ω,A,P) pravděpodobnostnı́ prostor
L(X) rozdělenı́ náhodné veličiny X
R(I) rovnoměrné rozdělenı́ na množině I
d
= rovnost rozdělenı́
∝ rovnost až na konstantu úměrnosti
≈ asymptotická rovnost
Rd d-rozměrný Eukleidovský prostor
B systém všech podmnožin Rd

F systém všech uzavřených podmnožin Rd

K systém všech konvexnı́ch kompaktnı́ch podmnožin Rd

K systém všech kompaktnı́ch podmnožin Rd

Nk systém konečných podmnožin Rd

Nlk systém lokálně konečných podmnožin Rd

R konvexnı́ okruh na Rd

B(·) rodina Borelovských podmnožin
B0(·) rodina omezených Borelovských podmnožin
Ed eukleidovská pohybová grupa
o počátek soustavy souřadnic
b(x, r) koule se středem v x a poloměrem r
δ Diracovo δ
1 indikátor množiny
νd(·) Lebesgueova mı́ra v Rd

ωd objem jednotkové koule v Rd

∂A hranice množiny A
|| · || eukleidovská norma na Rd

d(x,A) vzdálenost bodu x od množiny A
dH(A,B) Hausdorffova vzdálenost množin A,B ⊂ Rd

VV objemový podı́l v R3
	 Minkovského rozdı́l
⊕ Minkovského součet
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• morfologická operace uzavřenı́
◦ morfologická operace otevřenı́
ΦOU časový Coxův proces řı́zený Ornstein-Uhlenbeckovým procesem
#(·) počet bodů množiny
∼ sousedstvı́
α(n) faktoriálnı́ momentová mı́ra n-tého řádu
λ intenzita homogennı́ho bodového procesu
λ(2) součinová hustota 2. řádu
λ∗(·, ·) Papangelouova podmı́něná intenzita
F (·) sférická kontaktnı́ distribučnı́ funkce
g(·) párová korelačnı́ funkce
G(·) distribučnı́ funkce vzdálenostı́ nejbližšı́ch sousedů
J(·) J-funkce
K(·) K-funkce
L(·) L-funkce
N N-vzdálenost
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Kapitola 1

Úvod

Prostorová statistika se zabývá hodnocenı́m dat v Eukleidovském prostoru
Rd, d ≥ 2. Klasické dělenı́ prostorové statistiky na geostatistiku, data na
mřı́ži a bodové procesy pocházı́ z monografiı́ [13], [38]. Předložená diser-
tačnı́ práce je zaměřena předevšı́m na bodové procesy, viz [17], [29], [31],
[37], a jejich rozšı́řenı́ ve stochastické geometrii – modelovánı́ a statistiku
náhodných množin, viz [33], [43], [44]. Aplikace bodových procesů a ná-
hodných množin najdeme v mnoha vědnı́ch oborech, z nichž jmenujme
výzkum materiálů, biologii, astronomii, obrazovou analýzu, epidemiolo-
gii atd.

Po uvedenı́ širokých teoretických základů, resp. nutného výběru z nich po-
třebného k formulaci a řešenı́ stanovených cı́lů práce, jsou hlavnı́ přı́nosy a
výsledky rozděleny do třı́ částı́. Nejprve se zabýváme speciálnı́m modelem
vı́cerozměrných časových bodových procesů Coxova typu. V druhé části je
vyvinuta statistická metoda pro stochastickou geometrii. Posléze následujı́
tři aplikace prostorové statistiky na reálných datech. Dále o dosažených
výsledcı́ch podrobněji.

V kapitole 3 se zabýváme teoriı́ časového Coxova procesu řı́ze-
ného Ornstein-Uhlenbeckovým procesem v Rd (OUCP). Negaussovské
Ornstein-Uhlenbeckovy procesy byly vyvinuty pro aplikace ve financı́ch,
viz [5], [12]. Coxovy procesy založené na Lévyho procesech jsou popsány
v [11] a [36]. V práci uvažujeme OUCP, obsahem jsou teoretické výsledky a
počı́tačové simulace. Nejprve se zaměřı́me na závislost ve vı́cerozměrných
bodových procesech výše zmı́něného typu, k tomu je odvozena křı́žová
párová korelačnı́ funkce pro dvourozměrný OUCP, viz věta 3.2.
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Dále řešı́me problém nelineárnı́ho filtrovánı́ OUCP. Problém filtrovánı́ spo-
čı́vá v odhadnutı́ náhodné intenzity při daném pozorovánı́ výsledného bo-
dového procesu do času T . Obecně lze výsledek filtrovánı́ procesu zı́skat
řešenı́m stochastických diferenciálnı́ch rovnic, viz např. [17], [21], [41], což
v praxi vede na obtı́žný numerický problém. V článku [11] je popsán jiný
přı́stup aplikovaný na filtrovánı́ časoprostorových lognormálnı́ch Coxo-
vých procesů, který použı́vá simulace a kombinuje Bayesovský přı́stup a
MCMC (Markov Chain Monte Carlo). Obdobný postup jsme použili při
filtrovánı́ OUCP. V této práci jsou popsány dva různé způsoby, při kterých
využı́váme jak Bayesovský přı́stup, tak Metropolis-Hastingsův algoritmus
rozenı́ a zániku z třı́dy MCMC algoritmů. V prvnı́m z nich provádı́me dis-
kretizaci bodového procesu v čase, a tak pracujeme pouze s počtem událostı́
Coxova bodového procesu v jednotlivých intervalech. Druhý způsob jsme
založili na teorii konečných bodových procesů a dokázali geometrickou
ergodicitu řetězce generovaného výše zmı́něným algoritmem, viz věta 3.3.
Parametry popsaného modelu odhadujeme pomocı́ Newton-Raphsonovy
metody. Dosažené výsledky byly publikovány v [8] a [27].

V kapitole 4 se zabýváme statistickým testovánı́m rozdı́lů mezi dvěma
realizacemi náhodné množiny v Rd. To je problematika, která v základnı́
literatuře o stochastické geometrii nenı́ řešena. Pro velmi speciálnı́ modely
náhodných množin lze najı́t parametrické testy [43]. Našı́m cı́lem je zkon-
struovat neparametrický test pro obecnou situaci, kdy je k dispozici malý
počet nezávislých pozorovánı́ v okně, z nichž se každé sestává z velkého
počtu stochasticky nezávislých zrn v modelu „zárodek-zrno“. Test reaguje
na rozdı́ly individuálnı́ch charakteristik zrn i prostorového rozmı́stěnı́ zá-
rodků. Teoretickým základem statistické metody jsou N-vzdálenosti [24],
které umožňujı́ převést mnohorozměrnou úlohu na jednorozměrnou, přı́-
padně aplikovat přibližné permutačnı́ testy. Popsanou metodu použı́váme
k aplikaci porovnánı́ mikrostruktur hlinı́kových fóliı́, podkapitola 5.1. Pre-
zentované výsledky byly publikovány v [7], [9] a [25].

V kapitole 5 jsou ukázány tři různé aplikace stochastické geometrie a pro-
storové statistiky na reálných datech, přičemž prvnı́ dvě patřı́ do materiá-
lového výzkumu, třetı́ z nich je součástı́ výzkumu rozvoje e-Governmentu
v ČR. V podkapitole 5.1 porovnáváme mikrostruktury zachycené na ře-
zech tenkých fóliı́ hlinı́kových slitin pomocı́ testu vyvinutého v kapitole 4.
K faktorům ovlivňujı́cı́m mikrostrukturu materiálu patřı́ chemické složenı́
a technologie výroby. Porovnávánı́ miktrostruktur různých vzorků má
velký praktický význam při snižovánı́ nákladů na výrobu, tj. na změnu
technologie tak, aby došlo k úspoře nákladů, a to vše při zachovánı́ požado-
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vaných vlastnostı́ materiálu. V druhé aplikaci v podkapitole 5.2 je náhod-
nou množinou sjednocenı́ pórů v mikrostruktuře keramického plazmo-
vého nástřiku. Cı́lem je statisticky popsat dvě třı́dy těchto pórů, globulárnı́
resp. interlamelárnı́ plošné póry. Informace z neprůhledného trojrozměr-
ného vzorku nástřiku je zı́skána klasickou metalografickou metodou po-
stupného odbrušovánı́. Roviny řezu jsou snı́mány optickým mikroskopem
a zpracovány obrazovou analýzou prostředky matematické morfologie
[40]. Trojrozměrná rekonstrukce a odhady statistických charakteristik jsou
podrobně popsány. Jedná se o komplexnı́ analýzu složité mikrostruktury,
kde opět strukturnı́ geometrické parametry ovlivňujı́ vlastnosti materiálu.
Výsledky byly publikovány v [15], [19] a [20]. Ve třetı́ aplikaci v podka-
pitole 5.3 je ukázána aplikace bodových procesů ve výzkumu rozsahu
elektronizace veřejné správy. Zaváděnı́ informačnı́ch a komunikačnı́ch
technologiı́ ve veřejné správě, obecně nazývané jako e-Government, má
za cı́l celkové zefektivněnı́ výkonu veřejné správy a tı́m podpořenı́ soci-
oekonomického růstu ČR a zvýšenı́ kvality života občanů. Náš výzkum
je zaměřen na aktuálnı́ funkčnı́ elektronické podatelny úřadů územnı́ch
samosprávných celků, a to zejména s ohledem na jejich prostorové rozmı́s-
těnı́ v rámci ČR. Zı́skané výsledky jsou podstatné pro vytvořenı́ celkového
obrazu průběhu procesu e-Governmentu v České republice a plněnı́ „Stra-
tegie realizace Smart Administration“, která má za cı́l zajištěnı́ veřejné
správy a veřejných služeb celkově přispı́vajı́cı́ch ke zvyšovánı́ konkuren-
ceschopnosti české ekonomiky. Výsledky byly publikovány v [28].

Součástı́ disertačnı́ práce je rovněž CD s vybranými programy, které byly
vytvořeny v rámci prezentovaného výzkumu. Popis jednotlivých pro-
gramů je součástı́ CD.

Práce vznikla za podpory Grantové agentury AVČR, projekt
IAA101120604.
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Kapitola 2

Použité teoretické základy

Mějme Eukleidovský prostor Rd s borelovskou σ-algebrou B(Rd).

2.1 Morfologické transformace

Morfologické transformace jsou jednı́m z nástrojů matematické morfolo-
gie [40] a užı́vajı́ se v obrazové analýze na třı́dě B všech podmnožin Rd.
Jedná se o binárnı́ množinové transformace B × B → B. Do této transfor-
mace vstupuje kromě transformované množinyA rovněž strukturnı́ prvek
(množina) B.

Definice 2.1 Minkovského součet množin A ∈ B a B ∈ B je množinová
operace definována vztahem

A⊕B = {x+ y : x ∈ A, y ∈ B} =
⋃
y∈B

(A+ y).

Označme doplněk množiny A ∈ B symbolem AC .

Definice 2.2 Minkovského rozdı́l množin A ∈ B a B ∈ B je množinová
operace definována vztahem

A	B =
(
AC ⊕B

)C
=
⋂
y∈B

(A+ y).
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Obr. 2.1: Na obrázku jsou zobrazeny aplikace následujı́cı́ch morfologických
transformacı́ na (bı́lou) množinu A: a) dilatace, b) eroze, c) otevřenı́ a d) uza-
vřenı́. Za strukturnı́ prvek B byl pro všechny transformace zvolen vždy stejný
kruh se středem v počátku.

Označme B̆ symetrickou množinu s množinou B podle počátku soustavy
souřadnic (dále jen v „počátku“), tj.

B̆ = −B = {−x : x ∈ B}, B ∈ B.

Definice 2.3 Morfologickou transformacı́ dilatace množinyA ∈ B strukturnı́m
prvkem B ∈ B rozumı́me množinovou operaci, která je definována vztahem

A⊕ B̆ = {x− y : x ∈ A, y ∈ B}.

Definice 2.4 Morfologickou transformacı́ eroze množiny A ∈ B strukturnı́m
prvkem B ∈ B rozumı́me množinovou operaci, která je definována vztahem

A	 B̆ =
{
x ∈ Rd : (B + x) ⊂ A

}
.

Je-li množina B ∈ B symetrická podle počátku, potom dilatace je totožná
s Minkovským součtem a eroze je totožná s Minkovským rozdı́lem.

Složenı́m výše zmı́něných transformacı́ vzniknou morfologické transfor-
mace otevřenı́ a uzavřenı́.
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Definice 2.5 Otevřenı́ množiny A ∈ B strukturnı́m prvkem B ∈ B je mno-
žinová operace, která je definovaná jako eroze složená s Minkovským součtem,
tj.

A ◦B = (A	 B̆)⊕B. (2.1)

Definice 2.6 Uzavřenı́ množiny A ∈ B strukturnı́m prvkem B ∈ B je množi-
nová operace, která je definovaná jako dilatace složená s Minkovským rozdı́lem,
tj.

A •B = (A⊕ B̆)	B.

Na obrázku 2.1 je znázorněna aplikace morfologických transformacı́ dila-
tace (a), eroze (b), otevřenı́ (c) a uzavřenı́ (d) na množiny zobrazené bı́lou
barvou (viz A), přičemž jako strukturnı́ množina byl zvolen vždy stejný
kruh se středem v počátku (viz B).

Poznámka 2.1 Morfologické transformace jsou také využı́vány při počı́tačovém
zpracovánı́ obrazu. Prvnı́m krokem tohoto zpracovánı́ je digitalizace, kdy je obraz
např. pomocı́ digitálnı́ kamery nebo scanneru převeden na dvourozměrné pole
hodnot, nazývaných pixely. Jednotlivé hodnoty vyjadřujı́ barvu bodu odpovı́dajı́cı́
použitému barevnému systému. Častou operacı́ při následné úpravě zı́skaného pole
hodnot je převod na černobı́lý obraz, tj. na dvourozměrné pole čı́sel, z nichž každé
je z množiny 0,1, kde 0 odpovı́dá černé barvě a 1 barvě bı́lé. Je-li digitálnı́ obraz ve
„stupnı́ch šedi“, použı́vá se k převodu na černobı́lý obraz postup zvaný segmentace
neboli prahovánı́. Stupně šedi bývajı́ vyjádřené typicky čı́sly z intervalu [0, 255].
Vlastnı́ segmentace pak probı́há tak, že stanovı́me tzv. práh p, neboli hodnotu
„šedi“, a poté hodnoty 0 až p jsou nahrazeny hodnotou 0 a hodnoty (p+1) až 255
jsou nahrazeny hodnotou 1.

V takto upraveném (černobı́lém) obraze můžeme přı́močarým způsobem pomocı́
vhodných nástrojů obrazového analyzátoru měřit důležité parametry objektů na
obrázku zachycených. Např. hodnotu plochy zachyceného objektu odhadneme po-
čtem pixelů bı́lé resp. černé barvy v přı́slušné části obrazu a jeho přenásobenı́m
vhodným koeficientem závisejı́cı́m na konkrétnı́ měřı́tku zobrazenı́. Parametrům
objektů je věnována kapitola 2.2.

Abychom mohli lépe identifikovat zkoumané objekty, lze obraz upravit pomocı́
výše zmı́něných morfologických transformacı́. Transformace umožnı́ odstraněnı́
nežádoucı́ch obrazových defektů či artefaktů a naopak zachovajı́ (byt’ určitým
způsobem transformované) objekty, jejichž parametry chceme měřit (konkrétnı́
postupy měřenı́ jsou uvedeny v [40]). Poznamenejme, že uvedené transformace
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v tomto přı́padě aplikujeme na podmnožinu diskrétnı́ sı́tě dané použitým dvou-
rozměrným polem pixelů. Stejně tak je-li strukturnı́m prvkem např. kruh, potom
to v praxi znamená, že pracujeme např. s šestiúhelnı́kem či osmiúhelnı́kem (viz
obrázek 2.1, B).

Uvedená obrazová analýza byla použita v aplikacı́ch popsaných v kapitolách 5.1
a 5.2.

2.2 Modely objektů

Označme K systém všech konvexnı́ch kompaktnı́ch podmnožin Rd

a označmeR konvexnı́ okruh na Rd, tj. systém všech konečných sjednocenı́
množin z K.

Lze ukázat, že jestliže K1, K2 ∈ K, potom také ∀c ∈ R : cK1 ∈ K, K̆1 ∈ K,
K1 ∩K2 ∈ K, K1 ⊕K2 ∈ K.

V přı́padě konvexnı́ho okruhu platı́, že jestliže A1, A2 ∈ R, potom
A1 ∪ A2 ∈ R a A1 ∩ A2 ∈ R.

2.2.1 Parametry objektů

Nejprve zavedeme Hausdorffovu vzdálenost množin.

Definice 2.7 Hausdorffova vzdálenost množin A,B ⊂ Rd je dána jako

dH(A,B) = max(sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(b, A)),

kde
d(x,A) = inf

a ∈A
||x− a|| (2.2)

a || · || značı́ eukleidovskou normu na Rd.

Parametr objektu K ∈ K lze zapsat pomocı́ reálného funkcionálu µ defi-
novaného na K, který má následujı́cı́ vlastnosti

1. Řekneme, že funkcionálµ je pohybově invariantnı́, jestliže pro množinu
K ∈ K platı́

µ(m(K)) = µ(K), (2.3)
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kde m je prvek eukleidovské pohybové grupy Ed (tj. m je posunutı́,
otočenı́ nebo reflexe) a m(K) = {m(x) : x ∈ K}.

2. Řekneme, že funkcionál µ je monotónnı́, jestliže pro množiny
K1, K2 ∈ K platı́

K1 ⊂ K2 ⇒ µ(K1) ≤ µ(K2).

3. Řekneme, že funkcionál µ je spojitý, jestliže pro množiny Kn, K ∈ K,
n ∈ N, platı́ limn→∞ µ(Kn) = µ(K), pokud limn→∞ dH(Kn, K) = 0.

4. Řekneme, že funkcionál µ je aditivnı́, jestliže pro libovolné množiny
K1, K2 ∈ K takové, že K1 ∪K2 ∈ K, platı́

µ(K1) + µ(K2) = µ(K1 ∪K2) + µ(K1 ∩K2).

Výše uvedené vlastnosti splňujı́ Minkowského funkcionály W d
r (K) (viz např.

[3], [43]), které jsou definovány pro r = 0, . . . , d a K ∈ K jako

W d
r (K) =

ωd
ωd−r

∫
Lr

νd−r(pS⊥K)Ur(dS),

kde νl je l-rozměrná Lebesgueova mı́ra,Ll je množina všech l-podprostorů,
pS⊥K je ortogonálnı́ projekceK do d−l-podprostoru kolmého naS ∈ Ll,Ul
je rovnoměrné pravděpodobnostnı́ rozdělenı́ naLl aωl je objem l-rozměrné
jednotkové koule, tj. ωl = πl/2

Γ(1+l/2) .

Minkowského funkcionály jsou normovány tak, že pro jednotkovou kouli
jsou rovny jejı́mu objemu.

Věta 2.1 (Hadwigerův charakterizačnı́ teorém, Hadwiger (1957)): Každý nezá-
porný, pohybově invariantnı́, monotónnı́, aditivnı́ funkcionál µ definovaný na K
lze zapsat ve tvaru

µ(K) =
d∑
r=0

arW
d
r (K),

kde K ∈ K a ak jsou nezáporné konstanty závisejı́cı́ na µ.

Jestliže ak jsou libovolné reálné konstanty, pak lze ve větě 2.1 „nezáporný
monotónnı́ funkcionál“ µ nahradit „spojitým funkcionálem“ µ [43].
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Přı́klad 2.1 Necht’ K ∈ K. Pro Minkovského funkcionály platı́, že hodnota
W d
0 (K) = νd(K), hodnota dW d

1 (K) = νd−1(∂K), kde ∂K značı́ hranici množiny
K, W d

d (K) = ωd a (2/bd)Wd−1(K) je funkcionál střednı́ šı́řky b̄(K).

Konkrétně pro d = 1 dostáváme

W 1
0 (K) = l(K) = ν1(K), W 1

1 (K) = 2,

kde l(K) je délka intervalu K.

Pro d = 2 platı́

W 2
0 (K) = A(K) = ν2(K), W 2

1 (K) =
1
2
L(K) =

1
2
ν1(∂K), W 2

2 (K) = π,

kde A(K) je obsah množiny K a L(K) je délka jejı́ho obvodu.

Pro d = 3 platı́

W 3
0 = V (K) = ν3(K), W 3

1 =
1
3S(K) =

1
3ν2(∂K),

W 3
2 (K) =

3
2πb̄(K) =

1
3M(K), W 3

3 (K) =
4
3π,

kde V (K) je objem množiny K, S(K) je povrch K, b̄(K) je střednı́ šı́řka mno-
žiny K, kterou lze zapsat jako

b̄(K) =
1
2π

∫ π/2

0

∫ 2π
0

l(pβ,αK) sin βdαdβ,

kde l(pβ,αK) je délka projekce množiny K do přı́mky, která procházı́ počátkem a
bodem [sin β cosα, sin β sinα, cos β]. Integrál střednı́ křivosti M můžeme zapsat
pomocı́ střednı́ šı́řky jako

M(K) = 2πb̄(K).

Některé výsledky pro konvexnı́ kompaktnı́ množiny lze zobecnit pro mno-
žiny z konvexnı́ho okruhu R.

Aditivnı́ funkcionál µ na R je zobrazenı́ µ : R 7→ R takové, že µ(∅) = 0 a
pro A1, A2 ∈ R : µ(A1) + µ(A2) = µ(A1 ∪ A2) + µ(A1 ∩ A2).

Pohybová invariance funkcionálu na R je definována stejně jako na K.
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Důležitým přı́kladem aditivnı́ho a pohybově invariantnı́ho funkcionálu
naR je Euler-Poincarého charakteristika χ. Pro každou neprázdnou množinu
K ∈ K nabývá Euler-Poincarého charakteristika hodnoty

χ(K) = 1,

což můžeme pomocı́ principu inkluze a exkluze rozšı́řit na libovolnou
množinu A ∈ R. Tedy jestliže pro A platı́

A =
n⋃
i=1

Ki, pro Ki ∈ K,

potom

χ(A) =
n∑
i=1

χ(Ki)−
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

χ(Ki ∩Kj) + · · ·+ (−1)n−1χ(K1 ∩ · · · ∩Kn).

Pomocı́ Euler-Poincarého charakteristiky můžeme definovat zobecněné
Minkovského funkcionály W d

r , r = 0, . . . , d, jako

W d
r (A) =

ωd
ωd−r

∫
Lr

∫
S⊥
χ(A ∩ Ss)νd−r(ds)Ur(dS),

kde A ∈ R, S⊥ je (d− r)-podprostor procházejı́cı́ počátkem prostoru Rd a
zároveň je kolmý na S ∈ Lr, Ss = S + s. Zbylé značenı́ je stejné jako ve
vztahu 2.4.

Zobecněný Minkovský funkcionál je aditivnı́. Hodnota W d
0 (A) = νd(A)

je objem množiny A, dW d
1 (A) = νd−1(∂A) je povrch množiny A

a W d
d (A) = ωdχ(A).

Cavalieriho metoda odhadu objemu

Označme V (Y ) objem množiny Y ⊂ R3 a necht’V (Y ) < ∞. Cavalieriho
metoda se použı́vá pro odhad objemu množiny Y na základě znalosti ob-
sahů jejı́ch řezů, které jsou zachyceny v systematickém náhodném výběru
paralelnı́ch řezů s pevnou orientacı́

τ = {TU+mt,δ : m ∈ Z},
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kde t > 0 je vzdálenost mezi rovinami, Ta,δ je rovina řezu ve vzdálenosti a
od počátku ve směru normálového vektoru δ aU má rovnoměrné rozdělenı́
na [0, t), tj. L(U) = R([0, t)).

Informace o množině Y zı́skáme ze systematického náhodného výběru
jako systém paralelnı́ch řezů

τY = {Y ∩ TU+mt,δ : m ∈ Z},

kde t > 0 a L(U) = R([0, t)). Označme m-tou rovinu řezu symbolem
T(m) = TU+mt,δ. Objem V (Y )můžeme odhadnout vztahem

V̂ (Y ) = t
∑

m:Y ∩T(m) 6=∅

A(Y ∩ T(m)), (2.4)

Lze ukázat, že odhad (2.4) je nestranný a jeho rozptyl závisı́ na geometric-
kých vlastnostech množinyY . V přı́padě, že orientace řezů je L(δ) = R(S2+),
kde S2+ je kladná polokoule jednotkové koule se středem v počátku,
L(U) = R([0, t)) a U a δ jsou nezávislé. Dále jestliže je hranice ∂Y množiny
Y kompaktnı́ a jejı́ plochu označı́me S(∂Y ), potom pro rozptyl odhadu
platı́ (viz [3], s. 309)

var[V̂ (Y )] ≈ π

360
S(∂Y )t4, pro t malé.

2.2.2 Globálnı́ charakteristiky, objemový podı́l

Nynı́ uvedeme globálnı́ charakteristiky struktury, kterou modelujeme ná-
hodnou uzavřenou množinou. Necht’ K je systém všech kompaktnı́ch
podmnožin Rd.

Definice 2.8 Náhodná uzavřená množina Ξ je měřitelné zobrazenı́
Ξ : (Ω,A,P) 7→ (F,F), kde F je systém všech uzavřených podmnožin Rd a F
je nejmenšı́ σ-algebra podmnožin F, která zahrnuje všechny tzv. zasažené mno-
žiny, tj. FK = {F ∈ F : F ∩ K 6= ∅} pro K ∈ K. Rozdělenı́ množiny Ξ je
P (A) = P(Ξ ∈ A), A ∈ F .

Rozdělenı́ náhodné množiny Ξ je dáno rovněž kapacitnı́m funkcionálem TΞ,
který je definován jako

TΞ(K) = P(Ξ ∩K 6= ∅) = P (FK),

kde K ∈ K.

17



Definice 2.9 Řekneme, že TΞ je alternujı́cı́ Choquetův kapacitnı́ funkcionál
nekonečného řádu, jestliže pro K,K1, . . . , Kn ∈ K platı́

1. jestliže K1 ⊂ K2 · · · ⊂ K, potom limn→∞ TΞ(Kn) = TΞ(K),

2. Sn(K;K1, . . . , Kn) ≥ 0,
kde

Sn(K;K1, . . . , Kn) = Sn−1(K;K1, . . . , Kn−1)− Sn−1(K ∪Kn;K1, . . . , Kn−1)

a S0(K) = 1− TΞ(K).

Pro Sn(K;K1, . . . , Kn) platı́ [43]

Sn(K;K1, . . . , Kn) = P(Ξ ∩K = ∅,Ξ ∩K1 6= ∅, . . . ,Ξ ∩Kn 6= ∅),

kde TΞ(∅) = 0 a 0 ≤ TΞ(K) ≤ 1.

Věta 2.2 (Choquetova věta): Necht’ T je funkcionál na K. Potom zde existuje
právě jedno rozdělenı́ P na F takové, že P (FK) = T (K) právě tehdy, když T je
alternujı́cı́ Choquetův kapacitnı́ funkcionál nekonečného řádu a platı́

0 ≤ T (K) ≤ 1, pro K ∈ K

a T (∅) = 0.

Z Choquetovy věty vyplývá, že pro charakterizaci rozdělenı́ náhodné uza-
vřené množiny stačı́ znalost kapacitnı́ho funkcionálu.

Definice 2.10 Řekneme, že náhodná uzavřená množina Ξ je stacionárnı́, jestliže
Ξ a posunutá množina Ξx = Ξ + x pro libovolné x ∈ Rd majı́ stejné rozdělenı́.
Řekneme, že náhodná množina je stacionárnı́ a isotropnı́, jestliže pro každý pohyb
m ∈ Ed jsou rozdělenı́ Ξ a mΞ totožná.

Z Choquetovy věty vyplývá, že náhodná uzavřená množina je stacionárnı́
právě tehdy, když pro každou kompaktnı́ množinuK a každé x ∈ Rd platı́

TΞ(K) = TΞ(Kx).
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Podobně náhodná uzavřená množina je stacionárnı́ a isotropnı́ právě tehdy,
když platı́ pro všechna m ∈ Ed a K ∈ K

TΞ(K) = TΞ(gK).

V dalšı́m textu budeme uvažovat stacionárnı́ a isotropnı́ přı́pad náhodné
uzavřené množiny Ξ a budeme se věnovat nejdůležitějšı́ globálnı́ charak-
teristice, kterou je objemový podı́l.

Objemový podı́l V (d)V (někdy též označován např. VV v R3 či AA v R2) je
střednı́ objem Ξ na jednotku objemu, tedy

V
(d)
V = E(νd(Ξ ∩ [0, 1]d)).

Ze stacionarity vyplývá pro x ∈ Rd (viz [43], s. 201)

V
(d)
V = P(o ∈ Ξ) = P(x ∈ Ξ) = TΞ({o}).

Označı́me objemový podı́l v R3 jako VV := V
(3)
V , plošný podı́l v R2 jako

AA := V
(2)
V , lineárnı́ podı́l v R jako LL := V

(1)
V a v R0 bodový podı́l

PP := V
(0)
V . Pro objemový podı́l VV stacionárnı́ náhodné uzavřené mno-

žiny ΞV v R3 platı́
VV = AA = LL = PP . (2.5)

Interpretace rovnostı́ je následujı́cı́. Objemový podı́l VV je roven hodnotě
zı́skané průnikem ΞV libovolnou testovacı́ rovinou resp. přı́mkou resp.
bodovým systémem resp. změřenı́m plošného podı́lu AA resp. lineárnı́ho
podı́lu LL resp. bodového podı́lu PP v ΞV .

Dále uvedeme nestranné odhady charakteristik z (2.5), viz např. [33], kap.
3.2, přičemž podı́lové charakteristiky odhadujeme na základě pozorovánı́
průniku ΞV testovacı́ množinou W ⊂ Rd, kde 0 ≤ d ≤ 3.

Nestranný odhad PP je

P̂P =
1
n

n∑
i=1

1[xi∈Ξ],

kde xi jsou body testovacı́ mřı́žkyW , jejichž počet je n v testovacı́ množině
W . V aplikacı́ch často volı́me pravidelnou testovacı́ mřı́žku.

Nestranný odhad LL v R1, kde množinu W tvořı́ systém čar, např. sı́t’
paralelnı́ch úseček, je

L̂L =
L(Ξ ∩W )
L(W )

.
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Předpokládejme, že množinaW ⊂ R2 je kompaktnı́, např. obdélnı́k. Potom
následujı́cı́ odhad je nestranný

ÂA =
A(Ξ ∩W )
A(W )

.

Odhady rozptylu výše uvedených charakteristik závisı́ na autokorelaci Ξ a
volbě testovacı́ množinyW , viz [33], kap. 5. Dalšı́ podı́lové charakteristiky
včetně jejich odhadů jsou uvedeny např. v [3], [33], [43].

2.3 Bodové procesy

Necht’ (X , d) je lokálně kompaktnı́ úplný separabilnı́ metrický prostor.
Označme B(X ) rodinu borelovských podmnožin a B0(X ) rodinu omeze-
ných borelovských podmnožin množiny X . Označme (Ω,A,P) pravděpo-
dobnostnı́ prostor.

Definice 2.11 Mı́ra µ na (X ,B(X )) se nazývá lokálně konečná, jestliže
µ(B) < ∞ pro každé B ∈ B0(X ). Prostor lokálně konečných měr označı́me
M = M(X ). Necht’ M je nejmenšı́ σ-algebra na M, která tvořı́ zobrazenı́
µ 7→ µ(B) měřitelná pro všechna B ∈ B(X ).

Definice 2.12 Měřitelné zobrazenı́Ψ : (Ω,A,P) 7→ (M,M) nazýváme náhod-
nou mı́rou. Jejı́ rozdělenı́ PΨ−1 budeme značit PΨ.

Definice 2.13 Označme Nlk systém lokálně konečných podmnožin X
a Nlk = σ({x ∈ Nlk : x(B) = m}, B ∈ B(X ),m ∈ N0), kde x(B) = #(x ∩ B)
je čı́tacı́ mı́ra. Náhodný bodový proces X definovaný na X je měřitelné zobra-
zenı́ X : (Ω,A) 7→ (Nlk,Nlk). Rozdělenı́ PX náhodného bodového procesu X je
definováno jako PX(F ) = P({ω ∈ Ω : X(ω) ∈ F}) pro F ∈ Nlk.

Definice 2.14 Řekneme, že bodový proces X je jednoduchý bodový proces,
jestliže P(X ∈ N ∗

lk) = 1, kde N ∗
lk = {x ∈ Nlk : x({ξ}) ≤ 1 pro každé ξ ∈ X}.

Definice 2.15 Bodový proces X se nazývá konečný bodový proces, jestliže
X(X ) <∞.
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Realizace bodového procesu X budeme značit malým pı́smenem x.

V aplikacı́ch použı́váme Eukleidovský prostor Rd, tj. X = Rd. V některých
přı́padech se lze omezit na vlastnı́ podmnožiny Rd či jiné množiny, viz
např. [31], App. C.

Definice 2.16 Označme polský prostor M jako prostor kót a jejı́ borelovskou
σ-algebru symbolem B(M). Kótovaný bodový proces X na Rd je náhodná
posloupnost X = {[ξn;mn]}, kde body ξn tvořı́ bodový proces v Rd a mn ∈ M
jsou kóty odpovı́dajı́cı́ přı́slušnému xn.

Kóty mohou být různého typu, např. spojité veličiny (objem, průměr,. . . ),
indikátory typu, množiny.

2.3.1 Charakteristiky bodových procesů

Předpokládejme, žeX je jednoduchý bodový proces definovaný naX (dále
jen bodový proces). Postupně uvedeme charakteristiky prvnı́ho a druhého
řádu a jejich odhady. Při aplikovánı́ odhadů charakteristik bodových pro-
cesů je nutné se zabývat otázkou okrajových efektů. Okrajové efekty jsou
způsobené tı́m, že pracujeme s bodovým procesemX pozorovaném pouze
v omezeném pozorovacı́m okně W ∈ Rd, νd(W ) > 0 a nevı́me, jak vypadá
tento proces mimo toto okno.

Charakteristikou prvnı́ho řádu je tzv. mı́ra intenzity bodového procesu.

Definice 2.17 Řekneme, že Λ je mı́ra intenzity bodového procesu X , jestliže
platı́

Λ(·) = EX(·).
Pokud Λ lze vyjádřit jako Λ(B) =

∫
B
λ(ξ)dξ, kde λ je nezáporná funkce, potom

λ se nazývá funkcı́ intenzity. Jestliže funkce intenzity λ(ξ) je konstantnı́, tj.
λ(ξ) = λ, řekneme, že bodový proces je homogennı́ s intenzitou λ. V opačném
přı́padě bodový proces nazýváme nehomogennı́.

Definice 2.18 Momentová mı́ra n-tého řádu bodového procesu X je defino-
vána jako

M (n)(B1 × · · · ×Bn) = E[X(B1) · · ·X(Bn)],

kde B1, . . . , Bn ∈ B(X ).
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Definice 2.19 Faktoriálnı́ momentová mı́ra α(n) bodového procesu X na X n

je definována jako

α(n)(B1 × · · · ×Bn) = E
6=∑

ξ1,...,ξn∈X

1ξ1∈B1 · · ·1ξn∈Bn ,

kde B1, . . . , Bn ∈ B(X ) a sčı́tá se přes všechny n-tice různých bodů X .

Poznámka 2.2 Pro X s mı́rou intenzity Λ platı́

1. α(1) =M (1) = Λ,

2. VarX(B) =M (2)(B ×B)− (Λ(B))2 = α(2)(B ×B) + Λ(B)− (Λ(B))2,

3. M (n)(Bn) = E[X(B)]n,

4. α(n)(Bn) = EX(B)(X(B)− 1) · · · (X(B)− n+ 1),

kde B ∈ B(X ).

V dalšı́m textu položı́me X = Rd.

Definice 2.20 Bodový proces X na Rd se nazývá stacionárnı́, jestliže jeho roz-
dělenı́ je invariantnı́ vůči posunutı́, tj. pro všechna ξ ∈ Rd platı́

PX = PX+ξ,

kde X + ξ = {ξ + ζ : ζ ∈ X}.

Definice 2.21 Bodový procesX na Rd se nazývá isotropnı́, jestliže jeho rozdělenı́
je invariantnı́ vůči rotaci.

Lemma 2.1 Jestliže stacionárnı́ bodový proces X na Rd má mı́ru intenzity Λ,
která je lokálně konečná, potom existuje konstanta 0 ≤ λ < ∞ taková, že
Λ(·) = λνd(·).

Definice 2.22 Konstanta λ z předchozı́ho lemmatu se nazývá intenzita stacio-
nárnı́ho bodového procesu X .
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Nestranný odhad funkce intenzity λ můžeme ve stacionárnı́m přı́padě
bodového procesu zapsat jako

λ̂ =
n

νd(W )
, (2.6)

kde W ⊂ Rd je pozorovacı́ okno a n je počet pozorovaných bodů. Jiná
možnost odhadu funkce intenzity, která v některých přı́padech může být
vhodnějšı́ (viz [33]), je odhad pro λ2, konkrétně

λ̂2 =
n(n− 1)
(νd(W ))2

. (2.7)

V přı́padě nestacionárnı́ho bodového procesu můžeme pro odhad funkce
intenzity λ(·) použı́t jádrový odhad

λ̂h(s) =
∑

ξ∈W∩X

kh(s− ξ), (2.8)

kdeh je šı́řka pásma a kh nezáporná funkce, pro kterou platı́
∫

Rd kh(s)ds = 1.
Pro korekci okrajových efektů můžeme použı́t odhad

λ̃h(s) =
∑

ξ∈W∩X

kh(s− ξ)
ch(ξ)

, kde ch(ξ) =
∫
W

kh(t− ξ)dt.

Za jádrovou funkci kh lze napřı́klad volit gaussovskou jádrovou funkci

kh(x) =
1

h
√
2π
exp

{
− x2

2h2

}
(2.9)

nebo Epanečnikovovu jádrovou funkci

kh(u) =
1
4h

(
1−

(u
h

)2)
pro |u| ≤ h, (2.10)

= 0 jinak,

kde h je vhodně zvolená šı́řka pásma.

V dalšı́m textu budeme pracovat s faktoriálnı́ momentovou mı́rou druhého
řádu, kterou definujeme předpisem

α(2)(C) = E

[ 6=∑
ξ,η∈X

1[(ξ,η)∈C]

]
, C ∈ B(Rd)× B(Rd).

23



Definice 2.23 Jestliže faktoriálnı́ momentovou mı́ru druhého řádu lze vyjádřit
jako

α(2)(C) =
∫ ∫

1[(ξ,η)∈C]λ
(2)(ξ, η)dξdη, C ∈ B(Rd)× B(Rd),

kde λ(2) je nezáporná funkce, potom λ(2) nazýváme součinovou hustotou dru-
hého řádu.

2.3.2 Sumárnı́ statistiky

Prostorové rozmı́stěnı́ bodového procesu můžeme popsat charakteristi-
kami druhého řádu a distribučnı́mi funkcemi vzdálenostı́, tedy tzv. su-
márnı́mi statistikami. Sumárnı́ statistiky použı́váme pro testovánı́, zda
realizace bodového procesu (lze použı́t i pro kótované bodové procesy) se
shodujı́ s nějakým modelem bodového procesu. Shoda s modelem je často
založena na neparametrickém odhadu přı́slušné sumárnı́ statistiky.

Mezi sumárnı́ statistiky patřı́ charakteristiky druhého řádu a statistiky za-
ložené na charakterizaci vzdálenostı́ mezi body. Nejprve zavedeme charak-
teristiky druhého řádu – párovou korelačnı́ funkci g, K-funkci a L-funkci.

Definice 2.24 Necht’bodový proces X má funkci intenzity λ a mı́ra

K(B) = 1
νd(A)

E
6=∑

ξ,η∈X

1[ξ∈A,η−ξ∈B]
λ(ξ)λ(η)

, B ∈ B(Rd),

nezávisı́ na volbě A ∈ B(Rd) s 0 < νd(A) < ∞, kde a/0 := 0 pro a ≥ 0. Potom
K se nazývá redukovaná momentová mı́ra druhého řádu.

V přı́padě stacionárnı́ho bodového procesu X můžeme λK(B) interpreto-
vat jako podmı́něnou střednı́ hodnotu počtu bodů v B za podmı́nky, že
bodový proces X má bod v počátku.

Definice 2.25 Necht’ existuje funkce intenzity λ i součinová hustota druhého
řádu λ(2). Párová korelačnı́ funkce je definována jako

g(ξ, η) =
λ(2)(ξ, η)
λ(ξ)λ(η)

,

kde položı́me a
0 := 0 pro a ≥ 0.
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Definice 2.26 K-funkce je pro stacionárnı́ bodový proces definována jako

K(r) = K(b(o, r))

a L-funkce jako
L(r) = (K(r)/ωd)

1/d, r > 0. (2.11)

Z definice K-funkce a L-funkce je zřejmé, že mezi nimi existuje vzájemně
jednoznačné zobrazenı́. V přı́padě stacionárnı́ho bodového procesu s in-
tenzitou λ je λK(r) podmı́něná střednı́ hodnota počtu bodů do vzdálenosti
r od počátku za podmı́nky, že bodový proces X má bod v počátku.

Vztah mezi párovou korelačnı́ funkcı́ g a K-funkcı́ je pro stacionárnı́ isot-
ropnı́ bodový proces následujı́cı́

g(r) =
K ′(r)
dωdrd−1

. (2.12)

Mezi sumárnı́ statistiky založené na vzdálenosti mezi body počı́táme sfé-
rickou kontaktnı́ distribučnı́ funkci F , distribučnı́ funkci vzdálenosti nej-
bližšı́ch sousedů G a J-funkci.

Definice 2.27 Necht’X je stacionárnı́ bodový proces na Rd. Sférická kontaktnı́
distribučnı́ funkce je definována jako distribučnı́ funkce vzdálenostı́ od počátku
(či jiného fixnı́ho bodu) k nejbližšı́mu bodu v X , tj.

F (r) = 1− P(X(b(x0, r)) = 0), r ≥ 0.

Definice 2.28 Necht’X je stacionárnı́ bodový proces na Rd. Distribučnı́ funkce
vzdálenosti nejbližšı́ch sousedů je dána vztahem

G(r) = 1− P((X \ {ξ})(b(ξ, r)) = 0), r ≥ 0, ξ ∈ X.

Definice 2.29 J-funkce je definována jako

J(r) =
1−G(r)
1− F (r)

,

za předpokladu, že F (r) < 1.
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Následujı́cı́ odhady sumárnı́ch statistik jsou s korekcı́ okrajových efektů,
viz [2], [31] a [33], a jejich výběr byl proveden s ohledem na aplikace
popsané v kapitole 5.

Nejprve uvedeme tři nestranné odhady λ2K(·). Poznamenejme, že pokud
tyto odhady vydělı́me λ̂2 v (2.7), ztratı́me nestrannost odhadu K, přičemž
jeho vychýlenost a rozptyl roste s rostoucı́m r.

Nejjednoduššı́m z nich je mı́nusový výběr, ve kterém předpokládáme, že X
pozorujeme v menšı́m okně W	r = {η ∈ W : b(η, r) ⊆ W}. Potom

λ̂2K(r) =
∑

ξ∈X∩W	r

X(b(ξ, r) \ ξ)
νd(W	r)

Dalšı́m odhadem je Ripleyho odhad, který lze vyjádřit následovně

λ̂2K(r) =
6=∑

ξ,η∈X∩W

1[||ξ−η||≤r]
νd(W )

νd(∂b(ξ, ||ξ − η||))
νd(∂b(ξ, ||ξ − η||) ∩W )

.

Lze ukázat [38], že se jedná o nestranný odhad pro r < r0, kde
r0 = inf{t > 0 : νd(W (t)) < νd(W )} a W (t) = {ξ ∈ W : ∂b(ξ, t) ∩W 6= ∅}.

Poznámka 2.3 Výše uvedené odhady pro bodové procesy v R2 jsou také imple-
mentovány v balı́čku SPATSTAT programovacı́ho jazyka R (viz [47]).

V publikaci [33], která je věnována analýzám mikrostruktur, je uveden
odhad funkce K v prostoru R3 s použitı́m okennı́ funkce.

Definice 2.30 Okennı́ funkce cW je definována v R3 jako

cW (x) = ν3(W 	 {o, x}), x ∈ R3.

Rotačnı́ průměr okennı́ funkce c̄W je definován jako

c̄W (r) =
∫
S3
cW (r, τ)µ(dτ), (2.13)

kde S3 je jednotková sféra v R3.
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K odhadu K-funkce můžeme potom použı́t vztah (viz [33], kap. 9)

λ̂2K(r) = 2
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

1(0,r](dij)
c̄W (dij)

, r ≥ 0, (2.14)

kde dij je vzdálenost mezi body xi a xj , c̄W (·) je dána vztahem (2.13). Tento
odhad je nestranným odhadem λ2K(r), pokud platı́, že c̄W (r) > 0. Pro
odhad druhé mocniny intenzity použijeme vztah (2.7).

Poznámka 2.4 Pokud je pozorovacı́ okno W ve tvaru kvádru se stranami
a ≤ b ≤ c, lze okennı́ funkci vyjádřit jako (viz [33])

c̄W (r) = abc−
2(ab+ bc+ ac)

4
r +
2(a+ b+ c)
3π

r2 − r3

4π
, 0 ≤ r ≤ a.

Odhad L-funkce založı́me na některém z odhadů K-funkce a na definici
L-funkce (2.11), tedy

L̂(r) =

(
K̂(r)
ωd

)1/d
, r > 0. (2.15)

Máme-li stacionárnı́ isotropnı́ bodový proces, potom vztah mezi párovou
korelačnı́ funkcı́ g a K-funkcı́ je dán vztahem (2.12). Uved’me Ripleyho
odhad párové korelačnı́ funkce g, ve kterém je použit jádrový odhad s Ri-
pleyho korekčnı́m faktorem,

λ̂2g(r) =
6=∑

ξ,η∈X∩W

k(||ξ − η|| − r)
dωdrd−1νd(W )

· νd(∂b(ξ, ||ξ − η||))
νd(∂b(ξ, ||ξ − η||) ∩W )

, (2.16)

kde k je vhodná jádrová funkce, lze např. použı́t Epanečnikovo jádro (2.10).

Přı́klad jiného odhadu je pro R3 uveden v [33].

λ̂2g(r) =
2

4πr2c̄W (r)

n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

k(dij − r), r > 0,

kde dij je vzdálenost mezi body xi a xj , c̄W (·) je okennı́ funkce a k je vhodná
skoková, symetrická a nezáporná jádrová funkce, např. Epanečnikovo já-
dro (2.10). Tento odhad je nestranným odhadem λ2g(r), pokud platı́, že
c̄W (r) > 0. Pro odhad druhé mocniny intenzity opět použijeme vztah (2.7).
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Nynı́ se zaměřı́me na odhady distribučnı́ch funkcı́ vzdálenostı́, tj. sférickou
kontaktnı́ distribučnı́ funkci F a distribučnı́ funkci nejbližšı́ch sousedů G.
Různé metody odstraněnı́ okrajových efektů u odhadů jsou popsány v [2],
[31], [33]a [43]. Dále uvedeme Kaplan-Meierovy odhady funkcı́ F a G (viz
[31]).

Mějme realizaci bodového procesu x. Kaplan-Meierův odhad sférické kon-
taktnı́ distribučnı́ funkce F je dán vztahem

F̂KM(r) = 1−
∏
s≤r

(
1− #{ξ ∈ I : d(ξ, x) = s, d(ξ, x) ≤ d(ξ, ∂W}

#{ξ ∈ I : d(ξ, x) ≥ s, d(ξ, ∂W ) ≥ s}

)
, (2.17)

kde r > 0 a 0/0 := 0, I je konečná pravidelná mřı́žka bodů nezávisejı́cı́ na
X a d je vzdálenost (2.2).

Kaplan-Meierův odhad distribučnı́ funkce nejbližšı́ch sousedů G je dán
vztahem

ĜKM(r) = 1−
∏
s≤r

(
1− #{ξ ∈ x : d(ξ, x− ξ) = s, d(ξ, x− ξ) ≤ d(ξ, ∂W}

#{ξ ∈ x : d(ξ, x− ξ) ≥ s, d(ξ, ∂W ) ≥ s}

)
,

(2.18)
kde r > 0 a 0/0 := 0.

Na základě odhadů sférické kontaktnı́ distribučnı́ funkce a distribučnı́
funkce nejbližšı́ch sousedů můžeme odhad J-funkce napsat jako

Ĵ(r) =
1− ĜKM(r)

1− F̂KM(r)
,

pro F̂KM(r) < 1.

Poznamenejme, že Kaplan-Meierovy odhady nemusı́ být nutně distribučnı́
funkce, protože jejich maximálnı́ hodnota může být menšı́ než 1.

2.3.3 Přı́klady bodových procesů

V této kapitole uvedeme několik přı́kladů bodových procesů, soustředı́me
se předevšı́m na interakce mezi jejich body.
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Poissonův bodový proces

Poissonův bodový proces je náhodný bodový proces bez interakcı́ mezi
body a patřı́ mezi základnı́ bodové procesy.

Definice 2.31 Necht’Λ je lokálně konečná difůznı́ mı́ra na (X ,B(X )). Řekneme,
že X je Poissonův bodový proces, jestliže platı́

1. jsou-li pro všechna k ∈ N A1, . . . , Ak ∈ B(X ) po dvou disjunktnı́, potom
X(A1), . . . , X(Ak) jsou nezávislé náhodné veličiny,

2. P(X(B) = k) = Λk(B)
k! exp{−Λ(B)}, kde B ∈ B0(X ), k ∈ N0.

Poznámka 2.5

1. Pro dané Λ existuje právě jeden Poissonův bodový proces X s mı́rou inten-
zity Λ.

2. Jestliže X je homogennı́ Poissonův bodový proces na Rd, potom je také
stacionárnı́ a isotropnı́.

Tvrzenı́ 2.1 Pro Poissonův bodový proces s mı́rou intenzity Λ a n ∈ N, n ≥ 2,
platı́, že jeho faktoriálnı́ momentová mı́ra n-tého řádu je rovna n-té mocnině
intenzity, tj.

α(n) ≡ Λn.

Poznámka 2.6 Vzorce sumárnı́ch statistik pro homogennı́ Poissonův bodový
proces v Rd s intenzitou λ <∞ jsou následujı́cı́

pro r ≥ 0 : K(r) = ωdrd, L(r) = r,
pro r > 0 : g(r) = 1, F (r) = G(r) = 1− exp{−λωdrd},

J(r) = 1.

Obecně, pro bodový procesX a alespoň pro malé hodnoty r > 0můžeme usoudit na
výskyt shluků (přitažlivé interakce mezi body) resp. regularit (odpudivé interakce
mezi body) následovně (viz [31])
L(r)− r > 0 znamená shluky pro hodnoty menšı́ než r,
L(r)− r < 0 znamená regularity pro hodnoty menšı́ než r,
g(r) > 1 nebo F (r) < G(r) nebo J(r) < 1 znamená shluky ve vzdálenostech r,
g(r) < 1neboG(r) > F (r)neboJ(r) > 1 znamená regularity ve vzdálenostech r.
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Poznámka 2.7 Pro testovánı́ úplné prostorové náhodnosti s nulovou a alterna-
tivnı́ hypotézou

H0 : vzorek y je realizacı́ homogennı́ho Poissonova bodového procesu (2.19)
H1 : vzorek y nenı́ realizacı́ homogennı́ho Poissonova bodového procesu

jsou standardnı́m nástrojem testy Monte Carlo (viz např. [33]). Postup je násle-
dujı́cı́

1. pomocı́ vztahu (2.6) odhadnout intenzitu λ z realizace y,

2. pro i = 1 . . . n

(a) simulovat realizaci homogennı́ho Poissonova bodového procesu xi s od-
hadnutou intenzitou λ,

(b) pro xi odhadnout vybranou sumárnı́ statistiku s(r),

3. v každém bodě r zı́skáme n hodnot, které seřadı́me tak, že
s(1)(r) < · · · < s(n)(r), poté vykreslı́me hodnoty s(k)(r) a s(n−k)(r),

4. zı́skané hodnoty porovnat s hodnotami s(r) odhadnutými pro y.

Obálky z bodu 3 odpovı́dajı́ α% intervalu spolehlivosti testu (2.19), kde

α = 100 ∗ [1− (2k)/(n+ 1)].

Coxův bodový proces

Coxovy bodové procesy (neboli dvojně stochastické bodové procesy) jsou
odvozeny od Poissonova bodového procesu volbou náhodné mı́ry inten-
zity Λ.

Definice 2.32 Necht’Λ je náhodná mı́ra na X s rozdělenı́m Q na (M,M) a PΛ
je rozdělenı́ Poissonova bodového procesu s mı́rou intenzity Λ. Bodový proces Φ
s rozdělenı́m

QΦ(·) =
∫

PΛ(·)Q(dΛ)

nazýváme Coxův bodový proces (či dvojně stochastický Poissonův bodový pro-
ces) s řı́dı́cı́ mı́rou Λ.

Pro Coxův bodový proces platı́, že je jednoduchý, jestliže Q je definováno
na množině difúznı́ch, lokálně konečných měr, a je stacionárnı́, jestliže
řı́dı́cı́ mı́ra Λ je invariantnı́ vůči posunutı́.
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Tvrzenı́ 2.2 Pro Coxův bodový proces Φ a n ∈ N takové, že n ≥ 2 platı́, že jeho
faktoriálnı́ momentová mı́ra n-tého řádu je rovna momentové mı́ře jeho řı́dı́cı́ mı́ry
Λ, tj.

α
(n)
Φ = EΛn.

V přı́padě, že X = R+, potom hovořı́me o časovém Coxově bodovém pro-
cesu. Speciálnı́m přı́padem tohoto procesu se budeme zabývat v kapitole 3.
Ve stejné kapitole budeme rovněž pracovat s vı́cerozměrným Coxovým bo-
dovým procesem, který je definován následovně.

Definice 2.33 Necht’Λ = (Λ1, . . . ,Λn), kde pro i = 1, . . . , n jsou Λi náhodné
mı́ry na X s rozdělenı́mi Qi na (M,M) a PΛi

jsou rozdělenı́ nezávislých Pois-
sonových bodových procesů s mı́rou intenzity Λi. Necht’Φi jsou bodové procesy
s rozdělenı́mi

QΦi
(·) =

∫
PΛi
(·)Qi(dΛi).

Potom Φ = (Φ1, . . . ,Φn) nazýváme vı́cerozměrný Coxův bodový proces s řı́-
dı́cı́ mı́rou Λ.

Křı́žová párová korelačnı́ funkce pro Φi a Φj , i = 1 . . . n, j = 1 . . . n je
definovaná jako

gij(ξ, η) =
E[Λi(ξ)Λj(η)]
ρi(ξ)ρj(η)

, (2.20)

kde ρk(ξ) je funkce intenzity Φk.

Shlukové procesy

Předpokládejme, že X = Rd.

Definice 2.34 Necht’Y je bodový proces v Rd a každému jeho bodu ζ přiřadı́me
konečný bodový proces Zζ . Řı́káme, že

X =
⋃
ζ∈Y

Zζ

je shlukový bodový proces v Rd.
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Proces Y nazýváme rodičovský bodový proces a procesy Zζ nazýváme
dceřiné bodové procesy (shluky). V dalšı́m textu se budeme držet tohoto
značenı́.

Definice 2.35 Řekneme, že bodový proces X je Poissonův shlukový bodový
proces, jestliže se jedná o shlukový proces, kde Y je Poissonův bodový proces a při
daném Y jsou Zζ podmı́něně nezávislé.

Označme Zζ − ζ jako posunutı́ procesu Zζ do počátku soustavy souřad-
nic Rd.

Definice 2.36 Řekneme, že X je Neymann-Scottův bodový proces, jestliže
X je Poissonův shlukový bodový proces takový, že při daném Y jsou počty bodů
procesu Zζ(Rd) nezávislé stejně rozdělené celočı́selné náhodné veličiny a body
η ∈ ∪ζ∈Y (Zζ − ζ) jsou nezávislé stejně rozdělené s hustotou pravděpodobnosti p
v Rd.

Věta 2.3 ([31], kap. 5.3) Necht’X je Neymann-Scottův bodový proces takový, že
při daném Y je Zζ homogennı́ Poissonův bodový proces s intenzitou c, a necht’
Y je stacionárnı́ bodový proces s intenzitou λY . Potom X je stacionárnı́ bodový
proces s intenzitou λ = cλY a párovou korelačnı́ funkcı́

g(ζ) = 1 +
1
λY

h(ζ),

kde h(ζ) =
∫

Rd p(η − ζ)p(η)dη.

Bodové procesy s pevným jádrem

Definice 2.37 Bodový proces s pevným jádrem je bodový proces, ve kterém
nejsou dvojice bodů blı́ž než ve vzdálenosti h > 0 (tzv. hard-core vzdálenost).

Typickými představiteli těchto procesů jsou Matérnovy procesy s pevným
jádrem typu I a II.

Definice 2.38 Necht’Y je stacionárnı́ Poissonův bodový proces v Rd s intenzitou
λY a h > 0 je dáno. Řekneme, že XI je Matérnův bodový proces s pevným
jádrem typu I, jestliže

XI = {yi ∈ Y ;∀i 6= j : ||yi − yj|| > h}.
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Intenzita Matérnova procesu s pevným jádrem typu I je

λI = λY exp{−λY ωdhd}.

Definice 2.39 Necht’ h > 0, Y je stacionárnı́ Poissonův bodový proces v Rd

a {U(x), x ∈ Rd} jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny z R(0, 1).
Řekneme, že XII je Matérnův bodový proces s pevným jádrem typu II,
jestliže

XII = {yi ∈ Y ;∀yj ∈ b(yi, h) \ yi : U(yi) > U(yj)}.

Intenzita Matérnova procesu s pevným jádrem typu II je

λII =
1− exp{−λY ωdhd}

λY ωdhd
.

2.3.4 Konečné bodové procesy dané hustotou

V této kapitole se zaměřı́me na konečné bodové procesy dané hustotou
vzhledem k Poissonovu bodovému procesu na X s intenzitou λ = 1
a νd(X ) < ∞. Označme Nk systém všech konečných množin na X a
Nk = σ({x ∈ Nk : x(B) = m}, B ∈ B(X ),m ∈ N0). Platı́ Nk ⊂ Nlk.

Definice 2.40 Necht’Y je Poissonův bodový proces s intenzitou 1. Pro F ∈ Nk

označı́me Π(F ) = P(Y ∈ F ). Bodový procesX je daný hustotou f : Nk 7→ R
vzhledem k Poissonovu bodovému procesu Y , jestliže

P(X ∈ F ) =
∫
F

f(x)dΠ(x).

Platı́, že

P(X ∈ F ) =
∞∑
n=0

e−Λ(X )

n!

∫
X
. . .

∫
X
1[(ξ1,...,ξn)∈F ]f({ξ1, . . . , ξn})dξ1 . . . dξn.

Definice 2.41 Řekneme, že hustota f : Nk 7→ R+ je lokálně stabilnı́, jestliže

∃(c > 0)∀(x ∈ Nk)∀(ξ ∈ X \ x) : f(x ∪ {ξ}) ≤ cf(x).

33



Definice 2.42 Řekneme, že hustota f : Nk 7→ R+ je Ruelle stabilnı́, jestliže

∃(c > 0)∃(k > 0)∀(x ∈ Nk) : f(x) ≤ kcx(X ).

Poznámka 2.8 Jestliže je f lokálně stabilnı́, potom je též Ruelle stabilnı́, navı́c
obě stability zajišt’ujı́ integrovatelnost f vzhledem k Π, viz [31].

Poznámka 2.9 Často bývá problém s normovánı́m hustoty, a proto se zavádı́
symbol ∝, který znamená „až na konstantu úměrnosti“. Napřı́klad lze mı́sto
f(x) = αβx(X ) zapsat f(x) ∝ βx(X ).

Přı́klad 2.2 Hustota Poissonova bodového procesu s intenzitou βλ vzhledem
k Poissonovu bodovému procesu s intenzitou λ má tvar

f(x) = e(1−β)λ(X )βx(X ) = αβx(X ),

kde β > 0.
Lze ukázat, že f je lokálně stabilnı́ a tedy integrovatelná.

Přı́klad 2.3 Proces s pevným jádrem má hustotu vzhledem k Π

f(x) = αβx(X )1[d(ξi,ξj)>R pro ∀i6=j],

kde α > 0, β > 0.
Lze ukázat, že f je integrovatelná.

Pomocı́ hustoty vzhledem k Poissonovu bodovému procesu můžeme de-
finovat Straussův bodový proces.

Definice 2.43 Řekneme, že bodový proces X je Straussův bodový proces,
jestliže jeho hustota vzhledem k Poissonovu bodovému procesu je rovna

f(x) = αβx(X )γS(x),

kde α > 0, β > 0,γ ∈ [0, 1], 00 := 1 a pro R > 0

S(x) =
∑
xi 6=xj

1[d(xi,xj)≤R].

Parametr α je normujı́cı́ konstanta, parametr β ovlivňuje intenzitu procesu
a γ udává, nakolik vzdálenost dvou různých bodů může být menšı́ než R,
a tedy
γ = 1 ⇒ X je Poissonův bodový proces,
γ = 0 ⇒ X je bodový proces s pevným jádrem.
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2.3.5 Markovské bodové procesy

Definice 2.44 Symetrická a reflexivnı́ relace ∼ definovaná na X se nazývá sou-
sedstvı́. Řı́káme, že ξ a ζ jsou sousedi, jestliže pro ξ, ζ ∈ X platı́ ξ ∼ ζ .
Sousedstvı́ bodu ξ je ∂ξ = {ζ ∈ X : ζ ∼ ξ}.

Definice 2.45 Řekneme, že g : Nk 7→ R+ je markovská funkce, jestliže
a) x, y ∈ Nk, y ⊂ x, g(x) > 0⇒ g(y) > 0 (dědičnost),

b) funkce λ∗(x, ξ) na Nlk ×X definovaná vztahem

λ∗(x, ξ) = f(x∪{ξ})
f(x) pro f(x) > 0 a ξ ∈ X \ x, (2.21)

= 0 jinak,

závisı́ na ξ pouze prostřednictvı́m x ∩ ∂ξ (lokálnı́ markovská vlastnost).

Poznamenejme, že λ∗(x, ξ) definovaná (2.21) se nazývá Papangelouova pod-
mı́něná intenzita.

Definice 2.46 Konečný bodový proces X je markovský, jestliže má hustotu f
vzhledem k Poissonovu procesu a f je markovská funkce.

Přı́klad 2.4
1. Poissonův bodový proces je markovský, nebot’
f(x) ∝ βx(X ) a λ∗(x, ξ) = β.

2. Straussův bodový proces je markovský, nebot’
f(x) ∝ βx(X )γS(x) a λ∗(x, ξ) = βγx(∂(ξ)).

Definice 2.47 Měřitelnou funkci φ : Nk 7→ R+ nazýváme interakčnı́ funkce,
jestliže φ(x) = 1, kdykoli existuje ξ, ζ ∈ x takové, že ξ � ζ .

Věta 2.4 (Hammersley-Clifford-Ripley-Kellyho věta) Funkce f : Nk 7→ R+ je
markovská funkce právě tehdy, když existuje interakčnı́ funkce φ taková, že

f(x) =
∏
y⊆x

φ(y), x ∈ Nk.

Dále pro f(x) > 0, x ∈ Nk a ξ ∈ X \ x platı́, že

λ∗(x, ξ) =
∏
y⊆x

φ(y ∪ ξ).

Důkaz: Viz [31], Věta 6.1. �
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2.4 Základy markovských řetězců se spojitou
množinou stavů

Necht’Π je dané pravděpodobnostnı́ rozdělenı́ na obecném prostoru stavů
S opatřeném separabilnı́ σ-algebrou S. Sestrojı́me časově homogennı́ mar-
kovský řetězec Y0, Y1, . . . s množinou stavů S tak, že

Pm(x,A)→ Π(A),

kde A ∈ S , x ∈ S a

Pm(x,A) = P (Ym ∈ A|Y0 = x)

je m-tá pravděpodobnost přechodu. Časová homogenita znamená, že pře-
chodové jádro

P (x,A) = P (Ym+1 ∈ A|Ym = x)
nezávisı́ na m ∈ N0. Rozdělenı́ Y0 se nazývá počátečnı́ rozdělenı́.

Definice 2.48 Řekneme, žeΠ je invariantnı́ rozdělenı́, jestliže pro každém platı́

L(Ym) = Π⇒ L(Ym+1) = Π.

Řekneme, že řetězec je reversibilnı́ vzhledem k Π, jestliže z L(Ym) = Π vyplývá,
že (Ym, Ym+1) a (Ym+1, Ym) majı́ stejné rozdělenı́, tj. A,B ∈ S : L(Ym) = Π⇒

P(Ym ∈ A, Ym+1 ∈ B, Ym 6= Ym+1) = P(Ym ∈ B, Ym+1 ∈ A, Ym 6= Ym+1).

Definice 2.49 Řekneme, že řetězec je nerozložitelný, jestliže existuje nezáporná
mı́raΨna (S,S) taková, že pro libovolnéx∈S aA ∈ S sΨ(A) > 0,Pm(x,A) > 0
pro nějaké m ∈ N . Pro zdůrazněnı́ závislosti na Ψ řı́káme, že řetězec je
Ψ-nerozložitelný.

Definice 2.50 Harrisova rekurence znamená, že řetězec je Ψ-nerozložitelný
pro nějakou Ψ a

∀x ∈ S ∀A ∈ S, Ψ(A) > 0 : P(Ym ∈ A pro nějaké m|Y0 = x) = 1.

Definice 2.51 Pro Ψ-nerozložitelný řetězec může být S rozdělena na disjunktnı́
množiny D0, . . . , Dk−1, A tak, že P (x,Dj) = 1 pro x ∈ Di a j = (i+ 1) mod k,
a Ψ(A) = 0. Řekneme, že řetězec je periodický, jestliže zde existuje k > 1, jinak
řı́káme, že řetězec je aperiodický.
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Definice 2.52 Řekneme, že řetězec je ergodický, jestliže je Harrisovsky reku-
rentnı́ a aperiodický.

Necht’Π je invariantnı́ rozdělenı́ nerozložitelného markovského řetězce
s množinou stavů S.

Definice 2.53 Pro x ∈ S a funkci V : S → [1,∞) s Π(V ) < ∞ definujme
V -normu Pm(x, ·)− Π takto

||Pm(x, ·)− Π||V =
1
2
sup
|k|≤V

|E[k(Ym)|Y0 = x]− Π(k)| ,

kde supremum je přes všechny funkce k : S → R takové, že |k(·)| ≤ V (·).

Definice 2.54 Řekneme, že řetězec je V-geometricky ergodický, jestliže je
Harrisovsky rekurentnı́ s invariantnı́m rozdělenı́m Π a existuje konstanta c > 1
taková, že pro všechna x ∈ S platı́, že

∞∑
m=1

cm||Pm(x, ·)− Π||V <∞. (2.22)

Definice 2.55 Řekneme, že řetězec je geometricky ergodický, jestliže je
V-geometricky ergodický pro nějaké V .

Poznámka 2.10 (Viz [31], kap. 7)

1. Necht’ c̃ je konstanta. Nerovnost (2.22) je ekvivalentnı́ s nerovnostı́

||Pm(x, ·)− Π||V ≤ A(x)c̃m, (2.23)

kde A(x) <∞ a c̃ < 1.

2. Jestliže je řetězec geometricky ergodický s A(·) ≈ V (·) v (2.23), řekneme, že
řetězec je V -stejnoměrně ergodický.

3. Jestliže je řetězec geometricky ergodický pro konstantnı́ funkci A v (2.23),
řı́káme, že řetězec je stejnoměrně ergodický.
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2.5 MCMC, Metropolis-Hastingsův algoritmus

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) je třı́da algoritmů, která nám umož-
ňuje simulovat složité stochastické systémy. Můžeme jimi simulovat výběr
z nějakého komplikovaného pravděpodobnostnı́ho rozdělenı́, které známe
až na multiplikativnı́ konstantu.

OznačmeΠ jako cı́lové rozdělenı́ bodového procesu s nenormovanou hus-
totou p(x), viz kapitola 2.4. MCMC algoritmus je předpis, kterým postupně
generujeme markovský řetězec Y0, Y1, . . . , jehož stacionárnı́ rozdělenı́ je Π.

Přı́kladem MCMC algoritmu je Metropolis-Hastingsův algoritmus rozenı́
a zániku, různé varianty tohoto algoritmu jsou popsány v [31], kap. 7.

Algoritmus 2.1 (Metropolis-Hastingsův algoritmus rozenı́ a zániku)
Simulujeme realizaci z rozdělenı́ s nenormovanou hustotou h vzhledem
k Poissonovému bodovému procesu na borelovské množině B s mı́rou
intenzity 1.

Pro m = 0, 1, . . . je dána konfigurace Ym = x a následnou konfiguraci Ym+1
generujeme takto

1. vybereme L(R1m) = R([0, 1]) a L(R2m) = R([0, 1]),

2. jestliže R1m ≤ p(x), potom generujeme L(ξm) = qb(x, ·) a položı́me

Ym+1 =

{
x ∪ ξm pokud R2m ≤ rb(x, ξm),
x jinak ,

3. jestliže R1m > p(x), potom

(a) pokud x = ∅, potom Ym+1 = x,

(b) jinak generujeme L(ηm) = qd(x, ·) a položı́me

Ym+1 =

{
x \ ηm, pokud R2m ≤ rd(x, ηm),
x jinak .

V algoritmu použité náhodné veličiny R1m, R2m, ξm a ηm (použité pro gene-
rovánı́ Ym+1) jsou podmı́něně nezávislé při daných náhodných veličinách
užitých pro generovánı́ stavů řetězce (Y0, . . . , Ym). Dále je pro každé x ∈ Nk
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dána pravděpodobnost p(x), se kterou je v každé iteraci přidán bod ξ k ak-
tuálnı́ konfiguraci x, tj. x → x ∪ ξ. qb(x, ·) je návrhová hustota pro přidánı́
(rozenı́) bodu k x a rb(x, ξ) je Hastingsův poměr pro přidánı́ bodu, který
má obecně tvar

rb(x, ξ) =
h(x ∪ ξ)(1− p(x ∪ ξ))qb(x ∪ ξ, ξ)

h(x)p(x)qb(x, ξ)
,

přičemž položı́me a
0 := 1 pro a ≥ 0. Obdobně to platı́ pro odebı́ránı́ (zánik)

bodu η z aktuálnı́ konfigurace x, tj. x → x \ η. qd(x, ·) je návrhová hustota
pro odebránı́ bodu z x a rd(x, η) je přı́slušný Hastingsův poměr, jehož tvar
je

rd(x, η) =
h(x \ η)p(x \ η)qd(x \ η, η)
h(x)(1− p(x))qd(x, η)

,

přičemž opět položı́me a
0 := 1 pro a ≥ 0.

Následujı́cı́ definice zobecňuje pojem lokálnı́ stability z definice 2.41.

Definice 2.56 Necht’ φ∗ : B → R+. Řekneme, že měřitelná funkce h je
φ∗-lokálně stabilnı́, jestliže λ∗(x, ξ) ≤ φ∗(ξ) a 0 < c∗ < ∞, kde λ∗ je defi-
nována v (2.21) a konstanta c∗ =

∫
B
φ∗(ξ)dξ.

Poznámka 2.11 Pokud h je φ∗-lokálně stabilnı́, p(·) = p je konstanta
s 0 < p < 1, qb(x, ξ) = φ∗(ξ)/c∗ a qd(x, η) = 1[η∈x]/n(x), potom zı́skáme
tzv. lokálně stabilnı́ verzi Metropolis-Hastingsova algoritmu rozenı́ a zániku (viz
[31], poznámka 7.6).

Tvrzenı́ 2.3 Uvažujme markovský řetězec generovaný lokálně stabilnı́ verzı́
Metropolis-Hastingsova algoritmu rozenı́ a zániku. Necht’ V (x) = βn(x) pro
libovolnou konstantu β > 1. Potom řetězec je V -stejnoměrně ergodický.

Důkaz: Viz [31], Tvrzenı́ 7.14 �

2.6 Lévyho proces

Definice 2.57 Necht’ (Ω,A,P) je pravděpodobnostnı́ prostor. Řekneme, že sto-
chastický proces {Zt : t ≥ 0} na Rd je Lévyho proces, jestliže jsou splněny
následujı́cı́ podmı́nky

39



1. pro každý výběr n ≥ 1 a 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn jsou náhodné veličiny
Zt0 , Zt1 −Zt0 , Zt2 −Zt1 , . . . , Ztn −Ztn−1 nezávislé (nezávislost přı́růstků),

2. Z0 = 0 s.j.,

3. ∀s, t ≥ 0 : rozdělenı́Zs+t−Zs nezávisı́ na s (časová stacionarita přı́růstků),

4. ∀t ≥ 0 ∀ε > 0 : lims→t P[|Zs − Zt| > ε] = 0 (stochastická spojitost),

5. ∃Ω0 ∈ A s P[Ω0] = 1 takové, že pro každé ω ∈ Ω0, Zt(ω) je zprava spojitá
v t ≥ 0 a má limity zleva v t > 0.

Definice 2.58 Řekneme, že mı́ra µ na Rd je Lévyho mı́ra, jestliže platı́

µ({0}) = 0 a
∫

Rd

min(||x||2, 1)µ(dx) <∞.

Definice 2.59 Řekneme, že stochastický proces {Xt : t ≥ 0} na Rd definovaný na
pravděpodobnostnı́m prostoru (Ω,A,P) je Brownův pohyb (nebo též Wienerův
proces), jestliže je to Lévyho proces a jestliže platı́

1. pro t > 0, Xt má normálnı́ rozdělenı́ s nulovým vektorem střednı́ch hodnot
a variančnı́ maticı́ tI , kde I je jednotková matice

2. a existuje Ω0 ∈ A s P(Ω0) = 1 taková, že ∀ω ∈ Ω0: Xt(ω) je spojitá v t.

Brownův pohyb na Rd je někdy též nazýván d-rozměrný Brownův pohyb.

Definice 2.60 Necht’E ⊂ Rd. Radonova mı́ra µ na (E,B(E)) je taková mı́ra,
že pro každou kompaktnı́ měřitelnou borelovskou množinu B ∈ B(E) platı́
µ(B) <∞.

Definice 2.61 Necht’(Ω,A,P) je pravděpodobnostnı́ prostor,E ⊂ Rd a µ je daná
(kladná) Radonova mı́ra µ na (E, E). Poissonova náhodná mı́ra na E s mı́rou
intenzity µ je celočı́selná hodnota náhodné mı́ry

M : Ω× E → N
(ω,A) 7→M(ω,A)

taková, že
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1. pro skoro všechna ω ∈ Ω, M(ω, ·) je celočı́selná mı́ra na E,

2. pro každou měřitelnou množinu A ⊂ E, M(·, A) = M(A) je Poissonova
náhodná veličina s parametrem µ(A), tj.

∀k ∈ N : P(M(A) = k) = e−µ(A)
(µ(A))k

k!
,

3. pro disjunktnı́ měřitelné množiny A1, . . . , An ∈ E jsou veličiny
M(A1), . . . ,M(An) nezávislé.

Definice 2.62 Složený Poissonův proces s intenzitou λ > 0 a rozdělenı́m
velikosti skoků f je stochastický proces Xt definovaný jako

Xt =
Nt∑
i=1

Yi,

kde velikosti skoků Yi jsou nezávislé stejně rozdělené s rozdělenı́m f , (Nt) je
Poissonův proces s intenzitou λ a je nezávislý na {Yi, i ≥ 1}.

Tvrzenı́ 2.4 (Lévy-Itô dekompozice) Necht’{Zt, t ≥ 0} je Lévyho proces na Rd,
pak existuje Lévyho mı́ra µ taková, že

1. µ je náhodná mı́ra na Rd \ {0} a platı́∫
|x|≤1

|x|2µ(dz) <∞ a
∫
|x|≥1

µ(dx) <∞

2. Mı́ra skoků Z, označme ji JZ , je Poissonova náhodná mı́ra na [0,∞] × Rd

s mı́rou intenzity µ(dx)dt.

3. Existuje vektor a (tzv. drift) a d-rozměrný Brownův pohyb {Bt, t ≥ 0}
s kovariančnı́ maticı́ A takový, že

Zt = at+Bt + Z
l
t + lim

ε↓0
Z̃ε
t , kde

Z l
t =

∫
|z|≥1,s∈[0,t]

z JZ (ds× dz) a

Z̃ε
t =

∫
ε≤|z|<1,s∈[0,t]

z {JZ (ds× dz)− µ(dx)ds}

≡
∫
ε≤|z|<1,s∈[0,t]

z J̃Z (ds× dz).
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Výrazy v bodě 3 jsou nezávislé a konvergence poslednı́ho výrazu je skoro jistě a je
stejnoměrná v t na [0, T ].
Důkaz: Viz [12], str. 81. �

Tento proces je charakterizován trojicı́ (a,A, µ), která je zavedena v Lévy-
Itô dekompozici (tvrzenı́ 2.4). Uvažujme trojici ve tvaru (a, 0, µ), tj. bez
gaussovské složky, dále a = (a1, . . . , ad) ∈ Rd a Lévyho mı́ru µ na Rd. Pro
výše zmı́něnou trojici uved’me Lévy-Khinchinovu reprezentaci.

Věta 2.5 (Lévy-Khinchinova reprezentace) Necht’ {Zt, t ≥ 0} je Lévyho proces
na Rd s charakteristickou trojicı́ (a, 0, µ). Potom

E[ei〈ζ,Zt〉] = etψ(ζ), ζ ∈ Rd, (2.24)

kde
ψ(ζ) = i〈a, ζ〉+

∫
Rd

(
ei〈ζ,x〉 − 1− i〈ζ, x〉1[||x||≤1]

)
µ(dx). (2.25)

Důkaz: Viz [12], str. 83. �

Použijeme následujı́cı́ symboliku pro transformaci

C{ζ ‡ Z(t)} = tC{ζ ‡ Z(1)} = t logE(ei〈ζ,Z(1)〉) = tψ(ζ),

kde ψ je definována v (2.25) a poslednı́ rovnost plyne z (2.24).

2.7 N-vzdálenost

Nı́že uvedené základy teorie N-vzdálenostı́ jsou založeny na [23].

Necht’X je neprázdná množina a (X ,U) je měřitelný prostor.BL je množina
všech pravděpodobnostnı́ch měr µ na (X ,U), pro kterou platı́∫

X

∫
X
L(x, y)dµ(x)dµ(y) <∞,

kde L je reálná spojitá funkce na X × X .

Definice 2.63 Řekneme, že L je negativně definitnı́ jádro na X 2, jestliže pro
n ∈ N, libovolné body x1, . . . , xn ∈ X a libovolné c1, . . . , cn ∈ C takové, že∑n

j=1 cj = 0, platı́
n∑
i=1

n∑
j=1

L(xi, xj)ci c̄j ≤ 0. (2.26)
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Pokud rovnost v (2.26) nastává pouze pro c1 = · · · = cn = 0, řekneme, že L je
striktně negativně definitnı́ jádro.

Definice 2.64 Necht’ Q je mı́ra na (X ,U) a h(x) je libovolná funkce integro-
vatelná podle Q, pro kterou platı́

∫
X h(x)dQ(x) = 0. Řekneme, že L je silně

negativně definitnı́ jádro na X 2, jestliže L je striktně negativně definitnı́ jádro
a rovnost ∫

X

∫
X
L(x, y)h(x)h(y)dQ(x)dQ(y) = 0

nastává, pokud h(x) = 0 s.v. vzhledem k mı́ře Q.

Zavedeme funkci N následovně

N (µ, ν) = 2
∫
X

∫
X
L(x, y)dµ(x)dν(y) + (2.27)

−
∫
X

∫
X
L(x, y)dµ(x)dµ(y)−

∫
X

∫
X
L(x, y)dν(x)dν(y),

kde L je silně negativně definitnı́ jádro, µ, ν jsou pravděpodobnostnı́ mı́ry
z BL.

Následujı́cı́ věta zavádı́ N-vzdálenost, nebo-li vzdálenost dvou pravděpo-
dobnostnı́ch měr na množině BL.

Věta 2.6 Necht’L je silně negativně definitnı́ jádro na X × X , pro které platı́

L(x, y) = L(y, x) a L(x, x) = 0 pro ∀x, y ∈ X , (2.28)

a necht’N je definována v (2.27). Potom N(µ, ν) = N (µ, ν) 12 je vzdálenost na
BL.

Zaměřme se nynı́ na přı́pad, kdy X = Rd. Uvažujme náhodné nezávislé
vektory X,X ′ s rozdělenı́m µ a náhodné nezávislé vektory Y, Y ′ s rozděle-
nı́m ν, potom budeme použı́vat pro funkce N a N následujı́cı́ značenı́

N (X, Y ) := N (µ, ν) =
= 2EL(X, Y )− EL(X,X ′)− EL(Y, Y ′)

a
N(X, Y ) := N(µ, ν).

Nynı́ uvedeme přı́klad silně negativně definitnı́ho jádra [23].
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Přı́klad 2.5 Necht’máme vektory x, y ∈ Rd.

L(x, y) = ||x− y||r (2.29)

je silně negativně definitnı́ jádro, pokud 0 < r < 2 a || · || je eukleidovská norma
na Rd.

Poznámka 2.12 V přı́padě r = 0 nebo r = 2 je L z přı́kladu 2.5 striktně
negativně definitnı́ jádro.
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Kapitola 3

Coxův bodový proces řı́zený
Ornstein-Uhlenbeckovým
procesem

V této kapitole se budeme zabývat speciálnı́m přı́padem dvojně stochas-
tického procesu, konkrétně časovým Coxovým bodovým procesem na Rd

řı́zeným Ornstein-Uhlenbeckovým procesem (OUCP). Hlavnı́mi výsledky
této kapitoly jsou věta 3.2 a věta 3.3 spolu se studiem nelineárnı́ho filtrovánı́
OUCP. Budeme zde použı́vat teorii z kapitol 2.3, 2.4, 2.5 a 2.6.

Definice 3.1 Řekneme, žeX = {X(t), t ≥ 0} na Rd je Ornstein-Uhlenbeckův
proces (OU), jestliže je řešenı́m stochastické diferenciálnı́ rovnice

dX(t) = −γX(t)dt+ dZ(γt), (3.1)

kde Z je Lévyho proces (viz definice 2.57).

Máme

X(t) = e−γt
(
x0 +

∫ γt

0
esdZ(s)

)
(3.2)

a předpokládejme, že x0 ≥ 0 ve všech složkách. Typ měřı́tka ve vztahu (3.1)
zaručuje pro pevné t rovnost rozdělenı́ procesu X(t) pro všechny hodnoty
γ > 0 ve stacionárnı́m přı́padě uvedeném nı́že.

Lévyho proces Z = {Z(t)}t≥0 na Rd v (3.2) nazýváme základnı́ řı́dı́cı́ Lé-
vyho proces (BDLP z angl. Background Driving Lévy Process) procesu
X .
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Dále necht’Φ = (Φ1, . . . ,Φd) je časový Coxův bodový proces na Rd, jehož
řı́dı́cı́ mı́rou je nezáporný, lokálně integrovatelný procesX , tj. za podmı́nky
X = (X1, . . . , Xd)předpokládáme, žeΦi jsou nezávislé Poissonovy procesy
s funkcemi intenzity Xi pro i = 1, . . . , d. Za řı́dı́cı́ proces X s těmito vlast-
nostmi zvolı́me Ornstein-Uhlenbeckův proces. Označme časový Coxův
bodový proces řı́zený Ornstein-Uhlenbeckovým procesem jako ΦOU .

Pro nezápornost procesuX z (3.2) je nutné, aby Lévyho procesZ měl skoro
jistě nezáporné složky a navı́c mı́raµměla nosič na Rd

+ = [0,∞)×· · ·×[0,∞)
a drift a0j = aj −

∫
|x|≤1 xjµ(dx) byl nezáporný ve všech složkách Xj ,

j = 1, . . . , d.

V přı́padě, že platı́ µ(Rd) = µ̄ <∞, potom z Lévy-Itó formule (tvrzenı́ 2.4)
a (3.2) vyplývá, že X může být vyjádřen jako

X(t) = x0e
−γt + a0(1− e−γt) +

∑
0<tj≤γt

zje
tj−γt, (3.3)

kde tj jsou náhodné časy skoků (Poissonův proces s intenzitou µ̄) a
zj = Z(tj)− Z(tj−) jsou velikosti skoků. V přı́padě Poissonova složeného
procesu platı́, že drift a0 = (a01 , . . . , a0k) = (0, . . . , 0).

Poznamenejme, že proces X definovaný v (3.3) je markovský proces
a jestliže pro něj platı́, že ∫

|x|>2
log |x|µ(dx) <∞,

potom má stacionárnı́ rozdělenı́. Použijeme-li tohoto rozdělenı́ pro ná-
hodné X(0) mı́sto pevného x0 můžeme definovat stacionárnı́ OU proces
{X(t), t ≥ 0} na Rd. V tomto přı́padě ΦOU je také stacionárnı́. Funkce
intenzity procesu ΦOU je λ(t) = EX(t). Ze vztahu (3.2) dostaneme

λ(t) = x0e
−γt + EZ(1)(1− e−γt),

kde pro j-tou složku Z platı́

EZj(1) = Ij = aj +
∫
|φ|>1

φjµ(dy), j = 1, . . . , d. (3.4)

Nynı́ uvedeme algoritmus na simulaci složek realizace ΦOU v uzavřeném
intervalu [0, T ].
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Algoritmus 3.2 (Simulace OUCP)

1. Simulujeme BDLP Z pomocı́ některé z metod popsaných v [12],
kap. 6,

2. zı́skáme proces X z procesu Z ze vztahu (3.3),

3. spočteme M = max[0,T ]X(t),

4. vybereme náhodné čı́slo N z Poissonova rozdělenı́ se střednı́ hodno-
tou M · T ,

5. simulujeme body τi, i = 1, . . . , N rovnoměrně náhodně rozdělené na
intervalu [0, T ],

6. každý z bodů τi, i = 1, . . . , N ponecháme s pravděpodobnostı́ X(τi)
M

,
jinak jej odstranı́me,

7. množina zbývajı́cı́ch bodů τ̃j, j = 1, . . . ,m,m ≤ N prezentuje poža-
dované složky realizace OUCP.

3.1 Závislosti v dvourozměrných procesech

V této části se omezı́me na přı́pad d = 2 a budeme charakterizovat zá-
vislosti složek ΦOU . Závislosti složek OU procesu vyplývajı́ ze základnı́ho
řı́dı́cı́ho Lévyho procesu. Tato problematika je pro přı́pad skokových pro-
cesů popsána v monografii [12], kde je využı́vána Lévyho kopule.

Definice 3.2 Řekneme, že funkce C je 2-rostoucı́ funkce, jestliže platı́

C(x2, y2)− C(x2, y1)− C(x1, y2) + C(x1, y1) ≥ 0, pokud x2 ≥ x1 a y2 ≥ y1.

Definice 3.3 Dvourozměrná kopule je funkce C definovaná na [0, 1]2 taková,
že je 2-rostoucı́ funkce a pro jejı́ marginály Ck, k = 1, 2, platı́, že Ck(u) = u pro
každé u ∈ [0, 1].
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Definice 3.4 Integrál chvostu pro Lévyho mı́ru µ na R+×R+ je funkce V , pro
kterou platı́

V (0, 0) =∞,
V (x, y) = 0, jestliže x =∞ nebo y =∞,
V (x, y) = µ([x,∞)× [y,∞)), (x, y) ∈ R+ × R+ \ {0}.

Definice 3.5 Dvourozměrná Lévyho kopule pro Lévyho procesy s kladnými
skoky (neboli kladná Lévyho kopule) je 2-rostoucı́ funkceC na R+×R+, pro kterou
platı́

C(x, 0) = C(0, x) = 0, C(x,∞) = C(∞, x) = x

pro každé x ∈ R+.

Z věty 5.3 v [12] vyplývá, že pro dvourozměrný integrál chvostu V s mar-
ginálnı́mi funkcemi V1 a V2 existuje kladná Lévyho kopule C taková, že

V (x, y) = C(V1(x), V2(y)).

Pokud V1 a V2 jsou spojité, potom je Lévyho kopule dána jednoznačně.

K simulaci Lévyho procesů lze použı́t algoritmy uvedené v [12], kap. 6. My
se zaměřı́me na přı́pad simulace dvourozměrného Lévyho procesu s klad-
nými skoky a závislými složkami procesu. Uvažovaná závislost složek je
uvedena v následujı́cı́ větě.

Věta 3.1 Necht’ (Zs) je dvourozměrný Lévyho proces s pozitivnı́mi skoky s mar-
ginálnı́mi integrály chvostu V1 a V2 a Lévyho kopulı́ C(x, y). Jestliže je C spojitá
na R+ × R+, potom proces Z lze reprezentovat na intervalu [0,1] vztahem

{Zs, 0 ≤ s ≤ 1} d
= {Z̃s, 0 ≤ s ≤ 1}

kde

Z̃1s =
∞∑
i=1

V
(−1)
1 (Γ(1)i )1[0,s](Ai), (3.5)

Z̃2s =
∞∑
i=1

V
(−1)
2 (Γ(2)i )1[0,s](Ai), (3.6)

kde (Ai) jsou nezávislé náhodné veličiny rovnoměrně rozdělené na [0, 1], (Γ(1)i ) je
posloupnost nezávislých časových okamžiků skoků majı́cı́ rozdělenı́ standardnı́ho
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Poissonova procesu a pro každé i, při danémΓ(1)i jeΓ(2)i nezávislé na všech ostatnı́ch
veličinách a má distribučnı́ funkci (funkce y) ∂

∂x
C(x, y)|

x=Γ(1)i
.

Řady v (3.5) resp. (3.6) konvergujı́ skoro jistě a stejnoměrně pro s ∈ [0, 1].
Důkaz: Viz [12], str. 201. �

Nynı́ uved’me algoritmus, který užı́vá větu 3.1 (viz [12], kap. 6).

Algoritmus 3.3 (Simulace dvourozměrného BDLP)
Zvolme čı́slo τ , které reprezentuje průměrný počet členů v řadě a určuje
rovněž, že ty skoky v prvnı́ složce, které jsou menšı́ než V (−1)(τ), nejsou
dále zpracovávány.

1. Položı́me k = 0,Γ(1)0 = 0,

2. posuneme k o jedna, tj. k −→ k + 1,

3. simulujeme L(Tk) = Exp(1), kde Exp značı́ exponenciálnı́ rozdělenı́,

4. položı́me Γ(1)k = Γ
(1)
k−1 + Tk, tj. transformovaný skok v prvnı́ složce,

5. simulujeme Γ(2)k z rozdělenı́ s distribučnı́ funkcı́

F1(y) =
∂

∂x
C(x, y)

∣∣∣∣
x=Γ(1)k

,

tj. transformovaný skok ve druhé složce,

6. simulujeme L(Ak) = R([0, 1]), tj. čas skoku,

7. je-li Γ(1)k < τ , potom se vracı́me k bodu 2, jinak pokračujeme,

8. spočteme výsledné trajektorie pomocı́ následujı́cı́ch vztahů

Z1(t) =
k∑
i=1

1[Ai≤t]V
(−1)
1 (Γ(1)i ),

Z2(t) =
k∑
i=1

1[Ai≤t]V
(−1)
2 (Γ(2)i ).

Nynı́ uvedeme přı́klad, ve kterém je použita Claytonova Lévyho kopule.

49



Obr. 3.1: a) Simulované trajektorie BDLP Z = (Z1, Z2) (tenká čára pro Z1 a silná
čára pro Z2) na intervalu [0, γT ] s Claytonovou Lévyho kopulı́ a marginály (3.8).
Parametry jsou θ = 2, T = 10, γ = 1 and x0 = 0. b) Transformace procesu Z do
dvourozměrného OU procesu X = (X1, X2) (tenká čára pro X1 a silná čára pro
X2) na intervalu [0, T ] a odpovı́dajı́cı́ch realizacı́ Coxova procesu Φ = (Φ1,Φ2)
(na ose x resp. nad osou x).

Přı́klad 3.1 Jednoparametrická Claytonova Lévyho kopule je definována vztahem

Cθ(x, y) = (x
−θ + y−θ − 1)−1/θ, θ > 0. (3.7)

Se zvyšujı́cı́ se hodnotou parametru θ rychle roste závislost složek x a y a naopak
pokud θ → 0, zı́skáváme jejich nezávislost.

Pro simulaci realizacı́ BDPL Z = (Z1, Z2) s Claytonovou Lévyho kopulı́ (3.7)
a marginály s Lévyho mı́rou

µj(dx) = x−
3
2dx, pro x > 0, (3.8)

= 0 jinak

lze použı́t algoritmu 3.3. Ve skutečnosti se jedná o přı́pad, ve kterém je v simulaci
aproximován zmı́něný BDLP složeným Poissonovým procesem (viz definice 2.62)
tak, že transformace na OU proces X = (X1, X2) vyplývá z (3.3). Při daném X
jsou složkyΦOU simulovány nezávisle na základě definice pro jednodimenzionálnı́
přı́pad, viz obrázek 3.1.

Křı́žová párová korelačnı́ funkce je pro Coxův bodový proces dána vztahem
(2.20), tedy pro Coxův bodový proces s řı́dı́cı́ intenzitou X = (X1, X2) je

g12(t1, t2) =
EX1(t1)X2(t2)

EX1(t1)EX2(t2)
. (3.9)

Při vyčı́slenı́ této funkce pro ΦOU potřebujeme složené rozdělenı́ X v bo-
dech t1 a t2, což je možné zı́skat dı́ky markovské vlastnosti. Pro charakte-
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ristickou funkci přechodu

Mt(x, z) =
∫

Rd

Pt(x, y)e
i〈z,y〉dy,

kde Pt je hustota přechodu, můžeme spočı́tat křı́žovou párovou korelačnı́
funkci.

Lemma 3.1 OU proces X v (3.2) je časově homogennı́ markovský proces s cha-
rakteristickou funkcı́ přechodu

Mt(x, z) = exp

[
ie−γt〈z, x〉+ γ

∫ t

0
ψ(e−γsz)ds

]
, x, z ∈ Rd, (3.10)

kde ψ je definována v (2.25).

Důkaz: Vzorec (3.10) je odvozen v [39], str. 106, s jinou volbou měřı́tka
v (3.3). �

Předpokládejme, že BDLP Z na R2 má charakteristickou trojici (a, 0, µ),
a = (a1, a2). Pro vektor y = (y1, y2) zaved’me následujı́cı́ značenı́

I12 =
∫

R2
y1y2µ(dy). (3.11)

Věta 3.2 Necht’ 0 < t1 < t2 a pevné x0 = (s1, s2) ∈ R2. Potom
ΦOU = (Φ1,Φ2) s řı́dı́cı́ intenzitou X = (X1, X2) má křı́žovou párovou kore-
lačnı́ funkci

g12(t1, t2) = 1 +
I12(e−γ(t2−t1) − e−γ(t1+t2))

2(I1(1− e−γt1) + s1e−γt1)(I2(1− e−γt2) + s2e−γt2)
, (3.12)

kde Ij je dáno (3.4) a I12 je dáno (3.11).

Důkaz: Pro z ∈ R4 máme charakteristickou funkci X(t1), X(t2) při daném
X(0) = s

p(z) =
∫

R4
ei〈z,y〉Pt1 ⊗ Pt2−t1(s, dy) =

=
∫

R2
ei〈z1,y1〉

(∫
R2
ei〈z2,y2〉Pt2−t1(y1, dy2)

)
Pt1(s, dy1) = (∗)
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Dále použijeme dvakrát vztah (3.10), tedy

(∗) (3.10)
=

∫
R2
ei〈z1,y1〉 exp

{
ie−γ(t2−t1)〈z2, y1〉+

+γ
∫ t2−t1

0
ψ(e−γrz2)dr

}
Pt1(s, dy1) =

= exp

{
γ

∫ t2−t1

0
ψ(e−γrz2)dr

}∫
R2
exp {i 〈z1+

+e−γ(t2−t1)z2, y1〉
}
Pt1(s, dy1) =

(3.10)
= exp

{
γ

∫ t2−t1

0
ψ(e−γrz2)dr

}
exp

{
i e−γt1〈z1 + e−γ(t2−t1)z2, s〉+

+ γ
∫ t1

0
ψ
(
e−γr(z1 + e

−γ(t2−t1)z2)
)
dr

}
=

= exp

{
γ

∫ t2−t1

0
ψ(e−γrz2)dr + γ

∫ t1

0
ψ
(
e−γr(z1 + e

−γ(t2−t1)z2)
)
dr+

+i e−γt1〈z1 + e−γ(t2−t1)z2, s〉
}
,

kde ψ je dána vztahem (2.25), přičemž d = 2.

Poté položı́me z1 = (u, 0), z2 = (0, v), s = (s1, s2) a tedy

p(u, v) = exp

{
γ

∫ t2−t1

0
ψ
(
e−γr(0, v)

)
dr+ (3.13)

+γ
∫ t1

0
ψ
(
e−γr(u, e−γ(t2−t1)v)

)
dr + i e−γt1(us1 + e

−γ(t2−t1)vs2)

}
.

Pro výpočet momentů použijeme vztahy

EX1(t1) =
∂p(u, 0)
∂u

∣∣∣∣
u=0

a EX2(t2) =
∂p(0, v)
∂v

∣∣∣∣
v=0

EX1(t1)X2(t2) = −
∂2p(u, v)
∂u∂v

∣∣∣∣
u=v=0
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Dosazenı́m do (3.13) zjistı́me, že p(0, 0) = 1. Vypočteme-li momenty po-
mocı́ parciálnı́ch derivacı́, dostaneme

∂2p(u, v)
∂u∂v

∣∣∣∣
u=v=0

= −
{[

a1 +
∫

R2
x1(1− 1||x||≤1)µ(dx)

]
(1− e−γt1) + e−γt1s1

}
×

×
{[

a2 +
∫

R2
x2(1− 1||x||≤1)µ(dx)

]
(1− e−γt2) + e−γt2s2

}
+

+
1
2

∫
R2

x1x2µ(dx)
[
e−γ(t1+t2) − e−γ(t2−t1)

]
∂p(u, 0)

∂u

∣∣∣∣
u=0

= i

{(
a1 +

∫
R2

x1(1− 1||x||≤1)µ(dx)

)(
1− e−γt1

)
+ e−γt1s1

}
∂p(0, v)

∂v

∣∣∣∣
v=0

= i

{(
a2 +

∫
R2

x2(1− 1||x||≤1)µ(dx)

)(
1− e−γt2

)
+ e−γt2s2

}
Dosazenı́m do (3.9) zı́skáme požadovanou křı́žovou párovou korelačnı́

funkci ve tvaru (3.12). �

Přı́klad 3.2 Uvažme dvourozměrný složený Poissonův proces (viz definice 2.62),
ve kterém složky skoků jsou rovny 0,1 s pravděpodobnostı́ 0,5 a rovny 1 s pravděpo-
dobnostı́ 0,5. Obě složky skočı́ ve stejný časový okamžik s intenzitou λ > 0. Lévyho
kopule je zde rovna právě λ-násobku kopule dvourozměrného rozdělenı́ velikosti
skoků. Pro λ = 1 a kopule C(u, v) = uv (nezávislost) resp. C(u, v) = min(u, v)
(hornı́ Frechetova hranice) resp.C(u, v) = (u+v−1)+ (dolnı́ Frechetova hranice)
jsou hodnoty I12 v (3.12) rovny 0,3025 resp. 0,5005 resp. 0,1.

3.2 Nelineárnı́ filtrovánı́ OUCP

Problém filtrovánı́ spočı́vá v odhadnutı́ náhodné intenzity při daném po-
zorovánı́ výsledného bodového procesu do času T . Problém nelineálnı́ho
filtrovánı́ v dvojně stochastických bodových procesech studovala řada au-
torů, např. [41], [17], [21]. Výsledky zı́skali řešenı́m stochastických dife-
renciálnı́ch rovnic, které v praxi vedou na obtı́žný numerický problém.
V [11] je uveden pro řešenı́ problému filtrovánı́ Bayesovský přı́stup kom-
binovaný s MCMC (pro časoprostorové log-normálnı́ Coxovy procesy), ve
kterém se využije markovská vlastnost procesuX a znalost přechodového
rozdělenı́. Navı́c filtrovánı́ a přechody společně umožňujı́ řešit problém
predikce. V přı́padě časového OUCP na Rd, kde základnı́ řı́dı́cı́ proces tvořı́
složený Poissonův proces, diskutujeme dva přı́stupy – tento a alternativnı́
MCMC přı́stup založený na teorii konečných bodových procesů.
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Necht’ X(t), t ≥ 0 je libovolný d-rozměrný řı́dı́cı́ proces, přičemž pro
všechna t platı́

E(|X(t)|2) <∞.

Necht’ N(t) = (N1(t), . . . , Nd(t)) jsou počty Coxova procesu
Φ = (Φ1, . . . ,Φd) řı́zeného procesem X , kde

Nj(t) = Φj([0, t]), t ≥ 0, 1 ≤ j ≤ d,

tj. Nj(t) je počet bodů Coxova procesu Φj v intervalu [0, t].

Podmı́něnou střednı́ hodnotu procesu X(t) při daných N(s), 0 ≤ s ≤ t
označı́me

X̂(t) = E[X(t)|N(s), 0 ≤ s ≤ t]. (3.14)

Úloha nelineárnı́ho filtrovánı́ spočı́vá v nalezenı́ odhadu funkceX(t), který
minimalizuje střednı́ kvadratickou chybu E[|X(t) − X∗(t)|2] při daném
{N(s), 0 ≤ s ≤ t}. Řešenı́m je právě X̂(t).

V dalšı́m textu budeme uvažovat problém filtrovánı́ proΦOU s (neznámým)
řı́dı́cı́m procesem X , je-li dané pozorovánı́ do času T .

3.2.1 Bayesovský přı́stup s diskretizacı́

Pro řešenı́ úlohy nelineárnı́ho filtrovánı́ a následně predikce lze užı́t přı́mý
Bayesův přı́stup (viz [11]). Při implementaci tohoto přı́stupu nejprve pro-
vedeme diskretizaci procesu následovně. Necht’ 4 > 0, T = l4, kde
l ∈ N, a tj = j4, j = 0, 1, . . . , l, jsou časy v intervalu [0, T ]. Dále označme
hodnoty procesu X(j) = X(tj) odpovı́dajı́cı́ vektorům řı́dı́cı́ch intenzit
aN (j) = N(tj)−N(tj−1) d-rozměrné náhodné vektory počtu bodů procesu
Φ v intervalu (tj−1, tj], j = 1, . . . , l.

Tvrzenı́ 3.1 Necht’X je markovský proces a necht’sdružené podmı́něné rozdělenı́(
X(1), . . . , X(l)

)
při daných

(
N (1), . . . , N (l)

)
má hustotu f(x1, . . . , xl|n1, . . . , nl).

Potom pro xj ∈ Rd
+ a pro vektory přirozených čı́sel nj platı́

f(x1, . . . , xl | n1, . . . , nl) ∝ f(n1, . . . , nl | x1, . . . , xl)f(x1, . . . , xl) ≈

≈
l∏

j=1

f(nj | xj)
l∏

j=1

f(xj | xj−1), (3.15)
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kde ≈ znamená asymptotickou rovnost pro 4 → 0 (l → ∞) na intervalu [0, T ]
a kde f(xj|xj−1) je hustota přechodu procesu X(t) a pro xj = (xj1, . . . , xjd),
nj = (nj1, . . . , njd), j = 1, . . . , l máme

f(nj | xj) =
d∏

m=1

(xjm4)njm

njm!
e−xjm4. (3.16)

Důkaz: Vztah (3.15) plyne z Bayesovy věty, dále ze skutečnosti, žeN (j) jsou
pozorovány v disjuktnı́ch intervalech, a z markovské vlastnosti procesu
X . Potom užitı́m definice 2.33 (vı́cerozměrného Coxova procesu) zı́skáme
vztah (3.16). �

Nynı́ vyčı́slı́me hustotu přechodu procesu X definovaného v (3.2). V ba-
yesovském přı́stupu pracujeme s f(xj|xj−1), které zı́skáme z M4(xj−1, xj).
Předpokládejme pro zbytek této podkapitoly, že d = 1 a BDLP Z je složený
Poissonův proces s intenzitou α. Označme c = e−α4, b = e−γ4. Následujı́cı́
lemma vyjadřuje hustotu přechodu f(xj | xj−1) jako směs hustot, které
odpovı́dajı́ situacı́m, kdy v intervalu (tj−1, tj] je zaznamenán 0, 1 nebo vı́ce
než 1 skok procesu Z.

Lemma 3.2 Pro j = 1, . . . , l platı́

f(xj | xj−1) = cδ(bxj−1)(xj) + cα4fG(xj − bxj−1) +

+(1− c(1 + α4))f1(xj − bxj−1), (3.17)

kde δ je degenerované rozdělenı́, fG je pravděpodobnostnı́ hustota a f1 je spojitá
pravděpodobnostnı́ hustota.

Důkaz: Váhy ve vztahu (3.17) plynou z Poissonova rozdělenı́ s parametrem
(α4). Hustota f1 je spojitá konvoluce hustot dvou a vı́ce nezávislých skoků.

�

Formule (3.17) má následujı́cı́ interpretaci: je-li počet skoků procesu X
v daném intervalu 0, potom je tam chovánı́ X deterministické, čemuž
odpovı́dá degenerovaná složka δbxj−1 . Pro právě jeden skok má přechodové
rozdělenı́ hustotu (fG), která sice nenı́ spojitá, ale lze ji analyticky vyjádřit.
Přı́pad dvou či vı́ce skoků shrnujeme do třetı́ho členu (f1), kde je hustota
spojitá a omezená.
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Přı́klad 3.3 Gamma OU proces X(t) vznikne, když Z(t) je složený Poissonův
proces s intenzitou α > 0 a rozdělenı́ skoků je exponenciálnı́ s pravděpodobnostnı́
hustotou

h(y) = τe−τy, y > 0

a parametrem τ > 0.

Ve vztahu (3.10) máme ψ(u) = iuα
τ−iu a jestliže je xb parametr polohy, můžeme

položit x = 0, abychom poté zı́skali následujı́cı́ výsledek

M4(0, z) =

(
b+ (1− b)

τ

τ − iz

)α
= bα + αbα−1(1− b)

τ

τ − iz
+R(z).

Zde můžeme vidět, že fG odpovı́dá exponenciálnı́mu rozdělenı́ a R(z) může být
invertováno pomocı́ rychlé Fourierovy transformace (FFT z angl. Fast Fourier
Transformation).

Přı́klad 3.4 Necht’BDLP Z(t) je Poissonův proces s intenzitou α > 0, pro který
máme charakteristickou funkci přechodu

M4(x, z) = exp

[
ibxz +

α

γ

∫ 1
b

eiyz − 1
y

dy

]
. (3.18)

Necht’jsou dány jednoduché skoky rovnoměrně rozdělené v čase t ∈ (0,4) a necht’
máme distribučnı́ funkci jejich přı́spěvku x v čase 4 rovnu pravděpodobnosti
P
(
t ≤ 1

γ
log x

b

)
. Tedy v (3.17) dostáváme

fG(y) =
1

4yγ
, b < y < 1,

= 0 jinak

a z (3.18)

f1(x) =
1
π

{∫ ∞

0
ReF1(u) cos(ux)du+

∫ ∞

0
ImF1(u) sin(ux)du

}
,

kde

F1(u) =
a

1− 2a

[
exp

(
α

γ
yu

)
cos

(
α

γ
zu

)
− 1− yu

γ4
+

+ i

{
exp

(
α

γ
yu

)
sin

(
α

γ
zu

)
− zu
γ4

}]
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je Hermitovsky symetrická funkce a

yu =
∫ 1
b

cos(ux)
x

dx =
∫ u

ub

cos(x)
x

dx,

zu =
∫ 1
b

sin(ux)
x

dx =
∫ u

ub

sin(x)
x

dx.

Tedy hledaná hustota f1 tvořı́ reálnou část výstupu z FFT.

Aplikace MCMC

Na základě simulované realizace Coxova procesu ΦOU s řı́dı́cı́ intenzitou
X(t) chceme provést filtrovánı́, tj. vypočı́tat podmı́něnou střednı́ hod-
notu (3.14). Aproximujeme ji střednı́ hodnotou z podmı́něného rozdě-
lenı́ (3.15), které simulujeme Metropolis-Hastingsovým algoritmem rozenı́
a zániku (algoritmus 2.1). V našem přı́padě postupně generujeme mar-

kovský řetězec
{
x
(l)
j

}∞
l=0

, který má hledané rozdělenı́ (3.15) jako stacio-
nárnı́. Tedy řetězec pro xm má limitnı́ rozdělenı́ s marginálnı́ hustotou
f(x1, . . . , xm | n1, . . . , nm). V každém kroku se generuje návrh φ z daného
návrhového rozdělenı́. Návrh je potom přijat s pravděpodobnostı́

α(xj, φ) = min(1, h(xj, φ)),

kde h(xj, φ) je Hastingsův poměr (rozenı́ resp. zániku). Protože za návr-
hové rozdělenı́ byla zvolena gaussovská náhodná procházka, tedy symet-
rické rozdělenı́, tak lze návrhovou hustotu z Hastingsova poměru zkrátit.
Dále uvažme, že xj se projevı́ v součinech ve vztahu (3.15) jen ve členech
f(nj | xj), f(xj | xj−1) a f(xj+1 | xj). Po úpravě lze tedy Hastingsův poměr
zjednodušit pro j = 1, . . . , k − 1 na

h(xj, φ) =
f(nj | φ)f(φ | xj−1)f(xj+1 | φ)
f(nj | xj)f(xj | xj−1)f(xj+1 | xj)

,

resp. pro j = k na

h(xk, φ) =
f(nk | φ)f(φ | xk−1)
f(nk | xk)f(xk | xk−1)

.

Jak již bylo zmı́něno výše, hustota f(xj | xj−1) je váženým součtem třı́
funkcı́, z nichž funkci fG lze vyjádřit analyticky, degenerovanou hustotu
δ jsme aproximovali strmou trojúhelnı́kovou hustotou a funkci f1 jsme
počı́tali numericky za pomoci FFT.
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Obr. 3.2: Realizace Coxova procesu (body) s realizacı́ xt řı́dı́cı́ho OU procesu
(čára). Parametry procesu jsou α = 1, γ = 1 a x0 = 0, dále 4 = 1.

Přı́klad 3.5 Vyjdeme z přı́kladu 3.4, kde demonstraci výpočtu provádı́me na zá-
kladě simulace realizace řı́dı́cı́ho procesu X(t) s parametry α = 1, γ = 1 a x0 = 0
a následné realizace Coxova procesu, viz obrázek 3.2. Pro k = 4 vstupujeme do
výpočtu s četnostmi n1 = 1, n2 = 1, n3 = 0, n4 = 2 na intervalech délky
4 = 1. Pomocı́ Metropolis-Hastingsova algoritmu jsme potom simulovali hod-
noty

{
x
(l)
j

}
, j = 1, . . . , 4, kde za návrhové rozdělenı́ jsme zvolili gaussovskou

náhodnou procházku s nulovou střednı́ hodnotou a jednotkovým rozptylem a po-
čátečnı́ hodnoty x(l)0 i x(0)j jsme volili nulové.

Abychom odstranili vliv výchozı́ hodnoty simulace na výpočet aposteriornı́ střednı́
hodnoty, bylo nutné na základě průběhu simulace určit tzv. čas zapálenı́ řetězce.
Pro dalšı́ výpočty jsme uvažovali jen hodnoty realizacı́ zı́skané ze simulace po
tomto bodě. Na obrázku 3.3a) je zobrazen průběh simulace hodnoty x4 a svislou
čarou je zde naznačen čas zapálenı́ řetězce. Histogram těchto hodnot je zachycen
na obrázku 3.3b) a je zde rovněž naznačen 95% interval kredibility (interval,
který s 95% pravděpodobnostnı́ obsahuje odhadovaný parametr). Aposteriornı́
střednı́ hodnoty a 95% intervaly kredibility realizacı́ řetězce pro x1, x2, x3 a x4 jsou
zaznamenány v následujı́cı́ tabulce, ve které můžeme sledovat závislost spočtených
hodnot na vstupnı́ situaci (viz obrázek 3.2).

i apost. stř. hodnota 95% interval
1 0,65854 (0,38;0,98)
2 0,86116 (0,56;1,26)
3 0,00019 (-0,002;0,003)
4 0,70275 (0,39;0,99)
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Obr. 3.3: a) Průběh simulace hodnoty x4 procesu z obrázku 3.2, přičemž svislou
čarou je naznačen čas zapálenı́ řetězce. b) Histogram simulovaných hodnot z a)
po čase zapálenı́ řetězce, přičemž je zde vyznačen 95% interval kredibility.

3.2.2 Přı́stup k filtrovánı́ ve spojitém čase

Druhý způsob filtrovánı́ v Coxových procesech je založen na teorii koneč-
ných bodových procesů, viz kapitola 2.3.4. Oproti předchozı́mu přı́stupu
popsaném v kapitole 3.2.1 se zde neprovádı́ diskretizace procesu, nýbrž
se uvažuje celý proces (v našem přı́padě OUCP) zaznamenaný v intervalu
[0,T]. Opět se vycházı́ z tvrzenı́ 3.1, které lze využı́t předevšı́m, pokud se
intenzita procesu měnı́ pomalu vzhledem k velikosti intervalu. Při tomto
přı́stupu je opět použita lokálně stabilnı́ verze Metropolis-Hastingsova
algoritmu rozenı́ a zániku (algoritmus 2.1).

Uvažme d = 1 a označme Π rozdělenı́ Poissonova bodového procesu na
Borelovské množině W ⊂ R+ s mı́rou intenzity ν, 0 < ν(W ) < ∞. Necht’
W = [0, T ] je interval a Z je složený Poissonův proces s intenzitou α
a hustotou rozdělenı́ skoků h. Symbolem x budeme značit realizaci pro-
cesu X(t) na [0, T ], která je ve smyslu vztahu (3.3) popsána pomocı́ x0
a {t, z} = {tj, zj}, j = 1, . . . , n, tn ≤ T, tn+1 > T . Označme realizaci
ΦOU na W symbolem φ = {τj}, j = 1, . . . ,m. Filtrovánı́ opět založı́me na
Bayesovské formuli pro hustoty bodového procesu, tj.

f(x | φ) ∝ f(φ | x)f(x), (3.19)

kde na pravé straně máme součin hustoty nehomogennı́ho Poissonova
procesu (nebo také Coxova procesu s danou intenzitou) a nepodmı́něnou
hustotou složeného Poissonova procesu Z = {t, z}.
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Věta 3.3 Necht’x0 je pevně dáno. Potom pro složený Poissonův proces s intenzitou
α a hustotou rozdělenı́ velikosti skoků h s konečnými m-tými momenty platı́, že
f(x|φ) ∝

∝ αn
n∏
i=1

h(zi)
m∏
j=1

x(τj) exp

x0
γ
(e−γT − 1)−

∑
j:

tj
γ
≤T

zj
(
1− etj−γT

)
γ

 . (3.20)

Lokálně stabilnı́ verze Metropolis-Hastingsova algoritmu rozenı́ a zániku (algo-
ritmus 2.1) pro (3.20) má geometricky ergodický řetězec.

Důkaz: Na složený Poissonův proces v intervalu W = [0, T ] můžeme
nahlı́žet jako na konečný bodový proces na prostoru W × R+ s hustotou

f(t, z) = e(1−α)Tαn
n∏
i=1

h(zi). (3.21)

Nehomogennı́ Poissonův bodový proces ve W s funkcı́ intenzity x(t) má
následujı́cı́ hustotu vzhledem k Π

f(φ|x) = eT exp
(
−
∫
W

x(s)ds

)∏
τi∈φ

x(τi). (3.22)

Protože a0 = 0, tak z (3.3) dostáváme∫ T

0
x(s)ds = −x0

γ
(e−γT − 1) +

∑
j:

tj
γ
≤T

zj
(
1− etj−γT

)
γ

a dohromady s (3.22) a (3.21) zı́skáme (3.20).

ProtožeX(t) ≥ x0e
−γt, můžeme ověřit lokálnı́ stabilitu hustoty f(x|φ). Platı́

f(({t, z} ∪ {tn+1, zn+1}|φ)
f({t, z}|φ)

≤

≤ αν exp

[
−zn+1

(
ν +
1− etn+1−γT

γ

)](
1 +

zn+1
x0

eγT
)m
= Φ∗(tn+1, zn+1).

Protože platı́

c∗ =
∫ T

0

∫
R
Φ∗(t, z)p(z)dzdt <∞,
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Obr. 3.4: a) Realizace Coxova procesu (kroužky) řı́zeného OU procesem (tečko-
vaná čára realizace) z přı́kladu 3.6 s parametry α = ν = γ = 1, T = 10. Filtrovánı́
Coxova procesu užitı́m přı́stupu z kapitoly 3.2.2. V každém bodě je vyznačena
průměrná hodnota ze všech iteracı́ X(t) při daných N(s), 0 ≤ s ≤ T (plná čára).
b) V grafu je vyznačeno 50 000 iteracı́ Metropolis-Hastingsova algoritmu rozenı́
a zániku použitého při filtrovánı́ procesu z a) v čase T .

tak můžeme použı́t lokálně stabilnı́ verzi Metropolis-Hastingsova algo-
ritmu rozenı́ a zániku s Metropolis-Hastingsovým poměrem pro rozenı́

rb({t, z}, {tn+1, zn+1}) =
f(({t, z} ∪ {tn+1, zn+1}|φ)(1− q)c∗

f({t, z}|φ)Φ∗q(n+ 1)
,

kde 0 < q < 1 a z tvrzenı́ 2.3 vyplývá, že řetězec je geometricky ergodický.
�

Poznamenejme, že geometrická ergodicita zajišt’uje platnost centrálnı́ li-
mitnı́ věty pro řetězec MCMC [31].

Přı́klad 3.6 Pro Gamma OU proces z přı́kladu 3.3 dostáváme vyjádřenı́ vztahu
(3.20) ve tvaru

f(x | φ) ∝ (αν)n exp

(
−ν

n∑
j=1

zj

)
m∏
j=1

x(τj)×

× exp

x0
γ

(
e−γT − 1

)
−
∑
j:

tj
γ
≤T

zj
(
1− etj−γT

)
γ

 .

Jednotlivé iterace MCMC dávajı́ řetězec {t, z}, jehož rozdělenı́ se blı́žı́
k podmı́něnému rozdělenı́ (3.20). Můžeme tedy odhadnout hodnotu
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E[X(t) | N(s), 0 ≤ s ≤ T ] pro všechna t ∈ [0;T ] zprůměrovánı́m hodnot
X(t) v (3.3) zı́skaných z řetězce. Plná čára v grafu na obrázku 3.4a) zobrazuje
průměrnou hodnotu Xt. Požadovaná filtrovaná hodnota X̂(T ), viz (3.14), je hod-
nota této křivky v pravém koncovém bodě. Křivka na obrázku 3.4b) zachycuje
průběh iteracı́ v úloze filtrovánı́ v čase T .

Odhad parametrů OUCP

V této části budeme odhadovat vektor parametrů θ OUCP užitı́m MCMC
řetězce z této kapitoly. K odhadu použijeme metodu maximálnı́ věrohod-
nosti, která zahrnuje techniku důležitosti vzorkovánı́ a chybějı́cı́ch pozoro-
vánı́ z [31], kap. 8. Konkrétně použijeme aproximace Newton-Raphsonovy
metody

θ(r+1) = θ(r) + uθ0,l,φ(θ
(r))jθ0,l,φ(θ

(r))−1, r = 0, 1, . . . (3.23)

kde φ = {τj} jsou vstupnı́ data (realizace OUCP v pozorovacı́m okně W ),
θ0 = θ(0) je pevná výchozı́ hodnota parametru a uθ0,l,φ, jθ0,l,φ jsou aproxi-
mace následujı́cı́ch funkcı́

u(θ) = Eθ[Vθ,φ(X)|Φ = φ],
j(θ) = −Eθ[dVθ,φ(X)/dθ

T |Φ = φ]− V arθ[Vθ,φ(X)|Φ = φ],

kde θT značı́ transpozici vektoru, Vθ,φ(x) = d log fθ(φ, x)/dθ, kde fθ(φ, x)
je pravá strana v (3.19). Symbolem X(j) označı́me MCMC řetězec délky l
z věty 3.3, který použı́vá parametr θ0, potom aproximace majı́ následujı́cı́
tvar

uθ0,l,φ =
l−1∑
j=0

Vθ,φ(X
(j))wθ0,l,φ(X

(j)),

jθ0,l,φ = −
l−1∑
j=0

[
(dVθ,φ(X

(j))/dθ′) + Vθ,φ(X
(j))′Vθ,φ(X

(j))
]
wθ0,l,φ(X

(j)),

kde váhy jsou

wθ0,l,φ(X
(j)) =

fθ(φ,X(j))/fθ0(φ,X
(j))∑l−1

i=0 fθ(φ,X
(i))/fθ0(φ,X(i))

.

Poznamenejme, že popsaná metoda funguje dobře, pokud θ0 nenı́ přı́liš
vzdálena od skutečné hodnoty θ.

62



Přı́klad 3.7 Uvažujme Gamma OU proces z přı́kladu 3.3, kde x0 má gamma
rozdělenı́ a parametry α, τ, γ jsou neznámé. Označme Γ gamma funkci. Sdružená
hustota

fθ(φ, x) = e(2−α)T (ατ)n exp

(
−τ

n∑
j=1

zj

)
τα

Γ(α)
xα−10 e−τx0 ×

× exp

x0
γ

(
e−γT − 1

)
−
∑
j:

tj
γ
≤T

zj
(
1− etj−γT

)
γ

 m∏
j=1

x(τj)

je nespojitá v γ, zejména dı́ky výrazůmx(τj). Proto jsme zvolili postup ve dvou kro-
cı́ch, nejprve použijeme aproximaci maximálně věrohodného odhadu pro θ =(α, τ)
a log-věrohodnost L(θ) = log fθ(ψ, x). A následně spočteme

Vθ,ψ =

(
−T + n

α
+ log(τx0)−

dΓ(α)
dα

,
n

τ
−
∑
j

zj +
α

τ
− x0

)

nezávisle na φ. K optimalizaci vzhledem ke všem třem parametrům opakovaně
použijeme vztah (3.23) pro vybrané hodnoty γi, přičemž každá odpovı́dá jednot-
livému oddělenému MCMC řetězci X(j)i , a potom mezi nimi vybereme optimálnı́
množinu parametrů, která bude přibližně maximálně věrohodnou hodnotou

l−1∑
j=0

fθ(ψ,X
(j)
i )wθ0,l,ψ(X

(j)
i ).
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Kapitola 4

Vı́cerozměrné dvouvýběrové testy
založené na N-vzdálenosti

V této kapitole předpokládáme, že L je silně negativně definitnı́ jádro na
Rd × Rd a že L splňuje vlastnosti uvedené v (2.28).

Necht’x1, . . . , xn je náhodný výběr ze spojitého rozdělenı́ odpovı́dajı́cı́ho
náhodnému vektoru X v Rd se sdruženou distribučnı́ funkcı́ FX a necht’
y1, . . . , yn je na něm nezávislý náhodný výběr ze spojitého rozdělenı́ odpo-
vı́dajı́cı́ho náhodnému vektoru Y v Rd se sdruženou distribučnı́ funkcı́ FY .
Vı́cerozměrným dvouvýběrovým testem testujeme nulovou hypotézu

H0 : FX = FY (4.1)

proti alternativě
H1 : FX 6= FY . (4.2)

Nulovou hypotézu (4.1) můžeme rovněž zapsat jako H0 : X
d
= Y a alter-

nativnı́ hypotézu (4.2) jako H1 : X
d

6= Y .

V praktických aplikacı́ch je zajı́mavá zejména situace, kdy rozměr dat d
je velký a počet pozorovánı́ n malý. Ve studiu genových mikrořad (viz
[24]) je hodnota d v řádu desetitisı́c a přitom složky vektorů X, Y mohou
být závislé. V tom přı́padě některé známé dvouvýběrové testy postrádajı́
sı́lu. V [4] jsou prezentovány výsledky srovnánı́ známých testů v simulačnı́
studii.
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4.1 Zavedenı́ testů

V následujı́cı́m textu uvedeme dva dvouvýběrové testy (viz [23]), které
jsou založeny na N-vzdálenosti definované v kapitole 2.7. V prvnı́m testu
převádı́me vı́cerozměrný dvouvýběrový test na jednorozměrný dvouvý-
běrový test. V druhém testu využı́váme permutacı́ dostupných pozorovánı́
z obou vzorků, a proto je tento test vhodný pro testovánı́ hypotézy (4.1)
i v přı́padě malého počtu pozorovánı́ (např. n = 20).

Předpokládejme, že X, Y jsou dva nezávislé náhodné vektory v Rd.
Uvažme navzájem nezávislé vektory X,X ′, X ′′, Y, Y ′, Y ′′ takové, že
X

d
= X ′ d

= X ′′ a Y d
= Y ′ d

= Y ′′.

Definujme dvě nezávislé náhodné veličiny

U = L(X, Y )− L(X,X ′) (4.3)
V = L(Y ′, Y ′′)− L(X ′′, Y ′′). (4.4)

Jestliže je navı́c splněno, že

EL(X,X ′) <∞,EL(Y, Y ′) <∞,

potom platı́ (viz [23])

X
d
= Y ⇐⇒ U

d
= V.

Tedy vı́cerozměrný dvouvýběrový test s nulovou hypotézu H0 : X
d
= Y

můžeme takto převést na jednorozměrný dvouvýběrový test s nulovou
hypotézuH ′

0 : U
d
= V . Pro testovánı́ této hypotézy zvolı́me jednorozměrný

dvouvýběrový test např. známý Kolmogorov-Smirnovův test (viz např.
[1]).

Vlastnı́ test provádı́me následovně. Předpokládejme, že máme n nezávis-
lých d-rozměrných pozorovánı́ x1, . . . , xn z X resp. y1, . . . , yn z Y . Dále
předpokládejme, že l = n/3 je přirozené čı́slo. Potom můžeme rozdělit po-
zorovánı́ z jedné populace na 3 části, všechny o velikosti l. Takto zı́skáme
nezávislé soubory pozorovánı́, které odpovı́dajı́ výše zmı́něným nezávis-
lým náhodným vektorům X,X ′, X ′′ resp. Y, Y ′, Y ′′, a můžeme spočı́tat
hodnoty u1, . . . , ul resp. v1, . . . , vl odpovı́dajı́cı́ náhodné veličině U resp. V .
Nakonec provedeme test nulové hypotézy H ′

0.

Minimálnı́ počet vstupnı́ch pozorovánı́ je závislý na požadavcı́ch použi-
tého jednorozměrného testu. Napřı́klad doporučený minimálnı́ počet po-
zorovánı́ pro jednorozměrný dvouvýběrový Kolmogorov-Smirnovův test
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Obr. 4.1: Histogram N-vzdálenostı́ z 5000 náhodných permutacı́ (parametry
m = 1, k = 500, n = 20). Hodnota 0,697 odpovı́dá nepermutovanému přı́padu
a p-hodnota je pravděpodobnost, že N-vzdálenost je většı́ než tato hodnota.

je 36 (viz [1]) a tedy pro aplikaci výše zmı́něného testu bychom potřebovali
n ≥ 3 · 36.

Nynı́ se budeme věnovat permutačnı́mu testu, který lze použı́t v přı́padě
malého počtu pozorovánı́ pro testovánı́ nulové hypotézy o shodnosti roz-
dělenı́ náhodných vektorů X a Y , tj. (4.1), proti alternativě (4.2). Uvažme
K náhodných permutacı́ vektorů x̃1, . . . , x̃n, ỹ1, . . . , ỹn. Každou permuto-
vanou množinu rozdělı́me na prvnı́ch n a druhých n vektorů a vypočteme
empirickou N-vzdálenost

N̂ =
1
n

[
n∑
i=1

n∑
j=1

(2L(xi, yj)− L(xi, xj)− L(yi, yj))

] 1
2

.

Tı́m zı́skáme K + 1 empirických N-vzdálenostı́, přičemž jedna je spočtená
z vektorů původnı́ch dat (označme ji N̂0) aK z permutovaných vektorů. Za
platnosti nulové hypotézy permutace neměnı́ rozdělenı́ náhodné veličiny
N̂. Z histogramu těchto vzdálenostı́ zı́skáme p-hodnotu testu, jejı́ž hodnota
je rovna pravděpodobnosti (za platnosti nulové hypotézy), že N je většı́
než hodnota N̂0. Tedy p-hodnotu odhadneme jako

p̂-hodnota =

∑K
i=1 1[N̂i>N̂0]

K

Přı́klad testu je zobrazen na obrázku 4.1, kde v přı́padě 5% hladiny testu
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Obr. 4.2: Silofunkce β permutačnı́ho testu (levý sloupec) resp. testu založeného
na U, V statistikách (pravý sloupec) na hladině testu 0,05 s alternativou po-
lohy (hornı́ řádek) resp. měřı́tka (dolnı́ řádek). V testu porovnáváme dva vý-
běry (a = 1, 2) o velikosti 120 z k-rozměrných normálnı́ch rozdělenı́ N(µ̃a,Σa)
s µ̃a = (µa, . . . , µa) a Σa = (Σaij), kde Σaii = σa a Σaij = 0 pro i 6= j. Hodnoty
parametrů k, µa a σa jsou uvedeny u grafů.

zamı́táme H0 proti alternativě H1, protože odhadnutá p-hodnota je menšı́
než 0,05.

4.2 Sı́la testu

Nynı́ se budeme zabývat silou obou dvouvýběrových testů, která kvantifi-
kuje pravděpodobnost správného zamı́tnutı́ H0 (4.1). Analytický výpočet
silofunkce nenı́ možný. Některé výsledky simulacı́ jsou uvedeny v [23],
kap. 8.1, pro test založený na U, V veličinách, resp. kap. 9.4, pro permu-
tačnı́ test. Z prezentovaných výsledků vyplývá, že oba testy jsou vhodné
při alternativě polohy a permutačnı́ test má obecně většı́ sı́lu, než test
založený na U, V veličinách.

Obsáhlejšı́ studie [4] se zabývá srovnánı́m testů Kolmogorov-Smirnovův
(K-S), Cramer-von-Mises (C-v-M), Anderson-Darling a (jiných) testů zalo-
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žených na N-vzdálenosti. Výsledky pro alternativu polohy jsou opět lepšı́
při použitı́ testů založených na N-vzdálenosti. Zajı́mavé je rovněž pou-
žitı́ různých silně negativně definitnı́ch jader L a jejich srovnánı́, čı́mž lze
ovlivnit sı́lu testu v různých alternativách.

Uvedené studie nepokrývajı́ zcela námi studované varianty testu, protože
jsou omezeny na nejvýše dvourozměrné rozdělenı́, a proto jsme provedli
vlastnı́ simulačnı́ studii věnovanou srovnánı́ permutačnı́ho testu a testu
založeného na U, V statistikách.

Při testovánı́ nulové hypotézy (4.1) se zaměřı́me na alternativy (i) polohy,
tj. µ1 6= µ2, a (ii) měřı́tka, tj. σ1 6= σ2, kde veličiny s indexem 1 resp. 2
odpovı́dajı́ prvnı́mu resp. druhému výběru z porovnávaných rozdělenı́.

Numerické výsledky vycházejı́ z normálnı́ho rozdělenı́ N(µ, σ2) a
k-rozměrného normálnı́ho rozdělenı́ (k = 2 a k = 50) s vektorem střednı́ch
hodnot (µ, . . . , µ) a variančnı́ maticı́ Σ = (Σij), kde Σii = σ2, Σij = 0 pro
i 6= j a σ2 > 0. Mějme dva nezávislé výběry o velikosti 120 s parametry
(µ1, σ1) a (µ2, σ2), každý test byl opakován 1000krát a v přı́padě permutač-
nı́ho testu bylo provedeno vždy 100 permutacı́. Odhad silofunkce β je dán
vztahem

β =

∑1000
l=1 1[pl≤0.05]

1000
,

kde pl je p-hodnota zı́skaná z l-tého opakovánı́ testu. V hornı́m řádku
na obrázku 4.2 je uvedena sı́la testu s alternativou polohy, tedy µ1 = 0,
σ1 = σ2 = 1 a hodnoty µ2 jsou na ose x. A v dolnı́m řádku na témže obrázku
je sı́la testu s alternativou měřı́tka, tedy µ1 = µ2 = 0, σ1 = 1 a hodnoty σ2
jsou na ose x. Výsledky pro permutačnı́ test jsou uvedeny v levém sloupci
a výsledky pro test založený na U, V veličinách jsou v pravém sloupci.

Sı́la testu založeného na U, V veličinách je mnohem většı́ v přı́padě alter-
nativy (i) než (ii). Totéž platı́ v přı́padě permutačnı́ho testu, který je navı́c
silnějšı́ ve všech testovaných alternativách oproti testu založeného na U, V
veličinách.
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4.3 Použitı́ vı́cerozměrných dvouvýběrových
testů pro modely „zárodek-zrno“

Našı́m hlavnı́m přı́nosem k problematice kapitoly 4 je originálnı́ aplikace
ve stochastické geometrii speciálně použitelná v materiálovém výzkumu
či biomedicı́ně při porovnánı́ mikrostruktur. Použitı́ testů nejprve před-
vedeme na simulacı́ch modelu „zárodek-zrno“ a poté v kapitole 5.1 je
aplikujeme na reálná data mikrostruktur hlinı́kových fóliı́.

Definice 4.1 Řekneme, že A je model „zárodek-zrno“, jestliže A je náhodná uza-
vřená množina ve smyslu definice 2.8, pro kterou platı́

A =
∞⋃
i=1

(ai +Θi),

kde {[ai; Θi]} je kótovaný bodový proces, přičemž ai jsou body v Rd (tzv. zárodky)
a Θi kompaktnı́ podmnožiny Rd (tzv. zrna).

Předpokládejme, že máme dva nezávislé modely „zárodek-zrno“ A a B
v Rd a v každém z nich n pozorovacı́ch oken. Zrna v jednom pozorovacı́m
okně mohou být obecně závislá. Při analýze modelu „zárodek-zrno“ se
nejprve zaměřı́me na geometrické parametry zrn a poté na prostorové
rozmı́stěnı́ zárodků.

4.3.1 Individuálnı́ parametry zrn

Zrna charakterizujeme vektorem geometrických parametrů. Tyto parame-
try můžeme zı́skat v přı́padě reálných struktur v R2 pomocı́ obrazového
analyzátoru. Necht’máme změřenom geometrických parametrů pro k zrn
z každého pozorovacı́ho okna. Mezi tyto geometrické parametry patřı́
např. Minkovského funkcionály (kapitola 2.2.1), tvarové faktory nebo ori-
entace zrn, nejčastěji v R2 či R3. Zı́skáme tak dva soubory matic velikosti
k × m, které označı́me x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, přičemž xi jsou z A a yi z B.
Dále uspořádáme prvky matice xi resp. yi tak, abychom vytvořili vektory
x̃i resp. ỹi o velikosti k ·m následujı́cı́m způsobem

x̃ = (x1,1, . . . , xk,1, x1,2, . . . , xk,2, . . . , x1,m, . . . , xk,m),

ỹ = (y1,1, . . . , yk,1, y1,2, . . . , yk,2, . . . , y1,m, . . . , yk,m).
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Pro testovánı́ nulové hypotézy o shodnosti rozdělenı́ vektorů parametrů
zrn oproti alternativě, že vektory parametrů zrn nepocházejı́ ze stejného
rozdělenı́, tj.

H0 : Px = Py,

H1 : Px 6= Py,

můžeme použı́t jeden z výše popsaných testů.

V přı́padě m > 1 je nutné, aby použité parametry nabývaly srovnatelných
hodnot, čehož lze rovněž dosáhnout vhodnou volbou měřı́tka u jednotli-
vých geometrických parametrů.

4.3.2 Prostorové rozmı́stěnı́ zárodků

Při analýze prostorového rozmı́stěnı́ zárodků budeme postupovat ob-
dobně jako ve výše popsané analýze. K testovánı́ rozdı́lů v prostorovém
rozmı́stěnı́ zárodků použijemem z následujı́cı́ch sumárnı́ch statistik bodo-
vých procesů

1. distribučnı́ funkci nejbližšı́ch sousedů (G),

2. sférickou kontaktnı́ distribučnı́ funkci (F ),

3. párovou korelačnı́ fuknci (g),

jejichž definice a přı́slušné odhady jsou uvedeny v kapitole 2.3.

Spočteme odhady výše uvedených statistik pro všech n pozorovacı́ch oken
obou modelů A a B. Z odhadnutých křivek sestavı́me vektory

Gj = G(j4), Fj = F (j4), gj = g(j4),

kde j = 1, . . . , k a 4 > 0 je zvolený krok. Výběrem m z těchto třı́ cha-
rakteristik sestavı́me 2n vektorů velikosti k · m (stejným postupem jako
v kapitole 4.3.1). Poté zvolı́me jeden z vı́cerozměrných dvouvýběrových
testů založených na N-vzdálenostech, kterým budeme testovat nulovou
hypotézu o shodnosti rozdělenı́ prostorových charakteristik oproti alter-
nativě rozdı́lnosti jejich prostorových charakteristik.
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Poznamenejme, že teoreticky lze pracovat s N-vzdálenostmi rozdělenı́
funkcı́ z prostoru L2 a vyhnout se diskretizaci, ale při praktickém pou-
žitı́ testu k nı́ nakonec vždy dojde. Proto zde prostory L2 neuvažujeme.

Charakteristiky prostorového rozdělenı́ jsou závislé na intenzitě λA resp.
λB zrn modelu A resp. B, kterou odhadujeme vztahem

λ̂A =
nA

νd(W )
resp. λ̂B =

nB
νd(W )

,

kde νd(W ) je velikost pozorovacı́ho okna a nA a nB odpovı́dajı́ průměrným
počtům zrn pozorovaných v jednotlivých pozorovacı́ch oknech W .

Modely s různými intenzitami zrn majı́ různé tvary funkcı́ G,F, g. Zamě-
řı́me se nynı́ na tento problém, tj. na vyšetřovánı́ rozdı́lů prostorového
rozmı́stěnı́ mezi modely A a B, který nebude ovlivněn jejich různými in-
tenzitami zárodků. V přı́padě, že se nA a nB výrazně lišı́, potom změnı́me
měřı́tko okna B vynásobenı́m konstantou

kAB =
√
nB
nA

. (4.5)

Tato transformace vede k tomu, že modelA a změněný modelB (označı́me
jej B̃) majı́ stejný odhad intenzity zrn, tj. λ̂A = λ̂B̃. Potom spočteme odhady
funkcı́ F , G, g pro zárodky v pozorovacı́ch oknech (různých velikostı́)
modelůA a B̃ a následně testujeme shodnost rozdělenı́ jejich prostorových
charakteristik (viz výše).

Posouzenı́ významnosti rozdı́lu nA a nB je možné pouze pro konkrétnı́ mo-
dely „zárodek-zrno“, zejména je-li proces zárodků stacionárnı́ Poissonův
bodový proces. Potom pro hypotézu H̃0 : nA = nB proti H̃1 : nA 6= nB
máme kritický obor pro klasický test

T =
|nA − nB|√
nA + nB

> u1−α
2
,

kde α je hladina testu a ua je a-tý kvantil standardnı́ho normálnı́ho rozdě-
lenı́.

V praxi se vyskytuje často proces zárodků s pevným jádrem (viz definice
2.37) daným poloměrem zrn. Zamı́táme-li H̃0 pro Poissonův proces, zamı́tá
se též pro bodový proces s pevným jádrem, protože v tomto procesu je
variabilita počtu bodů v okně nižšı́ než pro Poissonův proces.
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Obr. 4.3: Středy kruhů tvořı́ realizaci Straussova bodového procesu s parametry
β = 200, r = 0, 04, γ = 0, 9 (vlevo), β = 200, r = 0, 04, γ = 0, 7 (uprostřed),
β = 200, r = 0, 06 a γ = 0, 2 (vpravo), v jednotkovém okně. Plné kruhy jsou
odebı́rány a systém zbylých kruhů (zrn) je analyzován.

4.3.3 Simulačnı́ studie

V této simulačnı́ studii demonstrujeme použitı́ výše uvedeného dvouvý-
běrového testu porovnávajı́cı́ho simulované modely „zárodek-zrno“ s kru-
hovými neprotı́najı́cı́mi se zrny v R2. V testu jsme použili odhady sumár-
nı́ch statistik (2.17) pro F , (2.18) pro G a (2.16) pro g. Vstupnı́ modely
„zárodek-zrno“ jsme založili na Straussově bodovém procesu (definice
2.43) a simulovali jsme je v následujı́cı́ch krocı́ch

1. Simulace Straussových bodových procesů Φ, Ψ, Ξ v jednotkovém
okně s parametry β = 200, r = 0, 04 a γ = 0, 9 pro Φ, β = 200,
r = 0, 04 a γ = 0, 7 pro Ψ a β = 200, r = 0, 06 a γ = 0, 2 pro Ξ.

2. Přidánı́ kruhů s náhodnými nezávislými rovnoměrně rozdělenými
poloměry, tj. L(R) = R([0, 01; 0, 03]), a se středy v bodech procesů Φ,
Ψ, Ξ.

3. Postupné odebı́ránı́ kruhů, které protı́najı́ nejvı́ce dalšı́ch kruhů.
Kruhy odebı́ráme, dokud nezı́skáme neprotı́najı́cı́ se systém kruhů.

Poznamenejme, že přı́slušný proces lze generovat i jiným způsobem např.
postupným generovánı́m kruhů, které se přidajı́ k procesu, jen pokud
neprotı́najı́ již existujı́cı́ kruhy.

Zı́skané výsledky jsou na obrázku 4.3.
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Proces Střednı́ plocha zrn Celkový počet
Φ 21,89 15 794
Ψ 20,23 14 652
Ξ 12,76 9 267

Tab. 4.1: Střednı́ plocha simulovaných zrn a jejich celkový počet spočtený ze
všech 120 oken. Průměr byl vyčı́slen ze 100 opakovánı́.

Velikost G F g G∗ F ∗ g∗

Φ−Ψ 0,55 0,38 0,27 0,59 0,52 0,56 0,58
Φ− Ξ 0,48 0 0 0 0,33 0,51 0,18
Ψ− Ξ 0,52 0 0 0 0,14 0,52 0,09

Tab. 4.2: Průměrné p-hodnoty pro dvouvýběrový test založené na jednotlivých
sumárnı́ch statistikách pro dvojice procesů založených na Φ,Ψ,Ξ (viz obrázek
4.3), kde počet opakovánı́ simulacı́ je 100. Hodnoty s hvězdičkou znamenajı́ roz-
dı́l v prostorovém rozmı́stěnı́ s vyloučenı́m vlivu intenzity dle postupu daném
v kapitole 4.3.2.

Generujeme n = 120 realizacı́ bodového procesuΦ resp.Ψ resp.Ξ a k němu
odpovı́dajı́cı́ model „zárodek-zrno“ (viz výše uvedený postup). V kroku
(3) jsme v průměru odebrali 28 % resp. 22 % resp. 6 % kruhů ze simulacı́
založených na Φ resp. Ψ resp. Ξ. Střednı́ obsahy zrn a jejich celkové počty
jsou uvedeny v tabulce 4.1.

Pro každou dvojici ze třı́ struktur provedeme neparametrický dvouvýbě-
rový test, přičemž struktury považujeme za neznámé.

Začneme analýzou individuálnı́ch parametrů zrn (kapitola 4.3.1). V na-
šem přı́padě se omezı́me pouze na velikosti zrn, tedy m = 1.
Označı́me-li počty zrn z jednotlivých realizacı́ testovaných modelů jako
k1, . . . , k120, k121, . . . , k240, potom parametr testu k je dán vztahem

k = min(kj; j ∈ {1, . . . , 240}).

Pokračujeme porovnánı́m prostorového rozmı́stěnı́ (kapitola 4.3.2). Pro
každou realizaci jsme odhadli sumárnı́ statistiky G (odhad (2.18)), F (od-
had (2.17)) a g (odhad (2.16)), jejichž zı́skané grafy jsou na obrázku 4.4.
Každá tato funkce je reprezentovaná k = 25 hodnotami v daném inter-
valu.
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Pro testovánı́ použijeme prvnı́ metodu testu, která je založena na U, V
veličinách (viz kapitola 4.1). Rozdělı́me tedy vzorek na tři nezávislé vý-
běryX,X ′, X ′′ a Y, Y ′, Y ′′, každý o velikosti n/3. Z nich pomocı́ vztahu (4.3)
resp. (4.4) vypočteme veličinuU resp. V . K testovánı́ hypotézy (4.1) o shod-
nosti rozdělenı́ U a V poté použijeme známý dvouvýběrový Kolmogorov-
Smirnovův test (užitı́m balı́čku STAT v programovacı́m jazyku R).

Celou proceduru jsme opakovali 100krát. Výsledné průměrné p-hodnoty
jsou uvedené v tabulce 4.2. Z výsledků vyplývá, že nemůžeme zamı́tnout
nulovou hypotézu v přı́padě porovnánı́ velikosti zrn (prvnı́ analýza) pro
žádnou z uvažovaných dvojic struktur. V druhé analýze (prostorové roz-
mı́stěnı́) nemůžeme zamı́tnout nulovou pouze pro dvojici založenou na
procesech Φ a Ψ, ale v ostatnı́ch přı́padech nulovou hypotézu zamı́táme.
Nicméně je zde otázka různé hustoty zrn. Hodnoty s hvězdičkou odpovı́-
dajı́ čistému rozdı́lu v prostorovém rozdělenı́, tj. po transformaci (4.5), a
zde zamı́táme na 10% hladině významnosti testu pouze v přı́padě dvojice
Ψ − Ξ pro funkci g. Zı́skané výsledky testů jsou v souladu se způsobem,
jakým byly porovnávané struktury simulovány.
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Kapitola 5

Aplikace na reálných datech

5.1 Porovnánı́ hlinı́kových fóliı́

Tenké fólie tvořené z hlinı́kovo-manganových slitin jsou materiály nejpo-
užı́vanějšı́ na lopatky automobilových tepelných výměnı́ků. Toto použitı́
klade velmi přı́sné požadavky na vlastnosti a vztahy mikrostruktur fóliı́.
Vývoj odpovı́dajı́cı́ výrobnı́ technologii je založen na dokonalé znalosti
dopadů procesnı́ch parametrů na přeměny materiálu zahrnujı́cı́ změny
v mikrostruktuře. Jednı́m z cı́lů je snižovánı́ nákladů na výrobu fóliı́, ale
přitom zachovánı́ stejných vlastnostı́, a proto je potřeba porovnávat struk-
tury různých materiálů.

V této aplikaci využijeme metody popsané v kapitolách 2.3, 2.7 a 4.

5.1.1 Materiál a přı́prava vzorku

Byly studovány tři Al-Mn slitiny, označené L, P a Z, jejichž chemické
složenı́ bylo různé. Nejdůležitějšı́ faktor plynoucı́ z objemového podı́lu
a rozdělenı́ velikostı́ částic v množině uvažovaných slitin je obsah sili-
konu. Všechny slitiny byly válcovány do pásu tloušt’ky 8,5 mm. Dále byly
vzorky homogenizovány za vysoké teploty a poté válcovány za studena
do tloušt’ky 0,4 mm. Vzorky tloušt’ky 0,4 mm byly zahřáty opět na teplotu
350 ◦C kvůli zvýšenı́ tažnosti materiálu a pro zjednodušenı́ následného
válcovánı́ za studena do konečné fólie o tloušt’ce 0,1 mm.
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Obr. 5.1: Schéma výběru pozorovacı́ch oken podél fólie tloušt’ky 0,1 mm. Vzdá-
lenost mezi dvěma sousednı́mi okny je 1 mm.

Obr. 5.2: Řezy fóliı́ metalografických vzorků materiálů L (vlevo), P (uprostřed)
a Z (vpravo).

Metalografické vzorky byly vytvořeny z přı́čných řezů fólie (kolmo na
rovinu válcovánı́). Po broušenı́ a leštěnı́ byly vzorky pozorovány optickým
mikroskopem, viz obrázek 5.2, kde vertikálnı́ velikost pozorovacı́ho okna
odpovı́dá celkové tloušt’ce fólie. Dvacet pozorovacı́ch oken bylo změřeno
obrazovým analyzátorem podél fólie, vzdálenost mezi nimi byla 1 mm.
Způsob výběru oken je schematicky znázorněn na obrázku 5.1. Úprava
a obrazová analýza, při které byly změřeny základnı́ parametry částic (viz
nı́že), byly provedeny ve Výzkumném ústavu kovů, s.r.o. v Panenských
Břežanech.

5.1.2 Numerické výsledky

Prvotnı́ analýza se zabývá střednı́ velikostı́ částic a jejich hustotou, viz ta-
bulka 5.1, kde jsou patrné rozdı́ly mezi strukturou materiálu L a materiály
P a Z. V histogramu na obrázku 5.3 je rovněž možné sledovat rozdı́ly
ploch řezů částic v jednotlivých materiálech. Data pro analýzu parametrů
částic byla zı́skána měřenı́m parametrů plocha, eqdiam (průměr kruhu s ob-
sahem rovným hodnotě parametru plocha), minFeret (minimálnı́ Feretův
průměr), maxFeret (maximálnı́ Feretův průměr) v obrazovém analyzátoru,
následně byl spočten

tvarový faktor =
minFeret
maxFeret

.
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Obr. 5.3: Histogram ploch řezů částic v prvnı́ch pozorovacı́ch oknech z každého
materiálu.

Proces Průměrná plocha Hustota
L 0,592 0,084
P 1,007 0,051
Z 1,034 0,044

Tab. 5.1: Průměrná plocha pozorovaných řezů částic (v µm2) a jejich hustoty
(v µm−2) pro materiály L,P, Z spočtené ze všech 20 oken.

Protože počet oken je malý, n = 20, užili jsme permutačnı́ test popsaný
v kapitole 4.1. Výsledky z tabulky 5.2 vedou k následujı́cı́ interpretaci:
Materiály P a Z se významně nelišı́, zatı́mco L se lišı́ od obou P a Z, a to
v obou parametrech (velikostı́ i tvarem částic).

Dále jsme se zaměřili na testovánı́ shodnosti rozdělenı́ prostorového uspo-
řádánı́ částic sledovaných materiálů, které jsme aproximovali jejich těžišti.
Těžiště řezů částic byla změřena obrazovým analyzátorem. Máme tedy
20 realizacı́ bodových procesů tvořených těžišti řezů částic. Dı́ky způsobu
volby pozorovacı́ch oken můžeme předpokládat, že tyto bodové procesy
jsou stacionárnı́. Test provedeme podle postupu uvedenému v kapitole
4.3.2. Nejprve tedy odhadneme kontaktnı́ sférickou distribučnı́ funkci F ,
distribučnı́ funkci nejbližšı́ch sousedů G a párovou korelačnı́ funkci g.
Odhady funkcı́ F , G a g jsou uvedeny na obrázku 5.4 pro všech 20 pozo-
rovacı́ch oken materiálu P , tj. na každém obrázku a), b), c) je zobrazeno
20 průběhů přı́slušných sumárnı́ch statistik. Pozorujeme malou variabilitu
odhadů. Podobně malá je variabilita těchto odhadů i v přı́padě materiálů

78



Obr. 5.4: Odhady (a) kontaktnı́ distribučnı́ funkce F , (b) distribučnı́ funkce nej-
bližšı́ch sousedů G a (c) párové korelačnı́ funkce g pro materiál P . Grafy zı́skané
ze všech 20 pozorovacı́ch oken jsou vykresleny ve stejném grafu, abychom mohli
sledovat malou variabilitu odhadů mezi okny.
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Obr. 5.5: Odhady (a) kontaktnı́ distribučnı́ funkce F , (b) distribučnı́ funkce nej-
bližšı́ch sousedů G a (c) párové korelačnı́ funkce g pro všechny tři materiály
zı́skané průměrovánı́m odhadů ze všech 20 pozorovacı́ch oken. Je zde patrné,
že výsledky pro materiál L se lišı́ od výsledků pro materiály P a Z.

80



vše Plocha Eqdiam Tvarový faktor
L− P 0 0 0 0,006
L− Z 0 0 0 0,006
P − Z 0,297 0,295 0,263 0,158

Tab. 5.2: P -hodnoty dvouvýběrových testů parametrů individuálnı́ch částic
spočtené pro všechny tři parametry dohromady (m = 3, sloupec „vše“) a potom
pro jednotlivé parametry (m=1) s n = 1, k = 500 a s počtem permutacı́ 5000.

vše G F g

L− P 0 0 0 0
L− Z 0 0 0 0
P − Z 0 0 0 0,545

Tab. 5.3: P -hodnoty dvouvýběrových testů prostorového rozmı́stěnı́ spočtené
pro všechny tři parametry dohromady (m = 3, sloupec „vše“) a potom pro
jednotlivé parametry (m=1) s n = 1, k = 11,4 = 1µm a s počtem permutacı́
5000.

L a Z. Na obrázku 5.5 porovnáváme průměrné odhady (z 20 oken) funkcı́
F ,G a g spočtených pro všechny materiály. Zı́skané výsledky jsou pro ma-
teriál L výrazně odlišné od výsledků pro materiály P a Z. Odhady funkce
g materiálů P a Z jsou prakticky stejné a rozdı́lné odhady funkcı́ F a G
jsou malé, nicméně odpovı́dajı́cı́ funkce materiálu L je posunuta doleva.

Výsledky dvouvýběrových testů pro prostorové rozdělenı́ v tabulce 5.3
vedou k interpretaci, že existujı́ významné rozdı́ly v prostorových rozdě-
lenı́ch, mimo párové korelačnı́ funkce materiálů P a Z. Můžeme porovnat
tyto závěry s výsledky porovnánı́ průměrů na obrázku 5.5. Nuly v prvnı́ch
dvou řádcı́ch v tabulce 5.3 jsou očekávány, protože hustota částic v L se
lišı́ velmi od P a Z, viz tabulka 5.1. Výsledky testu porovnávajı́cı́ charak-
teristiky dat materiálů P a Z rovněž odpovı́dajı́ grafům na obrázku 5.5,
kde grafy průměrů spočtených pro funkce G a F se lišı́ vı́ce než v přı́padě
funkce g.

Pro zanedbánı́ vlivu hustoty částic na prostorové rozmı́stěnı́ ve smyslu
změny měřı́tka použijeme postup uvedený v kapitole 4.3.2. V tabulce 5.4
jsou uvedeny numerické výsledky testu hypotézy o stejném prostorovém
rozmı́stěnı́ těžišt’ částic materiálů, kde vždy jedna série dat byla upra-
vena tak, aby vstupnı́ bodové procesy testu měli stejnou intenzitu. Ze
zmı́něné tabulky vyplývá, že mezi materiály P a Z nejsou patrné rozdı́ly
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vše G F g

L− P 0 0,001 0,058 0,001
L− Z 0 0,004 0,345 0
P − Z 0,471 0,551 0,419 0,341

Tab. 5.4: P -hodnoty dvouvýběrových testů prostorového rozmı́stěnı́ spočtených
(s eliminacı́ vlivu hustoty částic). Vyčı́slenı́ pro všechny tři parametry dohro-
mady (m = 3, sloupec „vše“) a potom pro jednotlivé parametry (m=1) s n = 1,
k = 11,4 = 1µm a s počtem permutacı́ 5000.

v prostorovém rozmı́stěnı́ těžišt’ částic, tj. nulovou hypotézu nemůžeme
zamı́tnout na 5% hladině testu. Mezi materiály L a bud’ P , nebo Z stále
jsou rozdı́ly, tedy nulovou hypotézu o shodnosti prostorového rozmı́stěnı́
zamı́táme. Nicméně na základě výsledků pro distribučnı́ funkci nejbližšı́ch
sousedů bychomH0 nemohli zamı́tnout, což může nastat, protože zmı́něné
tři charakteristiky prostorového rozmı́stěnı́ jsou kvalitativně rozdı́lné, viz
kapitola 2.3.2.

5.2 Statistická analýza pórů v plazmovém
nástřiku

V této části popı́šeme analýzu mikrostruktury keramického plazmového
nástřiku. Studovaný nástřik patřı́ mezi titanové sloučeniny, které tvořı́ vý-
znamnou skupinu elektronické keramiky. Studium jeho mikrostruktury je
důležité, nebot’ta ovlivňuje jeho vlastnosti a následné použitı́. Mikrostruk-
turu nástřiku tvořı́ různé typy pórů a trhliny. Mezi základnı́ typy pórů patřı́
globulárnı́ póry, které majı́ přibližně kulovitý tvar, a interlamelárnı́ plošné
póry. Naše analýza se zaměřila na zkoumánı́ pórů obou těchto typů, pře-
devšı́m na určenı́ jejich velikosti, rozmı́stěnı́ uvnitř vzorku a dále na popis
vztahů mezi jednotlivými typy pórů.

K analýze jsme použili metody popsané v kapitolách 2.1, 2.2, 2.3.
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Obr. 5.6: Zkoumaný vzorek keramického nástřiku. Na obrázku je naznačen směr
nástřiku (osa y), který je kolmý na podkladovou desku, a směr následného
broušenı́ (osa z), který je kolmý na směr nástřiku.

5.2.1 Materiál a přı́prava vzorku

Zkoumaný vzorek, keramický nástřik, byl připraven a prvotně zpracován
v Ústavu fyziky plazmatu Akademie věd ČR v Praze. Použitým materi-
álem byla technická keramika označována jako MCT, což je směs dvou
titanových oxidů, konkrétně MgTiO3 a CaTiO3 s poměrem Mg:Ca rovnajı́-
cı́m se 94:6 (tj. 14 TiO2, 11 MgO, 1 CaO).

Vzorek byl vyroben užitı́m vysoce propustné stabilizované vodnı́ plazmy
nástřikem WSP R© PAL 160. Na použitém systému nástřiku závisı́ vý-
sledná mikrostruktura vzorku, viz [14]. Rozměry výsledného vzorku byly
450×350×240 µm, viz obrázek 5.6. Po nastřı́kánı́ byl celý trojrozměrný (3D)
vzorek postupně odbrušován po 3µm a každá odbroušená plocha byla leš-
těna. V každé rovině výbrusu bylo mikroskopem Neophot 32 s CCD kame-
rou snı́máno celkem 5×5 polı́ o velikosti 90×70 µm2. Následně bylo 25 polı́
spojeno v jeden snı́mek a na každý snı́mek byla aplikována segmentace
v obrazovém analyzátoru Lucia G3.52, viz obrázek 5.7a). Podrobnějšı́ in-
formace o materiálu, způsobu jeho přı́pravy a následném zpracovánı́ jsou
v [15].
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5.2.2 Obrazová analýza a 3D rekonstrukce

Pro zkoumaný vzorek W ⊂ R3 platı́, že

W = K ∪ P,

kde K je keramická plazma a P je mikrostruktura. Označme

P = G ∪ L ∪O,

kde G jsou globulárnı́ (přibližně konvexnı́) póry, L interlamelárnı́ plošné
póry (dále plošné póry) a O tvořı́ ostatnı́ póry a trhliny. Mikrostruktura P
vzorkuW je zachycena systematickým výběrem paralelnı́ch řezů s pevnou
orientacı́ τ (směr broušenı́ odpovı́dá ose z); rovinu řezu označı́meTk = Tk,τ ,
k = 1 . . . n, n = 80. Vzdálenost mezi rovinami Tk a Tk+1, k = 1 . . . n − 1 je
d = 3 µm.

Pro černobı́lý snı́mek Wk ⊂ R2 odpovı́dajı́cı́ Tk, k = 1, . . . , n, platı́

Wk = W ∩ Tk = Kk ∪ Pk = Kk ∪Gk ∪ Lk ∪Ok,

kdeKk = K∩Tk (na snı́mcı́ch znázorněno černě), Pk = P ∩Tk (na snı́mcı́ch
znázorněno bı́le),Gk = G∩Tk, Lk = L∩Tk,Ok = O∩Tk. Způsob obrazové
analýzy provedený v programu MicroImage (viz [34]) a 3D rekonstrukce
se lišily pro G resp. Gk a L resp. Lk. Objekty typu O resp. Ok jsme se
nezabývali.

Pro 3D rekonstrukci obou typů pórů jsme vytvořili speciálnı́ programy, viz
přiložené CD.

Globulárnı́ póry

DetekceGk veWk,k = 1, . . . , n, byla založena na morfologické transformaci
otevřenı́ (2.1), tj.

G′
k = Pk ◦ b(o, r) = {gkj ; j = 1, . . . ,mk}, (5.1)

kde o je počátek a r je stejné pro všechna k. Touto operacı́ byly odstraněny
Lk a Ok a také malé globulárnı́ póry, pro které g 	 b(o, r) = ∅. Výsledek
operace je zobrazen na obrázku 5.7b).
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Obr. 5.7: a) Snı́mek zachycujı́cı́ mikrostrukturu vzorku. b) Morfologickou ope-
racı́ otevřenı́ zı́skané globulárnı́ póry ze snı́mku a). c) Poloautomaticky zı́skané
interlamelárnı́ plošné póry ze snı́mku a), které jsou aproximovány kombinacı́
úseček.

Obr. 5.8: Projekce triangulacı́ dvou detekovaných interlamelárnı́ch plošných
pórů do roviny (x,z). Odhadnutá plocha těchto pórů je 3 060 µm2 (vlevo)
a 6 903 µm2 (vpravo).

Pro každý transformovaný řez globulárnı́ho póru gkj byly obrazovým ana-
lyzátorem změřeny a zaznamenány základnı́ parametry řezů pórů, tj. tě-
žiště (střed) [xgk

j
, ygk

j
], plocha Agk

j
, maximálnı́ průměr dmaxgk

j
a minimálnı́

průměr dmingk
j
. Tyto parametry byly použity pro zpětnou 3D rekonstrukci

globulárnı́ch pórů. Výsledkem rekonstrukce je {gi; i = 1, . . . ,m}, přičemž
gi jsou charakterizovány pomocı́ parametrů těžiště sgi

= [xgi
, ygi

, zgi
], po-

čet protnutých rovin řezů pgi
, objem Vgi

a maximálnı́ průměr dmaxgi
. Pro

odhad Vgi
byl použit Cavalieriho odhad (2.4).
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Interlamelárnı́ plošné póry

Plošné póry byly modelovány jako plochy. Tato volba souvisela se zanedba-
telnou tloušt’kou plošného póru oproti jeho ostatnı́m rozměrům. Protože
plošné póry byly přibližně kolmé na směr nástřiku, pozorovali jsme je na
snı́mcı́ch jako vodorovné trhliny.

V obrazovém analyzátoru jsme zı́skali Lk∪O′
k = Pk \G′

k, kdeG′
k odpovı́dá

(5.1). Poté byly řezy plošných pórů lkj aproximovány kombinacı́ úseček,
viz obrázek 5.7c), jejichž konce byly ručně označeny. Tedy

Lk ≈ {lkj ; j = 1, . . . , tk},

kde tk je počet zpracovaných plošných pórů zaznamenaných v rovině Tk,

lkj =
{
vkj,s
}slk

j

s=1 a vkj,s = [x
k
j,s, y

k
j,s, d(k − 1)],

přičemž slkj je počet zaznamenaných konců vkj,s patřı́cı́ k lkj a d(k− 1) odpo-
vı́dá vzdálenosti roviny Tk od počátku ve směru osy z (viz obrázek 5.6).

Tyto údaje byly použity pro 3D rekonstrukci plošných pórů. Výsledkem
rekonstrukce je množina {lc; c = 1, . . . , t}, kde lc jsou triangulace aproximu-
jı́cı́ plošný pór. Tedy lc je systém vzájemně se nepřekrývajı́cı́ch trojúhelnı́ků
a pokrývajı́cı́ souvislou oblast. Formálnı́ zavedenı́ lc je následujı́cı́.

Označme 4(u, v, w) trojúhelnı́k s vrcholy u, v, w. Necht’ k = 1, . . . , n,
i = 1, . . . , tk a j = 1, . . . , tk+1. Necht’ lki , l

k+1
j náležı́ stejnému plošnému

póru. Triangulace mezi lki a lk+1j je dána vztahem

4k,k+1
i,j =

=

s
lk
i
−1⋃

s1=1

4(vki,s1 , vki,s1+1, vk+1j,s2 )

 ∪


s
lk+1
j

−1⋃
s3=1

4(vk+1j,s3 , v
k+1
j,s3+1, v

k
i,s4)

 ,

kde s2 ∈ {1, . . . , slk+1j
}, s4 ∈ {1, . . . , slki } a trojúhelnı́ky4(·, ·, ·) jsou po dvou

disjunktnı́.

Mezi lki a lk+1j lze sestrojit vı́ce navzájem různých triangulacı́ 4k,k+1
j,k .

Všechny tyto triangulace se sestávajı́ právě z (slki + slk+1i
− 2) trojúhelnı́ků,

ale jejich velikosti ploch se obecně lišı́.
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Označme triangulaci

4̃k,k+1
i,j takovou, že S(4̃k,k+1

i,j ) = min
4k,k+1

i,j

[S(4k,k+1
i,j )],

kde
S(4k,k+1

i,j ) =
∑

4(u,v,w)∈4k,k+1
i,j

ν2(4(u, v, w)).

Konečně lc, c = 1, . . . , t, odpovı́dajı́cı́ plošnému póru l ∈ L je definováno
vztahem

lc =
n⋃
k=1

{
4̃k,k+1
i,j : l ∩ Tk 6= ∅ ∧ l ∩ Tk+1 6= ∅

}
.

Těžiště lc označı́me [xlc , ylc , zlc ], počet protı́najı́cı́ch rovin plc a jeho plochu
Slc , přičemž

Slc =
∑

4̃k,k+1
i,j ∈lc

S(4̃k,k+1
i,j ).

Na obrázku 5.8 jsou zobrazeny projekce triangulacı́ dvou plošných pórů
do roviny (x, z). Plocha těchto pórů je 3 060 µm2 (vlevo) resp. 6 903 µm2

(vpravo) a plocha projekce těchto pórů do roviny (x, z) je 1 855 µm2 resp.
4 439 µm2.

5.2.3 Numerické výsledky

Globulárnı́ póry

Z obrazové analýzy a následné 3D rekonstrukce jsme zı́skali globulárnı́
póry s maximálnı́mi průměry v rozmezı́ 3 µm a 40 µm. Jejich objemový
podı́l odhadnutý z prvnı́ rovnosti ve vztahu (2.5) je

VV
.
= 0, 013.

Na obrázku 5.9 je zobrazen histogram objemů globulárnı́ch pórů. Na zá-
kladě tohoto histogramu byly určeny tři třı́dy velikostı́ pórů odpovı́dajı́cı́
pórům s maximálnı́m průměrem 4–6 µm, 6–10 µm a 10–20 µm. Hranice
jsou zobrazeny svislými čarami. Volba velikostnı́ch třı́d souvisı́ s procesem
přı́pravy nástřiku a lze předpokládat jejich různé prostorové rozmı́stěnı́
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Obr. 5.9: Histogram objemů pórů detekovaných ve zkoumaném vzorku. Svislé
čáry v histogramu ukazujı́ hranice velikostnı́ch třı́d, které odpovı́dajı́ objemu
koulı́ s průměrem 4 resp. 6 resp. 10 µm, tj. 33,5 resp. 113,1 resp. 523,6 µm3.

Maximálnı́
průměr pórů Počet pórů

libovolný 2116
4 - 20 µm 1601
4 - 6 µm 598

6 - 10 µm 548
10 - 20 µm 455

Tab. 5.5: Počet globulárnı́ch pórů v jednotlivých velikostnı́ch třı́dách.

(vı́ce v [15]). V tabulce 5.5 jsou zobrazeny počty zaznamenaných pórů ve
vzorku v jednotlivých studovaných velikostnı́ch třı́dách.

Jednı́m z hlavnı́ch cı́lů statistické analýzy naměřených dat bylo testovánı́
hypotézy (2.19) o úplné prostorové náhodnosti rozmı́stěnı́ globulárnı́ch
pórů v prostoru. Při testovánı́ jsme postupovali podle poznámky 2.7. Rea-
lizace bodového procesu ve W byla tvořena množinou těžišt’přı́slušných
globulárnı́ch pórů sg· . Použili jsme sumárnı́ statistiky (kapitola 2.3.2), tj.
K-funkci resp. L-funkci resp. distribučnı́ funkci vzdálenostı́ nejbližšı́ch
sousedů G resp. sférickou kontaktnı́ distribučnı́ funkci F , které byly od-
hadnuty pomocı́ vztahů (2.14) resp. (2.15) resp. (2.18) resp. (2.17). Počet si-
mulovaných nezávislých realizacı́ homogennı́ho Poissonova procesu bylo
19, a tedy hladina významnosti testu odpovı́dá 10 %. Zı́skané grafy jsou
na obrázku 5.10.

88



O
br

áz
ek

5.
10

:G
ra

fy
uk

az
uj

ı́h
od

no
ty

(t
uč
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uč
nı́

fu
nk

ci
ne

jb
liž
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ké

vz
dá
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Poznamenejme, že bodový proces tvořený těžišti globulárnı́ch pórů je
obecně regulárnı́, nebot’nejmenšı́ možné vzdálenosti mezi body jsou ovliv-
něny velikostmi pórů. Nás však zajı́mala náhodnost rozmı́stěnı́ globulár-
nı́ch pórů, a proto jsme se zaměřili na prostorovou náhodnost ve většı́ch
vzdálenostech mezi body, tj. grafy funkcı́ sumárnı́ch statistik L, G a F na
obrázku 5.10 majı́ počátečnı́ hodnotu r rovnu minimu z teoretické vzdále-
nosti mezi těžišti nejmenšı́ch pórů v přı́slušné studované velikostnı́ třı́dě,
např. počátečnı́ hodnota r pro třı́du 4–6 µm je 4 µm.

Zamı́tánı́ hypotézy o úplné prostorové náhodnosti (2.19) je zřejmé pro
L-funkci ve všech třech velikostnı́ch třı́dách a pro funkce G a F v přı́padě
velikostnı́ třı́dy 4–6 µm. Z polohy křivky odpovı́dajı́cı́ sumárnı́ statistice
odhadnuté z přı́slušné velikostnı́ třı́dy oproti vykreslené obálce vyplývá,
že zamı́tánı́ je vždy ve prospěch shlukovánı́.

Jestliže hodnotı́me celou množinu globulárnı́ch pórů ve všech velikostnı́ch
třı́dách dohromady, tj. s průměrem 4–20 µm, potom nulovou hypotézu
o náhodném prostorovém rozmı́stěnı́ globulárnı́ch pórů opět zamı́táme ve
prospěch jejich shlukovánı́.

Interlamelárnı́ plošné póry

Cı́lem této části analýzy bylo kvantifikovat plošné póry, jejich počet, ve-
likost, tvar a prostorové rozmı́stěnı́. Ve vzorku bylo detekováno a trian-
gulacı́ modelováno 250 plošných pórů lc takových, že počet protnutých
rovin plc > 1. Histogram ploch pórů Slc je uveden na obrázku 5.11a), při-
čemž Slc ≥ 51, 8 µm2. Poznamenejme, že 39 plošných pórů zasahuje do
hranice W .

Pro testovánı́ homogenity plošných pórů podél osy y (směr nástřiku) zave-
deme kótovaný bodový proces na přı́mce {ylc , Slc}250c=1. Kótovaný bodový
proces je vyznačen na obrázku 5.11b) svislými čarami a hodnotami na levé
svislé ose. V tomtéž grafu je křivkou znázorněn gaussovský jádrový odhad
intenzity se šı́řkou pásma 20 µm, tj. (2.8) a (2.9), bodového procesu projekcı́
plošných pórů podél osy y, tj. {ylc}250c=1, s hodnotami na pravé svislé ose.
Žádné velké nehomogenity v grafu nebyly pozorovány. Nicméně jsou zde
pozorovány vrcholy a poklesy na křivce plošných pórů podél osy y.

Fyzikálnı́ vysvětlenı́ tohoto jevu může být následujı́cı́: vzdálenosti mezi
sousednı́mi lokálnı́mi maximy a minimy jsou mezi 75 a 100 µm, viz graf na
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a) b)

Obr. 5.11: a) Histogram ploch interlamelárnı́ch plošných pórů detekovaných
ve vzorku. b) Graf představuje kótovaný bodový proces, kde vodorovná osa
odpovı́dá projekci plošných pórů do směru nástřiku (viz parametr ylc) a na levé
svislé ose jejich odhadnutou plochu. Křivka značı́ gaussovský jádrový odhad
bodového procesu {ylc ; c = 1, . . . , 250} s hodnotami na pravé svislé ose.

obrázku 5.11, což odpovı́dá přibližně jedné vrstvě, která byla nastřı́kána
na podklad a poté se nechala dostatečně vychladnout před nastřı́kánı́m
dalšı́ vrstvy.

Vztahy mezi globulárnı́mi a interlamelárnı́mi plošnými
póry

Pro vzájemnou analýzu globulárnı́ch a plošných pórů jsme vybrali velké
globulárnı́ póry s objemem mezi 100–500 µm3. Počet těchto globulárnı́ch
pórů je roven 405. Plošné póry jsme použili všechny z předchozı́ analýzy.
Z naměřených hodnot u obou typů pórů jsme spočetli vzdálenosti mezi
těžišti globulárnı́ch pórů a povrchem nejbližšı́ho plošného póru. Empi-
rická distribučnı́ funkce těchto vzdálenostı́ je zachycena na obrázku 5.12a)
společně s distribučnı́ funkcı́ nejbližšı́ch sousedů G vybraných globulár-
nı́ch pórů odhadnuté podle vztahu (2.18). V grafu můžeme pozorovat,
že menšı́ vzdálenosti než 13 µm se vyskytujı́ častěji mezi globulárnı́mi
a plošnými póry, než v přı́padě globulárnı́ch pórů. Pro většı́ vzdálenosti
je tomu naopak. Dále vidı́me, že vı́c jak 10 % globulárnı́ch pórů protı́ná
nějaký plošný pór. Obrázek 5.12b) zobrazuje velikosti globulárnı́ch pórů
přiřazených k nejbližšı́mu plošnému póru.
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Obr. 5.12: a) Graf distribučnı́ch funkce vzdálenosti nejbližšı́ch sousedů pro glo-
bulárnı́ póry s objemem 100–500 µm3 (plná čára) a graf empirické distribučnı́
funkce vzdálenostı́ mezi těmito globulárnı́mi póry a interlamelárnı́mi plošnými
póry (přerušovaná čára). b) Korelačnı́ pole s objemy globulárnı́ch pórů (vodo-
rovná osa) a projekcı́ jejich nejbližšı́ho plošného póru do směru nástřiku (svislá
osa).

5.3 Aplikace bodových procesů ve státnı́ správě

Elektronická podatelna je jednı́m z důležitých nástrojů e-Govenmentu [26].
Funkčnı́ elektronickou podatelnu definujeme jako takovou elektronickou
podatelnu, která je realizována dle platných legislativnı́ch pravidel, což
mimo jiné znamená, že jejı́ adresa je zveřejněna na Portálu veřejné správy
(PVS) [49]. Konkrétnı́ výzkum zužujeme ještě na oblast úřadů územnı́ch
samosprávných celků (ÚSC), která se vyznačuje stejnorodostı́ pravidel,
jimiž se tyto úřady musı́ řı́dit. V analýze se zaměřı́me na prostorové vztahy
mezi úřady ÚSC, které elektronické podatelny realizovaly a kterých je
navzdory nařı́zenı́ vlády pouze 952 z celkových 6249 [49]. Tento výzkum
přispı́vá k vytvořenı́ celkového obrazu stavu rozvoje e-Governmentu v ČR.

K analýze jsme použili metody popsané v kapitole 2.3.

5.3.1 Data a metody

Při sběru dat vycházı́me z adresáře elektronických podatelen úřadů ÚSC
platného k únoru 2008 [49]. Polohu jednotlivých úřadů ÚSC určujeme na

92



Obr. 5.13: Na obrázku jsou vyznačeny polohy obcı́ České republiky, které majı́
elektronickou podatelnu, stav v únoru 2008. Slabá čára rozděluje Českou repub-
liku na Oblast 1 (vlevo) a Oblast 2 (vpravo).

základě dat prezentovaných Českým statistickým úřadem (ČSÚ) v rámci
Územně identifikačnı́ho registru ÚIR-ZSJ [48], kde jsou geografická data
uváděna v metrech v souřadnicovém systému Jednotné trigonometrické
sı́tě katastrálnı́ (S-JTSK), který je definován v nařı́zenı́ vlády č. 430/2006
Sb., o stanovenı́ geodetických referenčnı́ch systémů a státnı́ch mapových
děl závazných na územı́ státu a zásadách jejich použı́vánı́. V tomto sou-
řadnicovém systému lze provádět standardnı́ geodetická měřenı́ a chyba
při měřenı́ vzdálenosti bodů může být maximálně v jednotkách metrů.

Necht’x = {x1, . . . , xk} jsou body, které reprezentujı́ polohy úřadů ÚSC,
jimiž aproximujeme obce v ČR. Obcı́m s elektronickou podatelnou necht’
odpovı́dajı́ body x′ = {x′1, . . . , x′n}, přičemž platı́, že x′ ⊆ x. Pozorovacı́m
oknem necht’je územı́ České republiky nebo jejı́ souvislé části, konkrétně

• Oblast 1 je tvořena hl. m. Prahou a dále Středočeským, Jihočeským,
Plzeňským, Karlovarským, Ústeckým, Libereckým, Královéhradec-
kým a Pardubickým krajem a krajem Vysočina.

• Oblast 2 je tvořena Jihomoravským, Olomouckým, Zlı́nským a Mo-
ravskoslezským krajem.

• Oblast 3 je vymezena celým územı́m ČR, tj.
Oblast 3 = Oblast 1 ∪ Oblast 2.
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Obr. 5.14: a) Graf zobrazuje procento obcı́, které majı́ elektronickou podatelnou,
v závislosti na počtu jejich obyvatel. b) Histogram vzdálenostı́ mezi nejbližšı́mi
obcemi v ČR.

Naše analýza se zabývá otázkou, zda mezi body x′ jsou nebo nejsou nějaké
interakce (přitažlivé či odpudivé). Budeme tedy testovat hypotézu

H0 : Body x′ jsou rovnoměrně náhodně rozdělené na x (5.2)
H1 : Body x′ nejsou rovnoměrně náhodně rozdělené na x

Pro testovánı́ hypotézy (5.2) použijeme Monte Carlo test založený na su-
márnı́ch statistikách. Použité sumárnı́ statistiky jsou sférická kontaktnı́
distribučnı́ funkce F resp. distribučnı́ funkce vzdálenostı́ nejbližšı́ch sou-
sedů G resp. párová korelačnı́ funkce g, které byly odhadnuty pomocı́
vztahů (2.17) resp. (2.18) resp. (2.16). Poznamenejme, že stacionaritu u na-
šich bodových procesů předpokládáme. Při testu postupujeme obdobně
jako v poznámce 2.7, přičemž mı́sto Poissonova bodového procesu si-
mulujeme náhodný rovnoměrný výběr N bodů z množiny x ∩ O, kde
N = #(x′ ∩ O) a O je testovaná oblast. Počet simulacı́ je 199 a zvolená
hladina testu je α = 5 %.

5.3.2 Numerické výsledky

Z celkového počtu k = 6249 obcı́ mělo v únoru roku 2008 realizováno
funkčnı́ elektronickou podatelnu 952 obcı́, tj. přibližně 15,2 % obcı́ (viz
obrázek 5.13). Pro podrobnějšı́ zkoumánı́ jsme rozdělili obce podle ve-
likostnı́ch kategoriı́ (dle standardu použı́vaného ČSÚ). Podle výsledků

94



O
br

.5
.1

5:
G

ra
fy

su
m

ár
nı́

ch
st

at
is

ti
k
G
(·)

,F
(·)

a
g
(·)

(t
uč
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ké
kř
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prezentovaných v [26] jsou mezi jednotlivými kraji ČR nezanedbatelné
rozdı́ly v procentech obcı́, které povinnost provozovat elektronickou po-
datelnu plnı́. Z grafu na obrázku 5.14a) plyne, že celkově je lepšı́ situace
v Oblasti 2 a rovněž jsou na tom v této Oblasti lépe malé obce až do velikosti
1999 obyvatel. V přı́padě středně velkých obcı́ch je stav lepšı́ v Oblasti 1
a pro velké obce je situace v obou oblastech téměř shodná. Dále platı́, že
čı́m vyššı́ je velikostnı́ kategorie, tı́m většı́ procento obcı́ má elektronickou
podatelnu realizovánu.

Na obrázku 5.14b) je znázorněn histogram vzdálenostı́ mezi nejbližšı́mi
obcemi ČR. Z něj také vyplývá, že v rozmezı́ od 0,5 km do 10,4 km se od
libovolné obce nacházı́ dalšı́ obec, přičemž převládajı́ menšı́ vzdálenosti.
Podı́l obcı́, které jsou od sebe vzdáleny vı́ce než 3,5 km, nepřevyšuje 4 %.

Grafy na obrázku 5.15 prezentujı́ výsledky testu hypotézy (5.2). Pro
všechny zkoumané Oblasti (1, 2, 3) hypotézu na 5% hladině testu zamı́-
táme. Z detailnı́ho rozboru grafů jednotlivých sumárnı́ch statistik plyne,
že v Oblasti 1 se prosazujı́ slabé odpudivé sı́ly na vzdálenostech nad 3,8 km
(funkce G) resp. nad 6 km (funkce F ), avšak pro menšı́ vzdálenosti obcı́
se výsledek blı́žı́ rovnoměrně náhodnému rozmı́stěnı́. V Oblasti 2 jsou pa-
trné nevýrazné shluky (funkce g), které mohou ukazovat na spolupráci
blı́zkých obcı́. Protože poměr rozlohy Oblast 1 : Oblasti 2 .

= 2,6, nenı́ pře-
kvapivé, že výsledky pro Oblast 3 jsou obdobné jako v přı́padě Oblasti
1 (funkce G). Nicméně funkce g dosahuje nejvyššı́ch hodnot v intervalu
mezi 2,8 km a 5 km, což odpovı́dá výsledkům pro Oblast 2. Ve všech zkou-
maných Oblastech (1, 2, 3) jsou zjištěné odchylky od testované hypotézy
(5.2) nepřı́liš výrazné.

Podı́váme-li se na zı́skané výsledky z hlediska e-Governmentu, zjistı́me,
že tento výsledek neodpovı́dá záměru zákona č. 500/2004 Sb., správnı́
řád, který zavedl možnost prostřednictvı́m veřejnoprávnı́ smlouvy zajistit
provozovánı́ elektronických podatelen pro malé obce obcemi s rozšı́řenou
působnostı́. Pokud by se tento postup ve velké mı́ře realizoval, museli
bychom v rozmı́stěnı́ obcı́ s možnostı́ přı́jmu elektronických podánı́ po-
zorovat výrazné shluky, což se neukázalo. Zdá se dokonce, že v oblasti
zajištěnı́ provozu elektronických podatelen úřady ÚSC výrazně nespolu-
pracujı́, nebot’na malých vzdálenostech jsou obce s elektronickou podatel-
nou rovnoměrně náhodně rozmı́stěné.
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práce, Univerzita Karlova, Praha 2003.

[19] Jůzková R., Ctibor P., Beneš V.: Analysis of porous structure in plasma-
sprayed coating. Image Analysis & Stereology, 2004, 23:45–52.
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