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Kapitola 1

Uvod

Prostorova statistika se zabyva hodnocenim dat v Eukleidovském prostoru
RY, d > 2. Klasické déleni prostorové statistiky na geostatistiku, data na
miiZi a bodové procesy pochazi z monografii [13], [38]. PfedloZend diser-
tacni prace je zaméfena predevsim na bodové procesy, viz [17], [29], [31],
[37], a jejich rozsifeni ve stochastické geometrii — modelovani a statistiku
ndhodnych mnoZin, viz [33], [43], [44]. Aplikace bodovych procesti a na-
hodnych mnoZin najdeme v mnoha védnich oborech, z nichZ jmenujme
vyzkum materiali, biologii, astronomii, obrazovou analyzu, epidemiolo-
gii atd.

Po uvedent Sirokych teoretickych zdklad{i, resp. nutného vybéru z nich po-
tfebného k formulaci a feSeni stanovenych cilt prace, jsou hlavni pfinosy a
vysledky rozdéleny do tfi ¢asti. Nejprve se zabyvame specidlnim modelem
vicerozmérnych casovych bodovych procesti Coxova typu. V druhé ¢astije
vyvinuta statistickd metoda pro stochastickou geometrii. Posléze nasleduji
tfi aplikace prostorové statistiky na realnych datech. Déle o dosaZenych

vysledcich podrobnéji.

V kapitole 3 se zabyvame teorii casového Coxova procesu fize-
ného Ornstein-Uhlenbeckovym procesem v R? (OUCP). Negaussovské
Ornstein-Uhlenbeckovy procesy byly vyvinuty pro aplikace ve financich,
viz [5], [12]. Coxovy procesy zaloZené na Lévyho procesech jsou popsany
v [11] a [36]. V praci uvazujeme OUCP, obsahem jsou teoretické vysledky a
pocitacové simulace. Nejprve se zaméfime na zavislost ve vicerozmérnych
bodovych procesech vyse zminéného typu, k tomu je odvozena kiiZova
péarova korela¢ni funkce pro dvourozmérny OUCP, viz véta 3.2.



Dale fesime problém nelinearniho filtrovani OUCP. Problém filtrovani spo-
¢iva v odhadnuti ndhodné intenzity pfi daném pozorovani vysledného bo-
dového procesu do casu T'. Obecné 1ze vysledek filtrovani procesu ziskat
feSenim stochastickych diferencidlnich rovnic, viz napt. [17], [21], [41], coz
v praxi vede na obtiZny numericky problém. V ¢lanku [11] je popsan jiny
pfistup aplikovany na filtrovani ¢asoprostorovych lognormalnich Coxo-
vych procesti, ktery pouziva simulace a kombinuje Bayesovsky pfistup a
MCMC (Markov Chain Monte Carlo). Obdobny postup jsme pouzili pfi
filtrovani OUCP. V této praci jsou popsany dva rtizné zptisoby, pfi kterych
vyuzivame jak Bayesovsky piistup, tak Metropolis-Hastingstiv algoritmus
rozeni a zdniku z tfidy MCMC algoritmu. V prvnim z nich provadime dis-
kretizacibodového procesu v ¢ase, a tak pracujeme pouze s poctem udalosti
Coxova bodového procesu v jednotlivych intervalech. Druhy zptisob jsme
zalozili na teorii kone¢nych bodovych procesti a dokazali geometrickou
ergodicitu fetézce generovaného vyse zminénym algoritmem, viz véta 3.3.
Parametry popsaného modelu odhadujeme pomoci Newton-Raphsonovy
metody. Dosazené vysledky byly publikovéany v [8] a [27].

V kapitole 4 se zabyvame statistickym testovanim rozdilt mezi dvéma
realizacemi ndhodné mnoziny v R?. To je problematika, ktera v zakladni
literatufe o stochastické geometrii neni feSena. Pro velmi specidlni modely
nahodnych mnoZin lze najit parametrické testy [43]. NaSim cilem je zkon-
struovat neparametricky test pro obecnou situaci, kdy je k dispozici maly
pocet nezavislych pozorovani v okn€, z nichz se kazdé sestava z velkého
poctu stochasticky nezavislych zrn v modelu ,zarodek-zrno”. Test reaguje
na rozdily individudlnich charakteristik zrn i prostorového rozmisténi za-
rodki. Teoretickym zakladem statistické metody jsou 91-vzdalenosti [24],
které umoznuji pfevést mnohorozmérnou tlohu na jednorozmérnou, pii-
padné aplikovat pfiblizné permutacni testy. Popsanou metodu pouzivame
k aplikaci porovnani mikrostruktur hlinikovych f6lii, podkapitola 5.1. Pre-
zentované vysledky byly publikovany v [7], [9] a [25].

V kapitole 5 jsou ukazany tfi rizné aplikace stochastické geometrie a pro-
storové statistiky na redlnych datech, pfi¢emz prvni dvé patfi do materié-
lového vyzkumu, tfeti z nich je soucasti vyzkumu rozvoje e-Governmentu
v CR. V podkapitole 5.1 porovnavame mikrostruktury zachycené na fe-
zech tenkych f6lii hlinikovych slitin pomoci testu vyvinutého v kapitole 4.
K faktortim ovliviiujicim mikrostrukturu materidlu patfi chemické sloZeni
a technologie vyroby. Porovnavani miktrostruktur rtiznych vzorka ma
velky prakticky vyznam pfi sniZovani nédkladd na vyrobu, tj. na zménu
technologie tak, aby doslo k tispofe ndkladt, a to vSe pfi zachovani pozado-



vanych vlastnosti materidlu. V druhé aplikaci v podkapitole 5.2 je ndhod-
nou mnozinou sjednoceni pértt v mikrostruktuie keramického plazmo-
vého nastfiku. Cilem je statisticky popsat dvé t¥idy téchto pori, globularni
resp. interlamelarni plosné poéry. Informace z neprtihledného trojrozmeér-
ného vzorku nastfiku je ziskana klasickou metalografickou metodou po-
stupného odbrusovani. Roviny fezu jsou snimany optickym mikroskopem
a zpracovany obrazovou analyzou prostfedky matematické morfologie
[40]. Trojrozmérna rekonstrukce a odhady statistickych charakteristik jsou
podrobné popsany. Jednd se o komplexni analyzu slozité mikrostruktury,
kde opét strukturni geometrické parametry ovliviiuji vlastnosti materialu.
Vysledky byly publikovany v [15], [19] a [20]. Ve tfeti aplikaci v podka-
pitole 5.3 je ukdzéna aplikace bodovych procesti ve vyzkumu rozsahu
elektronizace vefejné spravy. Zavadéni informacnich a komunika¢nich
technologii ve vefejné spravé, obecné nazyvané jako e-Government, ma
za cil celkové zefektivnéni vykonu vefejné spravy a tim podpofeni soci-
oekonomického riistu CR a zvyseni kvality Zivota ob&anti. N3 vyzkum
je zaméfen na aktualni funkéni elektronické podatelny drfadd tizemnich
samospravnych celk(, a to zejména s ohledem na jejich prostorové rozmis-
téni v ramci CR. Ziskané vysledky jsou podstatné pro vytvofeni celkového
obrazu pritbéhu procesu e-Governmentu v Ceské republice a pInéni ,,Stra-
tegie realizace Smart Administration”, kterd mé za cil zajisténi vefejné
spravy a vefejnych sluZzeb celkové pfispivajicich ke zvySovani konkuren-
ceschopnosti ¢eské ekonomiky. Vysledky byly publikovany v [28].

Soucéasti disertacni prace je rovnéz CD s vybranymi programy, které byly
vytvofeny v rdmci prezentovaného vyzkumu. Popis jednotlivych pro-
gramu je soucasti CD.

Préace vznikla za podpory Grantové agentury AVCR, projekt
IAA101120604.



Kapitola 2

Pouzité teoretické zaklady

Mgjme Eukleidovsky prostor R? s borelovskou o-algebrou B(R?).

2.1 Morfologické transformace

Morfologické transformace jsou jednim z néstrojii matematické morfolo-
gie [40] a uZivaji se v obrazové analyze na t¥idé B viech podmnozin R,
Jedna se o binarni mnoZinové transformace B x B — B. Do této transfor-
mace vstupuje kromé transformované mnoziny A rovnéz strukturni prvek
(mnozina) B.

Definice 2.1 Minkovského soucet mnoZin A € B a B € B je mnoZinovi
operace definovina vztahem

AdoB={x+y:z€ A,ye B} = U(A+y).

yeB
Ozna¢me doplnék mnoziny A € B symbolem A°.

Definice 2.2 Minkovského rozdil mnozin A € B a B € B je mnoZinovd
operace definovina vztahem

AeB=(A@B)" = ((A+y)

yeEB

10



A a) b)
B c) d)

Obr. 2.1: Na obrazku jsou zobrazeny aplikace nésledujicich morfologickych
transformaci na (bilou) mnozinu A: a) dilatace, b) eroze, c) otevieni a d) uza-
vieni. Za strukturni prvek B byl pro vSechny transformace zvolen vzdy stejny
kruh se sttedem v pocatku.

Oznaéme B symetrickou mnoZinu s mnoZinou B podle pocatku soustavy
soufadnic (déle jen v ,pocatku”), tj.

B=-B={-z:2x€B}, BeB.

Definice 2.3 Morfologickou transformaci dilatace mnoZiny A € B strukturnim
prokem B € B rozumime mnoZinovou operaci, kterd je definovina vztahem

A®B={cx—y:z€Aye B}

Definice 2.4 Morfologickou transformaci eroze mnoZiny A € B strukturnim
prvkem B € B rozumime mnoZinovou operaci, kterd je definovina vztahem

AcB={zeR?: (B+a)C A}.

Je-li mnoZina B € B symetrickéd podle poc¢atku, potom dilatace je totoZna
s Minkovskym souc¢tem a eroze je totoZna s Minkovskym rozdilem.

SloZzenim vySe zminénych transformaci vzniknou morfologické transfor-
mace otevieni a uzavieni.
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Definice 2.5 Otevieni mnoZiny A € B strukturnim prokem B € B je mno-
Zinovd operace, kterd je definovand jako eroze sloZend s Minkovskym souctem,
tj.

AoB=(AcB)®B. 2.1)

Definice 2.6 Uzavieni mnoZiny A € B strukturnim prokem B € B je mnoZi-
novd operace, kterd je definovand jako dilatace sloZend s Minkovskym rozdilem,
tj.

AeB=(A®B)oB.

Na obrazku 2.1 je zndzornéna aplikace morfologickych transformaci dila-
tace (a), eroze (b), otevieni (c) a uzavieni (d) na mnoZiny zobrazené bilou
barvou (viz A), pfi¢emzZ jako strukturni mnozina byl zvolen vzdy stejny
kruh se sttedem v pocatku (viz B).

Poznamka 2.1 Morfologické transformace jsou také vyuZiviny p¥i pocitacovém
zpracovini obrazu. Pronim krokem tohoto zpracovdni je digitalizace, kdy je obraz
napt. pomoci digitdlni kamery nebo scanneru preveden na dvourozmérné pole
hodnot, nazjvanych pixely. Jednotlivé hodnoty vyjadiuji barou bodu odpovidajici
pouZitému barevnému systému. Castou operaci p¥i ndsledné tipravé ziskaného pole
hodnot je prevod na cernobilyj obraz, tj. na dvourozmérné pole Cisel, z nichZ kazdé
je z mnoZiny 0,1, kde 0 odpovidi cerné barvé a 1 barvé bilé. Je-li digitdlni obraz ve
,Stupnich sedi”, pouzivd se k prevodu na cernobilyj obraz postup zvanyj segmentace
neboli prahovini. Stupné sedi byvaji vyjadrené typicky &isly z intervalu [0, 255].
Vlastni segmentace pak probihd tak, Ze stanovime tzv. prih p, neboli hodnotu
,Sedi”, a poté hodnoty 0 az p jsou nahrazeny hodnotou 0 a hodnoty (p+ 1) az 255
jsou nahrazeny hodnotou 1.

V takto upraveném (Cernobilém) obraze miiZeme primocarym zpiisobem pomoci
vhodnych ndstrojii obrazového analyzitoru méfit dilleZité parametry objektii na
obrazku zachycenych. Napt. hodnotu plochy zachyceného objektu odhadneme po-
¢tem pixeli bilé resp. Cerné barvy v prislusné casti obrazu a jeho prendsobenim

vhodnym koeficientem zdvisejicim na konkrétni mévitku zobrazeni. Parametriim
objektii je vénovdna kapitola 2.2.

Abychom mohli lépe identifikovat zkoumané objekty, lze obraz upravit pomoci
vyse zminénijch morfologickych transformaci. Transformace umozni odstranéni
nezddoucich obrazovych defektii ¢i artefaktii a naopak zachovaji (byt’ urcitym
zpiisobem transformované) objekty, jejichZ parametry chceme mérit (konkrétni
postupy mévent jsou uvedeny v [40]). Poznamenejme, Ze uvedené transformace
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v tomto pripadé aplikujeme na podmnoZinu diskrétni sité dané pouZitym dvou-
rozmérnym polem pixelil. Stejné tak je-li strukturnim prokem napt. kruh, potom
to v praxi znamend, Ze pracujeme napr. s sestiithelnikem ¢i osmiithelnikem (viz
obrizek 2.1, B).

Uvedend obrazovd analyza byla pouZita v aplikacich popsanych v kapitoldch 5.1
ab.2.

2.2 Modely objekti

Oznatme K systém vSech konvexnich kompakinich podmnoZin R¢
a oznalme R konvexni okruh na R?, §j. systém vech koneénych sjednoceni
mnozin z K.

Lze ukézat, Ze jestlize K, Ky € K, potom také Vc € R : cK; € K, K, € K,
KinNK,e K,K1® K, € K.

V pfipadé konvexniho okruhu plati, Ze jestlize A;, A, € R, potom
A1UA2€RaA1mA2€R.

2.2.1 Parametry objektia
Nejprve zavedeme Hausdorffovu vzdéalenost mnozin.

Definice 2.7 Hausdorffova vzdalenost mnozin A, B C RY je dina jako

dy (A, B) = max(supd(a, B),supd(b, A)),

acA beB
kde

d(aw, 4) = i, [lo — @2
a || - || znaci eukleidovskou normu na R?,

Parametr objektu K € K lze zapsat pomoci redlného funkcionélu s defi-
novaného na K, ktery mé nasledujici vlastnosti

1. Rekneme, Ze funkcional y je pohybové invariantni, jestlize pro mnoZinu
K € K plati

p(m(K)) = p(K), (2.3)



kde m je prvek eukleidovské pohybové grupy E; (tj. m je posunuti,
otoceni nebo reflexe) a m(K) = {m(x) : x € K}.

2. Rekneme, e funkcional u je monoténni, jestlize pro mnoziny
Kl,KQ e plati

KiC Ky = N(Kl) < /,L(K2)

3. Rekneme, Ze funkcional 1 je spojity, jestlize pro mnoziny K,,, K € K,
n € N, plati lim,, o u(K,,) = p(K), pokud lim,, o dy(K,, K) = 0.

4. Rekneme, Ze funkcional i je aditivni, jestlize pro libovolné mnoziny
K;, Ky € K takové, Zze K; U K, € K, plati

Vyse uvedené vlastnosti splituji Minkowského funkciondly W¢(K) (viz napk.
[3], [43]), které jsou definovany pror =0, ...,da K € K jako

Wq

WA(K) = / var(psi K)UL(dS),

Wd—r

Ly

kde v je [-rozmérné Lebesgueova mira, L; je mnoZina vSech [-podprostort,
ps. K je ortogondlni projekce K do d—I-podprostoru kolméhona S € L;, U,

je rovnomeérné pravdépodobnostnirozdélenina L; a w; je objem [-rozmérné
. , . gl
jednotkové koule, tj. w; = Fi777-

Minkowského funkciondly jsou normovany tak, Ze pro jednotkovou kouli
jsou rovny jejimu objemu.

Véta 2.1 (Hadwigeriiv charakterizacni teorém, Hadwiger (1957)): KaZdy nezd-
porny, pohybové invariantni, monoténni, aditivni funkciondl ;1 definovany na K
Ize zapsat ve tvaru

() =" a, WK,

kde K € K a ay, jsou nezdporné konstanty zdvisejici na fu.

Jestlize a;, jsou libovolné redlné konstanty, pak 1ze ve vété 2.1 , nezdporny
monoténni funkcional” 4 nahradit ,,spojitym funkciondlem® y [43].
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Piiklad 2.1 Necht’ K € K. Pro Minkovského funkciondly plati, Ze hodnota
W§(K) = va(K), hodnota dW{(K) = v4_1(9K), kde OK znaci hranici mnoZiny
K, WHK) =wqa (2/bi)Wa_1(K) je funkciondl stiedni sitky b(K).

Konkrétné pro d = 1 dostdvdme
Wy (K) = UI(EK) = n(K), Wi(K)=2,

kde I(K) je délka intervalu K.

Pro d = 2 plati

WE(K) = A(K) = (), Wi(K) = S L(K) = 2n(0K), WH(K) =,

kde A(K) je obsah mnoZiny K a L(K) je délka jejiho obvodu.

Pro d = 3 plati

kde V (K) je objem mnoZiny K, S(K) je povrch K, b(K) je stfedni $ika mno-
Ziny K, kterou Ize zapsat jako

B 1 w/2  p27
) = 5= [ [ 19k sin daas,

kde l(ps oK) je délka projekce mnoZiny K do piimky, kterd prochdzi pocitkem a
bodem [sin (3 cos , sin B sin «v, cos [3]. Integril stfedni kiivosti M miiZeme zapsat
pomoci stiedni sitky jako

M(K) = 27b(K).

Nékteré vysledky pro konvexni kompaktni mnoZiny lze zobecnit pro mno-
ziny z konvexniho okruhu R.

Aditivni funkcional p na R je zobrazeni p : R +— R takové, ze u(0) =0 a
pro Al, AQ ER: [L(Al) + M(Az) = [L(Al U AQ) + [L(Al N Ag)

Pohybovi invariance funkcionalu na R je definovana stejné jako na K.

15



Ditlezitym piikladem aditivniho a pohybové invariantniho funkcionélu
na R je Euler-Poincarého charakteristika x. Pro kazdou neprazdnou mnozinu
K € K nabyva Euler-Poincarého charakteristika hodnoty

coz mliZzeme pomoci principu inkluze a exkluze rozsifit na libovolnou
mnozinu A € R. Tedy jestliZze pro A plati

n

A:UKZ- pro K; € K,

X(A) = ) = 30 3T G MK 4o+ () N ).

Pomoci Euler-Poincarého charakteristiky mtizeme definovat zobecnéné
Minkovského funkciondly W¢, r = 0,. .., d, jako

Wy

Wrd(A) = / /SJ- X(A N Ss>Vdfr(dS)Ur(dS)>

Wd—r

kde A € R, S* je (d — r)-podprostor prochézejici potatkem prostoru R? a
zarovetl je kolmy na S € L,, S, = S + s. Zbylé znaceni je stejné jako ve
vztahu 2.4.

Zobecnény Minkovsky funkciondl je aditivni. Hodnota W§(A) = v4(A)
je objem mnoziny A, dW{(A) = v, 1(0A) je povrch mnoZiny A
aW{(A) = wax(4).

Cavalieriho metoda odhadu objemu

Ozna¢me V(Y) objem mnoziny ¥ C R? a necht’ V(Y)) < co. Cavalieriho
metoda se pouziva pro odhad objemu mnoZiny Y na zakladé znalosti ob-
sahti jejich fezi, které jsou zachyceny v systematickém nahodném vybéru
paralelnich fez{i s pevnou orientaci

T = {TU+mt7(5 m e Z},
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kde t > 0 je vzdalenost mezi rovinami, 7, 5 je rovina fezu ve vzdalenosti a
od pocatku ve smérunormalového vektoru § a U ma rovhomeérné rozdéleni
na [0,t), tj. £(U) = R([0,1)).

Informace o mnoziné Y ziskdme ze systematického ndhodného vybéru
jako systém paralelnich fezi

Ty = {Y N TU+mt,5 tm e Z}7

kdet > 0 a £(U) = R([0,t)). Ozna¢me m-tou rovinu fezu symbolem
Timy = Tv4mt,s- Objem V(Y') miiZzeme odhadnout vztahem

V)=t Y AN N Tim). (2.4)

m:YﬁT(m) #@

Lze ukazat, Ze odhad (2.4) je nestranny a jeho rozptyl zavisi na geometric-
kych vlastnostech mnoziny Y. V ptipadg, Ze orientace feziije £(d) = R(S?3),
kde S? je kladna polokoule jednotkové koule se stfedem v pocatku,
£(U) = R([0,t)) aU a ¢ jsou nezavislé. Dale jestliZe je hranice 0Y mnoziny
Y kompakini a jeji plochu oznac¢ime S(9Y'), potom pro rozptyl odhadu
plati (viz [3], s. 309)

var[V(¥)] & 22 S(0Y)t!,  prot malé,

2.2.2 Globélni charakteristiky, objemovy podil

Nyni uvedeme globalni charakteristiky struktury, kterou modelujeme na-
hodnou uzavienou mnoZinou. Necht’ K je systém vSech kompaktnich
podmnozin R,

Definice 2.8 Ndhodna wuzaviend mnoZzina = je méfitelné zobrazeni
=Z:(Q,A,P) — (F,F), kde F je systém vSech uzavfenyich podmnozin R* a F
je nejmensi o-algebra podmnoZin ¥, kterd zahrnuje vSechny tzv. zasaZené mno-
Ziny, tj. Fr = {F € F: FNK # 0} pro K € K. Rozdéleni mnoZiny = je
P(A)=P(Z€ A),Ac F.

Rozdéleni ndhodné mnoziny = je dano rovnéZz kapacitnim funkciondlem Tz,
ktery je definovan jako

T=(K) =P(ENK #0)= P(Fg),
kde K € K.
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Definice 2.9 Rekneme, Ze T je alternujici Choquettiv kapacitni funkcional
nekonecéného ¥adu, jestlize pro K, K, ..., K,, € K plati

1. jestlize K1 C Ky --- C K, potom lim,,_,, T=(K,,) = T=(K),

2. Su(K;Ky,..., Ky) >0,
kde

Sn(K, Kl, e ,Kn) = Sn_l(K, Kl, “eny Kn—l) — Sn_l(K U Kn;Kl, ceny Kn—l)

a So(K) =1 — Ts(K).

Pro S, (K; Ky,. .., K,) plati [43]
So(K:Ki,...,K,)=PENK=0,EnK,#0,...,En K, #0),
Véta 2.2 (Choquetova véta): Necht' T je funkciondl na K. Potom zde existuje
pravé jedno rozdéleni P na F takové, Ze P(Fy) = T(K) prdvé tehdy, kdyz T je
alternujici Choquetiiv kapacitni funkciondl nekonecného vddu a plati
0<T(K)<1, proKeK
aT(0)=0.

Z Choquetovy véty vyplyva, Ze pro charakterizaci rozdéleni ndhodné uza-
viené mnoziny staci znalost kapacitniho funkcionalu.

Definice 2.10 Rekneme, Ze ndhodnd uzaviend mnoZina = je stacionarndi, jestliZe
= a posunutd mnozZina =, = = + x pro libovolné x € R? maji stejné rozdélen.
Rekneme, Ze ndhodnd mnoZina je stacionarni a isotropni, jestliZe pro kazdy pohyb
m € E4 jsou rozdéleni = a mZ totoZnd.

Z Choquetovy véty vyplyva, Ze ndhodna uzaviena mnozina je stacionarni
pravé tehdy, kdyZz pro kazdou kompaktni mnozinu K a kazdé = € R? plati

18



Podobné ndhodnd uzaviena mnoZzina je stacionarniaisotropni praveé tehdy,
kdyz plati pro vSechnam € F;a K € K

V dalsim textu budeme uvaZovat stacionarni a isotropni pfipad ndhodné

vvvvvv

teristice, kterou je objemovy podil.

Objemovy podil V¥ (nékdy té2 oznacovan napi. Vi, v R® & A, v R?) je
stfedni objem = na jednotku objemu, tedy

Vi = E(va(En[0,1)%)).
Ze stacionarity vyplyvé pro x € R? (viz [43], s. 201)
Vi =P(o € B) = P(z € E) = T=({0}).

Ozna¢ime objemovy podil v R? jako Vi := V,¥), plosny podil v R? jako
Ay = VP, linearni podil v R jako L := Vi a v R® bodovy podil
Pp = V‘ﬁo). Pro objemovy podil Vy staciondrni ndhodné uzaviené mno-
Ziny ZEy v R? plati

Vy =Aa=Ly = Pp. (2.5)
Interpretace rovnosti je nasledujici. Objemovy podil Vi, je roven hodnoté
ziskané prinikem =y libovolnou testovaci rovinou resp. pfimkou resp.
bodovym systémem resp. zméfenim plosného podilu A, resp. linedrniho
podilu L, resp. bodového podilu Pp v =y.

Dale uvedeme nestranné odhady charakteristik z (2.5), viz napft. [33], kap.
3.2, pticemz podilové charakteristiky odhadujeme na zakladé pozorovani
priniku =y testovaci mnoZinou W C R% kde 0 < d < 3.

Nestranny odhad Pp je
—_ 1 &
PP = E ‘El 1[xi65]7

kde z; jsou body testovaci miizky W, jejichZ pocet je n v testovaci mnoZziné
W .V aplikacich ¢asto volime pravidelnou testovaci mfizku.

Nestranny odhad L; v R!, kde mnoZinu W tvofi systém car, napf. sit’

paralelnich tsecek, je
. LENW)
oLy
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Pfedpokladejme, ze mnoZzina W C R?je kompaktni, nap¥. obdélnik. Potom
nasledujici odhad je nestranny

Odhady rozptylu vysSe uvedenych charakteristik zavisi na autokorelaci = a
volbé testovaci mnoziny W, viz [33], kap. 5. Dalsi podilové charakteristiky
véetné jejich odhadt jsou uvedeny napft. v [3], [33], [43].

2.3 Bodové procesy

Necht’ (X, d) je lokalné kompaktni aplny separabilni metricky prostor.
Ozna¢me B(X') rodinu borelovskych podmnozin a By(&X') rodinu omeze-
nych borelovskych podmnoZzin mnoziny X. Ozna¢me ({2, A, P) pravdépo-
dobnostni prostor.

Definice 2.11 Mira p na (X,B(X)) se nazgyvi lokalné konec¢na, jestlize
u(B) < oo pro kazdé B € By(X). Prostor lokilné konecnijch mér oznacime
M = M(X). Necht’ M je nejmensi o-algebra na M, kterd tvori zobrazeni
p — p(B) méfitelnd pro vSechna B € B(X).

Definice 2.12 Mé¥itelné zobrazeni U : (Q, A, P) — (M, IN) nazyvime nahod-
nou mirou. Jeji rozdéleni PO~ budeme znacit Py.

Definice 2.13 Ozna¢me Ny, systém lokdlné konecnych podmnoZin X
aNy =oc({x € Nig: x(B) =m}, B € B(X),m € Ny), kde 2(B) = #(x N B)
je citaci mira. Nahodny bodovy proces X definovany na X je mé¥itelné zobra-
zeni X : (2, A) — (Ny, Mi). Rozdéleni Px nidhodného bodového procesu X je
definovino jako Px(F) = P({w € Q: X(w) € F}) pro F € Ny.

Definice 2.14 Rekneme, Ze bodovy proces X je jednoduchy bodovy proces,
jestlize P(X € Njj.) =1, kde Njj = {x € Nig : x({&}) < 1 prokazdé £ € X'}.

Definice 2.15 Bodovyj proces X se nazyvi koneény bodovy proces, jestliZe
X(X) < o0.
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Realizace bodového procesu X budeme znacit malym pismenem z.

V aplikacich pouzivame Eukleidovsky prostor R?, j. X = R? V nékterych
pfipadech se lze omezit na vlastni podmnoziny R? & jiné mnoziny, viz
napf. [31], App. C.

Definice 2.16 Oznacme polsky prostor M jako prostor két a jeji borelovskou
o-algebru symbolem B(M). Kétovany bodovy proces X na R? je nihodnd
posloupnost X = {[£,;ma]}, kde body &, tvoFi bodovyj proces v R? a m,, € M
jsou koty odpovidajici prislusnému x,,.

Koéty mohou byt rizného typu, napit. spojité velic¢iny (objem, primér,. .. ),
indikatory typu, mnoziny.

2.3.1 Charakteristiky bodovych procesti

Predpokladejme, Ze X jejednoduchy bodovy proces definovany na X (dale
jen bodovy proces). Postupné uvedeme charakteristiky prvniho a druhého
fadu a jejich odhady. Pfi aplikovani odhadt charakteristik bodovych pro-
cestl je nutné se zabyvat otazkou okrajovych efekti. Okrajové efekty jsou
zpusobené tim, Ze pracujeme s bodovym procesem X pozorovaném pouze
v omezeném pozorovacim okné W € R?, v,(W) > 0 a nevime, jak vypada
tento proces mimo toto okno.

Charakteristikou prvniho fadu je tzv. mira intenzity bodového procesu.

Definice 2.17 Rekneme, Ze A je mira intenzity bodového procesu X, jestliZe
plati

A() =EX ().
Pokud A lze vyjadrit jako A(B) = [, M(&)dE, kde X je nezdpornd funkce, potom
A se nazyvd funkci intenzity. JestliZe funkce intenzity A\(§) je konstantni, tj.
(&) = A, fekneme, Ze bodovy proces je homogenni s intenzitou \. V opacném
ptipadé bodovy proces nazyjvime nehomogenni.

Definice 2.18 Momentovéa mira n-tého fadu bodového procesu X je defino-
vina jako
M™(By x -+ x B,) =E[X(By) - X(B,)],

kde Bi,..., B, € B(X).

21



Definice 2.19 Faktoridlni momentova mira o™ bodového procesu X na X"
je definovina jako

£
o™ (By x - x B,) =E Z 1 leen,,
kde By, ..., B, € B(X) a sCitd se ptes vsechny n-tice riiznijjch bodii X.

Poznamka 2.2 Pro X s mirou intenzity A plati
1. a® = MM = A,

2. VarX(B) = M@ (B x B) — (A(B))? = a®(B x B) + A(B) — (A(B))?,
3. M™(B") = E[X(B)]",
4. o™(B") = EX(B)(X(B) —1)--- (X(B) —n+1),

kde B € B(X).

V dalsim textu polozime X = R

Definice 2.20 Bodovy proces X na R? se nazyvd stacionarni, jestlize jeho roz-
délent je invariantni viici posunuti, tj. pro vSechna & € R? plati

PX = PX-}—E?
kde X +&={{+(: (e X}

Definice 2.21 Bodovy proces X na R? se nazyvd isotropni, jestliZe jeho rozdéleni
je invariantni vii¢i rotaci.

Lemma 2.1 JestliZe staciondrni bodovy proces X na RY md miru intenzity A,
kterd je lokdlné konecnd, potom existuje konstanta 0 < X\ < oo takovd, Ze

AG) = Ava().

Definice 2.22 Konstanta \ z pfedchoziho lemmatu se nazjvd intenzita stacio-
narniho bodového procesu X.
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Nestranny odhad funkce intenzity A mtizeme ve staciondrnim piipadé
bodového procesu zapsat jako

n

PR
Vd(W)

(2.6)

kde W C R? je pozorovaci okno a n je pocet pozorovanych bodd. Jina
moznost odhadu funkce intenzity, kterd v nékterych p¥ipadech miize byt
vhodnéjsi (viz [33]), je odhad pro A\?, konkrétné
p_nn-1)
(va(W))?
V piipadé nestacionarniho bodového procesu miizeme pro odhad funkce
intenzity A(-) pouzit jadrovy odhad

M(s)= D ku(s—¢). (2.8)

cewnx

(2.7)

kde hje 8ifka pasma a k;, nezaporné funkce, pro kterou plati [, ky(s)ds = 1.
Pro korekci okrajovych efektti miizeme pouZit odhad

= Y P e = [ me-g

cEWNX cn(€) w

Za jadrovou funkci &, 1ze naptiklad volit gaussovskou jadrovou funkci
1 x?

= — —— 29

oo 29)

nebo Epanecnikovovu jadrovou funkci

k‘h<l’)

1 (A
= e —_ — < .
ka(w) = o <1 (h> ) pro |u| < h, (2.10)
=0 jinak,
kde h je vhodné zvolena Sifka pasma.

V dal$im textu budeme pracovat s faktoridlni momentovou mirou druhého
7ddu, kterou definujeme piedpisem

#
Z Liemec

EnexX

aP(C)=E . C e BRY x BRY.
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Definice 2.23 JestliZe faktoridlni momentovou miru druhého 7adu lze vyjdadrit
jako

a®(C) = / / Liemeo O (€, )dedy,  C € BR?) x BRY,

kde \?) je nezdpornd funkce, potom \® nazjvime soucinovou hustotou dru-
hého fadu.

2.3.2 Sumarni statistiky

Prostorové rozmisténi bodového procesu miiZeme popsat charakteristi-
kami druhého ¥adu a distribuénimi funkcemi vzdalenosti, tedy tzv. su-
marnimi statistikami. Sumarni statistiky pouZivame pro testovéni, zda
realizace bodového procesu (lze pouZit i pro kétované bodové procesy) se
shoduji s néjakym modelem bodového procesu. Shoda s modelem je ¢asto
zaloZena na neparametrickém odhadu pfislusné sumarni statistiky.

Mezi sumaérni statistiky patii charakteristiky druhého fadu a statistiky za-
loZené na charakterizaci vzdalenosti mezibody. Nejprve zavedeme charak-
teristiky druhého fadu — parovou korela¢ni funkci g, K-funkci a L-funkci.

Definice 2.24 Necht bodovy proces X md funkci intenzity \ a mira

1 & Lgean-
K(B) = E Y —EEAntell B e B(R
B)= G ® 2 aa P EE

nezdvisi na volbé A € B(R?) s 0 < v4(A) < oo, kde a/0 := 0 pro a > 0. Potom
K se nazyvi redukovand momentova mira druhého fadu.

V piipadé stacionarniho bodového procesu X mtizeme A\C(B) interpreto-
vat jako podminénou stfedni hodnotu poctu bodd v B za podminky, Ze
bodovy proces X méa bod v pocatku.

Definice 2.25 Necht’ existuje funkce intenzity \ i soucinovd hustota druhého
#ddu \?). Parova korela¢ni funkce je definovina jako

_ MBI )
9(&m) = NON)’

kde poloZime § := 0 pro a > 0.
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Definice 2.26 K-funkce je pro staciondrni bodovy proces definovina jako
K(r) = K(b(o, 7))

a L-funkce jako
L(r) = (K(r)/wa)V¢, r>0. (2.11)

Z definice K-funkce a L-funkce je zfejmé, Ze mezi nimi existuje vzdjemné
jednoznac¢né zobrazeni. V pfipadé stacionarniho bodového procesu s in-
tenzitou A je AK (r) podminéna stfedni hodnota po¢tu bodt do vzdélenosti
r od pocéatku za podminky, Ze bodovy proces X ma bod v pocatku.

Vztah mezi parovou korela¢ni funkci g a K-funkci je pro staciondrni isot-
ropni bodovy proces nasledujici
K'(r)

= —. 2.12
dwgrd—1 (2.12)

g(r)

Mezi sumarni statistiky zaloZené na vzdalenosti mezi body pocitame sfé-
rickou kontaktni distribu¢ni funkci F, distribu¢ni funkci vzdalenosti nej-
blizsich souseddl G a J-funkci.

Definice 2.27 Necht' X je staciondrni bodovy proces na R?. Sféricka kontaktni
distribué¢ni funkce je definovina jako distribucni funkce vzddilenosti od pocitku
(¢i jiného fixniho bodu) k nejbliZsimu bodu v X, tj.

F(r)=1-P(X(b(zo,7)) =0), r>0.

Definice 2.28 Necht' X je staciondrni bodovyj proces na R?. Distribuni funkce
vzdélenosti nejbliZsich soused je ddna vztahem

G(r) =1=P(X\{})0(& ) =0), r=0{eX,

Definice 2.29 .J-funkce je definovina jako

_1-G(r)

J(T)_l——F(r)’

za predpokladu, Ze F'(r) < 1.

25



Nasledujici odhady sumarnich statistik jsou s korekci okrajovych efekt,
viz [2], [31] a [33], a jejich vybér byl proveden s ohledem na aplikace
popsané v kapitole 5.

Nejprve uvedeme tfi nestranné odhady A\?K (-). Poznamenejme, Ze pokud

tyto odhady vydélime A2 v (2.7), ztratime nestrannost odhadu K, pficemz
jeho vychylenost a rozptyl roste s rostoucim 7.

Vv 2

Nejjednodussim z nich je minusovy vybér, ve kterém predpokladédme, Ze X
pozorujeme v mensim okné Wy, = {n € W : b(n,r) C W}. Potom

-y Ao

ceXnWegy

Dalsim odhadem je Ripleyho odhad, ktery lze vyjadfit nasledovné

& e @b (1€ = nl))
VEW = D =01) valbE. € — ) N W)

EneXnNw

Lze ukazat [38], Ze se jednda o nestranny odhad pro r < ry, kde
ro = inf{t > 0: vg(W®) < y;(W)}aW® = {£ € W :09b(&, 1) N W £ 0},

Poznamka 2.3 V7yjse uvedené odhady pro bodové procesy v R? jsou také imple-

P34

mentovdny v balicku SPATSTAT programovaciho jazyka R (viz [47]).

V publikaci [33], kterd je vénovana analyzam mikrostruktur, je uveden
odhad funkce K v prostoru R* s pouzitim okenni funkce.

Definice 2.30 Okenni funkce cy je definovina v R® jako
ew () = vs(W ©{0,2}), z€R>

Rotaéni primér okenni funkce ¢y je definovin jako

ew(r) = /S ew(r,m)p(dr), (2.13)

kde S® je jednotkovd sféra v R®.
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K odhadu K-funkce mtizeme potom pouzit vztah (viz [33], kap. 9)

2K (r __223 }: 0” r>0, (2.14)

=1 j=i+1

kde d,; je vzdalenost mezi body z; a x;, ¢w (-) je ddna vztahem (2.13). Tento
odhad je nestrannym odhadem MK (r), pokud plati, Ze ¢y (r) > 0. Pro
odhad druhé mocniny intenzity pouZijeme vztah (2.7).

Poznamka 2.4 Pokud je pozorovaci okno W wve tvaru kvidru se stranami
a < b < ¢, Ize okenni funkci vyjddrit jako (viz [33])

2 2 3
e (1) = abe — (ab+bc—|—ac)r+ (a—i—b—i—c)?ﬂ_r_’ 0<r<a.
4 3 47
Odhad L-funkce zaloZime na nékterém z odhadt K-funkce a na definici
L-funkce (2.11), tedy

~ 1/d
ﬂm=<ﬁﬁg . r>0. (2.15)

Wy

Mame-li staciondrni isotropni bodovy proces, potom vztah mezi parovou
korelaéni funkci g a K-funkci je dan vztahem (2.12). Uvedme Ripleyho
odhad pérové korela¢ni funkce g, ve kterém je pouzit jddrovy odhad s Ri-
pleyho korekénim faktorem,

Tiary k(I€=nll=r)  va(9b(&, [I€ —nll))
RIO= D W) @vE -y 21O

kde kje vhodna jadrova funkce, 1ze napt. pouzit Epane¢nikovo jadro (2.10).

Pfiklad jiného odhadu je pro R? uveden v [33].

X2g(r) 4W26W Z Z k(dij—r), >0,

11] i+1

kde d;; je vzdalenost mezi body z; a z;, ¢ (-) je okenni funkce a % je vhodna
skokova, symetrickd a nezdpornd jadrova funkce, napi. Epanec¢nikovo ja-
dro (2.10). Tento odhad je nestrannym odhadem A?¢(r), pokud plati, ze
¢w (r) > 0. Pro odhad druhé mocniny intenzity opét pouZzijeme vztah (2.7).
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Nyni se zaméfime na odhady distribu¢nich funkci vzdalenosti, tj. sférickou
kontaktni distribu¢ni funkci F' a distribu¢ni funkci nejblizsich sousedt G.
Rtizné metody odstranéni okrajovych efektti u odhadii jsou popsany v [2],
[31], [33]a [43]. Dale uvedeme Kaplan-Meierovy odhady funkci F'a G (viz

[31]).

Meéjme realizaci bodového procesu x. Kaplan-Meiertiv odhad sférické kon-
taktni distribu¢ni funkce F'je dan vztahem

(1 ~#HE el d(§ x) =s,d(§ x) < d(§, W}
#{eel:dE x)>s,dE0W) > s}

F\KM(T):l_H

s<r

), (2.17)

kder > 0a0/0 := 0, I je kone¢na pravidelna mfizka bodt nezavisejici na
X a dje vzdalenost (2.2).

Kaplan-Meiertiv odhad distribu¢ni funkce nejblizsich sousedt G je dan
vztahem

é\KM(T) :1_1—[ (1_ #{SEZL’d(f,ZE—g) :S,d(g,l‘—f) Sd(&aW})’

#{Eex:d&x—¢&) >s,dE0W) > s}
2.18)

s<r

kder >0a0/0 := 0.

Na zdkladé odhadt sférické kontaktni distribuéni funkce a distribuéni

funkce nejblizsich sousedt mtizeme odhad J-funkce napsat jako

~ . 1-— éKM(’I“)
J(r) B 1-— F\KM(T)

)

pro ﬁKM(r) < 1.

Poznamenejme, Ze Kaplan-Meierovy odhady nemusi byt nutné distribu¢ni
funkce, protoZe jejich maximalni hodnota mtiZe byt mensi nez 1.

2.3.3 Ptiklady bodovych procesti

V této kapitole uvedeme nékolik pfikladt bodovych procesti, soustfedime
se pfedevsim na interakce mezi jejich body.
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Poissontiv bodovy proces

Poissontiv bodovy proces je ndhodny bodovy proces bez interakci mezi
body a patii mezi zdkladni bodové procesy.

Definice 2.31 Necht' A je lokdlné konecnd difiizni mira na (X, B(X)). Rekneme,
Ze X je Poissontiv bodovy proces, jestlize plati

1. jsou-li pro vSechna k € N Ay, ..., Ay € B(X) po dvou disjunktni, potom
X (Ay),..., X(Ay) jsou nezdvislé ndhodné veliciny,

2. P(X(B) = k) = 2B eapl—A(B)}, kde B € By(X), k € N,.

Poznimka 2.5

1. Prodané A existuje prdavé jeden Poissoniiv bodovy proces X s mirou inten-
zity A.

2. Jestlize X je homogenni Poissoniiv bodovy proces na RY, potom je také
staciondrni a isotropni.

Tvrzeni 2.1 Pro Poissoniiv bodovy proces s mirou intenzity Aan € N, n > 2,
plati, Ze jeho faktoridlni momentovd mira n-tého ¥idu je rovna n-té mocniné
intenzity, t].

o™ = A",

Pozndmka 2.6 Vzorce sumdrnich statistik pro homogenni Poissoniiv bodovy
proces v RY s intenzitou \ < oo jsou ndsledujici

pro r>0: K(r) =ws? L(r) =,
pro r>0: g(r) =1, F(r) =G(r)=1-exp{—Iwgr?},
J(r) =1

Obecné, pro bodovy proces X a alespoti pro malé hodnoty r > 0 miiZeme usoudit na
vyskyt shlukii (pritazlivé interakce mezi body) resp. reqularit (odpudivé interakce
mezi body) nasledooné (viz [31])

L(r) — r > 0 znamend shluky pro hodnoty mensi nez r,

L(r) — r < 0 znamend regularity pro hodnoty mensi nez r,

g(r) > 1 nebo F(r) < G(r) nebo J(r) < 1 znamend shluky ve vzddlenostech r,
g(r) < 1neboG(r) > F(r)nebo J(r) > 1znamend reqularity ve vzddlenostech r.
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Pozndmka 2.7 Pro testovini 1iplné prostorové ndhodnosti s nulovou a alterna-
tivni hypotézou

Hy : wvzorek y je realizaci homogenniho Poissonova bodového procesu (2.19)
H, : wvzorek y neni realizaci homogenniho Poissonova bodového procesu

jsou standardnim ndstrojem testy Monte Carlo (viz napt. [33]). Postup je ndsle-
dujict
1. pomoci vztahu (2.6) odhadnout intenzitu X z realizace vy,
2.proi=1...n
(a) simulovat realizaci homogenniho Poissonova bodového procesu x; s od-
hadnutou intenzitou N,
(b) pro x; odhadnout vybranou sumdrni statistiku s(r),
3. v kaZdém bodé r ziskdme n hodnot, které sefadime tak, Ze
sy(r) < -+ < s(n)(r), poté vykreslime hodnoty suy(1) a s@—k (1),
4. ziskané hodnoty porovnat s hodnotami s(r) odhadnutymi pro y.
Obilky z bodu 3 odpovidaji a% intervalu spolehlivosti testu (2.19), kde

a =100 [1 — (2k)/(n + 1)].

Coxav bodovy proces

Coxovy bodové procesy (neboli dvojné stochastické bodové procesy) jsou
odvozeny od Poissonova bodového procesu volbou ndhodné miry inten-
zity A.

Definice 2.32 Necht’ A je ndhodnd mira na X s rozdélenim Q na (M,9N) a Py
je rozdéleni Poissonova bodového procesu s mirou intenzity A. Bodovy proces
s rozdeélenim

Qs() = / PA()Q(dA)

nazyvdme Coxtv bodovy proces (¢i dvojné stochasticky Poissoniiv bodovy pro-
ces) s tidici mirou A.

Pro Coxtiv bodovy proces plati, Ze je jednoduchy, jestlize Q je definovéno
na mnoziné diftznich, lokalné kone¢nych mér, a je stacionarni, jestlize
fidici mira A je invariantni via¢i posunuti.
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Tvrzeni 2.2 Pro Coxiiv bodovyj proces ® a n € N takové, Ze n > 2 plati, Ze jeho
faktoridlni momentovd mira n-tého vadu je rovna momentové mive jeho Fidici miry
At

agl ) = EA™.

V ptipadg, ze X = R*, potom hovoiime o ¢asovém Coxové bodovém pro-
cesu. Specidlnim pripadem tohoto procesu se budeme zabyvat v kapitole 3.
Ve stejné kapitole budeme rovnéz pracovat s vicerozmérnym Coxovym bo-
dovym procesem, ktery je definovdn nasledovné.

Definice 2.33 Necht' A = (Ay,...,A,), kde proi = 1,...,n jsou A; ndhodné
miry na X s rozdélenimi Q; na (M, M) a Py, jsou rozdéleni nezdvislich Pois-
sonovych bodoviych procesii s mirou intenzity A;. Necht’ ®; jsou bodové procesy
s rozdélenimi

Qo) = [ Pa()Qi(aN),
Potom ® = (&4, ..., ®,) nazyvime vicerozmérny Coxtiv bodovy proces s 7i-
dici mirou A.
Kf¥izova parova korela¢ni funkce pro ®; a ®;,i = 1...n, j = 1...nje

definovand jako
ElA(©)A;(m)] (220)

958 == )

kde pi(§) je funkce intenzity ®.

Shlukové procesy
Predpokladejme, ze X = R<.

Definice 2.34 Necht'Y je bodovy proces v R? a kaZdému jeho bodu ¢ p¥itadime
kone¢ny bodovy proces Z.. Rikdme, Ze

x=Jz

cey

je shlukovy bodovy proces v RY.
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Proces Y nazyvame rodicovsky bodovy proces a procesy Z: nazyvame
dcefiné bodové procesy (shluky). V dal$im textu se budeme drzet tohoto
znaceni.

Definice 2.35 Rekneme, Ze bodovy proces X je Poissontiv shlukovy bodovy
proces, jestliZe se jednd o shlukovy proces, kde Y je Poissoniiv bodovy proces a pfi
daném'Y jsou Z; podminéné nezdvislé.

Ozna¢me Z; — ¢ jako posunuti procesu Z; do pocatku soustavy soufad-
nic R%.

Definice 2.36 Rekneme, Ze X je Neymann-Scotttiv bodovy proces, jestlize
X je Poissoniiv shlukovyy bodovyj proces takovy, Ze pri daném'Y jsou pocty bodii
procesu Z:(RY) nezivislé stejné rozdélené celociselné nihodné veliciny a body
n € Ucey (Z¢c — () jsou nezdvislé stejné rozdélené s hustotou pravdépodobnosti p
v RY,

Véta 2.3 ([31], kap. 5.3) Necht’ X je Neymann-Scottiiv bodovy proces takovy, Ze
pti daném Y je Z. homogenni Poissoniiv bodovyj proces s intenzitou c, a necht’
Y je staciondrni bodovy proces s intenzitou \y. Potom X je staciondrni bodovy
proces s intenzitou A\ = c\y a pdrovou korelacni funkci

9(0) = 1+ —h(),

Ay
kde h(C) = Jpa 2(n — C)p(n)dn.

Bodové procesy s pevhym jadrem

Definice 2.37 Bodovy proces s pevnym jadrem je bodovy proces, ve kterém
nejsou dvojice bodii bliZ nez ve vzddlenosti h > 0 (tzv. hard-core vzdilenost).

Typickymi predstaviteli téchto procesti jsou Matérnovy procesy s pevnym
jadrem typula Il

Definice 2.38 Necht'Y je staciondrni Poissoniiv bodovyj proces v R? s intenzitou
Ay a h > 0 je dino. Rekneme, Ze X; je Matérnitv bodovy proces s pevnym
jadrem typu I, jestlize

Xr={y, € Y;Vi#j:||lyi — ;|| > h}.
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Intenzita Matérnova procesu s pevnym jadrem typu I je

)\[ = )\y GXp{—)\ywdhd}.

Definice 2.39 Necht' h > 0, Y je staciondrni Poissoniiv bodovy proces v R?
a {U(z),z € R} jsou nezivislé stejné rozdélené nihodné veliciny z R(0,1).
Rekneme, Ze X;; je Matérntiv bodovy proces s pevnym jadrem typu II,
jestliZe

X ={yi € Y;Vy; € b(yi, h) \ i - Ulyi) > Uly;)}-

Intenzita Matérnova procesu s pevnym jadrem typu Il je

1 — exp{—Aywgh?}
)\ywdhd

)\II =

234 Konecné bodové procesy dané hustotou

V této kapitole se zaméfime na konecné bodové procesy dané hustotou
vzhledem k Poissonovu bodovému procesu na X s intenzitou A = 1
a vg(X) < oo. Oznaéme N systém vSech kone¢nych mnozin na X a
Ny =o({x e N, :2(B)=m},Be B(X),m e Ny). Plati N}, C N

Definice 2.40 Necht'Y je Poissoniiv bodovyj proces s intenzitou 1. Pro F' € 9,
oznacime II(F) = P(Y € F). Bodovy proces X je dany hustotou f : N}, — R
vzhledem k Poissonovu bodovému procesu Y, jestliZe

P(X € F) = /F F(@)dTI(x).
Plati, Ze

P(XeF)=>_

Definice 2.41 Rekneme, Ze hustota f : Nj, — R je lokalné stabilni, jestliZe

Ae>0)V(x e NpV(E e X\ z): flx U{}) < cf(x).
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Definice 2.42 Rekneme, Ze hustota [+ N — Ry je Ruelle stabilni, jestlize
(e > 03k > 0)V(z € M) : flz) < k™™

Poznamka 2.8 JestliZe je f lokilné stabilni, potom je téZ Ruelle stabilni, navic
obé stability zajistuji integrovatelnost f vzhledem k 11, viz [31].

Poznamka 2.9 Casto byjvd problém s normovdnim hustoty, a proto se zavddi
symbol o, ktery znamend ,aZ na konstantu timérnosti”. Napriklad Ize misto

f(z) = ap* ™ zapsat f(x) oc f2Y).

Ptiklad 2.2 Hustota Poissonova bodového procesu s intenzitou B\ vzhledem
k Poissonovu bodovému procesu s intenzitou \ md tvar

fla) = mONN =) = e

kde 3 > 0.
Lze ukdzat, Ze f je lokdlné stabilni a tedy integrovatelna.

Ptiklad 2.3 Proces s pevnym jadrem mad hustotu vzhledem k 11

f(@) = aB" e, )5 R pro iz,

kde o > 0, 5 > 0.
Lze ukazat, Ze f je integrovatelnd.

Pomoci hustoty vzhledem k Poissonovu bodovému procesu miiZzeme de-
finovat Strausstiv bodovy proces.

Definice 2.43 Rekneme, Ze bodovy proces X je Strausstiv bodovy proces,
jestliZe jeho hustota vzhledem k Poissonovu bodovému procesu je rovna

f(z) = ap™My5E),
kde o > 0,3 > 0,7 €1[0,1],0°:=1apro R >0

=Y ljay<n)-

T, FT;

Parametr o je normujici konstanta, parametr 3 ovliviiuje intenzitu procesu
a v udéavé, nakolik vzdélenost dvou rtiznych bod mtZe byt mensi nez R,
a tedy

v=1 = X jePoissontiv bodovy proces,

v=0 = X jebodovy proces s pevnym jadrem.
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2.3.5 Markovské bodové procesy

Definice 2.44 Symetricki a reflexivni relace ~ definovand na X se nazjjvd sou-
sedstvi. Rikdme, Ze ¢ a ¢ jsou sousedi, jestlize pro &,¢ € X plati £ ~ (.
Sousedstvibodu £ je 0§ = {( € X : { ~ £}

Definice 2.45 Rekneme, Ze g : N}, — R, je markovska funkce, jestliZe
a) z,y € N,y C x,g(x) > 0= g(y) > 0 (dédic¢nost),

b) funkce \*(x,&) na Ny, x X definovand vztahem

N (xz,€) = % pro f(z) >0af€ X\, (2.21)
=0 jinak,

zdvisi na & pouze prostrednictvim x N O (lokdlni markovskd vlastnost).

Poznamenejme, Ze \*(z, {) definovana (2.21) se nazyva Papangelouova pod-
minénd intenzita.

Definice 2.46 Konecny bodovy proces X je markovsky, jestlize md hustotu f
vzhledem k Poissonovu procesu a f je markovskd funkce.

Priklad 2.4
1. Poissoniiv bodovy proces je markovsky, nebot’

fla) oc B0 a X (2, €) = B.

2. Straussiiv bodovy proces je markovsky, nebot’
f(x) o fHEYS@ g \*(z,€) = fy*OED),

Definice 2.47 Métitelnou funkci ¢ : N}, — R, nazgvime interakéni funkce,
jestlize ¢(x) = 1, kdykoli existuje €, ( € x takové, Ze £ » (.

Véta 2.4 (Hammersley-Clifford-Ripley-Kellyho véta) Funkce f : N}, — R, je
markovskd funkce pravé tehdy, kdyzZ existuje interakéni funkce ¢ takovd, Ze

f(z) = ch(y), z € Nj.

yCx
Dile pro f(z) > 0,z € Nya & € X\ x plati, Ze
N(z,8) = [ oy u ).

yCux

Dtikaz: Viz [31], Véta 6.1. O
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24 Zaklady markovskych fetézct se spojitou
mnoZzinou stavt

Necht'II je dané pravdépodobnostni rozdéleni na obecném prostoru stavii
S opatfeném separabilni o-algebrou S. Sestrojime ¢asové homogenni mar-
kovsky fetézec Yy, Y1, ... s mnoZinou stavli S tak, Ze

P™(x, A) — TI(A),
kdeAeS,xe€Sa
P™(x,A) = P(Y,, € A|Y, = z)

je m-ta pravdépodobnost pfechodu. Casova homogenita znamena, Ze pie-
chodové jadro
P(:EaA) = P(Ym—i-l € A|Ym = [L’)

nezavisi na m € Ny. Rozdéleni Y| se nazyva pocatecni rozdéleni.

Definice 2.48 Rekneme, Ze Il je invariantni rozdélent, jestliZe pro kaZdé m plati
L(Y,) = = (Vi) = 11

Rekneme, Ze fetézec je reversibilni vzhledem k 11, jestlize z £(Y,,) = I vyplyvd,
Ze (Yo, Yims1) @ (Yoni1, Yon) maji stejné rozdéleni, tj. A, B € S : £(Y,,) =11 =

P(Y, € A, Vi1 € B, Yy # Ys1) = P(Yy € B, Y1 € A, Yy # Vi),

Definice 2.49 Rekneme, Ze fetézec je nerozloZitelny, jestliZe existuje nezdpornd
mira ¥ na (S, S) takovd, Ze pro libovolné x € Sa A € SsV(A) >0, P"(z, A) >0
pro néjaké m € N. Pro zdiiraznéni zdvislosti na U fikidme, Ze fetézec je
U-nerozlozitelny.

Definice 2.50 Harrisova rekurence znamend, Ze tetézec je W-nerozloZitelny
pro néjakou ¥ a

Vee SVAe S, U(A) > 0:P(Y,, € A pronéaké m|Yy =z) = 1.

Definice 2.51 Pro U-nerozloZitelny vetézec miiZe byt S rozdélena na disjunktni
mnoZiny Dy, ..., Dy_1, A tak, Ze P(x,D;) = 1prox € D;a j = (i + 1) mod k,
a U(A) = 0. Rekneme, Ze fetézec je periodicky, jestliZe zde existuje k > 1, jinak
rikdame, Ze Tetézec je aperiodicky.
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Definice 2.52 Rekneme, Ze fetézec je ergodicky, jestlize je Harrisovsky reku-
rentni a aperiodicky.

Necht' II je invariantni rozdéleni nerozlozitelného markovského fetézce
s mnoZinou stavii S.

Definice 2.53 Pro x € S a funkci V : S — [1,00) s II(V) < oo definujme
V-normu P"(x,-) — II takto

1
[P (2, -) = ||y = 5 sup |E[k(Y,,)|Yo = 2] — TI(k)],
2 |kj<v

kde supremum je ptes vsechny funkce k : S — R takové, Ze |k(-)| < V(-).

Definice 2.54 Rekneme, Ze fetézec je V-geometricky ergodicky, jestliZe je
Harrisovsky rekurentni s invariantnim rozdélenim 11 a existuje konstanta ¢ > 1
takovd, Ze pro vSechna x € S plati, Ze

ZcmHPm(x,-) —Hlly < oc. (2.22)

m=1

Definice 2.55 Rekneme, Ze fetézec je geometricky ergodicky, jestlize je
V-geometricky ergodicky pro néjaké V.

Poznamka 2.10 (Viz [31], kap. 7)

1. Necht'¢ je konstanta. Nerovnost (2.22) je ekvivalentni s nerovnosti
1P (2, ) = |y < A(z)e™, (2.23)
kde A(x) < cca ¢ < 1.

2. JestliZe je fetézec geometricky ergodicky s A(-) ~ V(-) v (2.23), fekneme, Ze
retézec je V-stejnomérné ergodickyj.

3. JestliZe je tetézec geometricky ergodicky pro konstantni funkci A v (2.23),
tikdme, Ze Tetézec je stejnomérné ergodicky.
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2.5 MCMC, Metropolis-Hastingstv algoritmus

Markov Chain Monte Carlo (MCMC) je tfida algoritmi, kterd ndm umoz-
nuje simulovat sloZité stochastické systémy. MiiZeme jimi simulovat vybér
znéjakého komplikovaného pravdépodobnostniho rozdéleni, které zname
az na multiplikativni konstantu.

Oznacme I jako cilové rozdéleni bodového procesu s nenormovanou hus-
totou p(z), viz kapitola 2.4. MCMC algoritmus je pfedpis, kterym postupné
generujeme markovsky fetézec Y;, Y1, . . ., jehoZ stacionarni rozdélent je II.

Ptikladem MCMC algoritmu je Metropolis-Hastingstv algoritmus rozeni

a zaniku, rizné varianty tohoto algoritmu jsou popsany v [31], kap. 7.

Algoritmus 2.1 (Metropolis-Hastingstv algoritmus rozeni a zaniku)
Simulujeme realizaci z rozdéleni s nenormovanou hustotou i vzhledem
k Poissonovému bodovému procesu na borelovské mnoziné B s mirou
intenzity 1.

Prom = 0,1, ... je dana konfigurace Y;,, = = a naslednou konfiguraci Y;,,+1
generujeme takto
1. vybereme £(R}.,) = R([0,1]) a £(R2) = R([0,1]),

2. jestlize R}, < p(z), potom generujeme £(,,) = ¢y(x, -) a poloZime

)

D U&, pokud RZ < ry(x, &),
T 2 jinak
3. jestlize R > p(x), potom
(a) pokud z =0, potom Y;,, ;1 = z,

(b) jinak generujeme £(7,,) = qa(x, -) a polozime

)% — T \ N pOkUd Rgn < Td(l', nm):
m T jinak '

V algoritmu pouzité ndhodné veli¢iny R}, R? , &, a n,, (pouZité pro gene-
rovani Y,, 1) jsou podminéné nezavislé pfi danych ndhodnych veli¢indch
uzitych pro generovéni staviti fetézce (Yp, . .., Y,). Déleje pro kazdé x € N,
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déna pravdépodobnost p(x), se kterou je v kazdé iteraci pfidan bod ¢ k ak-
tualni konfiguraci z, tj. + — x U . ¢,(z, -) je ndvrhova hustota pro pfidani
(rozeni) bodu k z a 7,(, €) je Hastingstiv pomér pro pfidani bodu, ktery
ma obecné tvar

MrU&A —plxUE))a(r UE,E)
hx)p(x)g(,§) ’

pfi¢emZ poloZime § := 1 pro a > 0. Obdobné to plati pro odebirani (zanik)
bodu 7 z aktualni konfigurace z, tj. + — z \ 7. qa(z, -) je ndvrhova hustota
pro odebrani bodu z = a r4(z, n) je pfislusny Hastingstiv pomér, jehoz tvar
je

7"1,(37, 6) =

h(z \ n)p(z \ n)ga(z \ n.n)
h(z)(1 — p(x))ga(z, n)
pfi¢emz opét poloZime g:=1proa>0.

rqe(z,m) =

Nasledujici definice zobecriuje pojem lokalni stability z definice 2.41.

Definice 2.56 Necht' ¢* : B — R,. Rekneme, Ze méfitelnd funkce h je
¢*-lokalné stabilni, jestlize \*(z,£) < ¢*(§) a 0 < ¢* < oo, kde \* je defi-
novina v (2.21) a konstanta ¢* = [, ¢*(§)d¢.

Poznamka 2.11 Pokud h je ¢*-lokdlné stabilni, p(-) = p je konstanta

s0 <p <1 g = ¢ (§/c aqu(z,n) = 1yen/n(x), potom ziskdme
tzv. lokdlné stabilni verzi Metropolis-Hastingsova algoritmu rozeni a zdaniku (viz
[31], pozndmka 7.6).

Tvrzeni 2.3 UvazZujme markovsky fetézec generovany lokdlné stabilni verzi
Metropolis-Hastingsova algoritmu rozeni a zdniku. Necht' V(z) = 3" pro
libovolnou konstantu 3 > 1. Potom tetézec je V-stejnomérné ergodickyj.

Dukaz: Viz [31], Tvrzeni 7.14 OJ

2.6 Lévyho proces

Definice 2.57 Necht' (0, A, P) je pravdépodobnostni prostor. Rekneme, Ze sto-
chasticky proces {Z; : t > 0} na R? je Lévyho proces, jestliZe jsou splnény
ndsledujici podminky
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1. pro kazdy vybér n > 1a 0 <ty < t1 < --- < t,, jsou ndhodné veliciny
oy Zty — Ztyy Lty — Lty - - -y Ly, — 2y, nezdvislé (nezdvislost pririistkil),

ZO =0 S.j.,
Vs, t > 0 :rozdéleni Zs,, — Z, nezdvisi na s (Casovd stacionarita ptiriistkii),

Vit > 0Ve > 0:lim, . P[|Zs — Zi| > €] = 0 (stochastickd spojitost),

N N

30 € As P[] = 1 takové, Ze pro kazdé w € Qy, Z;(w) je zprava spojitd
vt > 0amdlimity zlevavt > 0.

Definice 2.58 Rekneme, Ze mira jn na R? je Lévyho mira, jestliZe plati

u({0}) =0 a / min(| e, Dpa(de) < oo

Definice 2.59 Rekneme, Ze stochasticky proces { X; : t > 0} na R? definovanij na
pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P) je Browntv pohyb (nebo téZ Wienertiv
proces), jestliZe je to Lévyho proces a jestliZe plati

1. prot > 0, Xy md normdlni rozdéleni s nulovym vektorem stiednich hodnot
a variancni matici t1, kde I je jednotkovd matice

2. aexistuje Qy € AsP(Qy) = 1 takovd, Ze Vw € Qy: Xi(w) je spojitd v t.
Browntiv pohyb na R? je nékdy téZ nazyvéan d-rozmérny Browniiv pohyb.

Definice 2.60 Necht’' E C R?. Radonova mira u na (E, B(E)) je takovd mira,
Ze pro kaZdou kompakini méfitelnou borelovskou mnozZinu B € B(E) plati
pu(B) < oo.

Definice 2.61 Necht'(Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor, E C R a i je dand
(kladnd) Radonova mira y na (E, £). Poissonova nahodna mira na E s mirou
intenzity yu je celociselnd hodnota ndhodné miry

M: Qx€& —N
(w,A) — M(w,A)

takovd, Ze
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1. pro skoro vsechna w € Q, M (w, -) je celociselnd mira na E,

2. pro kaZdou métitelnou mnoZinu A C E, M (-, A) = M(A) je Poissonova
ndhodnd veli¢ina s parametrem 1(A), tj.

VkeNﬂmMpozky:gmmmiWﬂ

3. pro disjunktni méritelné mnoZiny Ai,...,A, € & jsou wveliciny
M(Ay),..., M(A,) nezivislé.

Definice 2.62 Slozeny Poissontv proces s intenzitou A > 0 a rozdélenim
velikosti skokii f je stochasticky proces X, definovanyj jako

Ny
Xe=) Y.
=1

kde wvelikosti skokii Y; jsou nezdvislé stejné rozdélené s rozdélenim f, (IN;) je
Poissoniiv proces s intenzitou A a je nezdvisly na {Y;,i > 1}.

Tvrzeni 2.4 (Lévy-Ito dekompozice) Necht' {Z;,t > 0} je Lévyho proces na R?,
pak existuje Lévyho mira u takovd, Ze

1. u je ndhodnd mira na R\ {0} a plati

/x|§1 |z|2u(dz) < 0o a / p(dr) < oo

|lz|>1

2. Mira skokii Z, oznacme ji J, je Poissonova ndhodnd mira na [0, co] x R?
s mirou intenzity ju(dx)dt.

3. Existuje vektor a (tzv. drift) a d-rozmérny Browniiv pohyb {B;,t > 0}
s kovariancni matici A takovy, Ze

Z::@+&+1H%%, kde
A / z Jyz (ds x dz) a
|2|>1,s€[0,¢]

Zte _ / z2{Jz (ds x dz) — p(dx)ds}
e<|z|<1,s€[0,t]

= / 2 Jy (ds x dz).
e<|z|<1,s€[0,t]
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Viyrazy v bodé 3 jsou nezdvislé a konvergence posledniho vijrazu je skoro jisté a je
stejnomérnd v t na [0, 7).
Dukaz: Viz [12], str. 81. O

Tento proces je charakterizovan trojici (a, A, i), kterd je zavedena v Lévy-
Ito dekompozici (tvrzeni 2.4). Uvazujme trojici ve tvaru (a,0, u1), tj. bez
gaussovské slozky, déle a = (ay,...,a4) € R? a Lévyho miru p na R Pro
vySe zminénou trojici uvedme Lévy-Khinchinovu reprezentaci.

Véta 2.5 (Lévy-Khinchinova reprezentace) Necht' {Z;,t > 0} je Lévyho proces
na R4 s charakteristickou trojici (a, 0, u). Potom

E[e02)] = (© ¢ e RY, (2.24)

kde
D(¢) = i{a, ¢) + /}Rd (€ =1 = i(¢, ) Lay<ny) p(da). (2.25)
Dtikaz: Viz [12], str. 83. O

PouZijeme nasledujici symboliku pro transformaci

C{CE2(1)} = tC{CE Z(1)} = tlog B(e"7M)) = 1(Q),
kde v je definovana v (2.25) a posledni rovnost plyne z (2.24).

2.7 M-vzdalenost

NiZe uvedené zaklady teorie N-vzdalenosti jsou zaloZeny na [23].

Necht' X je neprazdna mnozina a (X', 1) je méfitelny prostor. B, je mnozina
vSech pravdépodobnostnich mér ;s na (X', Y1), pro kterou plati

/x /X L(z,y)dp(x)dp(y) < oo,

kde L je redlna spojita funkce na & x X.

Definice 2.63 Rekneme, Ze L je negativné definitni jadro na X2, jestlize pro
n € N, libovolné body x1,...,z, € X a libovolné c4,...,c, € C takové, Ze

Yo ¢i =0, plati
ZZE(I’i,Ij)Ci éj S 0. (226)

i=1 j=1
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Pokud rovnost v (2.26) nastdvd pouze pro ¢; = --- = ¢, = 0, fekneme, Ze L je
striktné negativné definitni jadro.

Definice 2.64 Necht' () je mira na (X ) a h(z) je libovolnd funkce integro-
vatelnd podle Q, pro kterou plati [, h(z)dQ(z) = 0. Rekneme, Ze L je silné
negativné definitni jadro na X2 ]estlzze L je striktné negationé definitni jadro
a rovnost

/ / £z, ) h(2)h(y)dQ()dQ(y) =

nastdvd, pokud h(z) = 0 s.v. vzhledem k mite Q).

Zavedeme funkci N nasledovné

2//£(x,y)du(m)du(y)+ (2.27)

- [ [ s pin@ant) - [ [ e,

kde L je silné negativné definitni jadro, i, v jsou pravdépodobnostni miry
z B L

Nasledujici véta zavadi 9M-vzdéalenost, nebo-li vzdalenost dvou pravdépo-
dobnostnich mér na mnoziné B ..

Véta 2.6 Necht' L je silné negativné definitni jadro na X x X, pro které plati
L(z,y) = L(y,z)a L(x,x) =0proVz,y € X, (2.28)

a necht’ N je definovdna v (2.27). Potom N(p,v) = N (i, v)2 je vzddlenost na
B.

ZaméFme se nyni na pfipad, kdy X = R?. Uvazujme ndhodné nezavislé
vektory X, X' s rozdélenim p a ndhodné nezavislé vektory Y, Y’ s rozdéle-
nim v, potom budeme pouzivat pro funkce N a M nésledujici znaceni

N(X,)Y) = N(pv)=
— 2EL(X,Y) — EL(X, X') — EL(Y,Y")

NX,Y) =N, v).
Nyni uvedeme ptiklad silné negativné definitniho jadra [23].
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Ptiklad 2.5 Necht' mime vektory z,y € R%.
L(z,y) = |lz =yl (2.29)

je silné negativné definitni jadro, pokud 0 < r < 2 a || - || je eukleidovskd norma
na RY.

Poznamka 2.12 V pfipadé r = 0 nebo r = 2 je L z ptikladu 2.5 strikiné
negativné definitni jddro.
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Kapitola 3

Coxav bodovy proces fizeny
Ornstein-Uhlenbeckovym
procesem

V této kapitole se budeme zabyvat specidlnim pfipadem dvojné stochas-
tického procesu, konkrétné ¢asovym Coxovym bodovym procesem na R?
fizenym Ornstein-Uhlenbeckovym procesem (OUCP). Hlavnimi vysledky
této kapitoly jsou véta 3.2 a véta 3.3 spolu se studiem nelinearniho filtrovani
OUCP. Budeme zde pouzivat teorii z kapitol 2.3, 2.4, 2.5 a 2.6.

Definice 3.1 Rekneme, Ze X = {X(t),t > 0} na R? je Ornstein-Uhlenbeck?iv
proces (OU), jestliZe je feSenim stochastické diferencidlni rovnice

dX(t) = —yX(t)dt + dZ(t), (3.1)
kde Z je Lévyho proces (viz definice 2.57).

Mame .
X(t)=e" (a:g + / e%lZ(s)) (3.2)
0
a pfedpokladejme, Ze zy > 0 ve vSech slozkach. Typ méfitka ve vztahu (3.1)

zarucuje pro pevné ¢ rovnost rozdéleni procesu X (¢) pro vSechny hodnoty
7 > 0 ve staciondrnim pfipadé uvedeném niZe.

Lévyho proces Z = {Z(t)},., na R? v (3.2) nazyvame zékladni #idicf Lé-
vyho proces (BDLP z angl. Background Driving Lévy Process) procesu
X.
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Dale necht’ ® = (@, ..., ®,) je Casovy Coxtiv bodovy proces na R¢, jehoZ
fidici mirou je nezaporny, lokalné integrovatelny proces X, tj. za podminky
X = (Xy,...,X,) ptedpokladame, Ze ®; jsou nezavislé Poissonovy procesy
s funkcemi intenzity X; proi = 1,...,d. Za fidici proces X s témito vlast-
nostmi zvolime Ornstein-Uhlenbecktiv proces. Oznaéme casovy Coxav
bodovy proces fizeny Ornstein-Uhlenbeckovym procesem jako ®¢y.

Pro nezapornost procesu X z (3.2) je nutné, aby Lévyho proces Z mél skoro
jisté nezaporné slozky a navic mira ymélanosi¢naR?% = [0, 00)x- - -x [0, 00)
a drift ap; = a; — f\ml <, Tjp(dr) byl nezaporny ve vSech slozkach Xj,
j=1,...,d

V ptipadg, Ze plati u(R?) = i < oo, potom z Lévy-It6 formule (tvrzeni 2.4)
a (3.2) vyplyvé, Zze X muze byt vyjadien jako

X(t) =zpe " +ap(l —e ) + Z zjeti (3.3)

0<t;<Ht

kde t; jsou ndhodné casy skokii (Poissoniv proces s intenzitou f) a
z; = Z(t;) — Z(t;_) jsou velikosti skoku. V p¥ipadé Poissonova slozeného
procesu plati, ze drift ap = (ao,, ..., a0,) = (0,...,0).

Poznamenejme, Ze proces X definovany v (3.3) je markovsky proces
a jestlize pro néj plati, Ze

/ log |z|u(dz) < oo
|z|>2

potom ma stacionarni rozdéleni. PouZzijeme-li tohoto rozdéleni pro na-
hodné X (0) misto pevného z, mtzeme definovat stacionarni OU proces
{X(t),t > 0} na R% V tomto piipadé @y je také stacionarni. Funkce
intenzity procesu ®op je A(t) = EX(t). Ze vztahu (3.2) dostaneme

At) = zoe " +EZ(1)(1 — ),

kde pro j-tou slozku Z plati

EZJ(l) :Ij :Clj+ gbj,u(dy), ] = 1,...,d. (34)

l¢1>1

Nyni uvedeme algoritmus na simulaci sloZek realizace ®oy v uzavieném
intervalu [0, 7.
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Algoritmus 3.2 (Simulace OUCP)
1. Simulujeme BDLP Z pomoci nékteré z metod popsanych v [12],
kap. 6,
2. ziskdme proces X z procesu Z ze vztahu (3.3),
3. spocteme M = maxy 1 X (),

4. vybereme ndhodné ¢islo NV z Poissonova rozdéleni se stfedni hodno-
touM - T,

5. simulujeme body 7;,7 = 1, ..., N rovhomérné ndhodné rozdélené na
intervalu [0, T,

6. kazdy z bodt 7;,7 = 1,..., N ponechame s pravdépodobnosti %,
jinak jej odstranime,
7. mnoZina zbyvajicich bodt 7;,5 = 1,...,m,m < N prezentuje poZa-

dované slozky realizace OUCP.

3.1 Zavislosti vdvourozmérnych procesech

V této casti se omezime na piipad d = 2 a budeme charakterizovat za-
vislosti sloZzek ®¢y. Zavislosti slozek OU procesu vyplyvaji ze zdkladniho
fidictho Lévyho procesu. Tato problematika je pro pfipad skokovych pro-
cesli popsana v monografii [12], kde je vyuZzivana Lévyho kopule.

Definice 3.2 Rekneme, Ze funkce C' je 2-rostouct funkce, jestliZe plati

C(z2,y2) — C(x2, 1) — C(w1,92) + C(21,91) > 0, pokud xo > 12y > 1.

Definice 3.3 Dvourozmérna kopule je funkce C' definovand na [0, 1) takovd,
Ze je 2-rostouct funkce a pro jeji margindly Cy, k = 1,2, plati, Ze Cy(u) = u pro
kazdé u € [0, 1].
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Definice 3.4 Integral chvostu pro Lévyho miru pna Ry x Ry je funkce V', pro
kterou plati

V(0,0) = o0,
V(z,y) =0, jestlize x = o0 nebo y= oo,
V l’,y) :M([I,OO) X [y,OO>>, (x,y) ER-I— XR-‘—\{O}

~—~

Definice 3.5 Dvourozmérnd Lévyho kopule pro Lévyho procesy s kladnymi
skoky (neboli kladnd Lévyho kopule) je 2-rostouci funkce C na R, xR, pro kterou
plati

C(z,0) =C(0,z) =0, C(z,00)=C(c0,z)=1x

pro kazdé x € R..

Z véty 5.3 v [12] vyplyva, Ze pro dvourozmeérny integral chvostu V' s mar-
ginalnimi funkcemi V; a V; existuje kladna Lévyho kopule C' takovi, Ze

Viz,y) = C(Vi(x), Va(y))-
Pokud V; a V5 jsou spojité, potom je Lévyho kopule ddna jednoznacné.

K simulaci Lévyho procesti 1ze pouZit algoritmy uvedené v [12], kap. 6. My
se zaméfime na piipad simulace dvourozmérného Lévyho procesu s klad-
nymi skoky a zavislymi sloZkami procesu. UvaZovana zavislost slozek je
uvedena v nésledujici véte.

Véta 3.1 Necht' (Z,) je dvourozmérny Lévyho proces s pozitivnimi skoky s mar-
gindlnimi integrdly chvostu Vi a Vy a Lévyho kopuli C'(z,y). JestliZe je C spojitd
na Ry x Ry, potom proces Z Ize reprezentovat na intervalu [0,1] vztahem

(Z,0<s<1}2£{Z,0<s<1}

kde
Zsl = Z‘G(il)(Fgl))l[O,s}(Al)? (35)
=1
72 = > VP14, (3.6)
=1

kde (A;) jsou nezdvislé nahodné veli¢iny rovnomérné rozdélené na [0, 1], (FZ(.l)) je
posloupnost nezdvislyjch casovych okamZikii skokii majici rozdéleni standardniho
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. v Tz e P 1) . 2 P P ¥ P
Poissonova procesu a pro kazdé i, pri daném FE ) je FZ(. ) nezivislé na vsech ostatnich

veli¢indch a ma distribucni funkci (funkce y) %C (z,y)]

IZFEI) .

Rady v (3.5) resp. (3.6) konverguji skoro jisté a stejnomérné pro s € [0, 1].
Dukaz: Viz [12], str. 201. OJ

Nyni uvedme algoritmus, ktery uziva vétu 3.1 (viz [12], kap. 6).

Algoritmus 3.3 (Simulace dvourozmérného BDLP)

Zvolme ¢islo 7, které reprezentuje primeérny pocet ¢lenti v fadé a urcuje
rovnéz, Ze ty skoky v prvni sloZce, které jsou mensi nez V(=Y (7), nejsou
dale zpracovavany.

1.
2.
3.

. poloZime T’}

. simulujeme I

Polozime k = 0, I’(()l) =0,

posuneme k ojedna, tj. k — k + 1,

simulujeme £(7}) = Exp(1), kde Exp znadi exponencidlni rozdéleni,
(1 _ p

’y + Tk, tj. transformovany skok v prvni slozce,

2 « . . . v . .
,i ) 2 rozdéleni s distribuéni funkci

tj. transformovany skok ve druhé sloZce,

. simulujeme £(Ay) = R([0, 1]), tj. ¢as skoku,

je-li I‘,(Cl) < 7, potom se vracime k bodu 2, jinak pokracujeme,

. spocteme vysledné trajektorie pomoci nésledujicich vztaht

Nyni uvedeme piiklad, ve kterém je pouzita Claytonova Lévyho kopule.
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Obr. 3.1: a) Simulované trajektorie BDLP Z = (Z;, Z2) (tenka ¢ara pro Z; a silna
¢ara pro Z») na intervalu [0, 77| s Claytonovou Lévyho kopuli a marginaly (3.8).
Parametry jsou § = 2, T' = 10, v = 1 and x¢ = 0. b) Transformace procesu Z do
dvourozmérného OU procesu X = (X1, X») (tenka ¢ara pro X; a silna ¢ara pro
X5) na intervalu [0, 7] a odpovidajicich realizaci Coxova procesu ® = (@1, ®3)

(na ose z resp. nad osou z).

Ptiklad 3.1 Jednoparametricka Claytonova Lévyho kopule je definovina vztahem
Co(z,y) = (= +y ' —1)"  6>0. (3.7)

Se zvysujici se hodnotou parametru 6 rychle roste zdvislost sloZek x a y a naopak
pokud 0 — 0, ziskdvdme jejich nezdvislost.

Pro simulaci realizaci BDPL Z = (Z,, Z5) s Claytonovou Lévyho kopuli (3.7)
a margindly s Lévyho mirou

dz, pro x > 0, (3.8)

Ize pouZit algoritmu 3.3. Ve skutecnosti se jednd o pripad, ve kterém je v simulaci
aproximovin zminény BDLP sloZenym Poissonovym procesem (viz definice 2.62)
tak, Ze transformace na OU proces X = (X1, Xs) vyplyvd z (3.3). Pfi daném X
jsou slozky ®oy simulovdny nezdvisle na zdkladé definice pro jednodimenziondlni
pfipad, viz obrizek 3.1.

KriZovd pdrovid korelacni funkce je pro Coxtiv bodovy proces dédna vztahem
(2.20), tedy pro Coxttv bodovy proces s fidici intenzitou X = (X1, X3) je

]EXl (tl)XQ(tg)

gzt t2) = EX, (t1)EX5(ts) (39)

Pfi vycisleni této funkce pro ®oy potfebujeme sloZzené rozdéleni X v bo-
dech t; a 15, coZ je mozné ziskat diky markovské vlastnosti. Pro charakte-
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ristickou funkci pfechodu

Mi(z,2) = / Py(a, y)eVdy,
Rd

kde P, je hustota pfechodu, mlizeme spocitat kiizovou parovou korela¢ni
funkci.

Lemma 3.1 OU proces X v (3.2) je ¢asové homogenni markovsky proces s cha-
rakteristickou funkct prechodu

t
M;(x,z) = exp {ie‘”t(z,w) + 'y/ w(e_'ysz)ds} , T,z €RY (3.10)
0

kde 1) je definovina v (2.25).

v 2

Dtikaz: Vzorec (3.10) je odvozen v [39], str. 106, s jinou volbou métitka
v (3.3). O

Predpoklédejme, Ze BDLP Z na R? ma charakteristickou trojici (a, 0, p1),
a = (ay,az). Pro vektor y = (y1, y2) zavedme nasledujici znaceni

I — / yryar(dy). (3.11)
R2

Véta3.2 Necht' 0 < t; < ty a peoné xy = (s1,52) € R2: Potom
Soy = (D1, Py) s Fidict intenzitou X = (Xy, Xo) md kiiZovou pdrovou kore-
lacni funkci

[12(6—7(t2—t1) _ 6—7(t1+t2))

3.12
2(11(1 — e 1) + sye71) (Io(1 — e 2) + s9e2) 312)

g12(t1,t2) =1+

kde I; je dino (3.4) a I, je ddno (3.11).
Diikaz: Pro z € R* méme charakteristickou funkci X (¢1), X (¢;) pfi daném
X(0)=s
p(z) = / NP, @ Py (s,dy) =
R4

_ / 6i<zlyy1> (/ €i<z2,y2>Pt2_tl (y17dy2>> Ptl <S7dy1) = (*)
R2 R?
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Dale pouzijeme dvakrat vztah (3.10), tedy
(%) (3.10) / PACSHY exp{ 2'6—7(152—151)<Z27 1) +
R2

to—1t1
+ [ we—”?@)dr} P (s dyn) =
0

=  exp {V/Q_lqﬁ(e_wzz)dr}/R exp {i (z1+
0 2

+€_7(t2_tl)z27 yl)} Ptl (57 dyl) =

(3.10) f2=
=’ exp {7/ w(ewzg)dr} exp {i e (2 + e l27h) 5 s)+
0
t1
+ / ) (€77 (21 + €727 2y)) d’”} -
0

to—t1 t1
= exp {7/ Y(e " z)dr + ’y/ ¥ (e (21 4 e M 2y)) dr+
0 0
+i 6—7151 <Zl + e—'y(tz—tl)ZQ7 8>} ,
kde 9 je dana vztahem (2.25), pficemz d = 2.

Poté polozime z; = (u,0), 22 = (0,v), s = (51, 52) a tedy

p(u,v) = exp {7/0 o ¥ (e777(0,v)) dr+ (3.13)

t1
+7/ P (eiWT(u, eﬂ(trtl)v)) dr +ie " (us; + €’Y(t2tl)1}82)} )
0

Pro vypocet momentti pouZzijeme vztahy

Op(u, 0) op(0,v)
EX;(t) = 2 BXxlt) =
ou | o |,
_ *p(u,v)
EX, (t)Xo(ty) = — S Oudv |,y
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Dosazenim do (3.13) zjistime, ze p(0,0) = 1. Vypocteme-li momenty po-
moci parciadlnich derivaci, dostaneme

82
gig;;v) = - { [a1 + /2 x1(1 - 1||x§1)ﬂ(d;v)} (1—e ")+ e‘”/tlsl} X
u=v=0 R
X { |:CL2 + /2 xo(1 — 1||m§1)u(d:6)} (1-— e—’ytz) + 6—716282} "
R
+1/ z12op(d) [ew(tlm) _(WHI)}
2 RQ
9p(u, 0) — { <a1 + / z1(1— 1||x|<1)u(dx)> (1—e) 4 e_msl}
au u=0 R2 =
opO.v)| { <a2 + / za(1 — 1||z|<1)u(d:v)> (1= ) ¢ 6‘7%2}
61} v=0 R2 =

Dosazenim do (3.9) ziskdme pozadovanou kifiZovou parovou korela¢ni
funkci ve tvaru (3.12). O

Ptiklad 3.2 UvazZme dvourozmérnij sloZenyj Poissoniiv proces (viz definice 2.62),
ve kterém slozky skokii jsou rovny 0,1 s pravdépodobnosti 0,5 a rovny 1 s pravdépo-
dobnosti 0,5. Obé slozky skoci ve stejnij casovyj okamZik s intenzitou A > 0. Lévyho
kopule je zde rovna prdvé A-ndsobku kopule dvourozmérného rozdéleni velikosti
skokii. Pro A = 1 a kopule C(u,v) = wv (nezdvislost) resp. C'(u,v) = min(u, v)
(horni Frechetova hranice) resp. C(u, v) = (u+v—1)4 (dolni Frechetova hranice)
jsou hodnoty 115 v (3.12) rovny 0,3025 resp. 0,5005 resp. 0,1.

3.2 Nelinearni filtrovani OUCP

Problém filtrovani spoc¢iva v odhadnuti ndhodné intenzity pfi daném po-
zorovani vysledného bodového procesu do ¢asu T'. Problém nelinedlniho
filtrovani v dvojné stochastickych bodovych procesech studovala fada au-
torti, napt. [41], [17], [21]. Vysledky ziskali feSenim stochastickych dife-
rencidlnich rovnic, které v praxi vedou na obtizny numericky problém.
V [11] je uveden pro feSeni problému filtrovani Bayesovsky pfistup kom-
binovany s MCMC (pro ¢asoprostorové log-normalni Coxovy procesy), ve
kterém se vyuZije markovska vlastnost procesu X a znalost pfechodového
rozdéleni. Navic filtrovani a pfechody spolecné umoziiuji fesit problém
predikce. V pfipadé ¢asového OUCP na R?, kde zékladni fidici proces tvoii
sloZeny Poissontiv proces, diskutujeme dva pfistupy — tento a alternativni
MCMC pristup zaloZeny na teorii kone¢nych bodovych procesti.
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Necht’ X(¢),t > 0 je libovolny d-rozmérny fidici proces, pficemZ pro
vSechna ¢ plati
E(|X (t)*) < oo.

Necht” N(t) = (Ni(t),...,Nq(t)) jsou pocty Coxova procesu
O = (Dy,...,P,) Fizeného procesem X, kde

N](t):q)]<[0>t])> tzoa 1§j§d,

tj. V;(t) je pocet bodtt Coxova procesu @, v intervalu [0, ¢].

Podminénou stfedni hodnotu procesu X (¢) pfi danych N(s),0 < s < ¢
oznacime N
X(t)=E[X(t)|N(s), 0 <s <t (3.14)

Uloha nelinearniho filtrovéani spo¢iva v nalezeni odhadu funkce X (¢), ktery
minimalizuje stfedni kvadratickou chybu E[| X (¢) — X*(¢)|?] pfi daném
{N(s), 0 < s < t}. ReSenim je pravé X (t).

V dal$im textubudeme uvaZovat problém filtrovani pro ®oy s (nezndmym)
fidicim procesem X, je-li dané pozorovéani do ¢asu 7.

3.2.1 Bayesovsky ptistup s diskretizaci

Pro feSeni tlohy nelinearniho filtrovani a nésledné predikce 1ze uZit pfimy
Bayestv pfistup (viz [11]). Pfi implementaci tohoto p¥istupu nejprve pro-
vedeme diskretizaci procesu nasledovné. Necht' A > 0, T = [A, kde
leN,at; =jA,j=0,1,...,1, jsou Casy v intervalu [0, T|. Dale ozna¢me
hodnoty procesu X = X(t;) odpovidajici vektortim ¥idicich intenzit
a N = N(t;) — N(t;_,) d-rozmérné ndhodné vektory po¢tu bodd procesu
® vintervalu (t;_1,¢;], 7 =1,...,L.

Tvrzeni 3.1 Necht' X je markovsky proces a necht’sdruZené podminéné rozdéleni
(XWX O) pridanych (NY, ..., NO) md hustotu f(x1, ..., zi|na, ... ).
Potom pro x; € RY a pro vektory pFirozenych cisel n; plati

flry, .. x|y, oo mg) o f(nay,.oo g | @, @) foeg, .o o) &
l !
~ [0y la) [T fas a0, (3-15)
=1 j=1
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kde ~ znamend asymptotickou rovnost pro A — 0 (I — oo) na intervalu [0, T

a kde f(xj|x;_1) je hustota prechodu procesu X (t) a pro x; = (xj1,...,%T;q),
n; = (nj1,...,n54),J =1,..., midme
d (x;
TL] | JZ] H jm _xij‘ (3.16)
m=1 m

Dikaz: Vztah (3.15) plyne z Bayesovy véty, dale ze skute¢nosti, ze NV jsou
pozorovéany v disjuktnich intervalech, a z markovské vlastnosti procesu
X. Potom uzitim definice 2.33 (vicerozmérného Coxova procesu) ziskame
vztah (3.16). O

Nyni vy¢islime hustotu pfechodu procesu X definovaného v (3.2). V ba-
yesovském pfistupu pracujeme s f(z;|z;_1), které ziskame z Ma (z;_1, ;).
Predpokladejme pro zbytek této podkapitoly, Ze d = 1 a BDLP Z je sloZeny
Poissontiv proces s intenzitou a. Ozna¢me ¢ = e~ %, b = ¢~ 72, Nasledujici
lemma vyjadfuje hustotu piechodu f(z; | z;_1) jako smés hustot, které
odpovidaji situacim, kdy v intervalu (¢;_1, ¢;] je zaznamenan 0, 1 nebo vice
nez 1 skok procesu Z.

Lemma 3.2 Proj =1,...,1 plati

f(l'j | Ij_l) = Cé(bxj,1)<xj) + COéAfo({Ej — bl’j_l) +
+(]. — C(l + OéA))fl(.I‘j - bl’j_l), (317)

kde o je degenerované rozdéleni, fq je pravdépodobnostni hustota a f1 je spojitd
pravdépodobnostni hustota.

Dtikaz: Vahy ve vztahu (3.17) plynou z Poissonova rozdéleni s parametrem
(aA).Hustota f; je spojitd konvoluce hustot dvou a vice nezévislych skokd.
O

Formule (3.17) ma nasledujici interpretaci: je-li pocet skokli procesu X
v daném intervalu 0, potom je tam chovani X deterministické, cemuz
odpovida degenerovana slozka dy,;_, . Pro pravéjeden skok ma ptechodové
rozdéleni hustotu (f), kterd sice neni spojit4, ale 1ze ji analyticky vyjadfit.
Pfipad dvou ¢i vice skokti shrnujeme do tfetiho ¢lenu (f;), kde je hustota
spojitd a omezena.
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Ptiklad 3.3 Gamma OU proces X (t) vznikne, kdyZ Z(t) je sloZeny Poissoniiv
proces s intenzitou o« > 0 a rozdélent skokii je exponencidlni s pravdépodobnostni
hustotou

hy)=1e ™, y >0
a parametrem T > 0.

Ve vztahu (3.10) mdme (u) = a jestliZe je xb parametr polohy, miiZeme

T oT—iu

poloZit x = 0, abychom poté ziskali ndsledujici vijsledek

T

MA(O,Z):(IH—(l—b) )a:bo‘Jrozbo“l(l—b) L 1 R(2).

T —12 T —1z
Zde miiZeme videét, Ze fq odpovidd exponencidlnimu rozdéleni a R(z) miiZe byt
invertovino pomoci rychlé Fourierovy transformace (FFT z angl. Fast Fourier
Transformation).

P¥iklad 3.4 Necht' BDLP Z(t) je Poissoniiv proces s intenzitou o > 0, pro ktery
mdme charakteristickou funkci pfechodu

1 Jiyz 1
Ma(z,z) = exp [ibxz + g/ ¢ dy} . (3.18)
Y Jb Y

Necht'jsou ddny jednoduché skoky rovnomeérné rozdélené v case t € (0, ) a necht’
mdme distribucni funkci jejich prispévku x v ¢ase A\ rovnu pravdépodobnosti

P (t < ~log %) Tedy v (3.17) dostdvime

1
faly) = ——, b<y<l,
0 jinak

az(3.18)

A=

fule) = { /0 " ReF (u) cos(uz)du + /0 " ImF (u) sin(um)du},

kde

a Q Q Yu
F = — — -1 - =
o = gl (o) (2) -2
+’i{e p(ay)sin<az> “u H
X —Yu R N
v gl QTAN
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je Hermitovsky symetrickd funkce a

= /1 cos(ux)dm _ /“ cos(az)d%
b r ub T
1 . u -

- / sm(u:zc)dglj :/ SlIl(ZB)dx.
b x ub L

Tedy hledand hustota f, tvofi redlnou cdst vystupu z FFT.

Aplikace MCMC

Na zékladé simulované realizace Coxova procesu @y s fidici intenzitou
X (t) chceme provést filtrovani, tj. vypocitat podminénou stfedni hod-
notu (3.14). Aproximujeme ji stfedni hodnotou z podminéného rozdé-
leni (3.15), které simulujeme Metropolis-Hastingsovym algoritmem rozeni
a zéniku (algoritmus 2.1). V naSem pfipadé postupné generujeme mar-

kovsky retézec {xgl)}io, ktery ma hledané rozdeéleni (3.15) jako stacio-

narni. Tedy fetézec pro z,, ma limitni rozdéleni s margindlni hustotou
f(x1, .. @m | n1, ..., np). V kazdém kroku se generuje navrh ¢ z daného
navrhového rozdéleni. Navrh je potom pfijat s pravdépodobnosti

a(xjv gb) = min<1a h(xj’ ¢))7

kde h(z;, ¢) je Hastingstiv pomér (rozeni resp. zaniku). ProtoZe za navr-
hové rozdéleni byla zvolena gaussovskd nahodna prochazka, tedy symet-
rické rozdéleni, tak 1ze ndvrhovou hustotu z Hastingsova poméru zkratit.
Dale uvaZzme, Ze z; se projevi v soucinech ve vztahu (3.15) jen ve ¢lenech
f(nj | z;), f(z; | zj-1) a f(xj41 | ;). Po Gpravé lze tedy Hastingstiv pomér
zjednodusitproj =1,...,k —1na

Sy | 9)f(@ ] zj—1) f(@j41 | &)
fng L ay) (o | wjo0) fzjn | 2y)

resp. pro j = k na

fu | 0)f(d | vp1)
SO | o) f(on | 1)

Jak jiz bylo zminéno vyse, hustota f(z; | z;_1) je viZenym souctem tii
funkci, z nichZ funkci f¢ 1ze vyjadfit analyticky, degenerovanou hustotu
d jsme aproximovali strmou trojahelnikovou hustotou a funkci f; jsme
pocitali numericky za pomoci FFT.

h(l’k, 925) =
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Xy

0 ny=1 1 n=1 2 n;=0 3 n=2 4

Obr. 3.2: Realizace Coxova procesu (body) s realizaci x; fidictho OU procesu
(¢ara). Parametry procesujsoua =1,7=1lazg = 0,déle A = 1.

Ptiklad 3.5 Vyjdeme z ptikladu 3.4, kde demonstraci vijpoctu providime na zd-
kladé simulace realizace tidictho procesu X (t) s parametry a =1,y =1laxzy =0
a ndsledné realizace Coxova procesu, viz obrdzek 3.2. Pro k = 4 vstupujeme do
vypoctu s Cetnostmi ny = 1, ng = 1, ng = 0, ny = 2 na intervalech délky
A = 1. Pomoci Metropolis-Hastingsova algoritmu jsme potom simulovali hod-
J

nahodnou prochdzku s nulovou stvedni hodnotou a jednotkovym rozptylem a po-
catecni hodnoty x(()l) i xg-o) jsme volili nulové.

noty x(l)}, Jj =1,....,4, kde za ndvrhové rozdéleni jsme zvolili gaussovskou

Abychom odstranili vliv vijchozi hodnoty simulace na vypocet aposteriorni stiedni
hodnoty, bylo nutné na zdkladé priibéhu simulace urcit tzv. cas zapileni Tetézce.
Pro dalst vypocty jsme uvaZovali jen hodnoty realizaci ziskané ze simulace po
tomto bodé. Na obrdzku 3.3a) je zobrazen pritbéh simulace hodnoty x4 a svislou
darou je zde naznacen cas zapileni tetézce. Histogram téchto hodnot je zachycen
na obrdzku 3.3b) a je zde rovnéZ naznacen 95% interval kredibility (interval,
ktery s 95% pravdépodobnostni obsahuje odhadovany parametr). Aposteriorni
stiedni hodnoty a 95% intervaly kredibility realizaci fetézce pro x1, X2, 3 a x4 jsou
zaznamendny v ndsledujici tabulce, ve které miiZeme sledovat zdvislost spoctenijch
hodnot na vstupni situaci (viz obrizek 3.2).

i | apost. stf. hodnota | 95% interval
1 0,65854 (0,38;0,98)
2 0,86116 (0,56,1,26)
3 0,00019 (-0,002;0,003)
4 0,70275 (0,39;0,99)
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Obr. 3.3: a) Pribéh simulace hodnoty x4 procesu z obrazku 3.2, pficemz svislou
¢arou je naznacen ¢as zapaleni fetézce. b) Histogram simulovanych hodnot z a)
po Case zapaleni fetézce, pficemz je zde vyznacen 95% interval kredibility.

3.2.2 Piistup k filtrovani ve spojitém case

Druhy zptisob filtrovani v Coxovych procesech je zaloZen na teorii konec-
nych bodovych procest, viz kapitola 2.3.4. Oproti pfedchozimu pfistupu
popsaném v kapitole 3.2.1 se zde neprovadi diskretizace procesu, nybrz
se uvaZzuje cely proces (v naSem piipadé OUCP) zaznamenany v intervalu
[0,T]. Opét se vychazi z tvrzeni 3.1, které 1ze vyuZit predevsim, pokud se
intenzita procesu méni pomalu vzhledem k velikosti intervalu. Pfi tomto
pfistupu je opét pouzita lokalné stabilni verze Metropolis-Hastingsova
algoritmu rozeni a zaniku (algoritmus 2.1).

Uvazme d = 1 a ozna¢me II rozdéleni Poissonova bodového procesu na
Borelovské mnoziné W C R, s mirou intenzity v,0 < v(W) < oco. Necht’
W = [0,7] je interval a Z je slozeny Poissontiv proces s intenzitou o
a hustotou rozdéleni skokti h. Symbolem x budeme znacit realizaci pro-
cesu X (t) na [0,7], kterad je ve smyslu vztahu (3.3) popsdna pomoci
a{tz} ={tj,%}, j=1,...,nt, <T, t,y1 > T. Ozname realizaci
®opy na W symbolem ¢ = {7,}, j = 1,...,m. Filtrovani opét zaloZime na
Bayesovské formuli pro hustoty bodového procesu, t;.

[l ] @) oc f(o]x)f(x), (3.19)

kde na pravé strané mame soucin hustoty nehomogenniho Poissonova
procesu (nebo také Coxova procesu s danou intenzitou) a nepodminénou
hustotou sloZzeného Poissonova procesu Z = {t, z}.
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Véta 3.3 Necht'z je pevné didno. Potom pro sloZenyj Poissoniiv proces s intenzitou
« a hustotou rozdélent velikosti skokii h s konecnymi m-tymi momenty plati, Ze

f(z]9)

etj —’yT)

x a”Hh 2 Hx ;) exp > (eT —1) - % . (3.20)
- ey

7.7
]’Y<T

Lokdlné stabilni verze Metropolis-Hastingsova algoritmu rozeni a zdniku (algo-
ritmus 2.1) pro (3.20) md geometricky ergodicky tetézec.

Dikaz: Na sloZzeny Poissontiv proces v intervalu W = [0,7] mtZeme
nahliZet jako na kone¢ny bodovy proces na prostoru W x R s hustotou

n

f(t,z) = eam T] h(z). (3.21)

=1

Nehomogenni Poissontiv bodovy proces ve W' s funkci intenzity z(¢) ma
nésledujici hustotu vzhledem k I1

—_y — d 5). 3.22
i) = texp (— [ atsjas) Lot 622)
Protoze ag = 0, tak z (3.3) dostavame

/0 x(s)ds = —@(6_7T —1)+ Z i (1 —

v o Y

a dohromady s (3.22) a (3.21) ziskame (3.20).

Protoze X (t) > zoe ", muzeme ovéfit lokalni stabilitu hustoty f(z|¢). Plati

P62} U {2 Ho)
fdtate)

1 — etnr1—T ) m
< avexp |:_Zn+1 (1/ + e—)] (1 + — Zntl ”’T) = O (tya1, 2Zna1)-
Y o

T
= / /@*(t,z)p(z)dzdt < 00,
o Jr
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0.5

0 10 20 30 40 50
b) iterace (10°%)

Obr. 3.4: a) Realizace Coxova procesu (krouzky) fizeného OU procesem (tecko-
vana ¢ara realizace) z ptikladu 3.6 s parametry o = v = v = 1, T' = 10. Filtrovani
Coxova procesu uzitim pfistupu z kapitoly 3.2.2. V kaZzdém bodé¢ je vyznacena
primeérna hodnota ze vSech iteraci X (¢) p#i danych N(s),0 < s < T (plna ¢ara).
b) V grafu je vyznaceno 50 000 iteraci Metropolis-Hastingsova algoritmu rozeni
a zéniku pouzitého pfi filtrovani procesu z a) v ¢ase 7T'.

tak mtZzeme pouzit lokalné stabilni verzi Metropolis-Hastingsova algo-
ritmu rozeni a zaniku s Metropolis-Hastingsovym pomérem pro rozeni

S({t 2} Ut 2o tlo)(1 — g)c”
f{t,z}[9)@*q(n + 1) ’

kde 0 < ¢ < 1aztvrzeni2.3 vyplyva, Ze fetézec je geometricky ergodicky.
0J

Tb({t’ Z}v {tn-i-lv ZTL-H}) =

Poznamenejme, Ze geometricka ergodicita zajiStuje platnost centralni li-
mitni véty pro fetézec MCMC [31].

Ptiklad 3.6 Pro Gamma OU proces z prikladu 3.3 dostdvime vyjadient vztahu
(3.20) ve tvaru

flz|o) < (av)"exp (—I/sz> Hx(Tj) X

zj (1 —etiT)

X exp o (e‘”T — 1) — 5

t.
ji L
ji<T

Jednotlivé iterace MCMC ddvaji tetézec {t,z}, jehoZ rozdéleni se bliZi
k podminénému rozdéleni (3.20). MiiZeme tedy odhadnout hodnotu

61



E[X(t) | N(s),0 < s < T] pro vsechna t € [0;T] zpriimérovinim hodnot
X (t) v (3.3) ziskanyjch z Tetézce. Plnd ¢ira v grafu na obrizku 3.4a) zobrazuje
priimérnou hodnotu X,. PoZadovand filtrovand hodnota X(T), viz (3.14), je hod-
nota této kiivky v pravém koncovém bodé. Ktivka na obrizku 3.4b) zachycuje
priibéh iteraci v 1iloze filtrovdni v case T

Odhad parametra OUCP

V této casti budeme odhadovat vektor parametrti § OUCP uzitim MCMC
fetézce z této kapitoly. K odhadu pouzijeme metodu maximalni vérohod-
nosti, kterd zahrnuje techniku dtileZitosti vzorkovéni a chybéjicich pozoro-
vani z [31], kap. 8. Konkrétné pouZijeme aproximace Newton-Raphsonovy
metody

9(1"-1—1) - 6.(1”) + uHo,l,d’(e(r))j@o,l,qﬁ(e(r))_l7 r= 07 17 s (323)

kde ¢ = {7;} jsou vstupni data (realizace OUCP v pozorovacim okné W),
0o = 0 je pevna vychozi hodnota parametru a ug, 1 4, jo,.1.6 jSOU aproxi-
mace nasledujicich funkci

u®) = Eo[Vho(X)[® =],
3(0) = —EgldVpy(X)/d0" | = 6] — Varg[Vps(X)|® = ¢],

kde 67 znadi transpozici vektoru, Vp 4(x) = dlog fo(¢, z)/d, kde fo(9,x)
je prava strana v (3.19). Symbolem X ) ozna¢ime MCMC fetézec délky !
z véty 3.3, ktery pouziva parametr 6, potom aproximace maji nasledujici
tvar

-1
gt = O Vaos(X9)wg,4(XD),
=0

-1
Jiote = = [(@Vas(XD)/d) + Vi o(XD)) Vo o(XD)] wgo1,6(X ),

Jj=

[==]

kde véahy jsou
f9(¢7X(j))/f90(¢7X(j)) )
> fo(6, XD)/ foy (¢, X @)

Poznamenejme, Ze popsand metoda funguje dobfe, pokud 6, neni pfili§
vzdélena od skute¢né hodnoty 6.

Woo1,6(X V) =
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Ptiklad 3.7 Uvazujme Gamma OU proces z ptikladu 3.3, kde xoy md gamma

rozdéleni a parametry o, T,y jsou nezndmé. Oznacme I gamma funkci. SdruZend
hustota

fo(o,2) = 6(2—a)T(oﬂ')” exp <_szlzj> 1_‘7(—04)‘@8‘_16—73:0 %

2 (1 —eti T

X exp %(e”T—l) — Z 5 ) jl:[lx(Tj)

j2<r
je nespojitd v -y, zejména diky vijraziim x(7;). Proto jsme zvolili postup ve dvou kro-
cich, nejprve pouZijeme aproximaci maximdalné vérohodného odhadu pro 6 = (o, 7)
a log-vérohodnost L(0) = log fo(1, x). A ndsledné spocteme

n dl'(a) n o'
Vouy = (—T—{—a—i—log(rxo) ~ e - _;Zj —I—; —:1:0)

nezdvisle na ¢. K optimalizaci vzhledem ke vsem tfem parametriim opakované
pouzijeme vztah (3.23) pro vybrané hodnoty ~;, pficemz kaZdd odpovidd jednot-
livému oddélenému MCMC fetézci Xi(j ) a potom mezi nimi vybereme optimdlni
mnozinu parametrii, kterd bude ptiblizné maximalné vérohodnou hodnotou

-1

> folw, X wgy1.6(XD).

=0
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Kapitola 4

Vicerozmérné dvouvybérové testy
zalozené na )t-vzdalenosti

V této kapitole predpokldddme, Ze L je silné negativné definitni jadro na
RY x RY a Ze L splituje vlastnosti uvedené v (2.28).

Necht' z4, ..., z, je ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni odpovidajictho
ndhodnému vektoru X v R? se sdruzenou distribu¢ni funkci Fx a necht’
Y1, - - -, Yn je Naném nezavisly ndhodny vybér ze spojitého rozdéleni odpo-
vidajiciho nahodnému vektoru Y v R? se sdruzenou distribuéni funkci Fy-.
Vicerozmérnym dvouvybérovym testem testujeme nulovou hypotézu

HO : FX = Fy (41)
proti alternativé

Hl : FX 7& Fy. (42)
Nulovou hypotézu (4.1) mGZeme rovnéz zapsat jako H, : X LY aalter-

d

nativni hypotézu (4.2) jako H; : X # Y.
V praktickych aplikacich je zajimava zejména situace, kdy rozmér dat d
je velky a pocet pozorovani n maly. Ve studiu genovych mikrofad (viz
[24]) je hodnota d v fadu desetitisic a pfitom sloZzky vektor X, Y mohou
byt zavislé. V tom piipadé nékteré zndmé dvouvybérové testy postradaji

silu. V [4] jsou prezentovany vysledky srovnani zndmych testti v simulaéni
studii.
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41 Zavedeni testu

V nésledujicim textu uvedeme dva dvouvybérové testy (viz [23]), které
jsou zalozZeny na -vzdélenosti definované v kapitole 2.7. V prvnim testu
pfevadime vicerozmérny dvouvybérovy test na jednorozmérny dvouvy-
bérovy test. V druhém testu vyuZivame permutaci dostupnych pozorovani
z obou vzorkd, a proto je tento test vhodny pro testovani hypotézy (4.1)
i v pfipadé malého poctu pozorovani (napt. n = 20).

Predpokladejme, Ze X,Y jsou dva nezavislé nahodné vektory v R
UvaZme navzajem nezavislé vektory X, X', X" Y, Y’ Y" takové, Ze
XLXx'Lxray Ly Ly,
Definujme dvé nezavislé nahodné veliciny

U = LIX)Y)-L(X,X) (4.3)

Vo= LY Y") - L(X"Y"). (4.4)
Jestlize je navic splnéno, Ze

EL(X,X') < 00, EL(Y,Y") < o0,

potom plati (viz [23])

XiY¢:UiV

Tedy vicerozmérny dvouvybérovy test s nulovou hypotézu H, : X Ly
muzZeme takto pfevést na jednorozmérny dvouvybérovy test s nulovou

hypotézu Hj, : U L . Pro testovani této hypotézy zvolime jednorozmérny
dvouvybérovy test napf. znamy Kolmogorov-Smirnovv test (viz napf.

[1]).

Vlastni test provadime nasledovné. Pfedpokladejme, Ze mame n nezavis-
lych d-rozmérnych pozorovani zi,...,x, z X resp. y1,...,y, z Y. Déle
predpokladejme, Ze | = n/3 je pfirozené ¢islo. Potom miiZeme rozdélit po-
zorovani z jedné populace na 3 ¢asti, vSechny o velikosti I. Takto ziskdme
nezavislé soubory pozorovani, které odpovidaji vySe zminénym nezavis-
lym ndhodnym vektorim X, X', X" resp. VY’ Y", a mGZeme spocitat
hodnoty u, ..., u; resp. vq,. .., v, odpovidajici ndhodné veli¢iné U resp. V.
Nakonec provedeme test nulové hypotézy Hj.

Minimélni pocet vstupnich pozorovéani je zavisly na pozadavcich pouzi-

tého jednorozmérného testu. Napiiklad doporuceny minimalni pocet po-
zorovani pro jednorozmeérny dvouvybérovy Kolmogorov-Smirnoviiv test
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Obr. 4.1: Histogram 91-vzdalenosti z 5000 nahodnych permutaci (parametry
m = 1,k = 500,n = 20). Hodnota 0,697 odpovida nepermutovanému piipadu
a p-hodnota je pravdépodobnost, Ze -vzdélenost je vétsi neZ tato hodnota.

je 36 (viz [1]) a tedy pro aplikaci vySe zminéného testu bychom potiebovali
n >3- 36.

Nyni se budeme vénovat permuta¢nimu testu, ktery 1ze pouZit v ptipadé
malého poctu pozorovani pro testovani nulové hypotézy o shodnosti roz-
déleni ndhodnych vektort X a Y, tj. (4.1), proti alternativé (4.2). UvaZzme
K ndhodnych permutaci vektort 71, ...,Z,, 71, ..., . Kazdou permuto-
vanou mnozinu rozdélime na prvnich n a druhych n vektorti a vypocteme
empirickou DM-vzdalenost

n n 2
T= 15 S L)~ L) — Lloiwy)
i=1 j=1
Tim ziskame K + 1 empirickych 91-vzdalenosti, pficemz jedna je spoctena
z vektorti ptivodnich dat (ozna¢me ji No)a K z permutovanych vektort. Za
platnosti nulové hypotézy permutace neméni rozdéleni ndhodné velic¢iny
N.Z histogramu téchto vzdalenosti ziskame p-hodnotu testu, jejiz hodnota
je rovna pravdépodobnosti (za platnosti nulové hypotézy), ze I je vétsi

nez hodnota 91y. Tedy p-hodnotu odhadneme jako

K
D i1 1[?@>‘?t0]

K
Ptiklad testu je zobrazen na obrazku 4.1, kde v pfipadé 5% hladiny testu

p-hodnota =
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Obr. 4.2: Silofunkce 3 permuta¢niho testu (levy sloupec) resp. testu zaloZeného
na U,V statistikdch (pravy sloupec) na hladiné testu 0,05 s alternativou po-
lohy (horni fadek) resp. méfitka (dolni fadek). V testu porovnavame dva vy-
béry (a = 1,2) o velikosti 120 z k-rozmérnych normalnich rozdéleni N (fiq, X,)
S fig = (Hay---yltg) @ Bg = (E?j), kde 3¢ = 0, a ¥ =0 proi # j. Hodnoty
parametrt k, pq a 04 jsou uvedeny u grafti.

zamitame H, proti alternativé H,, protoze odhadnuta p-hodnota je mensi
nez 0,05.

4.2 Sila testu

Nyni se budeme zabyvat silou obou dvouvybérovych testii, ktera kvantifi-
kuje pravdépodobnost spravného zamitnuti H, (4.1). Analyticky vypocet
silofunkce neni mozny. Nékteré vysledky simulaci jsou uvedeny v [23],
kap. 8.1, pro test zaloZeny na U,V veli¢inach, resp. kap. 9.4, pro permu-
tacni test. Z prezentovanych vysledkii vyplyva, Ze oba testy jsou vhodné
pfi alternativé polohy a permutacni test ma obecné vétsi silu, nez test
zaloZeny na U, V' veli¢inach.

Obséhlejsi studie [4] se zabyva srovnanim testtt Kolmogorov-Smirnoviv
(K-S), Cramer-von-Mises (C-v-M), Anderson-Darling a (jinych) testt zalo-
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Zenych na M-vzdélenosti. Vysledky pro alternativu polohy jsou opét lepsi
pfi pouZiti test zaloZenych na 91-vzdalenosti. Zajimavé je rovnéZ pou-
ziti riznych silné negativné definitnich jader £ a jejich srovnani, ¢imz Ize
ovlivnit sflu testu v rtiznych alternativach.

Uvedené studie nepokryvaji zcela nami studované varianty testu, protoZze
jsou omezeny na nejvyse dvourozmérné rozdéleni, a proto jsme provedli
vlastni simula¢ni studii vénovanou srovnani permutacniho testu a testu
zaloZeného na U, V statistikach.

Pti testovani nulové hypotézy (4.1) se zaméfime na alternativy (i) polohy,
. 1 # po, a (i) méfitka, tj. o1 # o9, kde veli¢iny s indexem 1 resp. 2
odpovidaji prvnimu resp. druhému vybéru z porovnavanych rozdéleni.

Numerické vysledky vychéazeji z normalniho rozdéleni N(u,0?) a
k-rozmérného normélniho rozdéleni (k = 2 a k = 50) s vektorem stfednich
hodnot (u, ..., u) a varianéni matici & = (3;;), kde &;; = 02, £;; = 0 pro
i # jaoc? > 0. M&me dva nezéavislé vybéry o velikosti 120 s parametry
(p1,01) a (pe, 02), kazdy test byl opakovan 1000krat a v piipadé permutac-
niho testu bylo provedeno vZdy 100 permutaci. Odhad silofunkce 3 je dan

vztahem 1000
Zl:l 1 [p1<0.05]

b= 1000
kde p; je p-hodnota ziskana z [-tého opakovani testu. V hornim fadku
na obrazku 4.2 je uvedena sila testu s alternativou polohy, tedy p; = 0,
01 = 02 = 1 ahodnoty p» jsouna ose x. A v dolnim fadku na témze obrazku
je sila testu s alternativou métitka, tedy i1 = po = 0, 0y = 1 a hodnoty oy
jsou na ose . Vysledky pro permutacni test jsou uvedeny v levém sloupci
a vysledky pro test zaloZeny na U, V' veli¢indch jsou v pravém sloupci.

Sila testu zaloZeného na U,V veli¢inach je mnohem vétsi v pfipadé alter-
nativy (i) nez (ii). Totéz plati v pfipadé permutacniho testu, ktery je navic
silnéjsi ve vSech testovanych alternativach oproti testu zalozenéhona U, V/
veli¢inach.
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4.3 Pouziti vicerozmérnych dvouvybérovych
testti pro modely ,,zarodek-zrno”

Nasim hlavnim pfinosem k problematice kapitoly 4 je originalni aplikace
ve stochastické geometrii specidlné pouZitelnd v materidlovém vyzkumu
¢i biomediciné pfi porovnani mikrostruktur. PouZiti testi nejprve pred-
vedeme na simulacich modelu ,zarodek-zrno” a poté v kapitole 5.1 je
aplikujeme na redlna data mikrostruktur hlinikovych folii.

Definice 4.1 Rekneme, Ze A je model ,zdrodek-zrno”, jestlize A je ndhodnd uza-
viend mnoZina ve smyslu definice 2.8, pro kterou plati

A = G(az + 91)7

i=1

kde {[a;; ©;]} je kétovanyj bodovys proces, pFicemz a; jsou body v R? (tzv. zdrodky)
a ©,; kompakini podmnoZiny R? (tzv. zrna).

Predpoklddejme, Ze mame dva nezavislé modely ,zarodek-zrno” A a B
v R? a v kazdém z nich n pozorovacich oken. Zrna v jednom pozorovacim
okné mohou byt obecné zavisla. Pfi analyze modelu ,zarodek-zrno” se
nejprve zaméfime na geometrické parametry zrn a poté na prostorové
rozmisténi zarodk.

4.3.1 Individudlni parametry zrn

Zrna charakterizujeme vektorem geometrickych parametrii. Tyto parame-
try muZzeme ziskat v piipadé realnych struktur v R? pomoci obrazového
analyzatoru. Necht’'mdme zméfeno m geometrickych parametrt pro & zrn
z kazdého pozorovaciho okna. Mezi tyto geometrické parametry patii
napi. Minkovského funkcionaly (kapitola 2.2.1), tvarové faktory nebo ori-
entace zrn, nejcastdji v R? ¢i R3. Ziskame tak dva soubory matic velikosti
kE x m, které ozna¢ime z1,...,2,, Y1, ..., Yn, pliCemz x; jsouz Aay; z B.
Dale uspotfddame prvky matice z; resp. y; tak, abychom vytvofili vektory
Z; resp. ¢; o velikosti k - m nédsledujicim zptsobem

X

<x1,17 ey Tk 1, 1,25 - -3 T2y -y T1ymy - - - 7xk,m)7
(yLla oYk, Y1,2, - Yk 2s - Ylmy - - >yk7m)-

<)
Il
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Pro testovani nulové hypotézy o shodnosti rozdéleni vektori parametra
zrn oproti alternativé, Ze vektory parametrti zrn nepochazeji ze stejného
rozdéleni, tj.

Hy: P, =P,

Hl : PSE 7é Pya
muZeme pouZzit jeden z vyse popsanych testd.
V pfipadé m > 1je nutné, aby pouzité parametry nabyvaly srovnatelnych

hodnot, ¢ehoz 1ze rovnéZ dosdhnout vhodnou volbou méfitka u jednotli-
vych geometrickych parametrd.

4.3.2 Prostorové rozmisténi zarodka

Pfi analyze prostorového rozmisténi zarodkd budeme postupovat ob-
dobné jako ve vyse popsané analyze. K testovani rozdili v prostorovém
rozmisténi zarodkt pouZzijeme m z nasledujicich suméarnich statistik bodo-
vych procesti

v v,

1. distribuéni funkci nejblizsich sousedt (G),
2. sférickou kontaktni distribu¢ni funkci (F),

3. parovou korela¢ni fuknci (g),

jejichz definice a pfislusné odhady jsou uvedeny v kapitole 2.3.

Spocteme odhady vyse uvedenych statistik pro vSech n pozorovacich oken
obou modelt A a B. Z odhadnutych kiivek sestavime vektory

G;=G(jA), F;=F(jA), g; = g(j D),

kde j = 1,...,ka A > 0 je zvoleny krok. Vybérem m z téchto tii cha-
rakteristik sestavime 2n vektort velikosti k - m (stejnym postupem jako
v kapitole 4.3.1). Poté zvolime jeden z vicerozmérnych dvouvybérovych
testi zaloZenych na -vzdalenostech, kterym budeme testovat nulovou
hypotézu o shodnosti rozdéleni prostorovych charakteristik oproti alter-
nativé rozdilnosti jejich prostorovych charakteristik.
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Poznamenejme, Ze teoreticky lze pracovat s 9-vzdalenostmi rozdéleni
funkci z prostoru L, a vyhnout se diskretizaci, ale pfi praktickém pou-
ziti testu k ni nakonec vZzdy dojde. Proto zde prostory L, neuvaZujeme.

Charakteristiky prostorového rozdéleni jsou zavislé na intenzité A4 resp.
Ap zrn modelu A resp. B, kterou odhadujeme vztahem
~ n ~
= — 2 resp. Ap =

l/d(W) Vd(VV)7

kde v4(W) je velikost pozorovaciho okna a n4 a np odpovidaji primérnym
poctim zrn pozorovanych v jednotlivych pozorovacich oknech .

Modely s rtiznymi intenzitami zrn maji rtizné tvary funkci G, F, g. Zamé-
fime se nyni na tento problém, tj. na vySetfovani rozdilt prostorového
rozmisténi mezi modely A a B, ktery nebude ovlivnén jejich raznymi in-
tenzitami zarodka. V pfipadé, Ze se n4 a np vyrazné lisi, potom zménime

VN2

méfitko okna B vyndsobenim konstantou

kap = | 2E. (4.5)
nA
Tato transformace vede k tomu, Ze model A a zménény model B (ozna¢ime
jej B) maji stejny odhad intenzity zrn, . Aa=A ;- Potom spoc¢teme odhady
funkci F, G, g pro zarodky v pozorovacich oknech (rtiznych velikosti)
modeld A a B anasledné testujeme shodnost rozdélent jejich prostorovych
charakteristik (viz vyse).

Posouzeni vyznamnosti rozdilu n4 a np je mozné pouze pro konkrétni mo-
dely ,,zérodek-zrno”, zejména je-li proces zarodku stacionarni Poissontiv
bodovy proces. Potom pro hypotézu ﬁo : ny = np proti fll i na # np
mame kriticky obor pro klasicky test

_ Ina—ng|
V1A +np

kde « je hladina testu a u, je a-ty kvantil standardniho normélniho rozdé-
leni.

T

ulf%v

V praxi se vyskytuje ¢asto proces zarodkti s pevnym jadrem (viz definice
2.37) danym polomérem zrn. Zamitame-li Hy pro Poissontiv proces, zamitéa
se téZ pro bodovy proces s pevnym jadrem, protoZe v tomto procesu je
variabilita po¢tu bodt v okné niZsi neZ pro Poissontiv proces.
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Obr. 4.3: Sttedy kruhti tvoii realizaci Straussova bodového procesu s parametry
B =200,r=0,04, v = 0,9 (vlevo), 5 = 200, r = 0,04, v = 0,7 (uprostied),
B =200, = 0,06 a~ = 0,2 (vpravo), v jednotkovém okné. PIné kruhy jsou
odebirany a systém zbylych kruhti (zrn) je analyzovan.

4.3.3 Simulaéni studie

V této simula¢ni studii demonstrujeme pouziti vyse uvedeného dvouvy-
bérového testu porovnavajicitho simulované modely ,zarodek-zrno” s kru-
hovymi neprotinajicimi se zrny v R?. V testu jsme pouzili odhady sumar-
nich statistik (2.17) pro F, (2.18) pro G a (2.16) pro g. Vstupni modely
,zarodek-zrno” jsme zaloZili na Straussové bodovém procesu (definice
2.43) a simulovali jsme je v nésledujicich krocich

1. Simulace Straussovych bodovych procestt ®, ¥, = v jednotkovém
okné s parametry 3 = 200, r = 0,04 a v = 0,9 pro ®, § = 200,
r=0,0day=0,7Tpro¥aps=200r=0,06ay=0,2proZE.

2. Pridani kruhti s ndhodnymi nezavislymi rovnomérné rozdélenymi
poloméry, tj. £(R) = R([0,01;0, 03]), a se sttedy v bodech procesu ®,
v, =.

3. Postupné odebirdni kruhti, které protinaji nejvice dalSich kruht.

Kruhy odebirame, dokud neziskame neprotinajici se systém kruht.

Poznamenejme, Ze piisludny proces lze generovat i jinym zptisobem napf.
postupnym generovanim kruhti, které se pfidaji k procesu, jen pokud
neprotinaji jiz existujici kruhy.

Ziskané vysledky jsou na obrazku 4.3.
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| Proces | Stfedni plocha zrn | Celkovy pocet |

o 21,89 15794
v 20,23 14 652
= 12,76 9 267

Tab. 4.1: Stfedni plocha simulovanych zrn a jejich celkovy pocet spocteny ze
vSech 120 oken. Priimér byl vy¢islen ze 100 opakovani.

| | Velikost| G | F | g | G| F | g |
®—U][ 055 [038]027]059]0,52][056]058
®—Z| 048 0 [ 0] 0 ]03]051]|018
V-2 052 0 ] 0] 0 [014]052][0,09

Tab. 4.2: Primérné p-hodnoty pro dvouvybérovy test zaloZené na jednotlivych
sumadrnich statistikach pro dvojice procesti zaloZenych na ®, ¥, = (viz obrazek
4.3), kde pocet opakovani simulaci je 100. Hodnoty s hvézdi¢kou znamenaji roz-
dil v prostorovém rozmisténi s vyloucenim vlivu intenzity dle postupu daném
v kapitole 4.3.2.

Generujeme n = 120 realizaci bodového procesu ® resp. ¥ resp. =Za k nému
odpovidajici model ,zarodek-zrno” (viz vyse uvedeny postup). V kroku
(3) jsme v priméru odebrali 28 % resp. 22 % resp. 6 % kruhti ze simulaci
zaloZenych na ® resp. ¥ resp. Z. Stfedni obsahy zrn a jejich celkové pocty
jsou uvedeny v tabulce 4.1.

Pro kaZdou dvojici ze tfi struktur provedeme neparametricky dvouvybeé-
rovy test, pficemz struktury povazujeme za nezndmé.

Zacneme analyzou individualnich parametrt zrn (kapitola 4.3.1). V na-

Sem pifipadé se omezime pouze na velikosti zrn, tedy m = 1.
Oznacime-li pocty zrn z jednotlivych realizaci testovanych modelt jako
ki,. .., k120, k121, - . . , kago, potom parametr testu k je ddn vztahem

k =min(k;;j € {1,...,240}).

Pokracujeme porovnanim prostorového rozmisténi (kapitola 4.3.2). Pro
kaZzdou realizaci jsme odhadli sumarni statistiky G (odhad (2.18)), F' (od-
had (2.17)) a ¢ (odhad (2.16)), jejichz ziskané grafy jsou na obrazku 4.4.
Kazda tato funkce je reprezentovana k = 25 hodnotami v daném inter-
valu.
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Pro testovani pouZijeme prvni metodu testu, kterd je zaloZzena na U,V
veli¢inach (viz kapitola 4.1). Rozdélime tedy vzorek na tfi nezévislé vy-
béry X, X', X"aY, Y’ Y”, kazdy o velikosti n/3. Znich pomoci vztahu (4.3)
resp. (4.4) vypocteme veli¢inu U resp. V. K testovani hypotézy (4.1) o shod-
nosti rozdéleni U a V' poté pouzijeme zndmy dvouvybérovy Kolmogorov-
Smirnovav test (uZitim balicku STAT v programovacim jazyku R).

Celou proceduru jsme opakovali 100krat. Vysledné primeérné p-hodnoty
jsou uvedené v tabulce 4.2. Z vysledkt vyplyvé, Ze nemtizeme zamitnout
nulovou hypotézu v pfipadé porovnani velikosti zrn (prvni analyza) pro
zadnou z uvaZovanych dvojic struktur. V druhé analyze (prostorové roz-
misténi) nemiiZzeme zamitnout nulovou pouze pro dvojici zaloZenou na
procesech @ a ¥, ale v ostatnich pfipadech nulovou hypotézu zamitdme.
Nicméné je zde otazka rtizné hustoty zrn. Hodnoty s hvézdi¢kou odpovi-
daji ¢istému rozdilu v prostorovém rozdéleni, tj. po transformaci (4.5), a
zde zamitame na 10% hladiné vyznamnosti testu pouze v pfipadé dvojice
U — = pro funkci g. Ziskané vysledky testti jsou v souladu se zptisobem,
jakym byly porovnéavané struktury simulovany.
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Kapitola 5

Aplikace na redlnych datech

5.1 Porovnani hlinikovych félii

Tenké folie tvofené z hlinikovo-manganovych slitin jsou materialy nejpo-
uzivangjsi na lopatky automobilovych tepelnych vyméniki. Toto pouZiti
klade velmi pfisné pozadavky na vlastnosti a vztahy mikrostruktur folii.
Vyvoj odpovidajici vyrobni technologii je zaloZen na dokonalé znalosti
dopadti procesnich parametrti na pfemény materialu zahrnujici zmény
v mikrostruktufe. Jednim z cild je snizovéni nédkladd na vyrobu folii, ale
pfitom zachovani stejnych vlastnosti, a proto je potieba porovnévat struk-
tury rznych materiala.

V této aplikaci vyuzijeme metody popsané v kapitoldch 2.3, 2.7 a 4.

5.1.1 Materidl a p¥iprava vzorku

Byly studovany tfi Al-Mn slitiny, oznacené L, P a Z, jejichZz chemické
a rozdéleni velikosti ¢astic v mnoZziné uvazovanych slitin je obsah sili-
konu. V8echny slitiny byly valcovany do pasu tloustky 8,5 mm. Dale byly
vzorky homogenizovany za vysoké teploty a poté valcovany za studena
do tloustky 0,4 mm. Vzorky tloustky 0,4 mm byly zahtaty opét na teplotu
350 °C kvdli zvyseni taZnosti materidlu a pro zjednoduseni nasledného
valcovani za studena do konec¢né félie o tloustce 0,1 mm.
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Obr. 5.1: Schéma vybéru pozorovacich oken podél félie tloustky 0,1 mm. Vzda-
lenost mezi dvéma sousednimi okny je 1 mm.

Obr. 5.2: Rezy folii metalografickych vzorkt materidlta L (vlevo), P (uprostied)
a Z (vpravo).

Metalografické vzorky byly vytvoreny z pficnych fezt félie (kolmo na
rovinu valcovéni). Po broudeni a lesténi byly vzorky pozorovéany optickym
mikroskopem, viz obrazek 5.2, kde vertikéalni velikost pozorovaciho okna
odpovida celkové tloustce folie. Dvacet pozorovacich oken bylo zméfeno
obrazovym analyzatorem podél folie, vzdalenost mezi nimi byla 1 mm.
Zptisob vybéru oken je schematicky znazornén na obrazku 5.1. Uprava
a obrazova analyza, pfi které byly zméteny zédkladni parametry ¢astic (viz
niZe), byly provedeny ve Vyzkumném tstavu kovd, s.r.o. v Panenskych
Biezanech.

5.1.2 Numerické vysledky

2 Yz

Prvotni analyza se zabyvé stfedni velikosti ¢astic a jejich hustotou, viz ta-
bulka 5.1, kde jsou patrné rozdily mezi strukturou materidlu L a materialy
P a Z. V histogramu na obrazku 5.3 je rovnéZ mozné sledovat rozdily
ploch fezt ¢astic v jednotlivych materidlech. Data pro analyzu parametri
¢astic byla ziskdna méfenim parametrt plocha, eqdiam (pramér kruhu s ob-
sahem rovnym hodnoté parametru plocha), minFeret (minimalni Ferettv
pramér), maxFeret (maximalni Feret(v priimér) v obrazovém analyzatoru,
nasledné byl spoc¢ten

) minFeret
tvarovy faktor = —————.
maxFeret
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Obr. 5.3: Histogram ploch fezi ¢astic v prvnich pozorovacich oknech z kazdého
materiélu.

Proces | Primérnd plocha | Hustota
L 0,592 0,084
P 1,007 0,051
Z 1,034 0,044

Tab. 5.1: Pramérné plocha pozorovanych fezt ¢astic (v um?) a jejich hustoty
(v pm~2) pro materialy L, P, Z spoétené ze vSech 20 oken.

ProtoZe pocet oken je maly, n = 20, uZili jsme permutacni test popsany
v kapitole 4.1. Vysledky z tabulky 5.2 vedou k nasledujici interpretaci:
Materidly P a Z se vyznamné nelisi, zatimco L se lisi od obou P a Z, a to
v obou parametrech (velikosti i tvarem ¢astic).

Dale jsme se zaméfili na testovani shodnosti rozdéleni prostorového uspo-
fadani castic sledovanych materiald, které jsme aproximovali jejich tézisti.
Tézisté fezt castic byla zméfena obrazovym analyzatorem. Mame tedy
20 realizaci bodovych procesti tvofenych tézisti fezli ¢astic. Diky zplisobu
volby pozorovacich oken mtizeme pfedpokladat, Ze tyto bodové procesy
jsou staciondrni. Test provedeme podle postupu uvedenému v kapitole
4.3.2. Nejprve tedy odhadneme kontaktni sférickou distribu¢ni funkci F,
distribu¢ni funkci nejblizSich sousedt G' a parovou korela¢ni funkci g.
Odhady funkci F', G a g jsou uvedeny na obrazku 5.4 pro vsech 20 pozo-
rovacich oken materidlu P, tj. na kazdém obréazku a), b), c) je zobrazeno
20 prabéht piislusnych sumarnich statistik. Pozorujeme malou variabilitu

odhadti. Podobné mala je variabilita téchto odhadii i v pfipadé materiala
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Obr. 5.4: Odhady (a) kontaktni distribu¢ni funkce F, (b) distribu¢ni funkce nej-
blizsich sousedti G a (c) parové korela¢ni funkce g pro materiél P. Grafy ziskané
ze vSech 20 pozorovacich oken jsou vykresleny ve stejném grafu, abychom mohli

sledovat malou variabilitu odhad mezi okny.
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Obr. 5.5: Odhady (a) kontaktni distribu¢ni funkce F, (b) distribu¢ni funkce nej-
bliZsich sousedtl G a (c) parové korela¢ni funkce g pro vSechny tfi materialy
ziskané priimeérovanim odhad ze vSech 20 pozorovacich oken. Je zde patrné,
Ze vysledky pro material L se lis1 od vysledkt pro materidly P a Z.
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| | vSe | Plocha | Eqdiam | Tvarovy faktor |

L—-P 0 0 0 0,006
L—-Z7 0 0 0 0,006
P—-Z10297| 0,295 0,263 0,158

Tab. 5.2: P-hodnoty dvouvybérovych testti parametr(i individualnich c¢astic
spoctené pro vSechny tfi parametry dohromady (m = 3, sloupec ,,v8e”) a potom
pro jednotlivé parametry (m=1) sn = 1,k = 500 a s po¢tem permutaci 5000.

| (Ve [GF] g |
L-P|0]0]0] O
L-Z] 0 0[0] 0

P—-Z| 0 | 0]0]0545

Tab. 5.3: P-hodnoty dvouvybérovych testl prostorového rozmisténi spoctené
pro vSechny tfi parametry dohromady (m = 3, sloupec ,vSe”) a potom pro
jednotlivé parametry (m=1) s n = 1,k = 11,A = 1pum a s po¢tem permutaci
5000.

L a Z. Na obrazku 5.5 porovnavame priimérné odhady (z 20 oken) funkci
F, G a g spoctenych pro vSechny materiély. Ziskané vysledky jsou pro ma-
teridl L vyrazné odlisné od vysledkt pro materidly P a Z. Odhady funkce
g materidlti P a Z jsou prakticky stejné a rozdilné odhady funkci F' a G
jsou malé, nicméné odpovidajici funkce materidlu L je posunuta doleva.

Vysledky dvouvybérovych test pro prostorové rozdéleni v tabulce 5.3
vedou k interpretaci, Ze existuji vyznamné rozdily v prostorovych rozdeé-
lenich, mimo parové korela¢ni funkce materidlti P a Z. MtiZeme porovnat
tyto zadvéry s vysledky porovnani primért na obrazku 5.5. Nuly v prvnich
dvou fadcich v tabulce 5.3 jsou ofekéavany, protoZe hustota ¢astic v L se
1is1 velmi od P a Z, viz tabulka 5.1. Vysledky testu porovnavajici charak-
teristiky dat materidl P a Z rovnéZz odpovidaji grafiim na obrazku 5.5,
kde grafy pramért spoctenych pro funkce G a F’ se lisi vice nez v pfipadé
funkce g.

Pro zanedbani vlivu hustoty ¢éstic na prostorové rozmisténi ve smyslu
zmény méfitka pouZijeme postup uvedeny v kapitole 4.3.2. V tabulce 5.4
jsou uvedeny numerické vysledky testu hypotézy o stejném prostorovém
rozmisténi tézist’ ¢astic material(i, kde vZdy jedna série dat byla upra-
vena tak, aby vstupni bodové procesy testu méli stejnou intenzitu. Ze

zminéné tabulky vyplyvéa, Ze mezi materidly P a Z nejsou patrné rozdily
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| [ vse | @ | F | g |
0 | 0,001 | 0,058 | 0,001
0 [0,004[0345| 0
0471 | 0,551 | 0,419 | 0,341

Tab. 5.4: P-hodnoty dvouvybérovych testt prostorového rozmisténi spoctenych
(s eliminaci vlivu hustoty ¢astic). Vycisleni pro vSechny tfi parametry dohro-
mady (m = 3, sloupec , vSe”) a potom pro jednotlivé parametry (m=1) sn = 1,
k=11,A = 1um a s poctem permutaci 5000.

L —
L —
P —

N| N|

v prostorovém rozmisténi tézist’ ¢astic, tj. nulovou hypotézu nemtizeme
zamitnout na 5% hladiné testu. Mezi materidly L a bud’ P, nebo Z stale
jsou rozdily, tedy nulovou hypotézu o shodnosti prostorového rozmisténi
zamitame. Nicméné na zdkladé vysledk pro distribu¢ni funkci nejblizsich
sousedtl bychom Hj, nemohli zamitnout, coz mtiZe nastat, protoze zminéné
tfi charakteristiky prostorového rozmisténi jsou kvalitativné rozdilné, viz
kapitola 2.3.2.

5.2 Statisticka analyza port v plazmovém
nasttiku

V této casti popiSeme analyzu mikrostruktury keramického plazmového
nastfiku. Studovany néstfik patfi mezi titanové slouceniny, které tvoii vy-
znamnou skupinu elektronické keramiky. Studium jeho mikrostruktury je
dtileZité, nebot’ta ovliviiuje jeho vlastnosti a nasledné pouziti. Mikrostruk-
turu nastfiku tvoiirtizné typy pori a trhliny. Mezi zdkladni typy port patfi
globuldrni pory, které maji priblizné kulovity tvar, a interlameldrni plosné
pory. NasSe analyza se zaméfila na zkoumani p6rti obou téchto typt, pie-
devsim na urcenti jejich velikosti, rozmisténi uvnitt vzorku a déle na popis
vztahti mezi jednotlivymi typy por.

K analyze jsme pouzili metody popsané v kapitolach 2.1, 2.2, 2.3.
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Obr. 5.6: Zkoumany vzorek keramického nésttiku. Na obrazku je naznacen smér
nastiiku (osa y), ktery je kolmy na podkladovou desku, a smér nasledného
brouseni (osa z), ktery je kolmy na smér nésttiku.

5.2.1 Material a ptiprava vzorku

Zkoumany vzorek, keramicky néstiik, byl pfipraven a prvotné zpracovan
v Ustavu fyziky plazmatu Akademie véd CR v Praze. PouZitym materi-
alem byla technickd keramika oznacovéana jako MCT, coZ je smés dvou
titanovych oxidii, konkrétné MgTiO; a CaTiOs s pomérem Mg:Ca rovnaji-
cim se 94:6 (j. 14 TiOs, 11 MgO, 1 CaO).

Vzorek byl vyroben uZzitim vysoce propustné stabilizované vodni plazmy
nasttikem WSP® PAL 160. Na pouzitém systému nastfiku zavisi vy-
sledna mikrostruktura vzorku, viz [14]. Rozméry vysledného vzorku byly
450%350%240 p1m, viz obrazek 5.6. Po nasttikani byl cely trojrozmérny (3D)
vzorek postupné odbrusovéan po 3um a kazda odbrousena plocha byla les-
téna. V kazdé roviné vybrusu bylo mikroskopem Neophot 32 s CCD kame-
rou snimano celkem 5x5 poli o velikosti 90x 70 ym?. Nésledné bylo 25 poli
spojeno v jeden snimek a na kazdy snimek byla aplikovdna segmentace
formace o materidlu, zptisobu jeho pfipravy a nasledném zpracovani jsou
v [15].
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5.2.2 Obrazova analyza a 3D rekonstrukce

Pro zkoumany vzorek W C R? plati, ze
W=KUP,
kde K je keramickd plazma a P je mikrostruktura. Ozna¢me
P=GULUO,

kde G jsou globularni (pfiblizné konvexni) poéry, L interlamelarni plosné
pory (déle plosné péry) a O tvoii ostatni pory a trhliny. Mikrostruktura P
vzorku IV je zachycena systematickym vybérem paralelnich fezti s pevnou
orientaci 7 (smér brouseni odpovidé ose z); rovinu fezu ozna¢ime 7}, = T}, ,,
kE=1...n,n = 80. Vzdalenost mezi rovinami T}, a Tj,11, k =1...n — 1je
d=3 pm.

Pro ¢ernobily snimek W, C R? odpovidajici Ty, k = 1,...,n, plati
Wk:WﬂTk :KkUPk:KkUGkULkUOk,

kde K; = K NT} (nasnimcich znazornéno ¢erné), P, = PNT}, (na snimcich
znazornéno bile), G, = GN1Ty, L, = LN1T}, O = ONTj. Zphsob obrazové
analyzy provedeny v programu Microlmage (viz [34]) a 3D rekonstrukce
se lisily pro G resp. Gy a L resp. L;. Objekty typu O resp. Oy jsme se
nezabyvali.

Pro 3D rekonstrukci obou typti périi jsme vytvofili specidlni programy, viz
pfilozené CD.

Globularni péry

Detekce G, ve Wy, k =1, ..., n,bylazaloZena na morfologické transformaci
otevieni (2.1), tj.

Gl = Problo,r) = {947 = 1,...,my}, (5.1)
kde o je pocatek a r je stejné pro vSechna k. Touto operaci byly odstranény

Ly a Oy a také malé globularni pory, pro které g & b(o,r) = (). Vysledek
operace je zobrazen na obrazku 5.7b).
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a) % 100 pm b) 0

Obr. 5.7: a) Snimek zachycujici mikrostrukturu vzorku. b) Morfologickou ope-
raci otevieni ziskané globularni péry ze snimku a). c) Poloautomaticky ziskané
interlamelarni plosné poéry ze snimku a), které jsou aproximovany kombinaci
tsecek.

N

15 um

50 um

Obr. 5.8: Projekce triangulaci dvou detekovanych interlamelarnich plosnych
pord do roviny (x,z). Odhadnutd plocha téchto pérti je 3 060 um? (vlevo)
a 6903 ym? (vpravo).

Pro kazdy transformovany fez globularniho péru g} byly obrazovym ana-
lyzatorem zméfeny a zaznamenéany zakladni parametry fezli port, tj. té-
7isté (stred) [xg;_@, yg;_c], plocha Ag‘?, maximalni primeér dmang a minimalni
pramér dming. Tyto parametry byly pouzity pro zpétnou 3D rekonstrukci
globularnich poérti. Vysledkem rekonstrukce je {g;;7 = 1,...,m}, pficemz

2%

¢et protnutych rovin fezi p,,, objem V,, a maximalni primeér dmazx,,,. Pro
odhad V, byl pouzit Cavalieriho odhad (2.4).
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Interlamelarni ploSné péry

Plosné p6ry byly modelovany jako plochy. Tato volba souvisela se zanedba-
telnou tloustkou plosného péru oproti jeho ostatnim rozmértim. Protoze
plosné péry byly piiblizné kolmé na smér nastfiku, pozorovali jsme je na
snimcich jako vodorovné trhliny.

V obrazovém analyzatoru jsme ziskali L, UO;, = P, \ G}, kde G, odpovida

(5.1). Poté byly fezy plosnych périi If aproximovany kombinaci tsecek,
viz obrazek 5.7¢), jejichz konce byly ru¢né oznaceny. Tedy

Lk%{lﬁ;jzl,...,tk},

kde t;, je pocet zpracovanych plosnych p6r zaznamenanych v roviné 7j,

Sk

{U] s}sjl a vk [ ?,s’y?,s?d(k_ 1)]7

pritemz s;: je pocet zaznamenanych konct v¥, patiici k I¥ a d(k — 1) odpo-
vida vzdalenosti roviny 7}, od pocatku ve sméru osy z (V1z obrézek 5.6).

Tyto tidaje byly pouzity pro 3D rekonstrukci plosnych p6ért. Vysledkem
rekonstrukceje mnozina {l.;c = 1,...,t},kdel.jsou triangulace aproximu-
jici plodny por. Tedy [, je systém vzdjemneé se nepfekryvajicich trojahelnikt
a pokryvajici souvislou oblast. Forméalni zavedeni /. je nasledujici.

Ozna¢me A(u,v,w) trojahelnik s vrcholy u,v,w. Necht' k& = 1,....n,
i =1,...,ty aj = 1,...,tp 1. Necht lf,lf“ nélezi stejnému plosnému

ll?+1

poru. Triangulace mezi lf je dana vztahem

k,k+1
A,’. + =
Sl’?_l s k+1 1
i
_ k k k+1 k+1 k—i—l k
= U A(Ui’sl7vi’sl+1,v‘j7$2 ) U U A ]53 3 ]S3+17UZ 54) 9
sl=1 s3=1

kdes? € {1,...,sp11},5* € {1,..., sp } atrojihelniky A(, -, -) jsou po dvou
disjunktni.

kL,
Mezi ¥ a l’strl lze sestrojit vice navzdjem riiznych triangulaci A}’ *

Vsechny tyto triangulace se sestavaji pravé z (s, + Sph+1 — 2) tro]uhelmku
ale jejich velikosti ploch se obecné 1isi.
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Oznacme triangulaci

Aff“ takovou, ze S(Aﬁ’f“) — min [S(Ai,]{c+1)]7

e
kde
k1
S(AP) = Z vo(A\(u, v, w)).
A(u,v,w)eAﬁkaJrl
Kone¢né [, c = 1,...,t, odpovidajici plosnému poru ! € L je definovéno
vztahem

ZC:O{ﬁi’f“:lﬂTk#Q A lﬂTk+17é®}.
k=1

S, pficemz

S.= Y. S(AHT.

ANEk,k+1
AbFer,

Na obrazku 5.8 jsou zobrazeny projekce triangulaci dvou plosnych pért
do roviny (z, z). Plocha téchto pérti je 3 060 ym? (vlevo) resp. 6 903 pm?
(vpravo) a plocha projekce téchto pért do roviny (z, z) je 1 855 um? resp.
4439 m?.

5.2.3 Numerické vysledky

Globularni péry

Z obrazové analyzy a néasledné 3D rekonstrukce jsme ziskali globularni
pory s maximalnimi priméry v rozmezi 3 ym a 40 pm. Jejich objemovy
podil odhadnuty z prvni rovnosti ve vztahu (2.5) je

Vi = 0,013,

Na obrazku 5.9 je zobrazen histogram objemt globularnich p6rti. Na za-
kladé tohoto histogramu byly urceny tfi tfidy velikosti p6rt odpovidajici
périm s maximalnim primérem 4-6 pm, 6-10 ym a 10-20 pm. Hranice
jsou zobrazeny svislymi ¢arami. Volba velikostnich tfid souvisi s procesem
pfipravy nastiiku a lze pfedpokladat jejich rtizné prostorové rozmisténi
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Obr. 5.9: Histogram objemt pérti detekovanych ve zkoumaném vzorku. Svislé
¢ary v histogramu ukazuji hranice velikostnich tfid, které odpovidaji objemu
kouli s priimérem 4 resp. 6 resp. 10 um, tj. 33,5 resp. 113,1 resp. 523,6 ,um?’ .

Maximalni
pramér port | Pocet péra
libovolny 2116
4 -20 pm 1601
4-6 um 598
6-10 ym 548
10 - 20 ym 455

Tab. 5.5: Pocet globularnich périi v jednotlivych velikostnich tfidach.

(vice v [15]). V tabulce 5.5 jsou zobrazeny pocty zaznamenanych pért ve
vzorku v jednotlivych studovanych velikostnich tfidach.

Jednim z hlavnich cilt statistické analyzy naméfenych dat bylo testovani
hypotézy (2.19) o tplné prostorové ndhodnosti rozmisténi globularnich
port v prostoru. Pfi testovani jsme postupovali podle poznamky 2.7. Rea-
lizace bodového procesu ve W byla tvofena mnoZzinou téZist’ pfislusnych
globularnich poéri s, . PouZili jsme sumarni statistiky (kapitola 2.3.2), tj.
K-funkci resp. L-funkci resp. distribu¢ni funkci vzdalenosti nejblizsich
sousedli G resp. sférickou kontaktni distribu¢ni funkci F, které byly od-
hadnuty pomoci vztahti (2.14) resp. (2.15) resp. (2.18) resp. (2.17). Pocet si-
mulovanych nezévislych realizaci homogenniho Poissonova procesu bylo
19, a tedy hladina vyznamnosti testu odpovida 10 %. Ziskané grafy jsou

na obrazku 5.10.
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Poznamenejme, Ze bodovy proces tvofeny téZisti globuldrnich poéra je
obecné regularni, nebot'nejmensi mozné vzdalenosti mezi body jsou ovliv-
nény velikostmi péri. Nas vSak zajimala ndhodnost rozmisténi globular-
nich poéri, a proto jsme se zaméfili na prostorovou ndhodnost ve vétsich
vzdélenostech mezi body, tj. grafy funkci sumérnich statistik L, G a F' na
obrazku 5.10 maji pocate¢ni hodnotu r rovnu minimu z teoretické vzdéle-
nosti mezi téZisti nejmensich péri v prislusné studované velikostni tfide,
napf. poc¢atec¢ni hodnota r pro tfidu 4-6 pm je 4 ym.

Zamitani hypotézy o tplné prostorové ndhodnosti (2.19) je ziejmé pro
L-funkci ve vsech tfech velikostnich tfid4ch a pro funkce G a F' v piipadé
velikostni tfidy 4-6 pm. Z polohy kfivky odpovidajici sumérni statistice
odhadnuté z pfislusné velikostni tfidy oproti vykreslené obélce vyplyva,
Ze zamitani je vZdy ve prospéch shlukovani.

Jestlize hodnotime celou mnozinu globularnich pért ve viech velikostnich
ttidach dohromady, tj. s primérem 4-20 ;m, potom nulovou hypotézu
o ndhodném prostorovém rozmisténi globularnich p6ért opét zamitame ve
prospéch jejich shlukovani.

Interlamelarni ploSné poéry

Cilem této casti analyzy bylo kvantifikovat plosné poéry, jejich pocet, ve-
likost, tvar a prostorové rozmisténi. Ve vzorku bylo detekovano a trian-
gulaci modelovano 250 plosnych pért [, takovych, Ze pocet protnutych
rovin p;, > 1. Histogram ploch p6rti S, je uveden na obrazku 5.11a), pfi-
temz S;, > 51,8 um?. Poznamenejme, Ze 39 plosnych pért zasahuje do
hranice V.

Pro testovani homogenity plosnych p6rti podél osy y (smér nésttiku) zave-
deme kotovany bodovy proces na piimce {y;., S;. }24. Kétovany bodovy
proces je vyznacen na obrazku 5.11b) svislymi ¢arami a hodnotami na levé
svislé ose. V tomtéz grafu je kiivkou znazornén gaussovsky jadrovy odhad
intenzity se sitkou pasma 20 pm, tj. (2.8) a (2.9), bodového procesu projekci
plosnych port podél osy vy, 4. {1 }229, s hodnotami na pravé svislé ose.
Zadné velké nehomogenity v grafu nebyly pozorovany. Nicméné jsou zde
pozorovany vrcholy a poklesy na kiivce plosnych péra podél osy y.

Fyzikalni vysvétleni tohoto jevu mtize byt nasledujici: vzdalenosti mezi
sousednimi lokdInimi maximy a minimy jsou mezi 75 a 100 m, viz graf na
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Obr. 5.11: a) Histogram ploch interlamelarnich plosnych péri detekovanych
ve vzorku. b) Graf predstavuje kétovany bodovy proces, kde vodorovna osa
odpovida projekci plosnych p6ér do sméru néstiiku (viz parametr y;,) a na levé
svislé ose jejich odhadnutou plochu. Kfivka znac¢i gaussovsky jadrovy odhad
bodového procesu {y;.;c =1, ...,250} s hodnotami na pravé svislé ose.

obrazku 5.11, coz odpovidé pfiblizné jedné vrstvé, ktera byla nastiikana
na podklad a poté se nechala dostatecné vychladnout pfed nastfikanim
dalsi vrstvy.

Vztahy mezi globuldarnimi a interlameldarnimi ploSnymi
pory

Pro vzajemnou analyzu globulédrnich a plosnych p6rt jsme vybrali velké
globularni pory s objemem mezi 100-500 pm?. Pocet téchto globularnich
porti je roven 405. Plosné poéry jsme pouzili vSechny z predchozi analyzy.
Z naméfenych hodnot u obou typli périi jsme spocetli vzdalenosti mezi
tézisti globularnich pért a povrchem nejblizsiho plosného péru. Empi-
rickd distribu¢ni funkce téchto vzdalenosti je zachycena na obrazku 5.12a)
spolecné s distribu¢ni funkci nejbliZsich sousedt G' vybranych globular-
nich pért odhadnuté podle vztahu (2.18). V grafu mtZeme pozorovat,
ze mensi vzdalenosti nez 13 um se vyskytuji castéji mezi globularnimi
a plodnymi poéry, nez v piipadé globularnich pé6rt. Pro vétsi vzdalenosti
je tomu naopak. Déle vidime, Ze vic jak 10 % globularnich p6rt protina
néjaky plosny pér. Obrazek 5.12b) zobrazuje velikosti globularnich p6rt
pfifazenych k nejblizsimu plosnému poéru.
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Obr. 5.12: a) Graf distribu¢nich funkce vzdalenosti nejbliz$ich sousedti pro glo-
bularni péry s objemem 100-500 yum? (plna ¢ara) a graf empirické distribuéni
funkce vzdalenosti mezi témito globularnimi pory a interlamelarnimi plosnymi
pory (pferusovana céra). b) Korela¢ni pole s objemy globularnich pért (vodo-
rovna osa) a projekci jejich nejblizsiho plosného péru do sméru nasttiku (svisla
0sa).

5.3 Aplikace bodovych procest ve statni spravé

Elektronicka podatelna je jednim z dtileZitych néstroji e-Govenmentu [26].
Funkéni elektronickou podatelnu definujeme jako takovou elektronickou
podatelnu, kterd je realizovana dle platnych legislativnich pravidel, coz
mimo jiné znamena, Ze jeji adresa je zvefejnéna na Portalu vefejné spravy
(PVS) [49]. Konkrétni vyzkum zuZujeme jeSté na oblast tifadti tizemnich
samospravnych celkti (USC), ktera se vyznaluje stejnorodosti pravidel,
jimiZz se tyto tfady musi fidit. V analyze se zaméfime na prostorové vztahy
mezi tfady USC, které elektronické podatelny realizovaly a kterych je
navzdory natizeni vlady pouze 952 z celkovych 6249 [49]. Tento vyzkum

pfispiva k vytvoreni celkového obrazu stavu rozvoje e-Governmentu v CR.

K analyze jsme pouZili metody popsané v kapitole 2.3.

5.3.1 Data a metody

P#i sbéru dat vychazime z adreséie elektronickych podatelen tfadt USC
platného k tnoru 2008 [49]. Polohu jednotlivych tfadit USC uréujeme na
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100 km

Obr. 5.13: Na obrazku jsou vyznaceny polohy obci Ceské republiky, které maii
elektronickou podatelnu, stav v tinoru 2008. Slaba ¢ara rozdéluje Ceskou repub-
liku na Oblast 1 (vlevo) a Oblast 2 (vpravo).

zakladé dat prezentovanych Ceskym statistickym tfadem (CSU) v ramci
Uzemné identifika¢niho registru UIR-ZS] [48], kde jsou geograficka data
uvadéna v metrech v soufadnicovém systému Jednotné trigonometrické
sité katastralni (S-JTSK), ktery je definovan v nafizeni vlady ¢. 430/2006
Sb., o stanoveni geodetickych referen¢nich systémti a statnich mapovych
dél zavaznych na tzemi statu a zésadéch jejich pouzivani. V tomto sou-
fadnicovém systému lze provadét standardni geodetickd méfeni a chyba
pfi méfeni vzdalenosti bodi mtiZze byt maximélné v jednotkach metrt.

Necht'z = {1,...,x;} jsou body, které reprezentuji polohy tiada USC,
jimiz aproximujeme obce v CR. Obcim s elektronickou podatelnou necht
odpovidaji body 2’ = {2}, ..., 2]}, pfi¢emz plati, Ze 2’ C z. Pozorovacim
oknem necht’je tizemi Ceské republiky nebo jeji souvislé &asti, konkrétné

e Oblast 1 je tvofena hl. m. Prahou a dale Stfedoceskym, Jihoc¢eskym,
Plzetiskym, Karlovarskym, Usteckym, Libereckym, Kralovéhradec-
kym a Pardubickym krajem a krajem Vysocina.

e Oblast 2 je tvofena Jihomoravskym, Olomouckym, Zlinskym a Mo-
ravskoslezskym krajem.

e Oblast 3 je vymezena celym tizemim CR, t.
Oblast 3 = Oblast 1 U Oblast 2.
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Obr. 5.14: a) Graf zobrazuje procento obci, které maji elektronickou podatelnou,
v zéavislosti na poctu jejich obyvatel. b) Histogram vzdélenosti mezi nejblizs§imi
obcemi v CR.

Nase analyza se zabyva otazkou, zda mezi body 2’ jsou nebo nejsou néjaké
interakce (pfitazlivé ¢i odpudivé). Budeme tedy testovat hypotézu

Hy : Body 2’ jsou rovnomérné ndhodné rozdélené na x 5.2)
Hy, : Body 2’ nejsou rovhomérné ndhodné rozdélené na =

Pro testovani hypotézy (5.2) pouzijeme Monte Carlo test zaloZeny na su-
marnich statistikach. Pouzité sumarni statistiky jsou sféricka kontaktni
distribu¢ni funkce F resp. distribu¢ni funkce vzdalenosti nejbliZsich sou-
sedtt G resp. parova korela¢ni funkce g, které byly odhadnuty pomoci
vztahti (2.17) resp. (2.18) resp. (2.16). Poznamenejme, Ze stacionaritu u na-
Sich bodovych procest predpokladame. Pti testu postupujeme obdobné
jako v poznamce 2.7, pfi¢emZz misto Poissonova bodového procesu si-
mulujeme ndhodny rovnomérny vybér N bod@ z mnoZiny = N O, kde
N = #(2' N O) a O je testovana oblast. Pocet simulaci je 199 a zvolena
hladina testu je o = 5 %.

5.3.2 Numerické vysledky

Z celkového poctu k = 6249 obci mélo v tnoru roku 2008 realizovano
funkéni elektronickou podatelnu 952 obci, tj. ptiblizné 15,2 % obci (viz
obrazek 5.13). Pro podrobnéjsi zkouméni jsme rozdélili obce podle ve-
likostnich kategorif (dle standardu pouZivaného CSU). Podle vysledkii
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prezentovanych v [26] jsou mezi jednotlivymi kraji CR nezanedbatelné
rozdily v procentech obci, které povinnost provozovat elektronickou po-
datelnu plni. Z grafu na obrazku 5.14a) plyne, zZe celkové je lepsi situace
v Oblasti 2 arovnéZzjsou na tom v této Oblasti lépe malé obce az do velikosti
1999 obyvatel. V pfipadé stiedné velkych obcich je stav lepsi v Oblasti 1
a pro velké obce je situace v obou oblastech témét shodné. Déle plati, Ze
¢im vyssi je velikostni kategorie, tim vétsi procento obci ma elektronickou
podatelnu realizovanu.

Na obrazku 5.14b) je zndzornén histogram vzdalenosti mezi nejblizs§imi
obcemi CR. Z ngj také vyplyva, Ze v rozmezi od 0,5 km do 10,4 km se od
libovolné obce nachazi dalsi obec, pficemz pfevladaji mensi vzdalenosti.
Podil obci, které jsou od sebe vzdaleny vice nez 3,5 km, nepfevysuje 4 %.

Grafy na obrazku 5.15 prezentuji vysledky testu hypotézy (5.2). Pro
vSechny zkoumané Oblasti (1, 2, 3) hypotézu na 5% hladiné testu zami-
tdme. Z detailniho rozboru grafti jednotlivych sumérnich statistik plyne,
Ze v Oblasti 1 se prosazuji slabé odpudivé sily na vzdalenostech nad 3,8 km
(funkce G) resp. nad 6 km (funkce F'), avSak pro mensi vzdalenosti obci
se vysledek bliZi rovnomérné ndhodnému rozmisténi. V Oblasti 2 jsou pa-
trné nevyrazné shluky (funkce g), které mohou ukazovat na spolupraci
blizkych obci. ProtoZe pomér rozlohy Oblast 1 : Oblasti 2 = 2,6, neni pfe-
kvapivé, Ze vysledky pro Oblast 3 jsou obdobné jako v pfipadé Oblasti
1 (funkce G). Nicméné funkce g dosahuje nejvyssich hodnot v intervalu
mezi 2,8 km a 5 km, coZ odpovida vysledkiim pro Oblast 2. Ve vSech zkou-
manych Oblastech (1, 2, 3) jsou zjisténé odchylky od testované hypotézy
(5.2) nepiilis vyrazné.

Podivame-li se na ziskané vysledky z hlediska e-Governmentu, zjistime,
Ze tento vysledek neodpovida zdméru zakona ¢. 500/2004 Sb., spravni
fad, ktery zavedl moZznost prostfednictvim vefejnopravni smlouvy zajistit
provozovéani elektronickych podatelen pro malé obce obcemi s rozsifenou
pusobnosti. Pokud by se tento postup ve velké mife realizoval, museli
bychom v rozmisténi obci s moZnosti pfijmu elektronickych podéni po-
zorovat vyrazné shluky, coZ se neukéazalo. Zda se dokonce, Ze v oblasti
zajisténi provozu elektronickych podatelen t¥ady USC vyrazné nespolu-
pracuji, nebot'na malych vzdalenostech jsou obce s elektronickou podatel-
nou rovhomeérné ndhodné rozmisténé.

96



Literatura

[1] Andél].: Zaklady matematické statistiky. 1. vydini. MATFYZPRES, Praha
2005.

[2] Baddeley A.J., Gill, R.D.: Kaplan-Meier estimators of distance distri-
butions for spatial point processes. Annals of Statistics, 1997, 25:263—
292.

[3] Baddeley A.]., Jensen E.B.V: Stereology for Statisticians. Chapman &
Hall/CRC, 2003.

[4] Bakshaev A.: Nonparametric tests based on 9-distances. Lithnanian
Math ], 2008, 48, 4:368-379.

[5] Barndorff-Nielsen O., Shephard N.: Non-Gaussian Ornstein-
Uhlenbeck based models and some of their uses in financial eco-
nomics. JRSS, 2001, B 63:167-241.

[6] Benes V. (1998): Stereologie a vybér, Sbornik ROBUST 1998, 43-50.

[7] Benes V., Klebanov L., Lechnerova R.: Two-sample tests for germ-grain
models. Sbornik 10th European Congress of ISS. V. Capasso, G. Aletti,
A. Micheletti (Eds.), ESCULAPIO Pub. Co., Bologna, Italy 2009, 520-
525.

[8] Benes V., Lechnerova R., Klebanov L.: Nelinedrni filtrovdni Coxovyjch
bodovych procesii. Sbornik ROBUST 2006. J. Antoch a G. Dohnal (Eds.),
JCME, Praha 2006, 17-23.

[9] Benes V., Lechnerova R., Klebanov L., Slamova M., Slama P.: Statisti-
cal comparison of the geometry of second phase particles. Materials
Characterization, 2009, 60, 10:1076-1081.

97



[10] Benes V., ProkeSova M.: Nonlinear filtration in doubly stochastic point
processes. Sbornik 4th International Conference Aplimat 2005. M. Ko-
vacové (Eds.), SjF STU Bratislava 2005, 415 —420.

[11] Brix A., Diggle P: Spatio-temporal prediction for log-Gaussian Cox
processes. . Royal Statist. Soc., 2001, B-63:823-841.

[12] Cont, R., Tankov P.: Financial Modelling with Jump Processes. Chapmané&
Hall/CRC, Boca Raton, 2004.

[13] Cressie N.: Spatial Statistics. Wiley, New York, 1991.

[14] Ctibor P., Lechnerova R., Hofmann P.: Quantification of thermal spray
coatings structure using volumetric reconstruction. Sbornik S*G.R. Lech-
nerova, I. Saxl, V.Benes (Eds.), JCMEF, Praha 2006, 251-256.

[15] Ctibor, P., Lechnerovd, R., Benes$, V.: Quantitative analysis of pores
of two types in a plasma-sprayed coating, Materials Characterization,
2006, 56:297-304.

[16] Ctibor P, Roussel O., Tricoire A.: Unmelted particles in plasma spra-
yed coatings. Journal of European Ceramic Society, 2003,23,16:2993-2999.

[17] Daley D.]., Vere-Jones D.: An Introduction to the Theory of Point Processes.
Springer, New York, 1988.

[18] Jhzkova R.: Geometrickd pravdépodobnost a obrazovd analyza. Diplomova
préace, Univerzita Karlova, Praha 2003.

[19] JhzkovaR., Ctibor P., Benes V.: Analysis of porous structure in plasma-
sprayed coating. Image Analysis & Stereology, 2004, 23:45-52.

[20] JtzkovaR., Ctibor P., Benes V.: Interlamellar flat pores analysis in plasma-
sprayed coating. Sbornik 9th European Congress on Stereology and
Image Analysis and 7th STERMAT. J. Chraponsky, J. Cwajna, L. Woj-
nar (Eds.), Zakopane, Poland 2005, 1:65-72.

[21] Karr A.F.: State estimation for Cox processes on general spaces. Stoch.
Proc. and their Applic. 1983, 14:209-232.

[22] Klain D.A., Rota G.-C.: Introduction to Geometric Probability, Cambridge
University Press, Cambridge 1997.

[23] Klebanov L.:N-Distances and their aplications.The Karolinum Press,
Praha 2005.

98



[24] Klebanov L., Gordon A., XiaoY., Land H., Yakovlev A.: A permutation
test motivated by microarray data analysis. Computational Statistics &
Data Analysis, 2006, 50, 12:3619-3628.

[25] Klebanov L., Lechnerova R., Slamova M., Slama P., Bene$ V.: Statistical
testing of microstructure differences, InZynieria materialova, 2008, 164,
4:181-184.

[26] Lechner T.: Zdkladni ndstroje E-Governmentu v CR. Sbornik konference
Vetejna ekonomika a sprava 2007: Inovace ve vefejném sektoru jako
faktor rozvoje tizemnich samospravnych celkd, Vaiikova I. (Eds.). VSB
— Technicka univerzita Ostrava 2007, 216 —223.

[27] Lechnerova R., Helisova K., Benes V.: Cox Point Processes Driven
by Ornstein-Uhlenbeck Type Processes, Methodology and Computing in
Applied Probability, 2008, 10, 3:315-335.

[28] Lechnerova R., Lechner T.: Analijza rozmisténi elektronickych podatelen
obci v Cevské republice. Sbornik ROBUST 2008. J. Antoch a G. Dohnal
(Eds.), JCMEF, Praha 2009, 231-238.

[29] Lieshout, M.N.M. van: Markov Point Processes and Their Applications
Imperial College Press, London, 2000.

[30] Mates P., Smejkal V.: E-Government v eském prdovu. Linde Praha, Praha,
2006.

[31] Moller J., Waagepetersen R.P.: Statistical Inference and Simulation for
Spatial Point Processes. Chapman & Hall/CRC, 2003.

[32] Nachtigal P, Semecky V., Gojova A., Kopecky M., Bene$ V., Jiizkova R.:
The application of Stereological Methods for the quantitative analysis
of the atherosclerotic lesions in rabbits, Image Analysis & Stereology,
2002, 21,3:165-173.

[33] Ohser J., Miicklich E.: Statistical Analysis of Microstructures in Materials
Science. Wiley, New York 2002.

[34] Olympus Microlmage 2, Reference Guide, 1999.

[35] Prokesova M.: Modelling and statistics of spatial point processes, Dizer-
ta¢ni prace, Univerzita Karlova, Praha 2005.

99



[36] Prokesova M., Hellmund G., Vedel Jensen E.B.: On spatio-temporal Lévy
based Cox processes. Sbornik S*G. R. Lechnerov4, I. Saxl, V.Bene$ (Eds.),
JCME, Praha 2006, 112-117.

[37] Rataj J.: Bodové procesy. Karolinum, Praha 2006.

[38] Ripley B.D.: Statistical inference for spatial processes. Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge1988.

[39] Sato K.: Lévy Processes and Infinitely Divisible Distributions. Cambridge
University Press, 1999.

[40] Serra ].: Image analysis and mathematical morphology. Academic Press,
London 1982.

[41] Snyder D.L.: Filtering and detection for doubly stochastic Poisson
processes. IEEE Trans. Inform. Theory I1T-18, 91-102, 1972.

[42] Snyder D., Miller M.: Random Point Processes in Time and Space. Springer
Verlag, New York, 1991.

[43] Stoyan D., Kendall W.S., Mecke ].: Stochastic geometry and its applicati-
ons (second edition). Wiley, New York 1995.

[44] Stoyan D., Stoyan H.: Fractals, random shapes and point fields: methods of
geometrical statistics. John Wiley and Sons, Chichester, 1994.

[45] Tewari A., Gokhale A.M.: Nearest neighbor distributions in thin films,
sheets, and plates, Acta Materialia, 2006, 54, 7: 1957-1963.

[46] Tewari A., Gokhale A.M.: Computations of contact distributions for
representation of microstructural spatial clustering, Comput. Materials
Sci, 2006, 38: 75-82.

[47] Programovaci jazyk R: http://www.r-project.org/

[48] Cesky statisticky tifad — tizemné identifikaéni registr:
http://www.czso.cz/csu/rso.nsf/i/prohlizec_uir_zsj

[49] Portal vefejné spravy (PVS):
http://portal.gov.cz/wps/portal/_s.155/696 ? kam=epodatelny

100



