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Kapitola 1

Úvod

Hry dvou hrá£· s úplnou informací pat°í k jedné z klasických oblastí zájmu
um¥lé inteligence. P°edstava o stroji, který by porazil £lov¥ka v �achu, fas-
cinovala mnohé jiº p°ed n¥kolika staletími. S nástupem £íslicových po£íta£·
byly otev°eny dve°e tvorb¥ samostatn¥ hrajících program·. V roce 1950 pu-
blikoval Shannon £lánek [16], ve kterém popsal mechanismus pro tvorbu pro-
gramu hrajícího ²achy. Historicky první naimplementovaný herní program,
který se konkrétn¥ zabýval hrou dáma, je popsán v [14] z roku 1959. Od té
doby pokra£uje vytrvalý postup p°i zlep²ování kvality hry po£íta£ových opo-
nent· a v dne²ní dob¥ se jiº nejlep²í programy pro n¥které hry mohou m¥°it
se sv¥tovými mistry.

Za základní techniku, které se v hrajících programech pouºívá, lze bez
pochyby povaºovat prohledávání stromu hry zaloºené na principu minimaxu
([13]). Prohledávají se typicky v²echny moºné pr·b¥hy hry do p°edem sta-
novené hloubky a hodnota dosaºených pozic je získávána pomocí heuristické
ohodnocovací funkce, která vyjad°uje odhad hrá£ových ²ancí na úsp¥ch. Vy²²í
efektivity se pak dosahuje s pouºitím metody alfa-beta nebo jejích variant,
které dokáºí vylou£it z úvah n¥které £ásti prohledávaného stromu p°i zacho-
vání stejného výsledku.

A£koliv byly objeveny mnohé podp·rné techniky, jak vý²e popsanou me-
todu hledání nejlep²ího tahu dále urychlovat, ne v kaºdé h°e ji lze s oka-
mºitým úsp¥chem pouºít. Nap°. u hry Go, prastaré deskové hry p·vodem
z Asie, p°ispívá její vysoký faktor v¥tvení a také obtíºe p°i návrhu spoleh-
livé ohodnocující funkce k tomu, ºe dosavadní nejlep²í programy nep°esahují
svými výkony pr·m¥rného hrá£e ([5]). Je jasné, ºe musí být objeveny a pro-
zkoumány nové metody a p°ístupy pro tvorbu po£íta£ových oponent·, aby se
nové programy mohly v takových hrách, jako je Go, alespo¬ vyrovnat svým
lidským prot¥j²k·m.

Jednu z moºností, jak problémy zp·sobené vysokým faktorem v¥tvení
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p°ekonávat, p°edstavují neuniformní metody prohledávání stromu hry. P°i
jejich pouºití se v daném vrcholu stromu hry neprohledávají v²echny moº-
nosti, nýbrº se s pomocí jistého pravidla vyberou jen n¥které významné £i
perspektivní tahy, kterými se algoritmus dále zabývá. Narozdíl od p°ístupu
nazývaného selective search, jednoho z roz²í°ení metody alfa-beta, ve kterém
je výb¥r zkou²ených tah· °ízen heuristikou a potenciáln¥ tedy m·ºe vést k ne-
správným výsledk·m, neuniformní metody si kladou za cíl spo£ítat skute£nou
hodnotu dané pozice, tj. rozhodnout zda m·ºe p°i optimální h°e obou hrá£·
dosáhnout jeden z nich vyty£eného cíle. Je z°ejmé, ºe ne vºdy je p°íslu²ný
algoritmus schopen v daném £ase takovou otázku rozhodnout. Neuniformní
metody proto nacházejí uplatn¥ní p°edev²ím v herních koncovkách nebo p°i
analýze taktických podcíl·.

Tato práce se zabývá neuniformní metodou prohledávání zaloºenou na
hrozbách. Za hrozby jsou povaºovány takové tahy, ºe kdyº se po jejich za-
hrání protivník vzdá svého tahu, bude pak jiº s jistotou poraºen. Hrozby
umoº¬ují podstatn¥ zmen²it prohledávaný prostor, nebo´ obráncovy moº-
nosti jak hrozb¥ uniknout jsou v¥t²inou zna£n¥ omezené. Navíc je moºno
zaru£it, ºe zúºením výb¥ru tah· jen na hrozby a jim p°íslu²ející úniky není
ovlivn¥na korektnost výsledku.

Ne kaºdý tah p°edstavuje hrozbu nebo únik p°ed ní. Lokální charakter
t¥chto pojm· v²ak dovoluje stanovit tzv. zóny relevance, seznamy tah· nebo
míst na hracím plánu, které jedin¥ mohou mít vliv na výsledek výpo£tu. Moº-
nost omezit prohledávání pouze na tahy pat°ící do zóny významn¥ zvy²uje
efektivitu metody.

Kompletní popis algoritmu konstrukce zón relevance pro metodu zkou-
manou v této práci je jejím hlavním p°ínosem.

Tato práce je organizována následujícím zp·sobem:

• Ve druhé kapitole popí²eme t°i hry, AtariGo, Hex a Pi²kvorky, které
jsme si vybrali pro testování zkoumané metody. Na jejich p°íkladu p°i-
blíºíme neformální pojem hrozby a pokusíme se zamyslet nad tím, jaké
vlastnosti hra musí mít, aby v ní bylo moºné hrozeb vyuºít.

• Ve t°etí kapitole p°edstavíme relativn¥ novou techniku neuniformního
prohledávání stromu hry jménem lambda search. Skrze ni získá po-
jem hrozby formální obsah, coº nám následn¥ umoºní dokázat d·leºité
vlastnosti popsané metody, jmenovit¥ jistou podobu v¥t o korektnosti
a úplnosti.

• Kapitola 4, která se zabývá popisem konstrukce zón relevance, tvo°í
jádro práce. Nejprve je v ní vybudován formální rámec pro práci s hrami
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jistého typu, ve kterých lze zóny relevance snadno de�novat. Poté jsou
vysloveny a dokázány v¥ty pro konstrukci zón relevance v metod¥ lamb-
da search.

• Tématem kapitoly 5 je implementace popsaných metod. Teoretické
úvahy p°edchozích dvou kapitol v ní dostanou podobu algoritmu a bude
nazna£eno, jakých výsledk· je s jeho pomocí moºno dosáhnout.

• Poslední kapitola podá celkové shrnutí práce a zamyslí se nad moºností
jejího dal²ího roz²i°ování.

• Implementaci popisovaných metod napsanou v jazyce Java, která vznik-
la jako sou£ást této práce, lze nalézt spole£n¥ se stru£nou dokumentací
na p°iloºeném CD.

8



Kapitola 2

Zkoumané hry

Pro testování zkoumaných metod byly vybrány hry AtariGo, Hex a Pi²k-
vorky. V následujících sekcích jednotlivé hry nejprve stru£n¥ p°edstavíme,
popí²eme jejich pravidla a zajímavé vlastnosti. Zmíníme se o stavu t¥chto
her z pohledu um¥lé inteligence, o problematice jejich °e²ení. Téº se poku-
síme zd·vodnit, pro£ byly práv¥ tyto hry pro testování vybrány. Na záv¥r
kapitoly identi�kujeme rysy spole£né v²em t¥mto hrám, které byly d·leºité
pro aplikaci námi zkoumaných metod v nich.

2.1 AtariGo

Go je prastará strategická desková hra dvou hrá£·. Pochází jiº ze starov¥ké
�íny. První písemná zmínka o ní se dochovala z pátého století p°ed na²ím
letopo£tem a m·ºeme ji proto právem povaºovat za nejstar²í hru svého druhu
v·bec. V sou£asné dob¥ nachází své p°íznivce po celém sv¥t¥, zejména v²ak
ve Východní Asii.

V klasické verzi hry Go se dva hrá£i, £erný a bílý, st°ídají v pokládání
kamen· své barvy na prázdné pr·se£íky devatenácti svislých a vodorovných
£ar. Kamen nebo skupina kamen· m·ºe být zajata a odstran¥na z hrací
plochy, pokud je úpln¥ obklí£ena kameny opa£né barvy. Cílem hrá£e je kon-
trolovat v¥t²í území neº soupe° tím, ºe pokládá kameny takovým zp·sobem,
aby je nebylo moºné zajmout. Hra kon£í v okamºiku, kdy se oba hrá£i po
sob¥ dobrovoln¥ vzdají tahu, £ímº dají najevo, ºe ani jedna strana jiº svými
tahy nem·ºe zv¥t²it své území, ani zmen²it to protivníkovo. Následn¥ jsou
velikosti území spo£ítány a hrá£ s v¥t²ím kontrolovaným územím se stává
vít¥zem.

AtariGo je zjednodu²ená verze hry Go, pouºívaná n¥kdy u£iteli Go p°i
výuce této hry. Cíl hrá£e v AtariGo je jednoduchý: zajmout libovolnou pro-
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tivníkovu skupinu. Hrá£, který toho první dosáhne, se stává vít¥zem a hra
kon£í. AtariGo m·ºe být hráno na desce libovolné velkosti, v¥t²inou se dává
p°ednost deskám £tvercovým. Na obrázku 2.1 je znázorn¥na typická po£á-
te£ní pozice v AtariGo. Formace kamen· uprost°ed se n¥kdy nazývá k°íºový
st°ih (anglicky crosscut) a p°edznamenává nestabilní partii. Moºné jsou ale i
jiné po£áte£ní pozice li²ící se tím, který jev ve h°e chce u£itel svému ºákovi
vysv¥tlit.

Obrázek 2.1: Typická po£áte£ní pozice pro AtariGo na desce 10× 10.

Nyní si podrobn¥ji vyloºíme pravidla hry. Vodorovné a svislé £áry vyzna-
£ují na hrací plo²e pr·se£íky, na které je moºno umís´ovat kameny. T¥mto
pr·se£ík·m budeme °íkat body. Dva body nazýváme sousední, jestliºe jsou
vedle sebe ve svislém nebo vodorovném sm¥ru, nikoli v²ak ve sm¥ru diago-
nálním. Dva kameny jednoho hrá£e umíst¥né na sousední body jsou spojené
a skupiny navzájem spojených kamen· nazýváme °et¥zce. Volné body souse-
dící s °et¥zcem nazýváme jeho svobody. K zajmutí °et¥zce a tedy i k ukon£ení
hry dojde, pokud °et¥zec ztratí poslední svobodu, jinými slovy pokud je ob-
sazen poslední volný bod, se kterým sousedil. Pokud °et¥zci zbývá poslední
svoboda, °íkáme, ºe je v atari. Odtud také pochází jméno hry.

Kdyº hrá£ zahraje takový tah, ºe n¥jaký jeho °et¥zec p°ijde o v²echny
svobody, jedná se o �sebevraºdu� a hrá£ prohrává. Toto v²ak neplatí, pokud
by takovým tahem zárove¬ obsadil poslední svobodu protivníkova °et¥zce.
V takovém p°ípad¥ by se naopak jednalo o vít¥zný tah.1 Práv¥ popsanou
situaci znázor¬uje obrázek 2.2. Pokud £erný zahraje na bod ozna£ený písme-
nem a, jedná se o sebevraºedný tah a £erný prohraje hru. Pokud naproti tomu

1Motivace pro toto pravidlo pochází z Go. Protivník·v °et¥zec je zde totiº v takové
situaci odstran¥n z hrací plochy a zajímající kámen tím získá svobodu.
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nejprve obsadí bod ozna£ený b a teprve pozd¥ji bod a, dosáhne výhry. Ani
jeden z hrá£· na na²em obrázku nechce hrát na body v levém dolním rohu
hrací plochy, nebo´ druhý hrá£ by v záp¥tí vyhrál tahem na druhý z bod·.
Bílý °et¥zec je proto v bezpe£í, dokud jsou na hrací plo²e jiná volná místa.

Obrázek 2.2: Demonstrace situace se sebevraºdou v AtariGo.

Jelikoº pravidla AtariGo narozdíl od Go nep°ipou²t¥jí moºnost hrá£e
vzdát se svého tahu, neboli pasovat, nem·ºe tato hra skon£it remízou. To
si snadno uv¥domíme p°i pohledu na pln¥ obsazenou hrací plochu. Na ní
totiº neexistuje °et¥zec, který by m¥l svobody, a tedy d°íve, neº hra dosáhne
takového stavu, nutn¥ skon£í výhrou jednoho z hrá£·.

V posledních desetiletích se hra Go t¥²í stále v¥t²í pozornosti výzkum-
ník· z oblasti um¥lé inteligence [5]. Navzdory ve²kerému úsilí jsou i nejlep²í
programy hrající Go stále velmi slabé a nep°esahují svou úrovní pr·m¥rného
amatérského hrá£e. Zdá se, ºe hlavní p°ekáºkou kvalitní po£íta£ové hry je
velké mnoºství p°ípustných tah· typické herní pozice v Go2, které znemoº-
¬uje algoritm·m typu alfa-beta prohledávat do dostate£né hloubky. Navíc
ani ohodnocování nekoncových pozic nem·ºe být tak p°ímo£aré jako v n¥-
kterých jiných hrách. Je to zp·sobeno tím, ºe prostý výpo£et velikosti území
pod kontrolou kaºdého z hrá£· dává spolehlivé výsledky aº p°i tém¥° zapl-
n¥né hrací plo²e. Do takového stavu by se ale hra typicky dostala aº mnoho
desítek tah· poté, co by ji lid²tí hrá£i ukon£ili a o p°íslu²nosti jednotlivých
území se dohodli na základ¥ zku²enosti.

AtariGo je výrazn¥ jednodu²²í neº Go, nebo´ nep°ipou²tí v¥t²inu kom-
plexn¥j²ích aspekt· svého sloºit¥j²ího prot¥j²ku a má jasn¥ de�nované ukon-

2Toto £íslo z°ídka klesá pod 50 p°ípustných tah· (nap°. u �achu se uvádí v pr·m¥ru 37
p°ípustných tah·) a po v¥t²inu hry se pohybuje v rozmezí 150-250.
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£ení (zajmutí °et¥zce). P°esto je AtariGo jednou z d·leºitých podúloh v Go a
efektivní algoritmy pro její °e²ení budou jist¥ zajímavé i pro po£íta£ové Go.

�e²ením problému AtariGo na malé hrací plo²e se zabývali van der Werf
et al. [19]. Pouºili metodu prohledávání zaloºenou na algoritmu alfa-beta
s n¥kolika vylep²eními a speciáln¥ navrºenou ohodnocovací funkci. Vy°e²en
byl problém AtariGo na prázdné hrací plo²e do velikosti 5 × 5. Ukázalo se,
ºe p°i sudých velikostech hrací plochy (2× 2 a 4× 4) má vyhrávací strategii
druhý hrá£, kdyº nejprve dojde z v¥t²í £ásti k zapln¥ní hrací plochy a první
hrá£ je pak nucen oslabit svou pozici, nebo´ v AtariGo není dovoleno pasovat.
Na hrací plo²e s lichým po£tem bod· (3×3 a 5×5) vyhrává první hrá£ poté,
co se ujme iniciativy a obsadí st°ed hrací plochy. Prohledávání pro velikost
6 × 6 se autor·m nepoda°ilo dokon£it, výsledky ale nazna£ují, ºe °e²ení se
nalézá nejmén¥ v hloubce 24 p·ltah·.

Na plo²e velikosti 6 × 6 byla vy°e²ena alespo¬ pozice s jiº obsazeným
st°edem, kde kameny tvo°í vý²e zmi¬ovaný k°íºový st°ih. Hodnota této po-
zice je vít¥zství prvního hrá£e a to nejvý²e za 15 tah·. Stejný výsledek je
moºno najít i v [8], kde bylo k jeho spo£tení pouºito metody gradual abs-
tract proof search, která je zaloºena na hrozbách podobn¥ jako algoritmus,
který p°edvedeme v této práci.

AtariGo jsme si vybrali pro testování, nebo´ je to svými pravidly sice po-
m¥rn¥ jednoduchá, významem v²ak velmi d·leºitá podúloha Go, hry, která
teprve £eká na n¥jaký pr·lomový algoritmus £i metodu, jeº by kvalitu po-
£íta£ových program· pro Go alespo¬ p°iblíºili úrovni profesionálních hrá£·.
Navíc se ukazuje, ºe v této h°e zastávají d·leºitou roli hrozby, coº je pro úsp¥²-
nou aplikaci námi zkoumaných metod podstatné. Za poslední d·vod by mohl
být povaºován fakt, ºe hra AtariGo v sob¥ obsahuje prvek tzv. zugzwangu,
coº je vlastnost, kterou se budeme podrobn¥ zabývat v p°í²tí kapitole. Zug-
zwang naopak pouºití metod zaloºených na hrozbách komplikuje, a tak nám
AtariGo poslouºí jako zdroj p°íklad· demonstrujících omezení na²í metody.

2.2 Hex

Desková hra jménem Hex se hraje na ²estiúhelníkové síti ve tvaru koso£tverce
o r·zných rozm¥rech. Dva hrá£i, °íkejme jim op¥t £erný a bílý, se ve h°e pra-
videln¥ st°ídají v umis´ování kamen· své barvy na volná ²estiúhelníková po-
lí£ka hrací plochy. Protilehlé strany koso£tverce jsou vºdy p°id¥leny jednomu
z hrá£· a úkolem hrá£e je, aby tyto dv¥ své strany pomocí kamen· své barvy
propojil.

Hex je hra pom¥rn¥ mladá. Pochází z dvacátého století a byla vymy²lena
nezávisle dv¥ma osobami. Jejími autory jsou dánský matematik Piet Hein
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a matematik John Nash z university v Princetonu. Brzy po svém vzniku
roku 1942 byla hra v Dánsku známa pod názvem Polygon, Nashovi kolegové
v Americe jí °íkali prost¥ Nash. V roce 1952 vydala �rma Parker Brothers
verzi hry pro trh. Hra tehdy dostala jméno Hex a tento název se pouºívá
dodnes.

Obrázek 2.3: Hrací plocha pro Hex o rozm¥rech 6 × 6: prázdná po£áte£ní
pozice (vlevo) a pozice, ve které zvít¥zil bíly (vpravo).

Na obrázku 2.3 si m·ºeme prohlédnout po£áte£ní pozici hry Hex a jednu
z moºných pozic koncových. V té druhé se bílému poda°ilo propojit jemu
p°id¥lené dv¥ strany koso£tverce (ozna£ené bílými kameny leºícími mimo
hrací plochu) nep°eru²eným °et¥zcem kamen· a tím splnil cíl hry.

A£koliv jsou pravidla Hexu velmi jednoduchá, dávají vzniknout h°e, o jejíº
strategii byly jiº napsány knihy a jejíº n¥které zajímavé vlastnosti p°ilákaly i
pozornost matematik·. Jednou z takových vlastností je fakt, ºe hra nem·ºe
skon£it remízou. Skute£n¥, jediným zp·sobem jak zabránit soupe°i, aby pro-
pojil své dv¥ strany koso£tverce, je vytvo°it propojení vlastní. Toto tvrzení,
a£ intuitivn¥ zcela p°ijatelné, musí být dokazováno s rozvahou. Dá se totiº
ukázat (viz [9]), ºe je ekvivalentní s Brouwerovou v¥tou o pevném bod¥.

Dal²í zajímavou vlastností, které si v²iml jiº jeden z autor· hry John
Nash, je existence vyhrávací strategie pro prvního hrá£e. D·kaz tohoto tvr-
zení je nekonstruktivní a vyuºívá my²lenku tak zvaného kradení strategie
(anglicky strategy stealing argument).

Základní idea této úvahy je následující. Jelikoº Hex je kone£ná hra s úpl-
nou informací, která nem·ºe skon£it remízou, je z°ejmé, ºe bu¤ první nebo
druhý hrá£ má vyhrávací strategii. P°edpokládejme, ºe existuje vyhrávací
strategie pro druhého hrá£e (tedy bílého). Za tohoto p°edpokladu m·ºe první
hrá£ (£erný) hrát následujícím zp·sobem: prvním tahem obsadí libovolné po-
lí£ko hrací plochy; následující tahy ignoruje sv·j první tah (pohlíºí na hru
jako kdyby za£ínal aº druhý) a hraje podle (vyhrávací) strategie bílého. Po-
kaºdé, kdyº bude £erný na tahu, poradí mu takový postup, aby obsadil po-
lí£ko, které je bu¤ prázdné, nebo jiº obsazené £erným kamenem. Ve druhém
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p°ípad¥ si £erný op¥t náhodn¥ zvolí prázdné polí£ko. Je vid¥t, ºe £erný m·ºe
postupovat podle vyhrávací strategie bílého a tedy £erný i bílý mají vyhrá-
vací strategii. Pouze jeden z hrá£· v²ak m·ºe hru vyhrát. Tímto sporem je
d·kaz ukon£en.

V popsaném d·kazu je implicitn¥ pouºívána skute£nost, ºe hrá£ Hexu si
nem·ºe svým vlastním tahem nijak u²kodit. Upozorn¥me, ºe tato vlastnost
her bude významná p°i dal²ím popisu, zejména v následující kapitole.

Existuje n¥kolik zp·sob·, jak nevýhodu druhého hrá£e kompenzovat. Jed-
ním z nich je uvaºovat místo koso£tvercové hrací plochy kosodélník, ve kterém
jsou protilehlé strany p°íslu²ející druhému hrá£i o jedno polí£ko blíºe k sob¥.
Lze ale snadno ukázat, ºe v takovém p°ípad¥ si výhru m·ºe vynutit druhý
hrá£. Sta£í mu pouze �kopírovat� protivníkovi tahy podle vhodn¥ zvolené sy-
metrie. Druhou moºností, která se £asto pouºívá, je zavedení tzv. pravidla
vým¥ny (anglický swap rule). P°i jeho pouºití je druhému hrá£i dána moºnost
zvolit si, za kterou barvu bude hrát, poté, co hrá£ jedna zahrál první tah.
Pravidlo vým¥ny ve svém d·sledku motivuje prvního hrá£e zahájit hru neut-
rálním tahem, nebo´ druhý hrá£ si pravd¥podobn¥ zaºádá o vým¥nu barev,
pokud se mu zahajující tah bude jevit jako výhodný.

Obrázek 2.4: Hra Y: pozice vyhraná £erným (vlevo) a Hex jako speciální
p°ípad hry Y (vpravo).

Hrou, která byla naimplementována za ú£elem výzkumu v této práci, ve
skute£nosti není Hex, ale její obdoba známá pod názvem Y. V té se kaºdý ze
dvou hrá£· snaºí o propojení t°í stran trojúhelníkové sít¥ jedním °et¥zcem
(viz obrázek 2.4 vlevo). Hra Y má podobné vlastnosti jako Hex: nem·ºe
skon£it remízou a ví se o ní, ºe první hrá£ má vyhrávací strategii. Podobn¥
jako v Hexu se ale tuto strategii zatím nepoda°ilo nikomu explicitn¥ popsat.
V jistém smyslu se dá Y povaºovat za zobecn¥ní Hexu. Snaha o propojení t°í
stran ve speciáln¥ upravené pozici (obrázek 2.4 vpravo) je totiº ekvivalentní
se snahou o propojení protilehlých stran vzniklého koso£tverce tak, jak ji
známe z Hexu.
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Pro °e²ení Hexu pomocí po£íta£e byly vyvinuty pom¥rn¥ so�stikované
metody. Jedna z nich je zaloºena na p°edstav¥ hrací plochy Hexu jako elek-
trické sít¥ [4], kdy hrá£i pokládáním kamen· sniºují elektrický odpor, který
sí´ klade elektrickému proudu, jenº skrz ní prochází. Tento p°ístup m·ºe být
kombinován s výpo£tem tzv. virtuálních propojení (virtual connections � viz
[11]), neboli míst na hrací plo²e, která sice fakticky propojena nejsou, ale
jeden z hrá£· si dokáºe propojení vynutit a to i v p°ípad¥, ºe práv¥ není na
tahu.

Pro malé hrací plochy Hexu je známo mnoho výsledk·. V lidských silách
je °e²it pozice na plo²e do velikosti 5 × 5. Postupným úsilím n¥kolika tým·
byla s pomocí po£íta£e nedávno rozpoznána v²echna vyhrávací a prohrávací
zahájení pro hrací plochy velikosti 6 × 6 a 7 × 7 (viz nap°. [10]). Dosavadní
dosaºené výsledky shrnuje obrázek 2.5.

Obrázek 2.5: Vyhrávací a prohrávací zahájení. Barva polí£ka zna£í vít¥ze
partie, která za£ne tahem £erného na ono polí£ko.

A£koliv hra Hex m·ºe díky spole£nému pojmu °et¥zce kamen· p°ipomínat
Go, strategie jsou v obou hrách zna£n¥ odli²né. I v Hexu jsou sice neustále
p°ítomny hrozby, jejich vliv by se ale dal ozna£it za mén¥ p°ímý. Nap°íklad
svým prvním tahem na prázdnou hrací plochu o rozm¥rech n× n £erný jist¥
hrozí, ºe své protilehlé strany propojí, bude k tomu ale pot°ebovat je²t¥ mini-
máln¥ dal²ích n− 1 tah·, a to i p°i neustálém pasování bílého. (Pro srovnání
v AtariGo s k°íºovým st°ihem uprost°ed m·ºe £erný jiº svým prvním tahem
dostat bílého do atari, a tedy hrozit vít¥zstvím v tahu následujícím.) Srov-
nání p°ístupu zaloºeného na hrozbách s výsledky získanými pomocí metod
tak °íkajíc �²itých Hexu na míru� by m¥lo být jist¥ p°ínosné.
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2.3 Pi²kvorky

Hru Pi²kvorky, ve sv¥t¥ známou spí²e pod jejím japonským názvem Go-moku,
nejspí² není t°eba dlouze p°edstavovat. V na²ich kon£inách se v¥t²inou hraje
na £tvere£kovaném papí°e a hrá£i se v ní st°ídají v umis´ování dvou druh·
zna£ek (jeden hraje s kole£ky a druhý s k°íºky) na prázdné £tvere£ky papíru.
V oblastech sv¥ta, kde je více zako°en¥na tradice hry Go, tedy p°edev²ím
v Asii, bývá hra hrána na hrací plo²e Go s vyuºitím £erných a bílých ka-
men· umís´ovaných na k°íºení vodorovných a svislých £ar. A£koliv jsou herní
pom·cky r·zné, úkol hrá£e z·stává stále stejný: vytvo°it na hrací plo²e ne-
p°eru²enou p¥tici svých zna£ek £i kamen· v °ad¥ a to bu¤ vodorovn¥, svisle
nebo diagonáln¥.

Podobn¥ jako v Hexu i v Pi²kvorkách platí, ºe hrá£ si nem·ºe umíst¥ním
svého kamene u²kodit a dostat se do hor²í situace, neº byla ta p°ed tahem.
I v této h°e lze tedy vyuºít triku s kradením strategie a ukázat, ºe existuje
neprohrávací strategie pro prvního hrá£e. Výsledek je oproti Hexu oslaben
tím, ºe v Pi²kvorkách m·ºe nastat i remíza, a to konkrétn¥ v p°ípad¥, ºe hrá£i
vyplní kameny celou hrací plochu, aniº by n¥který z nich dosáhl vytvo°ení
on¥ch p¥ti zna£ek v °ad¥.

Variant pravidel Pi²kvorek, které se snaºí výhodu prvního hrá£e omezit, je
n¥kolik. P°edev²ím se dává p°ednost hrací plo²e velikosti 15×15 p°ed tradi£ní
velikostí 19× 19 p·vodn¥ p°evzaté z Go. Dal²í moºností je zakázat jednomu
nebo ob¥ma hrá£·m zahrát n¥které vzory kamen·, jako na p°íklad tzv. p°esah
(anglicky overline), coº je formace kamen· stejné barvy v °ad¥ o délce ²est.
T°etí kategorii omezení p°edstavuje pravidlo o vým¥n¥, se kterým jsme se jiº
setkali u Hexu. Jde op¥t o to, ºe po n¥kolika prvních tazích dostane druhý
hrá£ moºnost zvolit si stranu, za kterou bude ve h°e pokra£ovat, coº motivuje
prvního hrá£e p°ipravit pozici s pokud moºno nerozhodnou bilancí, aby jeho
protivník nemohl svou volbou získat navrch. V²echna tato pravidla s p°esným
vymezením v sob¥ zahrnuje profesionální varianta Pi²kvorek jménem Renju.
V této práci se ale popsanými obm¥nami pravidel nebudeme zabývat.

Pi²kvorky jsou typickým p°íkladem hry, ve které hrají d·leºitou roli hroz-
by, tedy typy tah· jednoho hrá£e, na které musí jeho protivník okamºit¥
speci�ckým zp·sobem reagovat, aby zabránil hrozící proh°e. Základní druhy
hrozeb mají mezi hrá£i Pi²kvorek svá jména; n¥které z nich jsou zachyceny
na obrázku 2.6.

Hrozbám ozna£eným v obrázku písmeny a a b se °íká £ty°ka. Vidíme,
ºe v p°ípad¥ £ty°ky a, musí bílý okamºit¥ reagovat a hrozbu blokovat, jinak
£erný následujícím tahem vytvo°í p¥t kamen· v °ad¥ a zvít¥zí. V p°ípad¥
£ty°ky ozna£ené písmenem b (n¥kdy se jí téº °íká nebezpe£ná £ty°ka), p°i²el
jiº bílý pozd¥. A´ se pokusí zabránit £ty°ce z kterékoliv strany, £erný zví-
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Obrázek 2.6: R·zné typy hrozeb v Pi²kvorkách.

t¥zí tahem na stran¥ druhé. Písmeny c a d jsou ozna£eny kon�gurace známé
jako trojka. Jedná se o hrozby mén¥ p°ímé, p°esto se nevyplácí je p°ehléd-
nout. P°idáním dal²ího kamene dokáºe totiº £erný z trojky vytvo°it nebezpe£-
nou £ty°ku, a potom vyhrát v následujícím tahu. Posledním druhem hrozeb
v Pi²kvorkách, které zde nyní p°edstavíme, jsou tzv. vidli£ky (písmena e a f

na obrázku). Jejich síla spo£ívá v tom, ºe p°i nich jeden z hrá£· zkombinuje
n¥které z p°edchozích hrozeb ve dvou nezávislých sm¥rech a jeho protivník
pak jiº nedokáºe v²em jednoduchým hrozbám v£as zabránit.

Rychlé a p°esné vyhodnocování jednotlivých hrozeb na hrací plo²e nebo i
celých posloupností skládajících se z vynucených tah· je jednou z klí£ových
vlastností charakterizující profesionální hrá£e Pi²kvorek. Toto tvrzení je mj.
podporováno skute£ností, ºe kaºdá vít¥zná partie musí nutn¥ sko£it situací,
kdy hrá£ mající p°evahu vytvo°í dv¥ hrozby najednou (dv¥ trojky, dv¥ £ty°ky,
nebo trojku a £ty°ku), a tím si vynutí vít¥zství.

Na hrozbách je téº podstatn¥ zaloºena metoda, kterou implementovali
V. Allis et al. ve svém programu Victoria, s pomocí n¥jº se poda°ilo v de-
vadesátých letech minulého století Pi²kvorky vy°e²it [3]. Zmín¥ný program
kombinoval prohledávací strategii proof-number search [2] se speciálním mo-
dulem pro ohodnocování pozic zaloºeným na hrozbách. Tento modul se o
kaºdé pozici snaºil dokázat, ºe je vyhrávací pro hrá£e na tahu, a to pouze
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s vyuºitím hrozeb. Lokální charakter uvaºovaných hrozeb umoºnil rychle vy-
lou£it z úvah mnohé kombinace tah·, které spolu nesouvisí v tom smyslu,
ºe k p°ípadné výh°e není pot°eba zahrát oba dva. Takový modul byl proto
schopen se velmi rychle v situaci hrozeb zorientovat, a pokud vrátil jako vý-
sledek vít¥zství hrá£e na tahu, bylo jiº o dané pozici s jistotou rozhodnuto.
V opa£ném p°ípad¥ pokra£ovalo prohledávání proof-number search do v¥t²í
hloubky.

S vyuºitím programu Victoria se poda°ilo dokázat, ºe hodnota hry Pi²k-
vorky je vít¥zství pro prvního hrá£e (tj. £erného). Na obrázku 2.7 si m·-
ºeme prohlédnout jednu z nejdel²ích variací hry, která byla p°i tomto d·kazu
prohledávána. Vidíme, ºe i p°i optimální strategii m·ºe bílý odvracet útok
£erného maximáln¥ 39 p·ltah·3.

Obrázek 2.7: Jedna z nejdel²ích variací p°i °e²ení Pi²kvorek.

Z p°edchozího je z°ejmé, ºe Pi²kvorky jsou pro aplikaci metod zaloºených
na hrozbách obzvlá²t¥ vhodné. A£koliv by se dalo namítnout, ºe nemá smysl
se zajímat o hru, která jiº byla vy°e²ena, domníváme se, ºe v na²em p°ípad¥
není námitka na míst¥. Námi zkoumaná metoda se totiº dá chápat jako zobec-

3Zárove¬ si m·ºeme v²imnout, ºe £erný v této h°e vít¥zí pomocí p°esahu. Allis ve své
práci zkoumal i variantu hry, kde tato forma vít¥zství není p°ípustná, a i v tomto p°ípad¥
byla výsledkem jistá výhra £erného. Nejdel²í prohledávaná variace obm¥n¥né hry byla ale
o n¥kolik p·ltah· del²í.
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n¥ní Allisova p°ístupu, které navíc nevyuºívá ºádných speci�ckých vlastností
testované hry. Proto bude srovnáním se specializovaným p°ístupem moºno
uvaºovat o obecné aplikovatelnosti metody. Navíc by implementaci na²í me-
tody m¥lo být velmi snadné upravit i pro n¥jaký druh zobecn¥ných pi²kvorek,
hraných nap°. ve vícerozm¥rné síti, pro které zatím °e²ení nebylo nalezeno.

2.4 Shrnutí

A£koliv byly vybrány hry s r·zným p·vodem, historií i vlastnostmi, spadají
tyto hry do spole£ného rámce, který dovolil zavést v²echny klí£ové pojmy jed-
notným zp·sobem a umoºnil tak ve vzniklém programu £ist¥ odd¥lit logiku
hry od prohledávacího algoritmu. Spole£ným rysem t¥chto her je st°ídavé
kladení kamen· na hrací desku hrá£i dvou barev, p°i£emº kameny jednou
poloºené jiº b¥hem hry nem¥ní své místo. Tato �nepohyblivost kamen·� není
pro pouºití námi zkoumané metody nezbytn¥ nutná, výrazn¥ ale zjednodu-
²uje v²echny úvahy související s pojmem zóna relevance.

Druhou vlastností, které tyto hry sdílí, je p°ítomnost prvku náhlé smrti
� pokud by jeden z hrá£· n¥kolikrát za sebou vynechal sv·j tah, dosáhne
jeho oponent snadno vít¥zství. Tato vlastnost je klí£ová p°i pouºití algo-
ritmu zaloºeného na hrozbách. Pouze v takových hrách, kde lze, by´ jen p°i
uvaºování tah· jednoho hrá£e, �dohlédnout do konce�, bude totiº algoritmus
moci hrozby nacházet, a pomocí nich sm¥°ovat k cíli.
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Kapitola 3

Lambda prohledávání

Lambda prohledávání (lambda search) je neuniformní technika prohledávání
herních strom· zaloºená na hrozbách. P°ipome¬me, ºe pod pojmem hrozba
si neformáln¥ p°edstavujeme takový tah jedno z hrá£·, ºe kdyby po n¥m jeho
protivník tah vynechal, byl by pak jiº hrá£ snadno schopen dosáhnout svého
cíle. Hrozbám je p°i lambda prohledávání p°i°azena úrove¬ a jsou tak uspo°á-
dány od nejp°ím¥j²ích k mén¥ p°ímým. Hrozby niº²í úrovn¥ jsou pak vyuºity
p°i de�nici hrozeb vy²²í úrovn¥ a algoritmus pracuje postupným zkou²ením
hrozeb v po°adí ur£eným jejich úrovní, coº vlastn¥ odpovídá iterativnímu
zvy²ování sloºitosti pohledu na problém.

V této kapitole se seznámíme nejen s vlastní metodou, ale i s d·leºi-
tými vlastnostmi zavedených pojm·. Podstatný je nap°íklad fakt, ºe a£koliv
se prohledávání soust°edí pouze na hrozby, garantuje nalezení minimaxové
hodnoty, a to za p°edpokladu, ºe pravidla hry, kterou analyzujeme, dovolují
hrá£i vzdát se svého tahu, neboli pasovat, a nebo hra alespo¬ nep°ipou²tí
tzv. zugzwang. Oba p°edpoklady tvrzení budou podrobn¥ rozebrány.

V²echny t°i hry, které jsme si vybrali pro testovaní, mají symetrickou
povahu. Pravidly je dáno, jakého cíle se hrá£i mají snaºit dosáhnout, aby
zvít¥zili. Zárove¬ v nich ale je implicitn¥ skryta podmínka dosáhnout cíle
d°íve, neº se to poda°í soupe°i. Speciální druh obranných tah·, kdy soupe°
m·ºe zabránit spln¥ní cíle vlastním útokem anebo celkovou výhrou, bývá
£asto ozna£ován jako inverze.

Ve druhé £ásti kapitoly se budeme v¥novat obm¥n¥ lambda prohledávání
nazývané dual-lambda search, ve které se, narozdíl od p·vodního p°ístupu,
zkoumají najednou hrozby obou hrá£·, £ímº je zaji²t¥no v£asné odhalování
inverzí a jejich odvracení. Ukáºeme, ºe dual-lambda search si zachovává d·le-
ºité vlastnosti platné pro lambda search a m·ºe navíc v n¥kterých p°ípadech
poskytnout i více informací.
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3.1 Up°esn¥ní problému

Lambda search slouºí k prohledávání dvouhodnotových herních strom· ur-
£ených n¥jakým cílem. V drtivé v¥t²in¥ p°ípad· budeme jako cíl uvaºovat
úsp¥²né ukon£ení hry (tedy vít¥zství ve h°e) dané jejími pravidly. Ve sloºit¥j-
²ích hrách si ale lze snadno p°edstavit úvahy o spl¬ování rozli£ných taktických
podcíl·, nap°. získání n¥jaké d·leºité soupe°ovy �gury v �achu nebo zajmutí
konkrétního °et¥zce v Go. Pro zjednodu²ení výkladu budeme hrá£i, který se
snaºí o dosaºení cíle, °íkat úto£ník a jeho oponentovi obránce.

Úplný strom hry upravené vzhledem ke zkoumanému cíli je konstruován
p°irozeným zp·sobem. Pokud úto£ník n¥kterým svým tahem cíle dosáhne, je
vzniklá pozice ozna£ena jako list s hodnotou 1 � tj. úsp¥ch. Pokud v pozici
není úto£níkova cíle dosaºeno a pravidla jiº nedovolují dále hrát, nebo se
dá ukázat, ºe ani dal²ími tahy jiº nebude moºné cíle dosáhnout, je daná
pozice ozna£ena jako list s hodnotou 0 � neúsp¥ch. V²echny ostatní pozice
jsou vnit°ními vrcholy stromu a jejich hodnota je de�nována v závislosti na
hodnot¥ jejich následník· pomocí principu minimaxu.

3.2 Motiva£ní p°íklad

Abychom si my²lenku lambda prohledávání p°iblíºili na p°íklad¥, p°edstavme
si nejprve �achy s cílem dát protivníkovi mat. P°ímá hrozba na krále se na-
zývá ²ach a posloupnosti ²ach· kon£ících matem °íkejme nap°íklad úsp¥²ná
posloupnost ²ach·. V²imn¥me si, ºe hrozit úsp¥²nou posloupností ²ach· ne-
musí být to samé jako p°ímo ²achovat. Taková �meta-hrozba�, vlastn¥ hrozba
druhého °ádu pokud ²ach ozna£íme jako hrozbu °ádu prvního, m·ºe být re-
alizována mén¥ nápadným a snadn¥ji p°ehlédnutelným tahem.

Podobn¥ lze uvaºovat i v AtariGo. Pokud obráncov¥ °et¥zci po posledním
tahu úto£níka zbývá jen jedna svoboda, °íkáme, ºe je °et¥zec v atari. Vynu-
cená posloupnost tah·, ve které úto£ník dostává obránc·v °et¥zec do atari
a která nakonec skon£í zajmutím °et¥zce, se nazývá úsp¥²né schody. Ve h°e
AtariGo m·ºeme tedy za hrozby prvního °ádu povaºovat ty tahy, které do-
stávají °et¥zce do atari, a hrozbami °ádu druhého pak budou tahy, po kterých
úto£ník hrozí vít¥zstvím pomocí úsp¥²ných schod·.

Podívejme se nyní na obrázek 3.1. �ernému se nepoda°í zajmout bílý ká-
men ozna£ený písmenem a, nebo´ jsou postupující schody zastaveny druhým
bílým kamenem (písmeno b). P°edstavme si nyní, ºe £erný dostane k dobru
jeden tah navíc (tah, po kterém bude bílý pasovat). Existuje hned n¥kolik
zp·sob· jak zajistit, aby schody za£aly fungovat. �erný toho m·ºe dosáhnout
hraním tahu navíc nap°. na c, na coº naváºe úsp¥²nými schody z obrázku
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Obrázek 3.1: Neúsp¥²ný pokus o zajmutí bílého kamene pomocí schod·.

3.2 (vlevo), nebo na d, £ímº si vynutí úsp¥²né schody zobrazené na tomtéº
obrázku (vpravo).

Obrázek 3.2: Dvoje moºné úsp¥²né schody po tahu £erného navíc.

Tahy na c £i d lze tedy chápat jako mén¥ p°ímé hrozby útoku na kámen
a, neº je p°ímé ohroºení atari. Na zobecn¥ní práv¥ nastín¥ného principu je
zaloºeno lambda prohledávání.

3.3 Formální de�nice

Je na £ase p°istoupit k de�nici lambda tah· a lambda strom·, které tvo°í
formalizaci my²lenek p°edstavených v p°ede²lých odstavcích. Jedná se o de-
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�nici rekurzivního charakteru, p°i£emº jsou oba pojmy zavád¥ny najednou.
Není ale obtíºné se p°esv¥d£it o tom, ºe de�nice je korektní, nebo´ se vºdy
odvolává jen na pojmy niº²ích úrovní, které jiº mohly být zavedeny d°íve.

De�nice 1. [18] Lambda tahy a lambda stromy:

• Útok: λ0
a-tah je takový tah, kterým úto£ník dosáhne p°ímo svého cíle.

Pozice vzniklá zahráním takového tahu je tedy koncová s hodnotou 1.

• Obrana: λ0
d-tah neexistuje, nebo´ v prohrané pozici jiº nelze nic zm¥nit.

• λn-strom (n ≥ 0) je strom skládající se výhradn¥ z λn-tah· (tedy z λna-
tah· a λnd -tah·). V ko°enu stromu je na tahu úto£ník. Úto£ník hraje
ve svých pozicích λna-tahy, obránce λ

n
d -tahy. Minimaxovou hodnotou

stromu je bu¤ 1 (úsp¥ch úto£níka), nebo 0 (úsp¥ch obránce). Listu
v takovém strom¥ odpovídá pozice, ve které nejsou k dispozici ºádné
λn-tahy. V takovém p°ípad¥ je hodnotou listu 1, pokud je v pozici na
tahu obránce, a 0, pokud je na tahu úto£ník.

• Útok: λna-tah pro (n > 0) je takový tah, ºe kdyº se v pozici vzniklé jeho
zahráním obránce svého tahu vzdá, má úto£ník k dispozici λk-strom
s hodnotou 1 pro n¥jaké k < n.

• Obrana: λnd -tah pro (n > 0) je takový tah, ºe po jeho zahrání nemá
úto£ník k dispozici ºádný λk-strom s hodnotou 1 pro k < n.

Metoda lambda prohledávání je znázorn¥na na obrázku 3.3. Zkoumané
pozici, ve které je na tahu £erný, odpovídá ko°en vyobrazeného stromu (a).
Tah do pozice ozna£ené b je λna-tahem, nebo´ pokud po n¥m bílý pasuje, na-
váºe £erný λn−1-stromem s hodnotou 1 (viz men²í strom napravo od pozice
b). Kdyº se dále podíváme na tah bílého do pozice c, vidíme, ºe se jedná o
λnd -tah, nebo´ v pozici c je hodnota λn−1-stromu rovna 0 (coº je op¥t zná-
zorn¥no men²ím stromem napravo od dané pozice). V²imn¥me si, ºe v²echny
uvaºované stromy za£ínají tahem úto£níka (tedy £erného) a ºe algoritmus
pracuje rekurzivn¥ v �horizontálním� sm¥ru, nebo´ men²í λn−1-stromy jsou
samy generovány pomocí λn−2-strom· a tak dále, aº nakonec dosp¥jeme ke
strom·m úrovn¥ λ0 (tento sestup je nazna£en t°emi te£kami v pravé £ásti
obrázku). Stojí téº za pov²imnutí, ºe λn−1-strom typicky obsahuje mnohem
mén¥ vrchol·, neº strom λn.
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Obrázek 3.3: λn-strom.

3.4 Dokon£ení p°íkladu

Pokud se je²t¥ jednou vrátíme k na²emu p°íkladu z obrázku 3.1, m·ºeme
v n¥m snadno identi�kovat práv¥ zavedené pojmy. Kaºdý tah, který dostává
°et¥zec bílého do atari, je λ1

a-tah a kaºdá jeho záchrana (tedy prodlouºení
°et¥zce v míst¥ poslední svobody)1 je λ1

d-tah. Celkov¥ zachycuje obrázek 3.1
(vpravo) jednu z v¥tví neúsp¥²ného λ1-stromu, tedy stromu s hodnotou 0.
Tahy £erného na místa c a d jsou ukázkou λ2

a-tah·, nebo´ kdyº po nich bílý
vynechá, dokáºe £erný zvít¥zit pomocí úsp¥²ných schod·, neboli λ1-stromu
s hodnotou 1.

3.5 Základní vlastnosti

Je dobré si uv¥domit, jaký je vztah mezi úplným stromem hry pro danou
pozici a jejím λn-stromem. Následníky ur£itého vrcholu v λn-strom¥ nejsou
narozdíl od úplného stromu hry v²echny pozice dosaºitelné jedním tahem
hrá£e na tahu, ale pouze pozice n¥které, konkrétn¥ ty dosaºitelné pomocí
λn-tahu. λn-strom je tedy podstrom úplného stromu hry a n¥které herní
variace v n¥m chybí. Speciáln¥ konkrétnímu listu v λn-strom¥ nemusí nutn¥
odpovídat koncová pozice hry.

Ú£innost lambda prohledávání spo£ívá v tom, ºe p°ípustné tahy nejsou
1Obecn¥ má obránce je²t¥ jednu moºnost, jak z atari unikat, a to konkrétn¥ zajmutím

n¥kterého z úto£níkových °et¥zc· jedním tahem. Pokud je takový tah k dispozici, jedná
se o typický p°íklad inverze (viz dále).
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jen slep¥ generovány a probírány jeden po druhém. Vybíráním tah· se me-
toda soust°edí na zakládání a odvracení (více £i mén¥ p°ímých) hrozeb, £ímº
vlastn¥ navádí prohledávání k cíli. A£koliv tedy lambda prohledávání ne-
dostává p°edem ºádné explicitní znalosti o zkoumané h°e, dalo by se °íci,
ºe λ-tahy £asto vykazují alespo¬ minimální známky ú£elnosti nebo zám¥ru
narozdíl od £asto náhodn¥ vypadajících posloupností tah· generovaným al-
goritmem alfa-beta.

A£koliv se o lambda prohledávání n¥kdy mluví jako o algoritmu, nep°ed-
vádíme zde zám¥rn¥ ºádný konkrétní postup nap°. ve form¥ pseudokódu. Ve
skute£nosti je totiº pot°eba lambda search chápat p°edev²ím jako teoretický
rámec, ve kterém je de�nována ur£itá t°ída strom· se speci�ckými vlast-
nostmi a ze kterého se teprve dosazením n¥jaké techniky pro prohledávání
strom· algoritmus stane. Lambda stromy je tak moºno vyhodnocovat nejen
pomocí prohledávání do hloubky, coº byl postup zvolený v této práci, ale
nap°. i s pouºitím techniky proof-number search [20].

3.6 Korektnost a úplnost

Nejprve si uv¥domme jednoduchou vlastnost zavedených pojm·, která plyne
p°ímo z de�nice. Platí, ºe kaºdý λna-tah je zárove¬ λma -tahem pro m > n a ºe
kaºdý λnd -tah je zárove¬ λ

m
d -tahem prom < n. Proto, je-li hodnota λn-stromu

rovna 1 pro n¥jaké n, bude v dané pozici 1 hodnotou i v²ech λm-strom· pro
m > n.

Dv¥ d·leºité v¥ty, které jsou v [18] dokázány, objas¬ují vztah mezi hod-
notou λ-stromu dané pozice a hodnotou vlastní hry de�novanou pomocí
minimaxu. První z nich, v¥ta o jistot¥ (con�dence), °íká, ºe je-li hodnota
λn-stromu rovna 1, tj. úsp¥ch úto£níka, je 1 téº hodnotou takové pozice. Ar-
gumentace p°i d·kazu v¥ty respektuje induktivní ráz pojmu lambda tah· a
lambda strom·. Má-li totiº nejprve úto£ník zaji²t¥nu hodnotu 1 pro λ-strom
úrovn¥ 0, neznamená to nic jiného, neº ºe m·ºe vyhrát následujícím tahem,
£ili hodnota pozice je z°ejm¥ 1. Kdyº jiº nyní tvrzení platí pro kaºdé k < n,
uvaºujme situaci, kdy hodnota λn-stromu je rovna 1. To znamená, ºe v ja-
kékoliv variaci hry si úto£ník dokáºe vynutit pozici, ve které obránce nemá
k dispozici ºádné λnd -tahy. A´ v takovém moment¥ zahraje obránce jakýkoliv
tah, m·ºe úto£ník navázat λ-stromem ost°e niº²í úrovn¥ neº n. Nyní jiº sta£í
jen pouºít induk£ní p°edpoklad a v¥ta je dokázána.

V¥ta vlastn¥ tvrdí, ºe na pozitivní výsledek lambda prohledávání se m·-
ºeme spolehnout. Zd·razn¥me v²ak, ºe vypovídá pouze o úsp¥²ných λ-stro-
mech a v situaci, kdy hodnotou λ-stromu ur£ité úrovn¥ je naopak 0, nám
neumoº¬uje nic ur£itého o hodnot¥ pozice °íci. V takové situaci v¥ta totiº
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pouze nazna£uje, ºe pro p°ípadné vít¥zství úto£níka bude pot°eba pouºít
lambda tah· vy²²í úrovn¥. P°esto i takový výsledek p°iná²í informaci. �íkám
nám, ºe úloha vy°e²it danou pozici je v jistém smyslu sloºitá.

Druhá v¥ta, o konvergenci, odpovídá na otázku, co se bude dít, kdyº
budeme prohledávat λ-stromy stále vy²²í a vy²²í úrovn¥. Pokud p°edem víme,
ºe v optimální h°e m·ºe úto£ník dosáhnout výhry za nejvý²e d tah·, a pokud
na²e hra dovoluje jako legální moºnost hrá£e vzdát se svého tahu (neboli
pasovat), nebo hra alespo¬ nep°ipou²tí tzv. zugzwang, v¥ta °íká, ºe tuto
skute£nost odhalíme pomocí λn-stromu (s hodnotou 1) pro n¥jaké n ≤ (d−
1)/2.

Poznámka. Termín zugzwang si zasluhuje podrobn¥j²í vysv¥tlení. Pochází
z n¥m£iny, kde znamená �nucení táhnout�, a popisuje situaci ve h°e, kdy
se ur£itý hrá£ dostává do nevýhodné pozice, nebo´ musí zahrát n¥jaký tah �
nejlep²í by pro n¥j bylo se svého tahu vzdát a nehrát v·bec. P°esné vymezení
toho pojmu se v r·zných kontextech li²í. Pro nás budou hry nep°ipou²t¥jící
zugzwang takové, ve kterých libovolný tah hrá£e navíc pouze zlep²uje hrá£ovu
situaci, tedy hry, ve kterých lze aplikovat argumentaci s kradením strategie,
jak byla popsána v minulé kapitole.

D·kaz v¥ty o konvergenci probíhá op¥t indukcí, tentokrát podle hodnoty
£ísla d. Je-li d = 1, m·ºe úto£ník dosáhnout výhry jedním tahem a tento
tah je jist¥ λ0

a. Nech´ nyní tvrzení platí pro v²echna d′ < d a nech´ m·ºe
úto£ník dosáhnout výhry za nejvý²e d tah· (d ≥ 3 a liché)2. Úto£ník má
tedy nyní k dispozici tah A takový, ºe za kaºdým obráncovým protitahem
Di následuje pozice, ve které úto£ník zvít¥zí za nejvý²e d − 2 tah·. Nyní se
argumentace v¥tví. Bu¤ na²e hra p°ipou²tí vzdát se tahu a pas tedy musel
být uvaºován mezi n¥kterou z obráncových moºností Di, nebo nep°ipou²tí
zugzwang, a tedy po úto£níkov¥ tahu A a obráncov¥ vynechání je obráncova
situace je²t¥ hor²í neº po libovolném z tah· Di a i zde tedy úto£ník zvít¥zí za
nejvý²e d − 2 tah·. Podle induk£ního p°edpokladu v takové pozici najdeme
λk-strom s hodnotou 1 pro k ≤ (d − 3)/2 a tah A byl tedy λna-tahem pro
n ≤ (d− 1)/2. Tím je d·kaz hotov.

Poznámka. Ve hrách jako je �ach, které p°ipou²t¥jí zugzwang, v¥ta o kon-
vergenci neplatí. Av²ak krom¥ vzácných situací s zugzwangem nastávajících
p°edev²ím v pozdní fázi hry v koncovkách není tento fakt na obtíº, má-
li obránce k dispozici alespo¬ jeden ne²kodný (nesebevraºedný) tah, který
m·ºe zahrát místo pasu. Z praktického hlediska lze tedy v¥tu o konvergenci
chápat jako platnou nap°. i p°i analyzování matových situací ve st°ední h°e.

2M·ºeme se omezit pouze na d lichá, nebo´ ve h°e bez zugzwangu, jak jsme si ji zavedli,
nem·ºe hrá£ prohrát vlastním tahem.
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V¥tami o jistot¥ a konvergenci jsme vlastn¥ dostali jisté opodstatn¥ní pro
implementaci lambda prohledávání iterativním p°ístupem. Máme-li odpov¥-
d¥t na otázku, zda úto£ník m·ºe v dané pozici dosáhnout svého cíle, budeme
za p°edpokladu, ºe cíle nem·ºe být dosaºeno jediným tahem (hodnota λ0-
stromu je 0), postupn¥ zkou²et λ1-strom, λ2-strom atd. dokud nenarazíme
na první λ-strom, jehoº hodnota je 1. Pak bude moºno s jistotou uzav°ít, ºe
úto£níkova cíle m·ºe být dosaºeno. Navíc je podle v¥ty o konvergenci (ale-
spo¬ pro jistou t°ídu her3) zaru£ena úplnost takového postupu, a pokud cíle
m·ºe být dosaºeno, postupným zkou²ením lambda strom· vzr·stající úrovn¥
se to jednou dozvíme.

3.7 Prohledávání dual-lambda

Jiº jsme si v²imli, ºe algoritmus lambda search je ve své podstat¥ nesy-
metrický, soust°edí se pouze na spl¬ování cíl· jednoho hrá£e. To m·ºe být
v ur£itých p°ípadech dosta£ující °e²ení. V koncovkách mnoha her ale £asto
nastávají situace, kdy musí hrá£ p°ed útokem pe£liv¥ zvaºovat, zda-li sám
není ohroºen, a pouze takové úto£né tahy, které berou v potaz i obránc·v
p°ípadný protiútok, mohou být úsp¥²né.

Efektivní p°ístup pro analýzu takových situací nabízí modi�kace lambda
prohledávání nazvaná dual-lambda search. V ní jsou do úvah zapojeny hrozby
obou hrá£·, £ímº se zajistí, ºe hrá£ kaºdým svým úto£ným tahem zárove¬
odvrací v²echny protivníkovy hrozby, které by mohly být realizovány d°íve.
Navíc se p°edem vylou£í takové naivní pokusy o útok, kterými by hrá£ sám
sebe oslabil.

Idea metody spo£ívá v pouºití lambda prohledávání vzájemn¥ rekurzivn¥
z pohledu obou hrá£· a k p·vodnímu sledování hrozeb se tak p°idává i detekce
inverzí. V popsaných situacích s moºností náhlých zvrat· získáváme efektiv-
n¥j²í algoritmus, který navíc dokáºe v jednom d·leºitém p°ípad¥ vrátit více
informací neº jeho p°edch·dce. Pokud se totiº zjistí, ºe ºádný z moºných tah·
jako útok neusp¥je, nebo´ po n¥m protivník dosahuje vít¥zství d°íve, neº hrá£
na tahu, m·ºeme prohledávání ukon£it a pozici ozna£it za prohranou.

P°ístup dual-lambda byl poprvé p°edstaven v [17], kde je algoritmus pou-
ºíván pro °e²ení koncovek v japonské h°e Shogi. V této práci mírn¥ up°esníme
de�nici zavedenou v citovaném £lánku a dokáºeme navíc pro dual-lambda
search obdobu v¥t o jistot¥ a konvergenci.

3Konkrétn¥ jde o kone£né hry, které nep°ipou²t¥jí zugzwang nebo je v nich dovoleno
pasovat.

27



3.8 P°íklad

Pro ilustraci problému uvaºujme nejprve pozici ze hry Pi²kvorky na ob-
rázku 3.4 vlevo. Algoritmus lambda search se bude snaºit vyuºít skupiny
kamen· v levém horním rohu hrací plochy pro zakládání hrozeb. Jedná o
skupinu typu vidli£ka, která by sama o sob¥ sta£ila £ernému na výhru (do-
kázanou pomocí λ2-stromu) nebýt bílých kamen· v pravém dolním rohu. Ve
skute£nosti vidíme, ºe bílý hrozí vít¥zstvím v p°í²tím tahu a jedinou moºností
£erného, jak tomu zabránit, je hrát na místo ozna£ené písmenem a. Lambda
prohledávání bude ale v takovéto pozici zna£n¥ neefektivní, nebo´ protiútok
bílého nebude brát p°ímo v potaz.

Obrázek 3.4: P°íklady situací, kde hrají d·leºitou roli hrozby obou hrá£·. Na
tahu je vºdy £erný. Vlevo hra Pi²kvorky, vpravo AtariGo.

Druhý p°íklad (na obrázku 3.4 vpravo) znázor¬uje situaci ze hry AtariGo,
kdy hrá£ m·ºe svým neopatrným útokem dokonce sám sebe ohrozit. �erný
je v této pozici na tahu a snaºí se zajmout bílého kámen ozna£ený písmenem
a. Tahy £erného na místa b i c jsou λ1

a-tahy, nebo´ dostávají bílý kámen a

do atari. Ve skute£nosti je ale tah na místo c nep°ijatelný, nebo´ se po n¥m
sám úto£ící kámen dostává do atari a bude v p°í²tím tahu bílého zajat. V ná-
sledující sekci zavedeme µ-tahy a µ-stromy jakoºto obdobu lambda-pojm·
adaptovaných pro dual-lambda search. Uvidíme, ºe zatímco místo b z·stane
i nadále místem úto£ného tahu úrovn¥ 1, tedy µ1

a-tahu, o místu c to jiº platit
nebude4.

4Volba hry AtariGo pro tento p°íklad nebyla náhodná. Tato hra jako jediná z námi
zkoumaných totiº p°ipou²tí zugzwang, a pouze v ní ²lo proto takový p°íklad p°edvést.
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3.9 Teorie

Jak jiº bylo nazna£eno, zavedeme za ú£elem formalizace metody dual-lambda
search obdobu lambda tah· a lambda strom·. Následující de�nice je velmi
podobná de�nici 1. Jelikoº se v ní ale navíc mísí role úto£níka a obránce,
bude nutné pro sledování tohoto faktoru p°idat ke kaºdému pojmu je²t¥ jeden
údaj. Tento údaj bude v p°ípad¥, ºe se jedná o tah, ur£ovat, kterému z hrá£·
tah p°íslu²í, v p°ípad¥ stromu bude indikovat hrá£e, který je na tahu v jeho
ko°eni. Jednoho z hrá£· budeme zna£it písmenem p a druhého, jeho oponenta,
symbolem o.

De�nice 2. [17] Mí tahy a mí stromy:

• Útok: µ0
a(p)-tah je takový tah, kterým úto£ník p dosáhne p°ímo svého

cíle. Pozice vzniklá zahráním takového tahu je tedy koncová s hodnotou
1.

• Obrana: µ0
d(o)-tah neexistuje, nebo´ v prohrané pozici jiº nelze nic zm¥-

nit.

• µn(p)-strom (n ≥ 0) je strom skládající se výhradn¥ z µn-tah· (p°es-
n¥ji z µna(p)-tah· a µnd(o)-tah·). V ko°enu stromu je na tahu úto£ník
p. Úto£ník hraje ve svých pozicích µna(p)-tahy, obránce o hraje µnd(o)-
tahy. Minimaxovou hodnotou stromu je bu¤ 1 (úsp¥ch úto£níka), nebo
0 (úsp¥ch obránce). Listu v takovém strom¥ odpovídá pozice, ve které
nejsou k dispozici ºádné µn-tahy zmi¬ovaných druh·. V takovém p°í-
pad¥ je hodnotou listu 1, pokud je v pozici na tahu obránce, a 0, pokud
je na tahu úto£ník.

• Útok: µna(p)-tah pro (n > 0) je takový tah, ºe existuje £íslo k < n
takové, ºe kdyº se v pozici vzniklé zahráním tahu obránce o svého tahu
vzdá, má úto£ník p k dispozici µk(p)-strom s hodnotou 1 a zárove¬,
kdyº se svého tahu obránce nevzdá, nemá v této pozici k dispozici
µl(o)-strom s hodnotou 1 pro ºádné l ≤ k.

• Obrana: µnd(o)-tah pro (n > 0) je takový tah, ºe po jeho zahrání nemá
úto£ník p k dispozici ºádný µk(p)-strom s hodnotou 1 pro k < n.

Rozdíl obou de�nic je nutno hledat p°edev²ím ve £tvrtém bod¥, kde se
de�nuje µna(p)-tah pro (n > 0). Krom¥ jiº známého poºadavku, aby se jednalo
o hrozbu zprost°edkovanou n¥jakým úsp¥²ným stromem úrovn¥ k < n, navíc
ºádáme, aby ve výsledné pozici nem¥l úsp¥²ný strom úto£ník·v oponent (a
to na ºádné úrovni l ≤ k). Tím je zaji²t¥no, ºe po zahrání takového tahu
nebude sám úto£ník (alespo¬ z pohledu úrovn¥ k) ohroºen.
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3.10 Korektnost a úplnost pro dual-lambdu

Uv¥domit si, ºe pro dual-lambda search platí obdoba v¥t o jistot¥ a kon-
vergenci, není obtíºné. V¥nujme se nejprve první z nich a zopakujme, nyní
v °e£i µ-pojm·, co v¥ta o jistot¥ °íká: Je-li hodnota µn(p)-stromu v dané po-
zici rovna 1 pro n¥jaké n, m·ºe hrá£ p s jistotou dosáhnout svého cíle (a 1 je
tedy hodnotou dané pozice i v úplném strom¥ hry). D·kaz této v¥ty se odvíjí
naprosto stejným zp·sobem jako u p°edchozí verze (indukcí podle úrovn¥ n),
a proto se zde pouze pokusíme p°eformulovat jeho hlavní my²lenku. Faktem,
ºe se p°i procházení úplného stromu hry v pozicích, ve kterých je na tahu
úto£ník, algoritmus omezujeme jen na n¥které tahy (konkrétn¥ na µna-tahy),
nem·ºe být ovlivn¥na korektnost výsledku. Kaºdý konkrétní d·kaz tvrzení,
ºe hodnota takové pozice je 1, totiº pot°ebuje pouze jednoho �sv¥dka� � jed-
noho jejího následníka ve strom¥, jehoº hodnota je téº rovna 1 a který zajistí
stejnou hodnotu i pro spo£tené maximum. Problém s korektností by mohl na-
stat pouze kv·li vynechání n¥kterých následník· pozic, ve kterých je na tahu
obránce (a ve kterých se po£ítá minimum). Vynechané (neprohledávané) jsou
v t¥chto pozicích ale pouze tahy, které nejsou obrannými µnd -tahy, a proto
po nich má úto£ník k dispozici µk-strom s hodnotou 1 pro n¥jaké k < n. Na
tomto míst¥ se v d·kazu pouºije induk£ní p°edpoklad a v¥ta je dokázána.

V¥ta o konvergenci tvrdí, ºe je-li hodnota herní pozice 1, tedy úsp¥ch
úto£níka, a tohoto úsp¥chu lze dosáhnou za nejvý²e d tah·, bude pro objevení
této skute£nosti pot°eba spo£ítat hodnotu µn-stromu pro n ≤ (d − 1)/2
(samoz°ejm¥ op¥t za p°edpokladu, ºe hra nep°ipou²tí zugzwang, kterýºto
p°edpoklad byl jiº d°íve podrobn¥ diskutován). V duchu idejí popsaných
v minulém odstavci se p°i d·kazu této v¥ty pro dual-lambda search m·ºeme
odvolat na její obdobu z lambda prohledávání. Sta£í si totiº uv¥domit, jaký je
rozdíl mezi stromy prohledávanými ob¥ma metodami, jmenovit¥ ºe ve strom¥
prohledávaném metodou dual-lambda chybí pouze oproti stromu od metody
lambda n¥kte°í následníci vrchol·, ve kterých je na tahu úto£ník. Vynechané
jsou práv¥ ty úto£né tahy, po jejichº zahrání by úto£ník byl sám ohroºen (viz
de�nice 2, £tvrtý bod). Takové tahy ale zcela jist¥ nemohou vést k výh°e,
nebo´ vedou do pozic vyhraných obráncem podle v¥ty o jistot¥.

3.11 Poznámka k implementaci

Stejn¥ jako u lambda prohledávání je i v p°ípad¥ implementace metody dual-
lambda search výhodné pouºít iterativní p°ístup a postupn¥ testovat pozici ve
fázích pomocí µ-strom· vzr·stající úrovn¥. Niº²í fáze prohledávání totiº mo-
hou (i v p°ípad¥, ºe skon£í neúsp¥chem a nenaleznou vít¥zný strom) p°edávat
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t¥m vy²²ím informace, které celý postup urychlí. Jmenovit¥ se vyplatí rozli²o-
vat d·vod, kv·li kterému ur£itý tah není p°i výb¥ru ozna£en jako µna(p)-tah.
V p°ípad¥, ºe je to tím, ºe po zahrání daného tahu úto£ník obránci nehrozí a
nemá tedy k dispozici µk(p)-strom s hodnotou 1 pro ºádné k < n, m·ºe tah
stále p°edstavovat hrozbu na vy²²í úrovni (coº bude objeveno v dal²ích fázích
výpo£tu). Pokud je ale d·vodem neúsp¥²ného pokusu o útok fakt, ºe úto£ník
tahem ohroºuje sám sebe, a obránce má tedy ve vzniklé pozici k dispozici
µl(o)-strom s hodnotou 1 (pro ur£ité l < n), bude tato skute£nost pochopi-
teln¥ p°ekáºkou i na vy²²ích úrovních a takový tah je moºno p°edem vylou£it
i pro v²echny následující fáze výpo£tu. V extrémním p°ípad¥ se pak m·ºe
stát, ºe niº²í fáze výpo£tu takto vylou£í jako nep°ijatelné v·bec v²echny moº-
nosti, kam lze táhnout, a výpo£et dual-lambda m·ºe být ukon£en a pozice
ozna£ena jako (pro úto£níka) prohraná.
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Kapitola 4

Zóny relevance

Jednou z p°ekáºek efektivního prohledávání strom· her dvou hrá£· £asto
bývá vysoký faktor v¥tvení t¥chto strom·, neboli veliký po£et moºných tah·,
který má hrá£ typicky k dispozici a které je nutno vyzkou²et. P°itom je
z°ejmé, ºe mnoho vlastností prohledávaných pozic má lokální charakter, a
ºe tedy mnohé ze zkou²ených tah· nemohou takovou vlastnost ovlivnit. Se-
znam·m tah· (nebo míst na hracím plánu), které jedin¥ mohou mít vliv na
výsledek prohledávání budeme °íkat zóny relevance. Pokud se nám poda°í pro
daný problém de�novat zóny relevance tak, ºe budou ve srovnání s mnoºinou
v²ech moºných tah· relativn¥ malé a navíc je bude moºno efektivn¥ po£ítat,
m·ºeme jejich pouºitím prohledávání zna£n¥ urychlit.

V této kapitole se budeme zabývat zónami relevance pro lambda search
a dual-lambda search. P°edstavíme si postupn¥ zóny pro obranu a pro útok.
První z nich, zóny pro obranu budeme de�novat pro pozice, ve kterých je
hodnota λn-stromu rovna 1 a které vznikly úto£níkovým tahem, jenº p°ed-
stavuje pro obránce hrozbu. V obranné zón¥ takové pozice nalezne obránce
místa, kde jedin¥ je moºné hrozb¥ £elit a mezi kterými má tedy pouze zkou-
²et hledat své obranné lambda tahy. Zóny pro útok budou de�novány pro
pozice, ve kterých je hodnota λn-stromu rovna 0. Úto£ník jich vyuºije p°i
hledání svých λn+1

a -tah·. Ukáºeme, ºe jedin¥ v úto£né zón¥ je moºno tyto
tahy nalézt.

Tematikou zón relevance pro algoritmy zaloºené na hrozbách se zabývá
£lánek [18] a také [7]. Oba citované p°ístupy jsou navrºeny speci�cky pro hru
Go, p°i£emº nedostatek prvního vidíme p°edev²ím v neúplnosti konstruované
zóny, ve které mohou n¥které, pro statut testované vlastnosti podstatné, tahy
chyb¥t. P°ístup z [7] je sice v tomto smyslu úplný, ale omezuje se pouze na
n¥které druhy hrozeb1. Domníváme se, ºe na²e nová metoda konstrukce zón

1Konkrétn¥ tyto hrozby odpovídají λ-tah·m do úrovn¥ t°i navíc s omezenou hloubkou
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relevance tyto p°ístupy p°ekovává, zejména díky následujícím vlastnostem:

• Metoda není p°ímo vázána na konkrétní hru. T°ídu her, na které ji lze
aplikovat, podrobn¥ vymezíme v následujícím výkladu a ukáºeme, ºe
do ní pat°í AtariGo, Hex i Pi²kvorky.

• Metoda je �stejnom¥rná� v tom smyslu, ºe poskytuje zóny pro hledání
úto£ných i obranných lambda tah· libovolné úrovn¥ n. Takové zóny
jsou vypo£ítávány b¥hem prohledávání strom· niº²í úrovn¥ n− 1.

• Metoda je úplná. Dokáºeme, ºe úto£né resp. obranné λ-tahy dané pozice
se mohou vyskytovat pouze ve spo£tených zónách.

Na záv¥r vý£tu dodejme, ºe metoda vypo£ítává zóny relevance, které jsou
netriviální � tj. typicky neobsahují v²echny p°ípustné tahy dané pozice. To
je ale vlastnost samoz°ejmá pro kaºdou metodu pro výpo£et zón, která má
být uºite£ná.

Cesta k popisu konstrukce zón relevance v této kapitole nebude zcela p°í-
mo£ará. Nejprve bude t°eba stanovit si formální rámec úvah a zavést n¥které
pojmy a zna£ení, které nám pozd¥ji usnadní vyjad°ování. Na²emu formál-
nímu rámci budeme °íkat hry s kameny a p°edstavíme jej v sekci 4.1.

A£koliv jsou tématem kapitoly zóny relevance, ve skute£nosti budeme
pracovat s abstraktn¥j²ími objekty neº jsou zóny neboli oblasti na hrací plo²e.
Takovým objekt·m budeme °íkat schémata zón relevance a jejich obecné
de�nici a vlastnostem se budeme podrobn¥ v¥novat v sekci 4.2.

Speciálním p°ípadem obecn¥ de�novaných schémat zón relevance jsou
schémata zón relevance pro útok a obranu v lambda prohledávání. P°esná
de�nice toho pro nás práv¥ d·leºitého p°ípadu a její d·sledky se objeví v sekci
4.3.

Metoda konstrukce zón relevance (resp. jejich schémat) pro lambda search
má induktivní charakter. Nejprve budeme ukazovat, jak po£ítat zóny pro
lambda stromy a tahy úrovn¥ 0, pozd¥ji pak jejich vhodnou kombinací se-
strojíme zóny pro úrovn¥ vy²²í. Prvním krokem induktivního postupu se
budou zabývat sekce 4.4 a 4.5, z nichº první bude spí²e speci�cká pro námi
zkoumané hry a ve druhé se jiº na obecné rovin¥ konstrukce pro úrove¬ 0
dokon£í.

Konstruováním zón relevance pro lambda stromy a tahy obecné úrovn¥ n
s pomocí jiº spo£tených zón pro stromy s men²í úrovní nebo alespo¬ s men-
²ím po£tem vrchol· se zabývá sekce 4.6. Vyslovíme v ní dv¥ v¥ty, zvlá²´ pro

p°íslu²ných λ-strom·.

33



útok a pro obranu, ve kterých zmín¥nou konstrukci popí²eme a dokáºeme
její korektnost. Abychom se vyhnuli komplikacím, které pro d·kaz korekt-
nosti p°edstavují speciální typy ukon£ení hry v podob¥ inverzí, remízy a
sebevraºedných tah·, nebudeme nejprve tyto moºnosti uvaºovat. Ihned po
vysv¥tlení základních idejí se ale k nim ale vrátíme a v sekcích 4.7, 4.8 a 4.9
bude jejich vliv na platnost zmi¬ovaných v¥t podrobn¥ rozebrán.

Na záv¥r kapitoly se pokusíme je²t¥ jednou zopakovat a shrnout, za ja-
kých p°edpoklad· dokázané v¥ty o zónách relevance platí, a zejména jaké
poºadavky je t°eba klást na hry, ve kterých o zónách uvaºujeme.

4.1 Hry s kameny

Cílem následujících sekcí bude formalizovat pojem zóna relevance pro lambda
search a dual-lambda search. Za tímto ú£elem bude nejprve nutné omezit se
pouze na hry, ve kterých pojem zóna nebo oblast bude v·bec dávat smysl.
Zavedeme proto tzv. hry s kameny, ve kterých p·jde my²lenku polohy tahu
£i oblasti snadno podchytit.

De�nice 3. Ve h°e s kameny se dva hrá£i, £erný a bílý, st°ídají v kladení
kamen· £erné resp. bílé barvy na hrací plochu. Jedním tahem se tedy myslí
umíst¥ní kamenu hrá£ovy barvy na ur£ité místo hrací plochy. Hrá£ m·ºe ve
svém tahu umístit kámen na libovolné neobsazené místo na plo²e. S poloºe-
nými kameny se jiº nijak nehýbe a ty z·stávají na svém míst¥ aº do konce
hry2.

Jelikoº se p°i úvahách o hrozbách £asto hrá£i nest°ídají striktn¥ podle
pravidel hry (dochází k vynechávání tah· na jedné £i druhé stran¥), nebude
námi zavedený pojem herní pozice tuto informaci kódovat a perspektivu
hrá£e na tahu budeme k dané pozici vºdy p°idávat zvlá²´.

De�nice 4. Dal²í pojmy a zna£ení:

• Herní pozice nese informaci o tom, která místa herní plochy jsou obsa-
zena kameny které barvy a která jsou volná. Budeme je obvykle zna£it
Pos , Pos ′, . . .

• Hrá£em je bu¤ £erný •, nebo bílý ◦. Hrá£e zna£íme symbolem π a jeho
oponenta o(π).

2A£koliv jsme explicitn¥ stanovili barvu kamen· obou hrá£·, nemusí konkrétní hra
barevnost vyºadovat. Potom sta£í, kdyº bude p°i vyhodnocování pozice pravidly dané hry
tato informace ignorována.

34



• Místa na hrací plo²e budeme zna£it malými písmeny: x, y,. . . a jejich
mnoºiny, tedy oblasti, písmeny velkými: X, Y , . . .

• Informace o tahu se skládá z ur£ení hrá£e, který tah provede (tedy
barvy jeho kamene), a z místa, na které je kamen umíst¥n. Tyto dv¥
informace kóduje symbol π/x.

• Skute£nost, ºe pozice Pos p°ejde tahem π/x v pozici Pos ′, zkrátíme

zápisem Pos
π/x−−→ Pos ′. Mimochodem to znamená, ºe místo x bylo

v pozici Pos volné, a také, ºe pozice Pos nebyla koncová (viz dále).

Je dobré jiº na tomto míst¥ upozornit na jednu vlastnost her s kameny,
která, a£ velmi snadno p°ijatelná a názorná, není obecn¥ v hrách samoz°ej-
mostí. Jedná se o vlastnost, které budeme °íkat komutativita pokládání ka-
men· a jeº spo£ívá v tom, ºe pozice vzniklá poloºením kamen· na ur£itá
místa hrací plochy nezávisí na po°adí, v jakém byly kameny na svá místa
umíst¥ny. Formáln¥ bychom mohli komutativitu vyjád°it nap°. následovn¥:

Pozorování (Komutativita). Nech´ pro libovolné pozice Pos, Pos1, Pos2,

Pos12 a Pos21, libovolná místa x1 a x2 a hrá£e π1 a π2 platí Pos
π1/x1−−−→ Pos1,

Pos
π2/x2−−−→ Pos2, Pos1

π2/x2−−−→ Pos12 a Pos2
π1/x1−−−→ Pos21. Pak Pos12 a Pos21

je jedna a ta samá pozice, neboli Pos12 = Pos21.

Vlastnost komutativity není pot°eba ve hrách s kameny nijak dokazovat.
Plyne prost¥ z faktu, ºe objekt pozice v sob¥ nenese ºádnou informaci o
historii hry. D·leºité ale je si uv¥domit, ºe v námi zkoumaných hrách taková
informace není podstatná a ºe naopak moºnost ji ignorovat nás u²et°í mnoha
komplikací.

Dostáváme se k popisu pojm· týkajících se ukon£ení hry s kameny, neboli
jejích pravidel. A£koliv by se zdálo p°irozené de�novat pravidla hry jako re-
laci, která rozd¥lí pozice na koncové a nekoncové a koncovým p°i°adí hodnoty
nap°. zp·sobem: 1 pro vít¥zství hrá£e •, 0 pro remízu a −1 pro vít¥zství hrá£e
◦, musíme v na²em p°ípad¥ postupovat opatrn¥ji. Hodnota koncové pozice
v hrách s kameny totiº obecn¥ závisí i na tom, který hrá£ zahrál poslední tah.
Dále je £asto výhodné mít moºnost relativizovat výsledek hry v·£i jednomu
z hrá£· v tom smyslu, ºe výhra jednoho je chápána jako prohra druhého.

De�nice 5. Zakon£ení hry:

• Hodnotou koncové pozice je £íslo h ∈ {1, 0,−1}. �ísla vyzna£ují po-
stupn¥ výhru, remízu a prohru prvního hrá£e, tedy hrá£e •.
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• Pozice d¥líme na koncové a nekoncové. Pokud je pozice Pos koncová,
pí²eme T (Pos).

• Pro koncové pozice je de�nována jejich hodnota, která navíc obecn¥
závisí na tom, kdo zahrál poslední tah. Skute£nost, ºe koncová pozice
Pos , která vznikla zahráním tahu hrá£e π, má hodnotu h, zapí²eme
jako V(Pos , π) = h.

• Relativizující funkce pro hrá£e jsou de�novány p°edpisem: •(h) = h a
◦(h) = −h. Pokud symbol π zna£í jednoho z hrá£·, dovolíme si jej
pouºít v dal²ím významu i pro ozna£ení jemu p°íslu²ené relativizující
funkce.

• Pokud pozice Pos p°ejde tahem π/x do n¥jaké pozice Pos ′, která je
koncová a má hodnotu h (vzhledem k poslednímu tahu hrá£e π), neboli

(∃Pos ′)(Pos
π/x−−→ Pos ′& T (Pos ′) &V(Pos ′, π) = h),

budeme tuto skute£nost zkracovat zápisem Pos
π/x−−→ h.

P°íklad. Pouºití zavedených symbol·:

• Výhra hrá£e π v pozici Pos tahem na místo x: Pos
π/x−−→ π(1).

• Sebevraºda hrá£e π v pozici Pos na míst¥ x: Pos
π/x−−→ π(−1).

P°i úvahách na dal²ích stránkách budeme n¥kdy pot°ebovat siln¥j²í p°ed-
poklady o hrách, se kterými pracujeme, neº jen pouhý fakt, ºe se jedná o hry
s kameny. Takový p°edpoklad bude typicky tvrdit, ºe vlastnost tahu ukon£it
hru v n¥jaké pozici se zachová i po p°echodu do pozice jiné, a budeme mu
°íkat stabilita hry.

De�nice 6. Hra s kameny se nazývá stabilní, pokud pro libovolné pozice Pos

a Pos ′, hrá£e π1 a π2 a místa x a y navzájem r·zná platí: Pokud Pos
π1/x−−→

π1(1), Pos
π2/y−−→ Pos ′ a ¬T (Pos ′), pak Pos ′

π1/x−−→ π1(1).

V principu bychom mohli je²t¥ rozli²it dva p°ípady, a to, zda se π1 = π2 £i
nikoliv. P°i první moºnosti by pak stabilitu ²lo interpretovat jako tvrzení, ºe
si úto£ník nem·ºe umíst¥ním vlastního kamene ²kodit £i p°ekáºet p°i cest¥
k vít¥zné pozici. V p°ípad¥ druhém bychom se dozv¥d¥li, ºe jedinou ²ancí
obránce, jak odvrátit p°ímou hrozbu, pokud nem·ºe sám svým p°í²tím tahem
vyhrát, je obsadit místo, na které se úto£ník chystá umístit sv·j vít¥zný
kámen. Stabilitu ilustruje obrázek 4.1.
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Obrázek 4.1: Stabilní hra.

4.2 Posloupnosti oblastí a schémata zón rele-
vance

Jiº v úvodu bylo nazna£eno, ºe v na²í metod¥ ve skute£nosti nekonstruujeme
zóny relevance, ale sloºit¥j²í objekty, jimº °íkáme schémata zón. Pokud by in-
tuitivnímu pojmu zóna ve hrách s kameny m¥la odpovídat jistá oblast, neboli
mnoºina míst na hrací plo²e se speciálními vlastnostmi, bude na²e schéma zón
tvo°it celá posloupnost takových oblastí, navíc navzájem do sebe vno°ených
inkluzí. Uºite£nost takového p°ístupu spo£ívá v moºnosti jemn¥ji rozli²ovat
vliv jednotlivých míst na platnost vlastnosti pozice, která nás zajímá.

De�nice 7. Posloupnosti oblastí a operace s nimi:

• Posloupnosti oblastí °íkáme posloupnostem mnoºin míst na hrací plo²e,
kteréºto mnoºiny jsou do sebe rostoucím zp·sobem °azeny inkluzí, a
zna£íme je symboly X, Y, . . . i-tou mnoºinu posloupnosti X budeme
zna£it Xi. Celkov¥ tedy m·ºeme shrnout: X = (X1, X2, . . .) s tím, ºe
platí Xs ⊆ Xs+1 pro kaºdé s ≥ 1.

• Na posloupnostech oblastí de�nujeme unární operaci u � odvinutí a
binární ∪ sjednocení následujícím zp·sobem: Nech´ X = (X1, X2, . . .)
a Y = (Y1, Y2, . . .), pak

u(X) = (X2, X3, . . .),

X ∪Y = (X1 ∪ Y1, X2 ∪ Y2, . . .).

Odvinutí lze tedy chápat jako �zapomenutí� první oblasti v posloup-
nosti, zatímco sjednocení je zavedeno prost¥ po sloºkách.

• Po sloºkách zavedeme i predikát ⊆ nad posloupnostmi oblastí: Nech´
op¥t X = (X1, X2, . . .) a Y = (Y1, Y2, . . .), pak

X ⊆ Y ≡ (∀s ≥ 1)(Xs ⊆ Ys).
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• Pokud pouºijeme oblast v kontextu, ve kterém je vyºadována posloup-
nost oblastí, máme tím na mysli posloupnost konstantní. Budeme tedy
n¥kdy psát X ve významu (X,X, . . .).

Nekone£ná posloupnost v de�nici je samoz°ejm¥ jen uºite£nou abstrakcí,
která nám zjednodu²í vyjad°ování. Jelikoº totiº vºdy uvaºujeme hry s kone£-
nou hrací plochou a také díky tomu, ºe jsou jednotlivé oblasti v posloupnosti
do sebe vno°eny inkluzí, lze posloupnost oblastí reprezentovat kone£ným ob-
jektem. V pam¥ti po£íta£e m·ºe k tomuto ú£elu slouºit nap°. celo£íselné
pole o velikosti hrací plochy, kde £íslo na pozici odpovídající ur£itému místu
vyjad°uje index nejmen²í oblasti z posloupnosti, do které místo pat°í.

Kone£n¥ se dostáváme k de�nici pojmu schéma zón relevance. Vyslovíme
jej nejprve v plné obecnosti pro libovolnou vlastnost pozice a konkrétním
p°ípad·m zóny pro útok a pro obranu se budeme v¥novat pozd¥ji.

De�nice 8. Schéma zón relevance:
Bu¤ Φ libovolná vlastnost pozic obecn¥ závisející i na perspektiv¥ hrá£e.

Dále nech´ Pos je ur£itá pozice a π hrá£. Pak °ekneme, ºe posloupnost oblastí
X = (X1, X2, . . .) je schématem zón relevance °ádu r pro (Pos , π,Φ), pokud

• platí Φ(Pos , π) a

• bu¤ r = 1 a pro libovolný tah π/y a pozici Pos ′ takové, ºe Pos
π/y−−→

Pos ′, platí: kdyº y 6∈ X1, pak Φ(Pos ′, π),

• nebo r > 1 a

� posloupnost oblastí X je schématem zón relevance °ádu r′ pro
(Pos , π,Φ) pro kaºdé r′ < r a

� pro libovolný tah π/y a pozici Pos ′ takové, ºe Pos
π/y−−→ Pos ′, platí:

kdyº y 6∈ Xr, pak X je schématem zón relevance °ádu r − 1 pro
(Pos ′, π,Φ).

Intuitivn¥ vzato oblastX1 schématu �chrání� pozici p°ed ztrátou platnosti
vlastnosti Φ p°i tazích hrá£e π. Oblasti s vy²²ím indexem chrání oblasti
s indexem niº²ím p°ed ztrátou jejich ochranné funkce (viz téº lemma 9 bod
(c)). �ád schématu zón relevance potom vyjad°uje, kolik £len· posloupnosti
je ve skute£nosti platných a ochrany se ú£astní. V ideálním p°ípad¥ bude
na²e schéma zón úplné, tj. bude schématem zón relevance °ádu r pro kaºdé
r ≥ 1.
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Uv¥domme si, ºe ochrana platnosti predikátu zaji²´ovaná zónou funguje
jen jedním sm¥rem. Obecn¥ tedy neplatí, ºe by tah hrá£e π do oblasti X1

musel nutn¥ platnost predikátu Φ v nové pozici zru²it. Zóna je jen jakousi
horní aproximací skute£né oblasti míst, která vlastnost Φ ovliv¬ují, a proto
se vºdy budeme snaºit konstruovat na²e zóny co nejmen²í.3

P°i práci s konkrétními realizacemi zón relevance pro r·zné vlastnosti
pozic je nutné si uv¥domit vztah predikátu Φ v de�nici a ú£elu pouºití zóny,
které jsou v jistém smyslu protich·dné. Nap°íklad zóna pro hledání úsp¥²ných
úto£ných tah· musí být totiº zavedena pomocí predikátu charakterizujícího
neúsp¥ch útoku, nebo´ pouze hraním do zóny bude moºné úsp¥²ný útok
zaloºit.

Následující lemma ukazuje vztah schémat zón relevance a d°íve zavede-
ných operací nad p°íslu²nými posloupnostmi.

Lemma 9. Obecné vlastnosti schémat zón relevance:
Nech´ X a Y jsou schémata zón relevance °ádu r pro (Pos , π,Φ) resp.

pro (Pos , π,Ψ).

(a) Kaºdá posloupnost oblastí X′ taková, ºe X ⊆ X′, je schématem zón
relevance °ádu r pro (Pos , π,Φ).

(b) X ∪Y je schématem zón relevance °ádu r pro (Pos , π,Φ&Ψ).

(c) Nech´ k < n. De�nujeme-li predikát Meta(X,Φ, k)(Pos , π) jako �X je
schématem zón relevance °ádu k pro (Pos , π,Φ)�, pak uk(X) je sché-
matem zón relevance °ádu r − k pro (Pos , π,Meta(X,Φ, k))4.

Formální d·kaz lemmatu spo£ívá v jednoduchém ov¥°ení v²ech bod· de�-
nice schématu zóny relevance. Pro ov¥°ování t°etího bodu je nutno pouºívat
indukce podle r, v p°ípad¥ tvrzení (b) se navíc vyuºije p°edem dokázaný
bod (a).

4.3 Zóny pro útok a obranu � úvod

D°íve neº p°istoupíme k popisu zón relevance pro útok a obranu, zavedeme
uºite£né zkratky pro pojmy související s lambda prohledáváním v kontextu
her s kameny. P°ipome¬me, ºe tyto pojmy byly de�novány v minulé kapitole.

De�nice 10. Zkratky pro lambda-pojmy:
3Na neformální úrovni budeme v textu termín schéma zón relevance n¥kdy zkracovat

na zóna relevance £i jen zóna p°i zachování významu.
4Kde uk(X) je k-násobná aplikace operátoru odvinutí.
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• Hodnotu λ-stromu úrovn¥ n vystav¥ného v pozici Pos , kdy za hrá£e
na tahu a tedy úto£níka bereme hrá£e π, budeme zkracovat zápisem
λ(Pos , π, n).

• Mnoºinou míst úto£ných λ-tah· pro daného hrá£e v dané pozici je
Λn
a(Pos , π).

• Mnoºinou míst obranných λ-tah· pro daného hrá£e v dané pozici je
Λn
d(Pos , π)5.

Schémata úto£ných a obranných zón zavedeme podle o£ekávání jako zóny
relevance pro ur£ité speci�cké predikáty. Predikát útoku úrovn¥ n budeme
zna£it An a predikát obrany, téº parametrizovaný úrovní n, symbolem Dn.
De�nujeme je takto:

An(Pos , π) ≡ λ(Pos , π, n) = 0
Dn(Pos , π) ≡ λ(Pos , o(π), n) = 1.

Poznámka. Jiº d°íve jsme si uv¥domili, jaký je vztah de�nujícího predikátu
s ú£elem p°íslu²né zóny. P°i hraní mimo nejvnit°n¥j²í oblast schématu z·stává
platnost predikátu nezm¥n¥na, a tedy pouze tím, ºe hrá£ zahraje naopak do
této oblasti, má ²anci platnost predikátu zm¥nit. V p°ípad¥ predikátu An to
znamená, ºe by v nové pozici mohl zaloºit λ-strom s hodnotou 1, v p°ípad¥
predikátu Dn, ºe se mu moºná poda°í zastavit útok, kterým protivník hrozí,
a zp·sobit, ºe v nové pozici bude hodnota protivníkova λ-stromu 0.

Ve sv¥tle p°edchozí poznámky je nyní jiº z°ejmé následující lemma:

Lemma 11. Úto£né a obranné zóny pro lambda prohledávání:

(a) Nech´ posloupnost oblastí X = (X1, X2, . . .) je schématem zón relevance
libovolného °ádu r ≥ 1 pro (Pos , π, An), pak Λn+1

a (Pos , π) ⊆ X1.

(b) Nech´ posloupnost oblastí X = (X1, X2, . . .) je schématem zón relevance
libovolného °ádu r ≥ 1 pro (Pos , π,Dn), pak Λn+1

d (Pos , π) ⊆ X1.

M·ºeme si v²imnout, ºe se v lemmatu vyuºívá jen nejvnit°n¥j²í oblasti
zóny. Dalo by se proto namítnou, ºe jsme sloºitý pojem schématu zón re-
levance de�novali zbyte£n¥. Tak tomu ale není. Význam schémat se totiº
projeví v dal²ích sekcích kapitoly, kdy budeme kombinací díl£ích schémat
vytvá°et schémata nová a kde oblasti �vy²²í úrovn¥� sehrají svou d·leºitou
roli.

5Hrá£ π je zde tedy obráncem a o(π) úto£níkem � na rozdíl od de�nice úto£ných míst.
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4.4 Predikáty ukon£ení hry

Nyní si p°edstavíme dva d·leºité predikáty, s jejichº pomocí budeme konstru-
ovat zóny relevance pro útok a obranu lambda úrovn¥ 0. Oba predikáty se
budou týkat moºnosti bezprost°edního ukon£ení hry a jim p°íslu²ná schémata
zón budeme um¥t popsat za p°edpokladu stability uvaºované hry.

První predikát, který nazveme LosingInNext , vyjad°uje, ºe uvaºovanému
hrá£i v dané pozici hrozí �prohra v p°í²tím tahu�, ledaºe by pozice sama jiº
byla koncová6, neboli formáln¥:

LosingInNext(Pos , π) ≡ (∃x)Pos
o(π)/x−−−→ π(−1) ∨ T (Pos).

O konstrukci schématu zón relevance pro tento predikát hovo°í následující
v¥ta, kterou je velmi snadné dokázat.

V¥ta 12. Nech´ ve stabilní h°e v ur£ité pozici Pos hrá£ π prohraje v p°í²tím
tahu v míst¥ x. Pak pro libovolné r ≥ 1 je konstantní posloupnost oblastí X =
({x}, {x}, . . .) schématem zón relevance °ádu r pro (Pos , π,LosingInNext).

D·kaz. První poºadavek de�nice schématu zón relevance, tedy platnost p°í-
slu²ného predikátu v dané pozici, je spln¥n podle p°edpokladu. Druhá vlast-
nost, kterou ov¥°ujeme, tedy fakt

Pos
π/y−−→ Pos ′&x 6= y&¬T (Pos ′) ⇒ Pos

o(π)/x−−−→ π(−1),

je p°ímým d·sledkem stability hry. Nakonec si uº zbývá jen uv¥domit, ºe
stabilitu lze znovu aplikovat i ve vzniklé pozici Pos ′ a na²e posloupnost
oblastí X je tedy schématem zón relevance libovolného °ádu r ≥ 1 pro
(Pos , π,LosingInNext).

Druhým stavebním kamenem pro tvorbu schémat zón relevance, jak pro
útok, tak i pro obranu, bude v na²ich hrách predikát NotWonYet , který o
pozici a hrá£i °íká, ºe v dané pozici hrá£ (je²t¥) není vít¥zem. Formáln¥:

NotWonYet(Pos , π) ≡ ¬T (Pos) ∨ V(Pos , π) 6= π(1).

Zabývejme se nyní otázkou, jak by mohlo vypadat schéma zón relevan-
ce pro tento predikát, a uv¥domme si, ºe je ºádoucí, hledat takové schéma
co nejmen²í. Je z°ejmé, ºe nás budou zajímat p°edev²ím místa hrací plochy,
kde lze výhry dosáhnout za málo tah·, navíc se omezíme jen na taková, ºe
jejich obsazení je pro dosaºení výhry opravdu podstatné. Tím se dostáváme
k následujícím pojm·m:

6Tato druhá podmínka má technický charakter. Dovoluje nám prozatím odhlédnout od
p°ípadné moºnosti inverzí.
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De�nice 13. Vít¥zné mnoºiny pozic a EVS :

• Zápisem Pos
π/X−−→ π(1), kde X je mnoºina míst, budeme vyjad°ovat,

ºe pro n¥jaké uspo°ádání x1, . . . , xk prvk· mnoºiny X, p°echází pozice
Pos tahy hrá£e π v místech mnoºiny X v ur£eném po°adí postupn¥ aº
do koncové pozice s hodnotou výhra pro hrá£e π7.

• �ekneme, ºe místo x se v pozici Pos podstatn¥ podílí na výh°e za k
tah·, pokud

(∃X)[x ∈ X & |X| = k& Pos
π/X−−→ π(1) & (∀X ′ ⊂ X)¬(Pos

π/X′

−−−→ π(1))].

• Mnoºinu v²ech míst, která se v pozici Pos podstatn¥ podílí na výh°e
hrá£e π za nejvý²e k tah· budeme zna£it EVS (Pos , π, k).

Vlastnost místa x podstatn¥ se podílet na výh°e °íká, ºe místo je prvkem
n¥jaké oblasti X, která p°i obsazení poslouºí úto£níkovi k vít¥zství, a ºe se
navíc jedná o minimální oblast (vzhledem k inkluzi) s touto charakteristikou.
�íkáme, ºe oblast X tento fakt místu x dosv¥d£uje.

Je dobré si uv¥domit, ºe v úvahách o predikátu NotWonYet hrají roli
pouze tahy jednoho hrá£e. M·ºeme to chápat tak, ºe druhý hrá£ se neu-
stále svého tahu vzdává, a pokud se ani v takto zjednodu²ených podmínkách
nepoda°í úto£níkovi svého cíle dosáhnout, tím spí²e by selhal ve skute£né
h°e.

Následuje základní v¥ta této sekce, která svazuje pojem podstatn¥ se
podílet na výh°e s predikátem NotWonY et. Jejím p°edpokladem je op¥t
stabilita hry, kterou jsme zavedli na stran¥ 36.

V¥ta 14. Konstrukce zón relevance pro predikát NotWonYet :
Nech´ ve stabilní h°e v ur£ité pozici Pos hrá£ π je²t¥ nedosáhl výhry.

Pak pro libovolné r ≥ 1 je posloupnost oblastí X = (X1, X2, . . .), kde Xi =
EVS (Pos , π, i), schématem zón relevance °ádu r pro (Pos , π,NotWonYet).

D·kaz. Nejprve si uv¥domíme, ºe p°ímo z de�nice pojmu EVS získáváme
monotonii Xi ⊆ Xi+1, a X je tedy korektn¥ de�novaná posloupnost oblastí.

Za druhé, podle p°edpokladu v pozici Pos hrá£ π je²t¥ nedosáhl výhry, a
proto platí NotWonYet(Pos , π).

Dále postupujeme indukcí podle r. Nech´ nejprve r = 1, Pos
π/y−−→ Pos ′

a y /∈ X1. Vidíme, ºe y se nepodílí na výh°e za jeden tah, coº p°edev²ím
znamená, ºe tah π/y není vít¥zný, a máme tedy snadno NotWonYet(Pos ′, π).

7K p°echodu do vít¥zné pozice nemusí nutn¥ dojít aº po zahrání posledního tahu v míst¥
xk.
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Nyní dokazujme tvrzení pro r + 1 s tím, ºe jiº platí pro r. Op¥t vy-

jdeme z p°edpokladu Pos
π/y−−→ Pos ′ a dále budeme postupovat nep°ímo.

Není-li na²e posloupnost oblastí X schématem zón relevance °ádu r pro
(Pos ′, π,NotWonYet), musí se podle induk£ního p°edpokladu8 oblast Xr =
EVS (Pos , π, r) li²it od EVS (Pos ′, π, r). Máme tedy bu¤ EVS (Pos , π, r) \
EVS (Pos ′, π, r) 6= ∅ nebo EVS (Pos ′, π, r) \EVS (Pos , π, r) 6= ∅. Aº z jedné i
druhé moºnosti odvodíme y ∈ Xr+1, bude d·kaz hotov9.

Nech´ nejprve nastává první moºnost a zvolme a ∈ EVS (Pos , π, r) \
EVS (Pos ′, π, r) a oblast X, která to dosv¥d£uje, tj.

a ∈ X & |X| = r& Pos
π/X−−→ π(1) & (∀X ′ ⊂ X)¬(Pos

π/X′

−−−→ π(1)).

Kdyby bylo y ∈ X, máme y ∈ EVS (Pos , π, r) ⊆ EVS (Pos , π, r + 1) a
jsme pro tento p°ípad hotovi. Jinak víme, ºe vzhledem ke stabilit¥ na²í hry

je i Pos ′
π/X−−→ π(1), ale díky p°edpokladu není v pozici Pos ′ mnoºina X

minimální, tj. máme X ′ ⊂ X takovou, ºe Pos ′
π/X′

−−−→ π(1). Vrátíme-li se zp¥t

do pozice Pos , víme, ºe pro X ′′ = X ′ ∪ {y} platí Pos
π/X′′

−−−→ π(1). M·ºeme
nyní mezi podmnoºinami X ′′ hledat minimální vít¥znou mnoºinu X ′′′ pro
pozici Pos . Jisté je, ºe tato mnoºina X ′′′ bude obsahovat místo y, jinak by
to byla vlastní podmnoºina X a nemohla by být vít¥zná. Dále vidíme, ºe
|X ′′′| = r0 ≤ r a tedy y ∈ EVS (Pos , π, r0) ⊆ EVS (Pos , π, r + 1).

Pro druhou moºnost za�xujme a ∈ EVS (Pos ′, π, r) \ EVS (Pos , π, r) a
oblast X, která to dosv¥d£uje, tj.

a ∈ X & |X| = r& Pos ′
π/X−−→ π(1) & (∀X ′ ⊂ X)¬(Pos ′

π/X′

−−−→ π(1)).

Uvaºme nyní mnoºinu X̄ = X ∪ {y} v kontextu pozice Pos . Ur£it¥ platí

y ∈ X̄, |X̄| = r + 1 a téº Pos
π/X̄−−→ π(1). Zbývá si uv¥domit, ºe ºádná oblast

X̄ ′ z vlastních podmnoºin X̄ na vít¥zství v pozici Pos nesta£í. Ve stabilní
h°e by taková oblast totiº musela sta£it na výhru i v pozici Pos ′, a proto

8Podrobn¥ji: Jednak p°edpokládáme, ºe (EVS (Pos, π, 1), . . .) není SZR °ádu r pro
(Pos ′, π,NotWonYet), na druhou stranu podle IP aplikovaného na pozici Pos ′ víme, ºe
(EVS (Pos ′, π, 1), . . .) je SZR °ádu r pro (Pos ′, π,NotWonYet). Tyto posloupnosti se tedy
li²í. Pokud by se neli²ily posledními relevantními £leny, tedy £leny na pozici r, li²í se nutn¥
na pozici niº²í a lze uºít IP (nyní jiº aplikovné na pozici Pos) a y bude prvkem n¥j. Xr′

pro r′ ≤ r a tím spí²e v Xr+1.
9V d·kazu se implicitn¥ p°edpokládá, ºe pozice Pos ′ není koncová. Kdyby tomu

tak totiº bylo, je bu¤ hodnotou pozice Pos ′ výhra hrá£e π, a tím pádem y ∈ X1 ⊆
EVS (Pos, π, r + 1), nebo svým tahem π/y hrá£ remizuje, £i dokonce prohrává, a pak je
schématem zón relevance °ádu r pro (Pos ′, π,NotWonYet) jakákoliv posloupnost oblastí,
tedy speciáln¥ i ta na²e X.
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by musela X̄ ′ = X. Jenºe to by znamenalo, ºe a ∈ EVS (Pos , π, r), coº není
moºné.

Hledáním mnoºin EVS v námi zkoumaných hrách se budeme zabývat
v kapitole 5, kde také vyloºíme n¥kolik p°íklad·, které snad pomohou je²t¥
více objasnit tento pojem.

4.5 První krok

Nyní jiº máme k dispozici v²echny prost°edky k tomu, abychom dokázali
zkonstruovat schémata zón relevance pro útok a obranu na nejniº²í úrovni,
tedy schémata pro predikáty A0 a D0. Zabývejme se nejprve prvním z nich
a uv¥domme si ekvivalenci:

A0(Pos , π) ≡ λ(Pos , π, 0) = 0
≡ �∅ je schématem zón relevance °ádu 1

pro (Pos , π,NotWonYet)� .

Pro implikaci �shora dol·� sta£í p°e£íst tvrzení A0(Pos , π) jako �hrá£ π
nem·ºe v pozici Pos vyhrát za jeden tah� a následn¥ probrat de�nici schémat
zón relevance (nejkomplikovan¥j²í t°etí bod de�nice se ani neuplatní, nebo´
mluvíme o schématu °ádu 1). Pro implikaci opa£nou vyuºijeme lemmatu 11.
S jeho pomocí získáme Λ0

a(Pos , π) = ∅, a tudíº z°ejm¥ λ(Pos , π, 0) = 0.
Vyjdeme-li nyní z práv¥ dokázaného výsledku, m·ºeme pouºít lemma 9 (c)

a uzav°ít: Je-li X schématem zón relevance °ádu r pro (Pos , π,NotWonYet),
je u(X) schématem zón relevance °ádu r − 1 pro (Pos , π, A0).

V p°ípad¥ predikátu pro obranu je na²e strategie obdobná. Máme totiº:

D0(Pos , π) ≡ λ(Pos , o(π), 0) = 1
≡ NotWonYet(Pos , π) & LosingInNext(Pos , π).

Uv¥domit si, ºe ekvivalence platí, je op¥t velmi jednoduché. Skute£nost
λ(Pos , o(π), 0) = 1 prost¥ znamená, ºe hrá£ π zatím je²t¥ nevyhrál a hrozí
mu prohra v p°í²tím tahu. Jinými slovy obránce m·ºe nyní bu¤ zkusit sám
vyhrát (realizuje inverzi), nebo se pokusit hrozbu blokovat.

Nyní op¥t vyuºijeme lemmatu 9, tentokrát bodu (b), abychom mohli
shrnout: Je-li X schématem zón relevance °ádu r pro (Pos , π,NotWonYet) a
Y schématem zón relevance °ádu r pro (Pos , π,LosingInNext), je posloupnost
oblastí X ∪Y schématem zón relevance °ádu r pro (Pos , π,D0).

A£koliv jsme se p°i zavád¥ní zón relevance pro predikáty A0 a D0 odvo-
lávali na postupy tvorby zón pro LosingInNext a NotWonYet , které umíme
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sestrojit pouze v kontextu stabilních her, nebyly na²e úvahy nyní jiº na sta-
bilit¥ závislé. Pokud by tedy byl vyvinut jiný postup konstrukce zón pro
predikáty ukon£ení hry, který by fungoval i bez p°edpokladu stability, ²lo by
stále my²lenky p°edvedené v této sekci pouºít.

4.6 Induk£ní krok

Aº doposud nem¥la na²e práce se schématy zón relevance velké praktické
opodstatn¥ní, nebo´ a£koliv jsme manipulovali s celými posloupnostmi ob-
lastí, nakonec byla vºdy vyuºita jen jejich první sloºka (viz lemma 11). Nyní,
p°i popisu konstrukce zón relevance pro útok a obranu na obecné λ-úrovni n,
se situace zm¥ní, nebo´ bude nutné vyuºít schémata v jejich plném rozsahu.

D°íve, neº vyslovíme a dokáºeme v¥ty o konstrukci schémat zón relevance
pro predikáty Dn a An, v¥tu 15, resp. 16, bude dobré upozornit na jejich
induktivní ráz. Zavádíme v nich obrannou, resp. úto£nou, zónu pozice pro
ur£itou úrove¬ lambda pomocí obranných, resp. úto£ných, zón pozic niº²í
úrovn¥ a nebo zón pozic s men²ím d·kazovým stromem. Jelikoº jsou uva-
ºované stromy kone£né, lze se vºdy takovým sestupem dopracovat aº k λ-
strom·m úrovn¥ 0, pro n¥º jiº p°íslu²né zóny umíme konstruovat p°ímo.

Abychom zbyte£n¥ nekomplikovali následující demonstrace mnoha od-
bo£kami a rozbory speciálních p°ípad·, budeme aº do konce této sekce p°ed-
pokládat, ºe hra, o které uvaºujeme, má velmi speci�cká pravidla. P°i t¥chto
pravidlech nedovolíme obránci zvít¥zit (bude jen odráºet hrozby), zakáºeme
v nich remízu a také v nich nep°ipustíme tahy typu sebevraºda, kterými by
hrá£, jenº je provádí, mohl prohrát. V dal²ích sekcích, poté, co nám tato
omezení dovolí jasn¥ vyloºit základní ideje d·kazu, se k problému vrátíme
v plné obecnosti a zd·vodníme, jak lze v¥ty upravit a zanedbané eventuality
do nich zahrnout.

V¥ta 15. Nech´ platí Dn(Pos , π), neboli λ(Pos , o(π), n) = 1, a nech´ o(π)/x

je p°íslu²ný vít¥zný λna-tah, tj. Pos
o(π)/x−−−→ Pos0 a λ(Pos0, o(π), n − 1) = 1.

Dále nech´ X0 je schématem zón relevance °ádu r + 1 pro (Pos0, π,Dn−1),

p°i£emº X0
1 = {x1, x2, . . . , xk}. Nech´ Pos0

π/xi−−→ Pos i, kde (1 ≤ i ≤ k). Pro
kaºdou pozici Pos i platí, ºe λ(Pos i, o(π), n) = 1, a m·ºeme tedy p°edpokládat,
ºe Xi jsou schémata zón relevance °ádu r pro (Pos i, π,Dn). Pak posloupnost
oblastí X de�novaná jako {x} ∪ u(X0) ∪

⋃k
i=1 Xi je schéma zón relevance

°ádu r pro (Pos , π,Dn).

D·kaz. Víme, ºe platí Dn(Pos , π), tedy první poºadavek z de�nice schématu
zón relevance je spln¥n podle p°edpokladu.
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Dále se zabývejme druhým poºadavkem a zvolme místo y /∈ X1 tak, ºe

Pos
π/y−−→ Pos ′. Ukáºeme, ºe λ(Pos ′, o(π), n) = 1. Nejprve si uv¥domíme, ºe

x 6= y. Místo x je tedy v pozici Pos ′ volné a úto£ník na n¥j m·ºe zahrát:

Pos ′
o(π)/x−−−→ Pos ′0. Z°ejm¥ téº Pos0

π/y−−→ Pos ′0, nebo´ na po°adí pokládání
kamen· nezáleºí. Jelikoº y /∈ X0

2 , platí dále, ºe X0 je schématem zón relevance
°ádu 1 pro (Pos ′0, π,Dn−1), z £ehoº za prvé dostáváme, ºe λ(Pos ′0, o(π), n −
1) = 1 a tah o(π)/x je tedy λna-tahem i v pozici Pos ′, a za druhé podle
lemmatu 11 vidíme, ºe Λn

d(Pos ′0, π) ⊆ X0
1 . A´ ale pouºije obránce v pozici

Pos ′0 tah na jakémkoliv z míst xi ∈ X0
1 , aby dosáhl pozice Pos ′i, tedy aby

Pos ′0
π/xi−−→ Pos ′i, pak fakt, ºe op¥t platí i Pos i

π/y−−→ Pos ′i a navíc y /∈ X i
1

zaru£í, ºe λ(Pos ′i, π, n) = 1. M·ºeme proto uzav°ít, ºe λ(Pos ′, π, n) = 1.

Obrázek 4.2: Ilustrace k d·kazu v¥ty 15.

D·kaz t°etího poºadavku na schéma zón relevance provedeme indukcí
podle r a uv¥domíme si, ºe první krok jsme vlastn¥ dokazovali v minulém

odstavci. Máme-li nyní Pos
π/y−−→ Pos ′ za p°edpokladu y /∈ Xr, z°ejm¥ platí

i y /∈ X1 a podle jiº dokázaného tedy stále λ(Pos ′, π, n) = 1, coº lze navíc
dosv¥d£it tím samým stromem jako v pozici Pos (viz obrázek 4.2). Jelikoº
y /∈ X0

r+1, je X0 schéma zón relevance °ádu r pro (Pos ′0, π,Dn−1). Podobn¥
y /∈ X i

r, a tedy Xi jsou schémata zón relevance °ádu r − 1 pro (Pos ′i, π,Dn)
pro kaºdé (1 ≤ i ≤ k). Vidíme tedy, ºe v pozici Pos ′ lze opakovat ve²kerou
argumentaci v¥ty znovu (práv¥ jsme ov¥°ili její p°edpoklady) pouze s novým
°ádem r′ = r − 1. Tím je d·kaz indukcí dokon£en.
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V¥ta 16. Nech´ platí An(Pos , π), neboli λ(Pos , π, n) = 0, a tím pádem
téº λ(Pos , π, n − 1) = 0. Nech´ X0 je schéma zón relevance °ádu r + 1
pro (Pos , π, An−1). Rozd¥lme si oblast X0

1 na a1, a2, . . . , ak, místa úto£ných
λn-tah· pozice Pos, a na b1, b2, . . . , bl, místa ostatní. Pro kaºdý úto£ný tah

ai (1 ≤ i ≤ k) existuje obránc·v tah di tak, ºe Pos
π/ai−−→ Pos i

o(π)/di−−−−→
Posai a λ(Posai , π, n) = 0. Nech´ Yi jsou schémata zón relevance °ádu r

pro (Posai , π, An). Dále máme Pos
π/bj−−→ Posbj pro kaºdé (1 ≤ j ≤ l) a

λ(Posbj, π, n − 1) = 0. Nech´ Zj jsou schémata zón relevance °ádu r pro

(Posbj, π, An−1). Pak posloupnost oblastí X = u(X0) ∪
⋃k
i=1 ({di} ∪Yi) ∪⋃l

j=1 Zj je schéma zón relevance °ádu r pro (Pos , π, An).

D·kaz. Platnost An(Pos , π), jakoºto prvního z poºadavk· de�nice schématu
zón relevance, je zaji²t¥na podle p°edpokladu.

Dále dokazujme, ºe kdyº Pos
π/y−−→ Pos ′ a y /∈ X1, pak λ(Pos ′, π, n) = 0.

Jelikoº v takovém p°ípad¥ y /∈ X0
2 , je posloupnost X0 schématem úto£ných

zón °ádu 1 pro (Pos ′, π, An−1) a i v nové pozici Pos ′ budeme podle lemmatu
11 místa úto£ných λn-tah· hledat pouze mezi X0

1 . Vzhledem k monotonii
X0

1 ⊆ X0
2 není y rovno ºádnému z míst ai, ani bj a navíc ani ºádnému di.

M·ºeme proto podobn¥ jako v d·kazu v¥ty 15 vytvo°it �o£árkovanou verzi�
na²í £ásti stromu hry a ve vzniklém diagramu vyuºívat vlastnosti komutati-
vity pokládání kamen· � viz obrázek 4.3. Nyní uº si sta£í pouze uv¥domit,
ºe pro kaºdé (1 ≤ i ≤ k) platí y /∈ Y i

1 a tedy λ(Pos ′ai , π, n) = 0 a také, ºe pro
kaºdé (1 ≤ j ≤ l) platí y /∈ Zj

1 a tedy λ(Pos ′bj , π, n − 1) = 0 a ºádné z míst
bj se nestane místem λna-tahu pozice Pos ′. Celkov¥ tedy λ(Pos ′, π, n) = 0.

Obrázek 4.3: Ilustrace k d·kazu v¥ty 16.
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K dokon£ení d·kazu indukcí si sta£í uv¥domit, ºe p°i p°echodu Pos
π/y−−→

Pos ′ za p°edpokladu y /∈ Xr máme nejprve z monotonie λ(Pos ′, π, n) =
0 a tento fakt lze dosv¥d£it tím samým stromem jako v pozici Pos . Dále
v takové situaci y /∈ X0

r+1 a tedy X0 je schéma zón relevance °ádu r pro
(Pos ′, π, An−1), taktéº y /∈ Y i

r a tedy Yi jsou schémata zón relevance °ádu
r − 1 pro (Pos ′ai , π, An) pro kaºdé (1 ≤ i ≤ k) a kone£n¥ y /∈ Zj

r a proto
Zj jsou schémata zón relevance °ádu r − 1 pro (Pos ′bj , π, An−1) pro kaºdé
(1 ≤ j ≤ l). Vidíme tedy, ºe v pozici Pos ′ lze opakovat ve²kerou argumentaci
znovu pouze s novým °ádem r′ = r − 1.

4.7 O²et°ení inverzí a úprava pro dual-lambda
search

V¥ty 15 a 16 jsme zatím kv·li názornosti dokázali pouze za jistých omezu-
jících p°edpoklad· týkajících se moºného zakon£ení hry. Tento nedostatek
budeme nyní postupn¥ napravovat a za£neme zamy²lením nad tím, jak d·-
kazy obou v¥t ovlivní p°idání moºnosti obránce dosáhnout vlastní výhry.

Abychom si usnadnili vyjad°ování, budeme se v následujících odstavcích
odkazovat na symboly zavedené v d·kazech zmi¬ovaných v¥t. N¥kdy proto
bude nejspí² pro £tená°e nutné, aby se vrátil na p°edchozí strany a aby si
symboly, spolu s jejich kontextem, p°ipomn¥l.

V¥ta 15 se zabývá konstrukcí schématu zón relevance pro predikát Dn a
její hlavní my²lenka spo£ívá v p°edvedení, ºe obránce π svým tahem v míst¥
y nem·ºe naru²it úto£ník·v vyhrávací λ-strom, pokud y nepat°í do zkonstru-
ované zóny. Problémem, který byl zatím opomíjen, je, zda nem·ºe obránce
svým tahem π/y sám vyhrát a tím argumentaci znehodnotit. Pokusíme se
nyní zd·vodnit, ºe to není moºné, a to konkrétn¥ proto, ºe by takový tah
musel být jiº d°íve zahrnut mezi n¥kterou z díl£ích zón ú£astnících se kon-

strukce. To zcela jist¥ platí v p°ípad¥ tah· Pos i
π/y−−→ Pos ′i, nebo´ kdyby

T (Pos ′i) &V(Pos ′i, π) = π(1), nemohlo by y /∈ X i
1 vzhledem k tomu, ºe Xi

je podle p°edpokladu schématem zón relevance pro (Pos i, π,Dn). Podobné

zd·vodn¥ní funguje i u tahu Pos0
π/y−−→ Pos ′0 s odvoláním na schéma zón

relevance X0.
Posledním tahem, který nám zbývá probrat, je Pos

π/y−−→ Pos ′. Pokud
je hra, o které uvaºujeme, stabilní, nem·ºe ani zde nastat problém. Kdyby

totiº Pos
π/y−−→ π(1), ze stability bychom dostali téº Pos0

π/y−−→ π(1), coº, jak
jiº víme, není moºné. Není-li na²e hra stabilní, nutí nás dosavadní úvahy
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pozm¥nit zn¥ní v¥ty 15 a roz²í°it výslednou zónu X o zónu relevance pro
(Pos , π,NotWonY et), coº pochopiteln¥ diskutovanou eventualitu vylou£í.

M·ºeme tedy uzav°ít, ºe ve stabilních hrách platí v¥ta 15 beze zm¥ny i
v p°ípad¥, ºe obránce m·ºe svým tahem vyhrát. V nestabilní h°e je potom
pro zachování její platnosti t°eba de�novat X jako {x}∪u(X0)∪

⋃k
i=1 Xi∪Y,

kde Y je schéma zón relevance p°íslu²ného °ádu pro (Pos , π,NotWonY et).

Nyní je na £ase zkontrolovat za nových podmínek, které umoº¬ují obránci
zvít¥zit, i platnost v¥ty 16. Vyuºijeme této p°íleºitosti také k tomu, abychom
vysv¥tlili, jak konstrukci zón relevance p°izp·sobit pro variantu prohledávání
dual-lambda search. Uv¥domíme-li si totiº, ºe práv¥ a pouze rozpoznáváním
inverzí, tj. tah·, kterými obránce svým vít¥zstvím ma°í zaloºený útok, se
p°ístupy lambda prohledávání a dual-lambda li²í, bude vyloºení následujících
my²lenek obzvlá²t¥ snadné.

V d·kazu v¥ty 16 se úto£níkovi π nepoda°ilo v pozici Pos zvít¥zit pomocí
λ-stromu úrovn¥ n, nebo´ obránce o(π) v²echny hrozby odvrátil. Doposud
jsme neuvaºovali p°ípad, ve kterém by odvrácení hrozby spo£ívalo ve vlastním
vít¥zství obránce, tedy, v °e£i symbol· zavedených ve v¥t¥, existenci míst a0

a d0 a pozice Pos0 takových, ºe Pos
π/a0−−→ Pos0 a Pos0

o(π)/d0−−−−→ π(−1).
Útok v míst¥ a0 selhal, nebo´ obránce sám zvít¥zil v následujícím tahu. To

je speciální p°ípad situace, která nastává v metod¥ dual-lambda search, kdyº
se ur£itý tah nestane µa-tahem, nebo´ po jeho zahrání má obránce k dispozici
µ-strom s hodnotou 1 (viz sekce 3.9) � na pokus o útok naváºe obránce svým
úsp¥²ným protiútokem. Otázka nyní zní, jak zajistit, aby zkonstruovaná zóna
pro (Pos , π, An) brala práv¥ pospanou skute£nost na v¥domí a aby hrá£ π
tahem mimo ni nemohl statut svého neúsp¥²ného útoku zm¥nit.

�e²ení se nabízí v podob¥ pouºití výsledk· spo£tených jiº d°íve. Víme-li
totiº, ºe v pozici Pos0 má obránce úsp¥²ný strom pro útok, platí tedy vlastn¥
Dk(Pos0, π) pro n¥jaké k, a m·ºeme p°edpokládat, ºe jsme dostali také
p°íslu²nou zónu, p°esn¥ji °e£eno schéma zón relevance pro (Pos0, π,Dk).
P°idáme-li toto schéma do námi konstruovaného výsledku X, bude tím zaru-
£eno, ºe i �v o£árkované� verzi stromu bude vlastnost úsp¥²ného protiútoku
obránce zachována. Jinými slovy ve výsledné zón¥ se vyskytnou taková místa,
kde má úto£ník nad¥ji p°ekazit obránc·v protiútok, coº je pochopiteln¥ nutný
p°edpoklad k tomu, aby mohl sám úsp¥²n¥ zaúto£it.

Práv¥ popsané my²lenky formáln¥ shrnuje následující úprava v¥ty 16,
kterou lze pouºít ke konstrukci zón pro útok jak pro lambda search tak i pro
dual-lambda search.

V¥ta 17. Nech´ platí An(Pos , π), neboli λ(Pos , π, n) = 0, a tím pádem téº
λ(Pos , π, n − 1) = 0. Nech´ X0 je schéma zón relevance °ádu r + 1 pro
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(Pos , π, An−1). Rozd¥lme si oblast X0
1 na a1, a2, . . . , ak, místa úto£ných λn-

tah· pozice Pos, na b1, b2, . . . , bl, místa, kde se úto£níkovi neda°í hrozit, a na
c1, c2, . . . , ct, kde je úto£ník sám ohroºen. Pro kaºdý úto£ný tah ai (1 ≤ i ≤ k)

existuje obránc·v tah di tak, ºe Pos
π/ai−−→ Pos i

o(π)/di−−−−→ Posai a λ(Posai , π, n) =
0. Nech´ Yi jsou schémata zón relevance °ádu r pro (Posai , π, An). Dále máme

Pos
π/bj−−→ Posbj pro kaºdé (1 ≤ j ≤ l) a λ(Posbj, π, n− 1) = 0. Nech´ Zj jsou

schémata zón relevance °ádu r pro (Posbj, π, An−1). Navíc platí Pos
π/cs−−→ Poscs

pro kaºdé (1 ≤ s ≤ t) a λ(Poscs, o(π),ms) = 1 pro n¥jaké ms < n.10 Nech´
Ws jsou schémata zón relevance °ádu r pro (Poscs, π,Dms). Pak posloupnost
oblastí X = u(X0) ∪

⋃k
i=1 ({di} ∪Yi) ∪

⋃l
j=1 Zj ∪

⋃t
s=1 Ws je schéma zón

relevance °ádu r pro (Pos , π, An).

4.8 O²et°ení remízy a omezování hloubky pro-
hledávání

Dal²í zp·sob ukon£ení hry, kterým jsme se zatím nezabývali, je remíza. Úpln¥
obecn¥ vzato je ukon£ení hry remízou rovnocenné výh°e £i proh°e a m·ºe
nastat po jakémkoliv tahu. Ve v¥t²in¥ her ale nastává remíza aº v situacích,
kdy je jasné, ºe ºádný z hrá£· si svou výhru nebude moci vynutit, nebo
kdyº jiº jednodu²e nelze hrát dále, p°i£emº o vít¥zi zatím nebylo rozhodnuto.
Pro na²e ú£ely bude proto naprosto dosta£ující, vypo°ádáme-li se s moºností
ukon£ení hry remízou jen ve speciálním p°ípad¥, a to konkrétn¥, kdyº remíza
nastává po ur£itém p°edem daném po£tu tah· d od za£átku hry, pokud do
té doby nebylo rozhodnuto o vít¥zi.11

Podívejme se op¥t na v¥ty 15 a 16, abychom zjistili, jak jejich platnost
p°idání moºnosti remízy ovlivní. U v¥ty 16 je situace velmi jednoduchá. Po-
kud je totiº neúsp¥ch úto£níkova λ-stromu vystav¥ného v pozici Pos z£ásti
zp·soben také tím, ºe byla v ur£ité hloubce hra ukon£ena remízou, bude
strom stav¥ný v pozici Pos ′ neúsp¥²ný tím spí²e, nebo´ remíza nastane je²t¥

o tah d°íve. (Limit se o 1 sníºí kv·li tahu Pos
π/y−−→ Pos ′.) V p°ípad¥ v¥ty

15, kdy se snaºíme zachovávat λ-strom naopak úsp¥²ný, tento argument ale
nelze pouºít. Ve skute£nosti není t¥ºké si uv¥domit, ºe tato v¥ta za uvedených
podmínek ani neplatí. �e²ení tentokrát spo£ívá v tom, ºe p°estaneme limit d

10V p°ípad¥ metody lambda search bude vºdy ms = 0, nebo´ tento algoritmus inverze
vy²²í úrovn¥ nehledá.

11P°ipome¬me, ºe v námi testovaných hrách m·ºe remíza nastat pouze v Pi²kvorkách a
to po celkovém zapln¥ní hrací plochy.
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chápat, tak jako doposud, jako £íslo vyplývající z podstaty pravidel hry12, a
místo toho jej p°idáme mezi parametry prohledávací procedury. Kdyº potom
v pozici Pos nalezneme úto£ník·v úsp¥²ný strom p°i limitu d− 1, nebude jiº
nic bránit zachování tohoto stromu v pozici Pos ′ p°i limitu d.

Je dobré si uv¥domit, ºe vý²e popsané úvahy lze snadno aplikovat i v p°í-
pad¥, ºe na²e hra sice nem·ºe skon£it remízou, ale my bychom rádi omezili
hloubku prohledávání na²eho algoritmu nap°. proto, ºe bez takového ome-
zení není ²ance se v rozumném £ase do£kat výsledku. Za tímto ú£elem si
m·ºeme práh d stanovit um¥le a po zahrání d tah· ob¥ma hrá£i hru vºdy
ukon£it remízou. Vzdáme se tím sice úplnosti prohledávání v tom smyslu, ºe
se algoritmu jiº nepoda°í odhalit hodnotu zkoumané pozice, pokud by po-
t°ebný d·kaz vyºadoval prohledat strom o hloubce v¥t²í neº d, úvahy této
sekce nám ale zaru£í, ºe nevynecháme ºádný λ-strom s malou hloubkou a
ºe tedy prohledávání bude úplné alespo¬ vzhledem k pozm¥n¥ným herním
pravidl·m.

4.9 O²et°ení tah· typu sebevraºda

Posledním speciálním p°ípadem ukon£ení hry, který je²t¥ nebyl diskutován,
je p°ípad tah· typu sebevraºda. Sebevraºedné tahy p°ipou²tí z námi testova-
ných her pouze hra AtariGo, a to navíc za velmi speci�ckých podmínek. Ne-
budeme se zde proto pou²t¥t do rozboru podobného dv¥ma p°edcházejícím,
abychom p°idáním dal²ích p°edpoklad· p°ípadn¥ mírnou úpravou konstru-
ovaných zón zd·vodnili platnost v¥t 15 a 16 i p°i moºnosti sebevraºedných
tah·. Místo toho na tomto míst¥ pouze prohlásíme, ºe p°i implementaci zkou-
maných metod pro hru AtariGo není t°eba postup konstrukce zón relevance
z d·vod· p°ítomnosti sebevraºedných tah· nijak upravovat. D·vodem je fakt,
ºe místa na hrací plo²e, která by kv·li p°ítomnosti sebevraºdy mohla p·sobit
potíºe, budou vºdy jiº p°edem zahrnuta do p°íslu²ných zón z jiného d·vodu,
konkrétn¥ se bude jednat o svobody ohroºených °et¥zc·. P°esné zd·vodn¥ní
tohoto nazna£eného tvrzení není sice sloºité, je ale pon¥kud zdlouhavé, a
proto jej zde nebudeme uvád¥t.

4.10 Shrnutí

Shr¬me nyní výsledky o konstrukci zón relevance dosaºené v této kapitole.
Zabývali jsme se v ní speci�ckým druhem her s jednoduchou strukturou,
které jsme nazvali hry s kameny. Pro n¥která tvrzení jsme navíc pot°ebovali

12Nap°. v Pi²kvorkách vyplývá hodnota limitu z velikosti hrací plochy.
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klást na hru dal²í p°edpoklady, jimº jsme °íkali stabilita. Nakonec bylo nutné
opatrn¥ zacházet s atypickými zp·soby ukon£ení hry, jmenovit¥ s remízou a
tahy typu sebevraºda.

Dosáhli jsme následujících výsledk·:

• Ve stabilních hrách umíme konstruovat zóny relevance pro predikáty
LosingInNext a NotWonYet .

• S pomocí zón relevance pro predikáty LosingInNext a NotWonYet umí-
me vytvá°et zóny pro predikáty A0 a D0, tedy pro útok a obranu v lam-
bda prohledávání na úrovni 0.

• Zóny relevance pro predikáty An a Dn umíme konstruovat pomocí zón
týchº predikát· s niº²í úrovní n nebo predikát· dosv¥d£ených men²ími
stromy a to s následujícími dopln¥ními:

� P°i konstrukci zóny pro predikát Dn musíme p°edpokládat stabi-
litu hry, nebo vznikající zónu vºdy obohacovat o zónu relevance
pro predikát NotWonYet v dané pozici.

� P°i konstrukci zóny pro predikát An vyuºíváme v p°ípad¥ obrán-
cových inverzí zóny pro predikát Dk (k < n), coº je navíc zp·sob,
jak de�novat zóny relevance pro p°íslu²né pojmy i v prohledávání
dual-lambda.

� Uvaºujeme jen speciální druh remízy, která nastává po p°edem da-
ném po£tu tah· od za£átku hry, pokud do té doby nedo²lo k výh°e
jednoho z hrá£·.

� Tahy typu sebevraºda jsme z na²ich úvah úpln¥ vylou£ili. P°esto
lze popsanou metodu pouºít beze zm¥ny i ve h°e AtariGo, o ko-
rektnosti je ale t°eba se p°esv¥d£it zvlá²´.
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Kapitola 5

Implementace prohledávací
metody

V p°edchozích kapitolách jsme se seznámili s technikou lambda prohledá-
vání a konstrukce zón relevance na teoretické úrovni. Ukázali jsme, jak jsou
λ-stromy vy²²í úrovn¥ induktivn¥ de�novány s pomocí strom· úrovn¥ niº²í
a jak lze také p°i konstrukci zón relevance sledovat tento induktivní ráz a
vhodnou kombinací zón pro základní predikáty sestrojovat zóny pro predi-
káty odvozené. Úkolem této kapitoly bude zam¥°it se na popsané techniky
z implementa£ního hlediska a popsat fungování programu, který vznikl jako
sou£ást této práce za ú£elem testování zkoumaných metod.

Nejprve p°edstavíme kostru prohledávacího algoritmu lambda search, kte-
rý jsme implementovali pomocí techniky prohledávání do hloubky a podrobn¥
budeme demonstrovat, jak se v pr·b¥hu výpo£tu zachází se zónami relevance.
V sekci 5.2 se stru£n¥ zmíníme o úkolu tvorby objektu pro reprezentaci herní
pozice v kaºdé ze t°í námi zkoumaných her. Technikám urychlování prohledá-
vacího algoritmu se pak bude v¥novat sekce 5.3. Na záv¥r kapitoly uvedeme
výsledky, kterých se s pomocí na²eho programu poda°ilo dosáhnout v jed-
notlivých hrách, a popí²eme p°ednosti a slabiny zkoumaného p°ístupu, jeº se
b¥hem testovaní poda°ilo identi�kovat.

5.1 Prohledávací algoritmus

P°i implementaci algoritm· lambda search a dual-lambda search jsme jako
prohledávací paradigma zvolili metodu prohledávání do hloubky. A£koliv je
moºné prohledávat stromy her i jiným zp·sobem, je tento p°ístup vyuºíván
nej£ast¥ji, a to nejen díky svým nízkým pam¥´ovým nárok·m, ale téº proto,
ºe jej lze velmi p°ímo£a°e realizovat pomocí rekurze. Navíc je k dispozici celá
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°ada technik jak prohledávání herních strom· do hloubky urychlovat.
Úkolem následujících odstavc· bude podrobn¥ rozebrat na²i implemen-

taci algoritmu lambda search1 p°edev²ím se zam¥°ením na uplatn¥ní zón
relevance. D°íve, neº ale p°istoupíme k prezentaci samotného pseudokódu, je
na míst¥ n¥kolik poznámek.

Prohledávací algoritmus vyuºívá p°i své práci sluºeb objektu game. Ten
v sob¥ zapouzd°uje informace o jedné konkrétní pozici zkoumané hry. Dokáºe
odpovídat na dotazy, zda pozice je, £i není koncová (metoda isGameOver),
zda daný hrá£ dokáºe dosáhnout výhry v p°í²tím tahu (metoda hasImmedia-

teWin), a umí vracet schémata zón relevance pro základní predikáty A0 a D0

(metody basicAZone resp. basicDZone). Nemén¥ d·leºité jsou metody doMove

a undoMove, které simulují zahrání resp. od£in¥ní ur£itého tahu a s jejichº
pomocí prohledávací algoritmus prochází strom hry. Nutno dodat, ºe objekt
game je v algoritmu chápán jako globální a algoritmus vlastn¥ analyzuje tu
pozici, kterou objekt game reprezentuje v okamºiku jeho spu²t¥ní.

Jiº v kapitole 4 jsme se zmínili o tom, jak v po£íta£i reprezentovat sché-
mata zón relevance, tedy ur£ité posloupnosti oblastí na hrací plo²e °azené do
sebe inkluzí. K tomuto ú£elu vyuºíváme celo£íselné pole o velikosti hrací plo-
chy, kde £íslo na pozici odpovídající ur£itému místu vyjad°uje index nejmen²í
oblasti z posloupnosti, do které místo pat°í. Nad schématy zón relevance (°í-
kejme jim dále jen zóny), jsme de�novali binární operaci sjednocení (které
znamená sjednocení jednotlivých oblastí v posloupnostech po sloºkách) a
unární odvinutí (které si lze p°edstavit jako zapomenutí první oblasti v po-
sloupnosti). Lze si snadno uv¥domit, ºe p°i vý²e zmín¥né reprezentaci je
moºno operaci sjednocení implementovat jednodu²e pomocí minima a odvi-
nutí jako od£ítání jedni£ky.2

Podobn¥ jako stav hry chápeme i zóny relevance v pseudokódu jako ob-
jekty. P°i manipulaci s nimi se uplatní následující metody. Operaci odvinutí
odpovídá metoda unwind. Sjednocení jedné zóny s druhou spolu s uloºením
výsledku na místo první z nich lze provád¥t pomocí metody merge. Metoda
add p°idá p°edaný prvek do v²ech oblastní posloupnosti a funkce singleton vy-
tvo°í konstantní posloupnost sloºenou z jednoprvkových oblastí obsahujících
p°edaný prvek. Nakonec popi²me d·leºitou metodu select, která z posloup-
nosti vyd¥lí první sloºku, tedy onu mnoºinu tah·, která nás nejvíce zajímá.

Nyní jiº m·ºeme kone£n¥ p°istoupit k popisu vlastního algoritmu ve form¥
1Verzi dual-lambda search se zde v¥novat nebudeme. Vyuºívá stejných my²lenek jen

v pon¥kud komplikovan¥j²í podob¥, nebo´ se musí postupn¥ zabývat hrozbami obou hrá£·.
2P°esn¥ji: Reprezentuje-li pole X posloupnost oblastí X tak, ºe £íslo X[i] ur£uje

minj i ∈ Xj a podobn¥ pro pole Y a posloupnost Y, pak pro pole Z reprezentující po-
sloupnost Z = X∪Y platí Z[i] = min(X[i], Y [i]) a pro pole W reprezentující posloupnost
W = u(X) máme W [i] = max(1, X[i]− 1).
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pseudokódu. Uv¥domme si ale, ºe je v n¥m kv·li p°ehlednosti vynecháno
n¥kolik podstatných detail·, nap°. kód pro omezování hloubky prohledávání
nebo o²et°ení ukon£ení hry remízou £i sebevraºedným tahem.

Lambda(player , level)

1 if game.hasImmediateWin(player) then
2 return (1, game.basicDZone(player))
3 aZone ← game.basicAZone(player)
4 if level = 0 then
5 return (0, aZone)
6 for curLevel ← 1 to level do
7 (result , zone)← Attack(player , curLevel , aZone)
8 if result = 1 then
9 return (1, zone)
10 else
11 aZone ← zone
12 return (0, aZone)

Pro názornost je kód prohledávacího algoritmu rozd¥len do t°í procedur.
Hlavní procedura Lambda je vstupním bodem celého prohledávání a vyu-
ºívá pomocných procedur Attack a Defend. V²echny t°i procedury vrací
jako sv·j výstup dvojici hodnot. První sloºkou dvojice je vypo£tený výsledek
z oboru {0, 1}, druhou pak zóna, která výsledku odpovídá.

Procedura Lambda provádí lambda prohledávání iterativním zp·sobem.
V podob¥ parametr· jí jsou p°edány hrá£ na tahu player , kterému budeme
také °íkat úto£ník, a £íslo level , coº je maximální λ-úrove¬, do které má
iterace postupovat. Úkolem procedury je rozhodnout, zda má v dané pozici
úto£ník k dispozici úsp¥²ný λ-strom úrovn¥ nejvý²e level . Pokud je tomu tak,
vrátí procedura hodnotu 1 a zónu relevance pro predikát Dlevel, v opa£ném
p°ípad¥ vrací 0 a zónu pro predikát Alevel. Vrácené zóny poslouºí volajícímu
v prvním p°ípad¥ k hledání obranných tah· proti p°ítomné hrozb¥, v p°ípad¥
druhém pro zakládání potenciálního útoku na vy²²í úrovni, tedy k hledání
tah· úto£ných.

Procedura za£íná pokusem o útok na λ-úrovni 0 (°ádky 1 a 2) � m·ºe-li
úto£ník dosáhnout výhry v p°í²tím tahu, a má-li tedy k dispozici λ0

a-tah, vrací
procedura 1 (úsp¥ch) a zónu pro predikát D0. Pokud není moºno dosáhnout
výhry p°ímo, a v dané pozici tedy platí naopak A0, získáme od objektu
game p°íslu²nou zónu (°ádka 3), a je-li 0 nejvy²²í úrovní, kterou jsme se m¥li
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zabývat, je taky tato zóna spole£n¥ s £íslem 0, p°íznakem neúsp¥chu, vrácena
a procedura kon£í (°ádky 4 a 5).

Dále zkou²í procedura Lambda hledat úsp¥²ný λ-strom na vy²²ích úrov-
ních, k £emuº slouºí for-cyklus na °ádkách 6 aº 11. Vyuºívá k tomu proceduru
Attack, jejímº úkolem je prohledat λ-strom zadané úrovn¥ (viz parametr
curLevel). P°ed zahájením i-té iterace cyklu vºdy platí, ºe je ve zkoumané
pozici spln¥n predikát Ai−1 a prom¥nná aZone obsahuje jemu p°íslu²nou zónu
relevance. Tuto zónu pouºívá práv¥ procedura Attack pro hledání úto£ných
tah·. Je-li výsledkem volání procedury Attack v i-té iteraci cyklu úsp¥ch,
coº znamená, ºe se nám poda°ilo nalézt λi-strom s hodnotou 1, ukon£íme
provád¥ní cyklu a vracíme taktéº p°íznak úsp¥chu spole£n¥ se získanou zó-
nou, coº je zóna relevance pro predikát Di. V opa£ném p°ípad¥ vyuºijeme
vrácenou zónu k aktualizaci prom¥nné aZone, která tak bude obsahovat zónu
pro predikát Ai, £ímº se zajistí platnost invariantu cyklu pro dal²í iteraci. Po-
kud procedura Lambda neskon£í b¥hem provád¥ní cyklu nebo d°íve, uplatní
se kód na poslední °ádce a vrácena je hodnota 0 spolu s obsahem prom¥nné
aZone, coº je v tomto okamºiku zóna relevance pro predikát Alevel .

Je moºno si v²imnout, ºe iterace v procedu°e Lambda neslouºí pouze
k tomu, aby byl p°íslu²ný úsp¥²ný strom nalezen na nejniº²í moºné úrovni
a tedy s vyuºitím minimálního mnoºství výpo£etních prost°edk·. Nemén¥
d·leºitý je také fakt, ºe neúsp¥²ná fáze vºdy p°ipraví zónu pro útok pro fázi
následující, a z tohoto pohledu � chceme-li vyuºívat zóny relevance pro útok
� je tedy iterace nezbytná.

Jak jiº bylo nazna£eno, úkolem procedury Attack je prohledávat λ-
strom hrá£e player úrovn¥ level s vyuºitím zóny relevance aZone. Zárove¬
je b¥hem výpo£tu p°ipravována zóna nová pro p°ípad, ºe by prohledávání
skon£ilo neúsp¥chem. Zam¥°me se ale nejprve na samotný pr·b¥h výpo£tu
s tím, ºe se ke konstrukci nové zóny vrátíme pozd¥ji.

Poté, co procedura Attack získá kandidáty na úto£né tahy (°ádka 1),
jsou tito postupn¥ v cyklu (3�13) testováni, zda se skute£n¥ jedná o λlevel

a -
tahy, £i nikoliv. Test se provádí na °ádce 5 pomocí rekurzivního volání pro-
cedury Lambda. P°esn¥ podle de�nice je totiº testovaný tah λlevel

a -tahem, po-
kud má po jeho zahrání úto£ník k dispozici úsp¥²ný λ-strom úrovn¥ level −1.
Tahy, které testem neprojdou, se dále nezabýváme. Naopak za kaºdý úsp¥²ný
je potenciáln¥ volána procedura Defend, aby se zjistilo, zda obránce dokáºe
hrozbu odvrátit. Procedu°e Defend je mj. p°edávána zóna spo£tená p°i vo-
lání Lambda, coº je obranná zóna p°íslu²ející dané hrozb¥, a tu procedura
Defend vyuºije p°i hledání obranných tah·. Pokud se obránci hrozbu od-
vrátit nepoda°í aDefend vrátí 1, je ukon£ena celá metoda Attack a vrácen
úsp¥ch (°ádka 11). Jinak cyklus postupn¥ prochází dal²í kandidáty a skon£í-li
bez nalezení úsp¥²ného úto£ného tahu, procedura Attack skon£í vrácením
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Attack(player , level , aZone)

1 attackMoves ← aZone.select
2 aZone.unwind
3 for each a ∈ attackMoves do
4 game.doMove(a, player)
5 (result , zone)← Lambda(player , level −1)
6 if result = 1 then
7 (result , zone)← Defend(player , level , zone)
8 if result = 1 then
9 zone.add(a)
10 game.undoMove

11 return (1, zone)
12 aZone.merge(zone)
13 game.undoMove

14 return (0, aZone)

p°íznaku neúsp¥chu (na °ádce 14).
Prom¥nná aZone je b¥hem výpo£tu procedury Attack aktualizována

takovým zp·sobem, aby v p°ípad¥, ºe procedura skon£í neúsp¥chem, obsaho-
vala zónu relevance pro predikát Alevel . Konstrukce postupuje pln¥ v souladu
se zn¥ním v¥ty 16 kapitoly 4, a výsledná zóna se proto skládá z odvinuté zóny
pro predikát Alevel −1 (viz °ádka 2) a z p°ísp¥vk· jednotlivých nepovedených
pokus· o úsp¥²ný úto£ný tah (ty jsou k zón¥ p°ipojovány na °ádce 12).

Zóna vrácená v p°ípad¥ úsp¥chu, tedy zóna pro predikátDlevel , je konstru-
ována podle v¥ty 15 a její hlavní £ást p°ipraví jiº úsp¥²né volání procedury
Defend. Úkolem procedury Attack je pak jiº jen p°ipojit k zón¥ vít¥zný
úto£ný tah (°ádka 9).

Procedura Defend je volána na pozice, ve kterých úto£ník player hrozí
obránci úsp¥²ným λ-stromem úrovn¥ level −1. S pomocí obranné zóny pro
tuto hrozbu dZone zji²´uje, zda má je²t¥ obránce ²anci útok odvrátit. Zárove¬
se podílí na p°íprav¥ zóny nové, která bude vyuºita, pokud prohledávání
skon£í úsp¥chem (úto£níka).

Postup v procedu°e Defend je velmi podobný tomu z procedury At-

tack. Nejprve jsou s vyuºitím parametru dZone získáni kandidáti na obranné
tahy (°ádka 1) a poté je v cyklu (3�14) zkou²eno, zda n¥který z nich obránce
nezachrání. Pokud takovou záchranou není vlastní vít¥zství obránce � na-
zývané v tomto kontextu inverze � které je testováno na °ádkách 5 aº 7,
spustí se prost¥ procedura Lambda, aby rekurzivn¥ prozkoumala p°íslu²ný
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Defend(player , level , dZone)

1 defensiveMoves ← dZone.select
2 dZone.unwind
3 for each d ∈ defensiveMoves do
4 game.doMove(d, oponent(player))
5 if game.isGameOver then
6 game.undoMove

7 return (0,singleton(d))
8 (result , zone)← Lambda(player , level)
9 if result = 0 then
10 zone.add(d)
11 game.undoMove

12 return (0, zone)
13 dZone.merge(zone)
14 game.undoMove

15 return (1, dZone)

podstrom (°ádka 8).3 Pokud toto volání vrátí 0, tedy p°íznak neúsp¥chu úto£-
níka, je moºno proceduru Defend ukon£it � obránce se ubránil (viz °ádka
12). V opa£ném p°ípad¥ jsou v cyklu postupn¥ zkou²eny dal²í obráncovy
alternativy, a teprve kdyº jsou vy£erpány, kon£í procedura Defend s p°í-
znakem úsp¥chu úto£níka (°ádka 15).

Úpravy prom¥nné dZone v pr·b¥hu výpo£tu procedury Defend, jme-
novit¥ její odvinutí (°ádka 2), a také p°ipojování zón vrácených úsp¥²nými
voláními procedury Lambda (°ádka 13), zajistí, ºe je na konci výpo£tu vrá-
cena zóna relevance pro predikát Dlevel .4 Podobn¥ zóny vrácené v p°ípad¥
neúsp¥chu úto£níka (°ádky 7 a 12) pomáhají volající procedu°e Attack vy-
ráb¥t zónu pro predikát Alevel . Ov¥°ení obou t¥chto tvrzení se odvolává na
jiº zmi¬ované v¥ty 15 a 16 kapitoly 4.

Na záv¥r si v²imn¥me, ºe jsme v jistém smyslu v procedurách Attack

a Defend realizovali prohledávání herního stromu metodou alfa-beta. Je-
likoº totiº vrcholy na²eho stromu mohou nabývat pouze dvou hodnot (0 a
1), redukuje se vlastn¥ alfa-beta pro°ezávání stromu hry na jednoduché pra-

3Je dobré si v²imnout, ºe na tomto míst¥ není t°eba hledat obranné λd-tahy podle
de�nice. Pro ú£ely algoritmu není totiº t°eba rozli²ovat, zda zkoumaný tah není λd-tahem,
nebo jím sice je, ale neúsp¥²ným.

4Zatím ale je²t¥ bez místa úsp¥²ného úto£ného tahu, které k ní p°ipojí volající pro-
cedura Attack.
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vidlo: Nesetrvávat p°i vyhodnocování vrcholu stromu, ve kterém se po£ítá
maximum, déle neº do objevení první hodnoty 1 a podobn¥ pro minimum a
hodnotu 0. Je snadné si uv¥domit, ºe se tímto pravidlem na²e procedury °ídí.

5.2 Implementace objekt· hry

Prohledávací algoritmus popisovaný v minulé sekci pouºívá p°i procházení
stromu hry objekt game, s jehoº pomocí generuje jednotlivé herní pozice a
získává o nich pot°ebné informace. P°i p°íprav¥ testovacího programu bylo
t°eba implementovat jednu verzi objektu game za kaºdou ze t°í námi zkou-
maných her. Pokusíme se zde krátce nastínit, co taková implementace obná²í
a jaké problémy je t°eba vy°e²it, má-li být rozumn¥ efektivní.

Objekt game reprezentuje v jednom okamºiku vºdy jednu pozici dané
hry. Základní strukturou pro uloºení pozice ve h°e s kameny je pochopi-
teln¥ pole, které pro kaºdé místo na hrací plo²e nese informaci o tom, zda
je zrovna místo volné £i obsazené kamenem jednoho nebo druhého hrá£e.
Pro efektivní rozpoznávání koncových pozic a p°edev²ím pro rychlý výpo£et
zón relevance je ale v¥t²inou nutné p°idruºit k tomuto poli je²t¥ dal²í po-
mocné struktury, které tyto výpo£ty usnadní. P°i návrhu t¥chto struktur je
výhodné vyuºít inkrementální charakter zm¥n provád¥ných p°i manipulaci
s objektem game. Pozice reprezentovaná tímto objektem se totiº b¥hem pro-
hledávání m¥ní pouze p°i volání metod doMove resp. undoMove, £ili zm¥na se
vºdy týká pouze jednoho místa hrací plochy. Navíc jsou volání t¥chto dvou
metod �dob°e uzávorkována�, a tak je moºné uchovávat si v zásobníku zm¥ny
provedené na struktu°e p°i volání doMove a b¥hem undoMove tyto informace
pouºívat pro uvedení struktury do p·vodního stavu.

D°íve neº se pustíme do stru£ného popisu na²í implementace zmi¬ovaných
struktur v námi zkoumaných hrách � tedy v AtariGo, Hexu a Pi²kvorkách �
je dluºno vyslovit jedno tvrzení, které jiº £tená° jist¥ dlouho o£ekával. Jme-
novit¥ ºe v²echny t°i tyto hry lze popsat jako hry s kameny, ve kterých je
navíc spln¥na vlastnost stability.5 Jak jsme vid¥li v kapitole 4, je za p°ed-
pokladu stability hry jediným obtíºným krokem p°i konstrukci zón relevance
pro základní predikáty hledání mnoºin PPV , tedy mnoºin tah· podstatn¥ se
podílejících na výh°e, a proto se v následujícím výkladu zam¥°íme práv¥ na
n¥.6

5První £ást tvrzení je z°ejmá. Stabilita se pak ov¥°í pro kaºdou hru zvlá²´ rozborem
vlastností koncových pozic.

6P°ipome¬me, ºe místo x se v pozici Pos podstatn¥ podílí na výh°e za k tah·, pokud

(∃X)[x ∈ X & |X| = k& Pos
π/X−−−→ π(1) & (∀X ′ ⊂ X)¬(Pos

π/X′

−−−→ π(1))].
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5.2.1 AtariGo

Úkolem hrá£e ve h°e AtariGo je obsadit svými kameny v²echny svobody opo-
nentova °et¥zce. Není proto t¥ºké si uv¥domit, ºe v této h°e bude udrºování
informace o jednotlivých °et¥zcích a po£tu jejich svobod hrát zásadní roli i
p°i hledání míst podstatn¥ se podílející na výh°e. Pon¥kud formáln¥ji m·-
ºeme °íci, ºe místa podstatn¥ se podílející na výh°e hrá£e π za nejvý²e k tah·
se vyskytují pouze mezi svobodami °et¥zc· jeho oponenta o(π) s nejvý²e k
svobodami.

Návrh struktury pro sledování °et¥zc· a jejich svobod pro ná² program
jsme p°evzali z [1]. Jedná se o seznam záznam· o v²ech °et¥zcích dané po-
zice dopln¥ný n¥kolika pomocnými poli a ukazateli tak, aby bylo moºné
tuto strukturu p°i zm¥n¥ pozice zahráním tahu inkrementáln¥ m¥nit a s co
nejmen²ími nároky na £as aktualizace udrºovat i po£et svobod kaºdého °e-
t¥zce. Uv¥domme si, ºe to není zcela jednoduchý úkol, nebo´ zahráním tahu
se mohou dva °et¥zce (nebo i více) slou£it do jednoho, p°i£emº výsledný po£et
svobod slou£eného °et¥zce není prostým sou£tem p°ísp¥vk· jeho jednotlivých
£ástí, nebo´ n¥které své svobody mohly tyto £ásti sdílet. Bliº²í informace o
struktu°e lze získat v citovaném zdroji. My zde jiº pouze poznamenáme, ºe
v okamºiku, kdy je tato struktura k dispozici, spo£ívá výpo£et mnoºin PPV
jiº pouze v procházení seznamu °et¥zc· a sjednocování p°ísp¥vk· v podob¥
svobod n¥kterých z nich (podle kritéria popsaného na konci minulého od-
stavce).

5.2.2 Hex

Ve h°e Hex, lépe °e£eno v námi zvolené modi�kaci jménem Y, se hrá£i snaºí
propojit pomocí svých kamen· t°i strany hexagonové sít¥ ve tvaru trojú-
helníku. Jelikoº je zde, podobn¥ jako v AtariGo, motiv propojování velmi
význa£ný, rozhodli jsme se vyuºít p°i implementaci Hexu podobné struktury
pro správu °et¥zc· (tedy navzájem propojených kamen· téºe barvy) jako
ve h°e p°edchozí, pouze s malými zm¥nami. Místo po£tu svobod kaºdého
°et¥zce ná² totiº v Hexu zajímá, zda-li je daný °et¥zec spojen s n¥kterou ze
t°í stran hrací plochy. Na²t¥stí se jedná o informaci, kterou je moºno b¥hem
inkrementálních aktualizací struktury snadno p°epo£ítávat.

P°echod od struktury k algoritmu pro výpo£et míst podstatn¥ se podí-
lejících na výh°e není v Hexu tak snadný jako u AtariGo. Úkolem je totiº
hledat minimální mnoºiny míst, na které kdyº hrá£ umístí své kameny, do-
sáhne propojení v²ech t°í stran hrací plochy. Není obtíºné si uv¥domit, ºe
jde vlastn¥ o instanci optimaliza£ního problému, kterému se °íká hledání
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Steinerova stromu7 a jehoº rozhodovací verze je NP-úplná ([12]). Ve sv¥tle
této skute£nosti jsme se u Hexu p°i výpo£tu PPV spokojili s p°ístupem
zaloºeným na zkoumání jednotlivých mnoºin �hrubou silou�. Aby ale doba
na výpo£et jedné odpov¥di nep°esáhla rozumnou mez, byly tímto zp·sobem
hledány pouze mnoºiny velikosti 1 a 2. Pak bylo kv·li zachování korektnosti
nutné v²echna ostatní místa (tedy ta, která se nepodílí na výh°e za jeden £i
dva tahy) zahrnout do t°etí oblasti vracené posloupnosti.8

5.2.3 Pi²kvorky

T°etí zkoumanou hrou je hra Pi²kvorky. Pravidla v ní stanoví, ºe výhry do-
sáhne ten hrá£, kterému se d°íve poda°í umístit na hrací plochu p¥t svých
kamen· v °ad¥ a to bu¤ vodorovn¥, svisle nebo diagonáln¥. Uváºíme-li mno-
ºinu v²ech moºných p¥tic míst, na kterých lze umíst¥ním kamen· výhry do-
sáhnout, jsme jiº jen kr·£ek od popisu inkrementální struktury, která byla
pouºita v této h°e. Za kaºdou takovou p¥tici si totiº sta£í pamatovat, kolika
je obsazena kameny a které barvy, a pak po zahrání tahu vºdy aktualizovat
záznamy t¥ch p¥tic, které jsou s místem tahu incidentní. P°i výpo£tu PPV
je pak t°eba projít záznamy p¥tic, které jsou obsazené �mnoha� kameny p°í-
slu²ného hrá£e, a kaºdé volné místo takové p¥tice p°idat do mnoºiny. Platí
totiº, ºe místa podstatn¥ se podílející na výh°e hrá£e π za nejvý²e k tah· se
vyskytují pouze mezi volnými místy p¥tic obsazených pouze hrá£em π a to
alespo¬ 5 − k kameny. Tyto úvahy vedly k implementaci pom¥rn¥ efektivní
struktury pro objekt game ve h°e Pi²kvorky.

5.3 Dal²í pouºité techniky urychlení

V sekci 5.1 byla popsána základní kostra prohledávacího algoritmu spolu
s vysv¥tlením, jak se p°i prohledávání uplat¬ují zóny relevance. Nyní je na
míst¥ se v krátkosti zmínit o dal²ích urychlovacích technikách, které byly
pouºity v na²em programu. Jelikoº se jedná o klasické techniky uºívané p°i
prohledávání herních strom·, jejichº základní idea fungování by m¥la být v²e-
obecn¥ známá, zam¥°íme výklad p°edev²ím na popis speci�ckých vlastností
na²í implementace.

7Vstupem problému je váºený graf a skupina jeho vrchol· nazvaných terminály, úkolem
pak najít minimální (ve smyslu váhy) souvislý podgraf, který v²echny terminály obsahuje.

8O v²ech místech, o kterých se nepoda°í dokázat, ºe se podílí na výh°e za nejvý²e dva
tahy, tedy program konzervativn¥ p°edpokládá, ºe by se mohla podílet na výh°e za tahy
t°i. Tím není ohroºena korektnost výsledku (viz první bod lemmatu 9 kapitoly 4), ale
omezí se ú£innost konstruovaných zón, které pak mohou být zbyte£n¥ veliké.
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5.3.1 Transpozi£ní tabulky

Transpozi£ní tabulky ²et°í práci prohledávacího algoritmu v p°ípad¥ výskytu
tzv. transpozic, neboli v situacích, kdy je ur£itá herní pozice dosaºitelná z po-
£áte£ní pozice stromu hry9 více neº jedním zp·sobem. P°ítomnost transpozic
se projeví, kdyº algoritmus postupn¥ uvaºuje o dvou nebo více tazích zahra-
ných v r·zném po°adí. Potom je výhodné uloºit po prvním vyhodnocení dané
pozice spo£tené výsledky do tzv. transpozi£ní tabulky a v okamºiku p°í²tího
výskytu pozice � místo opakovaného prohledávání p°íslu²ného podstromu �
uloºené hodnoty rovnou pouºít. Transpozi£ní tabulky bývají implementovány
jako ha²ovací tabulky ur£ité p°edem dané velikosti, £ímº se zajistí konstantní
doba pro vyhledávání. Nutné je pak zvolit p°ijatelný zp·sob o²et°ení kolizí,
jejichº výskytu se není moºno obecn¥ vyhnout.

Ha²ovací technika pro ukládání pozic implementovaná v na²em programu
pochází z [21] a její pouºití je velmi jednoduché. P°ed zahájením prohledá-
vání se pro kaºdé místo na hrací plo²e vygeneruje náhodný kód za kaºdý stav,
ve kterém se místo m·ºe nacházet (tj. prázdné, obsazené £erným, obsazené
bílým). Celkový kód pozice je pak vºdy spo£ten z kód· jednotlivých míst
podle jejich sou£asného stavu v pozici pomocí operace xor. Výhodou této
techniky jsou p°ijatelná odolnost v·£i kolizím, snadná implementace a p°e-
dev²ím moºnost rychlého inkrementálního udrºování kódu pozice p°i jejích
lokálních zm¥nách.

Vzhledem k tomu, ºe p°i lambda prohledávání je £asto pozice vyhodno-
cována postupn¥ z pohledu obou hrá£·, p°ipojuje program ke kódu pozice
informaci o tom, který hrá£ je práv¥ na tahu. Do transpozi£ní tabulky pak
program ukládá nejen výslednou hodnotu pozice (pro danou úrove¬ lambda
a hloubku prohledávání), ale i spo£tenou zónu relevance, která je pot°ebná
pro dal²í fáze prohledávání. Sou£ástí záznamu je kone£n¥ také kompletní
popis pozice, který je narozdíl od kódu pouºívaného pro adresaci do tabulky
pro kaºdou pozici jiný, a jehoº pouºitím je zaji²t¥na stoprocentní spolehlivost
spo£tených výsledk·.

V p°ípad¥ výskytu kolize p°i ha²ování, tedy pokud jsou dv¥ r·zné pozice
namapovány pomocí svých kód· na stejné místo v tabulce, je t°eba roz-
hodnout, který ze dvou záznam· na míst¥ ponechat a kterého se zbavit.10

Pravidlu, pomocí nejº takové rozhodnutí u£iníme, se anglicky °íká replace-
ment scheme (viz [6]). V na²em programu bylo pouºito pravidlo, které je

9Ozna£ení �strom hry� je tedy vlastn¥ nesprávné, nebo´ v p°ítomnosti transpozic se
obecn¥ jedná o orientovaný graf bez cykl·.

10Typicky totiº nep°ipou²tíme, aby jednomu místu p°íslu²el prom¥nný po£et záznam·,
jak tomu n¥kdy bývá u jiných aplikací ha²ování, nebo´ takové °e²ení není v p°ípad¥ trans-
pozi£ních tabulek praktické.
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v citovaném £lánku nazváno TwoBig. Jedná se o p°ístup, p°i kterém jsou
na jednom míst¥ v tabulce uchovávány vºdy dva záznamy a v p°ípad¥ vy-
hledávání potenciáln¥ oba testovány, zda neobsahují data zkoumané pozice.
P°i ukládání je potom vºdy jeden ze starých záznam· nahrazen záznamem
nov¥ spo£tené pozice, a to konkrétn¥ ten, jehoº výpo£et byl mén¥ náro£ný
(odpovídá stromu s men²ím po£tem vrchol·). Tím, ºe pravidlo vºdy zacho-
vává výsledky od naposledy zkoumané pozice, u níº je velká ²ance, ºe bude
brzy zkoumána znovu, a zárove¬ výsledky od pozice, jejíº ohodnocení bylo
náro£né, a jejíº záznam má proto ²anci pozd¥ji u²et°it mnoho práce, do-
sahuje s jeho pouºitím technika transpozi£ních tabulek nejlep²ích moºných
výsledk·, (coº bylo experimentáln¥ potvrzeno práv¥ v [6]).

5.3.2 History heuristika

Je známým faktem, ºe po°adí, ve kterém jsou p°i prohledávání stromu hry
metodou alfa-beta zkou²eny jednotlivé p°ípustné tahy, m·ºe zna£n¥ ovlivnit
velikost prohledávaného stromu a tím i dobu výpo£tu. Poda°í-li se totiº co
nejd°íve vyhodnotit podstrom, který dokazuje, ºe hodnota vrácená práv¥
zkoumaným vrcholem bude nutn¥ leºet mimo �prohledávací okno� stanovené
parametry α a β, zbylými kandidáty jiº není t°eba se zabývat a jsou takzvan¥
o°íznuty (anglicky se jim °íká cuto� ).

Pro ur£ovaní po°adí, ve kterém budou jednotlivé tahy zkou²eny p°i pro-
hledávání stromu hry, byla v na²em programu pouºita tzv. history heuristika
([15]). Jedná se o metodu, která je zcela nezávislá na zkoumané h°e a vyuºívá
pro uspo°ádávání pouze informace získané v p°edchozích fázích prohledávání.
Za kaºdý moºný tah (tedy za kaºdé místo na hrací plo²e) je uchovávána v ta-
bulce informace o jeho dosavadní úsp¥²nosti a v nov¥ zkoumaném vrcholu
jsou pak tahy zkou²eny v po°adí ur£eném práv¥ touto hodnotou. Úsp¥²nost
tahu se p°itom m¥°í tím, kolikrát se s jeho pomocí v dosavadní historii pro-
hledávání poda°ilo zp·sobit cuto� (za kaºdou takovou událost je k hodnot¥
tahu p°i£ítána jistá váha). Heuristika vlastn¥ vyuºívá pozorování, ºe mnoho
zkoumaných pozic je velmi podobných, a tak je u kaºdého tahu, který byl
úsp¥²ný d°íve, velká ²ance, ºe se vyplatí ho p°ednostn¥ vyzkou²et i v nové
pozici.

Pro výpo£et váhy, která je v p°ípad¥ úsp¥chu tahu p°id¥lena, pouºívá ná²
program p°edpis 2depth , kde depth je hloubka prohledávaného podstromu.
Za d·leºit¥j²í jsou tak povaºovány ty úsp¥chy, které se odehrají blíºe ke
ko°eni celkového stromu. Na záv¥r podotkn¥me, ºe tabulka s hodnotami tah·
v na²em programu nerozli²uje, který hrá£ zrovna tah provádí. Spoléháme se
p°i tom na empiricky ov¥°ené tvrzení, ºe tah, který je d·leºitý pro mého
oponenta, muºe být d·leºitý i pro mne.
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5.4 Dosaºené výsledky

Nyní stru£n¥ p°edstavíme výsledky, kterých se s pomocí vzniklého programu
poda°ilo dosáhnout. P°edem je nutno upozornit na skute£nost, ºe vy°e²it n¥-
kterou z testovaných her nebylo cílem této práce. Výsledky zde proto uvádíme
p°edev²ím pro ilustraci úsp¥²nosti zkoumané metody, uvedená £ísla pak jako
referen£ní body pro její p°ípadné dal²í zdokonalování. Poté, co p°edvedeme,
jak si program vedl p°i °e²ení malých verzí námi zkoumaných her, se poku-
síme zhodnotit obecné vlastnosti metody, které se b¥hem testovaní poda°ilo
identi�kovat.

5.4.1 �e²ení malých verzí zkoumaných her

Pro kaºdou ze t°í her, kterými jsme se zabývali, lze p°irozeným zp·sobem
zavést �men²í� verze, a tak bylo moºno se s pomocí na²eho programu pokusit
o jejich °e²ení, i kdyº u p·vodních her tak, jak jsou tradi£n¥ popisovány, by
takový úkol v rozumném £ase nebyl zvládnutelný. Zm¥na spo£ívala p°edev²ím
ve zmen²ení velikosti hrací plochy, v p°ípad¥ hry Pi²kvorky téº v redukci
po£tu kamen· v °ad¥, které je pot°eba umístit pro dosaºení vít¥zství, a to
z p¥ti na £ty°i.

Pro testování byl pouºit algoritmus dual-lambda search, který vykazoval
ve v²ech t°ech hrách lep²í výsledky, neº jednodu²²í lambda search.11 Testo-
vali jsme na po£íta£i s procesorem Celeron o frekvenci 1.0 GHz. Výsledky12

shrnuje tabulka 5.1.

Malá hra λ-úrove¬ hloubka £as(s) #vrchol·
AtariGo 6× 6 s k°íº. st°ihem 3 15 5 370545
Hex 4× 4 3 9 3 24552
Pi²kvorky 7× 7 na 4 vít¥zné 3 11 13 903414

Tabulka 5.1: Výsledky testu °e²ení malých verzí zkoumaných her.

Pro vy°e²ení kaºdé z popsaných úloh bylo t°eba vyuºít prohledávání aº do
λ-úrovn¥ 3. Porovnáním hodnoty £asu a po£tu zkoumaných vrchol· stromu
hry si lze v²imnout n¥kolikanásobn¥ pomalej²ího vyhodnocování pozic v p°í-
pad¥ hry Hex, o kterém jsme jiº mluvili v sekci 5.2.2. Výstupy programu
pro jednotlivé úlohy jsou znázorn¥ny na obrázcích 5.1�5.3. Vidíme, ºe pro-
gram b¥hem svého výpo£tu nena²el pouze jediný vít¥zný tah, který by sta£il

11Tento jev byl velmi výrazný u hry AtariGo a u Pi²kvorek, zatímco u Hexu spí²e
zanedbatelný. Ukazuje nám, jaký význam mají v jednotlivých hrách inverze.

12Uvádíme £ísla získaná bez pouºití transpozi£ní tabulky.
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Obrázek 5.1: Rozbor pozice malé verze hry AtariGo p°i jejím °e²ení.

Obrázek 5.2: Rozbor pozice malé verze hry Hex p°i jejím °e²ení.

Obrázek 5.3: Rozbor pozice malé verze hry Pi²kvorky p°i jejím °e²ení.
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pro vy°e²ení hry, spí²e by se dalo °íci, ºe jeho výstupem je podrobný rozbor
po£áte£ní pozice obsahující i dal²í informace.

Interpretace obrázk· je následující: V kaºdé ze t°í pozic je na tahu £erný
a m·ºe zvít¥zit tahem na libovolné z bíle ozna£ených míst. �edou barvou
jsou ozna£ena místa, kterými se program také zabýval, ale výhru se po p°í-
slu²eném tahu dokázat nepoda°ilo. �erné zna£ky pak indikují, ºe hraním na
takové místo první hrá£ ohrozí sám sebe a partii prohraje. Co se tý£e £ísel,
jeº dopl¬ují barevné zna£ky, ta ur£ují λ-úrove¬ p°íslu²ného úto£ného tahu.
U tah· bez £ísla se programu za daných výpo£etních omezení nepoda°ilo
existenci hrozby prokázat.

Srovnáme-li na²e výsledky s jejich obdobou prezentovanou v odborné li-
teratu°e (viz kapitola 2), m·ºeme provést toto zhodnocení: Výsledky získané
p°i °e²ení hry AtariGo na hrací plo²e 6 × 6 s k°íºovým st°ihem uprost°ed
jsou p°inejmen²ím srovnatelné s t¥mi z [8], kde autor uvádí, ºe se mu po-
da°ilo stejnou pozici vy°e²it na po£íta£i s procesorem Athlon 1.7 GHz za 21
sekund. U her Hex a Pi²kvorky je situace mén¥ p°íznivá. Pomocí technik lépe
vyuºívajících speci�ckých vlastností kaºdé z her se jiº poda°ilo vy°e²it Hex
pro velikost hrací plochy 7× 7 ([11]) a Pi²kvorky na hrací plo²e 15× 15 p°i
h°e na 5 vít¥zných kamen· v °ad¥ ([3]), coº jsou výsledky s na²ím programem
bez dal²ích vylep²ení nedosaºitelné.

5.4.2 Obecné post°ehy

P°i testování na²eho programu jsme si uv¥domili n¥které rysy zkoumané me-
tody, na které je dobré zvlá²´ upozornit. Prvním z nich je fakt, ºe efektivita
pouºití zón relevance postupn¥ klesá se vzr·stající úrovní lambda. Na ob-
rázku 5.4 si m·ºeme prohlédnout jednu pozici ze hry Pi²kvorky analyzova-
nou nejprve na λ-úrovni 1, a pak 2. Je vid¥t, ºe zatímco v prvním p°ípad¥
se mnoºina zkoumaných míst, jak ji ur£uje zóna relevance, p°esn¥ shoduje
s mnoºinou λ1

a-tah· dané pozice13, v p°ípad¥ druhém jsou prohledávána i
místa, která λ2

a-tahy nejsou (viz ²ed¥ ozna£ená místa bez £ísla). Kdybychom
se pozd¥ji pokou²eli hledat λa-tahy úrovn¥ 4, musela by jiº být testována
v·bec v²echna volná místa dané pozice.

Nelze tvrdit, ºe by práv¥ popsaná vlastnost byla nedostatkem navrºené
metody. Dává v²ak nahlédnout, ºe se vzr·stající λ-úrovní téº nutn¥ stoupá i
sloºitost zkoumaného problému a zóny relevance, jakoºto horní aproximace
míst, která na statut problému mohou mít vliv, musí tento fakt svým nár·s-
tem re�ektovat.

13Lze dokázat, ºe to není náhoda a ºe rovnost Λ1
a(Pos, π) = PPV (Pos, π, 2) platí v kaºdé

pozici Pos, ve které hrá£ π nem·ºe vyhrát jedním tahem.
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Obrázek 5.4: Pozice v Pi²kvorkách analyzovaná na λ-úrovni 1 a 2.

Druhá vlastnost, na kterou zde upozorníme, souvisí více se zvoleným zp·-
sobem prohledávání neº se zónami relevance. Jakkoliv p°ínosné pro rychlost
výpo£tu se m·ºe zdát uspo°ádání tah· ur£ené history heuristikou, n¥kdy
se p°i testování stávalo, ºe byl pro vyzkou²ení vybrán nejprve tah, který
nap°íklad neodvracel hrozbu tím úpln¥ nejjednodu²²ím zp·sobem. Pokud
rozhodnutí o hodnot¥ pozice vzniklé zahráním takového tahu bylo obtíºné
(nap°. proto, ºe její hodnota �leºela blízko remízy�), strávil program mnoho
£asu zkoumáním velkého podstromu, i kdyº bylo k dispozici i jednoduché
odvrácení hrozby.

Nezbývá neº konstatovat, ºe pro vy°e²ení popsaného problému, a tím
pro celkové zrychlení programu, by mohlo být uºite£né zvolit jiný zp·sob
uspo°ádávání zkou²ených tah·. Jako alternativa se téº nabízí my²lenka volby
jiného zp·sobu procházení stromu hry, který by nebyl na správném po°adí
tah· tolik závislý � nap°. n¥jaké varianty prohledávání typu best-�rst.

5.4.3 Shrnutí

Program, který vznikl v rámci testování metod zkoumaných v této práci, by
se dal ozna£it jako taktický analyzátor pozic. Jeho síla spo£ívá p°edev²ím
v analýze koncovek nebo lépe °e£eno pozic, které jsou bohaté na hrozby
jednoho £i obou hrá£·. P°i dal²ím vylep²ování programu, nap°. za ú£elem
vy°e²ení v¥t²ích verzí zkoumaných her, by mohlo být p°ínosné vyzkou²et jiný
zp·sob prohledávání λ-strom·, neº je prohledávání do hloubky, nap°. metodu
konstrukce zón relevance pro lambda search kombinovat s algoritmem proof-
number search ([2]).
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Kapitola 6

Záv¥r

V této práci jsme se zabývali metodami neuniformního prohledávání her-
ních strom· zaloºenými na hrozbách. Popsali jsme algoritmy lambda search
a dual-lambda search, které hrozby vyuºívají p°i sm¥°ování prohledávání
k rychlému nalezení cíle. Dále jsme ukázali, jak lze pro urychlování popsa-
ných algoritm· konstruovat tzv. zóny relevance � mnoºiny míst na hrací plo²e,
které jedin¥ mohou ovlivnit výsledek prohledávání. Tyto zóny jsme de�no-
vali v teoretickém rámci tzv. her s kameny, speciální t°íd¥ her, ve kterých
je moºno s pojmy místa £i zóny snadno pracovat. Na záv¥r jsme p°edvedli,
jak lze pomocí strategie prohledávání do hloubky studované algoritmy naim-
plementovat, a ukázali n¥které výsledky programu, který vznikl p°i testování
popsaných metod.

Je z°ejmé, ºe úsp¥²nost £i pouºitelnost námi zkoumaných metod se bude
u r·zných her li²it. P°edev²ím je pot°eba se omezit na hry, ve kterých se vy-
skytují hrozby. Pro n¥ bývá charakteristická p°ítomnost prvku �náhlé smrti�,
coº znamená, ºe jeden z hrá£· by dokázal vºdy b¥hem n¥kolika málo tah·
zvít¥zit, kdyby se jeho oponent neustále vzdával svého tahu neboli pasoval.1

P°esto i u her, které charakter náhlé smrti postrádají, se dá o moºnosti apli-
kovat popsané metody stále uvaºovat, nap°. p°i analýze koncovek £i ur£itých
taktických podcíl·.

Teoretickou p°ekáºkou pouºití metody lambda search m·ºe býti u her
zugzwang. Vid¥li jsme, ºe vlastnost hry nep°ipou²t¥t zugzwang je jedním
z p°edpoklad· pro úplnost této techniky. Na druhou stranu experimenty
s hrou AtariGo ukázaly, ºe i ve h°e, ve které se zugzwang v n¥kterých pozi-
cích vyskytuje, m·ºe lambda search dosahovat dobrých výsledk·. Zdá se, ºe
míra vlivu zugzwangu na úsp¥²nost metody není zcela jasná a m¥la by být
podrobena dal²ímu výzkumu.

1Zd·razn¥me, ºe není podstatné, zda je pas pravidly hry p°ímo povolen, spí²e se jedná
o hypotetickou moºnost jednoho z hrá£· zahrát více tah· za sebou.
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Za prozkoumání zcela jist¥ také stojí moºnost de�novat zóny relevance
i v jiných hrách neº v takových, které lze popsat jako hry s kameny. Nap°.
v �achu, kde �gury m¥ní svou pozici na hrací desce a moºnost provést ur£itý
tah je sloºit¥ podmi¬ována p°ítomností ostatních �gur, není p°ímá aplikace
zde popsané konstrukce zón relevance moºná. Nazna£ené obtíºe by mohly být
p°ekonány zavedením sloºit¥j²ího rámce, ve kterém by místo jednoduchého
popisu pozice pomocí míst, která jsou bu¤ volná nebo obsazená, musela ke
slovu p°ijít obecn¥j²í teorie chápající jednotlivé pozice jako stavy p°etvá°ené
pomocí tah· � operátor·.
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