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vlastnosti mér SSD neeficience, které umoziuji porovnavat SSD neeficientni portfolia mezi
sebou. Dokazujeme vzijemné vztahy definovanych mér neeficience. Na konkrétnim piik-
ladé dat z Americké burzy cennych papiru testujeme SSD eficienci US trzniho portfolia.
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Abstract: In the present work we study the stochastic dominance portfolio efficiency
measures. The investor’s risk attitude is given by the type of an utility function. If this
information is unknown or a general investor is assumed, it is possible to use the stochas-
tic dominance principle, in which the portfolio is only classified as efficient or inefficient.
We build on the works of Post, Kuosmanen and Kopa, who formulated the criteria of
portfolio efficiency for nonsatiate and risk averse investors. On the basis of these criteria,
we define the second-order stochastic dominance (SSD) portfolio efficiency measures. We
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Kapitola 1

Uvod

V sucasnosti existuje cely rad pristupov ako mozeme riesit problém vyberu portfolia tak,
aby bolo v istom zmysle ,optimalne”. Zakladni myslienku, maximalizovat ocakévany zisk
z portfolia, obohatil Markowitz [12] tym, Ze zohladnil aj mozné riziko reprezentované
rozptylom. Zial’, tieto optimalne portfélia zodpovedaji len pripadu, ked je uzitkova funk-
cia investora kvadraticka. Z toho dovodu uz Markowitz [13]| zaviedol namiesto rozptylu
vynosov tzv. semivarianciu, ktora na rozdiel od rozptylu nepenalizuje pozitivnu odchylku,
t.j. ked je vynos vyssi ako stredna hodnota vynosu. V tejto praci sa budeme venovat
dalSiemu moznému pristupu hodnotenia portfolia, ktory je zaloZeny na teorii stochastic-
kej dominancie (SD).

Teoria stochastickej dominancie sa v suc¢asnosti pouziva v roznych oblastiach ekonémie,
finan¢nej matematiky a Statistiky. SD predstavuje cCiasto¢né usporiadanie v priestore
nadhodnych veli¢in. Toto usporiadanie je definované pomocou oc¢akavaného uzitku. Umoziu-
je nam vybrat portfolio z mnoziny vSetkych portlolii, ktoré mozeme zostavit z dostupnych
aktiv tak, aby bolo optimalne (v zmysle maximalizacie o¢akavaného uzitku) aspon pre jed-
ného investora s uzitkovou funkciou, ktora patri do istej triedy uzitkovych funkcii.

Historia SD siaha do roku 1932, ked sa Karamata [6] venoval podobnej tématike
a dokéazal vetu pre rozdelenia s rovnakou strednou hodnotou, ktord je velmi podobna
stochastickej dominancii druhého rddu. Vyznamny rozvoj teérie SD a hlavne vyuzitia
poznatkov tejto tebrie v ekonémii a vo financiach nastal v rokoch 1969 - 1970, ked boli
publikované prace Hadar a Russell [3|, Hanoch a Levy [4], Rothschild a Stiglitz [19]
a Whitmore [22]. Uvedené prace boli impulzom pre rozvoj teorie SD. V stic¢astnosti sa
SD venuje ¢oraz viac pozornosti v kontexte eficiencie portfolia.

Z teoretického hladiska je velkou vyhodou SD jej neparamerticky pristup. To znamena,
ze kritéria SD, popisané nizSie v préaci, nevyzaduji duplné parametrické vyjadrenie pre-
ferencii investora. Budeme vychéadzat z toho, Ze pozname Statistické rozdelenie moznych
alternativ, ktoré ma investor k dispozicii a zo znalosti triedy uzitkovych funkcii, do ktorej
patri uzitkova funkcia investora. Potom moézeme rozhodnit, ¢i je dané portfolio optimalne
pre aspon jedného investora.
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Rad SD zavisi na tom, s akou triedou uzitkovych funkcii pracujeme. Stochastickd
dominancia prvého radu (FSD) pracuje s neklesajucimi uzitkovymi funkciami. Ide o in-
vestorov, ktori si tzv. nenasyteni, t.j. preferuju vacsie bohatstvo pred mensim. Tato trieda
vyuzitie. Jej nevyhodou je ignorovanie inych predpokladov na tvar uzitkovej funkcie,
z ktorych najcastejsi je predpoklad konkavity zodpovedajici rizikovej averzii investora.
Tento predpoklad sa ukazal ako opodstatneny v mmnohych finan¢énych pracach, a pre-
to okrem predpokladu nenasytenosti je v tejto praci predpokladané i averzia investora
k riziku, ¢o vedie k uzsej triede uzitkovych funkcii, ktoré si neklesajice a konkavne. Pre
tato triedu uzitkovych funkcii bola vyvinuta stochastickd dominancia druhého radu (SSD).
Boli odvodené tri kritéria SSD eficiencie portfolia, ktoré st v praci podrobne popisané a na
zaklade nich st definované miery neeficiencie portélia vzhladom k SSD, s ktorymi budeme
dalej pracovat. Dalsim zZenim triedy uzitkovych funkcii dostaneme SD vySSieho radu,
vid'. napr. Whitmore [22] alebo Levy [11].

V sucasnosti uz pozname mnoho zaverov teorie SD. Ako prvé boli vyvinuté kritéria
SD pre parové porovnanie Levy [10]. Prvé testy SSD eficiencie daného portfolia vzhladom
k nekonecnej mnozine vSetkych moznych portfolii zloZenych z danej mnoziny aktiv boli
navrhnuté Postom [16] a Kuosmanenom [9]. Dalsi test navrhol Kopa [7]. Autori praco-
vali s roznymi definiciami eficientného portfolia pre SSD. Post ma pod pojmom SSD
eficientné portfolio na mysli také portfolio, Ze neexistuje iné portfolio s vi¢sim ocakavanym
uzitkom pre vSetky rydzo konkavne uzitkové funkcie. Dalsf autori Ogryczak a Ruszcezynski
[14], Kuosmanen |9] a Kopa [7| definovali eficientné portfolio trochu odlisne. Za eficientné
portfolio pokladaju také, ze ziadne iné portfélio nem4 vicsi alebo rovny ocakivany tzitok
pre vSetky konkavne uzitkové funkcie a ostre vac¢si pre aspon jednu konkévnu uzitkovi
funkciu. Okrem toho existuju i kritéria pre FSD eficienciu vid. Kuosmanen [9] a Kopa [7],
ale v tejto praci sa zameriame na miery eficiencie portfolia pre SSD.

V kapitole 2 definujeme SD a mieru rizika, ktori budeme pouzivat v jednom z kritérii,
a to podmieneny Value at Risk (CVaR). V ramci tejto kapitoly tiez popiSeme ich zakladné
vlastnosti a vztahy medzi nimi. V kapitole 3 zavedieme pojem SSD eficientné portfolio
vzhladom k mnozine vsetkych moznych portfolii zlozenych z dostupnych aktiv. f)alej
zhrnieme tri kritéria eficiencie portfolia pre SSD. Na zaciatku kapitoly 4 sa zaoberame
testovanim SSD eficiencie daného portfolia. f)alej zavedieme tri miery neeficiencie, te-
da miery, ktoré vyjadruju ,vzdialenost portfélia od mnoziny SSD eficientnych portfolii.
Overime zakladné vlastnosti definovanych mier, a to hlavne konzistenciu s SSD a konve-
xitu na urcitej mnozine portfolii. Prva vlastnost zaruci, ze SSD dominované portfolio, teda
horsie v zmysle SSD, ma vac¢siu mieru neeficiencie ako portfélio, ktoré ho SSD dominuje.
To nam umozni venovat sa hlavnej tlohe tejto prace, a to dokazat vzajomné vztahy zave-
denych mier, pripadne preukazat, Ze medzi skimanymi mierami ziadne relacie neexistuju.
Kone¢ne v kapitole 5 na konkrétnom priklade dat z Americkej burzy cennych papierov
testujeme SSD eficienciu US trzného portfélia.



Kapitola 2

Stochasticka dominancia druhého radu

V tejto kapitole zavedieme SD nahodnych veli¢in. V podkapitole 2.1 popiSeme zakladné
vlastnosti SD. V podkapitole 2.2 zavedieme mieru rizika CVaR. Je to veli¢ina, ktord

vyjadruje postoj investora k riziku. f)alej zhrnieme zakladné vlastnosti CVaR v kontexte
SD.

2.1 Stochastickd dominancia

Zavedme dve mnoziny uzitkovych funkcii U; a U,. Nech U; oznacuje mnozinu vSetkych
zitkovych funkeif (t.j. mnozinu vietkych spojitych, neklesajucich funkeif). Dalej U, C U,
oznacuje mnozinu vSetkych konkdvnych uzitkovych funkcii.

V celej praci budeme uvazovat sprava spojité distribuc¢né funkcie ndhodnych veli¢in.

Definicia 2.1.
Nech X a X5 st dve ndhodné veli¢iny s distribucnymi funkciami Fy(x) a Fy(z).
(i) Hovorime, Ze X; dominuje Xy vzhladom k stochastickej dominancii prvého radu (FSD),
znacime X1 =psp Xo, ak

Epu(z) — Egu(z) >0 (2.1)
pre kazZdi uzitkovi funkciu u € Uy, pre ktori Epu(x) a Epu(z) existuji.

(i) Hovorime, Ze X; dominuje Xo vzhladom k stochastickej dominancii druhého rddu
(SSD), znacime Xy =gsp Xo, ak

Epu(z) — Egu(z) >0 (2.2)
pre kazdi uzitkovi funkciu u € Us, pre ktori Epu(x) a Egu(x) existuji.

Definicia 2.1 (ii) stochastickej dominancie druhého radu hovori, ze kazdy nenasyteny
investor averzny k riziku preferuje investi¢na prilezitost X; pred Xy, pretoze X; mu
prinasa vacsi oCakavany uzitok. Usporiadanie investi¢nych prilezitosti dané FSD (SSD) je
¢iastocné.
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Aby sme predisli pripadu, ked ndhodna veli¢ina dominuje samu seba (t.j. X1 ~rsp X1
alebo X >gsp X1) definujeme striktni dominanciu.

Definicia 2.2. (Striktnd dominancia)
Nech X1 a X5 su dve nahodné veliciny.

X1 =psp Xo & (X1 =rsp Xo) N (Xa #rsp X1)
X1 =550 Xo & (X1 =gsp Xa) N (Xo £ssp X1)-

To znamené, 7ze X; striktne dominuje Xy vzhladom k FSD (SSD), zna¢ime X; >psp
Xy (X1 >=ssp X2), ak X7 =psp Xo (X1 =ssp X2) a existuje aspon jedna uzitkova funkcia
u € Uy (u € Us), pre ktora plati ostra nerovnost o¢akavanych azitkov:

Epu(z) — Epu(z) > 0.

Podobne je definované stochastickd dominancia vys8ieho radu, vid. napr. Whitmore
[22] alebo Levy [11]. V praxi sa vyuzivaju najmd FSD a SSD, pretoze maji dobru
ekonomicki interpretaciu. U FSD ide o investorov s neklesajicou uzitkovou funkciou
a v pripade SSD st investori naviac averzni k riziku. Pri stochastickej dominancii tretieho
radu je trieda uzitkovych funkcii dalej obmedzena tym, ze maju neklesajicu druhu de-
rivaciu.

Overenie SD 7 definicii 2.1 a 2.2 je velmi pracné, vo vela pripadoch skoro nemozné,
preto s uzito¢né nasledujice nutné a postacujice podmienky pre SD.

Oznacme

Lemma 2.1.
Nech Fi(x) a Fy(x) su dve distribuéné funkcie ndhodnijch velicin X1 a Xo. Potom:

(Z) X1 EFSD XQ@Fl(ZL‘) SFQ(?L’) Vr e R

(i) X1 =ssp X2 < FP(t) < FP (1) Vi e R

(1ii) X1 >=psp Xo & Fi(x) < Fy(x) Vo € R, kde pre aspori jedno x je splnend
ostrd nerovnost

1 1 =SSD KXo & t) < t t € R, kde pre aspori jedno t je splnend
v) X X, & F? F? Vt € R, kd edno t je splnend

ostrd nerovnost.

Dokaz. Dokaz je uvedeny v Hanoch a Levy [4]. O

Uvazujme realnu ndhodntu veli¢inu X. Kvantilova funkcia F )((_1) ndhodnej veliciny X
je definovana ako zlava spojité inverznd funkcia k distribu¢nej funkcii Fly:

F)((_l)(v) = min{u : Fx(u) > v}. (2.3)
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Lemma 2.2.
X1 =rsp Xo & Fl(_l)(p) < Fz(_l)(P) Vp € (0,1].

Doékaz. Tvrdenie plynie priamo z lemmatu 2.1. Il

Uvazujme nahodnt veli¢inu X, ktora spliia podmienku E|X| < co. Pre tiito ndhodnt
veli¢inu je kvantilova funkcia druhého radu F )({2) definovana nasledovne:

[P oFTPmdt 0<p<i
PP ) =4 0 p=0
+00 inak.
Veta 2.1. ]
Pre kazdi ndhodni velicinu, ktord spliia podmienku E|X| < oo plati:
(i) F\?(p) = sup,{vp — Emax(v — X, 0)}

(-2) (-2)
(1) X1 =ssp X2 & 5 - ®) > 5 - ®) Vp € [0,1].

Dokaz. Dokaz je uvedeny v Ogryczak a Ruszezynski [14]. O

2.2 CVaR - podmieneny Value at Risk

Nech X je redlna ndhodné veli¢ina, ktora predstavuje vynos z portfolia. Potom nadhodné
veli¢ina Y = — X reprezentuje stratu z tohoto portfolia. Dalej zvolme hladinu spolahlivosti
a € (0,1). Najcastejsie sa voli o = 0,95 alebo o = 0,99. Predpokladame, ze E|X| < oc.
Potom je Value at Risk (VaR,(Y)) maximalna mozZné strata z portfolia pri zvolenej hla-
dine spolahlivosti . VaR,(Y) mozeme tiez interpretovat tak, 7ze ndhodna strata vicsia
ako VaR,(Y) nastane s pravdepodobnostou 1 — « a strata mensia ako VaR,(Y) nastane

s pravdepodobnostou a. Ide teda o « - kvantil ndhodnej veli¢iny Y s distribu¢nou funkciou
Fy:

VaR,(Y) = Fx(,_l)(oz) = min{u : Fy(u) > a}. (2.4)

Prave zavedend miera rizika VaR mé viaceré nedostatky, medzi ktoré patri najmé
to, ze VaR nedéava ziadnu informéciu o tom akd velkd moze byt strata prekracujica
VaR, pretoze nerozliSuje medzi roznymi rozdeleniami a-chvostov strat. Teda moze nastat
pripad, ked je hodnota VaR pomerne mala, ale rozdelenie strat ma tazké chvosty a s malou
pravdepodobnostou, t.j. menSou ako 1 — a moze dojst k obrovskym stratam. Dalsou
nevyhodou VaR je, Ze nie je konvexna. To znamend, ze moze nastat situicia, ze VaR
lineadrnej kombinacie dvoch ndhodnych veli¢in je vicsia ako prislugna linearna kombinacia
VaR kazdej z nich.

Preto zavedieme nasledujticu mieru rizika, ktora uz nema tieto nedostatky. Podmieneny
Value at Risk (CVaR,(Y')) ur¢uje priemernua stratu z 100(1 — «)% najhorsich moznych
strat portfolia. Rockafellar a Uryasev [17] definovali CVaR nasledujtcim sposobom.
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Definicia 2.3.

Uvazujme ndhodni velicinu Y s distribuénou funkciou G a hladinu spolahlivosti o € (0,1).
Podmieneny Value at Risk ndhodnej straty Y na danej hladine spolahlivosti « je strednd
hodnota rozdelenia a-chvostu Y, kde rozdelenie a-chvostu Y definujeme ako

G(Y)—a > VaR,(Y)
V) — - prey = Valy,
Ga(y, VaRa( )) { 0 pre y < VaRa(Y).

Rockafellar a Uryasev [18| tiez ukazali, Ze CVaR ma nasledujicu vlastnost:
CVaR,(Y) =E(Y|Y > VaR,(Y)). (2.5)

Alternativnu moznost zavedenia miery rizika CVaR déva nasledujica veta uvedena
v Pflug [15].

Veta 2.2.
Podmieneny Value at Risk CVaR, na hladine spolahlivosti o ziskame ako rieSenie opti-
malizacnej ilohy

1
CVaR,(Y) = min {a + N

a€R —

E[Y — a]+} . (2.6)

Vyraz [x]" znaci kladnu cast ¢isla x, t.j. [x]t = max{z,0}.
Prave zavedena miera rizika CVaR je konvexna v nasledujicom zmysle:

Lemma 2.3.
Nech v € [0, 1], potom

CVaRo(7Y1 + (1 = 7)Ya) < vCVaRa(Y1) + (1 — 7) CVaR,(Ya), (2.7)
kde Y1 a Yy su lubovolné ndhodné veliciny.
Dokaz. Dokaz je uvedeny v Rockafellar a Uryasev [18]. [
Nasledujuci vztah medzi CVaR a SSD je dosledkom vety 2.1.

Lemma 2.4.
Nech Y; = —X; a E|Y;| < oo pre i =1,2. Potom plati:

X1 ESSD XQ <~ CVU/RQ(E> S CVGRQ(}/Q) Yo € [O, 1] (28)

Dékaz. Dokaz je uvedeny v Kopa [7]. O
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Ak predpokladame, 7Ze je nahodné strata z portfolia reprezentovand diskrétnou nahod-
nou veli¢inou Y, ktora nadobida hodnoty ', t = 1,...,T s rovnakou pravdepodobnostou,
ide o tzv. scenarovy pristup. V tomto pripade mozeme CVaR,(Y) pocitat podla nasledu-
juceho vztahu:

CVaRa(Y):; >y (2.9)

Pri praktickych vypoctoch je uzitoéné vyjadrenie CVaR,(Y) ako funkciu a. Nech y!*!
je k-ty najmensi prvok medzi y', y?, ..., y", t.j. plati y <yl < ... <yl

Lemma 2.5.
Ak o € [E 5] oo #£ 1 potom plati

T
CVaR,(Y) = y*+1 4 _ i (yl! — ylE+1y (2.10)
i (1—a)T i=k+1
prek=0,1,....,T —1 a CVaR,(Y) = y".
Dékaz. Dokaz je uvedeny v Kopa [7] alebo Rockafellar a Uryasev [18]. O

Spojenim lemmatu 2.4 a lemmatu 2.5 ziskame nutnd a postac¢ujicu podmienku stocha-
stickej dominancie druhého radu (vid. Kopa [7]).

Veta 2.3.
Nech Y1 = — X1 a Yy = — X, s diskrétne ndhodné veliciny, ktoré nadobidaju hodnoty yt
ays, t=1,...,T, s rovnakou pravdepodobnostou. Potom

1 2 T—-1
X1 =s5p Xo & OVCLR&(Y&) < CVaRa(}/é) Va € {O, T’ T’ RN T}



Kapitola 3

Eficiencia portfélia vzhladom k SSD

V tejto kapitole definujeme SSD eficientné portfolio. Na tomto mieste je nutné pozna-
menat, ze autori, ktori sa venovali tejto problematike pracovali s roznymi definiciami
eficiencie portfélia vzhladom k SSD. Prva definicia, s ktorou pracoval Post, poklada za
SSD eficientné portfolio také, 7ze neexistuje iné portfolio s vacsim ocakavanym uzitkom
pre vetky rydzo konkavne uzitkové funkcie. Kuosmanen a Kopa definovali SSD eficient-
né portfolio trochu odlisne. Pod pojmom SSD eficientné portfolio maji na mysli také
portfolio, ze ziadne iné portfolio nemé vas¢i alebo rovny ocakavany uzitok pre vsetky
konkavne uzitkové funkcie a ostre vacsi pre aspon jednu konkavnu uzitkova funkciu. balej
v tejto kapitole uvedieme tri kritéria eficiencie portfolia pre SSD. Kritéria maju formu
uloh linedrneho programovania a na zaklade nich vieme rozhodnit, ¢i je testované port-
folio SSD eficientné alebo nie.

3.1 Eficiencia portfélia

Uvazujme vektor r = (r1,79,...,7y), ktory reprezentuje vynosy z N dostupnych ak-
tiv. Nech vektor A = (A1, \a, ..., Ay) oznacuje vahy portfolia, t.j. \;, i = 1,2,..., N
predstavuje podiel majetku investora investovaného do i-teho aktiva. Mnozinu vsetkych
moznych portfolii mézeme vyjadrit nasledovne:

A={XAeRY:1'A=1,12>0i=1,2,...,N}.

Obmedzenie 1’A = 1 znamend, Ze investor investuje cely svoj majetok. Poziadavkom
A > 0,0=1,2,..., N st zakdzané tzv. kratke pozicie, kedy investor moze predat aktivum,
ktoré momentéalne nevlastni. Dalej oznafme testované portfolio T = (71, 7s,...,7n)"
Vynos portfolia A € A je ndhodna veli¢ina, ktort mozeme vyjadrit ako:

N
’I"/)\ = Z Tz)\z
i=1

12
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Definicia 3.1.

Hovorime, Ze dané portfolio 7 € A je SSD neeficientné, ak existuje portfolio A € A tak,
zZe Eu(r'A) > Eu(r'T) pre kaZdi dzZitkovi funkciu u € Us a existuje aspori jedna u € Us,
pre ktorid plati Eu(r’'X) > Eu(r'T). V opacnom pripade je portfolio T SSD eficientné.

Podla prave uvedenej definicie je portfélio SSD eficientné prave vtedy, ked nie je
striktne dominované ziadnym inym portfoliom. Tuto definiciu pouzili vo svojich pracach
Ruszezynski a Vanderbei [20], Kuosmanen [9], Kopa [7], Kopa a Chovanec [8].

Z inej definicie vychadza vo svojej préaci Post [16].

Definicia 3.2.
Hovorime, Ze dané portfolio 7 € A je striktne SSD neeficientné, ak existuje portfilio
A € A tak, Ze BEu(r'X) > Eu(r't) pre kazdi uZitkovi funkciu v € U, kde Us C U, je
mnozina rijdzo konkdvnych uzZitkovijch funkcii. V opacnom pripade je portfélio T striktne
SSD eficientné.

Postova definicia 3.2 je slabsia ako definicia 3.1, pretoze pouziva rydzo konkévne
uzitkové funkcie. Ak je portfolio striktne SSD neeficientné, potom je aj SSD neeficientné,
ale ak je portfolio striktne SSD eficientné, potom este nemusi byt nutne aj SSD eficientné.
Post [16] argumentoval, Ze definicie 3.1 a 3.2 st z empirického hladiska zhodné.

Z definicie 3.2 vychadzaja Postove kritéria striktnej eficiencie vzhladom k SSD, ktoré
st nutnou podmienkou pre SSD eficienciu portfolia. V dalej ¢asti tejto kapitoly uvedieme
tri kritéria eficiencie vzhladom k SSD.

3.2 Kiritéria eficiencie portolia vzhl'adom k SSD

Predpokladajme dalej, ze ndhodny vektor 7 mé T rovnako pravdepodobnych scenérov.
Vynosy z aktiv za platnosti roznych scenarov si dané maticou:

x
22
X=1. ;
27
kde &' = (2t 2L, ... 2Y) je t-ty riadok matice X, ktory zna¢i vynos pri ¢-tom scenAri.

Bez ujmy na vseobecnosti predpokladame, ze stipce matice X si linearne nezavislé.
Symbolom (X 7) budeme oznacovat vynosy portfolia 7 za platnosti 7’ rovnako pravde-
podobnych scenarov, pricom zlozky riadkového vektora X7 = ((X7)M, ... (X)) su
zoradené vzostupne, t.j. (X7)1 < ... < (X7)]. Na zdklade, takto usporiadaného vekto-
ra mozeme zaviest empiricka distribu¢ni funkciu (EDF) vynosu portfolia 7 nasledovne:

F(x) = %max{t e{l,...,T}:z>(X7)h.
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Tato funkcia je po Castiach konStantné a neklesajica. Na overenie nutnych a postacujtcich
podmienok pre SSD z lemmatu 2.1, budeme v tychto podmienkach pouzivat nasledujicu
vetu.

Veta 3.1.
Nech v'T1 a v'14 st ndhodné veliciny, ktoré nadobidaji hodnoty ®'T1 a ®t1o, t =1,...,T
s rovnakymi pravdepodobnostami % Potom plati:
(1)
’I"/Tl ESSD ’I’/TQ = Zzzl(XTl)[j] 2 Z;ZI(XTQ)D] t = 1, e ,T

(i)

P mssp Ty & Y (XT)U 23 (X)W t=1,....T a

Z;ZI(XTl)m > Z‘;:l(XTQ)[j] pre aspoti jedno t,

kde symbol (X71)Y oznacuje vzostupne zoradené vijnosy portfolia 71, t.j. (XT)M < ... <
(X7 Analogicky pre portfolio T5 plati (X7o)M < -- < (X79)],

Dokaz. Dokaz je uvedeny napriklad v Levy [10]. O

Teraz uvedieme kritéria eficiencie portfélia pre SSD.

3.2.1 Postovo kritérium

Prvé kritéria eficiencie daného portfolia pre SSD navrhol Post [16], ktory vychadzal
z definicie 3.2.

Usporiadame vzostupne zlozky vektora vynosov X7 a v rovnhakom poradi zoradime aj
riadky matice X. To znamenad, Ze riadky novej matice X si usporiadané tak, aby platilo
't = (XT)W, i = 1,2,...,7. Symboly 2!, n = 1,2,...,N, t = 1,2,...,T oznatuji
prvky takto usporiadanej matice X.

Nutné a postacujica podmienka striktnej SSD eficiencie portfolia vyuziva nasledujicu
tlohu linedrneho programovania:

&(T) =mind (3.1)

za podmienok

S Bilatr) —at)/T+0 > 0 n=1,2,...,N
Ge—0Br > 0 t=1,2...,T—1
B > 0 t=1,2,...,T -1
Br = 1
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Moze nastat pripad, Zze 'T = x'™l7, pre nejaké t € {1,2,...,T — 2}, potom zmenime
obmedzenie 3, — ;11 > 0 na dvojicu obmedzeni 3; — B0 > 0 a ;o1 — By > 0 ak
te{2,...,T—2}. f)alej, ak £7~'7 = ”1, potom nahradime obmedzenia 37_; — By > 0
a Or = 1 dvojicou obmedzeni fr_; > 1 a By > 1.

Veta 3.2.
Portfélio T € A\ je striktne SSD eficientné prdave vtedy, ked () = 0.

Dékaz. Dokaz je uvedeny v Post [16]. O

Mozeme skonstruovat priklad, kde je portfolio striktne SSD eficientné, ale nie je SSD
eficientné. Tento priklad je uvedeny nizsie v kapitole 4 priklad 4.3. Podmienka £(7) = 0
je len nutné, ale nie je postacujica podmienka pre SSD eficienciu.

Uloha (3.1) nie je vypoGetne velmi naroéna, ma T + 1 premennych
a N + 2T — 1 obmedzeni. Nevyhodou tohto testu je, ze nevie ur¢it potrfélio, ktoré by
dominovalo testované portfolio 7 vzhladom k SSD, a teda nevie néjst ani eficientné SSD
dominujice portfolio.

Ak je hodnota testovej Statistiky £(7) rovna nule, potom existuje, vdaka minimaxovej
vete Sion [21], investor s tZitkovou funkciou uw € Uy tak, Ze pre tohoto investora je
testované portfélio optimalne, t.j. maximalizuje jeho oCakdvany uzitok.

3.2.2 Kuosmanenovo kritérium

Teraz sa budeme zaoberat SSD eficienciou v zmysle definicie 3.1. Kuosmanen |9| navrhol
nasledujiice kritérium pre SSD (najprv uvedieme nutnit podmienku). Nech

0N (1) = max (Z(mt)\ - mt7)> /T (3.2)

W,A
t=1

za podmienok

'\ S wgrit i=1,2,...T
%14
A

m m |V
= [1]

kde
T T
== {[wij]TXT :0 §wij < 1,2’11]1']' = Zwij = 1,v2,] = 1,2,...,T}
j=1

=1

znaci mnozinu dvojite stochastickych matic.

Veta 3.3.
ON(7) = 0 je nutnd podmienka pre SSD eficienciu portfolia T € A.

Dékaz. Dokaz je uvedeny v Kuosmanen [9]. O
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Testovi Statistiku 0~ (7) moZeme interpretovat ako mieru neeficiencie vzhladom k SSD.
Tato miera urc¢uje maximalny mozny nérast ocakavaného vynosu, ktory mozeme ziskat ak
si vyberieme namiesto testovaného portfolia 7 iné portfélio, ktoré SSD dominuje portfolio
7. Takze ak je tato miera neeficiencie rovna nule, potom je maximalny narast ocaka-
vaného vynosu ziskany nahradenim 7 za SSD dominujtce portfolio rovny nule, takze ne-
existuje SSD dominujice portfolio s vi¢sim ocakavanym vynosom ako je ocakidvany vynos
z testovaného portfolia 7. Tato podmienka vSak nie je nutné a postacujica, pretoze moze
existovat striktne SSD dominujtce portfolio s rovnakym vynosom ako 7.

Pre optimélne rieSenie A™ alohy (3.2) plati ¥’ A* =ggp r'7. Tato skuto¢nost vyplyva
z nasledujtuceho tvrdenia, ktoré dokazali Hardy, Littlewood a Polya [5].

Veta 3.4.
Nasledujice dve podmienky su ekvivalentné:

(i)

t

t
NN (xn) =127
=1

=1

(i) ezistuje dvojite stochastickd matica W € = tak, Ze
T
wiAEZwljmJ‘r, 1=1,2,...,T.
j=1

Z tvrdenia (i) tejto vety vyplyva, ze A SSD dominuje portfolio 7. Preto kazdé pripustné
rieSenie A tlohy (3.2) podla vety 3.1 SSD dominuje testované portfolio 7.

K odvodeniu nutnej a postacujicej podmienky eficiencie portfélia vzhladom k SSD
uvazujme:

T T
S _ ; + iy
0°(7) = L ; ;(Szj +555) (3.3)
za podmienok
'\ = Zj JwiT 1=1,2,...,T
Sip =Sy = Wi~ 3 Ly=12....T
sy 2 0 hi=12.T
W e =
A€ A
kde ST = {S:; ijp ST = {Sz‘_j}g:jzl a W = {wij}gjﬂ'

Hodnoty vo vektore vynosov X7 sa moézu opakovat. Ozna¢me e, pocet hodnot, ktoré
sa vo vektore X7 opakuji prave k-krat. (napr. e3 = 1, ak /7 = x't = x'T a Ziadna
ind hodnota sa vo vektore nevyskytuje prave 3-krat). Kuosmanen [9] uvadza teoretické
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minimum a teoretické maximum, ktoré moze testova Statistika 6°(7) nadobtdat. Mini-
mum ziskame volbou W;; = 1/T pre v8etky ¢,j = 1,2,...,T a maximum zavisi na pocte
opakujucich sa hodnét vo vektore vynosov X 7. Plati:

T
1 1
S 2 2
0°(r) € | ;T° = T, 5T — ) ke
k=1
Veta 3.5.

Nutnd a postacujica podmienka SSD eficiencie portfolia T € A je

Dokaz. Dokaz je uvedeny v Kuosmanen [9]. O

Uloha (3.2) ma T2 + N premennych a 72 + 3T + N + 1 obmedzen{ a tloha (3.3) ma
3T? + N premennych a 472 + 3T 4+ N + 1 obmedzeni. S rastticim po¢tom scenirov pocet
premennych a obmedzeni kvadraticky rastie. V porovnani s Postovym kritériom (3.1) sa
tlohy (3.2) a (3.3) vyrazne vicsie. Vyhodou Kuosmanenovho kritéria oproti Postovmu je,
ze ide o nutnu a postacujicu podmienku pre SSD eficienciu a ku kazdému SSD neeficient-
nému portfoliu najde portfolio, ktoré ho SSD dominuje. Problém je vSak v tom, Ze ak
Kuosmanenovo kritérium najde nekonecne vela portfolii, ktoré SSD dominuji portfolio 7
nemusia byt vSetky SSD eficientné, a tak sa moze stat, ze software, ktory typicky najde len
jedno riesenie, vyberie SSD neeficientné portfolio, vid. Kopa a Chovanec [8|. V pripade,
ze uloha (3.3) ma jediné rieSenie, potom je najdené dominujice portfolio SSD eficientné.

3.2.3 Kopovo kritérium

Dalsie kritérium eficiencie portfolia pre SSD navrhol vo svojej praci Kopa |7]. Toto krite-
rium je zaloZené na kvantilovom pristupe a vyuziva vztah medzi mierou rizika CVaR
a stochastickou dominanciou druhého radu. Zaéneme nutnou podmienkou.

Veta 3.6.
Nech oy = %, k=0,1,...,T — 1. Nech
T-1 N
d*=maxy Y A [CVaR., (—7'1) = CVaRe, (—1,)] (3.4)
" k=0 n=1

za podmienok

SN \[CVaRy, (—r'T) — CVaRy, (—r,)] > 0, k=0,1,...,T -1
A e A

Ak d* > 0, potom je T € A SSD neeficientné portfdlio. Pre optimdlne rieSenie ilohy (3.4)
X plati P’ X* =g5p T'T.
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Dékaz. Dokaz je uvedeny v Kopa |[7]. [

Ide o ulohu linedrneho programovania s N premennymi a N + 7'+ 1 obmedzeniami,
teda o pomerne mali dlohu. Dalgou vyhodou tohto kritéria je, ze k SSD neeficientnému
portfoliu najde dominujice portfélio. Veta 3.6 je vSak len nutnou podmienkou eficiencie
portfolia pre SSD a moze sa stat, Ze T je neeficientné aj ked tloha (3.4) nema Zziadne
pripustné rieSenie alebo ak d* = 0. Ak d* = 0, potom moézu nastat dva pripady:

e Uloha (3.4) m4 jediné rieenie A* = 7. Ak nastane tento pripad, potom je 7 SSD
eficientné portfolio.

e Uloha (3.4) ma optimalne rieSenie A* # 7. V tomto pripade je 7 SSD neeficientné
portfolio a plati ¥’ X* =g5p 7'T.

Pripad, ked d* = 0, A* £ 7 a 7 je SSD eficientné portfolio nemoze nastat, pretoze by sme
dospeli k sporu s linedrnou nezavislostou riadkov matice X.

Ak dloha (3.4) nemd Zziadne pripustné rieSenie, potom mozeme pouzit nasledujicu
nutni a postacujicu podmienku eficiencie portfolia pre SSD.

Veta 3.7.
Nech oy = %, k=0,1,...,T — 1. Nech
T-1
D*(t) = pax ;0 Dy, (3.5)
za podmienok
CVaRe, (—r'T) — by — = E[-7'A — br| ™ Dy, k=0,1,...,T—1

>
D. >0 k=01,...,T-1
c

Ak D*(T) > 0, potom je T € A SSD neeficientné portfélio. Optimdlne riesenie ilohy
(3.5) X" je SSD eficientné portflio a plati v’ N* =gsp v'7. Inak D*(T) =0 a T je SSD
eficientné portfolio.

Dékaz. Dokaz je uvedeny v Kopa [7]. O

Ulohu  (3.5) mozeme prepisat ako tlohu lineArneho  programovania
s T(T + 2) + N premennymi a 27(T' + 1) + N + 1 podmienkami nasledovne:

D*(r)= max Z Dy, (3.6)

DkvAnvb]wwk k—1
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za podmienok

CVaR%(—r’T)—bk—@thzlwi > Dy, k=1,....T
wh > —xtA=b, t,k=1,...,T
wh > 0, t,k=1,...,T
D, > 0, k=1,...,T
A e A

Tato nutna a postacujica podmienka rieSi mensSiu tlohu linedrneho programovania
ako je to v pripade Kuosmanenovho kritéria a naviac urc¢i SSD eficientné portfolio, ktoré
SSD dominuje testované portfolio 7 € A.

Testovu Statistiku D*(7) moZzeme interpretovat ako ,vzdialenost” medzi testovanym
portfoliom 7 a jeho dominujicim eficientnym portfoéliom. Téato ,vzdialenost je vyjadrené
pomocou rozdielu CVaR testovaného portfolia 7 a CVaR dominujiceho eficientného port-
folia A v T" bodoch. Ak je tento rozdiel rovny nule, potom je portfolio 7 SSD eficientné.



Kapitola 4

Miery neeficiencie portfélia vzhladom k

SSD

V tejto kapitole sa budeme zaoberat tromi mierami SSD neeficiencie portfélia, ktoré s
odvodené z kritérii eficiencie portfolia vzhladom k SSD, uvedenych v predchadzajicej
kapitole. Na tomto mieste je nutné poznamenat, ze terminologia sa u autorov, ktori sa
touto problematikou zaoberali rozchadza. Napriklad Post ju zaviedol vo svojich skorsich
pracach ako mieru eficiencie. Kedze je tdto miera pre neeficientné portfolio kladna a pre
eficientné portfolio je rovné nule priklonime sa v tejto praci k terminologii, ktord pouzivaju
ini autori, napr. Kuosmanen [9] alebo Kopa [7] a budeme ju nazyvat miera neeficiencie
portfolia vzhladom k SSD.

V prvej casti overime zakladné vlastnosti tychto mier, a to konkrétne konzistenciu
s SSD a konvexitu na urcitej mnozine portfolii, o ktorej budeme predpokladat, Ze je
konvexna. K zaujimavému vysledku dospeli Dybving a Ross [2], ktori ukazali, Ze mnozina
SSD eficientnych portfolii nie je konvexna. V podkapitole 4.2 sa pokusime néjst vztahy
medzi tymito mierami neeficiencie.

Tato kapitola obsahuje niekol’ko malych prikladov, ktorych zdrojové kody v programe
GAMS su k dispozicii na prilozenom DVD.

4.1 Zakladné vlastnosti mier neeficiencie

Budeme uvazovat tri miery neeficiencie portfélia 7. Aby sme mohli porovnat mieru neefi-
ciencie vzhladom k SSD dvoch portfolii potrebujeme zarucit, aby bola tato miera konzis-
tentnd s SSD. Nasledujicu definiciu konzistencie miery neeficiencie s SSD zaviedol vo
svojej praci Kopa [7].

Definicia 4.1.
Nech p je miera neeficiencie portfolia vzhladom k SSD. Hovorime, Ze i je konzistentnd

20
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s SSD prdve vtedy, ked
Ty =ssp T'Ty = pu(T1) < p(T),
pre vsetky portfolia T1, 7o € A.

Vlastnost konzistencie zaruci, ze ak je dané portfolio horsie ako iné portfolio pre
kazdého investora averzného alebo neutralneho voci riziku, potom ma vi¢siu mieru neefi-
ciencie.

f)alej budeme pouzivat rovnaké oznacenie ako v predchadzajtcej kapitole.

4.1.1 Miera neeficiencie ¢

Prva miera neeficiencie, ktori budeme skimat je miera £ dana tlohou (3.1). Nech sym-
boly (XT), ¢t =1,...,T oznacuju vynosy portfélia T pri T réznych scenaroch zoradené
vzostupne, t.j. (X)) < ... < (X7) a riadky matice X st zoradené pred riesenim
tlohy v tom istom poradi ako zlozky vektora X 7. Teda riadky matice X st usporiadané
tak, aby platilo T = (X7)l1, i = 1,2,..., T. Potom dualnu tlohu k tlohe (3.1) odvodil
Post [16] a ma nasledujuci tvar:

P(1)= max (2'A—x"7)/T + pry (4.1)

A1y PT—1

za podmienok

p1+ (2t —2'N)/T < 0
pr — pi_1 + (2T —2'N) /T < 0, 2,...,T—1
pe > 0, t=1,...,T—1

A e A

Duélna testova Statistika ¢(7) vyjadruje maximalny mozny narast o¢akavaného vyno-
su, t.j. Zthl(a:t}\ — a'7)/T ak nahradime testavané portfolio 7 inym pripustnym port-
foliom A € A.

Tato uloha ma T'+ N — 1 premennych a 27+ N — 1 obmedzeni. Ako vedlajsi produkt
testu (4.1) dostaneme optimélne rieSenia p; a A*. Premenné \,, n = 1,..., N reprezentuja
duélne premenné pre primarne obmedzenia Zthl Bzt —at)/T+60>0,n=1,...,N.
Podla podmienok komplementarity su tieto obmedzenia splnené ako rovnost pre aktiva,
ktoré tvoria portfolio A*, ktoré maximalizuje hodnotu testovej Statistiky ), t.j. maxi-
malizuje mozny nérast ocakdvaného vynosu, ktory ziskame ak si namiesto testovaného
portfolia 7 vyberieme portfolio A*. Tu v8ak na rozdiel od vysledného portfolia, ktoré je
optimalnym rieSenim Kuosmanenovho kritéria (3.2) a Kopovho kritéria (3.6), nemusi byt
splnend podmienka, ze A SSD dominuje testované portfélio 7. Nasledujuci ilustraény
priklad potvrdzuje tato skuto¢nost.
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Priklad 4.1.

Uvazujme tri akcie, tri scenare vyvoja nadvynosu z tychto akcii:
X = 7 7

a testované portfolio 7 = (0.6,0.1,0.3)". Vektor vynosov z testovaného portfolia je X7+ =
(—1.6,3.4,3.1). Zlozky vektora usporiadame podla velkosti vzostupne a rovnaké poradie
priradime aj riadkom matice X. Riesime tlohu (4.1) v programe GAMS a ziskame hod-
notu testovej Statistiky ¢ (7) = 1.7 a vysledné portfolio A* = (0,1,0)". Vektor vynosov
z vysledného portfolia A* je XA* = (5,7, —2). Podmienka SSD dominancie z vety 3.1 teda
nie je splnend, pretoze:

—9< 16,

3> 1.5,

10 > 4.9,

a preto neplati, ze X" =ggp r'T. Toto je spdsobené tym, Ze pri rieSeni tlohy (4.1) sa
usporiadaju zlozky vektora vynosov vzostupne a do rovnakého poradia sa usporiadaji aj
riadky matice X. Takze tiloha (4.1) je rieSena vzhladom k tomuto konkrétnemu uspo-
riadaniu riadkov matice X.

Optimélne rieSenie tlohy (4.1) je X" a pf = >, (@' X" —a/7)/T pret =1,...,T—1.
Nahliadnutim na tlohu (4.1) vidime, Ze toto rieSenie vznikne rekurzivne, lebo pre testovi
Statistiku plati:

1 o t t
W(T) = max - Z(m A—z'T) (4.2)

A€A

za podmienok
J=1

S (@A—axir)/t > 0, t=1,....T—1
S

Podmienky tlohy (4.2) nezarudia, Ze ¥’ =g5p r'T. Pretoze pre maticu X plati (X7)V =
x'T,j = 1,...,T, ale nemusi platit (XA)V = x/X,j = 1,...,T. Takze ¢isla '\, j =

1,...,T nemusia byt usporiadané vzostupne. Preto podmienky
t
Z(azj)\—ij)/tZO, t=1,....T—-1 (4.3)
j=1

nie su ekvivalentné podmienkam

zt:(()o\)[ﬂ — (X7t >0, t=1,...,T—1, (4.4)

Jj=1
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a teda nemusi platit, Ze '\ =gsp 7'T.

Dalej sme zistili, ze o¢akavany vynos z vysledného portfolia, ktoré je rieSenim tlohy
(4.1) resp. (4.2), nemusi byt nutne najvi¢si mozny ocakavany vynos, aky mozeme dosiah-
nit nejakou volbou zo vSetkych moznych portfolii A € A. Ide len o najvacsi mozny vynos
z tych portfolii A € A, ktoré s pripustnymi rieSeniami tlohy (4.2). Nasledujuci priklad
ilustruje, ze Postov dudlny test nendjde nutne portfélio s najvic¢sim moznym ocakavanym
vynosom.

Priklad 4.2.

Uvazujme tri akcie, $tyri scenare vyvoja nadvynosu z tychto akeii:

-4 6 3
2 0 7
X= 5 3 9
8 2 =3

a testované portfolio 7 = (0.4,0.2,0.4)". Vektor vynosov z testovaného portfolia je X7+ =
(0.8,3.6,4.6,2.4). Oc¢akavany vynos z tohoto portfolia je 2.85. Zlozky vektora usporiadame
podla velkosti vzostupne a rovnaké poradie priradime aj riadkom matice X. RieSime
tlohu (4.1) v programe GAMS a ziskame jednak hodnotu testovej Statistiky 1, (7) = 0.05
a vysledné portfolio A7 = (0,0.4,0.6)". Vektor vynosov z vysledného portfolia A] je X A7 =
(4.2,4.2,4.2, —1). O¢akavany vynos z tohto portfolia je 2.9, ¢o je o0 0.05 viac ako oc¢akavany
vynos z testovaného portfolia. Vektor vynosov z vysledného portfolia A5 = (0,0,1) je
XA = (3,7,5,—-3). Ocakavany vynos z tohto portfolia je 3, ¢o je viac ako ocakavany
vynos z portfolia A]. Takze skuto¢ne Postov duélny test neda portfolio, ktoré by malo
najvicsi mozny ocakavany vynos.

Ulohy (3.1) a (4.1) majt neprazdne mnoziny pripustnych rieseni, pretoze T je vidy
pripustné rieSenie. KedZe pf = Z;Zl(:cj)\* —a’7T)/T pret=1,...,T — 1 je optimalnym
rieSenim tlohy (4.1) mé podla vety o dualite vZdy optimalne rieSenie i uloha (3.1) a hod-
noty uc¢elovych funkcii v optimélnych rieseniach sa si rovné, t.j. £(7) = ¢ (7). Existencia
optiméalneho rieSenia je zaru¢ena kompaktnostou mnoziny A.

Nasledujtca veta je preto ekvivalentna vete 3.2.

Veta 4.1.
Portfolio T € A je strikine SSD neeficientné prave vtedy, ked (1) > 0. Alternativne,
portfélio je striktne SSD eficientné prdve vtedy, ked ¥ (7) = 0.

Dékaz. Dokaz je uvedeny v Post [16]. O

Na rozdiel od optimélneho riesenia Kopovho kritéria (3.6) nemusi platit, Ze optimalne
rieSenie A" ulohy (4.1) je SSD eficientné. Vysledné portfolio v nasledujicom priklade je
zaroven prikladom portfolia, ktoré je striktne SSD eficientné, ale nie je SSD eficientné.
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Priklad 4.3.

Uvazujme tri akcie, tri scenare vyvoja nadvynosu z tychto akeii:

10 8 2
X=| -4 0 11
4 -2 =3

a testované portfolio 7 = (0.6,0.1,0.3)". Zlozky vektora usporiadame podla velkosti vzos-
tupne a rovnaké poradie priradime aj riadkom matice X. Riesime tlohu (4.1) v programe
GAMS a ziskame hodnotu testovej Statistiky ¥ (7) = 0.13 a vysledné portfolio A* =
(0.673,0,0.326)". Riegime tlohu (4.1) a ziskame hodnotu testovej statistiky (A*) = 0,
takZe je splnend nutné a postac¢ujica podmienka striktnej SSD eficiencie portfolia A*.
Nutna a postacujicu podmienku SSD eficiencie portfolia A* overime riesenim Kopovho
kritéria (3.6). Dostaneme hodnotu testovej Statistiky D*(A*) = 0.7 a SSD dominujtce,
eficientné portfolio Ay = (0.63,0,0.36)". TakzZe portfolio A* nie je SSD eficientné.

Ozna¢me A*(7) C A mnozinu vSetkych optimalnych rieseni A* tlohy (4.1).

V dokaze nasledujicej vety je uvedeny priklad, ktory ukazuje, Ze miera neeficiencie &
nie je konzistentna s SSD.

Veta 4.2.
Miera neeficiencie portfolia vzhladom k SSD & dand dlohou (3.1) nie je konzistentnd s SSD.

Dokaz. Vyuzijeme rovnost (1) = ¢(7). Chceme ukazat, ze existuje portfolio X € A take,
ze P'X =gsp r'T a pritom ¥(A) > (7). Protipriklad konzistencie miery neeficiencie
déava nasledujica tloha, ktort sme opét riesili v programe GAMS. Uvazujme §tyri akcie
a Styri scenare vyvoja nadvynosu z tychto akcii:

-3 1 4 3
8§ 1 —4 2

X = 2 1 1 =3 |
-1 2 4 3

dalej uvazujme testované portfolio 7 = (0.2,0,0.1,0.7)". Vektor vynosov z testovaného
portfolia je X+ = (1.9,2.6, —1.6,2.3). Zlozky vektora usporiadame podla velkosti vzos-
tupne a rovnaké poradie priradime aj riadkom matice X. RieSime tilohu (4.1) a ziskame
hodnotu testovej Statistiky ¥ (7) = 0.095. Teraz riesime ta ista dlohu (4.1) pre testo-
vané portfolio A = (0.2,0.1,0.5,0.2)". Vektor vynosov z testovaného portfolia je XA =
(2.1,0.1,0.4,2.6). Zlozky vektora usporiadame podla velkosti vzostupne a rovnaké po-
radie priradime aj riadkom matice X. RieSime tlohu (4.1) a ziskame hodnotu testovej
Statistiky ¥(A) = 0.2.



KAPITOLA 4. MIERY NEEFICIENCIE PORTFOLIA VZHLADOM K SSD 25

Vydime, Ze plati podmienka SSD dominancie z vety 3.1, t.j.

0.1 > —1.6,

0.5> 0.3,

2.6 = 2.6,

5.2 =52,

preto plati, ze '\ =gsp r'7. Takze podla definicie konzistencie miery neeficiencie s SSD
4.1 by malo platit, ze ¥ (X) < ¥(7), ¢o v nasom pripade nie je splnené, pretoze ¥(A) =
0.2 > ¢(7) = 0.095. Takze miera neeficiencie vzhladom k SSD ¢ dana ulohou (3.1) nie je
konzistentna s SSD. 0

Ozna¢me I(7) mnozinu vSetkych portfolii, ktorych vynosy si SSD dominované vynos-
mi z portfolia 7, t.j.
I(t)={XNeA:r'T =55p 'A}.
Budeme predpokladat, inpirovani Kopa [7], Ze mnozina I(7) je konvexné, t.j. ak 71,
T9 € I(T), potom
yri+ (1 —y)T2 € I(T) Vyel0,1].

Veta 4.3.
Miera neeficiencie portfélia vzhladom k SSD & dand dlohou (3.1) nie je konvexnd na
mnozine I(T)UT.

Dokaz. Miera neeficiencie by bola konvexna na mnozine I(7) U 7, ak by pre kazdé dve
portfolia 7, 7o € I(7) U T platila nerovnost:

§rm1+ (L= 7)72) < 7€(7m1) + (1 = 7)8(72),

pre kazdé v € [0, 1].
Uvazujme $tyri akcie, tri scenare vyvoja nadvynosu z tychto akcii:

X =

= W O
= W N
ot Ot O
(S N

a portfolio 71 = (0,1,0,0)". Najprv sa presvedéime, ze je mnozina I(7) U 7 konvexna.
Prvky mnoziny I(7) U 7 st SSD dominované portfoliom 7, t.j. musia vyhovovat pod-
mienkam vety 3.1 (i). TakZe portfolia A € I(7) U T musia spliat nasledujicu ststavu
linedrnych nerovnic:

OA1 +2X2 + 03 + 1)y
A1+ 52 + 53 + 5\
TA1 +9Xs + 10A3 + 104
A

ORVARVARVAN
S o ol
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kde A = (A1, A2, A3, \g). Prvé dve obmedzenia nie su aktivne, takZe zostane N + 2 ak-
tivnych obmedzeni. Tieto linearne nerovnosti definuju N + 2 polopriestorov a ich prienik
je konvexné polyedrickd mnozina.

Teraz chceme ukazat, Ze miera neeficiencie £ nie je konvexna na mnozine /(1) U 7.

Najprv testujeme portfolio 71 = (1,0,0,0)". RieSime tlohu (4.1) v programe GAMS
a ziskame hodnotu testovej $tatistiky ¢ (71) = 1, okrem toho X7 =gsp X71, a teda
71 € I(1) U T. Potom testujeme portfolio 7o = (0,1,0,0)" a ziskame hodnotu testovej
Statistiky ©(72) = 0. Zvolime hodnotu v = %, takze zostava otestovat portfélio 73 =
Y7114+ (1 —7)72 = (1,1,0,0). Je zrejmé, Ze 75 € I(7) U 7. Hodnota testovej Statistiky
Y(T3) = 2. Plati:

V(v + (1 —=7)7T2) > (1) + (1 — 7)b(72),

pretoze

[CIN )
N | —

4.1.2 Miera neeficiencie 6

DalSia miera neeficiencie, ktorej vlastnosti overime je miera 8~ dana wlohou (3.2). Oz-
na¢me A*(7) C A mnozinu v8etkych optimalnych rieseni A* ulohy (3.2). Vsetky portfolia
A* € A*(1) SSD dominuju testované portfolio 7. Ak ma mnozina A*(7) nekoneény pocet
prvkov, potom nemusia byt vSetky portfolia z mnoziny A*(7) SSD eficientné, vid. Kopa
a Chovanec [8].

Priklad 4.4.
Uvazujme tri akcie, tri scenare vyvoja nadvynosu z tychto akcii:

010

X = 1 2 2

2 3 4
a testované portfolio 7 = (1,0,0)". Optimalnym riesenim ulohy (3.2) su portfolia A] =
(0,1,0); A5 = (0,0,1)" a vetky portfolia tvaru X* = yA7 + (1 —y)A3, v € [0, 1]. Z tychto
portfolii je SSD eficientné len portfolio A7 = (0, 1,0)".

Nasledujiice pomocné lemma, hovori o vlastnosti optimélneho rieSenia ulohy (3.2).

Lemma 4.1.
Nech X} € A*(T1) a v'71 >=gsp T'T2. Potom X] je pripusiné rieSenie ilohy (3.2) pre
portfélio To a pre optimdlne rieSenie X5 € A*(79) plati:

T T
Z '\ > Z ' A}
=1 =1
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Dékaz. Najprv ukdzeme, 7e je A} pripustné rieSenie tlohy (3.2) pre portfolio 7o. Z vety
3.1 vieme, Ze pre '1T1 =g5p 7' T2 plati:

t
(XTI — (Xr)ly>0,  t=12....T a

j=1

t
Z((XTl)[j] — (X)Wt >0, pre aspoi jedno t.
j=1
Kedze A7 € A*(71), a teda podla vety 3.4 portfolio A] SSD dominuje portfolio 7,
plati ¥ AT =gsp 71 =gsp r'T2, takze A] je pripustné rieSenie tlohy (3.2) pre portfolio
T9.
Druhu ¢ast lemmatu dokdzeme sporom. Nech

T T
Z x' A < Z ' AT
=1 =1

Tu nastava spor s tym, ze portfolio A3 je optiméalnym rieSenim alohy (3.2) pre portfolio
To, pretoZze A} i A3 st pripustnymi rieSeniami tejto tlohy a oc¢akavany vynos z portfolia
A7 je vacsi ako ocakavany vynos z portfolia AJ. [

Veta 4.4.
Miera neeficiencie portfdlia vzhladom k SSD 6N dand tilohou (3.2) je konzistentnd s SSD.
TakzZe plati:

') =550 T'Ty = 0N (T1) < 0V (T2).

Dokaz. 7 lemmatu 4.1 vieme, Ze pre r'71 >=gsp T'T9 a optimélne rieSenia A] € A*(7)

a Ay € A*(79) plati:
T T
Z x' N5 > Z ' AL
t=1 t=1
Dalej z vety 3.1 vieme, 7e pre /11 =ggp r'T2 plati:
T T
Z x'r, > Z x'Ts.
t=1 t=1
7 tychto nerovnosti, uz vyplyva tvrdenie vety, pretoze:
T T
ON(T1) = %(Zt:l TN =D xiT) <

%(Ethl x' A, — ZtT:I CC1t7'2) = 9N<7'2)-

IN
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Pripomenme, Ze oznac¢ujeme I(7) mnozinu v8etkych portfolii, ktorych vynosy su SSD
dominované vynosom z portfélia 7, t.j.

I(T) = {)\ ceAN:r'r ~SSD ’I"/A}.

Dalej predpokladame, ze mnozina I(7) U 7T je konvexnaé.
V dokaze nasledujtcej vety je uvedeny priklad, ktory ukazuje, Ze miera neeficiencie 6%
nie je konvexna na mnoZine (1)U 7.

Veta 4.5.
Miera neeficiencie portfolia vzhladom k SSD 6~ dand <ilohou (3.2) nie je konvexnd na
mnoZine I(T)UT.

Dokaz. Miera neeficiencie by bola konvexna na mnozine I(7) U 7, ak by pre kazdé dve
portfolia 7, 7o € I(7) U T platila nerovnost:

N (11 + (1 —7)12) <AV (1) + (1= )0 (72),

pre kazdé v € [0, 1]. Uvazujme rovnaka maticu X aj portfolio 7 ako v dokaze vety 4.3.
Uz vieme, ze mnoZina I(7) U 7 je konvexna. Postupujeme analogicky ako v dokaze vety
4.3.

Najprv testujeme portfolio 71 = (1,0,0,0)". Riesime tlohu (3.2) v programe GAMS
a ziskame hodnotu testovej Statistiky 6~ (7,) = 1, okrem toho X7 =gsp X71, a teda
71 € I(1) U T. Potom testujeme portfolio 79 = (0,1,0,0)" a ziskame hodnotu testovej
statistiky 0V (72) = 0. Zvolime hodnotu v = 3, takze zostéva otestovat portfolio T3 =
Y7114+ (1 —7)7T2 = (3,4,0,0). Je zrejmé, ze 73 € I(7) U 7. Hodnota testovej Statistiky
0N (73) = 2. Plati:

OV (y11 + (1 — ) T2) > 0N (71) + (1 — )0V (1),

pretoze

Wl N
N | —

4.1.3 Miera neeficiencie D*

A konec¢ne posledn& miera neeficiencie, ktorou sa budeme zaoberat je D* dana tlohou
(3.5) alebo (3.6). Vlastnosti tejto miery dokazal Kopa [7].
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Veta 4.6.

(i) Miera neeficiencie portfdlia vzhladom k SSD D* dand ilohou (3.5) alebo (3.6) je konzis-
tentnd s SSD.

(ii) Ak v’y =ssp 7’72 a obe portfdlia T, a To su SSD neeficientné, potom

D*(7y) = D*(11) +

[M]=

[CVaRi s (—r'T3) — CVaRe (—r'Ty)].

3

1

(iii) Ak v'T1 =gsp T'Ta, potom

] =

D*(73) > D*(11) + [OVCI,R%(—T’/TQ) - C’VaRz%l(—r"rl)].

>
Il
—

Dokaz. Dokaz je uvedeny v Kopa [7]. O

Pretoze SSD predstavuje ¢iasto¢né usporiadanie v priestore redlnych nahodnych veli¢in
moze existovat dvojica portfolif 71 a 7o tak, Ze plati D*(79) > D*(11) ar'T1 %ssp T'To.
Dalsia dolezita vlastnost miery neeficiencie D* portfolia je konvexita tejto miery.

Veta 4.7.
Nech 11, T2 a T3 € A a I(T) UT je konvernd mnoZina.
(i)Ak r'T1 =ssp 7’7o, potom

D*(y1m1+ (1 =7)712) <AD*(71) + (1 — ) D*(72)

pre kazdé v € [0, 1].
(ii) Ak 7’1y =ssp 7’72 a 11 =gsp T3, potom

r'T1 =gsp (T2 + (1 —7)T3)

D* (72 + (1 —=7)73) < D" (72) + (1 = 7)D*(73)
pre kazdé v € [0, 1].

Dékaz. Dokaz je uvedeny v Kopa [7]. O

Miera neeficiencie D* je konvexné na mnozine I(7) U T pre 7 € A. Téato vlastnost je
dosledkom konvexity miery rizika CVaR.

Nasledujtuci priklad je prevzaty z Kopa [7] a doplneny o hodnotu miery neeficiencie
D* portfolia, ktoré je konvexnou kombinédciou SSD eficientnych portolii, ale nie je SSD
eficientné.



KAPITOLA 4. MIERY NEEFICIENCIE PORTFOLIA VZHLADOM K SSD 30

Priklad 4.5.
Uvazujme tri akcie a tri scendre vyvoja nadvynosu z tychto akeii:

-1
0
7

X =

N = O
o O O

Uvazujme testované portfolia Ay = (1,0,0), Ao = (0,1,0)" a A3 = (0,0, 1)". Lahko mozeme
overit, ze si vSetky SSD eficientné. Tvrdime, 7Ze existuje portfolio, ktoré je konvexnou
kombinéciou SSD eficientnych porfolii, ale nie je SSD eficientné. Nech teda napriklad
T1 =t + 21X = (3,4,0), potom X7, = (—0.5,0.5,4.5). Toto portfolio nie je SSD
eficientné, pretoze je SSD dominované napriklad portfoliom As, t.j. plati:

0> —0.5,

0=0,

5> 4.5.

Podl'a vety 3.1 vieme, Ze 7’ A3 =ssp 7'71. Dalej sme vyrieSenim tilohy (3.6) ziskali hodnotu
miery neeficiencie D*(71) = 0.67. Z tohto dovodu mnozina SSD eficientnych portfolii nie
je konvexné.

4.1.4 Porovnanie vlastnosti mier neeficiencie

V roznych situaciach v praxi mozeme vyuzit vyhody vyssie uvedenych mier neeficiencie
vzhITadom k SSD.

V pripade, Ze mame velky pocet scendrov a potrebujeme rychlo vylucit, Ze testované
portfolio je SSD eficientné pouzijeme mieru neeficiencie £. Jej vyhodou je, Ze hodnotu &
ziskame riesenim pomerne malej tlohy linedrneho programovania a v pripade vysledku
&(T) > 0 mozeme okamzite povedat, Ze testované portfolio je SSD neeficientné, pretoze
&(7) = 0 je nutnd podmienka SSD eficiencie testovaného portfolia. Naopak nevyhodou
rieSenia tlohy (4.1) je, ze vysledné portfolio nemusi SSD dominovat testované portfolio.
Dalsia nevyhoda miery neeficiencie £ je, Ze nie je konzistentna s SSD.

Hlavnou vyhodou miery neeficiencie 8V je, Ze je konzistentnid s SSD a maximalizuje
rozdiel ocakavanych vynosov testovaného portfolia vzhladom k mnoZine SSD dominuji-
cich portfolii. Rovnost %V (7) = 0 je nutna, ale nie postacujica podmienka SSD eficiencie
testovaného portfolia. Nevyhodou riesenia tlohy (3.2) je, ze ide o pomerne velku tlohu
linearneho programovania a optimélne rieSenie A* nemusi byt nutne SSD eficientné.

Miera neeficiencie D* méa tt vyhodu, Ze je konzistentna s SSD a D*(7) = 0 je nutna
a postacujiuca podmienka SSD eficiencie testovaného portfolia. Velkou vyhodou rieSenia
tulohy (3.6) je, ze optimalne rieSenie A* je SSD eficientné. Preto rieSenie tejto ulohy prefe-
rujeme v pripadoch, ked nas zaujima ako rozlozit investovany kapitéal tak, aby sme mali
SSD eficientné portfolio.
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Dalsie vyhody a nevyhody jednotlivych mier neeficiencie vzhladom v SSD st zhrnuté
v nasledujicej tabulke.

Tabul'ka 4.1.
| Velkost tlohy LP || dloha (3.1) - £ | aloha (3.2) - % [ loha (3.6) - D* |

Pocet premennych T+1 T? + N T? +2T + N
Pocet obmedzeni 2T +N—1 |T*+3T+N+1| 27°+2T+ N +1
| RieSenie tlohy LP [ dloha (3.1) - £ | tloha (3.2) - #¥ | loha (3.6) - D* |
Optimélne nie nutne SSD vzdy vzdy
rieSenie A* (SSD) dominuje 7 | SSD dominuje 7 SSD dominuje T
Optimélne nie nutne SSD | nie nutne SSD vzdy SSD
rieSenie A* (eficiencia) eficientné eficientné eficientné
Podmienka E(r)=0 oN(1) =0 D*(t) =0
SSD eficiencie nutna nutna nutna a postacujica
| Vlastnosti miery || dloha (3.1) - £ | uloha (3.2) - % | loha (3.6) - D*
Konzistencia s SSD NIE ANO ANO
Konvexnost na I(1)UT NIE NIE ANO

4.2 Vztahy medzi mierami neeficiencie

V tejto ¢asti porovnidme miery neeficiencie &, 0 a D*. Pretoze £(T) = (7)), moZeme pra-
covat s 1) miesto . Ozna¢me rieSenie Postovho kritéria, t.j. dualnej ulohy (4.1), symbolom
AL, rieSenie Kuosmanenovho kritéria, t.j. tlohy (3.2), symbolom A} a riesenie Kopovho
kritéria, t.j. ulohy (3.6), symbolom Aj.

4.2.1 Porovnanie mier neeficiencie ¢ a 0V

Vieme, ze vysledné portfolio A} nemusi nutne SSD dominovat testované portfolio T
a vieme, ze vysledné portfolio A5 SSD dominuje testované portfolio 7. Z formulacie
tloh (4.1) a (3.2) je zrejmé, Ze v oboch ulohéch hodnota testovej Statistiky vyjadruje
rozdiel o¢akavanych vynosov. Rozdiel je v tom, ze Kuosmanenovo kritérium vyzaduje aby
vysledné portfolio A; SSD dominovalo testované portfolio v zmysle vety 3.1. Takze Kuos-
manenovo kritérium ma z tohto pohladu prisnejSie obmedzenia ako Postova dualna tloha
a obe maximalizuji rozdiel oc¢akavanych vynosov. Z toho vyplyva, Zze mnozina pripust-
nych rieseni v Postovom kritériu je nadmnozinou pripustnych rieseni v Kuosmanenovom
kritériu.

Nasledujuci priklad ilustruje, ze optimalne riesenie Postovej dudlnej alohy (4.1) nemusi
byt nutne pripustnym rieSenim Kuosmanenovej tlohy (3.2). f)alej tento priklad dava
nerovnost mier neeficiencie ¢(7) > 6™ (), ktorti neskor forméalne dokdZeme.
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Priklad 4.6.
Uvazujme dve akcie, tri scenare vyvoja nadvynosu z tychto akeii:

0 1
X=110
0 2
a testované portfolio 7 = (0.9,0.1)". Vektor vynosov z testovaného portfolia je Xt =
(0.1,0.9,0.2). Riesili sme postupne Postovo kritérium, t.j. ilohu (4.1) a Kousmanenovo
kritérium, t.j. tlohu (3.2) v programe GAMS. Ziskali sme hodnotu testovej Statistiky
(1) = 0.6 a vysledné portfolio A] = (0,1)". Vektor vynosov z vysledného portfolia Aj
je XA = (1,0,2). Dalej sme ziskali hodnotu testovej statistiky 6 (7) = 0.53 a vysledné
portfolio Ay = (0.1, 0.9)’. TakZe v tomto pripade plati nerovnost ¢(7) > 0~ (7). O¢akavany
vynos z portfolia A} je 1 a z portfolia A; je 0.93. Zostava overit, Ze portfélio A] nie je
pripustnym rieSenim Kuosmanenovej tlohy (3.2), ¢o je ekvivalentné tomu, Ze portfolio A
SSD nedominuje testované portfolio 7, a teda podla vety 3.1 nesplita podmienku

t

t
XA =3 (Xl t=1,....T

J=1 J=1

Ako je vidiet tato podmienka skutocne nie je splnend, pretoze:
0<0.1,
1>0.3,
3>1.2,
preto neplati, ze ' A] =gsp 7'T.
Tieto pozorovania vyuzijeme v dokaze nasledujtcej vety.

Veta 4.8.
Pre kazdé portflio T € A plati (1) > 0N (7).

Dokaz. Ak je T SSD eficientné portfolio, potom 0V (7) =0 a (1) = 0.
Ak je 7 SSD neeficientné portfolio, potom existuje A5 € A tak, Ze je optimalnym
rieSenim Kuosmanenovej ulohy (3.2), t.j. ilohy

0~ (1) = max (Z(wt)\ — wt7)> /T

WA
t=1

za podmienok

T ; .
jzlwijm]T 221,2,...,T

= [I]M

'\
W
A

m m v
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Vieme, ze plati ¥'A; >gsp 7'T, a teda je splnena podmienka vety 3.1 (i). Takéto Aj je
zérovei aj pripustnym rieSenim Postovej dudlnej tlohy (4.1), pretoze ak A; splia pod-
mienky vety 3.1, potom spliia aj obmedzenia v Postovej dualnej tilohe (4.1). Toto tvrdenie
je zrejmé, pretoze ak zmenime usporiadanie zloziek vektora vynosov X A; od najmensieho
po najvicsie na iné usporiadanie mozu sa ¢iasto¢né sucty

t

1 .

;E mZ)\;, tzl,,T
=1

len zvacsit. Kedze obidve miery maximalizuju rozdiel o¢akéavaného vynosu, t.j. vyuzivaji
rovnaki tucelovii funkciu a mnozina pripustnych rieSeni pre Kuosmanenovu tlohu (3.2)
je podmnozinou pripustnych rieseni pre Postovu tlohu (4.1), dostavame (1) > 6V (7).
A teda, podla vety o dualite, £(7) > 0V (7). O

4.2.2 Porovnanie mier neeficiencie 6V a D*

Miera neeficiencie 6% je zaloZena na maximalizacii rozdielu o¢akdvaného vynosu z testo-
vaného portfolia a portfolia, ktoré ho SSD dominuje. Naproti tomu miera neeficiencie D*
je zalozena na maximalizacii zniZenia rizika meraného pomocou veli¢iny CVaR v T" bodoch
ak namiesto testovaného portfélia drzime portfolio, ktoré ho SSD dominuje. Nasledujica
veta dava vztah tychto dvoch mier neeficiencie.

Veta 4.9.
Pre kazdé portfdlio T € A plati 6N (1) < D*(7).

Dokaz. Ak je T SSD eficientné portfolio, potom D*(7) =0 a 6~ (1) = 0.

Nech 7 je SSD neeficientné portfolio. Ozna¢me A; optimélne riesenie Kopovho kritéria,
t.j. tlohy (3.6) a A; optimalne rieSenie Kuosmanenovho kritéria, t.j. alohy (3.2).

Kopa [7] uvadza, 7e tlohu (3.6) mozeme prepisat nasledujiicim spésobom:

T-1

D*() = m};\xe[CVaR%(—r'T) — CVaRg (—'A)] (4.5)

za podmienok

CVaR%(—r’T)—CVaR%(—r’/\) > 0, k=0,1,....,.T—1
S

Z vety 2.3 vieme, Ze

A =gssp r'T & CVaR%(—r’)\) < CVaRk(—7'7), k=0,1,....,T—1.
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Takze kazdé portfolio, ktoré SSD dominuje testované portfolio 7 je pripustné rieSenie tilohy
(3.6). Podobne aj podmienky tlohy (3.2) zarucia, 7e kazdé portfolio, ktoré SSD dominuje
portfolio T je pripustné riesenie ulohy (3.2). TakZe mnoziny pripustnych rieseni tloh (3.6)
a (3.2) st zhodné, t.j. ide o mnozinu portfolii, ktoré SSD dominuju 7. Z tejto mnoziny
vyberie Kuosmanenov test to portfolio, ktoré ma najvicsi ocakédvany vynos a Kopov test
vyberie také, ktoré ma najmensie riziko merané pomocou veli¢iny CVaR v T" bodoch.

Sucet, ktory maximalizujeme v tlohe (4.5) mozeme pre optimalne rieSenie A3 rozpisat
ako:

Z;‘::O[CVaR%(—r’T) - CVaR%(—r’)\;)] = CVaRy(—7'1) — CVaRo(—1'A})+
+ Yp[CVaR g (—r'7) — OVaR (—/A3)),
kde podla lemmatu 2.5 plati:
CVaRo(—r'T) = (—X7)M+ = OTZz (=Xl — (=X 7)) =
— (X)X - Bl =

= %Zz‘Tﬂ(_XT)[i] = %sz;l(_wZT)
Pre 7 SSD neeficientné portfélio, moze nastat jeden z dvoch pripadov:
1. ak je optimdlne rieSenie tlohy (3.6) zaroveni optimélnym rieSenim tulohy (3.2), t.]
A; = A, potom plati:
7 (@A —alT) < 53 (@A - 2T+
+ Yho[CVaRy (—7'7) — CVaRg (—1/A)]
= CVaRo(—7'7) — CVaRy(—7'A%)+
+ Yh[CVaRy (—7'7) — CVaR (—1/A7)],

pretoze Aj =gsp T, a teda rozdiel Zzzl[CVaR%(—r’T) — CVaR%(—'r’)\;)] je vzdy nezé-
porné ¢islo. Takze pre kazdé portfolio 7 € A plati 6V (7) < D*(7).

2. ak optimalne rieSenie tulohy (3.6) nie je zaroven optimélnym rieSenim tlohy (3.2), t.j.
A # A3, potom tvrdenie dokdZeme sporom. Nech plati 0V (1) > D*(7), t.j.

T * T *
% Zt:l(wt)‘2 - th) > % Zt:l(wt)‘i% - th)"‘

+ Yp[CVaR g (—7'7) — OVaRy (—7/A3)).



KAPITOLA 4. MIERY NEEFICIENCIE PORTFOLIA VZHLADOM K SSD 35

Pretoze plati, ze A5 = 7, je ¢len zzzl[CVaR%(—'r’T) —CVaR%(—r’)\z)] nezaporny, a teda
plati:

7 (@A — ')+ 3, [CVaRg (—7'7) — CVaRy (—'A)] >
7 (@A —2'T) + T [CVaRy (—r'1) — CVaRy (—1/A7)].

Kedze A5 je pripustné rieSenie tlohy (3.6) pre 7, prisli sme k sporu s tym, Ze A} je
optimalne rieSenie ulohy (3.6) pre 7.
Takze plati
0% () < D*(),

pre kazdé T € A. O
Vidime teda, Ze miera 0" bude vychidzat najmensia v porovnani s mierami neeficiencie

& aj D*. Zostava najst vztah mier neeficiencie £ a D*.

4.2.3 Porovnanie mier neeficiencie ¢ a D*
Doteraz sme zistili, Ze platia nasledujtice nerovnosti:
(1) > 0V (1) a D*(1) > 6N (1) V1 € A.

Vztah mier neeficiencie ¢» a D* nie je jednozna¢ny. MoZeme najst priklad, ked miera
neeficiencie D* prevySuje mieru neeficiencie v, a taktiez priklad , ked plati tato nerovnost
obratene. Toto tvrdenie ilustruji nasledujice priklady, ktoré boli rieSené v programe
GAMS.

Priklad 4.7.

Uvazujme dve akcie, tri scenare vyvoja nadvynosu z tychto akeii:

0 1
X=110
0 2
a testované portfolio 7 = (0.9,0.1)". RieSime postupne Kopovo kritérium, t.j. tlohu

(3.6) a Postovo kritérium, t.j. dudlnu alohu (4.1). Ziskame hodnoty testovych Statistik
D*(t)=1.11a¢(7) = 0.6.
TakZe v tomto pripade plati nerovnost ¢ (7) < D*(7).
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Priklad 4.8.

Uvazujme dve akcie, tri scenare vyvoja nadvynosu z tychto akeii:

0 1
X=|1 -1
0 3

a testované portfolio 7 = (0.9,0.1)". Znovu riesime postupne Kopovo kritérium, t.j. ilohu
(3.6) a Postovo kritérium, t.j. dudlnu ulohu (4.1). Ziskame hodnoty testovych Statistik
D*(1) = 0.52 a ¢(7) = 0.6.

Takze v tomto pripade plati opa¢na nerovnost () > D*(7).



Kapitola 5

Aplikacia: Miery neeficiencie trzného
portfolia

Nasou tlohou v tejto kapitole je zistit, ¢i trzné portfolio U.S. akcii, ziskané z databézy
200708 CRSP, efektivne alokuje finan¢né zdroje naprie¢ priemyselnymi odvetviami. Pri
rieSeni tejto tlohy pouzijeme pristup stochastickej dominancie druhého radu.

Najprv budeme skimat, ¢i je trzné portfolio v pozorovanom obdobi SSD eficientné.
V pripade, ze je SSD neeficientné, nie si finanéné zdroje umiestnené v priemyselnych
odvetviach optiméalne v zmysle SSD. Takze existuje priestor pre nenasytenych investorov
averznych k riziku na ziskanie lepSej investicnej stratégie, ako je alokacia zdrojov do
trzného portfolia. f)alej sa v tejto kapitole budeme venovat vycisleniu hodnot jednotlivych
mier neeficiencie zadefinovanych v kapitole 4 a vyhodnotime platnost vzajomnych vztahov
medzi tymito mierami. Na zaver sa pozrieme ako vyzeraju vysledné portfolia, ktoré sa
rieSeniami tloh (3.2) a (3.6). Porovname riziko vyjadrené pomocou veli¢iny CVaR, ktoré
je spojené s tymito vyslednymi portfoliami a s trznym portféliom.

5.1 Data

Budeme skumat, ¢i je trzné portfélio na Americkej burze cennych papierov SSD
eficientné vzhladom k v8etkym moznym portfoliam, ktoré mozeme vytvorit naprie¢ dos-
tupnymi priemyselnymi odvetviami. Pouzijeme k tomu kritéria SSD eficiencie portolia
z kapitoly 3.

Pre nasu analyzu pouzijeme mesac¢né nadvynosy z 10 roznych reprezentativnych port-
folii pre 10 priemyselnych odvetvi v obdobi od 7/1926 do 8/2007 a bezrizikova turokovi
mieru ako jedenaste dostupné aktivum na trhu. Nadvynosy st vynosy, ktoré prekracuja
bezrizikovi tirokovi mieru. Takze nadvynos bezrizikového aktiva je rovny nule v kazdom
obdobi. Vniitri jednotlivych odvetvi st vahy pevne dané. Vahy roznych portfolii urcuji
aki cast kapitalu investujeme do urcéitého odvetvia ako celku.

37
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Trzné portfolio vzniklo ako vazeny priemer z cennych papierov NYSE, AMEX
a NASDAQ. Nadvynosy priemyselnych odvetvi si zaloZzené na priemyselnej klasifikicii
podla $tvormiestneho kodu SIC.

Déata pouzité v tomto priklade st volne dostupné na internetovych strankach datovej
kniznice Kenneth French [1].

V nasledujucej tabulke st uvedené zékladné Statistiky nadvynosov pre uvaZované
priemyselné odvetvia a pre U.S. trzné portfolio.

Tabul'ka 5.1.

| Priem. odvetvie || Stred. hod. | Smer. odchylka | Median | Min | Max |
NoDur 0.69 4.70 082 [ —2451 3431
Durbl 0.82 7.62 0.72 [ —34.81 | 79.61
Manuf 0.75 6.34 1.07 | —29.83 | 57.30
Enrgy 0.79 5.97 0.61 [ —26.01 3347
HiTec 0.80 7.46 0.98 [ —33.86 | 53.33
Telcm 0.57 4.60 0.73 [ —21.59 | 28.13
Shops 0.69 5.91 0.69 [ —30.21]36.95
Hlth 0.79 5.79 0.75 | —34.80 | 38.56
Utils 0.61 5.69 0.77 [ —32.99 | 43.13
Other 0.66 6.45 0.98 | —30.06 | 58.71

| Trzné portfélio ||  0.65 \ 5.42 | 097 | —29.04 | 38.27 |

Zakladné statistiky nadvynosov 10 priemyselnych odvetvi a trzného portfélia.

5.2 Nastavenie parametrov

Pri vypocte jednotlivych mier neeficiencie vzhladom k SSD sme rie§ili nasledujice tlohy
linedrneho programovania:

e miera neeficiencie ¢ je dana tulohou (3.1)
e miera neeficiencie 0V je dana tlohou (3.2)
e miera neeficiencie D* je dana ulohou (3.6)

Uvazovany ¢asovy horizont, za ktory budeme vyhodnocovat miery neeficiencie, by mal
byt dost velky, aby sme pravdepodobnostné rozdelenie mohli aproximovat s dostatoc-
nou presnostou. Na druhej strane by nemal byt pocet scendrov v jednotlivych tlohéch
prilis velky aby neboli ilohy velmi ¢asovo naro¢né. Zvolili sme ¢asovy horizont 10 rokov,
¢o predstavuje 120 scenarov. Pouzili sme metdédu posuvania okna s uvazovanou Sirkou
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10 rokov a s posunom vzdy o 1 rok, t.j. 12 scenarov. Testové Statistiky sme vyhodnocovali
za obdobia (7/1926 — 6/1936), (7/1927 — 6/1937), ..., (7/1997 — 6/2007). Takze sme pre
kazdu testovua Statistiku ziskali 72 hodnot.

Ako bolo vyssie spomenuté uvazujeme 11 dostupnych aktiv.

Nasledujuca tabulka udava velkost rieSenych tloh linearneho programovania v tomto
konkrétnom pripade.

Tabul'ka 5.2.

| Velkost tlohy LP || dloha (3.1) - £ | tloha (3.2) - " | dloha (3.6) - D*
Pocet premennych 121 14411 14651
Pocet obmedzeni 250 14772 29052

Vel'kosti jednotlivych tloh LP.

5.3 Vysledky

Vypocty sme robili v programe GAMS22.6. Pouzili sme bali¢ek Cplex, ktory umoziuje
riesit tlohy linearneho programovania. Vypoc¢ty bezali na pocitaci s procesorom 1.6 GHz
a 512 MB RAM. Zdrojovy kod programov pre GAMS aj so siborom so vstupnymi datami
sa nachadza na prilozenom DVD.

Do vystupnych stiborov z tychto vypoctov sme zaznamenali hodnoty mier neeficien-
cie. Na prilozenom DVD st k dispozicii v siboroch Post miera.zls, Kuosmanen_miera.zls
a Kopa_ miera.zls. Dalej sme pri rieseni tloh (3.2) a (3.6) zaznamenali aj optimalne riese-
nia, t.j. portfolia A a A3. Na prilozenom DVD su v siboroch Kuosmanen lambda.zls
a Kopa_lambda.zls. V pripade miery £ nemédme moznost toto portfélio zaznamenat, pre-
toze sme pri vypocte zvolili riesit primarnu tlohu (3.1). Portfolio, kroré by sme ziskali
rieSenim duélnej tlohy (4.1) v8ak nemusi nutne SSD dominovat testované portfolio, preto
nema vhodnu interpretaciu a rozhodli sme sa tento tidaj nezaznamenat.



KAPITOLA 5. APLIKACIA: MIERY NEEFICIENCIE TRZNEHO PORTFOLIA 40

Postova miera neeficiencie - £

Na nasledujicom obrézku je zndzornena miera neeficiencie €. V kazdom zo 72 vyhodnoco-
vanych obdobi je kladna, ¢o znamena, ze trzné portfolio nie je SSD eficientné, a teda exis-
tuje priestor pre nenasytenych investorov averznych k riziku na ziskanie lepSej investi¢ne;j
stratégie ako je investicia do trzného portfolia. Minimalna hodnota tejto Statistiky je 0.16
za obdobie (7/1947—6/1957) a maximélna hodnota je 0.77 za obdobie (7/1930 —6/1940).
f)alej vidime, Ze miera neeficiencie £ v poslednych $tyroch obdobiach rastie.

Postova miera neeficiencie

Postova miera neeficiencie
0.3 0.5 0.6 0.7

0.2

I I I I I I I
1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000

Rok

Obrazok 5.1: Postova miera neeficiencie vzhladom k SSD - &.
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Kuosmanenova miera neeficiencie - 0V

Na obrazku 5.2 je znazornena miera neeficiencie 6”V. V kazdom zo 72 vyhodnocovanych
obdobi je kladna, ¢o nas neprekvapuje, pretoze uz predchidzajica miera vylucila, Ze
by bolo trzné portfoélio v niektorom obdobi SSD eficientné. Minimalna hodnota tejto
Statistiky je 0.16 za obdobie (7/1947 — 6/1957) a maximélna hodnota je 0.73 za obdobie
(7/1930 — 6/1940). Podobne ako na predchadzajicom obrazku aj tu moézeme pozorovat,
7e miera neeficiencie % v poslednych Styroch obdobiach rastie.

Kuosmanenova miera neeficiencie

0.7

0.5

0.4

Kuosmanenova miera neeficiencie
0.3

0.2

I I I I I I I
1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000

Rok

Obrazok 5.2: Kuosmanenova miera neeficiencie vzhladom k SSD - V.
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Kopova miera neeficiencie - D*

Na obrazku 5.3 je znazornend miera neeficiencie D*. Aj tato miera je v kazdom zo 72
vyhodnocovanych obdobi kladna. Minimélna hodnota tejto statistiky je 39.56 za obdobie
(7/1947 — 6/1957) a maximalna hodnota je 894.83 za obdobie (7/1929 — 6/1939). Dalej
vidime, Ze miera neeficiencie D* v poslednych Styroch obdobiach rastie.

Kopova miera neeficiencie

400 600 800
| | |

Kopova miera neeficiencie

200
|

I I I I I I I
1940 1950 1960 1970 1980 1990 2000

Rok

Obréazok 5.3: Kopova miera neeficiencie vzhladom k SSD - D*.
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Porovnanie Postovej a Kousmanenovej miery neeficiencie

Na nasledujicom obrazku je porovnanie dvoch mier neeficiencie & a #V. Podla vety 4.8
plati vztah £(7) > 0V (1), pre kazdé 7 € A. Z obrazku 5.4 vidime, Ze je tato nerovnost
splnena. Minimalna hodnota rozdielu tychto dvoch mier je nulova a bola dosiahnuté
napriklad za obdobie (7/1938 — 6/1948). Maximélna hodnota tohoto rozdielu je 0.11
a bola dosiahnuta za obdobie (7/1946 — 6/1956).

Postova a Kuosmanenova miera neeficiencie
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Obrazok 5.4: Porovnanie Postovej a Kousmanenovej miery neeficiencie vzhladom k SSD.
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f)alej uvedieme tabulku, v ktorej porovname oCakavany vynos, rozptyl a podmieneny
Value at Risk na hladine spolahlivosti 95 % (CVaRg ¢5) trzného portfolia, SSD eficientného
portfolia, ktoré SSD dominuje testované portfolio 7 a je optiméalnym rieSenim ulohy (3.6),
oznacili sme ho A; a SSD dominujticeho portfolia s maximalnym moznym o¢akavanym
vynosom, ktoré je optimalnym rieSenim tlohy (3.2), oznacili sme ho Aj. Tieto hodnoty
budeme porovnavat za tri obdobia, a to (7/1947 —6/1957), ked miera D* nadobtuda svoju
minimélnu hodnotu, (7/1929—6/1939), ked miera D* nadobuda svoju maximalnu hodno-
tu a posledné vyhodnocované obdodie (7/1997—6/2007). Z tabulky 5.3 méZzeme pozorovat,
ze SSD eficientné portfolio A; neméa vyssi o¢akavany vynos ako trzné portfolio, ale jeho
rizikovost (¢i uz merana ako rozptyl nadvynosov alebo CVaRy g5) sa vyrazne znizi. Naproti
tomu, oc¢akavany vynos z SSD dominujiceho portfolia A3 je vyssi i rizikovost merana po-
mocou veli¢iny (CVaRg 5) sa nepatrne zmensgila, ¢o musi platit, pretoze A; SSD dominuje
testované portfolio 7. Ale rozptyl sa v obdobiach (7/1947 — 6/1957) a (7/1997 — 6/2007)
zvacsil. Pripomenme, Ze veli¢ina (CVaRggs) urCuje priemerna stratu z 100(1 — 0.95)%
najvacsich moznych strat portfolia.

Tabul'ka 5.3.

| Obdobie | O¢akévany vynos | CVaRygs5 | Rozptyl |
| (7/1947-6/1957) || \ \ |
Trzné portfolio 1.28 5.90 12.07
Portfolio Aj 1.28 5.07 9.63
| Portfolio Ay | 1.44 | 572 | 1287 |
| (7/1929-6,/1939) || \ \ |
Trzné portfolio 0.10 21.27 109.72
Portfolio Aj 0.10 3.24 2.48
Portfolio Aj 0.61 20.72 108.86
| (7/1997-6,/2007) || \ \ |
Trzné portfolio 0.45 10.85 20.51
Portfolio A3 0.45 4.32 4.68
Portfolio A 0.99 8.84 25.49

Ocakavany vynos, rozptyl a podmieneny Value at Risk na hladine spolahlivosti
95 % (CVaRyggs) trzného portfélia, portfolia A; a portfolia .

V nasledujiicej tabulke 5.4 st uvedené portfolia A5 a Aj pre hore uvedené obdo-
bia (7/1947-6/1957), (7/1929-6/1939) a (7/1997-6/2007). Vidime, 7e v kazdom z tychto
troch obdobi je portfolio A3 viac diverzifikované ako portfolio A35. Napriklad v obdobi
(7/1929-6/1939), kedy je miera neeficiencie D* najvicsia, je vysledné portfolio A5 zlozené
z dvoch priemyselnych odvetvi, a to Durld - produkty dlhodobej spotreby a Telem - teleko-
munikacie. Vysledné portfolio Aj je zlozené z tych istych dvoch priemyselnych odvetvi
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a z bezrizikového aktiva, do ktorého sa investuje az 82% finan¢nych zdrojov.

Tabul'ka 5.4.
| Obvetvie || (7/1947-6/1957) | (7/1929-6,/1939) | (7/1997-6/2007) |

PV VD XA

Nodur 0.00 0.00 0.00  0.00 0.00  0.00
Durbl 0.19 0.26 0.04 0.47 0.00  0.00
Manuf 0.00 0.00 0.00  0.00 0.00  0.00
Enrgy 0.25 0.22 0.00  0.00 0.27 0.79
HiTec 0.18 0.28 0.00  0.00 0.00  0.00
Telcm 0.32 0.18 0.14 0.53 0.00  0.00
Shops 0.00  0.00 0.00  0.00 0.10  0.00
Hith 0.00 0.06 0.00  0.00 0.01  0.00
Utils 0.06 0.00 0.00  0.00 0.15 0.21
Other 0.00 0.00 0.00  0.00 0.00 0.00
RiskFree 0.00 0.00 0.82  0.00 0.47  0.00

Portfolia A a A}

Nasledujiice obrazky 5.5, 5.6 a 5.7 znazoriujiu CVaR portfolii A5, Aj a trzného portfolia
postupne vypoc¢itané na hladine 0%,5%,...,100% pre tri uvazované obdobia
(7/1947-6/1957), (7/1929-6/1939) a (7/1997-6/2007). Ako mozeme vidiet CVaR portfolia
A; je vzdy vyrazne mensi ako CVaR trzného portfolia, hoci o¢akavany vynos z portfolia
A je rovny o¢akavanému vynosu z trzného portfolia. Dalej mozeme pozorovaf, Ze otaka-
vany vynos z portfolia Aj je vacsi ako o¢akavany vynos z trzného portfolia, ale jeho CVaR,
nie je vyrazne mensi ako CVaR trzného portfolia. Za obdobie (7/1929-6/1939) bola hod-
nota testovej Statistiky D* najvicsia, preto je rozdiel CVaR portfolia A5 a CVaR trzného
portfolia najvyraznejsi prave v tomto obdobi.
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Kapitola 6

Zaver

V tejto praci sme sa zaoberali SSD eficienciou portfolia vzhladom k mnoZine vSetkych
moznych portfolii zloZzenych z dostupnych aktiv. Sktimali sme tri miery SSD neeficiencie
zalozené na tlohach linearneho programovania. Zaujimali sme sa o konzistenciu tychto
mier s SSD a o ich konvexnost na mnozine portfolii, ktoré st SSD dominované testovanym
portfoliom. Dalej sme hladali vzajomné vztahy medzi tymito mierami.

V kapitole 2 sme definovali zakladné pojmy stochastickej dominancie a mieru rizika
CVaR. Taktiez sme uviedli tvrdenie, ktoré dava vztah medzi SSD a CVaR.

V kapitole 3 sme definovali SSD eficienciu portfolia a uviedli sme tri kritéria SSD
eficiencie testovaného portfolia, ktoré st formulované do tloh linedrneho programovania.

V kapitole 4 sme na zéklade tychto kritérii definovali miery neeficiencie portfolia
vzhladom k SSD a skamali sme ich vlastnosti. Zaujimala nas najméi konzistencia
mier s SSD. Tito vlastnost spliiaji dve z mier, a to # a D*. Ked7e nie je miera ne-
eficiencie £ konzistentna s SSD, neplati, Ze pre horSie portfolio v zmysle SSD je nutne jej
hodnota vicsia a nemozeme pomocou nej porovnavat mieru SSD neeficiencie dvoch port-
folii. Dalej sme skumali konvexnost mier na mnozine portfolii, ktoré si SSD dominované
testovanym portfoliom. Ukazalo sa, Ze tito vlastnost nespliaji miery & ani V. V tejto
kapitole sme nasli aj vzajomné vztahy medzi spominanymi mierami. Miera neeficiencie
6V nadobtda vzdy najmensiu hodnotu z danych mier a hodnota miery ¢ moze byt pod
aj nad hodnotou miery D*.

Pri skamani SSD eficiencie trzného portfolia U.S. akcii v kapitole 5 sme zistili, zZe toto
portfolio nie je v ziadnom zo skiimanych obdobi SSD eficientné a pre miery SSD neefi-
ciencie platia vztahy, ktoré sme odvodili v kapitole 4. Dalej sa potvrdilo nase oc¢akavanie
o vyslednych portfoliach A; a A3. Vysledkom Kuosmanenovho testu (3.2) je portfolio A3,
ktoré ma vyssi ocakdvany vynos ako testované portfolio a mensi doraz kladie na znize-
nie rizikovosti vysledného portfolia. Naopak vysledné portfolio A3, ktoré je optimalnym
riesenim Kopovho kritéria (3.6), mé vyrazne mensie riziko a mensi doraz kladie na zvySenie
ocakavaného zisku.
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