
Univerzita Karlova v Praze
Matematicko-fyzikální fakulta

DIPLOMOVÁ PRÁCE

Monika Jakubcová

Míry e�cience portfolia vzhledem
k stochastické dominanci

Katedra pravd¥podobnosti a matematické statistiky

Vedoucí diplomové práce: RNDr. Ing. Milo² Kopa, PhD.
Studijní program: Matematika
Studijní obor: MPMSE - pravd¥podobnost, matematická statistika
a ekonometrie
Studijní plán: Ekonometrie

2008



Na tomto mieste by som sa rada po¤akovala RNDr. Ing. Milo²ovi Kopovi, PhD. za £as,
ktorý mi venoval pri vedení tejto práce, za poskytnutie dát a prístupu k potrebnému
softwaru.

Prehlasujem, ºe som svoju diplomovú prácu napísala samostatne a výhradne s pouºitím
citovaných prame¬ov. Súhlasím so zapoºi£iavaním práce a jej zverej¬ovaním.

V Prahe d¬a 8.8.2008 Monika Jakubcová

2



Obsah

1 Úvod 5

2 Stochastická dominancia druhého rádu 7
2.1 Stochastická dominancia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.2 CVaR - podmienený Value at Risk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3 E�ciencia portfólia vzh©adom k SSD 12
3.1 E�ciencia portfólia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
3.2 Kritériá e�ciencie portólia vzh©adom k SSD . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.2.1 Postovo kritérium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.2.2 Kuosmanenovo kritérium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
3.2.3 Kopovo kritérium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4 Miery nee�ciencie portfólia vzh©adom k SSD 20
4.1 Základné vlastnosti mier nee�ciencie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4.1.1 Miera nee�ciencie ξ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
4.1.2 Miera nee�ciencie θN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.1.3 Miera nee�ciencie D∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.1.4 Porovnanie vlastností mier nee�ciencie . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.2 Vz´ahy medzi mierami nee�ciencie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2.1 Porovnanie mier nee�ciencie ξ a θN . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2.2 Porovnanie mier nee�ciencie θN a D∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.2.3 Porovnanie mier nee�ciencie ξ a D∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

5 Aplikácia: Miery nee�ciencie trºného portfólia 37
5.1 Dáta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
5.2 Nastavenie parametrov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5.3 Výsledky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

6 Záver 48

Literatúra 49

3



Název práce: Míry e�cience portfolia vzhledem k stochastické dominanci
Autor: Monika Jakubcová
Katedra: Katedra pravd¥podobnosti a matematické statistiky
Vedoucí diplomové práce: RNDr. Ing. Milo² Kopa, PhD.
e-mail vedoucího: kopa@karlin.m�.cuni.cz

Abstrakt: V p°edloºené práci studujeme míry e�cience portfolia vzhledem k stochastické
dominanci. P°i výb¥ru optimálního portfolia z hlediska maximálního o£ekávaného uºitku
je investor·v postoj k riziku modelován tvarem uºitkové funkce. Jestliºe informace o pos-
toji k riziku není známa nebo uvaºujeme obecného investora, lze vyuºít p°ístup stocha-
stické dominance, p°i n¥mº hodnotíme portfolio pouze jako e�cientní, nebo nee�cientní.
Vycházíme z prací Posta, Kuosmanena a Kopy, kte°í sestavili kritéria e�cience portfolia
pro nenasycené investory averzní v·£i riziku. Na základ¥ t¥chto kritérií de�nujeme míry
nee�cience portfolia vzhledem k stochastické dominanci druhého °ádu (SSD). Zkoumáme
vlastnosti m¥r SSD nee�cience, které umoº¬ují porovnávat SSD nee�cientní portfolia mezi
sebou. Dokazujeme vzájemné vztahy de�novaných m¥r nee�cience. Na konkrétním p°ík-
lad¥ dat z Americké burzy cenných papír· testujeme SSD e�cienci US trºního portfolia.
Klí£ová slova: stochastická dominance druhého °ádu, e�cience portfolia, míry e�cience,
podmín¥ný Value at Risk

Title: Stochastic dominance portfolio e�ciency measures
Author: Monika Jakubcová
Department: Department of Probability and Mathematical Statistics
Supervisor: RNDr. Ing. Milo² Kopa, PhD.
Supervisor's e-mail address: kopa@karlin.m�.cuni.cz
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Kapitola 1

Úvod

V sú£asnosti existuje celý rad prístupov ako môºeme rie²i´ problém výberu portfólia tak,
aby bolo v istom zmysle �optimálne�. Základnú my²lienku, maximalizova´ o£akávaný zisk
z portfólia, obohatil Markowitz [12] tým, ºe zoh©adnil aj moºné riziko reprezentované
rozptylom. �ia©, tieto optimálne portfóliá zodpovedajú len prípadu, ke¤ je úºitková funk-
cia investora kvadratická. Z toho dôvodu uº Markowitz [13] zaviedol namiesto rozptylu
výnosov tzv. semivarianciu, ktorá na rozdiel od rozptylu nepenalizuje pozitívnu odchýlku,
t.j. ke¤ je výnos vy²²í ako stredná hodnota výnosu. V tejto práci sa budeme venova´
¤al²iemu moºnému prístupu hodnotenia portfólia, ktorý je zaloºený na teórii stochastic-
kej dominancie (SD).

Teória stochastickej dominancie sa v sú£asnosti pouºíva v rôznych oblastiach ekonómie,
�nan£nej matematiky a ²tatistiky. SD predstavuje £iasto£né usporiadanie v priestore
náhodných veli£ín. Toto usporiadanie je de�nované pomocou o£akávaného úºitku. Umoº¬u-
je nám vybra´ portfólio z mnoºiny v²etkých portlólií, ktoré môºeme zostavi´ z dostupných
aktív tak, aby bolo optimálne (v zmysle maximalizácie o£akávaného úºitku) aspo¬ pre jed-
ného investora s úºitkovou funkciou, ktorá patrí do istej triedy úºitkových funkcií.

História SD siaha do roku 1932, ke¤ sa Karamata [6] venoval podobnej tématike
a dokázal vetu pre rozdelenia s rovnakou strednou hodnotou, ktorá je ve©mi podobná
stochastickej dominancii druhého rádu. Významný rozvoj teórie SD a hlavne vyuºitia
poznatkov tejto teórie v ekonómii a vo �nanciách nastal v rokoch 1969 - 1970, ke¤ boli
publikované práce Hadar a Russell [3], Hanoch a Levy [4], Rothschild a Stiglitz [19]
a Whitmore [22]. Uvedené práce boli impulzom pre rozvoj teórie SD. V sú£astnosti sa
SD venuje £oraz viac pozornosti v kontexte e�ciencie portfólia.

Z teoretického h©adiska je ve©kou výhodou SD jej neparamertický prístup. To znamená,
ºe kritériá SD, popísané niº²ie v práci, nevyºadujú úplné parametrické vyjadrenie pre-
ferencií investora. Budeme vychádza´ z toho, ºe poznáme ²tatistické rozdelenie moºných
alternatív, ktoré má investor k dispozícii a zo znalosti triedy úºitkových funkcií, do ktorej
patrí úºitková funkcia investora. Potom môºeme rozhodnú´, £i je dané portfólio optimálne
pre aspo¬ jedného investora.
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KAPITOLA 1. ÚVOD 6

Rád SD závisí na tom, s akou triedou úºitkových funkcií pracujeme. Stochastická
dominancia prvého rádu (FSD) pracuje s neklesajúcimi úºitkovými funkciami. Ide o in-
vestorov, ktorí sú tzv. nenasýtení, t.j. preferujú vä£²ie bohatstvo pred men²ím. Táto trieda
úºitkových funkcií zah¯¬a v²etky kardinálne úºitkové funkcie, a teda FSD má naj²ir²ie
vyuºitie. Jej nevýhodou je ignorovanie iných predpokladov na tvar úºitkovej funkcie,
z ktorých naj£astej²í je predpoklad konkavity zodpovedajúci rizikovej averzii investora.
Tento predpoklad sa ukázal ako opodstatnený v mnohých �nan£ných prácach, a pre-
to okrem predpokladu nenasýtenosti je v tejto práci predpokladaná i averzia investora
k riziku, £o vedie k uº²ej triede úºitkových funkcií, ktoré sú neklesajúce a konkávne. Pre
túto triedu úºitkových funkcií bola vyvinutá stochastická dominancia druhého rádu (SSD).
Boli odvodené tri kritériá SSD e�ciencie portfólia, ktoré sú v práci podrobne popísané a na
základe nich sú de�nované miery nee�ciencie portólia vzh©adom k SSD, s ktorými budeme
¤alej pracova´. �al²ím zúºením triedy úºitkových funkcií dostaneme SD vy²²ieho rádu,
vi¤. napr. Whitmore [22] alebo Levy [11].

V sú£asnosti uº poznáme mnoho záverov teórie SD. Ako prvé boli vyvinuté kritériá
SD pre párové porovnanie Levy [10]. Prvé testy SSD e�ciencie daného portfólia vzh©adom
k nekone£nej mnoºine v²etkých moºných portfólií zloºených z danej mnoºiny aktív boli
navrhnuté Postom [16] a Kuosmanenom [9]. �al²í test navrhol Kopa [7]. Autori praco-
vali s rôznymi de�níciami e�cientného portfólia pre SSD. Post má pod pojmom SSD
e�cientné portfólio na mysli také portfólio, ºe neexistuje iné portfólio s vä£²ím o£akávaným
úºitkom pre v²etky rýdzo konkávne úºitkové funkcie. �al²í autori Ogryczak a Ruszczy«ski
[14], Kuosmanen [9] a Kopa [7] de�novali e�cientné portfólio trochu odli²ne. Za e�cientné
portfólio pokladajú také, ºe ºiadne iné portfólio nemá vä£²í alebo rovný o£akávaný úºitok
pre v²etky konkávne úºitkové funkcie a ostre vä£²í pre aspo¬ jednu konkávnu úºitkovú
funkciu. Okrem toho existujú i kritériá pre FSD e�cienciu vi¤. Kuosmanen [9] a Kopa [7],
ale v tejto práci sa zameriame na miery e�ciencie portfólia pre SSD.

V kapitole 2 de�nujeme SD a mieru rizika, ktorú budeme pouºíva´ v jednom z kritérií,
a to podmienený Value at Risk (CVaR). V rámci tejto kapitoly tieº popí²eme ich základné
vlastnosti a vz´ahy medzi nimi. V kapitole 3 zavedieme pojem SSD e�cientné portfólio
vzh©adom k mnoºine v²etkých moºných portfólií zloºených z dostupných aktív. �alej
zhrnieme tri kritériá e�ciencie portfólia pre SSD. Na za£iatku kapitoly 4 sa zaoberáme
testovaním SSD e�ciencie daného portfólia. �alej zavedieme tri miery nee�ciencie, te-
da miery, ktoré vyjadrujú �vzdialenos´� portfólia od mnoºiny SSD e�cientných portfólií.
Overíme základné vlastnosti de�novaných mier, a to hlavne konzistenciu s SSD a konve-
xitu na ur£itej mnoºine portfólií. Prvá vlastnos´ zaru£í, ºe SSD dominované portfólio, teda
hor²ie v zmysle SSD, má vä£²iu mieru nee�ciencie ako portfólio, ktoré ho SSD dominuje.
To nám umoºní venova´ sa hlavnej úlohe tejto práce, a to dokáza´ vzájomné vz´ahy zave-
dených mier, prípadne preukáza´, ºe medzi skúmanými mierami ºiadne relácie neexistujú.
Kone£ne v kapitole 5 na konkrétnom príklade dát z Americkej burzy cenných papierov
testujeme SSD e�cienciu US trºného portfólia.



Kapitola 2

Stochastická dominancia druhého rádu

V tejto kapitole zavedieme SD náhodných veli£ín. V podkapitole 2.1 popí²eme základné
vlastnosti SD. V podkapitole 2.2 zavedieme mieru rizika CVaR. Je to veli£ina, ktorá
vyjadruje postoj investora k riziku. �alej zhrnieme základné vlastnosti CVaR v kontexte
SD.

2.1 Stochastická dominancia
Zave¤me dve mnoºiny úºitkových funkcií U1 a U2. Nech U1 ozna£uje mnoºinu v²etkých
úºitkových funkcií (t.j. mnoºinu v²etkých spojitých, neklesajúcich funkcií). �alej U2 ⊂ U1

ozna£uje mnoºinu v²etkých konkávnych úºitkových funkcií.
V celej práci budeme uvaºova´ sprava spojité distribu£né funkcie náhodných veli£ín.

De�nícia 2.1.
Nech X1 a X2 sú dve náhodné veli£iny s distribu£nými funkciami F1(x) a F2(x).
(i) Hovoríme, ºe X1 dominuje X2 vzh©adom k stochastickej dominancii prvého rádu (FSD),
zna£íme X1 ºFSD X2, ak

EF1u(x)− EF2u(x) ≥ 0 (2.1)
pre kaºdú úºitkovú funkciu u ∈ U1, pre ktorú EF1u(x) a EF2u(x) existujú.
(ii) Hovoríme, ºe X1 dominuje X2 vzh©adom k stochastickej dominancii druhého rádu
(SSD), zna£íme X1 ºSSD X2, ak

EF1u(x)− EF2u(x) ≥ 0 (2.2)

pre kaºdú úºitkovú funkciu u ∈ U2, pre ktorú EF1u(x) a EF2u(x) existujú.
De�nícia 2.1 (ii) stochastickej dominancie druhého rádu hovorí, ºe kaºdý nenasýtený

investor averzný k riziku preferuje investi£nú príleºitos´ X1 pred X2, pretoºe X1 mu
priná²a vä£²í o£akávaný úºitok. Usporiadanie investi£ných príleºitostí dané FSD (SSD) je
£iasto£né.
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Aby sme predi²li prípadu, ke¤ náhodná veli£ina dominuje samú seba (t.j. X1 ºFSD X1

alebo X1 ºSSD X1) de�nujeme striktnú dominanciu.

De�nícia 2.2. (Striktná dominancia)
Nech X1 a X2 sú dve náhodné veli£iny.

X1 ÂFSD X2 ⇔ (X1 ºFSD X2) ∩ (X2 �FSD X1)

X1 ÂSSD X2 ⇔ (X1 ºSSD X2) ∩ (X2 �SSD X1).

To znamená, ºe X1 striktne dominuje X2 vzh©adom k FSD (SSD), zna£íme X1 ÂFSD

X2 (X1 ÂSSD X2), ak X1 ºFSD X2 (X1 ºSSD X2) a existuje aspo¬ jedna úºitková funkcia
u ∈ U1 (u ∈ U2), pre ktorú platí ostrá nerovnos´ o£akávaných úºitkov:

EF1u(x)− EF2u(x) > 0.

Podobne je de�novaná stochastická dominancia vy²²ieho rádu, vi¤. napr. Whitmore
[22] alebo Levy [11]. V praxi sa vyuºívajú najmä FSD a SSD, pretoºe majú dobrú
ekonomickú interpretáciu. U FSD ide o investorov s neklesajúcou úºitkovou funkciou
a v prípade SSD sú investori naviac averzní k riziku. Pri stochastickej dominancii tretieho
rádu je trieda úºitkových funkcií ¤alej obmedzená tým, ºe majú neklesajúcu druhú de-
riváciu.

Overenie SD z de�nícií 2.1 a 2.2 je ve©mi pracné, vo ve©a prípadoch skoro nemoºné,
preto sú uºito£né nasledujúce nutné a posta£ujúce podmienky pre SD.

Ozna£me
F

(2)
i (t) =

∫ t

−∞
Fi(x)dx i = 1, 2.

Lemma 2.1.
Nech F1(x) a F2(x) sú dve distribu£né funkcie náhodných veli£ín X1 a X2. Potom:
(i) X1 ºFSD X2 ⇔ F1(x) ≤ F2(x) ∀x ∈ R
(ii) X1 ºSSD X2 ⇔ F

(2)
1 (t) ≤ F

(2)
2 (t) ∀t ∈ R

(iii) X1 ÂFSD X2 ⇔ F1(x) ≤ F2(x) ∀x ∈ R, kde pre aspo¬ jedno x je splnená
ostrá nerovnos´
(iv) X1 ÂSSD X2 ⇔ F

(2)
1 (t) ≤ F

(2)
2 (t) ∀t ∈ R, kde pre aspo¬ jedno t je splnená

ostrá nerovnos´.

Dôkaz. Dôkaz je uvedený v Hanoch a Levy [4].

Uvaºujme reálnu náhodnú veli£inu X. Kvantilová funkcia F
(−1)
X náhodnej veli£iny X

je de�novaná ako z©ava spojitá inverzná funkcia k distribu£nej funkcii FX :

F
(−1)
X (v) = min{u : FX(u) ≥ v}. (2.3)
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Lemma 2.2.
X1 ºFSD X2 ⇔ F

(−1)
1 (p) ≤ F

(−1)
2 (p) ∀p ∈ (0, 1].

Dôkaz. Tvrdenie plynie priamo z lemmatu 2.1.
Uvaºujme náhodnú veli£inu X, ktorá sp¨¬a podmienku E|X| < ∞. Pre túto náhodnú

veli£inu je kvantilová funkcia druhého rádu F
(−2)
X de�novaná nasledovne:

F
(−2)
X (p) =





∫ p

−∞ F
(−1)
X (t)dt 0 < p ≤ 1

0 p = 0
+∞ inak.

Veta 2.1.
Pre kaºdú náhodnú veli£inu, ktorá sp¨¬a podmienku E|X| < ∞ platí:
(i) F

(−2)
X (p) = supν{νp− Emax(ν −X, 0)}

(ii) X1 ºSSD X2 ⇔ F
(−2)
1 (p)

p
≥ F

(−2)
2 (p)

p
∀p ∈ [0, 1].

Dôkaz. Dôkaz je uvedený v Ogryczak a Ruszczy«ski [14].

2.2 CVaR - podmienený Value at Risk
Nech X je reálna náhodná veli£ina, ktorá predstavuje výnos z portfólia. Potom náhodná
veli£ina Y = −X reprezentuje stratu z tohoto portfólia. �alej zvo©me hladinu spo©ahlivosti
α ∈ (0, 1). Naj£astej²ie sa volí α = 0, 95 alebo α = 0, 99. Predpokladáme, ºe E|X| < ∞.
Potom je Value at Risk (VaRα(Y )) maximálna moºná strata z portfólia pri zvolenej hla-
dine spo©ahlivosti α. VaRα(Y ) môºeme tieº interpretova´ tak, ºe náhodná strata vä£²ia
ako VaRα(Y ) nastane s pravdepodobnos´ou 1− α a strata men²ia ako VaRα(Y ) nastane
s pravdepodobnos´ou α. Ide teda o α - kvantil náhodnej veli£iny Y s distribu£nou funkciou
FY :

VaRα(Y ) = F
(−1)
Y (α) = min{u : FY (u) ≥ α}. (2.4)

Práve zavedená miera rizika VaR má viaceré nedostatky, medzi ktoré patrí najmä
to, ºe VaR nedáva ºiadnu informáciu o tom aká ve©ká môºe by´ strata prekra£ujúca
VaR, pretoºe nerozli²uje medzi rôznymi rozdeleniami α-chvostov strát. Teda môºe nasta´
prípad, ke¤ je hodnota VaR pomerne malá, ale rozdelenie strát má ´aºké chvosty a s malou
pravdepodobnos´ou, t.j. men²ou ako 1 − α môºe dôjs´ k obrovským stratám. �al²ou
nevýhodou VaR je, ºe nie je konvexná. To znamená, ºe môºe nasta´ situácia, ºe VaR
lineárnej kombinácie dvoch náhodných veli£ín je vä£²ia ako príslu²ná lineárna kombinácia
VaR kaºdej z nich.

Preto zavedieme nasledujúcu mieru rizika, ktorá uº nemá tieto nedostatky. Podmienený
Value at Risk (CVaRα(Y )) ur£uje priemernú stratu z 100(1 − α)% najhor²ích moºných
strát portfólia. Rockafellar a Uryasev [17] de�novali CVaR nasledujúcim spôsobom.
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De�nícia 2.3.
Uvaºujme náhodnú veli£inu Y s distribu£nou funkciou G a hladinu spo©ahlivosti α ∈ (0, 1).
Podmienený Value at Risk náhodnej straty Y na danej hladine spo©ahlivosti α je stredná
hodnota rozdelenia α-chvostu Y , kde rozdelenie α-chvostu Y de�nujeme ako

Gα(y,VaRα(Y )) =

{
G(Y )−α

1−α
pre y ≥ VaRα(Y )

0 pre y < VaRα(Y ).

Rockafellar a Uryasev [18] tieº ukázali, ºe CVaR má nasledujúcu vlastnos´:

CVaRα(Y ) = E(Y |Y ≥ VaRα(Y )). (2.5)

Alternatívnu moºnos´ zavedenia miery rizika CVaR dáva nasledujúca veta uvedená
v P�ug [15].

Veta 2.2.
Podmienený Value at Risk CVaRα na hladine spo©ahlivosti α získame ako rie²enie opti-
maliza£nej úlohy

CVaRα(Y ) = min
a∈R

{
a +

1

1− α
E[Y − a]+

}
. (2.6)

Výraz [x]+ zna£í kladnú £as´ £ísla x, t.j. [x]+ = max{x, 0}.
Práve zavedená miera rizika CVaR je konvexná v nasledujúcom zmysle:

Lemma 2.3.
Nech γ ∈ [0, 1], potom

CVaRα(γY1 + (1− γ)Y2) ≤ γCVaRα(Y1) + (1− γ)CVaRα(Y2), (2.7)

kde Y1 a Y2 sú ©ubovolné náhodné veli£iny.

Dôkaz. Dôkaz je uvedený v Rockafellar a Uryasev [18].

Nasledujúci vz´ah medzi CVaR a SSD je dôsledkom vety 2.1.

Lemma 2.4.
Nech Yi = −Xi a E|Yi| < ∞ pre i = 1, 2. Potom platí:

X1 ºSSD X2 ⇔ CVaRα(Y1) ≤ CVaRα(Y2) ∀α ∈ [0, 1]. (2.8)

Dôkaz. Dôkaz je uvedený v Kopa [7].
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Ak predpokladáme, ºe je náhodná strata z portfólia reprezentovaná diskrétnou náhod-
nou veli£inou Y , ktorá nadobúda hodnoty yt, t = 1, . . . , T s rovnakou pravdepodobnos´ou,
ide o tzv. scenárový prístup. V tomto prípade môºeme CVaRα(Y ) po£íta´ pod©a nasledu-
júceho vz´ahu:

CVaRα(Y ) =
1

(1− α)T

∑

yt>VaRα(Y )

yt. (2.9)

Pri praktických výpo£toch je uºito£né vyjadrenie CVaRα(Y ) ako funkciu α. Nech y[k]

je k-ty najmen²í prvok medzi y1, y2, . . . , yT , t.j. platí y[1] ≤ y[2] ≤ · · · ≤ y[T ].

Lemma 2.5.
Ak α ∈ [ k

T
, k+1

T
] a α 6= 1 potom platí

CVaRα(Y ) = y[k+1] +
1

(1− α)T

T∑

i=k+1

(y[i] − y[k+1]) (2.10)

pre k = 0, 1, . . . , T − 1 a CVaR1(Y ) = y[T ].

Dôkaz. Dôkaz je uvedený v Kopa [7] alebo Rockafellar a Uryasev [18].

Spojením lemmatu 2.4 a lemmatu 2.5 získame nutnú a posta£ujúcu podmienku stocha-
stickej dominancie druhého rádu (vi¤. Kopa [7]).

Veta 2.3.
Nech Y1 = −X1 a Y2 = −X2 sú diskrétne náhodné veli£iny, ktoré nadobúdajú hodnoty yt

1

a yt
2, t = 1, . . . , T , s rovnakou pravdepodobnos´ou. Potom

X1 ºSSD X2 ⇔ CVaRα(Y1) ≤ CVaRα(Y2) ∀α ∈ {0, 1

T
,
2

T
, . . . ,

T − 1

T
}.



Kapitola 3

E�ciencia portfólia vzh©adom k SSD

V tejto kapitole de�nujeme SSD e�cientné portfólio. Na tomto mieste je nutné pozna-
mena´, ºe autori, ktorí sa venovali tejto problematike pracovali s rôznymi de�níciami
e�ciencie portfólia vzh©adom k SSD. Prvá de�nícia, s ktorou pracoval Post, pokladá za
SSD e�cientné portfólio také, ºe neexistuje iné portfólio s vä£²ím o£akávaným úºitkom
pre v²etky rýdzo konkávne uºitkové funkcie. Kuosmanen a Kopa de�novali SSD e�cient-
né portfólio trochu odli²ne. Pod pojmom SSD e�cientné portfólio majú na mysli také
portfólio, ºe ºiadne iné portfólio nemá vä²£í alebo rovný o£akávaný úºitok pre v²etky
konkávne úºitkové funkcie a ostre vä£²í pre aspo¬ jednu konkávnu úºitkovú funkciu. �alej
v tejto kapitole uvedieme tri kritériá e�ciencie portfólia pre SSD. Kritériá majú formu
úloh lineárneho programovania a na základe nich vieme rozhodnú´, £i je testované port-
fólio SSD e�cientné alebo nie.

3.1 E�ciencia portfólia
Uvaºujme vektor r = (r1, r2, . . . , rN)′, ktorý reprezentuje výnosy z N dostupných ak-
tív. Nech vektor λ = (λ1, λ2, . . . , λN)′ ozna£uje váhy portfólia, t.j. λi, i = 1, 2, . . . , N
predstavuje podiel majetku investora investovaného do i-teho aktíva. Mnoºinu v²etkých
moºných portfólií môºeme vyjadri´ nasledovne:

Λ = {λ ∈ RN : 1′λ = 1, λi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N}.
Obmedzenie 1′λ = 1 známená, ºe investor investuje celý svoj majetok. Poºiadavkom
λi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N sú zakázané tzv. krátke pozície, kedy investor môºe preda´ aktívum,
ktoré momentálne nevlastní. �alej ozna£me testované portfólio τ = (τ1, τ2, . . . , τN)′.
Výnos portfólia λ ∈ Λ je náhodná veli£ina, ktorú môºeme vyjadri´ ako:

r′λ =
N∑

i=1

riλi.

12
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De�nícia 3.1.
Hovoríme, ºe dané portfólio τ ∈ Λ je SSD nee�cientné, ak existuje portfólio λ ∈ Λ tak,
ºe Eu(r′λ) ≥ Eu(r′τ ) pre kaºdú úºitkovú funkciu u ∈ U2 a existuje aspo¬ jedna u ∈ U2,
pre ktorú platí Eu(r′λ) > Eu(r′τ ). V opa£nom prípade je portfólio τ SSD e�cientné.

Pod©a práve uvedenej de�nície je portfólio SSD e�cientné práve vtedy, ke¤ nie je
striktne dominované ºiadnym iným portfóliom. Túto de�níciu pouºili vo svojích prácach
Ruszczynski a Vanderbei [20], Kuosmanen [9], Kopa [7], Kopa a Chovanec [8].

Z inej de�nície vychádza vo svojej práci Post [16].
De�nícia 3.2.
Hovoríme, ºe dané portfólio τ ∈ Λ je striktne SSD nee�cientné, ak existuje portfólio
λ ∈ Λ tak, ºe Eu(r′λ) > Eu(r′τ ) pre kaºdú úºitkovú funkciu u ∈ U s

2 , kde U s
2 ⊂ U2 je

mnoºina rýdzo konkávnych úºitkových funkcií. V opa£nom prípade je portfólio τ striktne
SSD e�cientné.

Postova de�nícia 3.2 je slab²ia ako de�nícia 3.1, pretoºe pouºíva rýdzo konkávne
úºitkové funkcie. Ak je portfólio striktne SSD nee�cientné, potom je aj SSD nee�cientné,
ale ak je portfólio striktne SSD e�cientné, potom e²te nemusí by´ nutne aj SSD e�cientné.
Post [16] argumentoval, ºe de�nície 3.1 a 3.2 sú z empirického h©adiska zhodné.

Z de�nície 3.2 vychádzajú Postove kritériá striktnej e�ciencie vzh©adom k SSD, ktoré
sú nutnou podmienkou pre SSD e�cienciu portfólia. V ¤al²ej £asti tejto kapitoly uvedieme
tri kritériá e�ciencie vzh©adom k SSD.

3.2 Kritériá e�ciencie portólia vzh©adom k SSD
Predpokladajme ¤alej, ºe náhodný vektor r má T rovnako pravdepodobných scenárov.
Výnosy z aktív za platnosti rôznych scenárov sú dané maticou:

X =




x1

x2

...
xT


 ,

kde xt = (xt
1, x

t
2, . . . , x

t
N) je t-ty riadok matice X, ktorý zna£í výnos pri t-tom scenári.

Bez ujmy na v²eobecnosti predpokladáme, ºe st¨pce matice X sú lineárne nezávislé.
Symbolom (Xτ )[t] budeme ozna£ova´ výnosy portfólia τ za platnosti T rovnako pravde-

podobných scenárov, pri£om zloºky riadkového vektora Xτ = ((Xτ )[1], . . . , (Xτ )[T ]) sú
zoradené vzostupne, t.j. (Xτ )[1] ≤ · · · ≤ (Xτ )[T ]. Na základe, takto usporiadaného vekto-
ra môºeme zavies´ empirickú distribu£nú funkciu (EDF) výnosu portfólia τ nasledovne:

F (x) =
1

T
max{t ∈ {1, . . . , T} : x ≥ (Xτ )[t]}.
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Táto funkcia je po £astiach kon²tantná a neklesajúca. Na overenie nutných a posta£ujúcich
podmienok pre SSD z lemmatu 2.1, budeme v týchto podmienkach pouºíva´ nasledujúcu
vetu.

Veta 3.1.
Nech r′τ 1 a r′τ 2 sú náhodné veli£iny, ktoré nadobúdajú hodnoty xtτ 1 a xtτ 2, t = 1, . . . , T
s rovnakými pravdepodobnos´ami 1

T
. Potom platí:

(i)
r′τ 1 ºSSD r′τ 2 ⇔ ∑t

j=1(Xτ 1)
[j] ≥ ∑t

j=1(Xτ 2)
[j] t = 1, . . . , T

(ii)

r′τ 1 ÂSSD r′τ 2 ⇔ ∑t
j=1(Xτ 1)

[j] ≥ ∑t
j=1(Xτ 2)

[j] t = 1, . . . , T a
∑t

j=1(Xτ 1)
[j] >

∑t
j=1(Xτ 2)

[j] pre aspo¬ jedno t,

kde symbol (Xτ 1)
[j] ozna£uje vzostupne zoradené výnosy portfólia τ 1, t.j. (Xτ 1)

[1] ≤ · · · ≤
(Xτ 1)

[T ]. Analogicky pre portfólio τ 2 platí (Xτ 2)
[1] ≤ · · · ≤ (Xτ 2)

[T ].

Dôkaz. Dôkaz je uvedený napríklad v Levy [10].

Teraz uvedieme kritériá e�ciencie portfólia pre SSD.

3.2.1 Postovo kritérium
Prvé kritériá e�ciencie daného portfólia pre SSD navrhol Post [16], ktorý vychádzal
z de�nície 3.2.

Usporiadame vzostupne zloºky vektora výnosov Xτ a v rovnakom poradí zoradíme aj
riadky matice X. To znamená, ºe riadky novej matice X sú usporiadané tak, aby platilo
xiτ = (Xτ )[i], i = 1, 2, . . . , T. Symboly xt

n, n = 1, 2, . . . , N , t = 1, 2, . . . , T ozna£ujú
prvky takto usporiadanej matice X.

Nutná a posta£ujúca podmienka striktnej SSD e�ciencie portfólia vyuºíva nasledujúcu
úlohu lineárneho programovania:

ξ(τ ) = min
θ,β

θ (3.1)

za podmienok
∑T

t=1 βt(x
tτ )− xt

n)/T + θ ≥ 0 n = 1, 2, . . . , N
βt − βt+1 ≥ 0 t = 1, 2, . . . , T − 1

βt ≥ 0 t = 1, 2, . . . , T − 1
βT = 1.
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Môºe nasta´ prípad, ºe xtτ = xt+1τ , pre nejaké t ∈ {1, 2, . . . , T − 2}, potom zmeníme
obmedzenie βt − βt+1 ≥ 0 na dvojicu obmedzení βt − βt+2 ≥ 0 a βt−1 − βt+1 ≥ 0 ak
t ∈ {2, . . . , T − 2}. �alej, ak xT−1τ = xT τ , potom nahradíme obmedzenia βT−1−βT ≥ 0
a βT = 1 dvojicou obmedzení βT−1 ≥ 1 a βT ≥ 1.

Veta 3.2.
Portfólio τ ∈ Λ je striktne SSD e�cientné práve vtedy, ke¤ ξ(τ ) = 0.

Dôkaz. Dôkaz je uvedený v Post [16].

Môºeme skon²truova´ príklad, kde je portfólio striktne SSD e�cientné, ale nie je SSD
e�cientné. Tento príklad je uvedený niº²ie v kapitole 4 príklad 4.3. Podmienka ξ(τ ) = 0
je len nutná, ale nie je posta£ujúca podmienka pre SSD e�cienciu.

Úloha (3.1) nie je výpo£etne ve©mi náro£ná, má T + 1 premenných
a N + 2T − 1 obmedzení. Nevýhodou tohto testu je, ºe nevie ur£i´ potrfólio, ktoré by
dominovalo testované portfólio τ vzh©adom k SSD, a teda nevie nájs´ ani e�cientné SSD
dominujúce portfólio.

Ak je hodnota testovej ²tatistiky ξ(τ ) rovná nule, potom existuje, v¤aka minimaxovej
vete Sion [21], investor s úºitkovou funkciou u ∈ US

2 tak, ºe pre tohoto investora je
testované portfólio optimálne, t.j. maximalizuje jeho o£akávaný úºitok.

3.2.2 Kuosmanenovo kritérium
Teraz sa budeme zaobera´ SSD e�cienciou v zmysle de�nície 3.1. Kuosmanen [9] navrhol
nasledujúce kritérium pre SSD (najprv uvedieme nutnú podmienku). Nech

θN(τ ) = max
W,λ

(
T∑

t=1

(xtλ− xtτ )

)
/T (3.2)

za podmienok
xiλ ≥ ∑T

j=1 wijx
jτ i = 1, 2, . . . , T

W ∈ Ξ
λ ∈ Λ,

kde

Ξ ≡
{

[wij]T×T : 0 ≤ wij ≤ 1,
T∑

i=1

wij =
T∑

j=1

wij = 1,∀i, j = 1, 2, . . . , T

}

zna£í mnoºinu dvojite stochastických matíc.

Veta 3.3.
θN(τ ) = 0 je nutná podmienka pre SSD e�cienciu portfólia τ ∈ Λ.

Dôkaz. Dôkaz je uvedený v Kuosmanen [9].
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Testovú ²tatistiku θN(τ ) môºeme interpretova´ ako mieru nee�ciencie vzh©adom k SSD.
Táto miera ur£uje maximálny moºný nárast o£akávaného výnosu, ktorý môºeme získa´ ak
si vyberieme namiesto testovaného portfólia τ iné portfólio, ktoré SSD dominuje portfólio
τ . Takºe ak je táto miera nee�ciencie rovná nule, potom je maximálny nárast o£aká-
vaného výnosu získaný nahradením τ za SSD dominujúce portfólio rovný nule, takºe ne-
existuje SSD dominujúce portfólio s vä£²ím o£akávaným výnosom ako je o£akávaný výnos
z testovaného portfólia τ . Táto podmienka v²ak nie je nutná a posta£ujúca, pretoºe môºe
existova´ striktne SSD dominujúce portfólio s rovnakým výnosom ako τ .

Pre optimálne rie²enie λ∗ úlohy (3.2) platí r′λ∗ ºSSD r′τ . Táto skuto£nos´ vyplýva
z nasledujúceho tvrdenia, ktoré dokázali Hardy, Littlewood a Polya [5].

Veta 3.4.
Nasledujúce dve podmienky sú ekvivalentné:
(i)

t∑
i=1

(Xλ)[i] ≥
t∑

i=1

(Xτ )[i], t = 1, 2, . . . , T

(ii) existuje dvojite stochastická matica W ∈ Ξ tak, ºe

xiλ ≥
T∑

j=1

wijx
jτ , i = 1, 2, . . . , T.

Z tvrdenia (i) tejto vety vyplýva, ºe λ SSD dominuje portfólio τ . Preto kaºdé prípustné
rie²enie λ úlohy (3.2) pod©a vety 3.1 SSD dominuje testované portfólio τ .

K odvodeniu nutnej a posta£ujúcej podmienky e�ciencie portfólia vzh©adom k SSD
uvaºujme:

θS(τ ) = min
W,λ,S+,S−

T∑
j=1

T∑
i=1

(s+
ij + s−ij) (3.3)

za podmienok
xiλ =

∑T
j=1 wijx

jτ i = 1, 2, . . . , T

s+
ij − s−ij = wij − 1

2
i, j = 1, 2, . . . , T

s+
ij, s

−
ij ≥ 0 i, j = 1, 2, . . . , T

W ∈ Ξ
λ ∈ Λ,

kde S+ = {s+
ij}T

i,j=1, S− = {s−ij}T
i,j=1 a W = {wij}T

i,j=1.
Hodnoty vo vektore výnosov Xτ sa môºu opakova´. Ozna£me εk po£et hodnôt, ktoré

sa vo vektore Xτ opakujú práve k-krát. (napr. ε3 = 1, ak xjτ = xiτ = xtτ a ºiadna
iná hodnota sa vo vektore nevyskytuje práve 3-krát). Kuosmanen [9] uvádza teoretické
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minimum a teoretické maximum, ktoré môºe testová ²tatistika θS(τ ) nadobúda´. Mini-
mum získame vo©bou Wij = 1/T pre v²etky i, j = 1, 2, . . . , T a maximum závisí na po£te
opakujúcich sa hodnôt vo vektore výnosov Xτ . Platí:

θS(τ ) ∈
[

1

2
T 2 − T,

1

2
T 2 −

T∑

k=1

kεk

]
.

Veta 3.5.
Nutná a posta£ujúca podmienka SSD e�ciencie portfólia τ ∈ Λ je

θN(τ ) = 0 ∧ θS(τ ) =
T 2

2
−

T∑

k=1

kεk.

Dôkaz. Dôkaz je uvedený v Kuosmanen [9].
Úloha (3.2) má T 2 + N premenných a T 2 + 3T + N + 1 obmedzení a úloha (3.3) má

3T 2 + N premenných a 4T 2 + 3T + N + 1 obmedzení. S rastúcim po£tom scenárov po£et
premenných a obmedzení kvadraticky rastie. V porovnaní s Postovým kritériom (3.1) sú
úlohy (3.2) a (3.3) výrazne vä£²ie. Výhodou Kuosmanenovho kritéria oproti Postovmu je,
ºe ide o nutnú a posta£ujúcu podmienku pre SSD e�cienciu a ku kaºdému SSD nee�cient-
nému portfóliu nájde portfólio, ktoré ho SSD dominuje. Problém je v²ak v tom, ºe ak
Kuosmanenovo kritérium nájde nekone£ne ve©a portfólií, ktoré SSD dominujú portfólio τ
nemusia by´ v²etky SSD e�cientné, a tak sa môºe sta´, ºe software, ktorý typicky nájde len
jedno rie²enie, vyberie SSD nee�cientné portfólio, vi¤. Kopa a Chovanec [8]. V prípade,
ºe úloha (3.3) má jediné rie²enie, potom je nájdené dominujúce portfólio SSD e�cientné.

3.2.3 Kopovo kritérium
�al²ie kritérium e�ciencie portfólia pre SSD navrhol vo svojej práci Kopa [7]. Toto krité-
rium je zaloºené na kvantilovom prístupe a vyuºíva vz´ah medzi mierou rizika CVaR
a stochastickou dominanciou druhého rádu. Za£neme nutnou podmienkou.
Veta 3.6.
Nech αk = k

T
, k = 0, 1, . . . , T − 1. Nech

d∗ = max
λn

T−1∑

k=0

N∑
n=1

λn[CVaRαk
(−r′τ )− CVaRαk

(−rn)] (3.4)

za podmienok
∑N

n=1 λn[CVaRαk
(−r′τ )− CVaRαk

(−rn)] ≥ 0, k = 0, 1, . . . , T − 1
λ ∈ Λ.

Ak d∗ > 0, potom je τ ∈ Λ SSD nee�cientné portfólio. Pre optimálne rie²enie úlohy (3.4)
λ∗ platí r′λ∗ ÂSSD r′τ .
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Dôkaz. Dôkaz je uvedený v Kopa [7].

Ide o úlohu lineárneho programovania s N premennými a N + T + 1 obmedzeniami,
teda o pomerne malú úlohu. �al²ou výhodou tohto kritéria je, ºe k SSD nee�cientnému
portfóliu nájde dominujúce portfólio. Veta 3.6 je v²ak len nutnou podmienkou e�ciencie
portfólia pre SSD a môºe sa sta´, ºe τ je nee�cientné aj ke¤ úloha (3.4) nemá ºiadne
prípustné rie²enie alebo ak d∗ = 0. Ak d∗ = 0, potom môºu nasta´ dva prípady:

• Úloha (3.4) má jediné rie²enie λ∗ = τ . Ak nastane tento prípad, potom je τ SSD
e�cientné portfólio.

• Úloha (3.4) má optimálne rie²enie λ∗ 6= τ . V tomto prípade je τ SSD nee�cientné
portfólio a platí r′λ∗ ÂSSD r′τ .

Prípad, ke¤ d∗ = 0, λ∗ 6= τ a τ je SSD e�cientné portfólio nemôºe nasta´, pretoºe by sme
dospeli k sporu s lineárnou nezávislos´ou riadkov matice X.

Ak úloha (3.4) nemá ºiadne prípustné rie²enie, potom môºeme pouºi´ nasledujúcu
nutnú a posta£ujúcu podmienku e�ciencie portfólia pre SSD.

Veta 3.7.
Nech αk = k

T
, k = 0, 1, . . . , T − 1. Nech

D∗(τ ) = max
Dk,λn,bk

T−1∑

k=0

Dk (3.5)

za podmienok

CVaRαk
(−r′τ )− bk − 1

1−αk
E[−r′λ− bk]

+ ≥ Dk, k = 0, 1, . . . , T − 1

Dk ≥ 0, k = 0, 1, . . . , T − 1
λ ∈ Λ.

Ak D∗(τ ) > 0, potom je τ ∈ Λ SSD nee�cientné portfólio. Optimálne rie²enie úlohy
(3.5) λ∗ je SSD e�cientné portfólio a platí r′λ∗ ÂSSD r′τ . Inak D∗(τ ) = 0 a τ je SSD
e�cientné portfólio.

Dôkaz. Dôkaz je uvedený v Kopa [7].

Úlohu (3.5) môºeme prepísa´ ako úlohu lineárneho programovania
s T (T + 2) + N premennými a 2T (T + 1) + N + 1 podmienkami nasledovne:

D∗(τ ) = max
Dk,λn,bk,wt

k

T∑

k=1

Dk (3.6)
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za podmienok

CVaR k−1
T

(−r′τ )− bk − 1
(1− k−1

T
)T

∑T
t=1 wt

k ≥ Dk, k = 1, . . . , T

wt
k ≥ −xtλ− bk, t, k = 1, . . . , T

wt
k ≥ 0, t, k = 1, . . . , T

Dk ≥ 0, k = 1, . . . , T
λ ∈ Λ.

Táto nutná a posta£ujúca podmienka rie²i men²iu úlohu lineárneho programovania
ako je to v prípade Kuosmanenovho kritéria a naviac ur£í SSD e�cientné portfólio, ktoré
SSD dominuje testované portfólio τ ∈ Λ.

Testovú ²tatistiku D∗(τ ) môºeme interpretova´ ako �vzdialenos´� medzi testovaným
portfóliom τ a jeho dominujúcim e�cientným portfóliom. Táto �vzdialenos´� je vyjadrená
pomocou rozdielu CVaR testovaného portfólia τ a CVaR dominujúceho e�cientného port-
fólia λ v T bodoch. Ak je tento rozdiel rovný nule, potom je portfólio τ SSD e�cientné.



Kapitola 4

Miery nee�ciencie portfólia vzh©adom k
SSD

V tejto kapitole sa budeme zaobera´ tromi mierami SSD nee�ciencie portfólia, ktoré sú
odvodené z kritérií e�ciencie portfólia vzh©adom k SSD, uvedených v predchádzajúcej
kapitole. Na tomto mieste je nutné poznamena´, ºe terminológia sa u autorov, ktorí sa
touto problematikou zaoberali rozchádza. Napríklad Post ju zaviedol vo svojích skor²ích
prácach ako mieru e�ciencie. Kedºe je táto miera pre nee�cientné portfólio kladná a pre
e�cientné portfólio je rovná nule prikloníme sa v tejto práci k terminológii, ktorú pouºívajú
iní autori, napr. Kuosmanen [9] alebo Kopa [7] a budeme ju nazýva´ miera nee�ciencie
portfólia vzh©adom k SSD.

V prvej £asti overíme základné vlastnosti týchto mier, a to konkrétne konzistenciu
s SSD a konvexitu na ur£itej mnoºine portfólií, o ktorej budeme predpoklada´, ºe je
konvexná. K zaujímavému výsledku dospeli Dybving a Ross [2], ktorí ukázali, ºe mnoºina
SSD e�cientných portfólií nie je konvexná. V podkapitole 4.2 sa pokúsime nájs´ vz´ahy
medzi týmito mierami nee�ciencie.

Táto kapitola obsahuje nieko©ko malých príkladov, ktorých zdrojové kódy v programe
GAMS sú k dispozícii na priloºenom DVD.

4.1 Základné vlastnosti mier nee�ciencie
Budeme uvaºova´ tri miery nee�ciencie portfólia τ . Aby sme mohli porovna´ mieru nee�-
ciencie vzh©adom k SSD dvoch portfólií potrebujeme zaru£i´, aby bola táto miera konzis-
tentná s SSD. Nasledujúcu de�níciu konzistencie miery nee�ciencie s SSD zaviedol vo
svojej práci Kopa [7].

De�nícia 4.1.
Nech µ je miera nee�ciencie portfólia vzh©adom k SSD. Hovoríme, ºe µ je konzistentná

20
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s SSD práve vtedy, ke¤

r′τ 1 ÂSSD r′τ 2 ⇒ µ(τ 1) ≤ µ(τ 2),

pre v²etky portfóliá τ 1, τ 2 ∈ Λ.

Vlastnos´ konzistencie zaru£í, ºe ak je dané portfólio hor²ie ako iné portfólio pre
kaºdého investora averzného alebo neutrálneho vo£i riziku, potom má vä£²iu mieru nee�-
ciencie.

�alej budeme pouºíva´ rovnaké ozna£enie ako v predchádzajúcej kapitole.

4.1.1 Miera nee�ciencie ξ

Prvá miera nee�ciencie, ktorú budeme skúma´ je miera ξ daná úlohou (3.1). Nech sym-
boly (Xτ )[t], t = 1, . . . , T ozna£ujú výnosy portfólia τ pri T rôznych scenároch zoradené
vzostupne, t.j. (Xτ )[1] ≤ · · · ≤ (Xτ )[T ] a riadky matice X sú zoradené pred rie²ením
úlohy v tom istom poradí ako zloºky vektora Xτ . Teda riadky matice X sú usporiadané
tak, aby platilo xiτ = (Xτ )[i], i = 1, 2, . . . , T. Potom duálnu úlohu k úlohe (3.1) odvodil
Post [16] a má nasledujúci tvar:

ψ(τ ) = max
λ,ρ1,...,ρT−1

(xT λ− xT τ )/T + ρT−1 (4.1)

za podmienok

ρ1 + (x1τ − x1λ)/T ≤ 0
ρt − ρt−1 + (xtτ − xtλ)/T ≤ 0, t = 2, . . . , T − 1

ρt ≥ 0, t = 1, . . . , T − 1
λ ∈ Λ.

Duálna testová ²tatistika ψ(τ ) vyjadruje maximálny moºný nárast o£akávaného výno-
su, t.j.

∑T
t=1(x

tλ − xtτ )/T ak nahradíme testavané portfólio τ iným prípustným port-
fóliom λ ∈ Λ.

Táto úloha má T +N − 1 premenných a 2T +N − 1 obmedzení. Ako ved©aj²í produkt
testu (4.1) dostaneme optimálne rie²enia ρ∗t a λ∗. Premenné λn, n = 1, . . . , N reprezentujú
duálne premenné pre primárne obmedzenia

∑T
t=1 βt(x

tτ − xt
n)/T + θ ≥ 0, n = 1, . . . , N .

Pod©a podmienok komplementarity sú tieto obmedzenia splnené ako rovnos´ pre aktíva,
ktoré tvoria portfólio λ∗, ktoré maximalizuje hodnotu testovej ²tatistiky ψ, t.j. maxi-
malizuje moºný nárast o£akávaného výnosu, ktorý získame ak si namiesto testovaného
portfólia τ vyberieme portfólio λ∗. Tu v²ak na rozdiel od výsledného portfólia, ktoré je
optimálnym rie²ením Kuosmanenovho kritéria (3.2) a Kopovho kritéria (3.6), nemusí by´
splnená podmienka, ºe λ∗ SSD dominuje testované portfólio τ . Nasledujúci ilustra£ný
príklad potvrdzuje túto skuto£nos´.



KAPITOLA 4. MIERY NEEFICIENCIE PORTFÓLIA VZH�ADOM K SSD 22

Príklad 4.1.

Uvaºujme tri akcie, tri scenáre vývoja nadvýnosu z týchto akcií:

X =



−3 5 −1
1 7 7
5 −2 1




a testované portfólio τ = (0.6, 0.1, 0.3)′. Vektor výnosov z testovaného portfólia je Xτ =
(−1.6, 3.4, 3.1). Zloºky vektora usporiadame pod©a ve©kosti vzostupne a rovnaké poradie
priradíme aj riadkom matice X. Rie²ime úlohu (4.1) v programe GAMS a získame hod-
notu testovej ²tatistiky ψ(τ ) = 1.7 a výsledné portfólio λ∗ = (0, 1, 0)′. Vektor výnosov
z výsledného portfólia λ∗ je Xλ∗ = (5, 7,−2). Podmienka SSD dominancie z vety 3.1 teda
nie je splnená, pretoºe:
−2 < −1.6,
3 > 1.5,
10 > 4.9,
a preto neplatí, ºe r′λ∗ ºSSD r′τ . Toto je spôsobené tým, ºe pri rie²ení úlohy (4.1) sa
usporiadajú zloºky vektora výnosov vzostupne a do rovnakého poradia sa usporiadajú aj
riadky matice X. Takºe úloha (4.1) je rie²ená vzh©adom k tomuto konkrétnemu uspo-
riadaniu riadkov matice X.

Optimálne rie²enie úlohy (4.1) je λ∗ a ρ∗t =
∑t

j=1(x
jλ∗−xjτ )/T pre t = 1, . . . , T −1.

Nahliadnutím na úlohu (4.1) vidíme, ºe toto rie²enie vznikne rekurzívne, lebo pre testovú
²tatistiku platí:

ψ(τ ) = max
λ∈Λ

1

T

T∑
t=1

(xtλ− xtτ ) (4.2)

za podmienok ∑t
j=1(x

jλ− xjτ )/t ≥ 0, t = 1, . . . , T − 1

λ ∈ Λ.

Podmienky úlohy (4.2) nezaru£ia, ºe r′λ ºSSD r′τ . Pretoºe pre maticu X platí (Xτ )[j] =
xjτ , j = 1, . . . , T , ale nemusí plati´ (Xλ)[j] = xjλ, j = 1, . . . , T . Takºe £ísla xjλ, j =
1, . . . , T nemusia by´ usporiadané vzostupne. Preto podmienky

t∑
j=1

(xjλ− xjτ )/t ≥ 0, t = 1, . . . , T − 1 (4.3)

nie sú ekvivalentné podmienkam
t∑

j=1

((Xλ)[j] − (Xτ )[j])/t ≥ 0, t = 1, . . . , T − 1, (4.4)
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a teda nemusí plati´, ºe r′λ ºSSD r′τ .
�alej sme zistili, ºe o£akávaný výnos z výsledného portfólia, ktoré je rie²ením úlohy

(4.1) resp. (4.2), nemusí by´ nutne najvä£²í moºný o£akávaný výnos, aký môºeme dosiah-
nú´ nejakou vo©bou zo v²etkých moºných portfólií λ ∈ Λ. Ide len o najvä£²í moºný výnos
z tých portfólií λ ∈ Λ, ktoré sú prípustnými rie²eniami úlohy (4.2). Nasledujúci príklad
ilustruje, ºe Postov duálny test nenájde nutne portfólio s najvä£²ím moºným o£akávaným
výnosom.

Príklad 4.2.

Uvaºujme tri akcie, ²tyri scenáre vývoja nadvýnosu z týchto akcií:

X =




−4 6 3
2 0 7
5 3 5
8 2 −3




a testované portfólio τ = (0.4, 0.2, 0.4)′. Vektor výnosov z testovaného portfólia je Xτ =
(0.8, 3.6, 4.6, 2.4). O£akávaný výnos z tohoto portfólia je 2.85. Zloºky vektora usporiadame
pod©a ve©kosti vzostupne a rovnaké poradie priradíme aj riadkom matice X. Rie²ime
úlohu (4.1) v programe GAMS a získame jednak hodnotu testovej ²tatistiky ψ1(τ ) = 0.05
a výsledné portfólio λ∗1 = (0, 0.4, 0.6)′. Vektor výnosov z výsledného portfólia λ∗1 je Xλ∗1 =
(4.2, 4.2, 4.2,−1). O£akávaný výnos z tohto portfólia je 2.9, £o je o 0.05 viac ako o£akávaný
výnos z testovaného portfólia. Vektor výnosov z výsledného portfólia λ∗2 = (0, 0, 1)′ je
Xλ∗2 = (3, 7, 5,−3). O£akávaný výnos z tohto portfólia je 3, £o je viac ako o£akávaný
výnos z portfólia λ∗1. Takºe skuto£ne Postov duálny test nedá portfólio, ktoré by malo
najvä£²í moºný o£akávaný výnos.

Úlohy (3.1) a (4.1) majú neprázdne mnoºiny prípustných rie²ení, pretoºe τ je vºdy
prípustné rie²enie. Ke¤ºe ρ∗t =

∑t
j=1(x

jλ∗ − xjτ )/T pre t = 1, . . . , T − 1 je optimálnym
rie²ením úlohy (4.1) má pod©a vety o dualite vºdy optimálne rie²enie i úloha (3.1) a hod-
noty ú£elových funkcií v optimálnych rie²eniach sú si rovné, t.j. ξ(τ ) = ψ(τ ). Existencia
optimálneho rie²enia je zaru£ená kompaktnos´ou mnoºiny Λ.

Nasledujúca veta je preto ekvivalentná vete 3.2.

Veta 4.1.
Portfólio τ ∈ Λ je striktne SSD nee�cientné práve vtedy, ke¤ ψ(τ ) > 0. Alternatívne,
portfólio je striktne SSD e�cientné práve vtedy, ke¤ ψ(τ ) = 0.

Dôkaz. Dôkaz je uvedený v Post [16].

Na rozdiel od optimálneho rie²enia Kopovho kritéria (3.6) nemusí plati´, ºe optimálne
rie²enie λ∗ úlohy (4.1) je SSD e�cientné. Výsledné portfólio v nasledujúcom príklade je
zárove¬ príkladom portfólia, ktoré je striktne SSD e�cientné, ale nie je SSD e�cientné.
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Príklad 4.3.

Uvaºujme tri akcie, tri scenáre vývoja nadvýnosu z týchto akcií:

X =




10 8 2
−4 0 11
4 −2 −3




a testované portfólio τ = (0.6, 0.1, 0.3)′. Zloºky vektora usporiadame pod©a ve©kosti vzos-
tupne a rovnaké poradie priradíme aj riadkom matice X. Rie²ime úlohu (4.1) v programe
GAMS a získame hodnotu testovej ²tatistiky ψ(τ ) = 0.13̄ a výsledné portfólio λ∗ =
(0.673̄, 0, 0.326̄)′. Rie²ime úlohu (4.1) a získame hodnotu testovej ²tatistiky ψ(λ∗) = 0,
takºe je splnená nutná a posta£ujúca podmienka striktnej SSD e�ciencie portfólia λ∗.
Nutnú a posta£ujúcu podmienku SSD e�ciencie portfólia λ∗ overíme rie²ením Kopovho
kritéria (3.6). Dostaneme hodnotu testovej ²tatistiky D∗(λ∗) = 0.7 a SSD dominujúce,
e�cientné portfólio λ∗2 = (0.6̄3, 0, 0.3̄6)′. Takºe portfólio λ∗ nie je SSD e�cientné.

Ozna£me Λ∗(τ ) ⊂ Λ mnoºinu v²etkých optimálnych rie²ení λ∗ úlohy (4.1).
V dôkaze nasledujúcej vety je uvedený príklad, ktorý ukazuje, ºe miera nee�ciencie ξ

nie je konzistentná s SSD.

Veta 4.2.
Miera nee�ciencie portfólia vzh©adom k SSD ξ daná úlohou (3.1) nie je konzistentná s SSD.

Dôkaz. Vyuºijeme rovnos´ ξ(τ ) = ψ(τ ). Chceme ukáza´, ºe existuje portfólio λ ∈ Λ také,
ºe r′λ ÂSSD r′τ a pritom ψ(λ) > ψ(τ ). Protipríklad konzistencie miery nee�ciencie ψ
dáva nasledujúca úloha, ktorú sme opä´ rie²ili v programe GAMS. Uvaºujme ²tyri akcie
a ²tyri scenáre vývoja nadvýnosu z týchto akcií:

X =




−3 1 4 3
8 1 −4 2
2 1 1 −3
−1 2 4 3


 ,

¤alej uvaºujme testované portfólio τ = (0.2, 0, 0.1, 0.7)′. Vektor výnosov z testovaného
portfólia je Xτ = (1.9, 2.6,−1.6, 2.3). Zloºky vektora usporiadame pod©a ve©kosti vzos-
tupne a rovnaké poradie priradíme aj riadkom matice X. Rie²ime úlohu (4.1) a získame
hodnotu testovej ²tatistiky ψ(τ ) = 0.095. Teraz rie²ime tú istú úlohu (4.1) pre testo-
vané portfólio λ = (0.2, 0.1, 0.5, 0.2)′. Vektor výnosov z testovaného portfólia je Xλ =
(2.1, 0.1, 0.4, 2.6). Zloºky vektora usporiadame pod©a ve©kosti vzostupne a rovnaké po-
radie priradíme aj riadkom matice X. Rie²ime úlohu (4.1) a získame hodnotu testovej
²tatistiky ψ(λ) = 0.2.
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Vydíme, ºe platí podmienka SSD dominancie z vety 3.1, t.j.
0.1 > −1.6,
0.5 > 0.3,
2.6 = 2.6,
5.2 = 5.2,
preto platí, ºe r′λ ÂSSD r′τ . Takºe pod©a de�nície konzistencie miery nee�ciencie s SSD
4.1 by malo plati´, ºe ψ(λ) ≤ ψ(τ ), £o v na²om prípade nie je splnené, pretoºe ψ(λ) =
0.2 > ψ(τ ) = 0.095. Takºe miera nee�ciencie vzh©adom k SSD ξ daná úlohou (3.1) nie je
konzistentná s SSD.

Ozna£me I(τ ) mnoºinu v²etkých portfólií, ktorých výnosy sú SSD dominované výnos-
mi z portfólia τ , t.j.

I(τ ) = {λ ∈ Λ : r′τ ºSSD r′λ}.
Budeme predpoklada´, in²pirovaní Kopa [7], ºe mnoºina I(τ ) je konvexná, t.j. ak τ 1,

τ 2 ∈ I(τ ), potom
γτ 1 + (1− γ)τ 2 ∈ I(τ ) ∀γ ∈ [0, 1].

Veta 4.3.
Miera nee�ciencie portfólia vzh©adom k SSD ξ daná úlohou (3.1) nie je konvexná na
mnoºine I(τ ) ∪ τ .

Dôkaz. Miera nee�ciencie by bola konvexná na mnoºine I(τ ) ∪ τ , ak by pre kaºdé dve
portfóliá τ 1, τ 2 ∈ I(τ ) ∪ τ platila nerovnos´:

ξ(γτ 1 + (1− γ)τ 2) ≤ γξ(τ 1) + (1− γ)ξ(τ 2),

pre kaºdé γ ∈ [0, 1].
Uvaºujme ²tyri akcie, tri scenáre vývoja nadvýnosu z týchto akcií:

X =




0 2 0 1
3 3 5 4
4 4 5 5




a portfólio τ 1 = (0, 1, 0, 0)′. Najprv sa presved£íme, ºe je mnoºina I(τ ) ∪ τ konvexná.
Prvky mnoºiny I(τ ) ∪ τ sú SSD dominované portfóliom τ , t.j. musia vyhovova´ pod-
mienkam vety 3.1 (i). Takºe portfóliá λ ∈ I(τ ) ∪ τ musia sp¨¬a´ nasledujúcu sústavu
lineárnych nerovníc:

0λ1 + 2λ2 + 0λ3 + 1λ4 ≤ 2
3λ1 + 5λ2 + 5λ3 + 5λ4 ≤ 5

7λ1 + 9λ2 + 10λ3 + 10λ4 ≤ 9
λ ∈ Λ,
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kde λ = (λ1, λ2, λ3, λ4). Prvé dve obmedzenia nie sú aktívne, takºe zostane N + 2 ak-
tívnych obmedzení. Tieto lineárne nerovnosti de�nujú N + 2 polopriestorov a ich prienik
je konvexná polyedrická mnoºina.

Teraz chceme ukáza´, ºe miera nee�ciencie ξ nie je konvexná na mnoºine I(τ ) ∪ τ .
Najprv testujeme portfólio τ 1 = (1, 0, 0, 0)′. Rie²ime úlohu (4.1) v programe GAMS

a získame hodnotu testovej ²tatistiky ψ(τ 1) = 1, okrem toho Xτ ºSSD Xτ 1, a teda
τ 1 ∈ I(τ ) ∪ τ . Potom testujeme portfólio τ 2 = (0, 1, 0, 0)′ a získame hodnotu testovej
²tatistiky ψ(τ 2) = 0. Zvolíme hodnotu γ = 1

2
, takºe zostáva otestova´ portfólio τ 3 =

γτ 1 + (1 − γ)τ 2 = (1
2
, 1

2
, 0, 0)′. Je zrejmé, ºe τ 3 ∈ I(τ ) ∪ τ . Hodnota testovej ²tatistiky

ψ(τ 3) = 2
3
. Platí:

ψ(γτ 1 + (1− γ)τ 2) > γψ(τ 1) + (1− γ)ψ(τ 2),

pretoºe
2

3
>

1

2
.

4.1.2 Miera nee�ciencie θN

�al²ia miera nee�ciencie, ktorej vlastnosti overíme je miera θN daná úlohou (3.2). Oz-
na£me ∆∗(τ ) ⊂ Λ mnoºinu v²etkých optimálnych rie²ení λ∗ úlohy (3.2). V²etky portfóliá
λ∗ ∈ ∆∗(τ ) SSD dominujú testované portfólio τ . Ak má mnoºina ∆∗(τ ) nekone£ný po£et
prvkov, potom nemusia by´ v²etky portfóliá z mnoºiny ∆∗(τ ) SSD e�cientné, vi¤. Kopa
a Chovanec [8].
Príklad 4.4.
Uvaºujme tri akcie, tri scenáre vývoja nadvýnosu z týchto akcií:

X =




0 1 0
1 2 2
2 3 4




a testované portfólio τ = (1, 0, 0)′. Optimálnym rie²ením úlohy (3.2) sú portfóliá λ∗1 =
(0, 1, 0)′, λ∗2 = (0, 0, 1)′ a v²etky portfóliá tvaru λ∗ = γλ∗1 + (1− γ)λ∗2, γ ∈ [0, 1]. Z týchto
portfólií je SSD e�cientné len portfólio λ∗1 = (0, 1, 0)′.

Nasledujúce pomocné lemma, hovorí o vlastnosti optimálneho rie²enia úlohy (3.2).
Lemma 4.1.
Nech λ∗1 ∈ ∆∗(τ 1) a r′τ 1 ÂSSD r′τ 2. Potom λ∗1 je prípustné rie²enie úlohy (3.2) pre
portfólio τ 2 a pre optimálne rie²enie λ∗2 ∈ ∆∗(τ 2) platí:

T∑
t=1

xtλ∗2 ≥
T∑

t=1

xtλ∗1.
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Dôkaz. Najprv ukáºeme, ºe je λ∗1 prípustné rie²enie úlohy (3.2) pre portfólio τ 2. Z vety
3.1 vieme, ºe pre r′τ 1 ÂSSD r′τ 2 platí:

t∑
j=1

((Xτ 1)
[j] − (Xτ 2)

[j])/t ≥ 0, t = 1, 2, . . . , T a

t∑
j=1

((Xτ 1)
[j] − (Xτ 2)

[j])/t > 0, pre aspo¬ jedno t.

Ke¤ºe λ∗1 ∈ ∆∗(τ 1), a teda pod©a vety 3.4 portfólio λ∗1 SSD dominuje portfólio τ 1,
platí r′λ∗1 ºSSD r′τ 1 ÂSSD r′τ 2, takºe λ∗1 je prípustné rie²enie úlohy (3.2) pre portfólio
τ 2.

Druhú £as´ lemmatu dokáºeme sporom. Nech
T∑

t=1

xtλ∗2 <

T∑
t=1

xtλ∗1.

Tu nastáva spor s tým, ºe portfólio λ∗2 je optimálnym rie²ením úlohy (3.2) pre portfólio
τ 2, pretoºe λ∗1 i λ∗2 sú prípustnými rie²eniami tejto úlohy a o£akávaný výnos z portfólia
λ∗1 je vä£²í ako o£akávaný výnos z portfólia λ∗2.

Veta 4.4.
Miera nee�ciencie portfólia vzh©adom k SSD θN daná úlohou (3.2) je konzistentná s SSD.
Takºe platí:

r′τ 1 ÂSSD r′τ 2 ⇒ θN(τ 1) ≤ θN(τ 2).

Dôkaz. Z lemmatu 4.1 vieme, ºe pre r′τ 1 ÂSSD r′τ 2 a optimálne rie²enia λ∗1 ∈ ∆∗(τ 1)
a λ∗2 ∈ ∆∗(τ 2) platí:

T∑
t=1

xtλ∗2 ≥
T∑

t=1

xtλ∗1.

�alej z vety 3.1 vieme, ºe pre r′τ 1 ÂSSD r′τ 2 platí:
T∑

t=1

xtτ 1 ≥
T∑

t=1

xtτ 2.

Z týchto nerovností, uº vyplýva tvrdenie vety, pretoºe:

θN(τ 1) = 1
T
(
∑T

t=1 xtλ∗1 −
∑T

t=1 xtτ 1) ≤

≤ 1
T
(
∑T

t=1 xtλ∗2 −
∑T

t=1 xtτ 2) = θN(τ 2).
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Pripome¬me, ºe ozna£ujeme I(τ ) mnoºinu v²etkých portfólií, ktorých výnosy sú SSD
dominované výnosom z portfólia τ , t.j.

I(τ ) = {λ ∈ Λ : r′τ ºSSD r′λ}.

�alej predpokladáme, ºe mnoºina I(τ ) ∪ τ je konvexná.
V dôkaze nasledujúcej vety je uvedený príklad, ktorý ukazuje, ºe miera nee�ciencie θN

nie je konvexná na mnoºine I(τ ) ∪ τ .

Veta 4.5.
Miera nee�ciencie portfólia vzh©adom k SSD θN daná úlohou (3.2) nie je konvexná na
mnoºine I(τ ) ∪ τ .

Dôkaz. Miera nee�ciencie by bola konvexná na mnoºine I(τ ) ∪ τ , ak by pre kaºdé dve
portfóliá τ 1, τ 2 ∈ I(τ ) ∪ τ platila nerovnos´:

θN(γτ 1 + (1− γ)τ 2) ≤ γθN(τ 1) + (1− γ)θN(τ 2),

pre kaºdé γ ∈ [0, 1]. Uvaºujme rovnakú maticu X aj portfólio τ ako v dôkaze vety 4.3.
Uº vieme, ºe mnoºina I(τ ) ∪ τ je konvexná. Postupujeme analogicky ako v dôkaze vety
4.3.

Najprv testujeme portfólio τ 1 = (1, 0, 0, 0)′. Rie²ime úlohu (3.2) v programe GAMS
a získame hodnotu testovej ²tatistiky θN(τ 1) = 1, okrem toho Xτ ºSSD Xτ 1, a teda
τ 1 ∈ I(τ ) ∪ τ . Potom testujeme portfólio τ 2 = (0, 1, 0, 0)′ a získame hodnotu testovej
²tatistiky θN(τ 2) = 0. Zvolíme hodnotu γ = 1

2
, takºe zostáva otestova´ portfólio τ 3 =

γτ 1 + (1 − γ)τ 2 = (1
2
, 1

2
, 0, 0)′. Je zrejmé, ºe τ 3 ∈ I(τ ) ∪ τ . Hodnota testovej ²tatistiky

θN(τ 3) = 2
3
. Platí:

θN(γτ 1 + (1− γ)τ 2) > γθN(τ 1) + (1− γ)θN(τ 2),

pretoºe
2

3
>

1

2
.

4.1.3 Miera nee�ciencie D∗

A kone£ne posledná miera nee�ciencie, ktorou sa budeme zaobera´ je D∗ daná úlohou
(3.5) alebo (3.6). Vlastnosti tejto miery dokázal Kopa [7].
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Veta 4.6.
(i) Miera nee�ciencie portfólia vzh©adom k SSD D∗ daná úlohou (3.5) alebo (3.6) je konzis-
tentná s SSD.
(ii) Ak r′τ 1 ºSSD r′τ 2 a obe portfóliá τ 1 a τ 2 sú SSD nee�cientné, potom

D∗(τ 2) = D∗(τ 1) +
T∑

k=1

[CVaR k−1
T

(−r′τ 2)− CVaR k−1
T

(−r′τ 1)].

(iii) Ak r′τ 1 ºSSD r′τ 2, potom

D∗(τ 2) ≥ D∗(τ 1) +
T∑

k=1

[CVaR k−1
T

(−r′τ 2)− CVaR k−1
T

(−r′τ 1)].

Dôkaz. Dôkaz je uvedený v Kopa [7].

Pretoºe SSD predstavuje £iasto£né usporiadanie v priestore reálnych náhodných veli£ín
môºe existova´ dvojica portfólií τ 1 a τ 2 tak, ºe platí D∗(τ 2) ≥ D∗(τ 1) a r′τ 1 �SSD r′τ 2.
�al²ia dôleºitá vlastnos´ miery nee�ciencie D∗ portfólia je konvexita tejto miery.

Veta 4.7.
Nech τ 1, τ 2 a τ 3 ∈ Λ a I(τ ) ∪ τ je konvexná mnoºina.
(i)Ak r′τ 1 ºSSD r′τ 2, potom

D∗(γτ 1 + (1− γ)τ 2) ≤ γD∗(τ 1) + (1− γ)D∗(τ 2)

pre kaºdé γ ∈ [0, 1].
(ii) Ak r′τ 1 ºSSD r′τ 2 a r′τ 1 ºSSD r′τ 3, potom

r′τ 1 ºSSD r′(γτ 2 + (1− γ)τ 3)

a
D∗(γτ 2 + (1− γ)τ 3) ≤ γD∗(τ 2) + (1− γ)D∗(τ 3)

pre kaºdé γ ∈ [0, 1].

Dôkaz. Dôkaz je uvedený v Kopa [7].

Miera nee�ciencie D∗ je konvexná na mnoºine I(τ ) ∪ τ pre τ ∈ Λ. Táto vlastnos´ je
dôsledkom konvexity miery rizika CVaR.

Nasledujúci príklad je prevzatý z Kopa [7] a doplnený o hodnotu miery nee�ciencie
D∗ portfólia, ktoré je konvexnou kombináciou SSD e�cientných portólií, ale nie je SSD
e�cientné.
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Príklad 4.5.

Uvaºujme tri akcie a tri scenáre vývoja nadvýnosu z týchto akcií:

X =




0 −1 0
1 0 0
2 7 5


 .

Uvaºujme testované portfóliá λ1 = (1, 0, 0)′, λ2 = (0, 1, 0)′ a λ3 = (0, 0, 1)′. �ahko môºeme
overi´, ºe sú v²etky SSD e�cientné. Tvrdíme, ºe existuje portfólio, ktoré je konvexnou
kombináciou SSD e�cientných porfólií, ale nie je SSD e�cientné. Nech teda napríklad
τ 1 = 1

2
λ1 + 1

2
λ2 = (1

2
, 1

2
, 0)′, potom Xτ 1 = (−0.5, 0.5, 4.5). Toto portfólio nie je SSD

e�cientné, pretoºe je SSD dominované napríklad portfóliom λ3, t.j. platí:
0 > −0.5,
0 = 0,
5 > 4.5.
Pod©a vety 3.1 vieme, ºe r′λ3 ÂSSD r′τ 1. �alej sme vyrie²ením úlohy (3.6) získali hodnotu
miery nee�ciencie D∗(τ 1) = 0.67. Z tohto dôvodu mnoºina SSD e�cientných portfólií nie
je konvexná.

4.1.4 Porovnanie vlastností mier nee�ciencie
V rôznych situáciách v praxi môºeme vyuºi´ výhody vy²²ie uvedených mier nee�ciencie
vzh©adom k SSD.

V prípade, ºe máme ve©ký po£et scenárov a potrebujeme rýchlo vylú£i´, ºe testované
portfólio je SSD e�cientné pouºijeme mieru nee�ciencie ξ. Jej výhodou je, ºe hodnotu ξ
získame rie²ením pomerne malej úlohy lineárneho programovania a v prípade výsledku
ξ(τ ) > 0 môºeme okamºite poveda´, ºe testované portfólio je SSD nee�cientné, pretoºe
ξ(τ ) = 0 je nutná podmienka SSD e�ciencie testovaného portfólia. Naopak nevýhodou
rie²enia úlohy (4.1) je, ºe výsledné portfólio nemusí SSD dominova´ testované portfólio.
�al²ia nevýhoda miery nee�ciencie ξ je, ºe nie je konzistentná s SSD.

Hlavnou výhodou miery nee�ciencie θN je, ºe je konzistentná s SSD a maximalizuje
rozdiel o£akávaných výnosov testovaného portfólia vzh©adom k mnoºine SSD dominujú-
cich portfólií. Rovnos´ θN(τ ) = 0 je nutná, ale nie posta£ujúca podmienka SSD e�ciencie
testovaného portfólia. Nevýhodou rie²enia úlohy (3.2) je, ºe ide o pomerne ve©kú úlohu
lineárneho programovania a optimálne rie²enie λ∗ nemusí by´ nutne SSD e�cientné.

Miera nee�ciencie D∗ má tú výhodu, ºe je konzistentná s SSD a D∗(τ ) = 0 je nutná
a posta£ujúca podmienka SSD e�ciencie testovaného portfólia. Ve©kou výhodou rie²enia
úlohy (3.6) je, ºe optimálne rie²enie λ∗ je SSD e�cientné. Preto rie²enie tejto úlohy prefe-
rujeme v prípadoch, ke¤ nás zaujíma ako rozloºi´ investovaný kapitál tak, aby sme mali
SSD e�cientné portfólio.
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�al²ie výhody a nevýhody jednotlivých mier nee�ciencie vzh©adom v SSD sú zhrnuté
v nasledujúcej tabu©ke.

Tabu©ka 4.1.
Ve©kos´ úlohy LP úloha (3.1) - ξ úloha (3.2) - θN úloha (3.6) - D∗

Po£et premenných T + 1 T 2 + N T 2 + 2T + N
Po£et obmedzení 2T + N − 1 T 2 + 3T + N + 1 2T 2 + 2T + N + 1

Rie²enie úlohy LP úloha (3.1) - ξ úloha (3.2) - θN úloha (3.6) - D∗

Optimálne nie nutne SSD vºdy vºdy
rie²enie λ∗ (SSD) dominuje τ SSD dominuje τ SSD dominuje τ

Optimálne nie nutne SSD nie nutne SSD vºdy SSD
rie²enie λ∗ (e�ciencia) e�cientné e�cientné e�cientné

Podmienka ξ(τ ) = 0 θN(τ ) = 0 D∗(τ ) = 0
SSD e�ciencie nutná nutná nutná a posta£ujúca

Vlastnosti miery úloha (3.1) - ξ úloha (3.2) - θN úloha (3.6) - D∗

Konzistencia s SSD NIE ÁNO ÁNO
Konvexnos´ na I(τ ) ∪ τ NIE NIE ÁNO

4.2 Vz´ahy medzi mierami nee�ciencie
V tejto £asti porovnáme miery nee�ciencie ξ, θN a D∗. Pretoºe ξ(τ ) = ψ(τ ), môºeme pra-
cova´ s ψ miesto ξ. Ozna£me rie²enie Postovho kritéria, t.j. duálnej úlohy (4.1), symbolom
λ∗1, rie²enie Kuosmanenovho kritéria, t.j. úlohy (3.2), symbolom λ∗2 a rie²enie Kopovho
kritéria, t.j. úlohy (3.6), symbolom λ∗3.

4.2.1 Porovnanie mier nee�ciencie ξ a θN

Vieme, ºe výsledné portfólio λ∗1 nemusí nutne SSD dominova´ testované portfólio τ
a vieme, ºe výsledné portfólio λ∗2 SSD dominuje testované portfólio τ . Z formulácie
úloh (4.1) a (3.2) je zrejmé, ºe v oboch ulohách hodnota testovej ²tatistiky vyjadruje
rozdiel o£akávaných výnosov. Rozdiel je v tom, ºe Kuosmanenovo kritérium vyºaduje aby
výsledné portfólio λ∗2 SSD dominovalo testované portfólio v zmysle vety 3.1. Takºe Kuos-
manenovo kritérium má z tohto poh©adu prísnej²ie obmedzenia ako Postova duálna úloha
a obe maximalizujú rozdiel o£akávaných výnosov. Z toho vyplýva, ºe mnoºina prípust-
ných rie²ení v Postovom kritériu je nadmnoºinou prípustných rie²ení v Kuosmanenovom
kritériu.

Nasledujúci príklad ilustruje, ºe optimálne rie²enie Postovej duálnej úlohy (4.1) nemusí
by´ nutne prípustným rie²ením Kuosmanenovej úlohy (3.2). �alej tento príklad dáva
nerovnos´ mier nee�ciencie ψ(τ ) > θN(τ ), ktorú neskôr formálne dokáºeme.
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Príklad 4.6.

Uvaºujme dve akcie, tri scenáre vývoja nadvýnosu z týchto akcií:

X =




0 1
1 0
0 2




a testované portfólio τ = (0.9, 0.1)′. Vektor výnosov z testovaného portfólia je Xτ =
(0.1, 0.9, 0.2). Rie²ili sme postupne Postovo kritérium, t.j. úlohu (4.1) a Kousmanenovo
kritérium, t.j. úlohu (3.2) v programe GAMS. Získali sme hodnotu testovej ²tatistiky
ψ(τ ) = 0.6 a výsledné portfólio λ∗1 = (0, 1)′. Vektor výnosov z výsledného portfólia λ∗1
je Xλ∗1 = (1, 0, 2). �alej sme získali hodnotu testovej ²tatistiky θN(τ ) = 0.53̄ a výsledné
portfólio λ∗2 = (0.1, 0.9)′. Takºe v tomto prípade platí nerovnos´ ψ(τ ) > θN(τ ). O£akávaný
výnos z portfólia λ∗1 je 1 a z portfólia λ∗2 je 0.93̄. Zostáva overi´, ºe portfólio λ∗1 nie je
prípustným rie²ením Kuosmanenovej úlohy (3.2), £o je ekvivalentné tomu, ºe portfólio λ∗1
SSD nedominuje testované portfólio τ , a teda pod©a vety 3.1 nesp¨¬a podmienku

t∑
j=1

(Xλ∗1)
[j] ≥

t∑
j=1

(Xτ )[j] t = 1, . . . , T.

Ako je vidie´ táto podmienka skuto£ne nie je splnená, pretoºe:
0 < 0.1,
1 > 0.3,
3 > 1.2,
preto neplatí, ºe r′λ∗1 ÂSSD r′τ .

Tieto pozorovania vyuºijeme v dôkaze nasledujúcej vety.

Veta 4.8.
Pre kaºdé portfólio τ ∈ Λ platí ξ(τ ) ≥ θN(τ ).

Dôkaz. Ak je τ SSD e�cientné portfólio, potom θN(τ ) = 0 a ψ(τ ) = 0.
Ak je τ SSD nee�cientné portfólio, potom existuje λ∗2 ∈ Λ tak, ºe je optimálnym

rie²ením Kuosmanenovej úlohy (3.2), t.j. úlohy

θN(τ ) = max
W,λ

(
T∑

t=1

(xtλ− xtτ )

)
/T

za podmienok
xiλ ≥ ∑T

j=1 wijx
jτ i = 1, 2, . . . , T

W ∈ Ξ
λ ∈ Λ.
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Vieme, ºe platí r′λ∗2 ºSSD r′τ , a teda je splnená podmienka vety 3.1 (i). Takéto λ∗2 je
zárove¬ aj prípustným rie²ením Postovej duálnej úlohy (4.1), pretoºe ak λ∗2 sp¨¬a pod-
mienky vety 3.1, potom sp¨¬a aj obmedzenia v Postovej duálnej úlohe (4.1). Toto tvrdenie
je zrejmé, pretoºe ak zmeníme usporiadanie zloºiek vektora výnosov Xλ∗2 od najmen²ieho
po najvä£²ie na iné usporiadanie môºu sa £iasto£né sú£ty

1

t

t∑
i=1

xiλ∗2, t = 1, . . . , T

len zvä£²i´. Ke¤ºe obidve miery maximalizujú rozdiel o£akávaného výnosu, t.j. vyuºívajú
rovnakú ú£elovú funkciu a mnoºina prípustných rie²ení pre Kuosmanenovu úlohu (3.2)
je podmnoºinou prípustných rie²ení pre Postovu úlohu (4.1), dostávame ψ(τ ) ≥ θN(τ ).
A teda, pod©a vety o dualite, ξ(τ ) ≥ θN(τ ).

4.2.2 Porovnanie mier nee�ciencie θN a D∗

Miera nee�ciencie θN je zaloºená na maximalizácii rozdielu o£akávaného výnosu z testo-
vaného portfólia a portfólia, ktoré ho SSD dominuje. Naproti tomu miera nee�ciencie D∗

je zaloºená na maximalizácii zníºenia rizika meraného pomocou veli£iny CVaR v T bodoch
ak namiesto testovaného portfólia drºíme portfólio, ktoré ho SSD dominuje. Nasledujúca
veta dáva vz´ah týchto dvoch mier nee�ciencie.

Veta 4.9.
Pre kaºdé portfólio τ ∈ Λ platí θN(τ ) ≤ D∗(τ ).

Dôkaz. Ak je τ SSD e�cientné portfólio, potom D∗(τ ) = 0 a θN(τ ) = 0.
Nech τ je SSD nee�cientné portfólio. Ozna£me λ∗3 optimálne rie²enie Kopovho kritéria,

t.j. úlohy (3.6) a λ∗2 optimálne rie²enie Kuosmanenovho kritéria, t.j. úlohy (3.2).
Kopa [7] uvádza, ºe úlohu (3.6) môºeme prepísa´ nasledujúcim spôsobom:

D∗(τ ) = max
λ

T−1∑

k=0

[CVaR k
T
(−r′τ )− CVaR k

T
(−r′λ)] (4.5)

za podmienok

CVaR k
T
(−r′τ )− CVaR k

T
(−r′λ) ≥ 0, k = 0, 1, . . . , T − 1

λ ∈ Λ.

Z vety 2.3 vieme, ºe

r′λ ºSSD r′τ ⇔ CVaR k
T
(−r′λ) ≤ CVaR k

T
(−r′τ ), k = 0, 1, . . . , T − 1.



KAPITOLA 4. MIERY NEEFICIENCIE PORTFÓLIA VZH�ADOM K SSD 34

Takºe kaºdé portfólio, ktoré SSD dominuje testované portfólio τ je prípustné rie²enie úlohy
(3.6). Podobne aj podmienky úlohy (3.2) zaru£ia, ºe kaºdé portfólio, ktoré SSD dominuje
portfólio τ je prípustné rie²enie úlohy (3.2). Takºe mnoºiny prípustných rie²ení úloh (3.6)
a (3.2) sú zhodné, t.j. ide o mnoºinu portfólií, ktoré SSD dominujú τ . Z tejto mnoºiny
vyberie Kuosmanenov test to portfólio, ktoré má najvä£²í o£akávaný výnos a Kopov test
vyberie také, ktoré má najmen²ie riziko merané pomocou veli£iny CVaR v T bodoch.

Sú£et, ktorý maximalizujeme v úlohe (4.5) môºeme pre optimálne rie²enie λ∗3 rozpísa´
ako:
∑T

k=0[CVaR k
T
(−r′τ )− CVaR k

T
(−r′λ∗3)] = CVaR0(−r′τ )− CVaR0(−r′λ∗3)+

+
∑T

k=1[CVaR k
T
(−r′τ )− CVaR k

T
(−r′λ∗3)],

kde pod©a lemmatu 2.5 platí:

CVaR0(−r′τ ) = (−Xτ )[1] + 1
(1−0)T

∑T
i=1((−Xτ )[i] − (−Xτ )[1]) =

= (−Xτ )[1] + 1
T

∑T
i=1(−Xτ )[i] − T

T
(−Xτ )[1] =

= 1
T

∑T
i=1(−Xτ )[i] = 1

T

∑T
i=1(−xiτ ).

Pre τ SSD nee�cientné portfólio, môºe nasta´ jeden z dvoch prípadov:
1. ak je optimálne rie²enie úlohy (3.6) zárove¬ optimálnym rie²ením úlohy (3.2), t.j.
λ∗3 = λ∗2, potom platí:

1
T

∑T
t=1(x

tλ∗3 − xtτ ) ≤ 1
T

∑T
t=1(x

tλ∗3 − xtτ )+

+
∑T

k=1[CVaR k
T
(−r′τ )− CVaR k

T
(−r′λ∗3)]

= CVaR0(−r′τ )− CVaR0(−r′λ∗3)+

+
∑T

k=1[CVaR k
T
(−r′τ )− CVaR k

T
(−r′λ∗3)],

pretoºe λ∗3 ºSSD τ , a teda rozdiel
∑T

k=1[CVaR k
T
(−r′τ )− CVaR k

T
(−r′λ∗3)] je vºdy nezá-

porné £íslo. Takºe pre kaºdé portfólio τ ∈ Λ platí θN(τ ) ≤ D∗(τ ).
2. ak optimálne rie²enie úlohy (3.6) nie je zárove¬ optimálnym rie²ením úlohy (3.2), t.j.
λ∗3 6= λ∗2, potom tvrdenie dokáºeme sporom. Nech platí θN(τ ) > D∗(τ ), t.j.

1
T

∑T
t=1(x

tλ∗2 − xtτ ) > 1
T

∑T
t=1(x

tλ∗3 − xtτ )+

+
∑T

k=1[CVaR k
T
(−r′τ )− CVaR k

T
(−r′λ∗3)].
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Pretoºe platí, ºe λ∗2 º τ , je £len
∑T

k=1[CVaR k
T
(−r′τ )−CVaR k

T
(−r′λ∗2)] nezáporný, a teda

platí:
1
T

∑T
t=1(x

tλ∗2 − xtτ ) +
∑T

k=1[CVaR k
T
(−r′τ )− CVaR k

T
(−r′λ∗2)] >

1
T

∑T
t=1(x

tλ∗3 − xtτ ) +
∑T

k=1[CVaR k
T
(−r′τ )− CVaR k

T
(−r′λ∗3)].

Ke¤ºe λ∗2 je prípustné rie²enie úlohy (3.6) pre τ , pri²li sme k sporu s tým, ºe λ∗3 je
optimálne rie²enie ulohy (3.6) pre τ .

Takºe platí
θN(τ ) ≤ D∗(τ ),

pre kaºdé τ ∈ Λ.

Vidíme teda, ºe miera θN bude vychádza´ najmen²ia v porovnaní s mierami nee�ciencie
ξ aj D∗. Zostáva nájs´ vz´ah mier nee�ciencie ξ a D∗.

4.2.3 Porovnanie mier nee�ciencie ξ a D∗

Doteraz sme zistili, ºe platia nasledujúce nerovnosti:

ψ(τ ) ≥ θN(τ ) a D∗(τ ) ≥ θN(τ ) ∀τ ∈ Λ.

Vz´ah mier nee�ciencie ψ a D∗ nie je jednozna£ný. Môºeme nájs´ príklad, ke¤ miera
nee�ciencie D∗ prevy²uje mieru nee�ciencie ψ, a taktieº príklad , ke¤ platí táto nerovnos´
obrátene. Toto tvrdenie ilustrujú nasledujúce príklady, ktoré boli rie²ené v programe
GAMS.

Príklad 4.7.

Uvaºujme dve akcie, tri scenáre vývoja nadvýnosu z týchto akcií:

X =




0 1
1 0
0 2




a testované portfólio τ = (0.9, 0.1)′. Rie²ime postupne Kopovo kritérium, t.j. úlohu
(3.6) a Postovo kritérium, t.j. duálnu úlohu (4.1). Získame hodnoty testových ²tatistík
D∗(τ ) = 1.11 a ψ(τ ) = 0.6.

Takºe v tomto prípade platí nerovnos´ ψ(τ ) < D∗(τ ).
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Príklad 4.8.

Uvaºujme dve akcie, tri scenáre vývoja nadvýnosu z týchto akcií:

X =




0 1
1 −1
0 3




a testované portfólio τ = (0.9, 0.1)′. Znovu rie²ime postupne Kopovo kritérium, t.j. úlohu
(3.6) a Postovo kritérium, t.j. duálnu úlohu (4.1). Získame hodnoty testových ²tatistík
D∗(τ ) = 0.52̄ a ψ(τ ) = 0.6.

Takºe v tomto prípade platí opa£ná nerovnos´ ψ(τ ) > D∗(τ ).



Kapitola 5

Aplikácia: Miery nee�ciencie trºného
portfólia

Na²ou úlohou v tejto kapitole je zisti´, £i trºné portfólio U.S. akcií, získané z databázy
200708 CRSP, efektívne alokuje �nan£né zdroje naprie£ priemyselnými odvetviami. Pri
rie²ení tejto úlohy pouºijeme prístup stochastickej dominancie druhého rádu.

Najprv budeme skúma´, £i je trºné portfólio v pozorovanom období SSD e�cientné.
V prípade, ºe je SSD nee�cientné, nie sú �nan£né zdroje umiestnené v priemyselných
odvetviach optimálne v zmysle SSD. Takºe existuje priestor pre nenasýtených investorov
averzných k riziku na získanie lep²ej investi£nej stratégie, ako je alokácia zdrojov do
trºného portfólia. �alej sa v tejto kapitole budeme venova´ vy£ísleniu hodnôt jednotlivých
mier nee�ciencie zade�novaných v kapitole 4 a vyhodnotíme platnos´ vzájomných vz´ahov
medzi týmito mierami. Na záver sa pozrieme ako vyzerajú výsledné portfóliá, ktoré sú
rie²eniami úloh (3.2) a (3.6). Porovnáme riziko vyjadrené pomocou veli£iny CVaR, ktoré
je spojené s týmito výslednými portfóliami a s trºným portfóliom.

5.1 Dáta
Budeme skúma´, £i je trºné portfólio na Americkej burze cenných papierov SSD
e�cientné vzh©adom k v²etkým moºným portfóliám, ktoré môºeme vytvori´ naprie£ dos-
tupnými priemyselnými odvetviami. Pouºijeme k tomu kritériá SSD e�ciencie portólia
z kapitoly 3.

Pre na²u analýzu pouºijeme mesa£né nadvýnosy z 10 rôznych reprezentatívnych port-
fólií pre 10 priemyselných odvetví v období od 7/1926 do 8/2007 a bezrizikovú úrokovú
mieru ako jedenáste dostupné aktívum na trhu. Nadvýnosy sú výnosy, ktoré prekra£ujú
bezrizikovú úrokovú mieru. Takºe nadvýnos bezrizikového aktíva je rovný nule v kaºdom
období. Vnútri jednotlivých odvetví sú váhy pevne dané. Váhy rôzných portfólií ur£ujú
akú £as´ kapitálu investujeme do ur£itého odvetvia ako celku.

37
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Trºné portfólio vzniklo ako váºený priemer z cenných papierov NYSE, AMEX
a NASDAQ. Nadvýnosy priemyselných odvetví sú zaloºené na priemyselnej klasi�kácii
pod©a ²tvormiestneho kódu SIC.

Dáta pouºité v tomto príklade sú vo©ne dostupné na internetových stránkach dátovej
kniºnice Kenneth French [1].

V nasledujúcej tabu©ke sú uvedené základné ²tatistiky nadvýnosov pre uvaºované
priemyselné odvetvia a pre U.S. trºné portfólio.

Tabu©ka 5.1.
Priem. odvetvie Stred. hod. Smer. odchýlka Medián Min Max

NoDur 0.69 4.70 0.82 −24.51 34.31
Durbl 0.82 7.62 0.72 −34.81 79.61
Manuf 0.75 6.34 1.07 −29.83 57.30
Enrgy 0.79 5.97 0.61 −26.01 33.47
HiTec 0.80 7.46 0.98 −33.86 53.33
Telcm 0.57 4.60 0.73 −21.59 28.13
Shops 0.69 5.91 0.69 −30.21 36.95
Hlth 0.79 5.79 0.75 −34.80 38.56
Utils 0.61 5.69 0.77 −32.99 43.13
Other 0.66 6.45 0.98 −30.06 58.71

Trºné portfólio 0.65 5.42 0.97 −29.04 38.27

Základné ²tatistiky nadvýnosov 10 priemyselných odvetví a trºného portfólia.

5.2 Nastavenie parametrov
Pri výpo£te jednotlivých mier nee�ciencie vzh©adom k SSD sme rie²ili nasledujúce úlohy
lineárneho programovania:

• miera nee�ciencie ξ je daná úlohou (3.1)

• miera nee�ciencie θN je daná úlohou (3.2)

• miera nee�ciencie D∗ je daná úlohou (3.6)

Uvaºovaný £asový horizont, za ktorý budeme vyhodnocova´ miery nee�ciencie, by mal
by´ dos´ ve©ký, aby sme pravdepodobnostné rozdelenie mohli aproximova´ s dostato£-
nou presnos´ou. Na druhej strane by nemal by´ po£et scenárov v jednotlivých úlohách
príli² ve©ký aby neboli úlohy ve©mi £asovo náro£né. Zvolili sme £asový horizont 10 rokov,
£o predstavuje 120 scenárov. Pouºili sme metódu posúvania okna s uvaºovanou ²írkou
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10 rokov a s posunom vºdy o 1 rok, t.j. 12 scenárov. Testové ²tatistiky sme vyhodnocovali
za obdobia (7/1926− 6/1936), (7/1927− 6/1937), . . . , (7/1997− 6/2007). Takºe sme pre
kaºdú testovú ²tatistiku získali 72 hodnôt.

Ako bolo vy²²ie spomenuté uvaºujeme 11 dostupných aktív.
Nasledujúca tabu©ka udáva ve©kos´ rie²ených úloh lineárneho programovania v tomto

konkrétnom prípade.

Tabu©ka 5.2.
Ve©kos´ úlohy LP úloha (3.1) - ξ úloha (3.2) - θN úloha (3.6) - D∗

Po£et premenných 121 14411 14651
Po£et obmedzení 250 14772 29052

Ve©kosti jednotlivých úloh LP.

5.3 Výsledky
Výpo£ty sme robili v programe GAMS22.6. Pouºili sme balí£ek Cplex, ktorý umoº¬uje
rie²i´ úlohy lineárneho programovania. Výpo£ty beºali na po£íta£i s procesorom 1.6 GHz
a 512 MB RAM. Zdrojový kód programov pre GAMS aj so súborom so vstupnými dátami
sa nachádza na priloºenom DVD.

Do výstupných súborov z týchto výpo£tov sme zaznamenali hodnoty mier nee�cien-
cie. Na priloºenom DVD sú k dispozícii v súboroch Post_miera.xls, Kuosmanen_miera.xls
a Kopa_miera.xls. �alej sme pri rie²ení úloh (3.2) a (3.6) zaznamenali aj optimálne rie²e-
nia, t.j. portfóliá λ∗2 a λ∗3. Na priloºenom DVD sú v súboroch Kuosmanen_lambda.xls
a Kopa_lambda.xls. V prípade miery ξ nemáme moºnos´ toto portfólio zaznamena´, pre-
toºe sme pri výpo£te zvolili rie²i´ primárnu úlohu (3.1). Portfólio, kroré by sme získali
rie²ením duálnej úlohy (4.1) v²ak nemusí nutne SSD dominova´ testované portfólio, preto
nemá vhodnú interpretáciu a rozhodli sme sa tento údaj nezaznamena´.
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Postova miera nee�ciencie - ξ

Na nasledujúcom obrázku je znázornená miera nee�ciencie ξ. V kaºdom zo 72 vyhodnoco-
vaných období je kladná, £o znamená, ºe trºné portfólio nie je SSD e�cientné, a teda exis-
tuje priestor pre nenasýtených investorov averzných k riziku na získanie lep²ej investi£nej
stratégie ako je investícia do trºného portfólia. Minimálna hodnota tejto ²tatistiky je 0.16
za obdobie (7/1947−6/1957) a maximálna hodnota je 0.77 za obdobie (7/1930−6/1940).
�alej vidíme, ºe miera nee�ciencie ξ v posledných ²tyroch obdobiach rastie.
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Obrázok 5.1: Postova miera nee�ciencie vzh©adom k SSD - ξ.
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Kuosmanenova miera nee�ciencie - θN

Na obrázku 5.2 je znázornená miera nee�ciencie θN . V kaºdom zo 72 vyhodnocovaných
období je kladná, £o nás neprekvapuje, pretoºe uº predchádzajúca miera vylú£ila, ºe
by bolo trºné portfólio v niektorom období SSD e�cientné. Minimálna hodnota tejto
²tatistiky je 0.16 za obdobie (7/1947− 6/1957) a maximálna hodnota je 0.73 za obdobie
(7/1930 − 6/1940). Podobne ako na predchádzajúcom obrázku aj tu môºeme pozorova´,
ºe miera nee�ciencie θN v posledných ²tyroch obdobiach rastie.
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Obrázok 5.2: Kuosmanenova miera nee�ciencie vzh©adom k SSD - θN .
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Kopova miera nee�ciencie - D∗

Na obrázku 5.3 je znázornená miera nee�ciencie D∗. Aj táto miera je v kaºdom zo 72
vyhodnocovaných období kladná. Minimálna hodnota tejto ²tatistiky je 39.56 za obdobie
(7/1947 − 6/1957) a maximálna hodnota je 894.83 za obdobie (7/1929 − 6/1939). �alej
vidíme, ºe miera nee�ciencie D∗ v posledných ²tyroch obdobiach rastie.
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Obrázok 5.3: Kopova miera nee�ciencie vzh©adom k SSD - D∗.



KAPITOLA 5. APLIKÁCIA: MIERY NEEFICIENCIE TR�NÉHO PORTFÓLIA 43

Porovnanie Postovej a Kousmanenovej miery nee�ciencie
Na nasledujúcom obrázku je porovnanie dvoch mier nee�ciencie ξ a θN . Pod©a vety 4.8
platí vz´ah ξ(τ ) ≥ θN(τ ), pre kaºdé τ ∈ Λ. Z obrázku 5.4 vidíme, ºe je táto nerovnos´
splnená. Minimálna hodnota rozdielu týchto dvoch mier je nulová a bola dosiahnutá
napríklad za obdobie (7/1938 − 6/1948). Maximálna hodnota tohoto rozdielu je 0.11
a bola dosiahnutá za obdobie (7/1946− 6/1956).
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Obrázok 5.4: Porovnanie Postovej a Kousmanenovej miery nee�ciencie vzh©adom k SSD.
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�alej uvedieme tabu©ku, v ktorej porovnáme o£akávaný výnos, rozptyl a podmienený
Value at Risk na hladine spo©ahlivosti 95 % (CVaR0.95) trºného portfólia, SSD e�cientného
portfólia, ktoré SSD dominuje testované portfólio τ a je optimálnym rie²ením úlohy (3.6),
ozna£ili sme ho λ∗3 a SSD dominujúceho portfólia s maximálnym moºným o£akávaným
výnosom, ktoré je optimálnym rie²ením úlohy (3.2), ozna£ili sme ho λ∗2. Tieto hodnoty
budeme porovnáva´ za tri obdobia, a to (7/1947−6/1957), ke¤ miera D∗ nadobúda svoju
minimálnu hodnotu, (7/1929−6/1939), ke¤ miera D∗ nadobúda svoju maximálnu hodno-
tu a posledné vyhodnocované obdodie (7/1997−6/2007). Z tabu©ky 5.3 môºeme pozorova´,
ºe SSD e�cientné portfólio λ∗3 nemá vy²²í o£akávaný výnos ako trºné portfólio, ale jeho
rizikovos´ (£i uº meraná ako rozptyl nadvýnosov alebo CVaR0.95) sa výrazne zníºi. Naproti
tomu, o£akávaný výnos z SSD dominujúceho portfólia λ∗2 je vy²²í i rizikovos´ meraná po-
mocou veli£iny (CVaR0.95) sa nepatrne zmen²ila, £o musí plati´, pretoºe λ∗2 SSD dominuje
testované portfólio τ . Ale rozptyl sa v obdobiach (7/1947− 6/1957) a (7/1997− 6/2007)
zvä£²il. Pripome¬me, ºe veli£ina (CVaR0.95) ur£uje priemernú stratu z 100(1 − 0.95)%
najvä£²ích moºných strát portfólia.

Tabu©ka 5.3.
Obdobie O£akávaný výnos CVaR0.95 Rozptyl

(7/1947-6/1957)
Trºné portfólio 1.28 5.90 12.07
Portfólio λ∗3 1.28 5.07 9.63

Portfólio λ∗2 1.44 5.72 12.87

(7/1929-6/1939)
Trºné portfólio 0.10 21.27 109.72
Portfólio λ∗3 0.10 3.24 2.48
Portfólio λ∗2 0.61 20.72 108.86

(7/1997-6/2007)
Trºné portfólio 0.45 10.85 20.51
Portfólio λ∗3 0.45 4.32 4.68
Portfólio λ∗2 0.99 8.84 25.49

O£akávaný výnos, rozptyl a podmienený Value at Risk na hladine spo©ahlivosti
95 % (CVaR0.95) trºného portfólia, portfólia λ∗3 a portfólia λ∗2.

V nasledujúcej tabu©ke 5.4 sú uvedené portfóliá λ∗3 a λ∗2 pre hore uvedené obdo-
bia (7/1947-6/1957), (7/1929-6/1939) a (7/1997-6/2007). Vidíme, ºe v kaºdom z týchto
troch období je portfólio λ∗3 viac diverzi�kované ako portfólio λ∗2. Napríklad v období
(7/1929-6/1939), kedy je miera nee�ciencie D∗ najvä£²ia, je výsledné portfólio λ∗2 zloºené
z dvoch priemyselných odvetví, a to Durld - produkty dlhodobej spotreby a Telcm - teleko-
munikácie. Výsledné portfólio λ∗3 je zloºené z tých istých dvoch priemyselných odvetví
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a z bezrizikového aktíva, do ktorého sa investuje aº 82% �nan£ných zdrojov.

Tabu©ka 5.4.
Obvetvie (7/1947-6/1957) (7/1929-6/1939) (7/1997-6/2007)

λ∗3 λ∗2 λ∗3 λ∗2 λ∗3 λ∗2
Nodur 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Durbl 0.19 0.26 0.04 0.47 0.00 0.00
Manuf 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Enrgy 0.25 0.22 0.00 0.00 0.27 0.79
HiTec 0.18 0.28 0.00 0.00 0.00 0.00
Telcm 0.32 0.18 0.14 0.53 0.00 0.00
Shops 0.00 0.00 0.00 0.00 0.10 0.00
Hlth 0.00 0.06 0.00 0.00 0.01 0.00
Utils 0.06 0.00 0.00 0.00 0.15 0.21
Other 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

RiskFree 0.00 0.00 0.82 0.00 0.47 0.00

Portfóliá λ∗3 a λ∗2.

Nasledujúce obrázky 5.5, 5.6 a 5.7 znázor¬ujú CVaR portfólií λ∗2, λ∗3 a trºného portfólia
postupne vypo£ítané na hladine 0%, 5%, . . . , 100% pre tri uvaºované obdobia
(7/1947-6/1957), (7/1929-6/1939) a (7/1997-6/2007). Ako môºeme vidie´ CVaR portfólia
λ∗3 je vºdy výrazne men²í ako CVaR trºného portfólia, hoci o£akávaný výnos z portfólia
λ∗3 je rovný o£akávanému výnosu z trºného portfólia. �alej môºeme pozorova´, ºe o£aká-
vaný výnos z portfólia λ∗2 je vä£²í ako o£akávaný výnos z trºného portfólia, ale jeho CVaR
nie je výrazne men²í ako CVaR trºného portfólia. Za obdobie (7/1929-6/1939) bola hod-
nota testovej ²tatistiky D∗ najvä£²ia, preto je rozdiel CVaR portfólia λ∗3 a CVaR trºného
portfólia najvýraznej²í práve v tomto období.



KAPITOLA 5. APLIKÁCIA: MIERY NEEFICIENCIE TR�NÉHO PORTFÓLIA 46

0 20 40 60 80 100

0
2

4
6

8

Obdobie 7/1947−6/1957

Percento

C
V

aR

Tržné portfólio
Kuosmanenovo portfólio
Kopovo portfólio

Obrázok 5.5: CVaR portfólií λ∗2, λ∗3 a trºného portfólia za obdobie (7/1947-6/1957).
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Obrázok 5.6: CVaR portfólií λ∗2, λ∗3 a trºného portfólia za obdobie (7/1929-6/1939).
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Obrázok 5.7: CVaR portfólií λ∗2, λ∗3 a trºného portfólia za obdobie (7/1997-6/2007).



Kapitola 6

Záver

V tejto práci sme sa zaoberali SSD e�cienciou portfólia vzh©adom k mnoºine v²etkých
moºných portfólií zloºených z dostupných aktív. Skúmali sme tri miery SSD nee�ciencie
zaloºené na úlohách lineárneho programovania. Zaujímali sme sa o konzistenciu týchto
mier s SSD a o ich konvexnos´ na mnoºine portfólií, ktoré sú SSD dominované testovaným
portfóliom. �alej sme h©adali vzájomné vz´ahy medzi týmito mierami.

V kapitole 2 sme de�novali základné pojmy stochastickej dominancie a mieru rizika
CVaR. Taktieº sme uviedli tvrdenie, ktoré dáva vz´ah medzi SSD a CVaR.

V kapitole 3 sme de�novali SSD e�cienciu portfólia a uviedli sme tri kritériá SSD
e�ciencie testovaného portfólia, ktoré sú formulované do úloh lineárneho programovania.

V kapitole 4 sme na základe týchto kritérií de�novali miery nee�ciencie portfólia
vzh©adom k SSD a skúmali sme ich vlastnosti. Zaujímala nás najmä konzistencia
mier s SSD. Túto vlastnos´ sp¨¬ajú dve z mier, a to θN a D∗. Ke¤ºe nie je miera ne-
e�ciencie ξ konzistentná s SSD, neplatí, ºe pre hor²ie portfólio v zmysle SSD je nutne jej
hodnota vä£²ia a nemôºeme pomocou nej porovnáva´ mieru SSD nee�ciencie dvoch port-
fólií. �alej sme skúmali konvexnos´ mier na mnoºine portfólií, ktoré sú SSD dominované
testovaným portfóliom. Ukázalo sa, ºe túto vlastnos´ nesp¨¬ajú miery ξ ani θN . V tejto
kapitole sme na²li aj vzájomné vz´ahy medzi spomínanými mierami. Miera nee�ciencie
θN nadobúda vºdy najmen²iu hodnotu z daných mier a hodnota miery ξ môºe by´ pod
aj nad hodnotou miery D∗.

Pri skúmaní SSD e�ciencie trºného portfólia U.S. akcií v kapitole 5 sme zistili, ºe toto
portfólio nie je v ºiadnom zo skúmaných období SSD e�cientné a pre miery SSD nee�-
ciencie platia vz´ahy, ktoré sme odvodili v kapitole 4. �alej sa potvrdilo na²e o£akávanie
o výsledných portfóliách λ∗2 a λ∗3. Výsledkom Kuosmanenovho testu (3.2) je portfólio λ∗2,
ktoré má vy²²í o£akávaný výnos ako testované portfólio a men²í dôraz kladie na zníºe-
nie rizikovosti výsledného portfólia. Naopak výsledné portfólio λ∗3, ktoré je optimálnym
rie²ením Kopovho kritéria (3.6), má výrazne men²ie riziko a men²í dôraz kladie na zvý²enie
o£akávaného zisku.
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