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Abstrakt : \ í p ř ed lo žené práci se zabvv.unc pou žit im Touri or ovv t ran :' for 

111aCe v neživot.n ím p oji s t ěu í , Ta. jedné strall(~ se pr<lc(, Zall}(~'i'll.i(' Ila t (loret ic

kou Fourierovu t ransformaci a její použiti v teorii pravd ópod ol mosti. napr.

charakte ristické funk ce n áhodn ých ve ličin . D(llc uk.i žcmr' pou žit í chara kte
risti ck ých funkcí p ř i po čítá n : sdruženého skod ního rozC} ('I('llÍ a ph <l gregaci

rizik. Nel druhé straně práce popíšeme uumcrickou _' o ll r iel'o\ ' ll t rau sform.ui
a p ředs tav íme metodu pro její ryc:hlS' V~l P()Č·(,t. Te-nto al gorit 1l11lS !H)\l ži.ielll< '

v p říkladu , kde budeme agregovat rizika, kt.cr.i uoj sou llezčl.\'islč1 . ZIlIÍllÍIll<' S ( I

také o mo žn ém rozšiřování Four ierových metod do více dimen zi.

Klíčová slova: Fourierova t ransformace , a,grcgac:c Z (-1 vislých l'izi k.

Title: The use of Fourier t ransforrn in the non-life insu r.uicc
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Abstract: In the present work we study the use of Fourior transforrn in t.hc
non-life insurance. On t he first side it is conccrn ing ahout t.h« t h(,ol'eticaI

Fourier transform and it s use in the probabili ty theory, c.g. characteristic
fun ctions of the random vari abl es. T hen we ShOVl how to use charact.crisi. ir:

fun cti ons in compu t ing agg regate 10s8 distribu t ion arid how to CO Il} hiII e risk
portfolios. On the ot her side we describ e also numerical Fouri er transforrn
rnethod ancl introduce its fast cornputat ional forrn . \Ve lI se t.his a lgor it. lun iu
an example, where we aggregate risk por tfolios, which are not indcpendcnt .
V\Te also discuss t he mul tivariate extension of Fourier methods .

Keywords: Fourier t ransform, aggregation of correlated risk porr.Iolios.
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Kapitola 1
,

Uvod

Tato diplomová pr áce poj ednává o 1l10Žn ÓIJl pou ži ti Fouriorovv tr .:IIS f'Ol'l ll(lC(\

(dále FT) v neživotnim pojiš tění. Je rozd élena do dvou (',é-1st Í. První z nich
se zabývá teoretick ým zpracov áním I~ T a jejího pou žit.Í v t.<'o r ii n<,ži\ 'o t.n Íll o
pojištění. Toto je obsahem kapitol 2 ,3 cl, 4. Na n (~ navazuj e pr ak tické-i {-;,lst.
v kapitolách 5 a 6. Zde uk ážeme praktické použití Fl v neživotnim poji s t.cn i.

Kapi tola 2 je zam é ř cna na základní sezn ámení s teo ret ickou 1, T . v YS \'(~t

lírne zde její podstatu v obecné form ě a uvedeme její zákl adní vlas tnost i.
Velkou část těchto poznatk ú budeme používat v dal ších č: clstech .

T řer.í kapi tol a se zabývá užit ím Fourierovy t. ransformacc v tcorii ll(\živo1.
ního pojištění. Důraz je kladen p ředev šnn na souvislost ch arn.k terist.ickó
funkce náhodné veličiny a FT její hus to ty, \ cd le toho si uk. ižcm c dal ší vztahy
s vytvořujícími funkcemi dané náhodné veli činy. Druhá c.ist t.é t.o kap: t.oly s (~

věnuje Laplaceově transformaci, která se používá v teorii rizika, Ukážc lne si,
že platí blízký vztah mezi Laplaceovou a Fourierovou t ransfor m ncí , I od s tat.a ·
některých výsledk ů z kapitoly 2 je proto stejná pr o ob ě t ra ns formace .

Poslední v teoretické čás t i j e kapitola 4, avazuje na pf' edchozÍ kapi toly
a zabývá se výhradn ě použitírn FT p ři agregaci spoji tý ch n.ih ndn ýcl: vcliciu.
'I'imto rozumíme teorii hledání rozdělení součtu S == ./\ 1+...+Xli, n áhodný ch
veličin Xl , ' . , , X n (nezávislých i závislých). Uk ážeme si t.ak é, jak s pomocí

FT můžeme teoreticky najít rozdělení náhodného součtu S == )( I + ' , .+ X N ,

kde N je diskrétní veličina. Umět prakticky vyřešit tyto úloh y mu že b ýt
obecně velmi clúležité například v interních modelech poj išt' ovun. AbychOHl

toho byli schopni s pomocí teoretických výsl edku z první části práce, mus íme
se nejdříve sezn ámit s praktickou (tj. numerickou verzí) F1' ,

Praktická č á s t začíná kapitolou 5 a hn ed v úvodní pod kapi t.o lo si pl'ccls ta-



víme numeri ckou ver zi F 'T, Dále si uk ázcurc. že pro ,l('JI \ ' ~' P ()(' {\ t «xi.. t ujo
rychl ý algori tmus , což jen um ocn í pr ak ti ck é vv u žit : motod. kt or« jsou založe
ny na FT Cl ktor ó J SOll pops ánv v tco rot.irkó ('e-lst i. I~ {.U IIlI } ,'i }>UpíŠ('Il}('.

jak vy ř esi t probl ómy, kter é j .sou zp ůsobrnv rozrl ílnost Í t.corot iek(' Cl pra k t i('k(;
FT. Jedna podkapi t ola.j e vyhrazena problema ti ce agľ<\ga('(' zrl\'i.'l.'·ch v.-liriu.
Uk ážeme si také jiný mo žn ý postup numcrirk óh o i'eŠ(' IlÍ úloh. ktel'(; jsou

založeny na FT, a jeho rozsíř en í 10 dvou dimen zi.
\1 závěrečné kapitole budem e na p ř íkladu ilustrova t , j ak prak t ick v \'.\ 'llžít

poznatk ů této práce,
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Kapitola 2

Fourierova transformace

V této kapitole představíme FT po teo ret ické st r ánce . Z ma tom at.irk óh o hle
diska ..e jedná o jednu z mnoha tzv , integr áln ích t ransfo rmaci . 1.y 11l()jÍ \'('lk6
použití nejen ve fyzice, zejm éna v kvantov é mechanice, (-l l(~ i v lll a t el ll a t.i (' (' ~

a to například p ři ře šen í oby č ejných a parci álnich difcrcnciálu ích rovni c.

2.1 Definice

Jc š t č před ~_~finován írn klíčového POjlTIU FT mus íme, bohu žel, pozu am o

nat , že v různých oborech se používají nejen odlišná zu a č r - ní , alp i od lišu{' dp

finice. Proto se sezn ámíme s obecněj ší variantou zavod nní F'I a jak uvid íme,
rozdílnost definic spočívá zejména v používání jiný ch konstan t , což n aš ti~s tÍ

nemá zásadní vliv na některé důležité vlastnosti FT, které uv ádíme v dal ším
textu této kapitoly.

Definice 2.1. Pro komplexní funkci f E Ll (IR1/. ) a konstan t) A, fl , k E

IR\ {O} definujeme její (přímou) Fourierouu transjormoci F ( /\)] ,/.: ) f == .f(./\J] ,k )

vzt.ahcm

~ - . f'(t) == An i' e-'ik(t, x ) f'(x )cix t E IR'1/. .(A ,B ,k) , . ,
• IR U

Podobně její opačná (inverzní) Fourieroua transjormace F(A1
) 3

1

k ) f == / (1\ ,8 ,1.: )

vztahem

F - 1 f( t) == n: l eik(t, x) f(x)cix. t E IR'1/. ,
(A ,B ,k ) . . J

• IRU

kde pro x , y E IRn je (X ,y ) == L,~I==1 ,T jYj skalární souči n v IRn.



Funkce f .se naz ýv á vzor FT čl f její bra z. I odo bn« pro opa č nou 1.. 1-- .. '
vzor 111 f je obraz .f.

Tyto definice te dy pou živaji l H\j ak (~ konstant v ,tl. 13 a h'. kt <'n', St' v 1'l1 Zll.\·clt

v édnich obo rech liší, Pod statn:' .1(' . Ž(' sp lúuji vzt ah

(:2 .1)

který spolu s dal šimi p ř edpoklady o funk ci f zaru č uje pla tn ost \ ' (' t v o invorz i
2.19 (viz dále).

Často užívan c hodnoty jsou IIap ř. v klasicl« : fyzic(' ... \ == ,)I~ . 13 == I a
k: == - 1, v svsté mo v ém in žcnvrstv í .4 == 1. 1 == ;-)1 • k == :1 (o i y "í'lčll'lllOllick <"

v , J _ 7f

analýze A == B == 1, k: == 27r. Program MA1'I-I11lVI 'l l 1;\ P Ollž Í\ ' č l aut.oma-

ticky ve výpočtech variantu A == B == ~, k == - 1 jin ým na ..t.avon ím pa
rametrú je však mo žn é počítat s libovoln ými konstan tami spl úuj k.imi (2.1) .

Značení F (A ,B ,k ) a F(~\I, B ,k ) je poněkud těžkopúd né , proto bu domc (·as1.o

používat zjednodušenou formu zápisu F a F - 1. P řipadu é zdurazu óni pouzi
tých konstant budeme uvádět expli~ it ně, a t~o použitíl!l l ~ll v()dn íh o zcl p isll.
Podobnou úmluvu zavedeme i pro f (A,I] ,k ) , f ( /\ ,n. k ) a f . [, Tccht.o kra tších
zápisů budeme používat hlavně při použití konstan t (2.2) , uveden ých d(1.1 ('.

Poznámka 2.2 . Podívejme se na konstantu k: z definice 2.1. Zlll (~nÍlll( ~-li její
znaménko , fakticky zarněníme (až na kons tantu) piímou 1:1 1 za op.u.nou Cl.

obráceně . Proto v n ěkterých úvahách stačí pracovat pouz e s ob ecnou defini cí
2.1 pro zobrazení F a pro F - 1 je po tom výsledek analogick ý.

Pozd ěj i bud erne č as t o pracovat s var ian tou

1
A == 1, B == -. k == - 1.

27r '

Definice 2.1 p řejde v takovém p řfpad é na tvar

(2.2)
, r

F f (t ) = / ei(t,xl f (x )dx, t E JRII ,

l IR n.

F - 1 f( t) = 1 n r e- i(t,xl f (x )dx , t E JR".
(27r) l-.

P oznámka 2.3. Jednotlivé varianty zobrazení F z defini ce 2.1 s r ů zn ými

konstantami A , B , k lze na seb e snadno převádět. /l áme například
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Zobraz ení F j ) definov áno pro funl«:« I E L I ( ll) . ~ él.'led uj Í('Í piiklad
ukazuje, že obraz y ucmus í ležet v L l ( ll ).

Příklad 2.4. Pro (J > O Cl funkci

f (.1') = { (~I(/

je její FT s konstan tami (2.2) tvaru

.1' E (- {[ . ([ ) .

j inak.

{

s ili (l l

f U) = 1"I
t i-O ,
t == O.

Funkce .l(t) je klasick ý p ř íkl ad funkce, pro niž NC\\ 't'H 1Ú \' illt.egr (l1 .f ~r{ I( t)dt

konverguj e neabsolu tn ě , ale absolu tn ě diverguj e, tj . .f~ li( t )lrll == . Pro

naše dal ší ú vahy je dúležité , Ž (~ f ~ L1 (JR:) .

Funkce g (.1:) == 1, x E JR ncm á FT, pr otože g ~ L I (IR) .

Domluvíme se j eš t ě na značen í , které bud eme používat. S prá vn č bvchor n

m éli psát F (A ,B ,k) (f) == .l(A,B,k) a F(~\I, B , k ) (f) == / (A ,B ,k) ' ale protože F a F - I

jsou zobrazení mezi prostory funk cí, je běžn é používat zlla{-c nÍ 1)( 11: I:é-Í v() n ~ k ,

t.i . F (A,B ,k)/ = ./(A ,B,k) a F(~\I, B , k ) f = '/(;\,/3,1.:) , .i ako v <I d-i II ici :2 . L.
N ěkdy se hodí zvláš t ě vyznačit promčunou ve vzoru. f\ l)y nrdos lo k no-

dorozumění , poznamenejme, že budeme v tomto p ř ípade používat ozna{cllí

-F f (t) == (:F(f (x )))(t) == f (x )(t ) == .l(t ).

2.2 Základní vlastnosti

Pro l ~_pší sezn~r_není s FT uvedeme nyní některé její zcl,kl adní vlastnost i.
ek:olik z nich se n ám bude hodi t v dalších č:ástech text u. Dll kazy v (~ L nejsou

.r--

pro naš i pot řebu podstatn é, a proto pouze poznam enejm e, že je lze nalóz t

. v pu blikaci [I(opáček].

Lemma 2.5 (Vztahy mezi přímou a opačnou t ransforrnac í) . P TO JJ 'I"-úno'lJ, a

opačnou FT z definice 2,1 platí následující j ednoduché vztahy

/( t) = ( ~)n.f( _t ) , .ht)= ( ~) n.l(t ) , ht)= ( ~)n .f(t ) ,

kde z značí komplexn ě sdružené číslo k čís lu z .
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I II clsI('cl uj í('í IC111111 Cl PI~ ' ll (' PI'í II IO Z cl ('f-i II i('o. p I' íprl d II vIIod II () II . ' ul:S t i t II (' í.

--- "f (x - y )(t ) == c -i k( y, f,) .ť( t) . y E II

s E

(J E

A ---f (t - s) == eik(X 'S )f( )(t ).--- ~
f ((lX ) ( t ) == I (J I- ll .ť (t / (J ) •

II

\ {O},

'/

Nyní zadefi nuj cme prostor Cn (IRlI) , I\: v(lli jed IIod ušší inu za pa lila t 0 \ 'an:
je vhodné IIv (~S t n ásloduj ící ohecu čj ší cl cfiII ir.i j vyc II (l zej ící ze z II (lil i{\jš ího pro 
storu spo j itých funk cí Cl .

Definice 2.7. Pro otev řenou mno žinu C C IR II Cl 'I Jl, E ~() zlla('ll11<' (IT II ( ,')
mno žinu sp oji tý ch funkcí na C, které maj í 11 a Gl spoj i t(~ clcri\ ' ( 1( ' C až do hl d u

tn včetně . Označrne CH/(G) množinu spo j it ých a Ol1 }('Zell.ý'(·h Fun kcí 11Cl ,',

které maj í na G spo j ité a omezen é derivace až do ř . i d u in V(-(It 11 (1, i\ líst.o
C~ ( G) buderne pro stru č nost ps át C[] (G). Mno žina Iuukci ( llJ( JRII) spol u
s obv yk lými ope racemi sčítán í funkcí a násob ení funkce 1( 0 11 1}) -( ~ X ll í ll l {'ísl(' lll
tvoří vektorový prostor. 0

Důležitos t právě zavedeného prostoru C13 (IR7/,) osv ct.lujr: ll (isl ( ~d uj Í('Í v (' 1,a.

Věta 2.8. F i F - 1 jsou spojiui linctirni zobrtizeni LI (}RII) do (lu (IRII ) tt. 1)'f 'O

f E L, (IRn) platí

1. lilTI ltl__ co .J(t) == lim ltl__ J(t) == O,

2. f a J jsou stejnoměrně spojité funk ce na IR:n.

Poznámka 2.9. J ak se snadno nahl édne, uupiíklad p OJll () CÍ lunkrí z piík lad u
2.4, není ani jeden z prostorů Ll (IR:n) a C1B(IR: TI ) podprost.orou: druh ého.

áslecl uj ící definice je pouze technického charakte ru, j(~j Íž cílem hud e
usnadnění dalšího zápisu .
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D efinice 2. 10 . \;Ju ltú n d e;r e'll I, III == ( 11 11 , ... . 1l1 /l ) budou e rozunu-t uspor.ida

noII u-t ici Č' ÍseI III j E o. j == 1. . . . . ll . I;rí rleUl , II II tl t li IId -x II II I II Cl Z \ .elil \

(:Ís Io I'll I I == L '/=I 11 1i So II (' t< \111 II II II t i i II dex II III II I r()z nu Í II I \ II II Jl t i i IId(\X
(tu + I ) == ('llI I -+ II . . . . . 111 " + III ) .

r ľo f II II k('i .ľ S II Pľo 111(\ 1111 ,\'111i o Z IIa (- 111e

DIIII I
D 'lIľ (X ) == ť ( . ).

. éJ:l.'l lIl l ... (J,!' ,, " ' II '

P ro x == (:l: I , . . . i T 11) E IR fl- (l, U ll II t i iII clex III se cl e fi nuj C .

O

III == ( ,,fl/ I ,.ff l ll )
' I . ., . .. /I .

.I ak jsm e se již zmín ili, j ednou z výhod }, rl' je j(l.jí pou ži tí pi'i i'(lš(IIlÍ

obycejných a parciáln ích diferenciálních rovnic. 1~ tornu se hodí Ilč \ sl( ldlljíC Í

dvě větv.../

Věta 2.11 (\ lztah k derivaci vzoru) . Ncclit f E ('1d (IR 'fI ) {J, l) I"I
a pTO muliiitulex ni platí l'lnl < rl, potom

--- '"D"fl, .ľ (t ) == Cikt )'Tl I. .ľ (t ) i t E IR 'fl •

kde k j e konstanta z dejinu:c 2.1.

Věta 2.12 (Vztah k de rivac i obrazu) . Nechť x1".ť (x ) E L I (IR") [no 1, /1,1 _ tl.
Potom .f E CÍ} (IR'f/.) CL platí

D 1TI'.f(t ) == ( F(( -ik x)'lTI'.ľ( X)))( t) , t E IR'T/.,

kde k j e konstanta z definice 2.1.

Nyní připomeneme obecnou definici konvolu ce dvou funkcí. Te nto poje-m

patří mezi základní v teo rii pravděpodobnos ti.

Definice 2.13. Nechť f a 9 jsou dvě obecně komplexn í Iunl«:c na IRII , .lojich
____ "'-'0 _

konvolucí h. == f * g rozumíme funk ci definovan ou jako

h(x ) = .i" f (x - y )g(y )cly. (2 .3)

Je-li f E L 2 (IR'f/.) 1 .rl E L 2 (IR'TI.) potom jejich konvolu ce 11.( x) cxistujr: pro
všechna x E IRn . O

11



Poznámka 2.1 4 . .lsou-Ii .ľ i.ll 'I. pi'edcl1o'l.Í d('f ini('( ' Iuul«:« j(' d ll(" reéilll(',
prom éun ó. k t or ó jsou nulov é 11a intervalu ( - '--' ~ , O). p ot on: pr() lihovolu:'

:1' E IR platí. ž(' .r; (y) == O. .'J < O él f( ·1' - .'J) == O. ,I' --- .'J . H O\'llic( ' (1.:))
tak p řejde 11a

11( :1' ) = [' f (.I' - /J ).r; (y )rI/J..1' - ()
" o

1<o II VO 111('(I .ľ * .rl t ('d.\' hIId(' r 0 \ ' II a nul (I II čl ( - . () ). s t (Ij II (\ j éi ko .ľ i 'l

Ope raci kon volu ce vzoru I:, 'T od pov Í(blOl )('1'éH '( I II élso1)( I 1\ Í o I) ré1'1.11 F'}'.
Tato velmi d ůl e ži t á vlastnost F~r , kt(-'roll budeme {asto pouz íva t . ,i(' POPSélllél

V cl a1ší vét (~ . F1 se Pľoto , v('cll (' cl ifercneiá111 í('II r< )\ ' llic. 11 ocl Í k h I Š(' II Í ]'()\ ,II i('
konvolu čn ích

Věta 2.15 (FT konvolu ce). Nechť i ,,CJ E L, (lR,II). l )o/' () 'l 1/, lJ/nlJ

F. ( I' * () == A- 11F, . (f') . F, ( )(.·\. n ) ,) . .J . ( : \. 1>, 1.') . (: \. /). 1..) .r; .

F(A'.B J,:)(f * g) == fl - 11F(~\l, n ,k) (f) .F(~\I.n.k ) (.rl ).

Speciálně p!.? iuiš případ A == 1, fl == 2
1
rr ' k == - 1 z (2 .2) je

F (f * ,q ) == :F( f ) . F (.rl ), :F- , (.ľ * .rl ) == (2Jr ) 11F - , ( .ľ) . F - I CfJ) .

Z p ř ede šlý ch tvrzení v íme, že nclzc jedn oduše charaktr-rizov.u n m ovinu

Fourierový ch obraz ů funkcí z Ll (IR7I.) a naopak mn oh é roz um u:' Iunl« :« ( l lap f'.

nenulová konstantní funkce, viz věta 2.8) nejsou Fourierov ýru obraze-m Žč-l,d ll(;

funkee r. L, (IRn ). V IIás1eduj ící clefi II ici zavcdeIIH~ prost () r S (IR fl) C 1.1, (IR'fl ) n
CB (IRTI.), který F zobrazuj e prostě na S(IRlI ) a m.i na n ótu iuvorvn: F - '.

Defi nice 2.16. Pro IIekoneČ IIě spoj itě cl ife1'8 ncova tclII o II ft 111 k('i I Cl d vCl 1111 rl

t iindexy l a in definujme uorrnu jako

II f II I.m . == SIIp IXl Dni,f (X ) I,
x E!Rll

Dále ozna č me S(IRn) jako rnnožinu všech nekonccur spo.i it{, dif('l'('lI(,O

vatc lných funk cí f , takových, že pro každé dva mul t iiud cxv I čl III plélt í
IIf ll /,1n< 00 , Sp olu s ope racemi sčítání funkcí a n ásob en i Iunl«:e kOll l p l ('XII ÍI II

č ís l em tvoří S (IRU) vektorový pr ostor. <)

12



o l

Příklad 2.17 . J (\-li f (.1' ) == ~)~(' _ o/~- pro ,J' E . poto iu .I (. ). }Joll ži.i( 'lll(\-
v - "

li konst.au rx ( 2 , :2 )~ dosta ncmo / (/ ) == c -
t

: . 1 E ). a tedy l jc.

P ro S t Or S ( 1I) .i e iu,'Cl r iCl II t II í " ll (' i op <' r(l(' i II clSo1)(\II í. ' ľc1tl) " L1St n.:St S(I II éin:

j <'š ti \ bude ho d it . a proto ji zapíš(\lll(\ , .(' t "é11' 1l j (\<! Il()<!l IC lH'lhu . 1( 1(" llžit ('("Il('\ll()

lemma.

Lemma 2 .18 . Jsou-li f .tJ E S(IR II ) pol. on i 'í. f · ,(f E S ( ll) .

Věta 2 .19 (O i IIverzi ). Fo ur i er ou« trtu isjornuu:i: i oj)(],{':n(Í, l (JlI.'I'Í,( '!'O 'i (J, hnus 
[o rin ace zo ína.ni ji p ros t i: S (lR II ) na S (JR '1 I) u jsou '/l.(['"l lzúj("II'. k so/)(", iiu (' '1': '11/.

neboli

F - 1 (~ f') == r, ' I (F - 1 j' ) == j' j' S (1 1/)(A.B,J..:) (.·\ ,13 ,J..:) . ( A ,I.),;" ) (:\' I3 .k), , : , E '

Existuj e i mírn é zobecněn í vě ty O inverzi . . t a( Í p ř ndpokl. i d » ! int egl'o" (l

t elnost obrazu . aby opa č ná FT in óla smysl.

rl

Z věty O inverzi a z vě ty o t ransform ac i konvoluce 2.15 plyn: -další t vrz.-n í.
Poznamenejme, že na rozdíl od vě ty 2.15 j e' po t Í'( ~l ) a prac ova t s Inu krcm i
z prostoru S (IRn), protože díky lemmatu 2.18 j e FT dol)l'(\ cl cfin ov.uui.

Věta 2.21 (FT sou činu) . Pro [unkcc l, 9 E S(IR7I ) pla/'{

F (A,B,k)(fg) == n n(F(A,I3 ,k)f *F( A , n ,/' · ).(J ) ~

F(~\I, B ,k)(fg) == An (F(~\I,FJ ,k) f *F(~\ I, n . k ).r; )·

Speciáln ě pro piiptul A == 1, B == 2
1
7r ' k == - 1 z (2.2) j( ~

F ( f q) - 1. ( f'": * g") F - I (.f',o) == .l * '&'.. - (21f) n > : . , J

13



2.3 Další vla t no •
1

Ta to (elst 11U) spíše doplnuj íri charakter. l nforuuur -. kt ('1'(', z <1 e 11\ '('<1(' 111<1, nr-hu
d e11le v dalšÍcll k.ipitol.uh po tichovat . . lou ží l« - z l (' p~('lIí (,( ,lko\,(',IIO 1)(1111<'<111

na }-'1,

\' so II vis los t i s t ('or('t iekou 1- ~I s(' I}(~, kdy Uv č) <1 <'l.i í t zv .' i II ()\ .či F'I' čl (' ()

si II ()vcl F1, l rkčlz('])l<' zd (' II (\ kt ('1"(" .i ('.i i('II vI. t čl II y x l" 1' . P I' č l< ' () vč 1tl) 1Icl (III}( I pl' ()

j c cl II () cl IIch ()st \ . ,i(,cl nor() z II }(\ ľll(" 111 pi'íp Cl d(\ \.(' ví('(I d i III ('II Z Í(' II .i( I S i t II čl (' (I č lil č li ()
gická . Bude111Cpoužívat obecnou variantu s konst ant am i .. \./J .I,', a l(' s uvir íru

zjcd nod uscn(; ho ze-1.1> isu F] == .F(..\. lJ .k ) .ľ .

D efinice 2 .22. Pro komplcxu í funkci .ľ E 1.1 1( ) čl kon st ant v .. \. /5. h' -
IR. \ {O} definujeme její COS ÚUJ VO 'II, Fou'rte'rovu f 'l'u,'II.s/ O'1"II/u,("i \ ' zl čl1l< 'lll

Fco.J(l ) = 2ft ľ ~ ('os (k.l'! )f(.I' )(1. 1'
./0

a SinOV07.l Fouri erouu transjoruuici VI. t ahem

FSinJ(t) = 2ft ľ sill(k:r:t)f (:I' )(b: .
./0

uvěcloIII 111e si nyní nás 1ecl uj icílc111111 (1,) plYII () Ur:Í z Ii II (,čl r i1v i II t ('g I';.i 111 fl

Eulerovy idcn ti ty e ±i:1' == cos .i: ± 'i sin :1; ,

Lemma 2.23. P ro sudou funkci 1/) E L I (IR) (J, ]JTO lichou ijJ E /J I (IR) lJlu,ti

Pro sudou integrovatelnou funkc i tedy FT splýv.i s Cos inovou FI'; pro
liché funkce je sit uace podobná, Vímc-Ii dál e) Ž( ~ Iibovoluou Iuukri .ľ - /11( ]~)

m ů ž eme rozložit na, součet sudé a lichc pomoc í

1 1
.f(.T) = 2[f (x) + .f(-:r;)] + 2[f (;r) - f (- :7; )] = .'; f (1' ) + 1r(.I' ).

dost aneme v ýsledný vzá jemný vztah

který dává dohromady reálnou a. irnaginárni (clst F'I se Sil1o\'oll ;'l Cosiu ov ou

FT.
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Kapitola 3

Užití Fourierovy transformace
v teorii neživotního pojištění

Jcš tl~ II eŽ piis t oII pí111 c k j ( ~dllot liv ým (élste111 t {It () kéII )i I ()ly. d() III II 1vJII (I S(I Jl é\

nás lcdujicim znaccn i. Čas to budeme Jl(IZé1 PUl'llOl l spojit Oll u.ih o.Iuou vtli.inu.
tj , ve li č inu X s hus tot ou Ix , pro k t erou plat í .ľs == U, pro ,I' -: (). Ilél Z,\'\ 'éll

riziko . Tato te rm inologie j e v teor i i llež i \'OCllíllo puji št (l ll Í s l éllldélľ<lll í o j )(\(, l l{\

pro nezáporné veliciuy.

3.1 Charakteristické a vytvořuj ící funkc

Definice a vztahy mezi nimi

Začneme p řipornenu t. ím defi nic vytvo ř ujuích Iuukci Jlé\ll()dll\'('11 vok t oru él

veličin ,

Definice 3.1. P ro reálný n áhod n ý vektor X == (A', . . . .. /\ ' 1/ ) .ISOll defi 

novány sdružená vytvO'l':'.'lJ,jící [uukcc priiud čpodolnios ii

P (t) P (t t· ) E,.s I "/ ' \ II. X == ) ( \ l ' .. , )(1/ I I , ' . . , .In == (I I " ' ,II .

sdružená tn om en iou á vytVO 'ř'lLjící [uukcc

(:~. I )

~~1 (t) == ~.{ .r , ' (1; "" L ) == Ep I,I .Y \+...+ /. 1/ ' \( 11 == E()(1. . X ) .
X '\\ ' '' ' ' '\11 I , , II,

I . ..: /I (":) ,» )
J. _

CL sr/Tužená cluuukteristick á funk ce

rl, (t) == tb " . r (t ," L ) == Ec·il. 1x\ +.. .+'iJII XII == E e i ( t. X ) . t E l~ " . (:L:) )'+' X , .\ 1 , . .. : . \ 1 1 I , , ll,



I r o I j ('cl Jl od II š(' ll í I čl PISII 1)l1 cl (II IH l I l(\ k(lv I )(>l Ilivatl l I('/ i I I;í ľ ()d II í I JI;1< .( II I I.

tj. vv rvoiujici Iu n kc( ' pľa\'d {'IH)d uhJl ustí pgf. o d .. P ľ () ; ) č tl ) i l i t y g(IJl (\l' él t i Jlg

fuurtiou " . munu-nt ov.i vv t voiuj ici luul«:« nu;]. o d .. 11 1<>1 11(11 11 g (' I I (\ ľ ; l t i Jl g

íuuctiou" él charaktcristir-k.i f1111kc(' ch .I. jako ..('lIélľ ču·t('I'i st i (' ťIIJ \( · t iun". I ) ľ ( )

llél }IOd Jl{' vr-l iri nv S(' 1)()lI/Í\ 'él p gf'.. Ill gf'. čl «h.I. 1)(11 pj' í\ 'l čl sl kll ,.sd rl l/( ' Il;l '· .

13 I Id (,I I I(' s(I drl (,t ľt III III vv. I (' Pro d č II I.\" ll; II }( )d II .\', \ ' ( \k I ( )r ./ .r - ( . \' I . . . . , .\' " )

II vaŽll.i(,II }(' Pgf. . 111gl. a rh. I. po 111(' Pro t ak()vé1 t - ': ~ 1/ . kcl (, i II I ('g r.í1.\' / d('-
f i u i ru i ch v z t a h u (:). 1) . (:).:2) (l C-).:3) jsou kOll(I(-·Il('I. Plat Í uapiik l.«] \ · /č l .i( IJIIll č l

j ednozna čnos t ll H'zi n úh oduvn : vr -k toroiu Cl jr-ho Sdl'll Ž('JlOII ('lIJ, . ' él1)íz Í Stl

tedy otázka , jak spolu pro I)( '\'ll~' vr kto r == C\I . " . . '\ 11 ) SUII\'is í .i( l} \( )

sd r llŽe ll (~ pgf.. lll gf. Cl ch.f. 'T'0 l111 1t o probl órnu nv n! \ '(11 111.j('I Il (l Id'k()lik ()d sl č\\ T11.

.lelikož p o zc1 ('ji uk.izr-m « vvtah ll l( 'zi }-< T hu stot v ll č l} l ()d ll ( 'I } I () v.-kt oru čl.i(l}\()

SdrllŽ( ~l1 011 ch.I. . hlld( 'lll( ' \ '(\l (,t. jak S(' F' !, p rol l l í t IHl i lid \ '.\ '1\ '( )j·l l.j í(' í fuu l«:«

(pgf. a lllgf).
Piímo z dehniC'nÍch rovn ost i (:3.1 ) a (:3,:2) plv u« (as10 II Žil( I('ll\' \ 'zLlll

)/\ [ (t. /. )' == E(,t 1 •\' 1 - ... - I II • \' /I'\ .\" .... ..\' 11 . ] .... , ."

Ee l , S , ... [lI li S ll == .p . . ( ( ,I] , . . ,' (I I' ) .
.\ I .. . . . .\ II

Má me pgf. , mgf II ch .f. defillOVrl-llY j ako Iuu l«:o ro. il I 1< '1 p rOl l )('II I I l< 'I. 1)i'it()11l

pgf. a mgf. JSOll rc.iln « funl« :«. pro t o se p f'<'dch ozí rovnos: CL·I) o(h'()dÍ 1)( 11

probl ém ů. Z defini čního v vj ád ř cn í (3.3) .i( ~ vick- t., ž(' Sd r llŽ(l llél «h.I. 11I IIŽ(1

být pro některé náh odné vektory obecně funk cí kom plcx ni. C~lI('e ll}(' -li 1edy

n ójakýrn způsobem d á t rovn os ti (3.1) , (3.2) rl (:3.3) d O}II'Olllé l d y .. j(' ZčlP(l! j'e l)Í

použít následuj ících lJ vah .

Pracujme s re álnou n áhodnou vel i č i nu X . J ('sLli ž(1 do Ill gr. d OSél<l íl l Hl Zčl

prom čnnou koru ploxu í t Íslo a+ hi. , (L , h E IR, d ost rl1 l( '11 1(1dík,\ ' 1 ' ~111('l'()\ ' (\ id(lll! il(~\

e:1: i.:r: == cos :c±'isin :c a reá lnost i __)( , komploxu í funkci

;~i ll l ) . \')

T imto zpÚSobclll.J e mo žuc d efinova t lllgf. vcl iči nv .\ i PI"( ) k() II I I ) j ( I \ I I I'

(: Ísla. Pod o bn ou úvahu lze aplikovat ve v ÍC (~ dilllCll ZÍ('.!1. S P()III()( " \ ' / 1 : 11111

(3.4) dost.anamc stej ný v ýsledek také pro p gf. Toto , ~r()zšíf'('llí" d<'filli ('( \ i> .~J .

(1, m g f . i p ro komplexn í prom ěnn é se hč~žn (~ P OII ŽÍVčl u.ip r . \'(' [ \ \ · č lI l g'J . 1)()(J111

již mů ž eme psát
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' . . (/ / ) == E I t l .\ I ' . . ' u ; .\ u =-=
<' ).\ I \ 11 t • . • " /I (

\ ! ( . ') _ 1-) I t I I t ; )
~ .\ 1 \ I I 1/ 1,··· · 1/ ' 1 - .\ I \ 1/ ( ( , ••• , I •

\ ' ,i('dll()r () ZII}(~'ľll( 'IJll p f'ípad(\ p i'(I,ide d efillic( ' :L I ;1 p i'(I<\ (' iJo / Í \ ' / t .ih v 11;\

~a I:c1\'('}' t,{,to (-'c)st i se })O<!Í\'( )llH' 11(\ pgf.. Illgf. (\ (·IIJ. l\ ell IOdl l<'I! \( ) \ ' ( I k l .nn

X == (..\ I . . , . . _\ /I ) . k t er ," 111 () n: 'I: c) v isI{, sIo :/. k.\'. \ ' t (I () r i i l ' r. \ \ .cl (I p od ()I)I I ( )s t i
je 1l('z()Yislost ll(l!}()dll~TII vcličin ( as t o YÍt(lIl() v l.i s: uo sr . prot o /( ' Il Sl l e\<II 'I II ,i (1

111110ho práce . \ : llC1ŠC'111 piípad« projde sdru ž('llc) p gf. 1\(1 so uci u pgť. 111;\['

giná lnich ve li či n. Odvozcuí jo t rivi.ilni. lli(,IlH"Il(\ \ ' ,~' sl ( 'dk ,\ ' (Ixplicit 11 (111\,(,<J( 'Jl \(I,

lH~b o f je hudem e pol.ichovat v dalších {-(\.st,( '('h. Dost (\ll('JlI(1 t ak \ ' ,\".ieíd i'(lll í

P (,{. I ) - Et.\ 1 IS /I == E/.\' I .. , E/ s
1 1

)\. I ... . ~ .\(" ' 1" " " 11 - ' 1 ,., l1 I II

Podo bno platí p r o sdru ženou lllgf.

lVJ'T T (1; ... . 1:) == EeI IX I+ ...+ I /l x /I == EC/1 .\ I ,. ·Eel " .\ " == J\ / .\' \ ( / I ) · · · j\ / .\·,/ ( I ,I )...-\ I ~ .. . ,X 1 1 I , , I I

aj sd ru ženo u ch .f.

~, \ T V ('1' I I. ) == E(.J11 x 1+ ... - i.t /I .\ /I == Et: i I I .\ I . • • E()i I " .\ " == ( I) \ ' ( I I ) . . . (.'> \ ' ( I ).
tf! .-\ 1 , . .. , ./\ 1/ ' " . ., , II, ~ / I . I . / 1 II

Složené rozdělení

Ny n í si připomeneme jeden ze základuích pojmu p o,ji Sl 11('1 m. i : (111 1(11 ikv. 11:\'.

S IOŽell(~ roz cl č l oni, a protože se zah.)Tv(UYlC vy tvoiuj íc í III i 1'1111 k('('II Ii . \ 'vj.i d f'í I)I<I

pro veličiny se slo ženým rozd élcn ím její rngf. , resp. cil. I. ~; l \'( ' 1'.\ 0 / 1("l () kI' eí 1 k( ',
části využ ijerne později, Cl. to p ři a,gregaci rizik.

D efin ice 3.2. Řcknenlc, že náhodná veli čina Sl 111(1. slo z ctu : 'I'(} z<! r'; /('n /. ,i( \ ~ lli / ( 1

pro ni platí
lY

SI == L )( J,; ,

k= 1
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kd e {"\k ' h' E } jsou \'Zclj ' l1 11H~' ll C' z čl \ 'i sl (;. s1<'j ld' n .> z<! ('l (, Jl (" 1l '11I () <! 1l {' \ ' (' I i (' i ll ~ '

Cl !\ ~ j (' cl is kn ;t II í II čl ho tl II čl v(,1i(. i II a . II a h,\'včl .ií('í h()d II ot l tl == {(), I. :? . . . } .
II (' z čl v isI.i II (1 {4\ k . l: E }.

\ Io II ll' II r0 \' () \ .,\ ' t v ()iu j í('í fl 111 k(' (, .\[.<; \ ' ( I Ii( i 11 ,\. . ' s(I S Io ~ (\II .\ ' I II r () I d <" I I(I II íII 1

s(' cb) \',\'hodll{' vvj. id iit P OIl l () (' Í vv t voinj iri Iunl«r - prcl\'<! <"'P ()<! () l>I l u s t í 1\ ·
n(lc'Ít acÍ vrli rinv .\ 1 Cl mom c-ntov ó vvtvoruj ici Iunl«:c .\ f s \'(' l i(-'i ll Y 4\ jako

..AI.s(t ) == Ec,lS == E(E('/s ll\T) == L E (' / ( S l - " . S /I ) r) ( i\ ' == /I ) =-
11 =0

L i\J.~. (I)P ( /\ 1 == ll ) == E(J\ fs (t )) .v == T\ ·(." Is (t )).
11 = 0

Odvozeni pro charaktc rist.i ckou fuII kei ó s' hy hy10 čl Ž II čl kou: Plr-x II í kon
stantu stejné nebo bychom mohli vych ázet z ji ž OdVOZ (, Il(" Iorruu k: (:1.:»).
Oběma zp ůsoby nakon ec obdržíme analogický vztah

Souvislost Fourierovy transformace a charakt ri ti k' fu nkc ,

ZCltíru j sII }(-~ Se v Č~noval i na jed II (\ st ľ .u l(~~ popiSII }1o II ľ i('ľ0 \ ' ,v 1. ľcIII s fo rt I I čl< ' ( \

funkce I E L J (IR7/.) c-1, na straně druhé vz tahy mezi sdru žen ým: vyr.voiuj irimi
funkcemi a sdru ženou charakterist ickou funk cí ro.ilu óho n.ih ndn óh o ve- ktoru

X == (XI ," " X"J. Nyní se ZC1IYIČřín1e na souvislost Illczi ti~Illi L () POjIll,V,
\1Yužijem e při toln i cloposud uvedenSTch pozna tků a vSTSIcdky p()IIŽij (\mr: cl (llr:.

Uvědomme si nejprve, že zobraze ní :F z rlcliuicr: f·' rl 2,1 1rnu s fortuu jo
funkce. II y budeme chtít t rans formovat husto ty JI;-UI Odll .Ý('}1 voliti n , rosp.
vek torů , a, pro to se omczímc pouze na takové llcUI Odll {\ vrk t (» )'Y , k t. (' }"(', maj í

sdruženou hustotu Ix == [ x ; .. " .,'·cl ' te dy vekt ory, jcji ch ž Vš('chllY s ložky jsou
spojité náhodné veličiny X k s husto tami fx

k
. Protože hust o t a j ( ~ ll( ~ zči.porllci.

funkce a platí J~n fx == 1 , je Ix E Ll (IR'n) Cl F1' j(~ d ofiu ov.in a IH' Z pot íží pro

hustotu libovolného náhodného vektoru.
Na druhé straně sdruže ná ch .f. náhodného vek toru je drfin ov.in a }> o

morí st ř edn í hod noty, bez rozlisov án: spo j i tost i Č'. i rl iskr ót.nos t i sIOŽ(' k, 1\ \ ' 1II i
V}TŠe IIvede ný m cl tIvod ů m se však nebudem e zabýva t II csp oj i 1 J,~TJ II i. II (1h od 11,\ ; III i

vcli óiuami , resp. vektory, což se n ám hude hodi t i d.il«, uapiiklad p ři p opi sll

agregace rizik.
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I·~ (t ) - f-' I ( t.~l' ) j' ( /")'.) lr: - E 1(( ' 4 '" ) - . (t). X - ( . )( .{" ( . ' - ( - - () 4X
• }~~ fl

Jdi ) = ~. ( ,i /I.ľ\ (.l )tl.l = EI ,I /\ = ()\ (I) .
.J~~

Vidíme t.cdv, že' F 'I sd r UZ(\Il{\ hus to tv ľC čilll( '\lI o llč il l< )(IIl ("} I O vr-kt oru .i(\

jeho sdru žená chaľakt('ri s tickú funkce. I ouvijo mo- l: j(' d llO},()I. III<\ ľll("lI() I.člpi sl l

(3.8) p ro sp o] i h )II \ ' (\Ii(- inu ./\ . dost Clil(, 111< \ p Ol II () ( .Í (:L ,-») s()II v isIos 1 I ll< I I. i ,i (I. iÍ
}-< T hu st otv, ch .f. . lll gf. Cl p gf.

P říklad 3. 3. C) z II aČ' ínu ~ - l i )/ II (111 ()dn ()II v(' Iiri 1111 S IIIIS t o t ()II \ '(, t v(\rl I r1111 k('('
f z příkladu 2.4

i
}JO tOUI iu.i ) /r rO\'ll()I ~l<v\rll<'\ r ozd(\}( 'IIÍ l1č1 iut c r v.i l u ( - (J . (J ).

Dále pro «h.f. platí rj) ) ' (t) == f (t) ~ l«lr- f j( ~ tak(~ z piik L\d 11 :2. ,1.

"" í (-~ ch t~ Z je náhodn á veli čina , ktor.i 111(1 normovan ó 1l01'lll č\!JI Í ]'ozd ('I (,Il Í, 1)0 

tom její hustota je t va ru funkce I z prfkladu 2.17 čt ch .I. nr.i \ ·Y. ič lc! f' (,I I Í

Mci-li )( II orlncilní r ()zcl (~1eII í s P čl,r Cl,II )( ~ t rY I i, (J '2 ~ P()1( )111 po: II ()(,í p r v II iho

a t řetího tvrzení lemmatu 2.6 a, funkce

(
. 1 ( ;7:- II,)

f .x: :r) == (J f (J

:1
--- ( '

J2 7f(J

I I I ' I
,-,

.' t·

lze oclvodi t její ch. f. na
/ ') () )
( , >"

Všinmcme si t. ak«, Ž(~ je Í.x E S(JR) i a protože F'F j(' l)ijek(' Í Ilč \ 5 (11.J ,). .j( 1 1 ;11,("
(P_x E S( JR).

\ 1 akt.uársk é li teratu ře se muzcmc se tkat i s .J11lYJll u.izvoslovuu. n.ip r .

v [rvleyers] nebo [ \~langJ j e zp ů sobem (/) .\ (i) == Eci
/
X d(Jill OVčlJlčl Frr Jl čl!I O<!Jl("

veli činy X i místo námi zav(~dcn{~ FT hus to tv Ix. \ ',{'h od oll t {,l.o d('filli ('(\

19



oproti na.~'í je , ze se dcl aplikovat i na diskr ót ní v 'lit"iIlY. I rot o .. I t a k(',
sd ruženou ch.f. ('(1. to rOZUllIÍ I~ 1 u.ih odncn o vokt o r u hez roxl isov.in: j -ho
spojitosti C' i uosp ojit ost i.

rozII aj II (' II C,j lll<) II a t o111 t o 111 fst (I , ŽC (' xist ll,i(' i d iskn; t II Í \ .II ria II t ;1 F'l. I,t (.r č1
\'ša k kOllCČ'IH;lllU vrktoru ('ís('l piira z uj« st ('jIl(\ dl ollh ," v ok t or (~ · ÍS( I 1. .l o j: hlav n i

v~'z II .u II jC 11 11II l<'r ick.,' Cl. h lld CI11(1 S(' jí za h," va t v pr;lkt ir k(') (. ;\st i t e'l topr;lC ( I ,

konkrétn ě v oddíle G,1.1.
O nc kolik i\idkú \ ' ~' š (' jsm« se) onu-vili na spojit{, llé\ho<!Il{' \'('Ii(ill ,\ ', čl to

z toho cl tlvo cl ll , že t eoret icky UII I im C four i fl r0 \ 'skv tra IIs forIII 0 \ 'II t P()II Z ( I funke('.
Pokud budeme FT potřebovat k agregaci rizik , t.ak s(' na spojit(', \'( 'li(ill.\'
omezovat ncmusn uc, ba naopak ZlllÍ II(\llOll diskn;t ni v.ui.uu II 1,"1' t o t iž .ipli 
kuj CU le n a vek t.or Č'íseI, k t ('1',')" n 111 ž e pi'cdstavova t II a pi'. Pr IIvd{'pod () 1> II OS t II Í

rozcl (~ l Cll í cl isk r út n í n.ih od II (~ \ ' ()Ii(i II v.

P okud bychom ch těli slad it tnrmino logii pod le [1\ I('.\'('rs] {, i [\ Va llg] II rozší
ři t tak naši so uvislost mezi FT náho d né ve li či ny a j('j{ ch.I. na diskr ó: 11 (1

rozložen é n áhodn é ve l ičiny, potřeboval i hvchoiu tr.ursfonu .ui. kt (,I'c\ z \,('k

to ru, popisujícího pravd ép odobnos tni rozložen í { ;l'k ) j)k} h': I ' vv t voií spoj i
to u funkci , ucbot charaktc r ist.ickó funkce jsou St<'jIlo 1l 1{~ 1'Il(\ spojit (; I . Timto

pr obl émem se nebudem e zah,)Tvat . \1 dalších (-úst('cll t ot. iž hlldelll<' pracovat
výhradn ě s charakterist ický mi funkcemi spo jitých n.ih odu ýrl : vcl icin.

3.2 Laplaceova transformace

V t éto podkapitole budeme pracovat pou ze s funk cemi j cdJl (~ promcnn«. Z t 0

hoto d ůvodu nejd říve p ř i pome ňme , že pro Iuukci .ľ E LI (JR ) j('dIl(; r<\<ílll('

prorněnn é a pro konst an ty (2.2) jsme zaved li jej í F'I. pf"< ~dp isCIl1

Ff (t) =.f(t) =.l ei!:l' f (x )d.T, t E JR:.

J ednou z t eore tických par tií neživotního poji s tcnf je tzv . teori(~ rizika. 'I ('
ori e rizika se hlouběji zabýv á nez áporn ými spo j it ýrni n áh od 11 ,)TII 1i vcl1(:i Jl .u ui,
neb oli riziky. D ůle žitým matemati ckým nás troj em v teo rii riz: ka je Lap la

ceova t ra nsfo rm ace (dále LT) , kter á však pracuj e s Iunkr.onn d ( ~ fill OVé lll ,\Tlll i

j en na intervalu [0, (0), speciálně s hustotami rizik, Ivedcmo p řesné definice

l.Je známo, že ch .f . libovolné náhodné veličiny j e stejnom órn e spoj itú. funkce. Za
p ovsi m nu t. í však stoj í, že pro spoj ité n áhodné ve l ičiny to p lyne z vety 2, a v ýsledku

této části (3 .8) .
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a zac ueme prostorem Lí' , k t er~' j(~ konstruov.in tal', a lrv nro Iuuk 'e z t ihoto
pro 'toru ll l f)10 ..1l1Y. '1 cl efiII va t LI ,

D finic 3 .4 . ivruholcru i. ; OZIl(H~'llH\ mnoz iuu \',-'(\('11 kumpk -x nuh Iun kri
.ť E L'I()('(O, ) , ke kt orvm oxi..t ujo konst anta (' E tn kov.i. že pro ," -

pl at Í.J~ le - S ' l' .ľ ( .7: ) l d , l' < , p ro l?e(s ) c, vmbokm CI O ZJla{'Ill< \ inliuuuu
muožillY takový r II r, l\ III ožina Lí- t voii \ ' e k t o r()\'~' pr(),' t or vZ} II (\d(\111 k () P(v.,

racírn sč ítán í funkcí a. n ásob eni kom plexn ím {'ÍslelIl,

Pro Fl j( ~ defini tní obo r LI (IR) , P r(l\,(\ Zč-l \'('d('II ,\' prostor L I- hud(\ d(\fiJli('IlÍ
obo r pro LT, A bychom mohli lépe porovna t F'1 a I ,1' , O IlH)ZÍIl}(\ S(' je-nom na
intervCl.I (O, ) , Z d('finic(: 3,~ .i (' v id() t , že II II Pf'íkIII cl pro fu Jl k(' i .rl ( ,I' ) == 1, ,I'

(O)(0) pICl. t í, ž( ~ 9 E L 1- , ale ,(j ~ L I (O, ), Nao PII k v (\Z Il l<\ IlH \ IiI)0\' () IIIo II

fIInkei J' E Ll (O, ) , Zřej 111ě je .ľ E L T nebot: II Cl.P }', pro (' > () a s E . s ==
CL + bi , a, b E IR pl a tí

(:3, 1())

IC - () :I; C - ib:1: f (x) Irb; < ľ e- /l ll l'(:l' )Id.1'
.Jo

(J c,

Poznámka 3.5. Pro c < °nernusí ji ž první integr(1.l z (:3, "10 ) knnvorgovat
pro nějaké CL E (c ,0) , 'J'im jsme ukázali , že pro obecnou Iuukri .ľ E J./ I (O, )
m ů ž e ('J nabývat nejvýše hodnoty O, Dále si všimne me , že pro (' == (J == ()
integrál konverguj e pro všechn a b E IR, tedy na im agin áru: o-«: kompk- xu í
rovi ny.

Dohrom ady máme, že L1(0 ,00) ~ Li a LT tedy na in tervalu (O )
pracuje s " větš íIIl" množstvím funkcí než FT, Pozn ameucjurc, že v teo rii
rizika se pracuj e s intogrovatclnými funkcemi speci.ilu ó s hustor.arn i ri zik ,

takže bychorn si vystač ili i s Ll (O , (0), Prostor J~t po t ř ebujem e k n.islcdujici

defin ici V ob ecné forrn é.

Definice 3.6. Pro fun kci f E LT definujeme její Laplaceovu irans jornuici

LI předpisem

L .f (s) = 1 e- oS:I} ( X ) dx , R c(s) > ('I'
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Poznámka 3.7. P ou živnj Í .'p i ji 11 6 ' .(1ria II t,\. I.T. od p(iv .tlaj Í('Í 1'11 z11 ,"111 \'a ri
an t ám F'T . p odle pou zitých konstant . Tran s form a r t- I ci (llilli('(' : ~ , . odpo\"ídčí

p i'ípadu rl == /,' == 1, 1 == '2\;r '

~ Zd II razn ómo. Ž(l pro fuII ke i ro.iln{I proru ónu:' .ľ hy 1 j (Ij í FoII r i(' rl 1v ol)ra I

f == :Ff t.ak « fu11 kri ro.iln« proi nr II II (" kd e:/' t () j('.i í Lčl}) Ičl ('( 111 v o 1> raz L ] je
funkcí kom plcxn í prom ónn ó.

Obor kon vC'rgC' IIce fu II kc C' L f j c' potoru cl (1 11 koII Sta II t ()II ('1 . PI'L ' I11 Š(Ij ící
funkci f , 01)('('1l(~~ pro funkci f E LI' La pl.ur-uv illt ('grcll L .ľ ( S ) kOll \'('rgllj( '

pro 8 E C . l?c(s ) > ('J a d iverguje pro It . (. ,) CJ ' () n ókolik i .id kn \ ' ," .~' ( '

j S III e v pozII cl III C( ~ 3,5 ukclZ a Ii, Ž(~ pro .ľ E L I ( () , ) k() II v(,rg l ij (I L ] čll ('..poÚ

na polorovin ě 8 E ce; R · (8) > O,
Cí lem této práce j e osv ět l i t mo žnt' aplikar« I, T v lleži\'o t n ím poji št ('ll í.

D ů le ži tou c:ást Í t. ét.o podkapi toly j( ~ t ud íž Il c1SI('<1ujíCÍ " {It a , kt e1' ;-l d rl Vcl doh ro
rnady FT aLT, V jejím tvrzení uved eme i jcdnodurh ó od vozr-ui. kteJ'{" od
povídá verzím FT s kon stan tami (2,2) (1, L1 s konsí.aut.un i podle }>OZll(llllk ,\ '

3'7. vědO Iru II C si j ( ~Š t . č , že kvúli l~ 1 j ( ~ pot l'('ba cl od(di II ()vCl 1. f1111 ke(' II IJl () II I}(1

in t ervalu ( - , O),

Věta 3.8 (\ l ztah FTaL1' ). Je-li f E I, -:- , rl()rle.fi'/I, () fl 0,'11. rl '/I, uI() u '/I, (J, ( - , () ) •

pak pro R ei s ) > cf platí

Lf(s ) = ,fu' e- ''''' f (:r:)rl:r =.l e-''''' f (T) rl:r =.l (' -lft'( s)I'( .- i / lII (s ) I' ((.I')( /.I'

=.l ei ( - /m(8):r;)e- F!e(8):r:f (:I:) d.T = (F(e- /7('(8):1' f (:J') ))(- J'1/1 (s)).

P ro reálnou náhod nou veličinu X j sm e ukázali, že FI"' j ejí hu sto ty I-y
j e (až na p ouži té konst anty FT) její charakteristickou fu II kc í (I)-y . Tak :' j sn HI

ukázali d al ší so uvislosti s vytvořuj ícím i fun kcem i pgf. a m gf. v rovnosti (:3.5) ,
Pro riziko X platí také podobný jednoduchý vz tah mezi LT' hu sto ty I-y

Cl m oment ovou vytvoř uj ící fun kcí lVIx

T akže pro ri zika se d á roz š ířit (3 .5) na
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Zcl urazII (\111 (I. že pi' (\d('hoz í vzt a II PIa t í pr() t E ) a {ť. \" (- it ) j (I k() II (I ('11 'I

č ís l o . jak j: IIl C se ji ž zm inili.
.lolik:» obraz L.Jl j(' d( ,fil1()\ 'clll i pro komplex ni {·ís la . h,\'lo liv pro }"(IZ" 'íi'(,JlÍ

dofinico 111 gf. rizik na korupkxu i rovinu 1l1 0 Žll {\ p ou žít i ph \dcho/ í rovnost.
I ro ro.ilu:' llclll odll(" \ '(\li Č'illY h,\ ' pak pripadlo v úva lu: pOIIi,ít (h '()ust r;\11JlOU

Ll , () kc('!"{\ se znuniin« o n ókolik i.idku dč1l( \,

V kapitole o FT jsmo hez d ůkazu uvedli l1(\kt ('1"('\ j oj i ch.uak t cri..t ick('\
znaky. .Iclikož platí vč t.a 3, , j e 11l O Ž Il ('\ vet sinu \ '(\t pro vr-rz i LT oclvodit j a ko
d ůs l edek vět o FT,

Pro úpln ost č: ás t i o LT se z.minim:' o llH'\l1 Č\ ZllrÍ,lll (j ší t zv . dvou ..t r.uu u'
LT, lvl o t iva« í j ('jíII o vZ II iku j(' fa k t . ž(\ j ('jí d('fi II ic(1 ll< 1 II í o u« 1 Z( I II čl P() IIZ(1 II (l

klad ná cfsla vzorov é Iunl«:«, což umozni sl1adll{\jší pf'<\\'ocl ,\' s l-"! '. ZO!>ľčl Z( \11 Í

ozII Cl č:í111 C sv 111b()I('111 B o cl ? ' I i1a t ('r al L'l'". I ('fi 1111 j (' S(' Pi'(\cl p is ( I II 1

8 f (8) =,[ "e- s·' .ť ( :I' ) d: J' .

Tvlczi B aL pak ex istuje pio vodn i vztah

Bf (.5) == (L (f (:1;) ) ) Cs) + (L (f (- :J') ))(- s ) .

Také se m ů ž eme setkat s další modifi kací, kt.cr.i p f i Jl člš Í pr: Jl (\kt ( lľ\,('lJ

op eracích úsporu zápisu

B f (s) == s j' eřřl (:r:) d:r .
• - 00

J ejí použití j e na individu álním zvážení autora, podle toho, kolik pracc
rn ů ž cmc u š et ři t

Dvou stranné LT nebudeme v dalších č á s tech pot řebovat
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Kapitola 4

Agregace spojitých náhod
veličin

,
yc

Tato kapitola jc ll(\.idúležitl~.i Ší v t-,cor(' ti ck{\ ( (lst. i o llžit Í I·vr v l\( \ži\ 'o t n írn
poji š tění. Vyu žijern o zde zu acn ou č .is t doposud U\'(\d<' ll .' ·cl l p o z n a t kll , l311de
na ni také navazovat prakti cká cas t. .JC'šti~ ll( ~ Ž se zal' ll (\ll l( \ zCl 1>,,' \ 'at i\ gľ< \ 

gací rizik , zam č řuue se zpočátku 11a obccncjs: úlohu , Cl to ag ľ<\gac i spo
jitých reálných náhodný ch veličin. Rozbor této si tuace prov<,d( \ll}( \ t.rochu
d ůkladuéji . \1 další podkapi tole o agregeu:i rizik se dík y 1.0111 ll 1> ll <l(\I II(\ I{\ I)(\

orientovat a zarn é říme se v ní už jen na teoret ický popis v ÍC(\ pruk titkvrh
model ů .

4.1 Agregace spojitých reálných náhodných
veličin

Uvažujrne následující probl ém. M áme n spoji tých rc áln ýcl: II c-l,l\od ll ,~' ch ve]i(i II

XI , ... ,X n s hustotami [x , j ••• , fx:
lI

• i\ grcgací ti~ch to ve l i čin 1>lld( \Il }( ~ ľ () 

zurnět nalezení rozd ělení jejich součtu

ti

s == L: Xk j

k = !

tj. chceme znát hustotu is. Pro p ř ehlednost tuto sit uac i ľ()zd {~IÍll}( \ do (t.yf'
odstavců , rozd ělených dle kombinace pou žití násl edujících dvou prodpoklad ů.

1. Veličiny -.X~ l, .. , j X n jsou vzáj emn é nezávi slé.



p()I II i-un (,I I ( \.i111(\ . i (\ 1),\'(·11 ( )III III ( )Ii Ii I)i'i(I;1t (I;II~ í I)i'(\(II )()kI;1(I II ; \ I)I' íkI;\(I () ~ I ( \,i,I ('\

1'< )zd(\1('IIosti .\ rI . , , . . .\ r1/ ' k1< \ľ ,\' 1),\'('IIo II I II H )hIi v,\ ' II I ít \ ' II (' kt ( \r,\' ('II S I )( \(,i;í 111 í('II
pi'ípCl d(\('ll. no I (' Pis()v i-I II í v Cl ľ iCl II t stíII Itop f'('d l ' () kI;ld(\III ,i (' v š;\k pl'() .i (I ll< ) ,i(\d
nod uchost zl)\ 't ('(-n{\.

Dva p ř e d p oklady

uVCl Žuj 11 1(\ t edv IIY II í ()h(\ Y~' Š(' II Y(' cl('II i-1zj (\d II ()d IIŠ(\II í. P ľvII í pi'(\d l ' ()kl.u I. k1(\ľ ,\ '

sr t ,\ 'ki-l II (' z i-1v is Ios t i . zp IIS() h í. že hll s1()t č l l:·.; s(\ dos1 i- II I( \ P()II \( )( 'í k()II v()II1(' ( \

f' /' j', - , * ;f' ,, .'1 - , .\ I . ' , . . . , ' \ 11 '

Aplikací vótv 2.15 potom pr o ch.f . pla t í

(- 1. 1)

A " "

II eb()Ii fO(0 == j'\' I . . , j'\' .
t lJ . .. . .. I I

ZdllraZIl (~l11( ~ zde .i(\štJ\ vyzn.uu druh éh o ph \dpok Lld ll. tj . pr()SI ()!'ll L~ ( ] I{ ),

Protože 11l <:1n1 r f X
k

E S ( IR. ) ~ ft: == :I . . . . . n . pLll í li-lk( '\

(-1. podle lemmatu 2.18 platí i pro sou č i n ci)/)' == c!) x, . . ' (' ') '\ /1 ' Z (\ (J ,~' ~ ~ ( H~ ) ,

\ 1 tornt o p řfpad é opačná. FT exist uje hr z prohl {'1 nu . p l'()1()i(\ ~S ( I P~) c I ~ I (I ),)
a F'I' i inverzni F'T j smr: v definici 2.1 z (lv ( ~d l i pro ill l ( \ ,~ ~ I' ( ) \ ' ; l l ( ' ll\ ( '\ ('111 11\(' (' ,

Dohromady za dan ých p ř edpokladu t".< ~ d y s ta {-í p l'() \ ' ( '\ ~ l l"! ' 11;1 ,i(\d lll l1 l i \'(',

hustoty IX I ~ ... , I x 'lI ' .J ako v ýsledek dost.an cmo (J.\! . , , , . (I \ • • ,i( ',i i('l l \ '\ 'I\;IS()

hen írn potom m áme cj)s a aplikac: op ac n ó F'] vzu i k ur: !)() / ; \(I()\ ';III ; '1 1 111 ~1(1l;1

[ s součtu S .

Příklad 4.1. Podle příkladu 3.3 taková sit uace nasr .u «: Ildpríkl;ul kel \"/
Xl ~" . , -")(n mají norm álni rozložení Cl. l z( ~ j ( ~ pO\'až()\'a L Z čl Jl( \z;\ \' isl c'\.

Jen první předpoklad

Nyní j sme v si tuaci nezávislosti ./\ 1 i ' . . 1 ./\n . P () d l ( ~ \ ·(, t-\ · 2,0 \ ' 11 11( ' . Z (\ P 1'< )

charakterist ické funk ce platí

cl) ,YkECn (IR.) i ll; == 1i . . . • '1I,.
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Rád i by .hr ln je m óli i v ( ), abvchom mohli P )UZl ! inv \rzllí 1"'1 jako
v pf" .d .hozím p ř ípad č. P ř íklad :.... -1 vsak uka zuje, Ž \ Fouri -ruvv l1>r'lzy hust II

obcel }(~ neleží aII i v L I ( ) . I kd ~' h~ . y ,\-lk PIIIt i I() ()S , E L I ( ) , k == I . . . . . /I ,

nezn ám ná to , že sou č in ó:·, == (,)Sl ' .. ~)s" je inr \gro\'a t \ I IlO U funkcí.
I<dyž a le b udeme dodatcčn ó predpokl.idat (.tJ, ' E L I ( ), p ot oru j \ .. it u.u \

zacluáue nn, proto že podle \ ' (\ t~ · :... .:...0 st at'í IlclSI{\dIl {\ pl' iv ',,' t O P čl (·' 1l0 1 1 }, rl n a

fu II kci cP S a j a ko vÝ'sIeclek lost a II C' lll(\ PoŽadova IIou hu s t ()tu f , '. I r() t ) 1> ud('
v dal ších úvaharh te nto t('Ch ll i('k~' picdpoklad () int egľ<)\ 'člt el llo,' t i (),' ('a~ t ()

doplň ov án. Plné se j ím nahrad í absence druh ého pir-dpokladu.
Nyní uk ážeme p ř íklad kterv ilustruj c situaci , kdy d ru h," pi' \d pok la I I}{ \

pla tí , al e neniusinie dod ate čn é uva žovat d).s E 11 ( ).

Příklad 4 .2 . Uva žujme dvě llPzáv i. 'lé velit-iIl .'" ) ( a Y. kt.er6 maji rov noru \ r ll (~

rozdělení na in tervalu (-a, rL) . Pos tupujme podl e oZ Ila('C'IlÍ Iunkci f :l .f Y SO I I 

ladu s piikladem 2.4. P ot orn pro hu stoty ve l i č i n ..":\ a ) , plat Í .ľ == Ix == .ľ) '

a pro jejich ch .f. (P ",'( == q)y == l ~ Ll (IR) , N icm ó n č pro (p.~' == (PS ' () ) ' pl.u.í

i'I () i' si II L (Ll Jr
(Ps t 1(11; = () L

. IR . IR ai (J,

M ů ž eme tedy provést opačnou FT na q)S a v)ísled llcl hu stot a Is' lll č l pod l(1
očekávání tzv . trojúhelníkové .' .h érna, neb oli

f s (:r;) ==

:1; E ( - 2a ;O),

:1; E (() , 2(J,) ,

o jinak.

Pro hlubší vztah rnezi integrovatelností q)S a hu st otou f s' j e v t6to č:(lst i

zajímavé uvést následující větu , k terou i s d ůkazem lz(~ n a I {~ z t vo skriptrxh

[Lachout] .

Věta 4 .3 . Když nui re álrui 'náhodná ve ličina S lebes.(j'a covsky in/' rg'l'(),lJ(de l'll.on

cluirokterisiickou funk ci, potom má suoji té rozd ěleni se spojitou omezenou

hustotou,

Na závěr této části uved'mc, že postup p ři agregaci j e stej ný jako v p řed 

chozím případě , j estliže platí cPs E L l (IR). P okud tornu tak nen í pozn áme
nejme , že existuj e i obecnější verze výpo čtu rozd ěl ení n áhodn é veliciny z její

ch.f. Lze ji t éž nalézt ve skriptech [Lacho ut], al e pro uasi dal ší po t řebu ncn í

podstatná.
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J 11 druh ' p

\ ' t.oiuto pi"ípadc' na opak 1}('zélYi.'1 ).' t posr r.id.imc. \l člll l< ' I, di.'p )zi('i P ll/t l

f .\", E S ( ) . ft' == 1o • • • • ll . \ ' zhlecl ('111 k toII Il l. Ž(, IIY II í III aj í . .I . . . . o • • 11

u ójakou korcla óni strukt uru , roz .~·íi· ílll( ' drllh~o pi'( 'dpokl ad na .'drll ž('Il ', r< zd(\-
lcní. J\IclllH' tedy vek tor == C\"l . . , o . "/I) a o jeho .'dr užell " hu st ot č pi'('d po-
kl ádáme Ix E (71) . p ét .hccme najít hust ) t ll f ." pro .' )l l(~- (, t • ' . I \Z

nezáv islosti vša k nclze k výpo čtu qJs pou žít. pi'edcl1ozí('h úva h .'(' ,'( ur iur-u :
cluuakter ist ick ých funkcí margin álnich veli čin jako v ( l.1 ) .

I~ ur čeni (VS' vyu žijeme náslcdujic í rovnost a pozn.unou ejmo. Ž(' ph ll e z č l 

vislost.i bychom dostali pi'('SIH~\ to . co jsuio pou žili v pi'('d('li()zÍ('h pioíp ad \ch

(6 0 " ( t. t) == Ec i t .\ 1 .. ,+i t.\ II == E ,it (.\ 1+00 , ".\ /I) == j • ( I )
1- ) \ 1 , 00 " ' \ 11 ./ i · o, i / -' ( (,)...... .

Př i agregaci postupujeme v tomto pi'ípad{\ u.islcdovn«. \ '('ZIll( ' Il l< ' sd rllž('
nou hustotu IXi p roved em e na, ni, T a dost.uu-mc sdru zonou ch .I. () . I ()

mocí (4.2) naj deme q)8 a jsme v sit.uaci kdy stač:Í apl ikovat oparuou I, '] na
(Ps, neb oť j e (/)8 E S(IR ), díky tomu , Ž(~ j ( ~ (/) E S(JR 'II ),

Žádný předpoklad

yní se jedná o nej obecněj ší verzi. Tento probl ém lI Ž v last ll {' Zll čl.lllC Z přrxl 

chozích prípad ú, jen je mus íme dát dohromad y. I<dyž js me n cm č li I )( ~ z (i v i s l os t. ,

tak jsm e pracovali se sdru žen ým rozd ělen ím. Na druhé stran ě , bez , hozk ých "
funkcí bylo pot řeba doplni t integrovatelnost q). i •

Pro ag regaci Xl , o, o, X n pracujeme se s lru žcnou ch.f qJ.\ I " oo " Y
II

definu 
jeme (Ps (t ) == (P,x:1 ,...,. )(n Ct, ooo,t) jako v (4.2) , Dále hudeme p řcdpokl.idat

cPs E Ll (JR). Aplikací opačné FT d ostaneme požad ovanou hu s totu f .l.,' , pro
součet S.

ámi použité dva teo ret ické předpoklady z p ředchozích pf'ípadll sr: hodí
ke zjednodušení práce, případně ke zlepšení teoret ického popisu agregace
náhodných veličin. Pokud jsme použili oba dva p ř edpoklady tak jsme agre
gování vyřešili nej elegantněji. V pr axi však zdaleka předpoklady ncm usi hSt

sp lněny. Těžko " ·si také lze představi t , že by někdo prakt.i oky sledoval funkce
z pr ostoru S( JR). Avšak sledovat závislost č i nez ávislost m ú ž « být zllaC:Il ('
dů ležit é. Nicméně z pozorování jednotliv ých vel ič i n, obecné nclzc snadno
určit jejich sdružené rozdělení. Situac i bez p ř odpokl adu č: éistc(: tl(~ vy řesíruo

v pr akti cké část i této práce.
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• T ež po..t iu píiu k - spcci álnim j iípad um agr 'ga . , rizik, lh d ív.iin ' .. ol xn ~.l l

na II 'ZclP( 1'11 6 volicinv. \ 'zhl -do in k pi" khoz ím u r )zl iru ..it lI'\('Í l iv .. ' II cl ilI

11 ocl i10 , kcl ~,by II ('j a k.\ ,v. irší t i'ídCl ľ izikp )pisuj í('ícll \'.\'Š ' ,v,k(d III \ Ia II\1..r() t II

v pro 'toru () . dle cl -fini rr :....1 bvrh om k t )111\1 II 'j l)}"" P j' ll> rval i
spoj itost hustot na ('('16 lllll ožill ~' II bohu zol ucn uim o ani II ta l' z.iklad nfl:
rozdclcn í V~' ší škod . jakvm je' c-xpon cuci.ilni.

Pro expo II (' IIci(-1111 í \'r IiČ' i II II )( " hll .' to t ou f.\ (, I' ) == /\( -,\ .1" . .1' () j (' j (\j í
r:h.f. tvaru

q .\ (t ) == j"- eiir /\ e- ,\ .1" rl./' == /\
t () / \ - it

\ í soulad u s v ě tou 4.3 11111Sí vyj ít

Situace je v to mto piípad« analogická piikluc!u ~1. :2 .

Obecně však u nezáp orných vel i č in oprot i re áln ým ucd ojdr: k Žel.d IH;Il I11
zjednodušení práce pij jejich agregac i.

Poznámka 4.4. P ři agregac i náhodných ve l i čin ")(1, ' , , ' ~)('11 pou ztvamo pi'i
FT konstan ty (2.2) . 'I' ím dostaneme ch.f, jedn otl iv ých veli čin. okud se II rl II I

S jejich pom ocí podař í najít ch .f, sou čtu S, k t,( ~ľ('l je ill tegrova t.c dIl e\' , apliku 
jeme na ni opačnou l~ T s konstan tami (2.2) a m ámo výs lednou hustotu f ,,,,',

Co se však stane, když bychom pracovali s j in ými hoduot.uni I I 13. k
splňuj ící (2.1) , speciálně s jin ými konstantami Al , \ takov ém p řípad (~

z ůstane součin A . B stejný . \ ! platn o. t i z ůstává také vet.a 2.15. Postup
agregace bude stej ný, jen nebudeme pracovat p ř ímo s churakt.crist.ick ýrni
funkcemi veličin Xl , ' . . ,./'Cn ( případně sdruženo u ch.f (px ), protože nr-pla t í
(3.8), ale s funk cemi , které se od ch.f. liší mul t iplikat ivn í konstantou (podle
volby A, B) . Definov áním funkce eP.5' po mocí (4.1) nebo ( 1.2 ) s(' ta to mul

t iplikativní konstanta Tkkrát "přenese" na 1).5" áslednou aplikaci inverzn í
FT se stejnými A , B , k se však "o dstraní" jen jedn ou. l\1iiž( ~ se tak ste\'t ,
že výslednou hustotu 1.5' musíme j eš tě následně upravit , v tomto pi'ípad{~

přenásobením konstan tou A 1-71, abychom dostali hustotu j, kt er á opravdu
odpovídá součtu S .

Pok ud použijerne jinak i konstantu k, bude situace j eš tě slož itěj ší. Proto
je d ů le ž itá volba podle (2.2).
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4.2 g

\" p řcdchoz í 1 odkal it olo jsme uk ázali. j ak ým zpusol: ' II I Il l11 Ž' \',\ '1 ad 'll t )}"

ti ckv popis agregace . poj i t ~'l'h n.ihod ll~' ('h Y ' liéi n. I ii agreg'l(' i riziI' hvrh lil

mohli zaclu-l,zet pod obn é (,i j<, .v't ř dotailn óji. nap i. zahrnu t nu v 'Ii("i ll ." .. I >ž('

n ýrn rozd ólcuim. P o. tUP1}(~ l« mbiu ov.in í 111 >Zll >,' t í hy \'~ ' ('ll ' i z ,10 z t '( r '
tic k ého rozboru z(lYisl6Ill na danvrh prcdpokladorh. \líst o podl' ,} >Il (\j,"ílio
zkoum áni se víc<' z(ull('i'íll}(' jen na t ři L('()rf'tick(~ modr-Iv a pii joj i.l: po
pis11 II Ž str II Č' né použij('mc v,'"sI('d k." 111 inul~' ch <'' či. ' t í, l. ' \' 'cl ('III e ta k( ~ I IIoŽu(',
rozs i ř cn i do víc(' d imcu vi. 1Ta pcznntkv z t.óro kapit 01 ,\' lla\ ' čl :i/(,Ill< ' " prak: i ,1,(',
~' á. t i pr á .e. 1< v~r b óru dč:llC' uvo l r ll ~' ch 11lOdclII II \ '('dell}( ' II (s I(,cl \rj Í(' í m ot iv.« :i ,

I(oncep t SoIvent no..t II zavádÍ p I' o P()j iš1,\)\'u~ ' v," P()(,f' t "olv(' ! l(~ ' ll íII o k'l 

pitá loveho požadavku (S 11,) pom oc-í tzv, st.and.ud uího nrode lu. 1\aIk\1I(\('e
SC R podle standard ního modeItl je však Ull iverz.ilui pro \'še('h Il~ ' poj i ,v'ť o\'ny

v -1 ,.J iu ýrni slovy rccen 0 , r ů zn Č' vclké poj išt'ovnv s 1'11 zn ýn: poj ist nv m kII }('

nem č i jin ým zp ůso l cm zaj ištěn í 1y m ěl T prov á d ě t v ýpo če t st<'jll(', . inad no si
p ř edstavíme rozdílnost velké Francouz: k ' poji st.ovuy s malou (- -skou poji st.ov
nou. Standardní model ncmus í b,ýt vhod n ý pr.iv « pr o 1l l( ' llš í pojišt

10\

'll.\',
například kv ůli ned ost atku dat pr o VY l lu čn f. 1 roto s(' pl.inujo ž(' \,('dle st (lll 

dardního m odelu by poji š ť ovny 1110h) I pou ž řvat vlastní t.zv. iut cru: modolv.
Ty by mely rnít vu ci pojist'ovu ám inc'ividll álllÍ p iis tu] : a I (~p f' t.ak vvst ihovat

jejich rizikový profil.
J( výpočtu SCRJ pro neživotní poji š ť ovny pom oci interních modolu j('

vhodné znát celkové riziko S, kter ému j ) pojiš ť ovn a vystavena. I~ t omu se
m ů ž e hodit úloh a ag regace rizik, jestli že jednotli vá rizika modeluj í rizik o
určitého pojistnéh o odvětví. V r ámci jedn oho odv ětví se celkov é riziko Ill UŽe
modelovat bud' pomocí agregace menších skupin homogenn ích rizik ucho
S pou žit.ím kolektivního č i individuálního mod elu rizika..

Existuj e rnnoho zp ů sob ů , j ak prakti cky aproximovat \ }' po{: c~ t S lOŽ('Il(~ho

rozdělení v kolektivním modelu rizika neb o řeš it agregaci riz ik. ZlllÍnka
o použití Fourierových metod pro jejich aproximativn í V,)rpo{et v int.crr: ích
n10de1ech poj išeoven jedokonce v [IlVIP], a to s odkazcm IIa rr:Ičlti vn{, II ízk() \1
časovou náročnos t , kterou prob ereme v prak ti ck ó č(ts t i . Tcorctiek ým z.ikla
dem Fourierov ých metod se za bývárne nyní. IJOstollpílnc t ( ~dy dále POpiSf'1l 1
konkrétních případú.
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.2.1 I di i iá II ' I 1

Iudivid u áln í mod el rizika p ř cdpokl . id » II smlu v v p >j i..t II ("1 II kuu ni . k- t ',
sII IIoII Vě př'íSlu:'í ľ izik() ~'\k ' \ 'cIiC· in~ . _\ rI . . , . . _\ r11 p}'(' Ip()1·Lld <:ÍI IIe II \Z.\ vi.. l '\.
C(' Ikov. ~. ľl IIr II Šk() cl j (' t rl k p() ps <:111 \.(' Ii (~. i II () U

II

k =l

.Již víme , že jej í hustotu I.s naj dem e aplikací iuvorzu í Frr na j(l.iÍ rh.I. o...,·,
kter ;.-1.. UUl. tvar soII čjBU (.:1. 1) t: ccl .v

Ilusí však být sp lněno , že cPs je iutegrovatcln.i Iunkco.

4 .2 .2 Kolektiv ní model rizika

Kolektivní mod el rizika používá k modelov áni úlunu škod ve li činu s<' slo Ž<' Il.\ ·i ll

rozdelením (3.6)
N

s == L x;
k= 1

V neživotním pojištění se za ./'(k uvažují Il CZÚpOnl<'~ ve l i č i ny tj . ri zika. Ty
představují výše jednotlivých škod v dos tatc čn č homogcnu ím pojist.n ón:
kmeni , proto je považujem e za stejné rozd ólcn ó. ač:í tacÍ v ( ~ l i {: i Jla N po
tom udává počet nastalých škod . Dohromad y m á n áh odn ýsoucr.t. 1 v.)!ZIIan :
celkové výše škod na daném homo gennírn poji stn ém kmeni.

Aplikací inverzní FT ur č íme rozdělení S za pom oci vzorcc pro ch.f. (:3.7)

jestliže platí cPs E Ll (IR) .

4.2.3 Agregace veličin se složeným rozdělením

Dostáváme se do situace, kt erá je poměrn é zajírnavěj ší , a to jak z teo
retického, tak i praktického hlediska. Jestli že pojist'ovna v r.im ci jedn oho
odvětví rná n homogenních skupin pojistek a výše škod v k-té skupino
modeluje pornocí kolektivního mod elu rizika s veličinou I ll.; se složen ým
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ro I. cl (,Itl II ílI l. Pot ()111 k II r<" (' II í <' \Ik() \'<'\II() ľl IIrl 111 ~k() d \' ()dv(.1 ví p ()t h \i> uj 1 ; \ J r< 1_

gova t \ 'CIi(- i ll," . 'k . k == 1, , . , . II .

I ro pi"eld ('dll oSt. sir u.ui prolx-rom« jen p ro IJ == řl . pro \ '\ ' SS I JJ 11111 / (11 11 \

post II P C)\'(1t a nCl logick ,\', Oz na C' Il}('

.\1

111= 1

~\( 111 ' ') ==

/ 1-- 1

, , 1 \~

== , + ~ == ... I

Sit uaci rozclcluuc do d vou (~ (l st í podle z(l \'islost i " '1 a 5"2 '

Sl a S2 jsou nezávisl é

Tady postupujem e j ako v (/1. 1) i takž(' pom ocí (:3,7) mau «:

Cl. k ur č en í hustoty l s už po t ř ebuj eme j en integrova tclllos t. 4>s .

Sl a 52 nejsou nezávislé

Pojern závislosti 5') J l 52 II«ní p l:!li~ zrcjm ý. .J (\ pot.r«ha si II \ ' ( \<1 () 111 i 1, i ž(' zde
'vystupují velič iny X, Y i 1\1 a N . Závislost mezi S , Cl /:/'2 tak II111Ž(' }),\'t lln-' ( 'll é}

rúzn ými kombinacemi zc),v islost í mez i dvoj icoru i ~x~ . i\/f a Y. N ,
Exist uje he~ký p říklad , jak teoreticky vyjád řit (0,'-" v pf'ípad<\ kdy jedill él

závislost mezi 5') a 52 je v nač: í t ac ích vcliciuách /\ / (1. N, Podk definice ('lIJ,
spo č ítá me

L L E e'tJ( )( 1+ " ,+ X II/+ v\ + ...+ Y/I )P ( }\J[ == 'ln i f l == '1/ ) ==

HL=O 71. = 0

00

L L (1)x (t ))Tl l ( q)Y ( t))11.P (i\1 == 1rl,

nl.=O n =O

== 'n) ==

E((px (i ) ) Iv! ((py ( t ) ) N == Pll I ,N ( (/) ; ( 1; ) , (/)) ' ( t.)),
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Ob('l'll(~\ hvchom pro pr.iri ," z.ivi..l ými I a ''2 pot : -bova li Z ll č l t j 'j i 'h
sdru žcu ó rozdclon í a ()s urcit .. p )už it ÍIll ( 1. :,,) , .J \ \'h ndll('\ I.d u r'lz llit , Ž' zlla
lost takov ého sdru zcn óho rozcl(\lellÍ j(' v praxi t.<~lll(\i· II -iu )Žll li , ,J ' vsak ll l< Zll "

odhadovat z.ivi ..losr u.ihodnvch v - l i č i n -' I a ~''2 ze ..tar~' ('h p ) zOrO\'člllí PO lll ()C Í

cmpirirkvch \ 'ZOlT U pro korolari ( ,i kov.ui.uui . \ ' t ak O\'{\lll p r ípad \ 1l< \ll ll l. 'í l l 1( \

pi'C'.'Il(\ ZIlel! zé-l "islo.'t mozi dvojicorni 4\ ' JI čl ) ', .\" . vp rox i uuui u r« Il í C:).'

zalo žcnou na znalost i colkovc kovarianrc ll}(\zi "I a . ''2 .. i l tl ' čl Z( \ Ill< \ v ("či ' t i
j ,-1.

4.2.4 Přechod do ví d in
,

1 Zl

Na ZáVl\r tco rot.ick ó {é-lst i si ukáž(,ll l( \ rozsiřoui kokkt ivu ího nrod \111 ri zik č \

do tlvoII cl imr\II Zí. Za(- II (' lll( ' S() sIož(\11 ,\ '1 11 r()zcl (\ IC'II Í1)1 P()dI(\ (:~ ,(»č \ pf'(\jdC'111 C'

clo tvaru kde součet S bud e dvourozm č rn.i llé-lhodllá vr licin» . \ vj.id iím «
p ř íslu šnou charakte rist ickou funkci q) 1 ktor á hu d(\ v tomt o pf'ípad (\ funkcí
cl vou pr oru ónn ých. Pokud 'l II í budeme .htít zj ist i t cl vou rovu ióruou II li S t ot II

[s pom oc í inverzní FT budem e mu set p ř ed pokl á d at (/). 1.' 1( '2) ,
1<: p ř ech odu cl o dv ou rozlll č~rú si uk áž eme d\,(, 1llOŽI1 0St i.

Dvourozměrné výše ško d

Tento model pou žívá, dvourozm órn ó v .)r Š( ~ škod ( ./Y, )/ ) čl, klas itkou ll(\ ('ít.acÍ
veličinu N , Podobně jako v j eduorozm črn ém p f'íp acl (~ p f' ( \dpo k lcid čl ll }( \ po
sloupnost {(/Yk, Yk ) } nezávislou a stej ně rozd ól cuou čt d.il« 11 (\zclv is loll S \ i ,
Veličina, S se slo žen ým rozd ól euim m.i po tom tvar

Pro její ch ,f. m áme

00

E (Ee 'Í s S:l; +dS~IJ IN) == L Eei s(X I + ...+ X II)+i l,(Y\+... + )',, ) P (]\T== 'll) ==
n =O

L E e i sX I1-iLYd ...+ isX"+ iiY,, P (N = n) = L ( E f'iSX + il Y ) /I P( V = '1/ )
n =O 71 =0

L (1)x ,Y ( .5, t) )TI.P (N == Tl,) == PN(c/);( ,Y ( S , t) ),
n = O
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I oužit Í tohot o 111 0 d -lu si m uzvm« pi' -dst avit ph II \ k t t\I'.\"('ll t vpech t -o ri \
zajišt(\IlÍ, \ ' ~' :' (\ plll(\IlÍ C(\dp llt a ud. iv.i v )lic" illa .\' a \ ' ~" ,~' i pIIl(·\Il Í , aj i.' ť )\ '11,\'

veli čina ) ' , ~l(\zi nimi vsak ruu:«: -xist ujo ll (\j' lk č \ z č 1 \' i .' l o .' t , kt \1', ' j \ Z )

hledn éna Y (I sd ru žen é ch.f. (P S , ) ' , resp. .'d r llŽell('\ hust o t '\ Is ,) ·.

Dvourozn ~ r nv p ~

I\YIlÍ uvazujeme dvourozmcruou lla ('Íta(' Í vc l i činu (.\ / . .\ "). 1\ I1Í pi'e<l] ok l. i
cl ej 111e dv C\ JH' Z(1 Yis1(; a stej II C\ rozcl (\1(\ 11 6 sacl y v ," š í .~. k() d {.\'k } čl { ) 'k } , k t en',
jsou nez.ávisl ó mezi sebou i na ( .~ /. \ ), \/e l i ť' i ll ll ..i ]> l'eds t av ín «: \'(\ t va rt:

Opět p ř iru ým vvpo čtc rn odvod íme tvar sdrll žell{\ cliatakt.crist i('k(; Iuukr .
(Ps jako

L L E c is (X 1+" '+ .\ ," )+it( Y J +... ) '1/ )Pc IJ == 71/" . == ll ) ==
'1l 1,=0 1/,=0

L L ((Px (s) ) n i ( q)Y (t)rl,p (A1 == 1n , N == ln ) == 1 fl 1.N ( (/)S (s). (I» )' ( t)).
'117.= 0 '11,=0
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Kapitola 5

Numerická Fourierov
transformace

\1 teoret ické čás t i jsme zaved li ~ () u r i e r ()v u t.ransformaci F (.'L IJ.k ) jako zo b
razení mezi prostory funkcí z LI (!RII) cl o ,1J3 ( II). 1 odolm ó j .. 1I1P Z(1\'( dli
opačnou Frr F(~\I. n . k )" .lcs t.li ž« jsm o ('htl \li ap likovat na obraz .l ()pac"Il()ll 1" '1'.
abych om d ostali vzor I , d os t ali jsm e se do pr obl ému s illt <'gro \'at olnoxt Í oh

razu . Prostor CB(!R'II ) tot iž není podprostorem 1.1 1(}R II ), ('ož j(\ d(\filli (IlÍ obor

pro FT i opačnou F'T. Ta ké jsme zavedli prost or S(IR II ), Il a 1l {'IlI Ž jsou F (.,L /J.k )

a F(~I, B ,k ) navzáj em inverzní.
\1 kapitole 4 o agregaci spo j itých n áhodn ých vc l i č i n j sm o S(\ z. m ín i l : () t.oru. I

že z prak ti ckého hlcd iska ncma prostor S (IR'1I) V I l< \ži vo t.n ím poj išL(\1l í val 1)( '1

uplatnění , protože obsahuje, m álo" u ži te čn ý ch funk c í. ~ ~ as Lo jsme tak mu

seli předpokládat al espo ň in tegrova telnos t Fouriorovvrh olnazu. ab,\' t r.ms
formace. a tc d v i agregace rizik mela srnvs l.

J ...1 V

V této kapi tole p ředs tavíme základní metodu num crick óh o \' ,)TpO(tU 1, '1' .
Vzhledem k pozn ámce 2.2 lze te nto postup použít i p ři po( íLl.ll í o pa( Jl{' F'T.
Zmíněná metoda p ak nachází značné uplatnění p ř: prak tických V,\Tpo{:Lc('h

v interních rnod elech poji št ovcn. Teoret ick é výsledky z p f'( ~d (' h ozí kap: t.olv,
na kt eré rnúžerne tuto m etodu aplikovat , t. írn nab ývaj í v{~tšÍ vvzu .un uoxt.i.

Zdúrazněrne již zde, že n ám od pad ne ř ad a probl émů. k t< ~ J'('\ jsm« v teore

tické část i mu seli o šet ř it dod áním p ř edpokl ad ů . .lrxln.i se uap ií kl.«] o 111 1egro

vat clnost funkcí, j ež jsou vstupem cl o FT. Dále v podkapi tolo G, ll ll k ;-Í ž (' J)H\

jak se vypo řá dat s agregací závisl ých rizik.
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5.1 Dik
.
1

~ ·cjČ' as tl)j i .'e k vv port u I~ pou ží\'él t zv. d isk r ót n í l-T (I FT }. \ ' d -Ii niri :....1
jsme ol )('(,Il(-) za \'edli 1:' I jako zohraze ní. kl en', int 'gro\'a t ,lil ; komplr -xu i funkri
'll pr omcu nvrh piiřad í jinou kompk-xní funkri 1/ pron: "n ll,\"cll , .lvd n dll :" 'I Il Í

pot () 111 vYP1Ynul pi'ípad . kter~' ocl povíd.i II ud IIo{(\ II == 1, t ( dY fuIll,(,í111 j ('dll ',

pro111řnn ó, Oll žili j .'1Il(' t aké o1)( '('ll ," t va r s ('í. '1,\' .: \. I ), k a I() II IIII viIi .' I , z '
budeme použ íva t pi'Ípad (2.:2) ,

\ľ Léto p c dkapitolo p řodst avimc I }. T . al( ' ll ejd i'Í\ '(' její .i( ' dIlO}' () ZIIl<"rll ( )\I

variant u a po tom Se' porliv .uur- ua rozšÍf'('ní cl o \ ' Í ('(' dilI}( 'Il ZÍ . J ~ll<l ( ' I Il ' t( '<I,\ ' }> o

stupovat opa č n ě llež v teoretické (clsti, I uvorkm j o hlav nr' Zllé l {' ll(\ s!ož Ít{'j:'Í
zápis vice rozm ě rn vch variant naví« n ás (blle hude zaj ÍIllat Z('j I IH"lla jor luo

rozrn éru á, piípad ne cl vourozrucn I él mot.ocla.

5.1 .1 J ed n or ozm ér ný případ

Po dstata jcdnorozruorn ó D l-11 .'po{:Í\'Ú v tom , Z(' t r.ur xlorruuj « ,'\- t i.i 1'()1I1

plexních č íse l (vzor ů] na jinou -tici koruplexuich (:Ís(' l (ohrazu) . I r()l ož('
cislo N je kon c čn ó , budou obra.zy ex istovat pro Iil.ovol n)' vst.II pn Í \ i- r oz111(\1'11,"

vek tor. T írnto odpadá teo ret ick ý prob lém s intcgrova t.chros: í Iunl«:c j<'<1Il (;

prom ěnn é , která vstupuj e do j cduorozrn ů rn é I.~ ]' (př'ípadll (~ iJl\'(' rZll Í F'] ).

Zobrazení F (A ,B ,k ) a F(~ľ, B , k ) byla závislá i na k Oll s t a ll t čl c h I \. 13, k. i ' t.< 'j ll ('

to rnu bude nyní.

D efinice 5 .1 . Pro posloupnost bod ů {an} ~:ol defi nujeme jcjÍ disk7'(~ I '/l, í 1~() 'If, -
. t t . {" }N- l t 1ri erouu rans ormaci (Ln 71, =0 vz a iern

N -l

;: == A '" a ::> - i k rnn
ľ1Jn L.-t nie ,

m.=O

Tl, == Oi ... i - J

a opa čnou (inverzní) chskrétní F07LrieTOVv, tromsjormaci {hu} :;~/

N -l

~ - B '" i k tiuiar/. - L.-t am.e ,
rn =O

T7, == O .. . , N - l

kde A ,B k jsou opět n ěj aké nenulov é konstan ty, kter é sp l ň uj! (2.]) . O

Často užívané hodnoty J SOll např', A == 13 == lN , k == LIT nebo d.ilo

A == 1, B == ~, k == - ~ či A == ~ , B == 1, k == ~ , Výpocetní prograrn
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I\L\. I-II~ II A'I I J;-\ p )uží \'él automat ickv v.ui ant II .' \ == IJ == 1 k ==
1z(' v šCl k II éL' t čl \ ' it p Cl r a lll< )t r ~ , II a ()..t a t II í p r é1v (\ II v )d \II 'i 111 () i.u ()..t i'.

\Iy }>lld <'Il1< \ pracovat .' v.uiau t H l

"1 :" íT
.-4 == I, Jl == .\" k == .\' (,->. 1)

jako je použit o nap ř . vo [\ \ ·Cl n g] II -bo [\ l ild('nha ll]. \ ' ZOlT (' z d \íillic(' I F'I'
tJ.1 pot om maj í tvar

A -I

'll == (). . . . . 1\ ' - I .
111=0

iV - I
v 1 ~ _ 2 7T 1 111 11 \ '
([,11 == l\ ~ (j, 'TlI ( , .v i 'll == (I, . .. . j I - I .

111 =0

Podívá me-li se na pou živan é možnosti y~'h{iľ1 1 ('íspl .ll. 13 él A' pfi FrI' a
DFT , zj ist íme že u DFrr se ve vzorcích vždv objovujo k == ~; 11 (' ho k == - '2 r: .
To souvisí s tím , že D T vy užívá fak tu , že pro rovnici .:: v' == I. ,_ - jsou
v ~ , '27Tt. "

resern tvaru [J7V 111
• rn == CL .. . ~ - 1.

Připomeňme , že pokud budeme DF T používa t. pfi agre gaci rizik. pak
podle poznárnky 4.4 výsledek závisí na zvolené variant ě . (){~ ckélvél11}(i 1.pdy, žp

by bylo vhodn é pracova t s konstan tami l\tcn~ jsou aIlalogick{~ s kou st.ant .ami

(2.2) používanýrni v teoret ické část i . Porovn ám e-li napii klad hod noty í \. 13
a k, které pou žívá program MATI-I EMATI ) na V.~T P()(:('t. F'I. Cl. I l"! '.
zjistíme, že č ís l ů m (2,2) u FT odpovídaj í oprav d u (5."1) II I I, 'I .

Z definice 5,1 plyne, že na DFT se dá nahl ížet jako na l11 a t ic()v{~ n.isolx-n í.

Protože jsm e sr, domlu vili pracova t II DF1-' s verzí danou kons: a n: .uni (S. I ) .
uved em e si p říslu šn é rnati ce v této variantě. Z to hoto zclp isll I<'~ I){ ~ vynikn e
pod sta ta definičních vzorců.

Označme w == e 2~ i CL definujrne Fourieroini matici F () N J'éldcÍch a
sloupc ích jako

1 1. 1. 1
1. w '2 IV- I

W w

F == 1 2 'I 2( iV - I )
W W w

1 N -l 2(iV - 1) W ( lV _ } ) 2
W W

Je-li a
fl == Fa ,

(ao, ... , rLN _ I )T sloupcový vektor , pak pro obraz F'T platí
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odobu ó lze defi nova t itn erzui 1·o II ri '!'o l II nuit ici I jal '

1 1 1 1
1 - 1 .-- '2 ( . i )

w

- I 1 1 .- '2 . -·1 '2(. ' I )
- w
. \~

.1 ,- (S -I ) , -'2 ( S -I ) (S 1):!
w ~

kdo potom je a == F - lii. Z 11\'('<1 <'11 .\ ' (' 11 vzta hu i z pod st aty F'I' ..a Jllo zi'(\jll)(-\

p lvnc , že F a p - I j. Oll navz ájem invcrzu í mat iro.

5.1.2 Vfcerozrn ér ný případ

Tkclžr Illt' s i zcj Illé nCl dvourozm čr u ý p ř íp a d. ZolH \(,úo\'člllÍ d o t j' \ch a \ ' Í(' , di 

rnen zí p o. t up uje analogicky .
Základní p ř eds tavou j ednorozm ěrn ý ch F . a I }-. '1 .1(' ) že pracuj í s Iunk r i

j edné prorneun é, resp. s vek torem č íse l. VO lI rozrnórnri metoda I ~ ~I čl I I, 'I
t ransform uje funkci dvou proměnn ý ch , resp. ma tici (:Ís{' 1. I ozn.uuonojmo. Ž<'

i vicerozrn érn á DFT m á r ů zn é t v. ry podl e ~ , 13 Cl k. 1 čls l('dlIjíCÍ d \fillic('

odpovídá případu .' kons tant ami (5 ,1) .

Definice 5.2. Pro komplexn í č ís l a, k teré), m ů ž cru c napsa t <1 0 m .u.irc () . 1

řádcích a N2 sloupcích jako

(/'0,0

A ==

zapíšeme dvourozměrnou DFT a inverzní dvourozm ěrnou I 1· '1 jako č: Ís l č ,

která analogicky označíme

«o .o aO ,N2- 1 Čto o (J,O ,N'2- I,

A == A --

a N I -I ,O aNI -l ,N2 - 1 ČLNI -l ,O CL I - I , 2 - 1

K j ej ich určení použijeme následující vzorce

(' " )
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1
(f ,, ). II ':.

'1 ", I
- - . 11/ )1/)

( ) .\ )

1\ I v:
- 1111 =0

(

.\' ':. - I _. :!7!1 n i -v n »

( • .\ ' ':. - - (J 111 ) • III ':

f11',! = O

nadn o se nahl ódn .- . jak hude \ ' .'" IHl la t p i' \(' hod do \ '1(" dilll< \Il Z Í , J. al:'í
pripad v vsak ncbu 1("1l1E' p itrobovar .

5.2 Rychlá Fouri rov

V této p xlkapit.o lc pr ozkoui u.uuc opc rar u í n.iroruost I ], ') II pi'edst av ím«
,' fekt iVll í v ýpo č e t II í algori t. mus ~ ktpr.\! II r.ije k l í č ovo II úl() II II ph prak t i('}.("lil

počítání DI~ T , Zallléi'ínlP se na jeho verz i pr o jcd norozru óruou I Frr z (·íl.,' t i
5.1 .1, 1< výpo ~'tu dvOUľoZ111Ěxn " DF t a ~' í te nto alg rit l11 US použít opa 
kovan ě, Podle (5.3) předs tavuj P totiž \ ýra» V ZélVO l'CP vzorr«: pro jed Il O

rozm ěrnou DFT p oóítan ý pro jednu .ložku vst.upll ích (:ísC' I. 'pll-ov.)' v.\'po{·('t
potom m ů ž e probíhat v obo u složkách noz ávislo na sob ó I ro verzi 'lI - l'OZ Il }(''' l' 

llé DFT je postup aualogický .

Vezm ěme /V - rozm č rný vektor a == (ao ~. ,. , {/,N .- l rl',z d c fi n i ču í h o vztahu
nebo nah léduutiru p ř es maticov é násoben í zj ist ín«: že k v ýpor t. u o, ==
pot řebujeme N 2 komplexních SOUČ i ll l1 a N'2 komplexu ích so u čt u. Tak volk«
rnnožství operací výrazn é sn ižuje 1110Žnost po ~' í táIl í Dl1 v re álu ~ 11 1 cas«.
Toto platí hlavně pro velká N .

Exist uje však efekt ivní algoritmus výpočtu DFT , nazSrvan }r rych};·i l ' Ull 

rierova transformace (FFT - Fast Fouricr Transform ), ktc iý vyžadujo ř . id ovó

jen N log2(N) k Ol11p lcxních souči nú a N log2(N ) kOI11 ploxn ích so urt.u . \ T(, tš i

nou je FFT označenírn množiny všech algoritm ů pro efek tivn í v.) po(-et oh
razu DFT , to hoto názvosloví se buderne drž et i my.

Jsou to právě FFT algoritmy, které umo ž ňují prak ticky využívat I l~ 'I .
Díky nim bud eme t udíž moc i po užít některé d ů l e ž i té t eoret ické v ýsledky
z kapitoly 4. Nen í bez zajímavosti se blíže sezn ámit s charakte rem J<"'l~ T
algo ritmů . Uvédomme si také, že v teoret ické čás t i platil a. pozn ámka 2.2.
Stej ně to rnu je i u výpo čtu DFT, a proto uvcdouou F f 1" m e todu lll Ú Ž('lll< \

aplikovat na p ř ímou i inverzní transformaci,
Základním kamenem FFT algoritm ů je vlastnost , která pro sudou délku

vst upníh o vektoru umožňuj e p řev ést výpočet na dva vek tory polovicn í délky.
J eden se skládá z lichých členů a dr uhý ze sudých . Tato vlastnost se n ':" kdy
označuj e j ako Danielsonovo-Lanczosovo lemma. Uvedeme si jej i " kr átk ým
odvozenírn.
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IDln . 3 ( 'lil i '1. ' 11 - La II t'Z s) . \1f» 71 1 ) ckI or , == \ (J l ' , , . , (J . ' I) ' 1 7'0

ucl" '\í ti ])f'i pou žiti kont lanl [ Ir .l ) 'l d -jiuici 5. 1 pln I { pro I'JÍJ)( re l I }- '"I
CL == (úo, ... , (I :\, - 1) iui. ilcdujici rot no, 'I

(L 1/ ==

.\" - 1

111=0

(L " I

'2 JT IY 11111

V/'2 - 1

X /'2 - 1

111 =0

. '/ '2 - 1
:2rr I ' ) )y( _l1l 11

U '../1/ ( .

111 =0

1\'/'2 -1

1)11 _

111 = 0

a ~11

:lrr I

C - ; ,lI

111 =0

kde použiotiuie ozna č ní ,'71dý -li a lichý -ll, čleuii jako

a ( - ) ( .o.' L S t. .'-t' t. )== ao , ti 1 , . .. , (J, V -I == ([,0' {/,o (J 1 , (J, 1 ' .... (J N /,2 - 1 ' (J .\' / '1. 1 ,'

Podstatu použit í p řcdchozfho lemma si zj('dllodll Š( 'll() \ 'y ,,\, {,t lim«. .J e-Ii
č ís1o d ěl ite ln6 Č ty i'III i, Poto ru T/ 2 j (' Sud{) t ís10 , alp lili II a t edy 111 II žen)( \
použít opakovaně na d va vektory o polov i čn í (lc~lt'e / '-. .lo-li /\ mucnin a
č ís la 2 potom po lOg2( ) d élcnich sta či I rovóst I 1~ na. jodn )r() zll}(~)rn~'('h

vek torů , tedy č íse l . Obrazeni t ransfo rmace vektoru dólkv 1 je podle \ ' ZOIT( \

(5.2) stej n ~ císlo. Z nich se potom postupn é skl ádaj : hoduotv V ~!st upn ího
vektoru délky N . Proto se FFT algoritmy Jl ej čas t(\ji pou žtvaj i pro posloup-
nosti délky N == 2n , 17) E N, .I sou ucj ofck t.i vn ěj si . važ ujcmc-Ii z(ípis 1 I ~ 'l
pomo cí Fourierovy matice F ty pu x 1\ potom pro sudé . T ji lze' vyjád ři t

jako mati ci, v níž se vy,'kytuj í dvé Fourierovy matice t.) p ll 1~' X ~ .

'I'ímt o jsm e st ručně nastínili , pro č mají FFT algor itmy tak č: as t , 6 pOll žití.
icméně při b éžn ých výpočtech se o uto fil ozofii ncmus ímc zaj íma t no

boť díky rnohutnérnu rozvoj i vý pocet.ní t.cchuiky jsou dnes I, F'T algori t l uv
zabudovanou součástí mnoha výpočetních program ů.

V pr axi se používají hlavně N == 256, -1 2 102 1: 204 , 4096. Ph t(~(·ht.()

hodnotách již přiná ší výpočet DFT pomocí FFrr vý raznou úsporu po č e t n í h o

výkonu, Záleží však na konkrétní úloze, něk teré obory u v ád ě j í dólku p ř :

použití DFT ř á dové až v deseti ti sících. 1< to rnu je po t řeba Lak(~ kva lit ní
pro gramové vybavení. lap ř íklad prograrn MI 1RO OFT -1 X EL UHl í pracovat
pouze se vstupními vek tory délky 1\r == 2 4 8 .. . 4096 CL zvláduc pouze
j ednorozměrnou DFT,

Zavedli jsm e DFT jako t ransformaci vektoru komplexn í .h ~' ísc l. I iymbo
lem FFT rozumíme efekt ivní algori trny pro výpo č e t O T .1 t lžC l llC S( ~ setkat
i s jinou te rrninologií, např' , v publikaci [Wang] se po I pojm rn F T skrj vá
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n ámi zavedená DFT i FFT. Autor uvádí toto zjednodušení n ávvo loví , o 1
kazem na aplikaci programu MrCR.OSOFT EXCE L, kde s pod pojmem ~ FT
rozumí obecněj ší varianta DFT.

5.3 Zdiskrétnění

V teoretické části jsrne použili j ednorozměrnou FT j ako zobrazení, kter é
funkci j edné proměnné p řiřadí jinou funkci jedné prorněnné . urnerick ý
výpočet však pracuje s definicí 5.1, která funguj e j ako zobrazení, jež vek
toru přiřadí vektor stejné délky. Abychom t edy mohli využíva t d osavadní
výsledky z části o agregaci rizik , potřebujeme vytvořit z funkce (vzoru F T)
vektor (vzor DFT). Takový postup je hlavním obsahem tét o podkapit oly.
Domluvme se, že jej budeme nazývat zdiskrétnění.

Již jsme se zmínili o tom, že agregace rizik nebo určení rozdělení v ko
lektivním modelu rizika hrají významnou úlohu při in t erních v ýpo č tech

pojišťovny. Jedna z efektivních metod jejich řešení vede p řes FT, speciálně

přes FFT z předchozí podkapitoly. Vstupem do FT jsou potom hustoty
používaných rizik, proto se při zdiskrétnění zaměříme j en na nezáporné
funkce.

Označme X riziko, Ix jeho hustotu a Fx distribuční funkci. Vaktuárské
literatu ře se používá několik různých možností zdiskrétnění, my si j ej zade
finujeme způsobem

ak == F~y((k + l)h) - Fx(kh), k == O, ... ,N - 2,

aN-l == 1 - Fx((N - l)h), (5. 4)

kde h představuje jakýsi "krok zdiskrétnění". Jeho volba podstatně závisí
na konkrétní úloze, kterou je potřeba vyřešit. Z konstrukce vektoru {an }: ==ol
plyne, že

N-l

L a., == 1.
n==O

Pro danou hustotu [x závisí její zdiskrétnění a == (ao , .. . , aN -l) na
volbě parametrů délky N a kroku h. Výběr čísla N může být shora ome
zen například hodnotou 4096, nemáme-li k dispozici kvalitní výpočetní pro
gramy. Naopak s příliš malým N hrozí, že vektor a nebude dostatečně

věrohodně kopírovat rozdělení rizika X. Z téhož důvodu volíme délku kroku
h co nejmenší. Musí však být natolik velká, aby bylo dostatečné množství
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čísel ak pro velká k nulových nebo t ' měř nulov ý.h . Ob n Ylz fi i ž \ olímc
co největší N a nejmenší h , aby součin N . h vyhovoval dané úloz - o agregaci
a abychom byli schopni danou úlohu numericky vyřeši t . Co zname n á spojení
" vyhovovat úloz e o agregaci" se pokusíme OS\ ětlit v n á: I dují í ·h od, tav ·í .h
na příkladě s diskrétními veli činami, Pro spoj ité veliYiny bude platit, t ·)j ná,
úvaha, jen bychom napřed použili zdiskrétnění .

Představme si , že máme dvě nezáporné diskrétní n áhodn é veliYin) 1\1 a
N , které nabývají pouze hodnot 1, ... , m s kladn ými pravd épodobnost.mi
pfI ,prJ, . . . , p~, resp . 1, . . . ,n spf ,p!j , ... ,p;: . Uvaž uj me dále, ž bud me
chtít tyto veličiny agregovat , tj. nalézt rozdělení součtu S == M + . Předpo

kládáme-li nejprve, že MaN jsou nezávislé, vidíme, že nejvyšší hodnota ,
kterou bude S nabývat s kladnou pravděpodobností j e ml + 17>0

Při aplikac i DFT na pravděpodobnostnírozdělení veličin 1\1 , N a násled
ném použití inverzní DFT na rozdělení součtu S pracuj eme stále s vektory
stejné délky. Vzhledem k tomu, že rozdělení S j e vektor délk y 177, + 1~, lnu, í
být vstupní vektory odpovídající rozdělením M , N také délk y m + 1~ . To ho
dosáhneme doplněním dostatečného množství nul v rozděleních M a na
místech ni + 1, . . . .rn + 17" resp. ti + 1, ... .in + TL.

Jestliže lvI a N jsou závislé takovým způsobem , že platí Cov (J1if , N) > 0,
očekáváme, že S může s kladnou pravděpodobnostínabývat hodnoty vyšší
než m + n . V takových případech je nutné dobře odhadnout tuto " nejvyšší
mez" agregované veličiny S. J inými slovy řečeno, je potřeba najít maximální
hodnotu, kterou může S nabývat s významně kladnou pravděpodobností. Do
DFT potom vstupují vektory doplněné nulami alespoň do této horní meze.

Když nedodáme dostatečné množství nul na konec vstupních vektorů ,

můžeme očekávat následující problém, který budem e ilustrova t na předcho

zím příkladě s agregací nezávislých diskrétních veličin M a N . Zvolme délku
vektorů DFT rovnu m + n - k, pro přirozené k > 0, m + ti - k > max tr», n ).
Potom výsledný vektor (pf, p~, ... ,pfn+n-k)' který popisuje rozdělení veličiny

S, bude mít také dé lku m + ti - k. Použijeme-li postup agregace správně ,

musí vyjít P6 + pf + ... + pfn+n-k == 1. To ale znamená, že kladné hodnoty
pfn+n-k+l' . .. ,pfn+n se zobrazily někam do (P6 ,pf , . . . ,pfn+n-k)' Celkově t ed y
může dojít ke značnému zkreslení výsledku agregace.

5.4 Závislost

Při agregaci náhodných veličin Xl , ' . . , X n jsme v teoretické část i pracovali
s předpokladem jejich nezávislosti . Jestliže X k představuje pro pojišťovnu
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výši škod k-tého poji t né ho odvětví, potom z I rakti k ~ h 11-di, ka j..ou
X l , . . . , X n korelované. S tačí si představit , že p ři nadrn ~ mém množ tví např.

autonehod bude více úrazů ap od . Ce lkovo u vý ši rizika S == L~~=l ./'Ck , které
mu je pojišťovna vyst avena lze potom teoreticky i prakticky u r č i t pokud
známe sdružené rozdělení vektoru X == (Xl, ... , X n ) . Toto jsme dociateč:ně

předpokládali při teo ret ickém p opisu agregace spojitých náhod ných ve l ič in .

Pojišť ovny však nemusí mít k di spozici dost at ek pozorování aby mohli toto
sd ruže né rozložení určit. Proto nemoh ou zj istit rozdělen í S porno ·í (4 .2) .

V t éto část i ukážeme dvě možnosti , jak tento probl ém od .tranit . lIL to
znalosti sdruženého rozdělení vektoru X == (Xl , "" X n ) se omezíme na
znalosti jednotlivých veličin Xl , ... , X n a jejich kovariančních koeficient ů

Cov(Xk , Xl)
Vk, l == EXkEXl . (5 .5)

Matici těchto koeficientů budeme nazývat matice kovariančních koejici eni ů

a značit

Vx ==

J e užitečné si IIvědomit , že rovnici s kovarian čním koeficien te rn (5.5) lze

rozepsat pomocí koeficientu korelace Pk ,l mezi veličinami X k a X, jako

vVarXkvVarXl
v -Pk,l - k, l EXkEXl

K popsání závislosti mezi dvěmi náhodnými veličinami tak poslouží ko
relační koeficient stejně dobře jako kovariančníkoeficient. Z důvodu snazšího
zápisu (viz dále) budeme používat kovarianční koeficienty.

T yto předpoklady již jsou prakticky realizovatelné, neboť výše škod v k- .
tém odvětví lze odhadnout pomocí dat z minulých škodních průběhů poji š- .
ťovny nebo celého pojistného trhu. Podobně je možné určit ern pirickou ko-

.I

varianci m ezi dvěmi odvětvími , a proto je možné odhadnout i mati ci kova-
riančních koeficientů.

Pokud zná me rozdělení marginálních veličin Xl ,"" X n a jejich m ati ci
kovariančních koeficientů VX, potom k nim t eoreticky může existovat ne
kone čn ě m noho sdružených rozdělení vektoru X. icméně nalezení j ednoho
konkrétního sdruženého rozdělení může být složit é.
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Nejprve si uvědomme , že i při nezn alo t i sdružen ' ho roz l člen í X ==
(Xl ,' .. , X n ) m ů žeme pro součet S urči t jeh o střední hod no u a pomo 'í
matice Vx i rozptyl. Pla tí t otiž

ES == E(X1 + . . . + X n) == EX l + . .. + E)(n

a pro rozptyl

VarS == Var(XI + ... + X n ) == VarXI + ... + VarX n + 2 L Vk,IEX kEX I.
k <l

Již jsme se zmínili o tom, že najít přesně rozdělení veličiny S j e teoret icky
možné s pomocí sdružené ch.f. s použitím rovnice (4.2). Prak ti cky je za
našich předpokladů možné veličinu S aproximovat veličinou Z, kter á rná
stejnou střední hodnotu a rozptyl jako S. Ukážeme si dvě možn osti , j ak
takovou veličinu Z hledat.

První možností aproximace rozdělení S rozd ělením Z spočívá v zavede ní
nové veličiny Y tak, že platí

EY = 0, VarY = 2 L Vk,lEXkEX l .

k <l

(5.6)

Veličinu Z potom definujeme jako součet Z == Xl + ... + X n + Y , přičemž

veličiny Xl ,' .. , X n , Y považujeme za vzájemně nezávislé. Takto zaved en á
veličina Z má střední hodnotu i rozptyl stejnou jako veličina S a k nalezení
jejího rozdělení bychom mohli aplikovat FT již známýrn způsobem podle

(4.1), tj. cPz == cPx1 ••• cPxncPy·
Za rozdělení Y se nabízí použít normální nebo například posunut é logarit

micko-norm ální. J e však důležité si uvědomit, že z (5.6) plyne, že

P(Y < O) > O. (5.7)

V takovém případě si nejprve uvědomme, že zdiskrétnění jsme definovali
pouze pro nezáporné veličiny, takže by bylo potřeba dodatečných úprav.
Podstatnější problém vyplývá v porovnání s poznámkou 2.14. Jde o to ,
že ani Z nemusí s pravděpodobností jedna vyjít jako nezáporná veličina,

kdežto S je nezáporná. V takovém případě můžeme při výpočtu pomocí DFT
očekávat následující nepřesnost. Část rozdělení Z, která by vyšla nezáporná
se promítne někam do kladných hodnot tohoto rozdělení. Záleží také na
volbě zdiskrétnění. Dále očekáváme, že tento způsob aproximace veličiny S
veličinou Z bude přesnější s menší hodnotou VarY, definovanou v (5.6).
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Právě popsan ý způsob j e přiblíž n v [lVl ild nhall]. \ šimn ~ IIl ) si ž e z 1-'
vůbec nepracuj e se sd ruženým rozděl ním. \ yc ház eli jsme j en z - znalos i
střední hodnoty a ro zptylu veličiny S . J eště jednodu šší m etod, aprox imace
by t edy mohli sp očívat v t om, že za Z položíme n éjak é rozd ělení . e dv ěma pa
rametry (n api·. logaritmicko-normální) kt eré urcíme pornocí předem daných
ES == EZ a VarS == Var Z. Ap roxirnace tohoto ty pu však 1110ho11 být příliš

zjednodušující , protože neberou v úvahu více infor m ac í o ce l ~ 111 rozdě l ní
Zajímavěj ší m etoda j e převzata z [Wang] . Aut or s zabývá p roblematikou

zavedení sdruženého rozdělení vek toru X == (Xl , ... , X n ) z známých 111a r
ginálních rozdělení a matice kovariančních ko eficientů. Víme , že sdruž ná
ch.f. náhodného vektoru určuje j ednoznačně jeho rozdělení , pro to by bylo
dobré nějakou takovou ch .f. najít. Budeme pracova t s rovností d efinující
sdru ženou ch.f. jako

cPXl,.. .,Xn(t l, " " tn) == c/JXl(t l)'" cPXn(tn ){ l +L Vk ,l [1 - cP.xk (tk)][l - (jJ)([(tdJ}.
k<l

Jestliže vektor X == (Xl ," . , X n ) má sdruženou ch .f. podle této rovnosti
potom Vk,l jsou kovarianční koeficienty z (5.5). Výraz ve složené závorce tak
představuje složku, která zahrnuje korelační strukturu vektoru X.

Již z teoretické části víme, že ze sdružené ch.f. vektoru X dost aneme

ch.f. součtu S == Xl + ... + X n pomocí (4.2). 'V tomto duchu ted y rr1ŮŽeITl(~

provést přiblížení rozdělení S pomocí veličiny Z , kterou definuj eme jako

cjJz (t ) == cjJ ~'Cl (t)··· cjJ~'Cn ( t ) {I + I>k,l [I- 1Jxk(t )][1 -1JX 1(t )]} . (5 .8) / /
k<l

Z má potom stejnou střední hodnotu i rozptyl j ako S. Obsah složené

závorky má stej ný význam jako při předchozí metodě výraz cPv . J estliže

veličina Z vyjde s pravděpodobností jedna nezáporná, můžeme takto apro
ximovat rozdělení součtu S.

Pro praktické účely stačí numericky spočítat rozdělení Z . Kvůli možným I
nepřesnostem by však bylo vhodné dodatečně vyšetřit, jak dobře j e t ato 1

aproximace vhodná. U toho záleží mimo jiné na hodnotách kovariančních

koeficientů a j ejich odhadu.
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5.5 Další m etody

K výpočtům sd ruže ného rozdělení v kolektivn ím modelu rizika lz , po užít
mnoho různých met od. V této práci se zabýváme verzí, která vede p ře..'
použití FT a je teoreticky popsána vzorcem (3.7) . 1 i .m ón ó k nu inerick ~ lnu

výpočtu rozdělení S nemusí být použita metoda DFT , kterou j. rne pop. a li
v části 5.1.1. V aktuárské literatuře lze najít i několik dalších výpočetn í .h
metod, které používají jako teoretický základ vzorec (3.7) . \1 této podka
pitole si ukážem e jiný numerický způsob výpočtu , kt erý je znárn pom ě rn é

dlouho. Vznikal současně s rozvoj em výpočetní techniky.
Tento způsob pracuj e se spojitým rozdělením výší škod X , a le nepou žívá

zdiskrétnění hustoty Ix. Nicméně kvůli zjednodušení výpo č t ů se použije
aproximace funkce [x na jinou, která na intervalech (ak, ak+ l) , k == 1, ... ~11

nabývá konstantních hodnot dk. Je vhodné , aby integrál této aproximo
vané hustoty byl roven jedné. Není-li tomu tak , m ů ž eme j eště do bo d u
an +l soustředit zbývající pravděpodobnostp do požadované hodnoty 1. Dis
tribuční funkce takto aproximované veličiny j e po částech lin eární a jediný
bod nespojitosti má v bodě an+l' Její charakteri stickou funkci potorn snadno
spočítáme

Funkci cPs dostaneme pomocí (3.7) . K určení distribuční funkce Fs po
mocí cPs se potom používá integrační formule

Fs(x) = ~ + ~ ( OO IcPs(t) I sin(xt - argcPs(t)) dl , (5.9)
2 Jr Jo t

kde arg z značí argument komplexního čísla z .
Při počítání integrálu v (5.9) je zapotřebí opatrnosti u hodnot blízkých

nule. Podrobněji je tento postup analyzován v článku [HM] (proto se t ak é
někdy nazývá podle autorů jako Heckman-Meyers metoda nebo krát ce HM
metoda) . Tento odkaz je již poněkud starší a zdánlivě neaktuální, což je
samozřejm é také díky masívnímu rozvoji výpočetní techniky. V současnosti

je však zajírnavý v souvislosti s jeho rozšířením do dvou dirnenzí. Konkrétně
se jedná o aplikaci na model s dvourozměrnými výšemi škod, který jsme
popsali v první část i odstavce 4.2.4. Podobně jako v j ednorozměrném případě

představíme ve stručnosti tento přístup. Tentokrát budeme citovat článek

[Homer] a na něj také odkážeme pro více podrobností.
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Iyní uvažujeme dvourozměrn ý vekt or ( ..lY,1 ) - ..druže no u 1 L o ·0 1.1 lxv
kterou budeme aproximovat podobným zp ůsob - ln jako v j ·) d n OrOZ l ně rn énl

případě. Představme si proto funkci , která nab ýv á kon st an tních hodnot dk ,!

na obdélnících (ak, ak+l ) x (bl , bl+1), pro k == 1 ... , 'In, a l == 1, ... , '/7,. Od
této funkce požaduj erne, aby její in t egrál na (O, ) x (O, ) hyl roven jedné.
J e-li menší , m ů ž eme použít podobn ých rnetod j ako s bod em a '11 + 1 v jed
norozměrném případě a soustřed it pravděpodobnosti do bod ů nebo úseček.

Tímto postupem se nebudeme zabývat , zápis by tot iž byl poněkud slož itějš í.

Potom pro určení sdružené ch.f. použijeme podobný j dnoduch ý \ ýpo ~' e t

Charakteristickou funkci cPsx,Sy dostaneme pomocí (4.3) a z ní se počítá

sdružená distribuční funkce Fs s pomocí vztahux, y

kde

1 1 1
Fsx,s)x , y) = "2(FsJx) + Fs)Y)) - "4 + 4n 2 I .

I = 2 (')() (Xi (lcjJs",sy (s, t) I cos( sx + ty - arg(qJs""Sy(s,t))) t: t;

(5.10)

dsdt
IcjJsx,s,Js , -t)1 cos(sx - ty - arg(cjJsx,Sy(s, -t)))) (is)(it)'

Opět se při numerickém počítání tohoto integrálu musí postupovat s větší

opatrností v okolí bodu (O , O). Poznamenejme, že tento způsob výpočtu je
mo žný aplikovat i na případ s dvourozměrným počtem škod , který jsme
popsali v druhé části odstavce 4.2.4.
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Kapitola 6

Příklad a další komentáře

Nyní si uk ážeme příklad , na němž budeme demonstrovat jednotli vé kroky,
kterými jsme se doposud zabývali při popisu agregace . Budeme hledat rozdě
lení součtu t ří korelovaný ch náhodných veličin se složen ým rozd élcním . Tento
případ v sobě zahrnuj e další jednodušší případy agregací.

Uvažujme tři náhodné veličiny se složený m rozd ělen ím , které popisují
kolektivní model rizika. Označme je Sl , S2, S3 a nechť pro ně plat í

1. Veličina Sl má počet škod dán veličinou K s negativně binomickým
rozdělením o parametrech a == 2, (3 == 3 a výše škod veličinou X
s exponenciálním rozdělením s parametrem A == 5~ '

2. Veličina S2 má počet škod dán veličinou L s negativně binomick ým
rozd ělenírn s parametry a == 3, (3 == 5 a výše škod veličinou Y s logari t
micko-normálním rozdělením s parametry f--l == 2, a == 1.

3. Veličina S3 má počet škod dán veličinou M s poissonov ýrn rozdělením

s parametrem A == 10 a výše škod veličinou Z s logaritmicko-norrnálnírn
rozdělením s parametry u == 1, a == 2.

P ři popisu náhodné veličiny může někdy vzniknou t nedorozurněn í , neboť

její parametry rnohou být různě definovan é. Pro výše uveden á rozdělení

počtu škod budeme používat vyjádření pgf.



;z; > O.

a pro rozdělení výš í škod hu stoty tvaru

.fy (x) == Ac- A:]' , :z; > O,

1. 1[I() g .1' - 1/ ] :2

,h/ (:/;) = f z (:1:) = V2ii e- "2 a

27T(J X

Pro středn í hodnoty v závislosti na pou žit ých parametrec h platí

EI( == EL == a . (3 , EJ11 == /\, EX == ~A'

')

E}/ == EZ == e11+ (T2- •

Buderne p ředpokl ádat , že mezi veli činami S l , S'2 a S;~ je uéjak .i závislost ,
která je dána hodnotami kovariančních koeficientů

Vl ,2 == 0,2 , V2, 3 == 0 ,1 , Vl ,3 == 0,25.

Nejdříve si rozmyslíme , jakou budeme používat délku vstupního vektoru
DFT. V tomto příkladě použij eme hodnotu N == 4096, kt erou je mo žn é
použít i v běžném výpočetním programu MICROSOFT EXCEL.

Dále spočítáme střední hodnotu celkového součtu S == Sl + S2 + 5':3

ES==EK·EX+EL·EY+EA1 ·EZ==2·3·50+3· 5· e2,5+1.0· e3
. 683. (6.1)

Nyní určíme délku kroku h, o níž jsme se zmínili v podkapitole 5.3. Když
zvolíme h == 1, potom máme pro součin N . h == 4096. V tomto okamžiku
řešíme otázku, zda očekáváme hodnotu P(S > N . h) dostatečně m alou.
Múžeme si pomoci například znalostí střední hodnoty veličiny S . Z rov
nice (6.1) vidíme, že platí přibližně 6 . ES == N . h. My si zvolírne raději

h == 1,5 , abychom zvětšili interval , na kterém budeme hled at rozdělen í Sl,
na devítinásobek st řední hodnoty S. Volba kroku h záleží v t uto chvíli na
individuálním rozhodnutí.

Dále už je práce jednoduchá. Hustoty [x , fy , fz zdiskrétníme zp ůsobem

(5.4) a dostaneme tak postupně vektory

x X xa == ( 0,0 , . . . i aN - 1 ) ,
y ( y y )a == 0,0 "'" a'N _ } ,

z ( Z Z)a == 0,0 " ' " aN - I .

Na nf~ impleme ntujeme FFT a dost anerne tak vektory

/'0 ) ( ( /'0 ) ( ",.X )
a == 0,0" ' " aN - 1 ,

", y ( /'o y "' Y )
a == 0,0 "'" aN - 1 ,
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Podle rovn ost i (3.7) ur címc vekto ry. kt('!'{\ od l" ivíc!a.i í (' II a r..k1er is t i('k ,{' II 1

funkcím veli čin SI ; Sl'2 (-1. Sl;) . Postupn ým dosa zr-n im hodn o t (~l (;· ..... (l :~·. _I d o

pgf. velicinv I\~. dost.ancmc

"' S l _ ( ~ S l " Sl ) _ (P ("S) I) ( ~ S ))a - (J,u " " ) CL N _ I - !\' ([ o ; . . . . , /\' (I N - I .

Analo gickým zp ů sobem se určí vektory

r-; s, _ ( " 8:~ " s, )a - au 1 · · · · (J LV - I .

V souladu s rovností (5.8) definuj eme vektor aS
. Nej prvc zp ůsobem prvek

1 ~ / / 1 1 ~ / 1 ~1 '" Jo( orel / / 1 I . / / .po prv (U spocí t áme core acru S oz (U a -' s poruoci nas ce 11.11('1 rovuost.i

P oté opět zp ůsobem prve k po prvku dosadíme vše dohromad v podl e vvj.iclrcni

s'Nyní už jen aplikujeme inverzní formu FFT na vektor aj a dostallclllC

výsledek
a S == (ag , . . . ,a~_1) .

Vektor a S te dy urcuj e rozdě lení agregovan é veli činy S . Pravdou jc , že
nem árne př ímo funkci , kt erá by odpovídala hustotě Is, ale pouze její zdiskr ót
něnou verzi. To n ám ale nijak nevadí, protože o rozdělení S víU1C prakticky
vše . M ů žeme urči t napřík lad některé zajímavé kvantily, kter é JSOll UV(:d(~IlY

v tabulce 6.1.

a a-kvantil
90 1236
95 1560
99 2382

99.5 2842

Tabulka 6.1: Výsledky kvantilů veli činy S p ři použití ll, == 1, G

Z celého postupu vid íme, jak se proj eví volba kroku h. S monsun h
dos áhneme toho, že vektor a S' bude lép e kopírovat hu stotu f s'. Na druhé
s t raně se n ám tím zm en ší rozsah IV . h , a proto se více zkreslí informace
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n' (\'-kvant iI
90 12-12
9S 1562
99 :2326

99,S 2G92

Tabulka 6,2: \ íýsledky kvantil ů velicinv S' pfi použití l, == 1

z konce rozcl ě1ení ve ličiny S , \ 1 tabu1ce 6,2 js()II Uv('cl CllY II () cl IIo ty kVau Lilii

výsled ného rozdělení S\ jestliže jsme ve stejné úloz« použili krok !J == J,
Dále occkávúmc, ~e s vetsim N bude 1110Žn{~ dosahovat lepšícil \',\'sl<'<1k11.

Na druhé straně j e potřeba vzít v úvahu, zda si pii V)TPOČ:tU IlIllŽ('Ill(' dovolit
ade kvátní časovou a paměťovou náročnost ,

Při výpočtechjsrne použili program MATHEMATICA 5.2. T ém é ř všechny
op erace jsou založeny na základních početních úkonech , jej icliž realizaci
zvl ádne béžuý uživat el tohoto programu . Výjunky tvo ři uckolik piíkazu ,
které si nyní uk ážeme.

J edná se o speciáln í p řikaz Fourier, jehož aplikací se počjtá Dl~~I', V sou
ladu s pozn ámkou 4.4 je d ů ležité použít při diskrétní trnnsformaci konstanty
(5,1), Toho do sáhneme nast avením FourierParameters -t {I, I} , Celkem tedy
zadá me vektor data a j eho DFT s potřebnými konstantami dostaneme apli
kací příkazu

Fourier[data, FourierParameters -t {I, I}],

P ro inverzní t ransformaci používá MATHEMATICA 5.2 podobný pfí
kaz inversefourier. Pot ř ebn é parametry vlo žíme stejným zp úsobcm jako 11 p ři

mé transformace . P ř i agregaci jsme tedy použili p ři výpočtu inverzní DFT
vektoru data příkaz

InverseFourier[data , FourierParameters -t {I , I}].

V pfíklacl{~ jsme pracovali s hodnotou N == 4096 == 212
, VSrpoč(~t DFT

není s použitírn programu MATHEMATICA 5.2 časově náročný. Trvá jen

zlomek sekundy, takže celá agregace proběhla prakticky velmi rychle, Pro
ilustraci č asov é náročnosti uvádíme v tabulce 6.3 dobu výpočtu DFT pro
r úzu ó dlouhé vektory (1, ' , , , N) .
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dé lka N cas d6lka N l'as dc; 1ka 1\ (' č l S

2LO 0.4-10s 2L 1 O. 7GIs ')' )
-} . :1 8:1s:2 --

2LO - 1 .3~ 595s 22 1 - 1 6 ~ 780s 2LL - 1 l i 30 ')_o. _s

Tabulka 6.3: Časová n áro čnost DF T pro rúz1l 6 d(\ lky vstupu ího vrkr oru

Celkově m u žcme zkonstatovat , že agregace rizik a, 111('d(1.11 Í Sdr llŽ(' ll(,ho
rozd élen í pomocí FT s aplikací FFT m .i p ř ed sebou doh rou budo ucnost.
S pornocí kvali tního výpocctního programu si m ů žeme dovolit poc íta.t víc('
t échto úloh se zna č nou přesnos tí. Ta se samoz řej m ě zv(~tšuje s da1šílll l' OZ V()

jem výpočetní techniky.
Porovnejme si nyní roz šíř en í Hlvl- rnctody z konce prcdchoz.i kapito ly Cl

DFT do více dimenzí. To zuamená numerický výpo čet sdru žen ého r()zd(~ l (' ll Í,

kt erý je založen na rovnosti (4.3) zobecněný případn č na t ř i čj více dir ncuz.í .
Výpo č et dvourozměrné DFT jsrne definovali v rovnosti (G.3) . Dalsí rozší

ření ze dvou do třech dimenzí by probíhalo prak ticky jen zopakov.iním po
stupu p řechodu z jedné dimenze do dvou. I zdiskrétněn í víccrozměrnó hus
toty není problém zob ecnit ana logicky, Problérn je, že pokud bychom zopa,
kovali výpočet sdruženého dvourozměrného rozdělení po dle našeho p řikladu ,

nemusíme ve výsledku dostat vždy reáln á a nezáp orná cisla , kter á popisují
výsledné dvourozm ěrn é pravděpodobnos tnÍ rozd ěleni.

Na druhé straně se zaměřme na Hivl-metodu. Přechod od výpočtu (5.9)
k výpo čtu (5.10) se zdá být trochu složitější. Některá zjeduo dušeni vý po čt u

(5.10) jsou uvedena v přílohách v [Homer]. Lze očekávat, že už p ř i zobecnění

do třech dimenzí se dostaneme do značných složitost í.
Otázkou zústá vá pouze časová a operačn í náročnost její realizace .
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