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Tato diplomova préce se snazi shrnout téma neeuklidovskych
geometrii, pfedevSim z didaktického hlediska. Pfinds§i nastin jejich
historického vyvoje, uplatnéni v praxi a popis téchto geometrii
vyuzitelny ve vyuce zejména na stfednich Skoldch. Déle zkouma
moznosti a meze studentl v pfijimadni neeuklidovskych geometrii,
shrnuje nejcastéjSi problémové oblasti v jejich vyuce a ptfindsi
nadvrhy zpisobl, jakymi je mozné témto problémim predchazet,
jakoz 1 vysledky jejich ovéfeni v praxi, na jejichz zakladé jsou

navrzeny nékteré mozné podoby vyuky ve Skole.

This thesis tries to summarize the subject of non-Euclidean
geometries, above all from the viewpoint of didactics. It brings
about the outline of their historical development, practical
implementation along with the description of these geometries,
which i1s of use in the education process, especially in secondary
schools. Investigated are also students capabilities and limits in
accepting non-Euclidean geometries, summarized are the most
frequent problem areas in their teaching. The thesis also brings
suggestions on how to avoid and prevent such problems along with
the results of their practical verification on the basis of which

some possible variations of school teaching are suggested.
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Objev neeuklidovskych geometrii pfinesl v historii do mate-
matiky obrovskou revoluci. Velci matematikové, ktefi se zastavali
neeuklidovského ptistupu ke geometrii, byli nuceni obhajovat svij
nazor proti vétSinovému minéni a vzeptit se tak filozofii své doby,
jez kralovala ostatnim védédm, a to nebyl ukol zrovna jednoduchy.
Aby uspésné zavrSili svou snahu o vymyceni starych predsudki,
museli totiz sebrat odvahu k nabourdni jednoho ze zdkladnich
pilitd lidského mysSleni, platného vice nez dvacet stoleti, totiz
Euklidova vykladu geometrie. Pfes tato uskali své minéni nakonec
obhéjili, ¢imz vykonali lidstvu velkou sluzbu: podkopali totiz viru
v uplnou pravdu znalosti ¢lovéka o svété, otevieli jeho obzory a
umoznili mu 1épe proniknout do podstaty nékterych do té doby
Tim vsim podpofili toleranci ndzorové plurality a nenapadnutelné
pravdy o naSem svété zacaly ztrdcet svij absolutni vyznam.
Neeuklidovské geometrie se tak staly pevnou soucasti matematiky.

Bylo dokazano, zZe nas svét ve skutecnosti neni euklidovsky.
Neeuklidovské geometrie naSly své uplatnéni v mnoha rlznych
védnich oborech i dalSich oblastech lidského pusobeni, a jejich
objev ma tedy nejen dusledky teoretické, ale 1 praktické.
Domnivam se proto, zZe sezndmeni studentid s existenci téchto
geometrii 1 jejich zasvéceni do hlub$i podstaty problému je na
misté. Presto neeuklidovské geometrie nejsou soucasti vyuky
matematiky ve Skoldach. OvSem nebylo tomu tak vzdy. Jesté pred
Sedesati lety patfila jejich vyuka k vrcholnym kapitoldm
gymnazidlniho uciva, dnes se vSak uci jen jako soucdst nékterych
specializaci na vysokych Skoldch. Pfitom tato oblast matematiky
vibec nemusi byt pro studenty dal$i zasobarnou novych pojmu a
poucek, naopak, umozni jim podivat se jinyma ofima na to, co uz

znaji, a uplatnit jiZ zndmé pojmy a postupy v novych souvislostech.



Myslim si, Ze neeuklidovské geometrie jsou pro studenty
v mnohém podnétné a Ze vyprava za takovymto druhem poznani se
ve tfidach setka s kladnym ohlasem. Na stfedni Skole jiz studenti
maji vSechny znalosti potfebné pro pfijeti neeuklidovskych
geometrii a je Skoda, kdyz jim do tohoto podivuhodného svéta
neotevieme dvefe. Cilem této diplomové prace je proto zkoumat
eventuality zapojeni nékterych partii neeuklidovskych geometrii do
Skolniho uciva.

Jelikoz se neeuklidovské geometrie objevily na poli matema-
tiky pomérné nedavno, poznatky z této oblasti se stale vyvijeji,
zptfesiiuji 1 méni, a proto je toto téma velmi slozité a rozsahlé
a nelze ho v rdmci rozsahu diplomové prace samoziejmé vycerpat.
Zaméfuji se proto v historii neeuklidovskych geometrii zejména
na ty oblasti, které s sebou pfinaSeji mozZnosti vyuziti ve Skolni
vyuce nebo takovou vyuku néjakym zplisobem ovliviiuji.

Udalosti z déjin neeuklidovskych geometrii souvisejici
s jejich rozvojem, podstata jejich vzniku i vyznam mohou byt
v mnohém inspirativni pro studenty i ucitele. V prvni cCasti této
prace bude proto podana zékladni charakteristika historického
vyvoje a sezndmime se zde s osobnostmi, které se o rozvoj této
ve své dob¢ revolucni teorie zaslouzily nejvice.

Dale bude c¢tenaif obezndmen s matematickym popisem zéa-
kladnich typl geometrii a bude pojedndno o dusledcich objevu
neeuklidovskych geometrii a jejich praktickém vyuziti.

V dalsi c¢asti pak bude toto téma rozebrdno z didaktického
hlediska a budou nastinény moznosti ucitele, jak pojmout téma
neeuklidovskych geometrii pro potiteby vyuky ve Skole.

Pti snaze zavést neeuklidovské geometrie do Skolni vyuky je
samoziejm¢ nejdalezitéj§i spravné odhadnout moZnosti a meze
studentd v chapani této problematiky, pfedpokladat mozné potize a
snazit se jim ptedejit a usnadnit tak studentovi nidhled do dané
oblasti. V posledni ¢éasti se tedy zaméiim na to, zda je vibec téma
neeuklidovské geometrie pro studenty stfednich S§kol zajimavé a

lakavé, rozeberu néktera studentskad feSeni uloh, upozornim na
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chyby, které se pti jejich feSeni nejcastéji vyskytuji, poddm néavrhy
na zpiusoby, jak témto chybdm <celit, a ovéfim jejich ucinnost
v praxi. Na zakladé¢ ziskanych dat a poznatkl pak uvedu mozné
feSeni, jakym zpuUsobem lze neeuklidovské geometrie prezentovat
v ramci Skolni vyuky tak, aby byla latka pro studenty zajimava a co
mozna nejpfijatelnéjsi. Ctenai zde také najde navrhy nékterych
ptfikladi, které mohou pfispét k zajimavosti vyuky a podnitit tak

z4djem studentl o neeuklidovskou geometrii.
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Objev neeuklidovské geometrie predstavuje jednu
z nejvétSich revoluci v déjindch matematiky a i védy jako takové.
Protoze o nich déale bude ftec¢, seznamime se nejprve blize
s osobnostmi, které tuto revoluci rozpoutaly nebo k ni zédsadnim
zpuisobem ptispély, a tim ndm umoznily nahlédnout za obzor,

do tplné nového svéta, ktery se na zacatku zdal byt nemoznym.

2.1  Euklides (365 — 300 pi.n.l.)

Euklides (téz Eukleides,
Euklid; obr. 1 [44]) byl fecky
matematik a geometr z alexan-
drijského Museia, ktery zil
pfiblizné v letech 365 pt.n.l. —
300 pt.n.l. (nékteré zdroje
uvadéji  asi 340 — 280 pi.n.l.).
Byl to vynikajici logik schopny

ptfikladné systematické védecké ’
e

Obr. I: Jedna z

—

prace. O Euklidovi toho nevime — "
moznych Eukdidovych podob

mnoho, nezndme misto jeho

narozeni ani smrti. Domnivame se v$ak, e se narodil v Recku a
studoval v Athéndch na Platonoveé Akademii. Poté snad na Zadost
krale Ptolemaia I. pracoval a ucil v Alexandrijské knihovné, kde
mezi jeho zaky patfil moznad i Archimédes. Jedind dochovana
historka tykajici se Euklida svéd¢i o tom, Ze si byl védom své
velikosti. KdyZz se ho totiz v§emocny kral Ptolemaios tazal, zda
snad neexistuje snadnéjs$i cesta k osvojeni matematiky, nez jak ji
popisuje Euklides ve svém stézejnim dile Zdaklady, odpovédél
pysné: ,Matematika neznd zadné kralovské cesty.”

[12][35][44][58][66]
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2.2 Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855)

Carl Friedrich Gauss
(obr. 2 [46]) se narodil 30. dubna
roku 1777 v BrunSviku (v dneSnim
Némecku). Traduje se hodn¢
historek o jeho brzké genialité,
z nichZ nejznaméjsi je ta, Vv niz
Gauss odvodil vzorec pro soucet
aritmetické tfady v pouhych deviti

letech, kdyz béhem chvilky

vypocital ve Skole zadany ptiklad —
soucet ¢isel od 1 do 100. 2 .I:r.}: C_F_ss
V roce 1788 zacal studovat
na gymnaziu. Gaussovy vynikajici schopnosti zaujaly vévodu
z Bruns$viku, ktery se rozhodl Gausse, pochazejiciho z nemajetné
rodiny, podporovat v dal§im studiu formou stipendia na Collegium
Carolinum (dneSni Technicka univerzita v BrunSviku), kde mlady
Carl studoval v letech 1792 — 1795. Hned poté nastoupil na
univerzitu v Gottingenu, kde studoval do roku 1798, a diky stalé
vévodové podpofe mohl dokoncit i1 doktorandské studium na
univerzité v Helmstedu. Ve své disertacni préaci rozebiral zdkladni
algebraické teorémy a mimo jiné podal dikaz zéakladni véty
algebry, tedy ze kazdy polynom nad komplexnimi ¢isly méa alespon
jeden komplexni kofen. Béhem wuniverzitnich studii Gauss
»znovuobjevil® nékolik vét (napt. Bodelv zdkon, binomickou vétu,
aritmeticky a geometricky primér, zdkon kvadratické reciprocity,
vétu o prvocislech). V pouhych 17 letech objasnil nezodpovézeny
problém sestrojitelnosti pravidelného sedmithelniku pouze pomoci
pravitka a kruzitka, tedy euklidovsky. Zjistil, Zze timto zpusobem
lze sestrojit pouze ty pravidelné mnohouhelniky s lichym poctem
stran, jejichz pocCet stran je ndsobkem prvocisel 3, 5, 17, 257 nebo

65 537. Jiz ve 23 letech se stal ¢lenem petrohradské Akademie
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avroce 1801 vydal své stézejni dilo Disquisitiones Arithmeticae
(napsal ho vSak uz roku 1798), ve kterém polozil zédklady teorie
¢isel jako matematické discipliny.

Gauss nebyl jen vybornym matematikem. Zabyval se také
optikou, plsobil jako zemémeéfi¢ a podilel se na zhotovovani map.
Usiloval rovnéZz o pozici v astronomii. VS§eobecnou slavu v tomto
oboru mu pfinesl pfesny vypocet drahy planetky Ceres, kterou
védci objevili roku 1801. Planeta se jim vS8ak =zahy ztratila
pii ptrechodu pfes slune¢ni kotouc¢, ale roku 1802 byla opravdu
nalezena tam, kde Gauss pfedpovédél, kdyz urcil jeji polohu svou
novou metodou pro vypocet drahy nebeskych téles. Roku 1807 byl
jmenovan profesorem matematiky a astronomie a stal se feditelem
gottingenské hvézdarny, jimz zistal az do svych sedmdesati let.

V roce 1809 vydal Gauss svou dalsi knihu o diferencialnich
rovnicich a eliptickych drahdch planet a v letech 1820 — 1830
publikoval vice nez 70 odbornych praci s rozdilnou tématikou.
Roku 1822 ziskal cenu kodaniské univerzity.

V roce 1831 zacal Gauss spolupracovat s fyzikem Wilhelmem
Weberem a vysledkem této spoluprdce byla teorie zemského
magnetismu. Navic spolu s Weberem sestrojili prvni primitivni
telegraf, pomoci kterého mohli ptfenaset zpravy na vzdalenost
asi 1,5 km.

Carl Friedrich Gauss zemfel 23. Gnora 1855 ve véku nedoZi-
tych 78 let. TéZzko bychom hledali jedinou oblast matematiky,
kterou by néjak neovlivnil. Vyznamnym krokem bylo objeveni
moznosti neeuklidovské geometrie, ovSem tento objev byl tak
odvazny, Ze ho Gauss radé€ji nepublikoval ze strachu z polemiky.
Pozdéji neeuklidovskou geometrii objevil i syn Gaussova pfiitele
Janos Bolyai a rozvinul ji Gaussuv zak Bernhard Riemann.

[12][46][59][64][66]
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2.3 Janos Bolyai (1802 — 1860)

Madarsky matematik
Janos Bolyai (obr. 3 [42]) se
narodil 15. prosince 1802 ve
mésté Koloszvar (dnes Cluj-
Napoca, Rumunsko). Jiz zahy
projevil nadani pro
matematiku a svij talent dale
rozvijel pod vedenim otce,
matematika Wolfganga
Bolyaie.

V letech 1818 — 1822

studoval vysokou Skolu ve
Vidni a do roku 1829 Obr. 3: ] Bolyai
ptipravil pojednani
o kompletnim systému neeuklidovské geometrie, a je tak casto
povazovan za zakladatele nauky o neeuklidovské geometrii. Tato
prace byla vyddna roku 1832 jako dodatek k eseji jeho otce.
Roku 1848 Bolyai zjistil, ze k obdobnym zdvérim doSel jiz diive
rusky matematik N. I. Lobacevskij. Gauss na zakladé¢ Bolyaiovy
prace vzdal hold mladému matematikovi, zaroven ale pfiznal, ze
k takovym zavérim dosSel jiz davno sam. Po tomto Gaussove
vyjadifeni zklamany Bolyai jiz dale nepublikoval. Po jeho smrti
byly vSak nalezeny rozsahlé matematické rukopisy, ve kterych
naptiklad peclivé rozvinul geometrickou predstavu komplexnich
¢isel.
Janos Bolyai zemfel 27. ledna roku 1860.
[22][40][42][54][61][66]
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2.4 Nikolaj Ivanovi¢ Lobacevskij (1792 — 1856)

Rusky matematik  Nikolaj
Ivanovi¢ Lobacevskij (obr. 4 [47])
se narodil 1. prosince 1792
v Niznim Novgorod¢é. Po smrti otce
se s matkou odstéhoval do Kazanég,
kde vystudoval gymnazium a poté
Kadanskou stdtni univerzitu. Zde
se vroce 1811 stal magistrem
v oboru matematika a fyzika.

Ztejm¢ ho zde nejvice ovlivnily

ptednasky z dé&jin matematiky

profesora  Martina  Bartelse a A ¢ ./”Ih_”__'n
podnitily ho k pozdé&jSimu zédjmu =

o Euklidovy axiomy. V roce 1814 Obr. 4: N.I. Lobacevskij

Lobacevskij =zacal na kadanské univerzité pirednéaset, kromé
matematiky a fyziky zde vyucoval také astronomii, roku 1822 se
stal profesorem a v letech 1827 — 1846 byl na této univerzité
rektorem.

Pro matematiku bylo nejvét§im Lobacevského pfinosem obje-
veni neeuklidovské geometrie, zvlasté pak prokazani nedokazatel-
nosti Euklidova patého postulatu ze =zbylych <¢tyf. Konkrétné
objevil jeden druh neeuklidovské geometrie, geometrii hyperbolic-
kou, o niz poprvé informoval 23. unora 1826 v Kazani. Tento objev
vSak publikoval az na prfelomu let 1829 a 1830. B&éhem svého
zivota Lobacevskij napsal nékolik knih, v nichz se zabyval zaklady
geometrie. Nejvyznaméjs$i z nich je kniha Geometryia.

N. I. Lobacevskij zemfel v Kazani 24. unora 1856.

[22][47][66]
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2.5 Georg Friedrich Bernhard Riemann
(1826 — 1866)

Tento némecky matematik
(obr. 5 [50]) se narodil 17. zafi
1826 ve vesnic¢ce Breselenz. Jiz
od raného détstvi projevoval
vyjimeéné matematické nadéani.
Roku 1840 se odstéhoval
k babi¢ce do Hanoveru, aby zde
studoval mistni lyceum. Po

babi¢éiné smrti roku 1842

odeSel do Johannea
v Luneburgu. Roku 1846 Obr. 5-G.F. B. Riemann
ptrerusil  studia  filologie a

teologie a zah4jil studium matematiky na univerzité v Gottingenu.
Zde se poprvé setkal s C. F. Gaussem, ktery zde byl jeho
profesorem.

Riemann zacal rozvijet mySlenky neeuklidovské geometrie na
zadkladech, které pted nim vystavéli Gauss, Lobacevskij a Bolyai.
Ti vSak stdle uvazovali o jednodus$sSim druhu geometrie, protoze
vSechny jejich vypoclty se zabyvaly dvojrozmérnym prostorem,
zaktfivenou plochou. Riemann vSak ptfinesl do neeuklidovské
geometrie dalsi revoluci, kdyz dokdzal, ze stejnym zpisobem lze
studovat zakfivené prostory o jakémkoli po¢tu rozmért. Jeho teorie
byla nesmirné Sirokd a komplexni a vSechny dosavadni geometrie
byly jen dil¢imi ptipady geometrie Riemannovy. Tyto nové
mySlenky Riemann ptedlozil roku 1854 v konkurzni ptfednésSce
v sale gottingenské univerzity, kdyz se uchdzel o misto soukromé-
ho docenta. Roku 1857 se stal mimofddnym profesorem této
univerzity a roku 1859 profesorem fadnym.

Riemannovi rodi¢e predCasné zemieli na tuberkuldzu,

na stejnou nemoc zacCali umirat 1 jeho sourozenci a tento osud
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bohuzel neminul ani Riemanna samotného. V zavéru Zivota se jesSté
snazil stihnout posledni praci na velké fyzikalni teorii, kterd méla
poskytnout sjednoceny popis elektromagnetismu, svétla a
gravitace, zemfel vSak 20. cervence 1866 v italské Selasce.
Jednotnéd fyzikalni teorie, o které Riemann snil, tak zustdva snem
védcl dodnes, piesto vykonal pro fyziku nesmirné mnoho. Svymi
pracemi totiz ptfipravil pidu pro Alberta Einsteina a jeho obecnou
teorii relativity, kterd popisuje gravitaci praveé jako dusledek
zakfiveni prostoru.

[12][50][60][65][66]

2.6 Eugenio Beltrami (1835 — 1900)

Italsky matematik Eugenio Bel- F— - )
trami (obr. 6 [43]) se narodil
v Cremoné 16. listopadu roku 1835. Od
roku 1856 pracoval v administraci
feditelstvi drah, od roku 1862 piusobil

jako mimotfadny profesor matematiky

na boloniské univerzité a od roku 1863
jako profesor geodesie v Pise. V letech

1866 — 1873 ptednasel na bolonskeé

univerzité mechaniku, poté  vySSsi

matematiku v Rim& a roku 1876 byl

jmenovan  profesorem  matematické

Obr. 6: E. Beltrami

fyziky na pavijské univerzité.

E. Beltrami zemftel 18. prosin-
ce 1900. Za svého Zivota pfispél k pracim o diferencidlni
geometrii, ptelozil do italStiny a francouzStiny Gaussovy prdce a
rozvinul prvni modely neeuklidovské geometrie. Vénoval se také
optice a termodynamice.

[43][66]
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2.7 Felix Christian Klein (1849 — 1925)

Felix  Christian  Klein
(obr. 7 [45]) byl némecky
matematik, jenz se narodil
25. dubna 1849 v Dusseldorfu
do rodiny vlddniho ufednika.
Navstévoval Dusseldorfské
gymndzium a poté studoval
matematiku a fyziku na
univerzité v Bonnu. V roce
1868 ziskal doktorat v pouhych
23 letech, roku 1872, =ziskal

Obr. 7-F. Ch. Klein

misto profesora v Erlagenu a
od roku 1875 pusobil na
Technische Hochschule v Mnichové, kde vychoval fadu pozdéjsich
vynikajicich matematikd a fyzikd (napf. Adolf Hurwitz, Max
Planck). V tomto roce se také ozenil s vnuckou filozofa Georga
W. F. Hegela, Annou Hegelovou. V roce 1880 zacal plsobit na
univerzité v Lipsku, kde setrval do roku 1886, kdy odeSel do
Gottingenu a tam pracoval az do odchodu do penze roku 1913.
Univerzita v Gottingenu se za jeho pusobeni stala jednim
z nejveétSich center matematiky na svété. Od roku 1900 se Klein
vyrazné angazoval v otdzce vyuky matematiky na stfednich Skoléach
a zavedl napfiklad vyuku diferencidlniho a integrédlniho poctu.

Felix Klein za svaj zivot ziskal fadu ocenéni. V roce 1885
byl zvolen ¢lenem Royal Society, roku 1893 ziskal De Morganovu
medaili, udélovanou londynskou matematickou spolecnosti,
avroce 1912 byl ocenén Copleyovou medaili.

Zabyval se pfedevSim geometrii, zvlasté pak neeuklidovskou,
ale také teorii grup a funkci. Spolu se Sophusem Liem realizovali
zédklady Kleinova Erlangenského programu, jehoz hlavni mySlenkou

je studovani jednotlivych geometrickych struktur pomoci jejich
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symetrii a invariantd a z toho vyplyvajici hlubSi propojeni
geometrie s algebrou. Jako rdmec pro vSechny ostatni tehdy zndm¢é
geometrie, zejména neeuklidovské, zde pak slouzi geometrie
projektivni. Tento program tak pfispél i k rozvoji teorie relativity
a cCasticové fyziky. Pfi studiu neeuklidovskych geometrii Klein
objevil dvojrozmérnou uzavienou plochu, ktera ma pouze jeden
povrch a dnes se nazyvad Kleinova ldhev. Jeho objevem je také
fascinujici Utvar moderni matematiky, tzv. Kleinova kvarticka
ktivka nebo také kvartika. Ta v jistém smyslu predstavuje
zobecnéni platonskych téles pro ptipad, kdy jsou stény tvofeny
24 pravidelnymi sedmithelniky. Toto =zobecnéni je mozné
v prostoru s hyperbolickou geometrii.

Felix Klein zemtel 22. ¢ervna 1925 v Gottingenu. Jeho prace
v oblasti matematiky pfedstavuji vlivné dilo nadc¢asové hodnoty.

[45][66]

2.8 Istvan Lénart

Istvan Léndart zije a pracuje v madarské BudapeSti. Vyucuje
budouci ucitele zdkladnich a stfednich $kol na Univerzité Loranda
Eotvose. Je autorem nékolika ucebnic, ucebnich pomulcek a
programu, ptfedevSim pro vyuku geometrie. V fadé¢ zemi potada
pfednasky a vede kurzy pro vefejnost. Je zaroven <cinny
v matematickém vyzkumu, pfedevSim v oblasti finitni geometrie a

teorie Cisel. [69]
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Zajemce o historicky vyvoj neeuklidovskych geometrii najde
pouceni naptiklad v pracich Martiny Becvatové [7], Egmonta
Colera [I1],[12], Dirka Struika [28], Milana Hejného [17],
Leonarda Mlodinowa [23], Petra Vopénky [31], Jifitho Svrs-
ka [32], [57] ¢i v encyklopediich [9] a [27]. Z téchto <¢lankt a

publikaci v této kapitole cerpam.

3.1 Pocatky geometrie

Pojem prostoru vznikl pfirozené¢ jako pojem mista, kde
zijeme, tedy Zemé, a poprvé se vyskytl soubézné s rozvojem toho,
co Egyptané s Babylonany nazyvali ,méfeni Zemc*, tedy
zemémeéric¢stvi. Pocatky geometrie jako takové tedy spadaji do
doby, kdy se kocovnici zacdinaji trvale usazovat, a pocituji tak
potiebu méfit pozemky. Ze pfirodu lze zkoumat pomoci matematiky
a ze geometrii je mozné vyuzit nejen k popisovani, ale 1
k objevovani, si jako prvni uvédomili stafi Rekové, ktefi tak
zavedli pojem bodu, pfimky a plochy. Jejich uspéchy maji kofeny
v matematice starovékych civilizaci Babylonu a Egypta. Jelikoz
vSsak aritmetické tGUkony vyzaduji jistou miru abstraktniho
uvazovani, provadéni operaci s ¢isly se rozvijelo velmi pomalu.
Prvni vyznamné kroky v této oblasti byly podniknuty v Sestém
tisicileti pfed naSim letopocltem, kdy lidé v udoli Nilu postupné¢
opustili koCovny zpisob ZzZivota a zacali se vénovat obdélavani
pudy. Nil kazdy rok zaplavoval pole, a hranice pozemki tak byly
splaveny ¢i zaneseny bahnem. Uzemi tedy museli znovu vyznadit
utfedni geometti, takzvani harpedonopté neboli ,napinacéi provazu®.
Praveé z jejich Cinnosti vznikala prvni geometrickd terminologie a

vzorce pro obsahy a objemy utvari. Egyptané zakladali sidla
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na vyvysSeninach, které se béhem zaplav proménily v ostrovy
spojené hrazemi, vybudovali zavlazovaci sit a skladiS§té na obili;
znalosti harpedonoptu tak pomadahaly ve stavitelstvi, zejména pfti
stavbé egyptskych pyramid, kde =znalost uklonu bocnich stén
umoznovala postavit pyramidu zvolené vysSky. Harpedonopta
zaméstndval tii otroky, ktefi za né¢j manipulovali lanem, které mélo
ve stanovenych vzdéalenostech uzly. Napnul-li se provaz tak, zZe
uzly tvoftily vrcholy, bylo mozné vytycit trojuhelnik o stranéach

danych délek a s uhly ptfislusnych hodnot.

3.2 Rozvoj geometrie

S bohatstvim a sidly se ve starém Egypté zrodily také dané a
snad prdvé ony nejvice podnitily rozvoj geometrie. Vymeéiovaly se
totiz na zadkladé rozsahu zéaplav a rozlohy pozemku. Jak se
dozviddme ze dvou hlavnich zdroji poznatki o egyptské
matematice, Rhindova a Moskevského papyru, Egyptané vymysleli
sice slozitou, ale celkem spolehlivou metodu pro vypocet plochy
¢tverce, obdélniku a lichobézniku. Napiiklad plochu kruhu pocitali
tak, ze jej nahradili ¢tvercem o stran¢ rovné osmi devitinam jeho
priméru, coz vychazi stejn¢, jako kdybychom pocitali s hodnotou
pi rovnou 3,16. Stafi Egyptané znali dokonce pijcky, urok se
stanovoval jednoduse na 100 % za rok.

Zatimco se Egyptané usazovali na bfezich Nilu, dalsi osidlo-
vani zacalo ve 4. tisicileti v Mezopotadmii, oblasti mezi fekami
Eufrat a Tygris. Nékdy mezi lety 2000 a 1700 pf.n.l. si nesemitsky
narod, sidlici severné od Perského zalivu, v Cele s panovnikem
Chammurapim podrobil své jizni sousedy. Sjednocené¢ kralovstvi
pak bylo pojmenovdno podle mésta Babylon, a pravé Babyloinané
ztejm¢ vymysleli matematicky systém, ktery je pokladan
za mnohem dimysInéjsi nez egyptsky. Z hlinénych tabulek

nalezenych v Asyrii naptiklad vime, ze babylonsky stavitel pocital
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objem hliny, kterou bylo potieba odebrat z kandalu s priifezem tvaru
lichobézniku, 1 kolik c¢asu tato prace zabere urcitému poctu
délnikd. Babylons$ti lichvafi dokazali pocitat dokonce 1 slozity
urok.

Texty na hlinénych tabulkdch dokazuji, ze Babylonané nepsa-
li rovnice a veSkeré ulohy a vypocty vyjadiovali slovy. Pravdépo-
dobné také znali Pythagorovu vétu. Tu sice pouzivali i Egyptané,
jak naznacuje technika napinact provazu, babylonSti pisafi vSak
pokryli hlinéné desticky trojicemi Cisel, pro které Pythagorova véta
platila. Pfitom nezaznamenavali pouze trojice s nizkymi
hodnotami, ale 1 s hodnotami vysokymi, napfiklad 3 456,
3367 a4 825, z<¢ehoz plyne, ze ziejmé znali elementdrni teorii
¢isel alespon do takové miry, ze byli schopni takové trojice
generovat.

Ani jedna =z téchto kultur vSak nedokédzala vyvodit pro
Pythagorovu vétu obecné pravidlo.

Geometrie Egyptant i Babylonani byla totiZz opfena pouze
o empirické znalosti, bezesporu vSak ptfispéla k matematizaci

fyzikalni reality.

3.3 Geometrie jako véda

Geometrie, a s ni celd matematika, se vSak =zacala stavat
skutecnou védou, az kdyz pocitila potfebu zobecfiovat vlastnosti
objevené ve specidlnich pfipadech; toto zobeciiovdni se zdroven
stalo jejim cilem a pravdivost takovychto tvrzeni se jiZ nemohla
opirat pouze o zkuSenost, ale vyzadovala prokazani.

Dlouhou dobu zuUstavala veSkera véda soucasti filozofie,
jelikoZz pottfeba racionalnich tvah se praveé ve filozofii zrodila,
a tak prvnimi, kdo se zabyvali zobecnénimi v oboru geometrie, byli
fecti filozofové (Thales, Eudoxos, pythagorejska Skola), ale teprve

matematici Euklides, Archimédes a Apolldonios se zaslouzili o to,
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aby se vystavba geometrie vytvofené Reky deduktivni metodou
zalozenou na zakladnich pojmech, axiémech a postuldtech stala

vychodiskem uspéSného rozvoje.

Vysadni postaveni mezi témito geometry ma pravé Euklides,
zejména pro své nejvetsi dilo Zdklady geometrie (fec. Stoicheia,
lat. Elementa), které je vedle Bible doposud snad nejvydavanéjsi
knihou svéta. Diky tomuto tfindctidilnému spisu se stal Euklides
nejznaméj$im z antickych matematikt a jeho dilo bylo dlouhou
dobu vzorem axiomaticky podlozené a deduktivné budované teorie
a az donedavna slouzilo bez jakychkoli zésadnich tuprav =za

ucebnici geometrie napfiklad na anglickych stfednich Skoléach.

Pokud mame alesponn stru¢né popsat historii neeuklidovské
geometrie, nelze se o Euklidovych Zikladech nezminit, nebot tato
prace paradoxné sehrdala dulezitou roli v objevovadni jinych nez

euklidovskych geometrickych svétu.

3.4 Euklidovy Zaklady geometrie

Toto souborné dilo fecké matematiky vznikalo od 6. stoleti
pt.n.l. a na knihdch, jez ho tvofi, se podilelo mnoho vyznaénych
feckych matematikd (jmenovat 1lze mnapf. Hippokrata =z Chiu,
Thaleta, Eudoxa 2z Knidu, Archyta =z Tarentu, pythagorejce a
Theaitéta z Athén). Euklides jej kolem r. 300 pt.n.l. dokoncil a
jeho zésluhou je prfedevsSim uspotfadani poznatki, pfi némz se snazil
postupovat od jednodus$si latky ke slozitéj§i a sva tvrzeni
dokazovat. Zaklady vSak neobsahuji tehdy zndmé matematické
vysledky. Euklides byl autorem i dalSich matematickych dél, mezi
n¢z patii napt. Data, Porismata a mimo to kniha o kuzeloseckach,
ktera se stala zakladem pro pozdéjSi vyznamné dilo Apollonia

z Pergy. Z jeho praci se dochovaly jen nékteré, nedosahly vSak
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vyznamu jeho Zakladu, které byly prfeklddany do arabskych jazyki
a z nich do stfedovéké latiny a postupem casu se staly jednou
z nejroz§ifen¢jSich knih zdpadni kultury. Dle odhadd jen tiskem
vy$lo vice nez 1 500 vydani, z nichz nékterd dosahla obrovskych

nakladu.

Euklidovy Zéaklady jsou rozdéleny do tfinacti knih. Jejich
vrcholem je prosluly systém axiomt, tedy nejjednodussich, dale jiz
nedokazovanych a nerozlozitelnych zakladnich pravd, na nichz je
vybudovana celd geometrie. Prvni kniha Zakladd se zabyva
trojuhelniky a rovnobézniky a konéi klasickym euklidovskym
dikazem Pythagorovy véty. Druhéd kniha je vénovédna planimetrii,
kniha tfeti a ¢tvrta planimetrii dale rozvijeji a podavaji nauku
o kruhu a tétivovych a tefnovych mnohouhelnicich. Kniha pata
pojednavd o pomérech, kniha Sestd pak zkoumd geometrickou
podobnost. V této knize Euklides mimo jiné vyslovuje roz§ifeni
Pythagorovy véty, kdyz uvadi, ze soucet podobnych obrazcit nad
obéma odvésnami se vzdy rovna obdobnému podobnému utvaru nad
preponou [12, s.48-49]. V dalSich knihach, sedmé az desaté,
Euklides vybudoval uplnou teorii cisel. Hovofi zde mimo jiné
o rozdilu mezi prvocisly a ¢isly slozenymi a predklada dukaz, ze
prvocisel je nekonecné¢ mnoho (dikaz o nespocletnosti prvocisel).
Fakt, ze kniha o geometrii se zabyvala také teorii ¢isel, miize byt
ponékud ptekvapivy. Euklides vSak <cisla reprezentoval jako
useCky, které mély urcité vlastnosti a geometricky vyznam. Prave
kvili budovéani teorie ¢isel pomoci geometrie a délek usecek se
dostal do nemalych obtizi pfi zédpisu iraciondlnich ¢isel, jimZ se ve
svém dile také vénuje. Knihy zbyvajici, jedendctou az tfinactou,
vénuje autor stereometrii. Pfi svych uvahach o objemu téles
Euklides postupuje tak, jako by ovladal zaklady infinitezimélniho
poctu, ktery objevili az v 17. stoleti Leibniz a Newton. Euklides
dnes byvad spojovan piedevSim s rozvojem geometrie, ackoliv se
v Zakladech nevénuje pouze ji. Tato matematicka oblast byla totiz

jeho axiomatickym pfistupem ovlivnéna pravdépodobné nejvice.

25



Euklides se tedy zabyval pouze geometrii rovinnou (planime-
trii) a prostorovou (stereometrii) a jeho (euklidovskd) geometrie
tvofi vibec nejstar$i ¢ast geometrie, zalozenou na axiomech, dale

pak definicich a postulatech.

Definic Euklides v Zakladech zavaddi dvacet tfi. Definuje
takové pojmy, jako jsou bod, ¢ara, pfimka, kruh, uhel, povrch a
rovina. Napt. kruh popisuje jako rovinny utvar uzavieny takovou
krivkou, ze vSechny usecky, které ji spojuji s jednim z bodu leZicich
uvniti tohoto kruhu zvanym stred, maji stejnou délku [23, s.32],
a rovnobézky vymezuje jako primky, které lezi-li ve stejné rovine,
se nikde nesbihaji, pokud bychom je v obou smérech prodlouzili do
nekonecna [23, s.32]. Uvadi vsak také, ze bod je to, co se nedéa
rozdélit, ¢ara nema zadnou Sifku atd. Jak je vidét, z dneSniho
pohledu jsou nékteré Euklidovy definice vdgni a sotva pouzitelné,
nebot se snazi definovat pojmy nedefinovatelné. Jiné z jeho
definic, napt. pravé definice kruhu, rovnobézek ¢i pravého uhlu,

vSak vyznam maji.

Euklides dale uvadi pét postuldtd (postulat je filozoficky
vyraz pro predpoklad lisici se od axiomu a hypotézy, ktery neni ani
evidentni, ani demonstrovatelny, ale ktery se predpokladad; je vzdy
povazovan za pravdivy a zrejmy, aniz by byl pozZadovadn
ditkaz [22, s.75]), z nichz lze vSechny dals§i pojmy logicky odvodit.

Jednd se o nasledujici postulaty:

Od kteréhokoli bodu ke kterémukoli bodu lze vésti eutheiu.
Eutheiu lze nepretrzité prodlouzit.
Z jakéhokoli stredu jakymkoli polomérem lze sestrojit kruh.

VSechny pravé uhly jsou navzdjem stejné.

L AN W N~

Kdyz dvojice eutheii protfata treti eutheou tvori na téze
strané vnitrni uhly mensi dvou pravych, pak ony dvé euthey,
prodlouzeny jsouce do nekonecna, sbihaji se na té strane, kde

jsou uhly mensi dvou pravych (obr. 8). [17, s.110]
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Na zakladé¢ téchto postulatd dokazal Euklides véty
o geometrickych ttvarech. Eutheou pfitom oznacuje pfimou cCdaru.
Nejednd se tedy ani o pifimku, nebot eutheu lze prodlouzit, ani

o usecku, nebot euthea nema krajni body.

3.5 Reakce na paty postulat

Na prvni pohled je vidét, Ze paty postulat se odlisuje od
vS§ech ostatnich. Euklides s nim nebyl spokojen a pokousel se mu co
nejdéle vyhnout. Proto prvnich 28 vét v Elementech dokazal bez

jeho pouziti. [32]

/o
i

o+ B < 180° Obr.8

Paty postulat: Kdyz dvojice eutheii protata treti eutheou
tvori na téze strané vnitini uhly mensi dvou pravych, pak ony dveée
euthey, prodlouzeny jsouce do nekonecna, sbihaji se na té strané,

kde jsou uhly mensi dvou pravych.

Tento postulat vzbudil velkou pozornost antickych filozofl —
matematikd a pozdé&ji 1 matematikd stfedovékych a novovékych.
Filozofové vytykali patému postuldtu naptiklad nepouzitelnost
takové definice pfi rozhodovani o rovnobé&znosti pfimek. Jak jiz
bylo feceno vySe, postuldty jsou zifejmé a nepotifebuji zadné dalsi
osvétlovani. Ztejmé je vSak to, co se odehrdva pfed naSim zrakem,

ale prodluzovani pfimek do nekonecna tuto vlastnost nemda. Ziejmée
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proto se jeSté za Euklidova zivota objevily ndzory, Ze se nejedna
o postulat, ale jen o tvrzeni, které je tfeba dokdzat pomoci Ctyf
ptedchozich  postulati. Euklides postupoval po vysloveni
patého postuldtu logicky spravné, ale tim spiSe se staval postulat
pfedmétem zkouméani a snah o jeho odvozeni ze ziejméjSich
tvrzeni. Casto se pak stavalo, ze matematici v ,,dikazu“ pouzili
néco, co meéli ve skute¢nosti dokéazat, nebot takové ,,samoziejmé*

véty byly s patym postulatem ekvivalentni.

S patym Euklidovym postuldtem jsou ekvivalentni napf. tyto
véty:

Axiom rovnobéznosti (viz dale Proclus)

Soucet vnitinich uhli v trojihelniku je 180°.

Soucet vnitinich ihli ve ctyfihelniku je 360°.

Kazdému trojuhelniku lze opsat kruznici.

Pythagorova véta

Hlavnimi davody, které vedly ke zpochybnéni pravdivosti
patého postulatu, byly jednak neskladnid formulace myS$lenky (bylo
k ni potfeba vice slov, nez k formulaci pfedchozich ¢tyf postulatl),
jednak zkuSenosti Rekt s o§idnosti smyslového poznani. Pramenem
nejistoty mohla byt i Euklidova zjevnd opatrnost pfi formulaci
postulatu; nehovofi totiz o tom, ze se dané ptfimky protinaji, ale

uvadi pouze, ze se sbihaji. Sbihat se vS§ak mohou i asymptoticky.

Nejeden matematik si vSiml napadné odliSnosti formulace
tohoto postulatu od ostatnich, a péaty Euklidiv postuldat tak m¢él

pozdé&ji zasadni vliv na vznik neeuklidovskych geometrii.
Jednim z prvnich matematikl, ktefi se snazili o dikaz patého

postulatu byl Posidonios (asi 135 — 50 pf.n.l.). Ten nalezl ideu

rovnobéznosti v pojmu, ktery dnes nazyvame ekvidistanta.
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Astronom a matematik Ptolemaios Klaudius (asi 100 — 178)
vysvétloval paty postuldt velmi komplikované, ve skutec¢nosti vSak
vychézel z jeho alternativni formulace, z niz odvodil puavodni
znéni. Tautologické tvrzeni vSak za dikaz samoziejmé¢ povazovat

nemuzeme.

Proclus Diadochos (410 — 485), scholarch na Platonové
Akademii, napsal k Zdakladum komentat, ve kterém seznamuje
¢tenadfe se svym pokusem odvodit paty postulat z prvnich ¢tyf. Pise
zde také, ze Ptolemaios podal chybny dikaz. Sdm Proclus ovSem
podal jiny chybny diukaz, kdyz mluvil o vzdalenosti rovnobézZnych
pfimek; sice ji blize nespecifikoval, tvrdil vSak, Ze je konstantni.
To ovSem nelze matematicky dokazat bez pouziti postulatu
o rovnobézkach, a Proclus se tedy dopustil stejné chyby jako
Ptolemaios. Objevil vSak, Ze paty postuldt je ekvivalentni jinému

axiomu:

Je-li dana primka a bod na ni nelezici, pak lze timto bodem

prolozit primku, ktera bude s prvni primkou rovnobézna. [32]

Tento axiom nese jméno Johna Playfaira, ktery v roce 1795

napsal k Zakladim vynikajici komentafr.

V podstaté stejné chyby jako Proclus s Ptolemaiem se
o né¢kolik stoleti pozdéji dopustil i bagdadsky ucenec Thabit ibn-
Quarra (830 — 901).

Svycarsky matematik a Eulerav 2ak Louis Bertrand
(1731 — 1812) ve svém dukazu patého postulatu predpokladal, ze
danym bodem lze k dané pfimce vést alesponn dvé rizné rovnobéz-
ky. Rovinu pak rozdé¢lil na nekonecny pocet shodnych past a
konecny pocet shodnych uhli, kdy byl thel ¢asti pasu a dosel ke

sporu. Chyba ale spocivala v tom, Ze s nekonenymi mnoZinami

provadél operace, jako by byly konecné.
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Nasledovalo jesté¢ mnoho pokust dokéazat paty postulat
pouzitim zbylych ¢tyf, fada z nich byla pfijata, ale pozdéji se
ukazaly byt chybnymi. Dal§i matematikové zkoumali jiné
vlastnosti, s patym  postulatem ekvivalentni. John  Wallis
(1616 — 1703), piredni anglicky matematik pfednewtonovské ¢éry,
ktery mimo jiné zavedl znacku o pro nekonecno, v roce 1663

dokazal néasledujici tvrzeni jako ekvivalentni patému postulatu:

Ke kazdému trojuhelniku existuje podobny trojuhelnik libo-

volného zvétseni. [32]

Ve snahédch o dikaz patého postulatu sehrdla vyznamnou roli
prace Girolama Saccheriho (1667 — 1733). Dulezitost jeho dikazu
z roku 1697 spocivd v novém piistupu. Nejprve se také pokousel
paty postulat dokédzat pfimo, pak se ale vzdal nadéje na uspéch
touto cestou a zvolil dikaz pomoci sporu, kdy chtél dokazat, ze
negovany paty postulat je s ostatnimi postulaty neslucitelny.
Ptipustil tedy, Zze mohou platit soucasné¢, a chtél dojit ke sporu. Ve
svém postupu bohuzel wudélal chybu, odvodil vSak ftadu vét

neeuklidovské geometrie, aniz k ni dospél.

Saccheriho pokracovatel, némecky matematik, fyzik, astro-
nom a filozof Johan Henrich Lambert (1728 — 1777) dospél ve své
préci jesté blize cili. V roce 1766 totiz ukédzal, Ze v Saccheriho
nové geometrii roste soucet whlid v trojuhelniku, pokud velikost
plochy trojuhelnikt klesa. Pfesto se Lambert nestal objevitelem
neeuklidovské geometrie, nebot se nedokazal zbavit pfedsudkl a

domnival se, ze to, co vidi, je pouhy klam.

Wallis, Lambert 1 Saccheri vychazeli =z dél arabskych
matematikd Nasira ad-Din at-Tasiho (1201 — 1274) a Omara
Chajjama (1048 — 1131), ktefi ve svych na sebe mnavazujicich
pracich ucinili ve snahdch o dukaz patého postulatu vyznamné

kroky.
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Ctyficet let svého Zivota stravil studiem postulatu
o rovnobézkach Adrien Marie Legendre (1752 — 1833) a svou praci
shrnul v dodatcich k riznym vydanim velmi uspéSné knihy
Elements de Géométrie. Dokazal napiiklad, Ze Euklidav paty

postulat odpovida tvrzeni:

Soucet uhlii v trojuhelniku je rovem dvéma pravym uh-

lim. [32]

Jean le Rond D'Alembert (1717 — 1783) oznacil v roce 1767

problém rovnobézek za skandal elementarni geometrie.

3.6 Objev neeuklidovskych geometrii

Prvnim matematikem, ktery do problému péatého Euklidova
postulatu pronikl hloubé&ji a zac¢al chapat otdzku rovnobé&znosti, byl
Gauss. Toto téma ho prildkalo jiz roku 1792, kdy se ve véku
pouhych patnacti let pokusil odvodit paty postuldt pomoci ctyft
zbylych postulatd. Roku 1813 vsak pfiznal, ze velkého uspéchu
nedosahl. O ¢tyfi roky pozdéji vyjadfil své presvédceni, Ze paty
postuldat je na ostatnich postulatech nezavisly. V letech 1813 az
1816 jako profesor matematické astronomie v Gottingenu totiz
kone¢né ucinil definitivni pralom, na ktery svét cekal uz od
Euklida. Vypracoval rovnice vyjadiujici vztahy mezi castmi
trojuhelniku v novém, neeuklidovském prostoru, jehoz strukturu
dnes nazyvame hyperbolickou geometrii.

Tak zacal studovat disledky geometrie, v niZ miZeme bo-
dem, ktery nelezi na dané pfimce, vést k této pfimce nckolik
rovnobézek. Samostatné¢ tak rozvinul geometrii, kterd si
neodporovala, v niz neplatil postulat o rovnob&zkach a soucet uhli

v trojuhelniku byl mens$i nez 180 stupii.
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Celou teorii mél Gauss patrné vytvotfenou jiz roku 1824.
V cesté k uspéchu mu tak branila jedind véc — tuto svoji praci
uchovéaval v tajnosti. JeSté za Gaussovych c¢ast nebyly véda a
filozofie prisné¢ oddélené, fyzice se naptiklad netikalo ,,fyzika®,
ale ,pfirodni filozofie®“. A v té dobé¢ filozofii vlddly ndazory
Immanuela Kanta, ktery ve svém stézejnim dile [20] nazyval
euklidovsky prostor ,nezbytnou potiebou mySleni®. Kant piSe:
Prostor je nutnou predstavou a priori, ktera je zakladem vsSech
vnéjsSich nazoriu (...), lze si totiz predstavit jen jeden jednotny
prostor (...). Geometrické véty jsou totiz vSechny apodikticke, tj.
spojené s vedomim své nutnosti, jako napriklad, Ze prostor ma jen
tri rozmery (...). [20, s.56 a 58] Gauss tedy nechtél vyvolavat
spory.

V zadsadé¢ k téze geometrii jako Gauss dospél pravnik
Schweikart, ktery objev Gaussovi predvedl, za coz sklidil
pochvalu. Schweikartiv synovec Taurinus, kterému vsSak Gauss
roku 1824 své mySlenky svéfil, roku 1825 uvetejnil jako prvni
uvahy o neeuklidovské geometrii a také hovotil o imaginarni kouli,
opét vSak upadl do Saccheriho chyby a posléze tvrdil, ze postulat

o rovnobézkach plati vyhradné v Euklidové smyslu.

Gauss vedl o teorii rovnobézek debaty se svym ptitelem
Wolfgangem von Bolyaiem, ktery se také snazil paty postulat
dokéazat, avSak neuspéSné. Jeho syn Janos byl timto problémem
rovnéz velmi zaujat, ackoli ho jeho otec od snah o dikaz, které
zacal povazovat za nesmyslné, zrazoval. Janos Bolyai se vSak
odradit nedal a v roce 1823 napsal otci, ze objevil velmi
prekvapujici véci, nebot se mu podarilo vytvorit podivny novy
svet. [32] A skuteéné vybudoval neeuklidovskou geometrii
totoznou s geometrii Gaussovou. Své poznatky pak vydal v ptiloze
0 24 stranach v otcové knize publikované roku 1832.

Poté, co si Gauss ptilohu prostudoval, napsal svému ptiteli,

ze mlady geometr Janos Bolyai je génius prvniho radu. [32] Bolyai
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pfitom pouze predpokladal, ze paty postulat neplati, a Ze by tedy
mohla existovat novad geometrie, a cekal, zda dojde ke sporu.
Pfelom nastal ve chvili, kdy Gauss ptipustil existenci neeuklidov-
ské geometrie jako geometrie realné mozné. Sdm pozdéji uvedl, Ze
neeuklidovskou geometrii objevil dfive nez Bolyai, pouze vysledky
své prace nepublikoval. To ovSem nemda na Bolyaiiv pfinos

matematice zadny vliv.

Nezavisle na Gaussovi a Bolyaiovi uvefejnil roku 1829 préaci
o neeuklidovské geometrii 1 rusky matematik Lobacevskij. Byla
publikovdna pouze v Rusku v univerzitnim <casopise Kazansky
zpravodaj, a Bolyai ani Gauss tedy tuto praci neznali. Ackoli se
Lobacevskij snazil ptiblizit praci Siroké vefejnosti, jeho ¢lanek byl
odmitan.

AZ roku 1840 vesly Lobacevského tvahy o neeuklidovské
geometrii ve zndmost, kdyz publikoval knihu Geometrické objevy
v teorii rovhobézek o délce 61 stran. Tak revolu¢ni mySlenky vSak
matematikové jeSté nebyli s to prfijmout.

Lobacevskij rozdélil vSechny pifimky v roviné na ty, jez
danou pfimku protinaji, a na ty, jez ji neprotnou. Zarovei postulat
o rovnobézkach nahradil postulatem novym, ktery tvrdi, ze existuji
dvé primky prochdzejici bodem nelezicim na dané pfimce, které
jsou s danou pfimkou rovnobézné.

Ukéazal rovnéz, Ze v malych rozmérech se zadkonitosti
neeuklidovské geometrie blizi zadkonitostem platicim

v euklidovském prostoru.

Zajimavosti je, ze Lobacevského difive ucil Johann Bartels,
ktery pusobil jako profesor v Kazani. On a Wolfgang Bolyai se
neeuklidovskym prostorem dlouho zabyvali a do diskusi o ném
zapojili také Gausse. Otazkou zlUstava, zda to byla opravdu nédhoda,
ze kratce poté, co Gauss objevil tuto ohromujici teorii a debatoval
o ni s ptrateli, ptatelé a pribuzni jeho ptatel pfichdzeji se stejnym

vyznamnym objevem. VetSina historiki se vSak dnes domniva,
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ze se Sifila spiSe podstata Gaussovy prdce nez konkrétni fakta a ze

Bolyai a Lobacevskij o svém snazeni v té dob& navzdjem nevédeli.

Riemann, ktery svoji doktorskou diserta¢ni praci psal pod
Gaussovym vedenim, ve své inauguracni pifednasce 10. ¢ervna 1854
pfeménil cely koncept geometrie. Geometrii definoval jako prostor
s dodate¢nou strukturou, ktera umozZznuje studovat jeho vlastnosti.
Riemann ve své prednaSce kratce popsal ,sférickou® geometrii,
v niz kazda pfimka prochézejici bodem P nelezicim na pfimce tuto
pfimku protne. V Riemannové¢ geometrii neexistuji rovnobézky.
SpiSe nez na celkovou charakteristiku se zaméfil na vlastnosti
malych oblasti povrchu. Vysvétlil, jak je mozné kouli interpretovat
jako dvourozmérny elipticky prostor, a tato prednaska, kterd byla
publikovdna az roku 1868, dva roky po Riemannové smrti, tak méla

z4dsadni vliv na rozvoj diferencidlni geometrie.

Bolyai ani Lobacevskij neukézali, ze jejich popis nové geo-
metrie je konzistentni.

Prvnim, kdo se konzistenci neeuklidovské Bolyaiovy-
Lobacevského geometrie zabyval, byl Eugenio Beltrami. V ¢lanku
Esej o interpretaci neeuklidovské geometrie z roku 1868 predstavil
trojrozmérny euklidovsky model dvourozmérné neeuklidovskeé
geometrie, ktery realizoval na pseudosféfe. Tento model sice nebyl
uplny, ale umoznil formulaci kone¢nych zavért o Euklidové patém
postulatu.

Beltramiho praci na tomto modelu dokonc¢il roku 1871 Felix
Klein. Navic popsal 1 dals$i modely neeuklidovskych geometrii,
napfiklad Riemannovy geometrie sférické.

Klein ukéazal existenci tfi typd geometrii a shrnul jejich
vlastnosti. Pfimky v Bolyaiové-Lobacevského geometrii maji dva
nekonecné vzdélené body, pfimky v Riemannové geometrii nemaji
zddné dva nekonec¢né¢ vzdalené body (resp. maji dva imagindrni
nekonecné¢ vzdéalené body) a euklidovskd geometrie je hranic¢ni

pfipad mezi témito dvéma typy geometrii.
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Objev neeuklidovské geometrie byl zlomovym krokem vyvoje
lidského mySleni. Ukdzal né€co, co protifec¢ilo smyslové zkuSenosti
¢lovéka, a tim 1 obecné pfijatému nazoru. Navic to bylo poprvé, co
se povedlo ukazat, ze v ramci daného axiomatického systému jisté
tvrzeni dokéazat nelze a tato mySlenka se pozdéji stala jednim
z pilifd vniméani svéta a lidskych mozZnosti. Tim, Ze bylo ukéazéno,
ze tradi¢ni pifesvédéeni lidstva o pravdivosti a neménnosti
dosavadniho poznani nemusi byt zalozeno na pravdivych
argumentech nebo ze tyto argumenty nemuseji byt vycerpavajici, se
oteviel prostor pro zpochybnovani ,,absolutnich pravd“ i v jinych
oblastech lidského mySleni, nez byla matematika. Objev
neeuklidovskych geometrii spolu s dal§imi revolu¢nimi mySlenkami
(napt. teorie evoluce Charlese Darwina, zaloZzend na ptfirodnim
vybéru, ¢i Laplaceova teorie o vzniku slunecni soustavy z rotujici
mlhoviny [2]) tak podpofil vstiicnost vic¢i jinym néazorim, a ve

svém dusledku tedy i toleranci odliSnych kultur.
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4.1 Tri zakladni druhy geometrii

Geometrii, o jejiz objev se zaslouzili Gauss, Bolyai a
Lobacevskij, dnes nazyvame geometrii hyperbolickou.
V hyperbolickém geometrickém prostoru lze v rovin€ vést k dané
ptimce p danym bodem na ni nelezicim pravé dvé rovnobézky,
a navic mnoho raznych piimek, které pfimku p nikdy neprotnou,
a v disledku toho je soucet uhld v trojuhelniku mens8i neZ dva ahly
pravé.

V klasickém, euklidovském prostoru lze, jak vime, v roviné
vést k dané pfimce p danym bodem na ni nelezicim pravé jednu
ptimku, kterd pfimku p nikdy neprotne, v disledku ¢ehoz je soucet
uhlld v trojuhelniku roven dvéma uhlim pravym.

Zbyva tedy takovy geometricky prostor, v némz by se protnu-
ly kazdé dvé ruzné pirimky lezici v téze roviné a soucet uhla
v trojuhelniku by byl vétsi nez dva uhly pravé. Takovy geometric-
ky svét nazyvame eliptickou geometrii. Ta byva nékdy nazyvana
geometrii Riemannovou, jelikoz se o jeji zrozeni zasadnim
zpusobem zaslouzil Bernhard Riemann pii rozvijeni diferencialni
geometrie. Konecnou podobu vSak obdrzela az v Erlangenském

programu Felixe Kleina. [31]

4.2 Popis neeuklidovskych geometrii

Chceme-li se blize sezndmit s matematickym popisem neeu-
klidovskych geometrii, miZeme cerpat zejména z publikaci [I1],

[15], [19], [25] a [31]. Nize uvedeny popis pfejimédm s Gpravami
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predevsim z knihy Egmonta Colera [11], nebot je diky své

ptehlednosti pro potfeby této prace nejvhodnéjsi.

Ozna¢me si n—-rozmérny prostor R,. (Povrch koule pak bude
stejnomérné zakfivenym prostorem R;, kruh stejnomérné zakfiveny
prostor R;.) Miru pro zakfiveni, tzv. kfivost, vymyslel pro R, jiz
Isaac Newton, na plochy pak pojem kfivosti rozsSitil Gauss.
Abychom zjistili miru zakfiveni, stanovime dvéma <¢iselnymi
hodnotami nejvétsi a nejmensSi zakfiveni prvku plochy. Vychazime
pfitom z toho, ze kazdy nejmensi dilek libovolné ktivky je mozno
povazovat za nepatrnou c¢ast kruhového oblouku. Tak ma kazdy
prvek kiivky v jakémkoli misté takzvany polomér kfivosti, ktery je
roven poloméru kruZznice, s niz je pravé v tomto misté ktivka

identickd (obr. 9 [11, s.384]).

Obr. 9

Cast AB kiivky k na obrazku ma tak polomér kiivosti p; a
¢ast CD polomér ktivosti p,. Kfivost vyjadfujeme prevrdcenou
hodnotou poloméru ktivosti, tedy 1/p; a 1/p,. Podle umluvy

mizeme jeSté urcit smeér zaktiveni, a to znaménkem. Znaménkem se

37



budou lisit takové poloméry kiivosti, které probihaji opacnymi
sméry, coz znamena, ze stifedy kruznic kfivosti (v naSem pfipadé
M, a M,) lezi na opacnych stranach ktivky. V pfipadé uvedeném
na obrazku tedy uvazujeme kfivosti 1/p; a —1/p,, nebo —1/p; a
1/p,.

Abychom zjistili Gaussovu kfivost plochy, prolozime méfe-
nym prvkem plochy dvé kolmé prisecné roviny, které stoji kolmo i
k sob¢é navzajem (obr. 10 [11, s.384]). Jako vyslednou kfivost pak
obdrzime soucin kiivosti obou prvka kfivek, které dostaneme jako
prisec¢ik s rovinami, ¢ili 1/(p;p2). Lezi-li oba stfedy kfivosti na
opacnych stranach zakfivené plochy, musi byt jedna ze dvou
ktivosti zdporna, vyslednou kfivost pak obdrzime jako —1/(p1p2) a
mluvime o plochdch se zdpornym zakfivenim nebo také plochach

sedlovitych, jak je vidét na obr. 10.

Obr. 10
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O takovych plochéach, jejichz oba poloméry kfivosti maji
v kterémkoli misté stdle stejnou velikost, tzn. |p1| =|p2|, mluvime
jako o plochach s kladnym nebo zdpornym konstantnim zakfivenim,

a jejich kfivost je tedy rovna £1/p%, kde p =lpil =|pal .

Takovych ploch jsou tfi druhy:

1) Jsou-1i p; = p, kladné (ne nekonec¢né), pak jde o plochu
kulovou neboli sférickou.

2) Lisi-li se p1 a p» znaménkem (a nejsou-li nekonecné),
dostdvame zaporné konstantné zakifivenou plochu, kterd se
v kazdém bodé rovna pravidelné plosSe sedlovité. Takova
plocha se obecné oznacuje jako pseudosféra.

3) Jsou-li oba poloméry kfivosti nekonecné, stejné ¢i opacné
orientované (tzn. p; = p = © nebo p; = +towo, p = —o0), dosta-
vame kfivost plochy rovnou 1/0? nebo —1/w0?, tedy konstantné

zaktivenou plochu s kfivosti rovnou nule, ¢ili rovinu.

Vidime vSak, Ze k tomu, aby vyslednd kfivost byla rovna
nule, staci, jestliZze je nekonecnu roven jen jeden z obou polomért
ktivosti p;, p2. Plocha s kfivosti 1/(p1p2), kde se bud p;, nebo p;
rovnd nekone¢nu, mé rovnéz kfivost 0, a ptesto je zakfivena.
Ptikladem takové plochy je plast valce nebo kuzele. Je-li kfivost
plochy rovna nule, pak na této ploSe plati euklidovskd geometrie a
axiomatika, je-li jind nez nula, plati jedna z geometrii neeuklidov-
skych. Valec a kuzel maji skuteéné rozvinutelné plasté, jez lze
bez protazeni rozvinout a svinout do roviny. Narysujeme-li tedy
na list papiru geometrické konstrukce, mizeme tento list ovinout
kolem valce ¢i kuzele, aniz se zméni poméry obrazcu. Proces
navijeni a rozvijeni je tfeba si ptfedstavit prodlouzeny
do nekonecna, aby nedochazelo k pfesahovani obrazct. Proto na
euklidovskych plochidch kolmo k ose existuji nekonecné dlouhé¢
euklidovské ptfimky. Byl to pravé Gauss, kdo ucinil euklidovskou

nebo neeuklidovskou strukturu plochy zéavislou na kfivosti.
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Na zaktivenych plochach typu 1) jsou pii kfivosti plochy
1/p? > 0 tedy na kouli g-liniemi (jak zde nazyvame nejjednodussi
ktivky reprezentujici pfimky) hlavni kruznice, a to z toho davodu,
ze dva body lezici na povrchu koule lze nejkrat§Sim zpisobem spojit
pravé kratsi ¢asti oblouku hlavni kruznice. Doplnék tohoto oblouku
na celou kruznici, je pak nejdelsi moznou spojnici. Je tedy vidét,
ze kdyby byly oba body protéjSimi (napf. poly na zemckouli), pak
by byly obé¢€ spojnice stejné¢ dlouhé, a bylo by jich navic nekonecné
mnoho (vSechny poledniky). Z divodu jednoznacnosti se proto ve
sférické geometrii omezujeme c¢asto pouze na polokouli. Z tvaru
g-linii na kouli také plyne, Ze zde neplati postuldt o rovnobézkach.
JelikoZz se vSechny g-linie, jsou-li prodlouzeny, musi navzdjem
protnout ve dvou bodech v kone¢nu, neexistuji na povrchu koule
zadné rovnobézné g-linie. Z toho také vyplyva, Ze zde neplati véta
o 180stupnovém souctu uhld v trojuhelniku, ktera je s postulatem
o rovnobé&zkach ekvivalentni. Vnitfni geometrie na kouli se fidi
hypotézou tupého thlu, proto ma trojuhelnik na kouli soucet 0hlu
X>180°. Je zde moZné narysovat trojuhelnik se tfemi pravymi uhly

(obr. 11 [40]).

Obr. 11

Vnitini geometrie povrchu koule je tedy geometrii eliptickou

a byvéa nejcastéji nazyvana také geometrii sférickou.
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Je-li kiivost plochy —1/p* < 0 (typ 2)), vznika na této zaporné
zaktfivené ploSe tzv. pseudosféricka neboli hyperbolicka geometrie.
Tato plocha, jelikoz ma konstantni zakfiveni, musi v kazdém bod¢
odpovidat ploSe sedlovité se dvéma stejnymi poloméry kfivosti
v riznych smérech. Takovych ploch, jimz tato vlastnost vyhovuje,
najdeme vice (obr. 12 b, c[11,s.391]). Jako nejcastéjsi tvar
pseudosféry byva uvadéna plocha vznikajici rotaci kfivky traktrix

(obr. 12 a 11, s.391]).

Obr. 12

I na pseudosféfe existuji g-linie jako nejkratsi spojnice dvou
bodia. Utvofime-li z nich trojuhelniky, zjistime, Ze zde plati
hypotéza ostrého uhlu a soucet uhld v trojuhelniku je pfi kfivosti
k= — 1/p* mensi nez dva pravé uhly, tedy £<180°. TakZe je opdt
porusen EuklidGv postulat o rovnobéZzkach: Na pseudosféie existuji
k dané g-linii vzdy dvé rovnobézné g-linie vedené jednim bodem, a
navic nekone¢né¢ mnoho g-linii, které ji neprotinaji, a stejné tak

n¢koneéné mnoho g-linii, které ji protinaji.

A konec¢né, jestlize se p; = p2 =0 (typ 3) nebo je-li
nekonecny jen jeden z polomért, pfechdzime, jak jiz bylo feceno
vyse, do planimetrie roviny neboli planimetrie euklidovské, ktera

byva nazyvana také geometrii parabolickou.
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Tti

hlavni typy geometrii (s konstantni kfivosti) jsou

nazornéji sestaveny v tabulce 1 ([11, s.393],[40]):

Koule k=1/p Elipticka,
(Sféra) (p1 = p2 sféricka

kostant- geometrie

ni) (neeukli-

dovska)

Rovina k=0 Parabolic-
(popf. (p1 = p2 ka, rovinna
plast kon- geometrie
véalce stantni (euklidov-
nebo nebo ska)
kuzele) P = ©

nebo

p2 = ©)
Pseudo- |k = —l/p2 Hyperbo-
sféra (p1 = —p2 licka,
(nebo kostant- pseudosfé-
ekviva- ni) ricka
lentni geometrie
rotacni (neeukli-
plocha) dovska)

Tab. 1
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Je vsSak samozifejmé, ze poloméry kfivosti nemusi byt
navzajem stejné a zakfiveni plochy nemusi byt v kazdém bodé
konstantni. Nekonstantné¢ zakfivené plochy s kladnym, nebo
zdpornym zakfivenim maji také kazdad svou vlastni neeuklidovskou
geometrii. Existuje tedy tolik riznych geometrii, kolik je druht
zaktfivenych ploch a pouze ve zlomku z nich plati Euklidiv axiom
o rovnobézkach. Pro néas je vSak, vzhledem ke tvaru na$i planety,
z neeuklidovskych geometrii nejzajimavéjsi geometrie sféricka,
jinak v nasem svété nemame mnoho divodu zabyvat se jinymi
neeuklidovskymi formami geometrie; zakfivené plochy si mizeme
pfedstavit jako vlozené do prostoru euklidovského a vztahovat je
na kartézsky systém soutadnic.

V euklidovském prostoru R;, R,, ..., R, mad primka stale
stejny charakter, totéz musime ptredpoklddat o ostatnich g-liniich
v prostorech s konstantni kfivosti. Pfi nekonstantni kfivosti se
méni charakter g-linii od mista k mistu.

VSechny véty souvisejici s axiomem o rovnobé&ézkach plati
tedy pouze v geometrii euklidovské a metrické vztahy jsou v obou

typech geometrii jiné.

Jednim z pozoruhodnych zakfivenych prostort R, je
tzv. Mobiova paska (jinak také Mobiav list, Mobiav pas, Mobitv
pasek). Jednd se o plochu, kterd ma jen jednu stranu a jednu hranu
(obr. 13 [37],[54]). Model takové plochy si mizeme snadno vyrobit
z prouzku papiru, oto¢ime-li prouzek na jednom konci o 180° a oba
konce slepime. Pokud na libovolném misté povedeme g-linii
rovnobéznou s okrajem, tato linie se vrati sama do sebe, a je tedy
neohrani¢ena. Kdyz opét prouzek rozstfihneme, zjistime, Ze jsme
pokreslili jednim tahem ob¢ jeho strany. Protoze zadnou c¢aru nelze
vést z jedné strany povrchu na druhou, aniz bychom ptekroc¢ili jeho
okraj, je to dikaz, ze Mdbiova paska méa opravdu jen jednu stranu.
A jelikoz stranovost je pevn¢ spjata s existenci okraju, je jasné, ze

tato paska ma také jen jeden okraj. To muZeme opét ovéfit tak,
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ze jej obarvime a po dokonceni nadm zadny neobarveny okraj

nezbyva. Takové prostory nazyvame prostory neorientovatelné.

Midbiova pazka

Obr. 13

Kleinowva ldhewy

Obr. 14

Uzavieny povrch, ktery odpovidd Mdobioveé pdasce je
tzv. Kleinova lahev (obr. 14 [36], [14, s.203]), pojmenovana po
svém objeviteli, v kapitole 2 jiZ zmifnovaném Felixi Kleinovi. Je to

dvojrozmérny geometricky utvar, ktery si lze predstavit jako

44



nadobu, kterd nemd Zaddnou hranu, vnitiek ani vnéjSek, nelze u ni
rozhodnout, ktery bod prostoru je vné a ktery uvnitf 1dhve, jelikoz
jeji vnitfni a vn¢jsi cast splyvaji, z ¢ehoZz opét plyne, Ze tato
plocha ma pouze jeden povrch. Vhodnym fezem Kleinovy lahve
vznikad MoObiova paska a lze ji teoreticky sestrojit tak, Ze slepime
k sob& dvé Mobiovy pasky podél jejich jediného okraje. Jakozto
matematicky objekt existuje Kleinova ldhev pouze ve Ctyfrozmér-
ném prostoru, kde mnemusi prochidzet sama sebou. V naSem
trojrozmérném prostoru musime jeji povrch protahnout sebou
samotnym, jak je vidét na obr. 14.

Dalsi vlastnosti Mobiovy pasky a Kleinovy ldhve, jez odhalu-
ji nékteré pokusy s témito pfedméty, které lze uskutecnit ve vyuce,

budou popsany v kapitole 8.
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Netrvalo dlouho a neeuklidovska geometrie, kterda se mnohym

nejprve zdéala byt pouze abstraktnim vytvorem znudénych mysli
genialnich matematikd, nasla své praktické uplatnéni a ukazalo se,
ze je s prostfedim, v némz zijeme, spjata daleko vice, nez se na
prvni pohled mohlo zdéat. A opét se zacala hroutit do té doby platna
a zdéanlivé neotfesitelnd ,fakta“, nebot po Euklidovi to byl
ptedevsim Isaac Newton, kdo na objev neecuklidovské geometrie

»doplatil®.

5.1 Obecna teorie relativity

Nasledujici faktické uadaje tykajici se obecené teorie
relativity ¢erpam z publikace Leonarda Mlodinowa [23] a ze zdrojl
[36], [62] a [63].

Zacatek jedenactileté éry, kterd védce postupné zavedla do
nového vesmiru se zakfivenym prostorem, jehoZz existenci
matematicky pfipoustéli Gauss a Riemann, znamenaly dva c¢lanky
z roku 1905, které svému tvurci, Albertu Einsteinovi, vynesly
nesmrtelnou sldvu. V tomto roce Einstein formuloval svou
specialni teorii relativity, jez vysvétlovala chovani svétla Sitficiho
se prostorem. Navéky se tak propojily prostor a ¢as a z jejich
svazku vzesSla vskutku vystifedni geometrie.

Teorie relativity tvrdi, Ze kazdy vnimé vztah prostoru a Casu
jinak, tato subjektivnost jejich méfeni se ostatné odrdzi v nazvu
teorie, proto je podle Einsteina tfeba geometrické pojmy upravit

tak, aby zahrnovaly pravé Cas i prostor.
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Ve specialni teorii relativity pfistupoval Einstein k problému
jesté euklidovsky, byla vsak jiz pfedznamendnim pozdéjSich
revolu¢nich teorii, kde jiz sehrdla zdsadni roli geometrie
neeuklidovska. V této, feknéme ,,umirnénéjsi“ teorii postavil své
uvahy na dvou axiomech, které lze zjednoduSené¢ reprodukovat
takto:

1. Zda jsme v klidu, anebo se pohybujeme rovnomérnym
primocarym pohybem, zjistime pouze porovndnim s jinymi
télesy. [23, s.168]

2. Rychlost svétla nezavisi na rychlosti svételného zdroje a je

stejnd pro vSechny pozorovatele ve vesmiru. [23, s.169]

V dusledku to znamend, ze délka pfedmétl zavisi na pozoro-
vateli, ktery se na né divd. Konkrétné dochédzi ke zkraceni délky
objektu, ktery se vzhledem k pozorovateli pohybuje, nez kdyby
byly objekt a pozorovatel vici sobé v klidu (tomuto jevu fikédme
Lorentzova kontrakce délek), coz je jisté zcela novy druh
geometrie. A podobné jsme na tom i1 s ¢asem, jelikoz Einstein ve
své teorii ptripousti, ze udalosti, které jsou soucCasné v jedné
vztazné soustaveé, nemusi byt soucasné v jiné vztazné soustaveé.
Ackoli Einstein Newtona obdivoval, popiral tedy jedno =z jeho
hlavnich pfesvédceni, a to existenci absolutniho prostoru a cCasu.
Navic svou teorii fikal, Ze svétlo nepotfebuje zddné médium pro
své Sifeni, a tim vyvracel i existenci éteru, tedy jakési pevné latky
prostupujici celym vesmirem, kterd byla po dvé sté let pilifem

fyzikalni teorie.

Einstein si vSak jiz roku 1905 uvédomoval, ze jeho teorie
neni Uuplna. Podatilo se mu uz setfit rozdil mezi klidem a
rovhnomérnym pohybem (nenulovou rychlosti), ¢&imz postavil
inercidlni pozorovatele na stejnou Uroven. Zatim vSak §lo vlastné
jen o novou kinetiku, ktera popisovala, jak télesa reaguji
na pusobeni konkrétnich sil, tyto sily vSak jiz ddle nevysvétlovala.

Proto hledal novy princip, pomoci kterého by mohl teorii relativity
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vylepSit, a snazil se ji rozSitit tak, aby =zahrnovala vSechny
pozorovatele, tedy i ty, ktefi se vzhledem k inercidlnim soustavidm
pohybuji zrychlené, a tak by se jeho teorie v ptfipadé ,,nerovnomér-
ného“ pohybu obesla bez ,fiktivnich® sil, které byly dusledkem
toho, ze pro wudalosti nahlizené dvéma pozorovateli jako by
ve specialni teorii relativity platily odlisné zédkony. Tato jeho nova
teorie byla pozdé¢ji nazvdna ,,obecnou teorii relativity*.

V roce 1905 platila jedinad teorie gravitace, a to Newtonova.
Jelikoz vSak Einsteinova teorie nahradila Newtonovy pohybové
zakony novou kinetikou, gravitadni teorie se specialni teorii
relativity uz nekorespondovala. Einstein tedy musel vypracovat
takovy popis gravitace, kterd s ni bude v souladu. Voditko
pro vypracovani teorie mu poskytlo pozndni, k némuz dospél
prostfednictvim mySlenky, kterou pozdé¢ji oznacil jako ,nejStast-
néjsi ve svém zivoté*: ,Kdyz ¢lovek padd volnym padem,
neuvédomuje si tizi vlastniho téla®.

Tento vyrok se v obecnéjSim pojeti stal tfetim Einsteinovym
axiomem, principem ekvivalence:

Setrvacnad a gravitacni hmotnost jsou si navzdjem umérné, pri
vhodneé volbé jednotek jsou si rovne. [62]

Z toho vyplyva, Ze pouze porovnanim s jinymi télesy lze
zjistit, zda se téleso pohybuje s rovmnomérnym zrychlenim, nebo
stoji v klidu v homogennim gravitacnim poli. [23, s.185]

Jinymi slovy princip ekvivalence, platici pro homogenni
gravitac¢ni pole, vede k tomu, ze gravitace je také takova ,fiktivni®
sila, ¢imz dochazi k neodliSitelnosti setrvacnych a gravitacnich
jevi. Princip tak umoZzZiiuje popisovat gravitaci za pomoci kfivého

¢asoprostoru.

Pti zjistovani uc¢inkld gravitace na ¢as a prostor analyzoval
Einstein vysledky vjema riznych pozorovateld pohybujicich se
zrychlenym pohybem, ktefi si mezi sebou vymeénovali nacasované
svételné signaly. Jelikoz pro né tak neplatila specialni teorie

relativity, vyslovil pfedpoklad, Ze v dostate¢né malém prostoru,
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v dostate¢né kratkém case a pfi dostatecné malém zrychleni
specialni teorie relativity pfiblizn¢ plati. Mohl tak uplatnit
specialni teorii relativity i princip ekvivalence na infinitesimalni
oblasti i v nechomogennim poli. Pravé prace Gausse a Riemanna
umoznovaly Einsteinovi aplikovat tuto teorii na jakékoli gravitacni
pole, a to tak, Ze nehomogenni pole pokladal =za sklddanku
pospojovanou z infinitesiméalnich homogennich poli.

Einstein pfi svém badani odhalil, Ze pfitomnost gravitace
musi ovliviiovat tok casu a tvar prostoru. Poznatek, Ze gravitace
ovliviiuje tok ¢asu, vyslovil poprvé roku 1907, dalSich pét let mu
trvalo, nez si uvédomil, Ze ovliviiuje i prostor. Za zminku stoji, ze
o vztahu mezi gravitaci a zakfivenim prostoru se Einstein poprvé
zminil roku 1912 v Praze. Napsal: Protoze ve vztazné soustave, jez
rotuje vzhledem k inercidalni soustavé, dochazi k Lorentzoveée
kontrakci délek, pravidla, jimiz se rFidi tuha télesa, neodpovidaji
zakonim eukleidovské geometrie. Z toho diivodu je (reba
od eukleidovské teorie upustit. [23, s.188]

Proto Einstein potieboval novou geometrii — takovou, ktera
popisuje zaktiveni prostoru. NaStésti zde bylo Gaussovo a
Riemannovo dilo, a Einstein tak mohl 25. listopadu 1915 pfedstavit
svou praci Rovnice gravitacniho pole, v niz prohlasil, ze obecna

teorie relativity ,,koneéné¢ tvofi logickou uzavienou strukturu.*
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5.2 Praktické dusledky obecné teorie relativity

Einstein tedy dokdzal, Ze ptritomnost hmoty ovliviiuje
geometrii, protoze zakfivuje prostor (a cas). Presnéji feceno
ptedpoklada, Ze jakykoliv objekt s vlastni hmotnosti zakfivuje
prostor, ve kterém se nachédzi, a toto zakfiveni se projevuje jako
gravitace. Gravitace je tedy v Einsteinové pojeti =zakfiveni
¢asoprostoru, pricemz toto zakfiveni si miZeme ndzorné¢ predstavit
jako prohluben, jez zakfivuje povrch trampoliny, na které lezi
tézky predmét (obr. 15 [63]). Hmotnéjsi téleso pfitom zaktivuje
casoprostor ve vé&tSi mife. Stejné tak zakfiveni zdvisi na hustoté
daného télesa. T¢lesa se v tomto prostoru pohybuji po nejpfim¢j-
Sich moznych drahach, tzv. geodetikdch. Té¢lesa tedy casoprostor

sama vytvareji — bez nich neexistuje a nema smysl.

0Obr. 15

Dnes nejCastéjSim méfenym projevem zakfiveni prostoru jsou
gravitaéni CoCky. Objekt s intenzivnim gravitacnim polem lezici
mezi pozorovatelem a zdrojem svétla ¢i jiného zafeni zakfivuje

paprsky vychéazejici ze zdroje (obr. 16 a [36], b [62]).
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obraz vzdalené galaxie:
Einsteindyv pratensac

vedalena galaxie totkujici galaxie

Obr. 16a

Obr. 16b

Naptiklad kolem Slunce se zakfiveni prostoru projevuje sta-
¢enim perihelia Merkuru a odklonem svételného paprsku hvézd od

pfimky. Odchylka v poloméru Slunce, kterd zakfivenim vznika
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mezi skutecnym radidlnim méfenim a méfenim plochy povrchu
Slunce ¢ini 0,5 km.

Je tedy zifejmé, ze projevy zakfiveni Casoprostoru na Zemi
jsou téméf bezvyznamné. Piesto se v praxi neddvno zacaly
vyuzivat, nebot synchronni provoz sateliti pro GPS vyzaduje

korekce vychéazejici pravé z obecné teorie relativity.

Diky obecné teorii relativity se ukéazalo, Ze prostor, ktery
obyvame, je vlastné¢ neeuklidovsky, a navic se geometrie op¢ct stala
sttedobodem fyziky, <¢imz doSla docenéni prace Gausse a
Riemanna, jehoZ jméno bylo jeSté na zacatku Einsteinova badani

nezndmé nejen védci samotnému.
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6.1 Historie matematiky jako soucast vyuky

Na veétSiné naSich Skol tradiéné nebyvd zvykem =zavadét
historii matematiky jako souc€édst vyuky. Divodem je zfejmé Casova
omezenost vyucovaci hodiny a kvantum uciva, které Zaci maji za
vymezeny casovy usek zvladdnout. Jsem vSak piesvédcena, ze
alespon kratké vypravy do historie pravé probiraného tématu
ptispéji k oziveni vyuky, zvlasté v dobé, kdy se klade daraz na
mezipfedmétové vztahy. NejenZe si studenti roz§ifi obzory
zajimavymi poznatky, ale zasazeni strohych matematickych faktl a
udaji do historického kontextu (napf. informace o tom, kdo, kdy
a pro¢ dospél k urcitému objevu) ptispéje k jejich ,,zlidSténi* a
zptistupnéni pro zaka, ktery se na matematiku divd s nedivérou
jako na jasn¢ danou, jiZ uzavienou a neménnou védu, ve které neni
mista pro pochybnosti ani dalsi vyvoj, jak nékdy byva ve Skole
prezentovana. Pfitom pravé pochybnost je pro zaka tim, co zene
doptedu jeho zvédavost a touhu objevovat a prfedevSim dokazovat
¢i ovéfovat jiz objevené. K tomu je tieba vénovat pozornost
kultivaci kritického mySleni zakt a studentd snahou o vymyceni
formalismu konstruktivnim pfistupem k vyuCovani matematice a
oslabovanim jeho instruktivniho charakteru, nebot ne mnoho zakt
dnes usiluje o porozuméni jevim, které jim ucitel predklada.
Ukazkou toho, jak pravé pochybnost a schopnost kritického usudku
ptfispiva k vyvoji matematiky, rozSifovani stavajicich a odhalovani
novych a netuSenych obzord, je pravé historie neeuklidovské
geometrie, kterd mize byt v mnohém inspiraci pro studenty i jejich

udlitele.
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6.2 Neeuklidovské geometrie ve vyuce

Hypotéza genetické paralely tika, Ze vyvoj matematickych
ptedstav v hlavé zidka méa korespondovat s historickym vyvojem
téchto poznatkii v matematice jako védecké discipliné. Pravé proto
je dobré, kdyz ucitel hledd v historii didaktickou inspiraci, nebot
ucitel, ktery se zamyslel nad omyly, bloudénim, hledanim a uspéchy
velkych matematiku, je lépe pripraven porozumét omyliim svych
zakw, protoze lépe rozumi slozZitym procesum odhalovani
matematiky. [17, s.107]

Proces odhalovani neeuklidovské geometrie je jednim
z nejvzruSiveéjSich momentd historie lidského uvazovani a skryva
v sob¢ kli¢ ke konstruktivnimu ptistupu k vyucovadni matematice.
Je tieba se ptat, jak ti, kdo dospéli k urcitému matematickému
poznani, tapali, objevovali a nachazeli a pro¢ S§li pravé tou ¢i onou
cestou.

Didaktickym problémem je pfitom naruSovani stereotypu
v geometrickém pohledu na nale okoli. Zaci i studenti by méli
rozliSovat euklidovskou geometrii svého bezprostiedniho okoli a
potifebu formalizovat prostorové vztahy v rdmci celosvétovych nebo
i kosmickych souvislosti. K tomuto ucelu ndm mohou dobfte
poslouzit nadvodné otazky, ulohy ¢i ptiklady z praxe, které jsou
v rozporu se ,zdkony*“ euklidovské geometrie (o takovych bude
zminka v kapitole 8 a podkapitole 7.7.1), které vzbudi ve
studentovi potfebnou zvédavost a chut pustit se do odhalovani
novych skute¢nosti a odvahu zpochybnit uplnost dosud nabytych
poznatki. Tato schopnost nedivéfovat tak automaticky informacim,
které jsou jim piedkladdny, pak u studentl pfirozené vede ke
kultivaci kritického myS§leni, ¢ehoz se snazime dosdhnout, jak jiz

bylo fec¢eno vyse.

Dilezitou tlohu v procesu poznavani a osvojovani si novych

poznatkli ¢i utvafeni dalSich souvislosti mezi nimi pfitom hraje
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pojmotvorny proces. Pojmy jsou pro ¢lovéka zdkladem komunikace
1 mySleni a ziskavdnim novych poznatkl a zkuSenosti se zpfesiiuji a
diferencuji. Svét téch geometrickych pojml a vztahl mezi nimi se
pak studentim osvétluje pravé skrze nejriznéj$i ulohy. Podobny
proces zpiesiiovani a tfidéni pojmia pak probihda ptfi védeckém
badani, kdyz ¢lovék odhaluje dosud nepoznané jevy. Problémem pfti
studentové snaze porozumét matematickym jevim mlze byt
ucitelova vérnost tezi ,,pojem zavadime definici“, kterd je znakem
formalismu ve vyucovani, nebot vede k pouhému pamétovému
uceni, kdy student sice definici spravné odfika, ve skutec¢nosti vSak
nevi, o ¢em mluvi. Ucit Zzaky pojmu X neznamena ucit je definici
pojmu, ale rozsirovat jejich zkuSenosti s konkrétnimi pripady
pojmu X. [17,s.109] Pravé historie matematiky je nam v této
otdzce napomocna, nebot zadny z dulezitych pojmi se nezrodil
definici, ale vedla k nému urcita intuitivni pfedstava. Vezmeme-li
si tedy z historie ponauceni, je tfeba studentovi nejprve pfedkladat
konkretizace pojmu v riznych souvislostech pomoci ptikladd a
navodnych uloh a az posléze predlozit definici, kterou student bude
schopen na =zdkladé ptikladd vyvodit viceméné samostatné.
Neuzavieme mu tim hned na zacatku cestu k pozndni a navic mu
vytvofime prostor k vlastnim dalSim, mnohdy pfekvapujicim

zavérum.

Pro seznameni studentii s neeuklidovskou geometrii je dle
mého nézoru nejvhodnéjSi geometrie sférickd, nebot maji jiz
od raného détstvi zazitou piedstavu o kouli a jejim tvaru. Na kouli
se navic vSechny jevy odehravaji ptfimo pted jejich zrakem.

4

Z pedagogického hlediska je zde podstatnym momentem urcita
zména v mySleni, pfekroc¢eni hranic zazitého zplhsobu nazirdni
na svét a okamzik rozpoznani opravnénosti existence dalSich
zpusobl uvazovani. Dulezité tedy je neundhlit se pfrili§ s timto
,habouravanim® studentovych ptfedstav a zvyklosti v uvazovani,

aby zbyte¢né nedoSlo k chaosu. Proto si myslim, Ze je vhodné

seznamit studenty s timto svétem az na stfedni Skole, kde ostatné

55



byla sférickd geometrie jeSté pred Sedesati lety bézné vyucovéana.
Ve vysSich roc¢nicich je pak mozné ptedlozit studentim i1 zdkladni
poznatky z geometrie hyperbolické, a to alespon jako zajimavost.

Ostatné celd neeuklidovskd geometrie muzZze mit ve vyuce
pouze jakysi informacni charakter. V jednordzovém nadstandardnim
bloku hodin pak lze studenty sezndmit s jinym pohledem na svét a
roz§ifit jejich obzory ukéazkou zédkladnich zakonitosti neeuklidov-
ské geometrie, jeZ mohou byt prezentovany jako rozdily se zdkony
geometrie euklidovské. Naplni takového cyklu mohou byt ulohy
napfiklad o zemckouli, ve kterych se studenti hravou formou
s novymi zakonitostmi sezndmi a navic oceni jejich praktickou
vyuzitelnost (napf. viz podkapitola 7.7.1).

Jinym, véaznéjSim pojetim pak mize byt systematické
zabudovani sférické geometrie do geometrie euklidovské jakozto
soucasti, kdy bude dochédzet k prabézné konfrontaci pojmi a feSeni
konkrétnich uloh v roviné i na kouli, a nasledné srovnani vysledkt

tak mize byt samozfejmou soucdsti vyuky. [21]

6.2.1 Prinos vyuky neeuklidovskych geometrii

Divodtu, pro¢ tématem neeuklidovskych geometrii obohatit
vyuku, je celd fada. PfedevSim se, zvlasté pak geometrie sféricka,
blizi néfemu, co lze nazvat ,realnou matematikou®“. Jedna
z nejcastéjSich otdzek studentd v hodindch matematiky zni:
»A k ¢emu mi to bude?*“ Pfi vykladu sférické geometrie se ucitel
nemusi potit pfi vyhybavé odpovédi typu ,,budete to potiebovat pti
pfijimacich zkouSkach na vysokou Skolu®“ nebo ,,formuje to vase
myS$leni®“. Sférickd geometrie hraje dualezitou roli v mnoha
oblastech lidské <¢innosti - v geografii, astronomii, fyzice,
technickych védach, uméni, designu, stavitelstvi a architektufte,
¢imz také vznikaji korespondence mezi matematikou a zemépisem

¢i fyzikou, nebo dokonce vytvarnou vychovou. Navic se zménou
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nazirdni na svét formuje kritické mySleni, a tim 1 samostatné
uvazovani a jednéani, kdyZz je student nucen uvazovat v SirSich
souvislostech a vybocit z mezi, do kterych je tlac¢en tradi¢ni
vyukou matematiky. V neposledni fadé¢ geometrie koule nepochybn¢
rozviji prostorové vidéni a studentovu predstavivost. Pfi
srovnavani euklidovské a neeuklidovské geometie a odhalovani
platnosti nékterych poznatkll navic studenti mohou lépe pochopit
planimetrii v roviné. PfibliZzenim zdkladi hyperbolické geometrie,
ktera je tak dualezitd v moderni fyzice i jinych védach, pomuzeme
zase studentim poodkryt jakési ,tajemno*, které toto téma

zahaluje.

Historie neeuklidovskych geometrii, kterda by méla praktické
znalosti doprovazet, také nemusi byt zanedbatelnou soucasti vyuky.
Objev téchto geometrii v 19. stoleti pfinesl novy pohled
na geometrizaci redlného svéta, kdyz ukazal néco, co bylo
v rozporu s obecné pfijatym ndzorem 1 kazdodenni smyslovou
zkuSenosti jedince. Znalost historie této revolu¢ni zmény
v geometrii mimo jiné vybizi studenty (ale 1 ucitele) k toleranci
vici jinému pohledu a odliSnému zplsobu uvazovani, ke schopnosti
vnimat lidi s odliSnym ndzorem ne jako neptatele, ale jako partnery
pfi hledani pravdy. Navic nejenom Ze nabada studenty k hledani
nepoznaného, ale rovnéz vede jejich ucitele k odvaze dévat jim
k tomu pftilezitost, a rozvijet tak jejich intuici, fantazii, vytvatet
objekty, které jesté nevidéli a rozhodovat o moZnosti jejich

existence.
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6.2.2 Lénartav projekt

Prikopnikem v oblasti didaktiky neeuklidovskych geometrii
je v soucasné dob¢ madarsky matematik Istvan Lénart.

Se svym projektem srovnavaci geometrie, v jehoz ramci
zavadi vyuku neeuklidovskych geometrii do S§kol, seznamuje
¢eského Cctenate prostiednictvim casopisu Ucitel matematiky,

v ¢lanku [21].

6.2.2.1. Popis projektu

Ulohy wuréené v ramci tohoto projektu zakim jsou jak
z prostiedi geometrie euklidovské, tak z geometrie sféry, a nékteré
i z hyperbolické geometrie, kterd je zde modelovana na hemisféfe.
Dulezité je, Zze Lénarthv projekt dle autorovych slov nepredpoklada
zadné predchozi znalosti geometrie sféry, pouze bézné Zivotni
zkuSenosti, které ma s tvarem koule jiz zak zakladni skoly [21, s.1],
a muze ho tak vyuzit jakykoli ucitel matematiky bez specialni
pifedchozi ptipravy zaka.

Lénart zptistupnuje zakim svét novych geometrickych vztaht
prostfednictvim uloh, zdk pfitom pouziva k jejich feSeni rysovaci
nastroje, pfipadné 1 pocitacovou techniku, pokud je tieba. Cely
projekt je, jak vypovida nazev, zalozen na srovnavani geometrie
roviny, sféry a hyperbolické geometrie, proto jsou ulohy
z prostifedi vsSech tfech oblasti. Hyperbolicka geometrie pfitom
rozSifuje a dopliiuje poznatky z pfedchozich dvou oblasti.

Jak jiz bylo tfeceno, z modell hyperbolické geometrie autor
volil misto otevieného kruhu ¢i oteviené poloroviny model
polokoule, a to tak, ze sféru rozdéluje rovnikem na severni a jizni;
vSechny body severni hemisféry bez rovniku jsou pak povazovany
za body hyperbolické geometrie. Svou volbu autor odivodiiuje

takto: Model polokoule velmi ndazorné demonstruje pojmy jako

58




hyperbolicka primka, kruh, meéreni uhlu atd. Navic pri prdci
s modelem polokoule lze vyborné vyuzZit zkuSenosti ze sferické
geometrie. Je zndmo, Ze u vétSiny studentii se zkuSenosti
z planimetrie omezuji na eukleidovskou geometrii, naproti tomu
polokoule, prave pro svou odlisnost od roviny, je k predstaveni
noveho geometrického systému vhodnéjsi, nez kdybychom museli jiz
zazité planimetrické pojmy a modely znovu definovat v ramci

jiného systému axiomu. [21 ¢.1, s.2]

Lenart zavadi vyuku neeuklidovskych geometrii pomérné
brzy: Prvni etapa vyuky zahrnuje tulohy v euklidovské roviné
spole¢né s paralelnimi tUlohami na sféfe, pozdé&ji se =zacnou
objevovat Ulohy o hemisféfe, a to u zakt ctrnactiletych. Projekt

vyuziva vyukové pomiucky s nazvem Lénart Sphere.

6.2.2.2 Lénart Sphere

Tento komplet zahrnuje prihlednou kouli velikosti fotbalové-
ho mice, na jejimz povrchu zZaci kresli a méti, hemisférickou folii
(tzv. nacrtnik), jez se dé& na kouli upevnit a slouzi pak k témze
uceltim, dale sférické métritko-uthlomér, s jehoz pomoci lze na kouli
rysovat hlavni kruznice (obr. 17 [21, s.2]), sférické kruzitko
k rysovani sférickych kruznic libovolného poloméru
(obr. 18 [21, s.2]) a dal$i soucdasti je obal ,,Ziva planeta“, s jehoz

pomoci lze zménit kouli na globus, ktery je mozné pokreslit.
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i Obr. 17 Obr. 18

Prvni varianta této soupravy vznikla v Madarsku jiZ roku
1986, vyrazné zdokonalenou formu pak vydalo kalifornské
nakladatelstvi Key Curriculum Press roku 1996 pod ndzvem Lénart
Sphere. Ruazné urovné této sady si lze zakoupit na webové
adrese [69] spolu s dalSimi pomickami a knihami, které usnadnuji
vyuku neeuklidovskych geometrii. Zde nabizend ponékud
komer¢néjsi sada obsahuje osmidilnou prihlednou plastovou kouli
se stojankem, folii, z které je mozno i vystfihovat tvary, sférické
pravitko pro rysovani hlavnich kruznic, sférické kruzitko
s kompasem pro wurcovani polohy, sadu popisovacl, nasténku

pro prezentaci konstrukci, obal ,,Ziva planeta®, Sestnéactistrdnkovou

brozurku Zacindme s Lénartovou sférou a jiné (obr. 19 [69]).

Obr. 19
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Jak Lénart piSe, tento materidal slouzil po léta podnikavym
ucitelum a studentum jako urcita lahudka, zajimavost. Dodnes se
nestal povinnou ucebni latkou. O to jsem ani neusiloval, protoze
jsem presvédcen, Ze takovy vyukovy program miuze prinést pozitivni
vysledky pouze za predpokladu houzZevnaté prace, pri dobrovolném
presveédceni zakii i ucitelu o spravnosti takové volby. Vnucenou, jen
s polovicni chuti prijimanou povinnost pokladim nejen za
zbytecnou, ale za vyslovené Skodlivou z hlediska projektu i jeho
ucastniki. [21,s.79] Proto nejsou k dispozici statisticky
ptesvédcivé udaje, ale dle autorovych slov zaznély na projekt ze
stran vyucujicich 1 studentd ve valné vétSiné kladné ohlasy a
soudy.

Hromadnému Sifeni projektu ve vzdélavacich institucich vSak
brani finan¢ni strdnka, jelikoz souprava neni zrovna nejlevnéjsi
(specialni set pro vyuku ve tfidé stoji témeéf 420 $). Autor mini, Ze
dalsi ptekaZzkou je nedostatek casu a energie pedagogl, a =za
nejdilezitéjsi ptrekdzku povazuje to, co nazyva ,neomylnosti®:
Projektem se zabyvam nékolik let a dodnes se mi stava, zZe mi

néktery z deseti ¢i dvandctiletych zZakii polozi otdazku, na kterou

jsem schopen odpovédét jen obtizné nebo taky viibec. [21, s.81]

6.2.2.3 Porovnani geometrickych objekti ve tiech

geometriich v ramci projektu

Ve svém clanku [21] Lénart seznamuje Ctenafe se zpusoby,
kterymi prezentuje odliSnosti ve vlastnostech nékterych geometric-
kych objektd v jednotlivych typech geometrii. V této podkapitole

bude jeho popis stru¢né nastinén.
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6.2.2.3.1 Primky a svazek primek

V euklidovské roviné je pfimkou ,obycejnd piimka®, jak ji
zndme, na sféfe zastupuje pfimku hlavni kruznice a pfimkou na
hemisféfe je kazda polokruznice, ktera je fezem hemisféry a roviny
kolmé na rovinu rovniku, neboli polokruznice kolmad na rovnik

(obr. 20, [21, s. 4]).

Obr.20

V euklidovské roviné nazyvdme svazkem pfimek vSechny
ptimky prochdzejici jednim bodem, Lénart svazkem navic nazyva i
vS§echny pfimky rovnobé&zné s danou ptrimkou. V roviné tedy
existuji dva druhy svazki pfimek.

Na sféfe nazyvame svazkem pifimek mnoZinu vSech hlavnich
kruznic prochazejicich jednim pevné zvolenym bodem sféry
(obr. 21, [21, s. 4]). Existuje zde tedy jen jeden druh svazku

pfimek, nebot neexistuji rovnobézné hlavni kruznice.

Obr. 21
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Na hemisféie nazyvame svazkem pfimek mnoZzinu vSech fezl
hemisféry rovinami kolmymi na rovnik prochdzejicimi danym
bodem na dané ptfimce, jez je rovnéz kolma na rovinu rovniku
hemisféry. Lezi-li prisec¢ik pfimek na hemisfétfe, nazyvame takovy
svazek svazkem prvniho druhu (obr. 22 [21, s.5]), lezi-li prusecik
na kruznici rovniku, mluvime o svazku druhého druhu
(obr. 23 [21, s.5]), alezi-li vné kruznice hemisféry, jednd se
o svazek druhu tifetiho (obr. 20). Dalsi typ svazku, tedy polokruz-
nice, které vzniknou jako fezy hemisféry rovinami rovnob&znymi
s danou rovinou kolmou na rovinu rovniku, pfifazuje Léndrt pro

zjednodusSeni ke svazku ptfimek tfetiho druhu, ve skute¢nosti vSak

v hyperbolické geometrii existuji ¢tyfi druhy svazkt pfimek.

Obr. 22

Obr. 23
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4 4 A4

6.2.2.3.2 Neprotinajici se primky, rovnobéZnost

Zidkony rovnobéZnosti v jednotlivych typech geometrii
prezentuje Lénart prdvé pomoci svazki pifimek a jedné piimky
mimo tento svazek a zkoumaé, kolik pfimek ze svazku je s ptfimkou
mimo né¢j rovnobéznych.

V euklidovské rovin€ existuje pravé jedna takovad primka
(obr. 24 [21, s.6]), na sféfe vSak vSechny pfimky svazku protinaji
danou pfimku mimo n¢j, takze zde z4addné rovnobézné primky

neexistuji (obr. 25 [21, s5.6]).

Obr. 24 © 0br. 25

Na hemisféfe pak existuje nekoneéné mnoho piimek, které
danou pfimku mimo svazek protinaji a nekonené mnoho téch,

které ji neprotnou (obr. 26 [21, s.6]).

Obr. 26
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6.2.2.3.3 Vzdalenost

V euklidovské roviné je ptimka, jak vime, nekonecnad a
umime zde porovnat délky jakychkoli dvou usecek. Na sféfe je
délka hlavni kruznice rovna 2=ar, kde r je polomér kulové plochy,
a kazda pfimka na sféfe tak ma koneénou délku. Usedkou je pak
¢ast oblouku hlavni kruznice a jeho délka je dana pomérem k délce
pfimky (tedy hlavni kruZznice). Budeme-1i méfit napf. délku rovniku
mezi 90. a 110. polednikem, bude tedy rovna =nr/10, kde r je
polomér zemékoule.

Na hemisféfe slouzici jako model hyperbolické geometrie
vSak nemlzeme pojem vzdalenosti optfit o zivotni zkuSenosti.
Kazda ptfimka je zde polokruznici, jejiz koncové body lezi na
rovniku, ktery uz vSak neni soucasti modelu. Obyvatel hyperbolic-
kého svéta, ktery se po pifimce pohybuje stale stejnou rychlosti a
stejné¢ dlouhymi kroky, se ndm, vnéjSim pozorovatelim jevi tim
pomalejs$i, ¢im blize je rovniku, a tim krat$i se zdaji byt jeho
kroky. Nebohy ,Hyperbolitan® navic k rovniku nikdy nedojde.
V hyperbolické geometrii je tedy prfimka nekonecna stejné jako

v euklidovské roving.

6.2.2.3.4 Velikost ithlu dvou primek

V euklidovské roviné méfime uhly wUhlomérem a mlZeme
naméfit odchylku ptfimek v rozmezi od 0° do 90°. Na sféfe a
hemisféfe zmeétfime uhel, ktery sviraji dvé pfimky (tedy kruznice ¢i
polokruznice) tak, Ze jednoduSe zméfime uhel, ktery sviraji tecny
k témto kruznicim (polokruznicim) vedené jejich prisecikem. Zde
nas tedy smysly neklamou a wthly vidime ve vSech geometriich

takové, jaké skutec¢né jsou.
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6.2.2.3.5 Soucet uhla v trojuhelniku

Lénart se ve svém popisu zabyvd pouze trojuhelniky
rovnostrannymi. V roviné ma kazdy jejich vnitini uhel pfirozené
velikost 60°, a soucet uhld v trojuhelniku je tedy roven 180°
nezavisle na velikosti trojuhelniku. Na kouli se wvnitini uhly
v trojuhelniku zvétsuji s jeho velikosti (obr. 27 [21, s.75]). Mal¢
trojuhelniky se podobaji trojuhelnikim rovinnym, takze velikost
kazdého z jejich vnitfnich uhld se blizi 60°, velké trojuhelniky se
podobaji hlavnim kruznicim, takze velikost jejich vnitinich Ghla se
blizi 180°. Na kouli tedy muazeme naméfit soucet uhlu

v trojuhelniku v otevieném intervalu (180°; 540°).

Wﬁ%\.

Obr. 27

Na polokouli, v hyperbolické geometrii, se naopak velikosti
vnitinich uhld v trojuhelniku zmenSuji se zvétSujici se velikosti

o .

trojahelniku. Malé trojuhelniky se také blizi Gtvarim rovinnym a
jejich vnitini Ghly velikosti 60°; ¢im v¢&tSi trojuhelnik, tim vSak
»Spicatejsic vrchol s vnitfnim uhlem blizicim se 0°
(obr. 28 [21, 5.76]). V hyperbolické geometrii mizeme tedy jako
soucet vnitfnich Uhld v trojuhelniku naméfit jednu z hodnot

otevieného intervalu (0°; 180°).
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Obr. 28

6.2.2.3.6 KruZnice a cykly

V hyperbolické geometrii je obtiZné znazornit oblouky stejné
velikosti, a tak nemuizeme narysovat mnoZinu bodl stejné
vzdalenych od stfedu. Aby se vyvaroval téchto obtiznosti, zavadi
Lénart kruznici jako spojitou krivku, ktera je kolma ke kazdeé
primce svazku. [21, s.76]

V roviné a na kouli tak ziskame kruZznice, jejichz stied lezi
ve spolecném priseciku ptfimek svazku, v hyperbolické geometrii
se vSak jednd o kruznice, jejichz stfed na tomto pruseciku nelezi

(obr. 29 [21, 5.76]).

Obr. 29
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U svazku ptfimek druhého druhu lezi spolecny stifed kruznic
dokonce mimo model hyperbolické plochy, na rovniku
(obr. 30 [21, s.77]). Takové kruznice, dotykajici se rovniku, tedy
nemaji v hyperbolické geometrii zaddny stfed a nazyvame je
paracykly.

Sestrojime-li stejnym zpisobem ,kruznice“ u svazku ptfimek
tfetiho druhu, dostaneme jen kruhové oblouky s koncovymi body na

rovniku (obr. 31 [21, s.77]). Takové pak nazyvame hypercykly.

Obr. 30

Obr. 31
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6.2.2.3.7 Mozaiky a dlazdice

Pokryvame-li v jednotlivych geometriich povrch shodnymi
mnohouhelniky, které se navzdjem nepfekryvaji, v roviné
(obr. 32 [21, s.78]) a na kouli (obr. 33 [21, s.78]) se zdaji byt stale
shodné, na polokouli, v geometrii hyperbolické, se vSak jejich
strany zdanlivé zmenSuji, protoze se jednotlivé vzdalenosti zdaji
byt kratsi. VSechny uhly vsak zustavaji shodné
(obr. 34 [21, s. 78]).

Obr. 33

Obr. 34

r 4

Zvlastnosti, které vznikaji pokryvdnim povrchu shodnymi

utvary v jednotlivych geometriich, vyuzivd ve svych grafikach

vytvarnik Maurits Cornelis Escher (vice v kap. 8).

69



7.1 Cil vyzkumu

Ve svém vyzkumu jsem se zaméfila pfedevSim na to, jestli a
do jaké miry jsou studenti stfedni Skoly schopni a ochotni pfijmout
poznatky neeuklidovské geometrie, konkrétné geometrie sférické,
a zda dokazou uspésné tyto poznatky uplatnit v ptikladech jak
teoretickych, tak praktickych. Dale jsem se zaméfila na jejich
schopnost porovnat geometrii euklidovskou a sférickou a na
zadklad¢é tohoto srovnani samostatné vyvodit zavéry o sférické
geometrii a tvrzeni pro ni platna.

Z Casovych divodd bylo mozné provéfit u studentd pouze
jeden typ neeuklidovské geometrie. Pfirozené¢ jsem se rozhodla pro
geometrii sférickou, ktera je z vySe popsanych divodi pro studenty
mnohem samoziejméjsSi nez geometrie hyperbolickd, jiz je moZno
zatadit po probrani sférické geometrie jako zajimavost, a aby si
studenti pohled na geometrii ucelili.

Cilem vyzkumu je tedy dozvédét se, zda maji studenti stfedni
Skoly o tuto problematiku zajem, zhodnoceni jejich pfipravenosti
na pfijeti poznatkl neeuklidovské geometrie a dale zmapovéani
nejcastéjSich obtizi, se kterymi se studenti potykali pfi feSeni
ptrikladi z geometrie sférické, a navrzeni a provéieni moznych
feSeni téchto obtizi. Vysledky vyzkumu mohou najit vyuziti
u uciteld, ktefi se rozhodnou seznamit své studenty se zaklady
neeuklidovské geometrie a kterym mohou byt inspiraci jak ve volb¢
vhodnych ptikladi, tak pii rozhodovani o tom, co zduUraznit a ¢eho

se vyvarovat, aby studenti vstiebali latku co nejpfirozenéji.
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7.2 Zdroj uloh a vybér reSiteli

Na vySe zminénych webovych strankach [69] nakladatelstvi
Key Curriculum Press je nabizena ke koupi jedna z Lénartovych
knih  Non-Euclidean  Adventures on the Lénart Sphere
(obr. 35 [69]). Jsou zde k dispozici ukazkové ptiklady z prvnich
kapitol knihy, které by tedy mély studenty zavést do neeuklidovské

geometrie, a vStipit jim tak jeji zdklady.

hor =, L ety P smal Sl e sy

Obr. 35

Ptelozené a pro potieby svého vyzkumu upravené priklady
(viz Ptiloha 1 a Pfiloha 2) jsem rozdala studentim vSech roc¢nikt
sttedni primyslové Skoly technického zamétfeni, kazdy z roc¢nika
pfitom navitévovalo kolem tficeti studenti. Skola tohoto typu se
mi pro vyzkum zd4d vhodna piedevSim proto, Ze se zde studenti
setkdvaji s geometrii ¢astéji nez ve Skolach vSeobecného zaméfeni,
tfibi svou prostorovou ptedstavivost jiz od prvniho roc¢niku pfti
hodindch technického kresleni a povinnou soucasti vyuky je
deskriptivni geometrie. Nemyslim si, Ze sférickd geometrie neni
vhodnd pro vyuku na gymnaziich, naopak, ale vySe vyjmenované
vyhody technické stfedni Skoly tvofi vhodné zazemi pro vyzkum,
ktery musel byt bohuzel ¢asové omezeny a prob&éhl bez pomucek,

jez tvofi Lénartovu sadu a které studentiim usnadiiuji praci.
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7.3 Podoba a typy uloh

Ulohy, ve kterych se studenti seznamuji se zaklady sférické
geometrie, jsou zaméfeny predevsSim na moznosti protnuti primek a
rovnobéznost pfimek v obou typech geometrii, ¢imz koresponduji
s vyvojem pfedstav v historii neeuklidovskych geometrii. Studenti
zde nejprve provadéji znamé geometrické konstrukce v roviné a
poté obdobné konstrukce na povrchu koule, aby mohlo ndasledn¢
dojit ke srovnani konstrukci v obou typech geometrii (ulo-
hy 1 az 10). Je zde rovné€Z apelovano na studentovu piedstavivost a
ptedvidavost, kdyz mé4 doptfedu odhadovat feSeni v (pro néj zatim
neznamé) sférické geometrii.

V dalsi c¢asti (alohy 11, 12, 13 a 15) jsou ukoly zaméieny
¢ist¢ na oblast geometrie sférické. Dochdazi v nich pfedevsSim ke
specifikaci otdzky rovnobéznosti ve sférické geometrii a divodu
odliSnosti od geometrie euklidovské. V zavéru (uloha 14) se pak
studenti snazi o zobecnéni, vytvafieji postuldt o rovnobé&znosti
platny pro sférickou geometrii (opét na zakladé porovndani
s postuldtem platnym v euklidovské roving).

Resitelé rovnéz vyjadfuji svou néazor, kdyz odpovidaji na
otazky, které je vyzyvaji k hodnoceni obou geometrii, a formuluji

divody, pro¢ je ta kterd geometrie zajimavéjsi (ilohy 9 a 10).

Lénart uvadi tyto parametry pro vypracovani celé sady pfti-

kladu:

Typ Skoly: Stfedni Skola

Piedpoklady: Studenti znaji terminy pfimka a hlavni kruz-
nice.

Cas vyuky: 25 — 40 minut

Osobné se domnivam, ze vyuka ve tfidé, alespon v Ceském
prostfedi, vyzaduje pfece jenom vice c¢asu. Tématu tuvodu do

sférické geometrie prezentovaného podobnou formou doporucuji
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vénovat alespon dvé vyucovaci hodiny, aby zaci méli moznost

proniknout do této problematiky hloub¢ji.

7.4 Pribéh vyzkumu

Vyzkum probihal ve dvou fazich. Dale stru¢né popiSu priub¢éh

kazdé z nich:

7.4.1 Pribéh prvni faze vyzkumu

V prvni fazi jsem se zaméfila na to, jak studenti pfijmou
zédkonitosti sférické geometrie a jakym zpisobem budou s to je
uplatnit v konkrétnich ptikladech, aniz budou pfedem zasvéceni do
zdkladlt neeuklidovské geometrie. Jak jiZ bylo feceno, sdm Lénart
pokladda u zédkd za ptredpoklad uspésSného feSeni pouze znalost
pojmu hlavni kruznice a ptfimka a vzhledem k obeznamenosti
studentd s tvarem koule jsem ani ja nepovazovala prfedchozi hlubsi
vhled do problematiky za bezpodmine¢né nutny. Studenti méli
tento vhled postupné ziskédvat v pribéhu feSeni ptikladd a jejich
ukolem bylo samostatné ,,objeveni® geometrie sférické a vyvozeni
pravidel, kterda pro ni plati. Ptfiklady v prvni fazi fteSili jako
tydenni domaci ukol studenti 2. a 3. ro¢niku. Aby byly splnény
pfedpoklady, uvedla jsem do pracovniho Ilistu nékolik definic
hlavni kruznice a ptfipojila obrazky jako ptiklad. Pracovni list
v podobé, v jaké jim byl rozdan, oznacuji jako ,Verze 1“ a
ptikladam ho v Ptiloze 1; préace studentl z prvni faze a jeji

vysledky budou podrobné rozebrany v podkapitole 7.6.
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7.4.2 Pribéh druhé faze vyzkumu

Na zdkladé nejcastéjSich chyb, kterych se studenti dopustili
pti praci na Verzi 1, jsem vypracovala novy, opraveny pracovni
list, ktery zde oznacuji jako ,Verze 2“, v némz se pomoci
usnadnéného ¢i zpfesnéného zadani snazim témto chybam piedejit a
eliminovat nejasnosti, které studenti pocitovali v zaddni Verze 1.
Opraveny pracovni list pfikladam jako Ptilohu 2.

Dale jsem na zakladé¢ obtizi, se kterymi se studenti potykali,
a nejcastéjSich otdzek, jez pokladali, vypracovala jednu z moznych
podob 1uUvodni hodiny, jejimz prostiednictvim lze studenty do
neeuklidovské geometrie zasvétit a vzbudit v nich o tuto
problematiku zajem. Tato hodina bude podrobnéji rozebrana

v podkapitole 7.7.1 a ptipravu na ni pifikladdam v Piiloze 3.

Nové verze piikladi a ivodni hodina se staly podkladem pro
druhou fazi vyzkumu, jez probihala ve tfech prvnich roc¢nicich a
jednom roc¢niku ¢tvrtém (bohuzel jsem neméla moznost opét

pracovat s feSiteli Verze 1) a ve které jsem sledovala, jestli a jak

i<

se zméni feSeni studentd a jejich pfistup k neeuklidovské
geometrii, kdyz s ni budou dfive blize sezndmeni nebo budou mit
k dispozici zpifesnény pracovni list, ktery se snazi podpofit spravné
feSeni. Vyzkum mél tedy nékolik ¢asti:

1) V jednom z prvnich ro¢nikt (1.G) jsem znovu pouzila
Verzi 1, ale nez studenti zacali ulohy feS$it, zatadila
jsem uvodni hodinu a sledovala, jak tim budou student-
ské4 feSeni ovlivnéna.

2) V jiném prvnim ro¢niku (1.A) jsem pouzila jiz Verzi 2,
ale bez prfedchozi uvodni hodiny a zajimaly mne ptede-
vS§im odliSnosti od feSeni studentl z prvni faze vyzku-
mu.

3) V poslednim z prvnich roéniktt (1.D) jsem zatadila

uvodni hodinu a nasledn¢ feSeni ptfikladi Verze 2 a po-
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zorovala jsem, zda bude splnén logicky pifedpoklad nej-
vy$8i uspésSnosti téchto feSiteld (ze vSech tfi prvnich
ro¢niki).

4) A konec¢né, studentim ctvrtého ro¢niku jsem bez pied-
chozi ptipravy rozdala nejprve Verzi 1 a poté, co ji vy-
feSili a odevzdali, rozdala jsem ptiklady znovu, tento-
krat vSak ve Verzi 2, a zaméfila jsem se na to, zda stu-
denti budou schopni pouze na zdkladé¢ zménéného zada-
ni opravit své chyby a dojit ke spravnym zavérim.

Z Casovych divodi vypracovavali studenti ve vétSineé ptipada

zadané Ukoly formou tydenni domadaci prace, jelikoz povazuji za
dulezité vénovat dostatek prostoru zejména Gvodni hodiné

o neeuklidovské geometrii, pokud se ji vyucujici rozhodne zatadit.

Pro vétsi prehlednost shrnuji  pribéh celého vyzkumu

v tabulce 2.

2

1) 1. faze Verze 1 DU 2.a 3.
ro¢nik
1) uavodni hodina DU 1.G
+ Verze 1
2) 2. faze
2) uvodni hodina DU 1.D
+ Verze 2
3) Verze 2 Skolni préace 1. A
4) Verze | DU 4. roénik
+ Verze 2
Tab. 2

75



W

7.5 Faktory ovliviiujici FeSeni tloh

=

JeSt¢ pred samotnou analyzou feSeni jednotlivych uloh

studenty znovu pfipomindm a upfesnuji nékteré faktory, které

mohly feSeni v obou fazich vyzkumu ovlivnit a jez je tifeba vzit na

védomi pfi konstatovani zavéri z analyzy vyplyvajicich.

1)

2)

3)

Studenti v prvni fazi vyzkumu vypracovavali ptriklady
zcela samostatné, neméli tedy moznost pfimych otdzek tyka-
jicich se zadani, nemohli si ovéfit, zda zadani pochopili
spravné apod. (PiestoZze jsem se formou zadani uloh snazila
eliminovat potifebu dopliiujicich otdzek, k nejasnostem doché-
zelo, i kdyz jich nebylo mnoho.)

Samostatné vypracovavali tlohy 1 studenti ve druhé¢ fazi
vyzkumu, vSichni vSak byli v pribéhu zaddvéani upozornéni na
to, ze si maji ulohy ptecist a zeptat se na nejasnosti, a tuto
moznost méli po cely tyden, kdy mezi ndmi dochézelo
k ptrimému kontaktu. Studenti 1.A, kteii feSili ulohy pfimo ve
Skole, navic méli moznost ptadt se pfimo v prubchu préce.

Ulohy byly studentim zadany nahle, jako nadstandardni
uc¢ivo a v pripadé 2., 3., 4. ro¢niku a tfidy 1.A bez ptedcho-
ziho tvodu do problematiky. Na nékterych feSenich se tak
projevil vliv praveé probiraného tématu, naptiklad analytické
geometrie ve 3. ro¢niku.

Podstatny vliv na vSechna feSeni mél fakt, ze studenti
neméli k dispozici Lénartovu sadu pro vyuku sférické geome-
trie, ani nic jiného, co by ji nahradilo, proto museli veSkeré
konstrukéni wUlohy wurcené pro povrch koule fteSit formou
nac¢rtku v roviné euklidovské.

Na rozdil od studenti, ktefi se zucastnili prvni féaze
vyzkumu, méli studenti prvnich roc¢nikd ve druhé fazi
k dispozici mi¢ky, na néZ mohli sva feSeni zakreslovat pted
naé¢rtnutim do pracovnich listi nebo v pribéhu tvodni hodi-

ny. Studentim ¢tvrtého rocniku byl tento zpusob uzivani
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4)

kulatych prfedméta pti feSeni alesponl doporucen. Bylo tak
mozné studovat, jestli se v zavislosti na uzivani modelu zvysi
pravdépodobnost ispéSného feSeni.

Na mnoha vyfeSenych ulohach je patrné, ze dochézelo
k opisovani, ackoli studenti védéli, Ze ucivo je jim predkla-
ddano spiSe jako zajimavost a za Glohy vyfeSené nespravné Ci
viubec je necekd Zddny postih v podobé Spatné znamky. Mohlo
tak dojit k tomu, ze sndze ovlivnitelny student radéji opsal
vétSinoveé nespravné tfeSeni, nez aby uvedl své spravné nebo
jiné; predpoklddam vsSak, Ze se studenti uchylili k opisovani

téch uloh, s jejichz feSenim si nevédéli rady.
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7.6 Prvni faze vyzkumu

Analyza studentskych feSeni, kterd néasleduje, si neklade za
cil podat presnou statistiku o poctu uspéSnych a netspéSnych
feSeni, nebot to autorka této prace nepovazuje za podstatné, ale
spiSe upozornit na chyby, které se mohou u studentl pti feSeni uloh
z neeuklidovské geometrie vyskytnout, a pomoci rozboru téchto
chyb podat naméty na vylepSeni pfedlozeného zaddni a na zplsob
zasvéceni studentt do zakladi neeuklidovské geometrie.

V feSeni studentl, kterd uvadim jako ptiklady, opravuji gra-

matické chyby, nikoli vSak chyby stylistické.

7.6.1 Analyza jednotlivych uloh a FeSeni prvni

faze vyzkumu

Typ zadani: Verze 1

Regitelé: Studenti 2. a 3. ro&niku
Forma vypracovani: DU

Cas na vypracovani: Tyden

Pomicky: Studenti nemaji k dispozici zadné specidlni pomicky
I. Zadani:

Konstrukce v roviné

Krok 1 Narysujte pfimku. Pojmenujte ji /.

Krok 2 Narysujte jinou pfimku, kterd nema zadny spolecny bod
s pfimkou /. Pojmenujte ji a.

Krok 3 Narysujte pfimku, kterd ma pravé jeden spolecny bod
s pfimkou /. Pojmenujte ji b.

Krok 4 Narysujte ptfimku, ktera ma pravé dva spolecné body

s pfimkou /. Pojmenujte ji c.
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Krok 5 Narysujte pfimku, kterd ma vice nez dva spole¢né body

s ptimkou /. Pojmenujte ji d.

VySetiete

1. Které tyto konstrukce jsou mozné v roving?

2. Které z vaSich pfimek jsou rovnobéZné? Proc?

3. PopiSte vSechny moZné zplsoby, jak se mohou dvé rizné

pfimky protinat v roviné.
4. Odhadnéte:
Budou vasSe zavéry stejné pro hlavni kruznice na kulové plo-

Se?

Piredpokladané FeSeni:

Krok 4 samoziejmé zkonstruovat nelze. Jedind moZnost kon-
strukce kroku 5 je narysovat dvé shodné pfimky s nekonecnym
pocétem spole¢nych bodu.

Dvé rtzné ptimky jsou bud navzdjem rovnobézné, bez spo-
le¢nych bodl, nebo se protinaji s prdvé jednim spolecnym bodem

(prasecikem).

ReSeni studentii:

S konstrukcemi v roviné studenti neméli pfiliS mnoho pro-
blémt a v prfevdzné vétSiné vyreSili naprosto spravné vsSechny
kroky a tulohy 1 a 2. Nejcastéjsi chyba se v tomto useku
vyskytovala v kroku 5, kdyZz tuto konstrukci fesitelé povazovali za
nemoznou. N¢ktefi studenti nepovazovali shodné pifimky za
rovnobézné, jini, ktefi byli v mensiné, zahrnuli do rovnobéznych
pouze pfimky shodné. Z tfeSeni vyplyva, Ze nejobtiznéjSi byla pro
studenty Uloha 3, coz zfejmé& zplsobilo nejednoznacné zadani, a tak
c¢asto dochéazelo k nepochopeni tlohy. Uvddim nékteré z odpoveédi,

které se vétSinou velmi liSily:
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- Za sebou / pred sebou.
- Jsou na sebe kolmé / jsou to uhlopricky téles (cCtverec,
obdelnik) / maji spolecny jeden nebo vice bodi / jsou to

riuznobézky.

Mohou na sobé lezet, jakakoli riiznobézZnost zarucuje, zZe se

protinaji.

Zpusobii je nekonecné mnoho, lisi se jen v uhlu, v jakém se

protinaji.

V tloze 4 téméf vSichni studenti spravé predpokladali, Ze
jejich zavéry na kulové ploSe stejné nebudou. Pokud se néktery
student pokusil o zdivodnéni svého zdvéru, dochazelo vSak casto
k mylnym domnénkam:

- 1) Hlavni kruznice na kulové plose je mozZnada byt v roviné.

2) Hlavni kruznice, pokud budou jako polednik a obratniky

Zemé, jsou nebo mohou byt rovnobézné.

Vyskytlo se vSak 1 zdivodnéni s velmi spravnymi pfedpokla-
dy (vétfim, ze student dodrzoval posloupnost ptiklada):
- Urcité ne v kroku 4, kdy se da udélat primka s dvema body
protinajici jinou X neda se udélat krok 3 a 2.
Ze mél student i pfes neskladnou formulaci na mysli spravné

feSeni, je patrné z obr. 36:

Obr. 36

80



Zaveér:

Studenti prokdzali dobré znalosti euklidovské geometrie
roviny potifebné jako vstupni pro zdklady sférické geometrie.
Aby naptisté nedochdzelo k nejasnostem, bylo tfeba blize

specifikovat pozadavky na tfeSeni v tloze 3 (Ptiloha 2).

II. Zadani:

Konstrukce na kulové ploSe (na kouli)

5. Stejné kroky, které jste provedli v roviné, provedte na kulové
plose (na kouli), jen nahradte pfimky hlavnimi kruZnicemi
(pouze nacrtnéte obrazek). Sledujte, které konstrukce jsou na

kulové ploSe mozné.

VySetiete
6. Popiste vSechny zpusoby, jak se mohou dvé hlavni kruznice
protinat na kulové ploSe.

7. Mohou byt dvé hlavni kruznice nékdy rovnob&zné?

Piredpokladané FeSeni:

Na kulové plose je mozny jen krok 4 a krok 5, jedinym
feSenim kroku 5 je pfitom najit shodné hlavni kruznice, stejné jako
tomu bylo s pfimkami. Dvé rizné hlavni kruznice se vzdy protinaji
ve dvou bodech, a nemohou tedy byt nikdy rovnobé&ézné.

Studenty miuzZe ptekvapit zjiSténi, Ze rovnobézZné hlavni

kruznice (bez spole¢ného bodu) neexistuji.

ReSeni studentii:

V tloze 5 se zhruba vyrovnal pocet uspéSnych a netspéSnych

feSeni. Ti, ktefi tuto ulohu vyfesili spravné, pak v drtivé vétsing
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spravné odpovédéli i v ulohdch 6 a 7. ReSeni uspéSnych tesiteli

ilustruji obr. 37 a 38.

Obr. 37

KIEre JS1¢ Proveail v rovine, proveu 1S 1 Kuiove plose (i Kou), jen
nky WMMMMOMJ Sledujte, které

Obr. 38

V druhé poloviné pfipadd Casto dochédzelo k zaméné hlavni
kruZznice za jakoukoli kruZnici na povrchu koule, coZ pfirozené
negativné ovlivnilo 1 fteSeni zbylych ptrikladi, kdy se studenti
domnivali, Ze se kruznice protnout nemusi, mohou byt rovnobézné

atd.
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Néktefi studenti zvolili dobrou cestu, pfestoze nebyly
vyéerpany vSechny moznosti:
- Zvolime si 2 body A a B, témito body budou prochdzet
vSechny hl. kruznice — oo

... Do tesSeni vSak zapocitali i jiné nez hlavni kruznice (obr. 39).

Obr. 39

Vyskytl se 1 nac¢rtek, ve kterém se student pokusil jakymsi
zpusobem transformovat konstrukci do roviny, =z ¢ehoz pak

vyplynulo nespravné feSeni (obr. 40).

Obr. 40
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Zaveér:

Studentim se ziejm¢ zda divné, Ze by na kouli neexistovaly
dvé rtizné rovnobézné hlavni kruznice. V dusledku toho konstruuji
kruznice, které nejsou hlavnimi. Dalsim divodem muze byt
nepochopeni pojmu ,,hlavni kruznice®“. Pfredpokléddala jsem, Ze tento
problém nastane, proto jsem do pracovniho listu uvedla nékolik
definic, které mély studentim dopomoci k pfedstavé o hlavni
kruznici, doprovozenych pifikladem (pfirovnani k polednikim a
rovniku na zemdékouli) a obrazkem. Pfesto vSak dochézelo
k dotaziim, kterymi se studenti wutvrzovali o sprdvnosti své
ptfedstavy o hlavni kruznici.

Dalsim jevem, ktery muZe studentim ve spravném feSeni
branit, je pak nedostatek prostorové predstavivosti, jenz vede
k tomu, Ze student nacCrtne obrdzek nespravné nebo vibec. Témto i
vySe zminénym obtizim se da celit tak, Ze studentim poskytneme
moznost uzivat vhodné pomucky. Lze predpokladat, Zze se cast
chybnych fesSeni vymyti pfi zakreslovani feSeni pfimo na povrch
pfedmétu tvaru koule, mnohem vice pak pfi vyuzivani Lénartova
sférického pravitka pro rysovani hlavnich kruZznic. Bez téchto
pomiicek snad studentim alespon trochu pomize, kdyz jim kromé
nazorného obrdzku nabidneme naptiklad ptfedkreslenou kouli, na
kterou pak budou znazoriiovat sva feSeni (Ptiloha 2).

V tloze 7 tak, jak byla zadana i v origindle, je nutné uznat za
spravné ob¢ varianty odpovédi (tedy ano i ne), jelikoZ neni jasné,
zda studenti nemaji na mysli dvé kruznice totozné. Z odpoveédi,
pokud je tfeSitelé nerozvedou, tak neni patrné, zda student problém
rovnobé&znosti ve sférické geometrii pochopil. Na to mizeme
usuzovat pouze z feSeni ptedchozich uloh. Je tedy dobré v uloze 7

specifikovat, Ze madme na mysli dvé razné hlavni kruznice.
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I1I. Zadani:

Srovnejte rovinu a kulovou plochu

8. Urcete, kolik postiehli mtizete ucinit o priseciku dvou ptrimek
v rovin¢ a pruseciku dvou hlavnich kruznic na kulové ploSe
(kdy jde o 0, 1, 2, vice prusecika, ...). Zaznamenejte je do

srovnavaci tabulky. Pridejte tolik 7ddek, kolik potrebujete.

Piredpokladané FeSeni:

Protnuti dvou primek

V roviné Na kulové ploSe

Dveé razné pifimky bez priseciku |[Dveé rtzné hlavni kruZnice nemohou byt

se nazyvaji rovnobézky. nikdy vzadjemné rovnobé&ézné.

Dveé rizné pfimky s pravé jednim |[Dvé rtzné hlavni kruznice nemohou mit
spoleénym bodem se nazyvaji|pravé jeden spoleény bod.

riznobézky.

Dvé ruzné pifimky nemohou mit |Dvé razné hlavni kruznice maji vzdy

vic nez jeden prisecik. pravé dva pruseciky.

ReSeni studentii:

Studenti méli potize s uchopenim této ulohy. Z feSeni je
vidét, Ze si nebyli jisti, co pfesné maji do tabulky zaznamenat. Jen
nizky pocet teSeni tohoto pifikladu se dal pokladat za zcela
spravny, vétSina feSeni byla neuplna, Casto pak feSitelé tabulku
uplné vynechali. Néktetfi studenti se vratili ke krokim [1-5 a feSeni
zalozili na porovnani moznosti konstrukce. Naprostd vétSina
studentl nevyuzila moznosti ptfidat k tabulce dalsi fadky.

Ptiklad spravného tfeSeni najdeme na obr. 41, netplné fesSeni

ilustruje obr. 42 a nespravné feSeni obr. 43.
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Frotnuti dvou primek

Na kulové plofe

V roviné
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Lza wddlct Gk D Nilg adifot brok 2

nbe  wdlilot Gt 4 (20 addlct Gpdky
| _L2e ﬂﬂﬂd“lﬂks Lze _W#ﬂ*fj a

Obr. 41

V roviné Na kulové ploe
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Obr. 42
V roviné Na kulové plode
O )
1 P
) )
— =
Obr. 43

Zaveér:

Aby nedochazelo k pochybnostem nad podobou feSeni ulohy,

je mozné zadat ji napiiklad v této podob¢:

8. Urcete, kolik postiehli mlZzete ucinit o priseciku dvou primek
v rovin¢é a pruseciku dvou hlavnich kruznic na kulové ploSe.
Zaznamenejte je do srovnavaci tabulky — pokud je potieba,
doplnte udaje, a Skrtnéte nehodici se vyrazy. Pfidejte tolik

tadek, kolik potfebujete, a zaznamenejte své dalsi postiehy.
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V roviné Na kulové plose

Dvé ruzné pifimky bez pruseciku |[Dveé rizné hlavni kruZnice bez priseciku

existuji/neexistuji. Pokud |existuji/neexistuji. Muzeme néco fict o
existuji, nazyvaji se [rovnobé&znosti hlavnich kruznic?
Dve¢ rizné ptimky mo- |Dvé rizné hlavni kruznice mo-

hou/nemohou mit pravé jeden | hou/nemohou mit pravé jeden spolecny
spolecny bod. Pokud ano, |bod.

nazyvaji se ................

Dve rizné pfimky mo- |Co muzeme fict o prasecicich hlavnich
hou/nemohou mit vic nez jeden |kruznic (kolik jich je, kdy)?

prusecik. Pokud ano, nazyvaji se

Uloha je vsak piavodné zamérné koncipovana tak, aby
studenty vybizela k samostatnému uvazovdni nad rozdily mezi
sférickou a euklidovskou geometrii a pfiméla je k samostatnému
vyvozeni obecnych zavéra z praktickych pokusi. Snaha tlacit je
k odpovédim v pfedem ptipravené formé (ackoli by studenty mohla
pfimét znovu se zamyslet nad jejich feSenim) tak muZe byt spiSe
Skodliva, nebot muze strhnout jejich tivahy pouze jednim smérem a
mohlo by dojit k tomu, Ze se nebudou zamySlet nad dalSimi
zvlastnostmi, kterych si v geometrii sféry v§imli.

Ptiklanim se tedy spiSe k tomu nechat tabulku préazdnou.
Mizeme vSak specifikovat zaddni podobné jako v ptikladu 3 a
vybidnout tak studenty, aby se vice zamysleli a rozepsali své

posttehy (Ptiloha 2).

IV. Zadani:

9. Myslite, ze je protnuti dvou pfimek jednodussSi v roviné, nebo

na kulové plosSe? Jaky pfipad je zajimavéjsi? Proc?
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10. Nyni zkuste zménit své argumenty. Uvedte diavody, pro¢ je

protnuti dvou pfimek jednodus$$i nebo spletitéjsi (zajimavé]-

§1) v ptfipadé¢, ktery jste nevybrali vySe.

ReSeni studentii:

Navzdory mému ocfekavani naprostd vétSina studentid
odpovédéla, Zze protnuti pfimek je jednodussi na kulové plose.
Divodem je jim pak lepsi viditelnost. VétSinou ho pokladaji i za
zajimave¢jSi. Zde jsou nékteré odpovédi:

9. - Na kulové plose — lépe se protnou (viditelnost).

- Jednodussi v kulové plose, zajimavéejsi v rovine —»
konstrukce slozitéjsi.

- V roviné je protnuti dvou primek jednodussi, protoze
ziskame jeden priisecik.

10. - Uz jen proto, Ze kruznmice je zajimavéjsi nez primka,

navic pri ruzném otdceni kruzZmic se vytvareji nékdy

opravdu zajimavé obrazce.

Nékteré z odpovédi byly skutec¢né zajimavé, svédcici o dob-

rém vhledu studenta do problematiky:

9. - ...V rovine se mepatrna riznobéznost predstavuje
tézce, velké vzddlenosti se nedaji tak znazornit jako
v kouli.

10. - V roviné je Spatnd predstavivost velikosti nade vSech-
ny meze (velmi mnepatrnd ruznobézinost dvou pri-
mek ...). Tim, Ze je rovina sférickd, se resSi probléem,
ze si lidée nedokdazou predstavit nekonecné meze.
Hlavni rozdil je v tom, Ze v kouli se primky jevi jako

kruznice.

Pro nékteré bylo tézké ptfijmout kulovou plochu jako dvoj-
rozmérnou:

9. - Jednodussi v kulové plosSe — protoze ma 3 rozméry.
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V jiném ptipadé¢ se vyskytla dokonce i tato odpoveéd:
10. - V roviné je to slozitéjsi kvuli souradnicim [x,y,z],

v kulové plose je to jen [x,y].

Jak je vidét, studenti se v téchto ulohdch daleko vice roze-
psali o rozdilech v obou geometriich a o zvlaStnostech, jez pfti

feSeni uloh spatiuji.

Zaveér:

Pfinosné je zjisSténi, ze studenti pokladaji sférickou geometrii
za zajimavou a neboji se patrat po tom, v ¢em spociva divod jeji
poutavosti. Casto dochazeji k prekvapivym nazorim, nebot si
nezfidka uvédomuji, ze to, co se v euklidovské roviné odehrdva
v nekonec¢nu, probihd na povrchu koule pfimo pfed naSim zrakem.
Jelikoz ptirozené¢ preferuji tuto viditelnost zkoumanych jevd,

povazuji sférickou geometrii za jednodussi.

V. Zadani:

11. Ptedstavte si, ze by bylo mozné, aby par zelezni¢nich koleji
vedl kolem celé Zemé. Mohou tyto Zelezni¢ni koleje ptfedsta-

vovat rovnobézné pfimky (tedy hlavni kruznice) a proc?

Predpokladané FeSeni:

Je patrné, ze dvé kolejnice se nikdy neprotnou. Protoze se
kazdy par hlavnich kruznic protina, ob¢ kolejnice nemohou lezet na
hlavnich kruznicich, takze ob¢é nemohou reprezentovat hlavni

kruznice na kulové ploSe.
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ReSeni studentii:

Re$eni této ulohy korespondovalo s fe§enim ulohy 5. Ti
studenti, ktefi si v uloze 5 védéli rady a uspésné ji vyresili,
vyteSili bez problémi 1 tuto Ulohu, a naopak zbyli studenti
dokléddali oprdvnénost kladné odpovédi obrdazkem, v kterém
znazornovali rovnobézné kruznice, z nichz alesponl jedna ptfirozené
nebyla hlavni, popfipad¢é odpovédéli spravné, nedokazali vSak svou
odpovéd zduvodnit. Pocet uspésSnych a neuspésnych feSeni se zde
tak opét zhruba vyrovnal.

Spravné odpovédi vypadaly naptiklad takto:

- Nemohou, aby byly rovnobézné po celou svou délku, porusi-
la by se definice hlavni kruznice (Ze jeji stred leZi ve stre-
du kulové plochy).

- Ne. Protoze hlavni kruznice se vzdy protnou ve dvou bo-

dech.

Ukazky nespravnych fesSeni zobrazuji obr. 44 a 45.

Studenttim, ktefi sprdvné pochopili pojem hlavni kruznice,
ne¢ini uloha potiZze. Ostatnim by mohl pomoci naptiklad
doprovodny obrazek, ¢i vySe mnavrhované zpfesnéni zaddani

ptedchozich uloh (Ptiloha 2).
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Obr. 45

VI. Zadani:

J4

12. Rovnobézné prfimky v roviné jsou od sebe stale stejné¢ vzdalené.
Nakreslete na kulové ploSe hlavni kruznici. Pak nakreslete
dal$i obrazec, ktery bude ve stale stejné vzdalenosti od hlav-
ni kruznice.

a. Popiste tento obrazec.
b. Rozhodnéte, zda tento obrazec mize byt hlavni kruznici.

Proc¢?

Piredpokladané FeSeni:

Obrazec je kruznice s polomérem menSim nebo rovnym
poloméru koule. Hlavni kruznici muze byt pouze tehdy, kdyz je
vzdalenost obrazci nejmens$i mozna (rovna nule), a jedna se
pak o kruznici totoznou s puvodni. Jestlize je vzdalenost nejveétsi

mozné, jedna se o bod (p6l plivodni hlavni kruznice).

ReSeni studenti:

S vypracovanim této ulohy méli studenti obtiZze. Pocet zcela
spravnych feSeni byl minimdalni (ke sprdvné odpovédi samoziejmée
postacilo, Ze obrazec bude kruznice, ktera neni hlavni kruznici).

Nalezeni pozadovaného obrazce se nedatfilo dokonce ani studentim,
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kteti v ptfedchozich ulohadch prokazali velmi dobry vhled do
problematiky. Naptiklad tfeSeni jednoho z nejuspéSnéjSich feSitell

ostatnich tloh zobrazuje obr. 46.
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Obr. 46

Vyskytly se i pfipady, kdy student sice spravné odpovédél, ze
se jednd o kruznici, z nacrtku vSak neni patrné, jestli k tomuto
zavéru dospél spravnou predstavou (kresba - obr. 47 - svédc¢i spise
o opaku). Neztidka se zdalo, ze studenti nepochopili, Ze obrazec je
nutné zakreslovat opét na kulovou plochu a se svym feSenim se

dostavali mimo ni (obr. 48).

Jak je =z obrazkaG vidét, studenti mnohdy hledali v feSeni

zbytecné slozitosti.

Velmi Casto studenti spravné odpovidali v bodu b, i kdyz si
nevédéli rady s podobou hledaného obrazce, nékdy vSak svij zavér
zdivodnili pochybné. Vyskytovaly se odpovédi tohoto typu:

- Nemiize, protoze by nesplnoval definici hlavni kruzZnice.

- Tento obrazec nemuze byt hlavni kruzZnici, protoze nemd

maximalni polomeér.

- Nemuze, neni v dobré vzdalenosti.
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Obr. 47

Obr. 48

Zaveér:

V této uloze se ukdazalo, jaky problém maji studenti
s pfijmutim kulové plochy jako roviny zaktfivené do tvaru koule a
jediného prostoru pro viechny geometrické konstrukce. ReSenim je
opét nabidnout studentim vhodné pomicky s moZnosti rysovani
pftimo na kouli. V stdvajici situaci miZzeme alespon upravit zadéani
tak, Zze upozornime, Ze obrazec lezi na kulové plosSe, poptipadé
nabidnout studentim piedkresleny nacrtek koule s hlavni kruznici,
do n¢hoz budou feSeni zobrazovat, ¢imz dame moznost 1 tém, ktefi

pojem hlavni kruznice nepochopili a neuméli ji na kouli zakreslit
(Ptiloha 2).
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VII. Zadani:

13. Lod cestuje tak, ze je stdle vzdalena 50 km od rovniku.
Vysvétlete, pro¢ necestuje nejpriméjsi (nejkratsi) cestou mezi

dvéma body.

Predpokladané ieSeni:

Lod necestuje nejpifiméjsi cestou mezi dvéma body, protoze
drédha, kterd je stale vzdéalena 50 km od rovniku, mé tvar kruznice
s menSim polomérem, neZ je polomér kulové plochy, a nejednd se

tedy o hlavni kruznici, jejiz ¢ast je nejkrats$i spojnici dvou bodu.

ReSeni studentii:

Ze vsech tfeSeni této Ulohy nebylo ani jedno Gspésné. Drtiva
vétSina studentd opét uvazovala feSeni mimo povrch koule
(obr. 49). Odpoveédi pak byly velmi obdobné:

- Protoze v podzemi neni vitr ani more. (..) Matematicky
receno — opustila by mnozinu bodi, které ohranicuji kulo-
vou plochu.

- Protoze lod nemiize cestovat skrz Zemi. Musi plout po obvo-

du Zemé.

Obr. 49
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Studenti, kterym se nedatfilo feSit ani piedchozi ptiklady
zaméfené na sféru, na otdzku bud neodpovidali vibec, nebo jejich
odpovéd neméla valnou informacni hodnotu:

- Asi nemuze a neni to nejkratsi.

Reseni, které se asi nejvice blizilo podstatd problému (ackoli
obsahuje chybné pifedpoklady a domnénky, kdyz se student snaZzi
rozvinout kouli do roviny rozfiznutim jednoho poledniku)
zobrazuje obr. 50.
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Obr. 50

Tato uloha koresponduje s tlohou 11, kde si studenti mohli
vSimnout, ze dvé rovnobézné kruznice nemohou byt obé hlavnimi
kruznicemi. Pfesto ani ti fteSitelé, ktefi v Gloze 11 odpovidali
naprosto spravné, tuto uUlohu nevyfesili. Pfic¢ina zfejm¢e¢ spociva
v tom, Ze si studenti neuvédomili, Ze dva body na povrchu koule
lze nejkratSim zpisobem spojit kratSi casti oblouku hlavni
kruznice.

Zamérn¢ jsem do pracovniho listu neuvedla, pro¢ je ptfimka
na kulové plose reprezentovana hlavni kruznici, a ¢ekala jsem, zda
né¢ktery ze studentl dojde v této uloze k obecnému zavéru a na
zédkladé ptedchozich uloh vyvodi divod sam. Pfizndvam vSak, Ze
jsem neocekavala, ze by se tak stalo, a mij pfedpoklad se bohuzel

vyplnil.
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Studentim pfi feSeni této ulohy mohou pomoci naptiklad
ndvodné otdzky, doprovézejici tvrzeni o tom, Ze pifimky jsou na
kouli reprezentovdny hlavnimi kruznicemi, které by je piimély
zamyslet se nad diivodem této skute¢nosti (Priloha 2).

V této uloze se navic naplno potvrdil problém piedestieny jiz
v uloze ptedchdzejici, totiz ze studenti pii feSeni Uloh uvazuji
spiSe v tfirozmérném euklidovském prostoru. Pomoci jim muze
uvedeni do tématu sférické geometrie formou uvodni hodiny
(viz podkapitola 7.7.1 a Ptiloha 3). V pracovnim listu jim Ize
pomoci upravou zadani a ptfipojenim vhodnéjSiho obrdazku, na némz

by situace byla patrnéjsi (Ptiloha 2).

VIII. Zadani:

14. (Uvod o Euklidovi) Zde je jedna z podob Euklidova postulatu
o rovnobéznosti: Je dana pfimka a bod, ktery na ni nelezi.
Danym bodem lze vést pravé jednu rovnobézku s danou pfim-
kou.

a. Narysujte pfimku a bod, ktery na pfimce nelezi. Narysujte
vSechny mozné rovnobézky k dané piimce prochazejici
danym bodem. Pomoci vasi kresby vysvétlete, pro¢ Eukli-
div postulat o rovnobéznosti plati v roving.

b. PtepiSte postuldt o rovnobéznosti pro kulovou plochu
nahrazenim slova primka za slovo hlavni kruzmice. Pak
provedte na kulové plosSe obdobnou konstrukci jako na ro-
viné. Nyni vysvétlete, pro¢ Euklidiv postulat o rovnob¢z-
nosti neplati na kulové ploSe.

c. NapiSte svlj vlastni postuldt o rovnobéznosti, ktery bude
platny pro geometrii na kulové plosSe (sférickou geome-

trii).
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Predpokladané FeSeni:

Odpovédi v bodé ¢ mohou mit napfiklad tuto podobu: ,,Danym
bodem, ktery nelezi na dané hlavni kruznici, neprochazi zadna
hlavni kruznice, kterd by byla s danou hlavni kruznici rovnobéz-

(13

na.

ReSeni studentii:

V feSeni bodu a. studenti vétSinou pouze narysovali obrazek.
Pravdépodobné se (stejné¢ jako Euklides) domnivali, Ze tato
skutec¢nost je natolik zfejmé, Ze vysvétleni nepotiebuje. Nékteii
tuto domnénku explicitné vyjadfili:

- Tady neni co vysvétlovat. Vice neZ jednu rovnobézZku

k primce danym bodem nelze vést.

Naopak student, z jehoz prdce bylo patrné, ze tusSi problém
rovnobéznosti pfimek v roviné spocivajici v tom, ze se vSe
neodehravd pfed nasSim zrakem, jak by se mohlo zdat, jelikoz
pfimky maji nekone¢nou délku, se o vysvétleni platnosti Euklidova
postuldatu pokusil. Jeho formulace je vSak dosti neobratnd a tézko
srozumitelna:

- V roviné se nam neméni primky v kruzmice, proto nikdy

nenastane situace, ze by bod, ktery by nelezel na primce p,
nezarucoval, Ze primka vedend dotycnym bodem nebyla

rovnobézina s p.

Pfi wvysvétleni bodu b. vétSinou neméli zaddny problém
studenti, z jejichz prace bylo jasné, ze rozumi dobfe pojmu hlavni
kruznice a pfijimaji skutec¢nost, Zze hlavni kruZznice reprezentuje na
kouli ptimku. TitiZ pak dokédzali napsat vlastni postuldt v bod¢ c.:

- b. Je dana hlavni kruzZnice a bod, ktery na ni nelezi. Danym

bodem nelze vést rovmnobéinou hlavni kruzZnici s danou

hlavni kruznici. Aby byla kruznice hlavni kruznici, musi mit
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co nejvetsi polomeér, z cehoz vyplyvad, Ze musi hlavni kruz-
nici (danou) protinat, a to znamend, Ze neni rovnobéznad.
c. Na jedné kulové plose neexistuji dvé riizné rovnobézné

hlavni kruznice.

Neékteti, 1 kdyz pojmu hlavni kruznice evidentné rozuméli, si
nevédéli rady s formulaci vlastniho postuldtu. Snazili se tak popsat
za jakych podminek k rovnobéZnosti na kouli dochézi:

- b. Veskery problém je v jiz nékolikrat zminované definici

hlavni kruznice — jeji stred lezi ve stiredu kulové plochy.

c. Je dana jakdkoliv kruznice I a bod, ktery je vzddlen od
poloméru stejnée jako kruzmice 1. Danym bodem lze vést
pravé jednu kruzmici 2, kterd je rovmnobézna s pivodni

kruznmnici 1.

Ostatni vysvétleni nezaznamenali, nebo odpovidali nesmysl-

né
- b. Na kruznici to nejde.
c. Pokavad jsou body vidy vzdaleny stejné, jsou primky
rovnobézné.
Zavér

Z teSeni je patrné, ze studentim, ktefi ziskali nédhled do
problematiky, necini zadné potize vyvozeni obecnych zédkonitosti
platnych pro sférickou geometrii na zakladé srovnéani obou typl
geometrii. Od téch, ktefi se ve sférické geometrii jiz od zacatku

neorientovali, pravdépodobné nic podobného ocekavat nelze.

IX. Zadani:

15. Popiste vSechny zpusoby, jak se mohou protinat tfi razné

hlavni kruznice.
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Predpokladané ieSeni:

T#i rizné hlavni kruznice mohou mit na kulové ploSe bud
dva, nebo Sest pruseciku v ptipadé, ze se kazdé dvé protinaji ve

dvou riiznych bodech.

ReSeni studentii:

Cast uspé$nych fesiteld pracovniho listu odpovédéla na tuto
ulohu zcela spravne:
- Protinaji se vzdy ve 2 nebo 6 bodech.
Castéji se vyskytly pouze &asteéné spravné odpovédi (a jak je
vidét, 1 odpovédi ,,Salamounské):
- 1) Protinaji se v polech.
2) Kdyz lezi na sobé.
3) Vsechny zpusoby, jaké jsou mozné.

- Jakkoliv tyto kruznice situuji, vidy se navzdjem protinaji.

U spiSe neuspésSnych feSitelt pracovniho listu se vyskytovaly
v zasad¢ tfi typy odpoveédi:

- zadna

- nakreslili obrdazek zahrnujici jen jeden pifipad protnuti

kruznic (obr. 51).

Obr. 51
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- jakéasi transformace do roviny (obr. 52).

Obr. 52

Zaveér:

Z teSeni vyplyvéa, Ze protnuti tfi kruznic na povrchu koule je
velmi naro¢né na predstavivost studentd. V tomto ptripadé opét
muze pomoci pomucka tvaru koule a néstroj na rysovani hlavnich
kruznic, se kterym studenti mohou manipulovat a zkouSet ridzné

moznosti.

7.6.2 Shrnuti vysledka prvni faze vyzkumu

Pfi teSeni ptrikladd ze sférické geometrie byla celkoveé

uspésSna asi polovina studentlt, pro ostatni bylo tézké pfijmout
zakonitosti této geometrie a ¢ast z téchto studentd pak nedovedla
feSit ulohy nacrtnutim povrchu koule. Dale lze fici, ze ve
zpisobu feSeni nebyl patrny vyraznéjsi rozdil mezi studenty

v

druhého a tifetiho ro¢niku. Je sice pravda, zZe nejuspésSnéjsi feSeni

219

pochazela z per tfetédka, ve stejné tiidé vSak vznikala 1 fteSeni

nejméné UspesSna.
Déale uvaddim shrnuti nejzasadnéjSich obtizi, se kterymi se

studenti potykali a které byly zastoupeny vzdy ve vétSim poctu

praci:
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Nejvétsi a zasadni problém spocival v tom, ze se studenti
nedokédzali oprostit od zplsobu nazirdni na prostor, ktery se
uplatiuje v klasické, euklidovské geometrii. To dosvédcuji
ptedevsim ndasledujici znaky a postupy, které se v feSenich
projevovaly:

1) Mnozi feSitelé se stdle snazili rozvinout kouli do roviny a
feSeni pak nacrtavat v této rozvinuté roviné (viz piiklady
feSeni vysSe). Je zajimavé, ze vétSina téchto studentd vSak
povazovala za jednodus§si protnuti pfimek/hlavnich kruznic na
kulové ploSe, a to z divodu lepsi viditelnosti — kulova plocha
se jim tedy zdéla ndzorné&;jsi.

2) Z teSeni bylo patrné, Ze 1 ti studenti, ktefi sva feSeni
zakreslovali spravné, stale pfemysSleli v souladu s geometrii
euklidovskou a kouli si pfedstavovali jako wumisténou
v trojrozmérném euklidovském prostoru, jehoz vSechny body
(tedy i ty vné a uvnitft koule) jsou jim volné dostupné.

S témito body pak do svého feSeni pocitali.

Jak jiz bylo fefeno vySe, fada studentd méla potize
s pochopenim pojmu , hlavni kruznice* a s prfedstavou této kruznice
jako ,pfimky na kouli“. Tito studenti pak neméli Sanci v ulohéach

o konstrukci na kulové ploSe uspét.

Na zakladé analyzy studentskych feSeni se domnivam, ze je
vhodné zatadit do vyuky, dfive nez studenti pfikro¢i k feSeni
téchto uloh, Uvodni hodinu, v niZ budou stru¢né seznameni
s historii neeuklidovské geometrie (kdo k ni dospé¢l, jak a proc¢) a
s obecnymi zakonitostmi, které plati v geometrii sférické. V této
hodin¢ jim pak lze ptfedlozit tlohy z bézného zivota a jiné zajimavé
ulohy, které mohou vzbudit u student zdjem o téma neeuklidovskeé
geometrie.

Napln a prubéh uvodni hodiny, kterou jsem na zakladé analy-
zy vysledkt  prvni faze vyzkumu uskutecénila, popisuji

v podkapitole 7.7.1.
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7.6.3 divody problémi a jejich pripadné
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Pticin, které vedly u studentl k nespravnému ¢i chybéjicimu
feSeni nékterych uloh, mize byt celd fada; od nezdjmu o praci na
doméacim ukolu ,navic*“, ptfes stereotypy ve vidéni okolniho svéta
po skuteéné potize s prostorovou piredstavivosti. VSechny tyto
problémy vSak lze feSit nebo alesponl zmirnit vhodnym pfistupem

k latce a jejimu pfeddvani studentim.

7.6.3.1. Mozné divody nezajmu a navrh rFeSeni

Eventudlni nezajem o feSeni uloh ze strany studentd neni
nepochopitelnym jevem, jelikoz, jak jiz bylo feceno, ulohy byly
v této fazi vyzkumu zaddny nédhle bez souvislosti s prave
probiranou latkou, a néktefi tudiz ziejmé nevidéli smysl snahy,
kterou bylo potfteba vyfeSeni pracovniho listu vénovat. Bez
ptedchozi motivace v jakékoli podobé je samoziejmé nelehké
takovy smysl najit, zvlasté pak u studentd, ktefi matematiku
nepovazuji za oblibeny pfedmeét. A jelikoz je znamo, ze matematika
zebtfic¢ku popularity Skolnich pfedméti zrovna nevévodi, Ilze
ptedpokladat, ze studentll vedenych touhou pozndvat a objevovat,
kterym snad tfeSeni Gloh délalo radost, nebylo mnoho. Ostatni navic
nebyli motivovadni ani vnéjSimi prostiedky v podobé znamek ¢i
postihu za neodevzdani prace. Snaha, kterou studenti praci
vénovali, byla na feSeni Gloh samozfejmé patrné; néktefi odevzdali
listy témeéf prazdné, jini je neodevzdali vibec. I pies to vSechno se
ale naSlo nékolik jedinct, z jejichz prace bylo patrné, ze je
problematika sférické geometrie skuteéné zaujala. Kdybychom se
snazili postihnout pocty praci na Skéale od (na prvni pohled)
preciznich k ,,odbytym*, zjistili bychom, zZe i zde plati Gaussova

ktivka. VSe je ovSem zaloZeno na pouhé domnénce vyplyvajici
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z posouzeni produktu, nikoli pribéhu prace, nebot jsem nemcla
moznost s témito studenty o jejich prdci promluvit a vim, Ze snaha
se mize skryvat i za nevyfeSenymi ulohami.

Domnivam se, Ze jednim z moznych zpusobd jak ve
studentech podnitit zdjem o tuto latku je zasvétit je nejprve do
vzruSujici historie neeuklidovskych geometrii, nechat je, aby na
zédkladé indicii sami vyvodili, kde euklidovskd geometrie neplati a
pro¢, ukdzat jim zvlaStnosti a zdénlivé paradoxy, které v disledku
zadkonitosti této geometrie vznikaji, a sezndmit je s mozZnostmi
vyuziti neeuklidovskych geometrii v praxi (konkrétnéji podkapitola

7.7.1).

7.6.3.2 Mozné davody snahy transformovat kouli

na rovinu a navrh resSeni

Divodem tendence studentli feSit konstrukéni tlohy na kouli
rozvinuté do roviny je ziejm¢ skutecnost, Ze jsou jednoduSe zvykli
feSit podobné ulohy v roviné. Naptiklad ptfi pocitani vzdéalenosti
v télesech wuplatnuji ftezy télesy a potiebnou Ccé&st si zobrazi
v roviné. Navic je k tomu nabdd4d srovndni geometrie na kulové
plose pravé s geometrii roviny. Proto se zfejmé snazi kouli do
roviny rozvinout, aby mohli srovnani bez potizi uskutecnit.
(Podobny postup pfece uplatiiuji i v jinych oblastech matematiky —
naptiklad pfi porovnavani dvou zlomkl ptfevadéji oba zlomky na
spole¢ného jmenovatele (zde se snazi prevést kouli do roviny) a
nasledné porovnavaji Citatele (zde geometrické konstrukce v roviné¢
a na kulové ploSe).)

Jelikoz studenti nemé¢li k dispozici model, na ktery by mohli
své konstrukce zakreslovat, bylo pro né feSeni samozifejmé mnohem
obtiznéjsi. Ziejm¢é¢ pro né¢ pak nebylo snadné pochopit, Ze museji
uvazovat pouze v dvourozmérné roviné zakfivené do tvaru koule,

kdyz si museli v dvourozmérné euklidovské roviné nakreslit
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nacrtek trojrozmérného télesa a na néj pak novou geometrii
aplikovat.

V tvodni hodiné je tedy potfeba studentim vysvetlit, ze
neeuklidovskd geometrie (pohybujeme-li se v R;) je geometrie
zakifiveného povrchu, ktery neni mozné rozvinout do roviny.
Naproti tomu geometrie na povrchu napfiklad hranolu, vdlce apod.
euklidovska je, nebot jejich plast lze do roviny rozvinout.
(Studenti si mohou vzpomenout na sité téles, které v roviné

zakreslovali. Sit koule po nich jisté nikdo nechtél.)

7.6.3.3 Mozné divody potiZzi s oprosSténim se od

euklidovského prostoru a navrh reSeni

Divod, pro¢ si studenti pfi svych feSenich stdle pfedstavuji
kouli v tfirozmérném euklidovském prostoru a pocitaji 1 s body
mimo jeji povrch, je prosty. Tfirozmérny euklidovsky prostor je
prostor, ve kterém ziji. Dokdzou si tedy pfedstavit pouze tento
prostor a vSechny jeho opét euklidovské podprostory. Zijeme sice
na planeté, ktera ma tvar koule, ale jsme schopni vnimat smysly
pouze naSe bezprostifedni okoli a zakfiveny neeuklidovsky povrch,
po némz se pohybujeme, tak vnimame jako euklidovsky. Ze budou
studenti hned ptistupovat k této geometrii neeuklidovsky, se od
nich tedy ani nedalo ocekavat.

V uvodni hodiné je tedy na misté vysvétlit studentim, Ze
pokud tesi ulohy ve sférické geometrii, stdvd se povrch koule
»celym jejich svétem®, ktery nemohou opustit. Zcela nejlepsi je dat
jim k dispozici model koule, ktery mohou pokreslit, a feSeni pak

podle modelu nac¢rtnout na papir (konkrétnéji v podkapitole 7.7.1).

104



7.6.3.4 Mozné divody problémi s pojmem , hlavni

Kruznice*“ a navrh reSeni

Divodem, pro¢ studenti nezobrazovali spravné hlavni kruzni-
ce, bylo zftejmé nedostatecné vénovani pozornosti uvedené definici
nebo jeji nespravné pochopeni. Ti, ktefi pak méli potize s pfijetim
hlavni kruznice jako reprezentace prfimky na kulové ploSe, zfejme
nevidéli divod, pro¢ by pfimku meéla reprezentovat pravé hlavni
kruznice a ne 1 napfiklad libovolnd rovnobézka (vyuzijeme-li
ptirovnani koule k zemékouli).

V tivodni hodiné je tedy tieba peclivé studenty sezndmit
s pojmem hlavni kruZnice, nakreslit ndzorné piiklady a ujistit se,
ze tomuto pojmu vSichni bezpecné rozuméji a dokdzou rozlisit
hlavni kruznici od ostatnich kruznic, které Ize narysovat na
povrchu koule. Bez porozuméni nemé valny smysl postupovat dal,
jelikoz pak studenti v feSeni uloh nemohou obstat. Dulezité pak je
vysvétlit jim, proc¢ je ptrimka na povrchu koule reprezentovana
pravé hlavni kruznici. Konkrétni nédvrhy ¢tenaf nalezne

v podkapitole 7.7.1.
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7.7 Druha faze vyzkumu

7.7.1 Uvodni hodina — iivod do neeuklidovskych

geometrii

Jak jiz bylo feceno v tuvodu kapitoly o vyzkumu, Gvodni
hodina, jako pfiprava na feSeni Uloh ze sférické geometrie, ktera
méla studenty s touto geometrii blize seznamit, prob¢hla ve dvou
prvnich roc¢nicich. Pfipravila jsem si na ni pomucky, které mély
slouzit k nazornosti pfikladd a studentim k usnadnéni prace:
globus k demonstraci korespondence neeuklidovské geometrie
s realnym svétem kolem nas, mi¢ jako model koule, na ktery jsme
zakreslovali jednotlivé situace, a okopirovanou mapu svéta pro
demonstraci zkresleni vzdalenosti pfi pokusu rozvinout kouli do
roviny. Kazdy ze studentd mél navic k dispozici vlastni model
koule v podobé micku, ktery bylo také mozné pokreslit.

Napln Gvodni hodiny pokryla téméf pfesné 45 minut vyméie-

nych pro jednu vyucovaci hodinu. Ddle uvddim parametry uvodni

hodiny:

Téma hodiny: Uvod do neeuklidovské geometrie
Typ Skoly: Stfedni Skola

Roc¢nik: 1. — 4. ro¢nik

Cas vyuky: 45 min.

Pomicky: Mic¢

Globus
Atlas svéta

Barevné fixy
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7.7.1.1  Vlastni pribéh tvodni hodiny

1) UVOD

V uvodu hodiny byli studenti stru¢né sezndmeni s tématem.
Na zacatku jim bylo vysvétleno, ze se budeme zabyvat neeuklidov-
skou geometrii. Na dotaz, jestli se s timto pojmem uz nékdy setkali
nebo védi, co znamena, odpovidali negativné. Postupné jsme se
tedy pomoci otazek, odpovédi, dedukci i indukci dostali k tomu, Ze
geometrie, kterou Z4aci znaji a pouzivaji jiz od zékladni Skoly, se
nazyva geometrie euklidovska, a to proto, ze jeji pravidla sestavil
a shrnul ve 4. stoleti pf.n.l. Euklides. O Euklidovi studenti védéli
velmi malo, odvodili si jen, Ze to byl matematik a Rek, tak jsme si
velmi stru¢né povédeéli néco o jeho zivoté a dile Zaklady, ¢imz
jsme se dostali k péti postulatim, na kterych Euklides euklidov-
skou geometrii vybudoval, a na tabuli jsme si kazdy =z nich
ilustrovali obrazkem.

Sami studenti nebyli s formulaci 5. postuldtu spokojeni, na
rozdil od vSech ptedchozich si nedokédzali hned a bez ilustrace
ptedstavit, co vlastné¢ znamend, a nakresleni obrdzku na tabuli
vyzadovali. Na otazku, ktery z postulatd se jim zdd nejméné jasny,

vSichni odpovidali, ze postulat paty.

2) HISTORIE

Povédéli jsme si tedy, Ze stejné tak jako oni i matematici
davnych i neddvnych dob nebyli s 5. postulatem spokojeni a snazili
se ho dokéazat pomoci zbylych ¢tyf, ze pfitom ptisli na ekvivalenci
s Pythagorovou vétou, az skutecné objevili prostor, ve kterém
euklidovska geometrie neplati, a dostali jsme se tak k hlavnim

jménim neeuklidovské geometrie, Gaussovi, Bolyaiovi, Lobacev-
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skému a Riemannovi. Studenty jsem samoziejm¢ nezatézZovala
pfiliSnymi podrobnostmi z historie, ale snazila jsem se vyzdvihnout
zajimavosti 1 dobové tézkosti, s jakymi se matematici museli
potykat, a zduUraznit tak pfevratnost tohoto objevu. Zdalo se, ze
historie neeuklidovskych geometrii studenty zaujala, zvlasté je

pifekvapilo, Zze objevit ji trvalo 21 stoleti.

3) NEEUKLIDOVSKY PROSTOR

Ptes historii jsme se dostali k tomu, Ze neeuklidovska geome-
trie je tedy geometrie zaktfivené plochy, kterou nelze rozvinout do
roviny (fekli jsme si, ze se budeme zabyvat neeuklidovskou
geometrii dvourozmérného prostoru), a jelikoz existuji 1 takové
zaktfivené plochy, které do roviny rozvinout Ize, ne kazdé
zaktfivena plocha je neeuklidovskad. Tuto skutecnost jsme si
demonstrovali nakreslenim obrédzku na zohybaném papife, ktery
jsme nasledné narovnali, a na pfikladu s krychli, na jejiz siti jsme
rovné€z demonstrovali zachovani zdkonitosti euklidovské geometrie
pti rozvinuti do roviny (obr. 53 a, b). Studenti pak sami odvodili,
ze neeuklidovskd geometrie bude platit na povrchu takového télesa,

jehoz sit nedokdzeme narysovat, a ze takovym télesem je koule.

Obr. 53
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Poukazala jsem pak na to, ze je zvlastni, ze objeveni neeukli-
dovské geometrie trvalo tak dlouho, kdyz Zijeme na kulaté planeté,
a ze ve velkych métitkdch v naSem svété tedy plati prave jeji
zdkony. Seznamila jsem pak studenty s jejich ukolem zjistit, jak je
to tedy s rovnobéznosti pfimek na nasSi planeté (na kouli), kdyz zde

neplati paty Euklidav postulat.

4) HLAVNI KRUZNICE

Aby studenti mohli formulovat pravidla, jimZ rovnobé&Znost
ptimek na povrchu koule podléha, bylo tifeba, aby odvodili a
pochopili, jaky utvar na kouli reprezentuje pfimku a pro¢. K tomu
jsem pouzila nize uvedené navodné otdzky (Otazka 1-3) a ukoly
(Ukol 1-3), s jejichz pomoci mé&li studenti dojit k odpovédi.
Rozdélila jsem tabuli na dvé poloviny, na jednu jsme zakreslovali
udaje platné v roviné, na druhou pak udaje platné na povrchu
koule. Zakreslovani situaci nejenom na modely, ale i na nacrtnutou
kouli na tabuli povazuji za dulezité nejen kvili vétSi ndzornosti,
ale také proto, aby studenti neméli stejné problémy s nacrtky do

pracovnich listd jako ucastnici prvni faze vyzkumu.

Otazka 1: Jaky tvar ma trajektorie clovéka, ktery jde po
roviné stdle rovné?

S odpovédi na tuto otazku studenti samoziejmé neméli pro-
blém a odpovidali, ze je to pfimka, coZ jsme si ilustrovali na

tabuli.

Otazka 2: Kam dojde clovék, ktery se bude pohybovat stale
rovné po povrchu zemékoule?

Studenti opét s odpovédi nevahali a odpovidali, Ze na stejné
misto. Byli vyzvani, aby situaci zakreslili na své modely, zdroven

jsme vSe zakreslili na vétsi mic i tabuli.
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Otazka 3: Jaky utvar timto pohybem na povrchu zemékoule
opise?
Studenti védéli, ze to bude kruznice, jak bylo patrné i

z nadértku.

Ukoly 1-3: Nacrtnéte na kouli (model zemékoule) trajektorii
clovéka, ktery jde stale rovneé, kdyz:

1) Jeho vychozi poloha je na rovniku.

2) Jeho vychozi poloha je na polu.

3) Jeho vychozi poloha je mimo rovnik a podly.

U vSech ukold byli studenti nejprve vyzvani, aby situaci
ukazali na globu. V bodé 1) vSichni dotdzani spravné vyznacili
rovnik, v bodé 2) polednik. U bodu 3) jsem na glébu zamérn¢
vybrala jako vychozi bod mésto leZzici na jedné z rovnobéZek a
studenti se rozdé¢lili na dvé skupiny. Prvni, pocetnéj$i skupina
vyznacovala na globu, modelech i nd¢rtku na tabuli onu rovnobéz-
ku, par zaklt tvoficich druhou skupinu jiz védélo, ze trajektorii
bude hlavni kruznice, jak bylo z jejich néac¢rtkid patrné. Na otdzku,
pro¢ podle nich trajektorie vypadéd zrovna takhle, odpovidali, Ze
kruznice musi byt stejna, jako dvé predchozi.

Ostatni zaci stale jeSté nenahlédli, pro¢ tomu tak je, proto
jsme si vysvétlili, ze jelikoz je koule soumérnd podle stifedu,
trajektorie ¢lovéka, ktery jde po ni rovné, musi mit skutecné vzdy
stejny tvar bez ohledu na vychozi pozici, coz jsem demonstrovala
tim, ze kouli mizeme vzdy natocit tak, abychom vychozi bod
umistili na pomyslny rovnik ¢i polednik. VSe jsme pak zakreslili na
model koule a skutecné bylo vidét, Zze nova trajektorie z ,,rovniku®
se lisi od ptredchozi ,rovnobézky*“ (obr. 54). Tém, kterym toto
vysvétleni nestacilo a stdle namitali, ze se Clovék muze pohybovat
rovn€ i po nékteré jiné rovnobéZce nez rovniku, pomohl ptiklad
rovnobé&zky velmi blizké né¢kterému z polia. Po zakresleni na model

koule bylo patrné, zZe by ¢lovék opisoval kolec¢ko kolem jednoho
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mista a rozhodné by neSel rovné. Poté se zdalo, ze vSichni studenti

jiz do problému nahlédli.

Obr. 54

Chtéla jsem pak od studentd védét, co mohou o kruznici,
kterd tvofi trajektorii rovné kracejiciho <¢lovéka na povrchu
(zemé¢)koule fici; bez problému odpovidali, ze je to kruznice, ktera
ma stifed ve stfedu koule, a polomér tedy rovny poloméru koule.
Sezndmila jsem studenty s tim, Ze takovou kruZnici nazyvame
kruznici hlavni.

Shodli jsme se tedy na tom, ze to vypada, ze primku na kouli
reprezentuje hlavni kruznice, ale bylo tfeba to potvrdit, proto jsme
se na zakladé definice pfimky jako nejkrat$i spojnice dvou bodu
snazili dokéazat, Ze nejkratSi spojnici dvou bodl na kouli je oblouk

hlavni kruznice, a to zhruba timto zptisobem:

Tak, jako lze v rovine kazdymi dvéma body prolozZit primku,
lze vést na kouli kazdymi dvéma body hlavni kruznici. Tak jako je
primka (respektive jeji cast — usecka ohranicenda body) nejkratsi
spojnici mezi dvema body v roviné, je hlavni kruzZmnice (respektive
kratsi cast jejiho oblouku ohraniceného body) mnejkratsi spojnici
mezi dvéma body na kulové plosSe. Proc¢ tomu tak je, si ukazZzeme na

obrazku.
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Nakreslime na kouli hlavni kruzZnici (ozmnacime ji k;) a jinou
kruznici (kz), ktera ma s hlavni kruznici dva spolecné body
(obr. 55).

VsSe jsme zakreslovali na mi¢ i tabuli, studenti kreslili na své

modely.

Obr. 55

Jelikoz vime, Ze hlavni kruznice ma na povrchu koule nejveétsi
mozny polomér, rovny poloméru koule, je patrné, Ze polomeéer
kruzmnice k; (hlavni kruznice) je vétsi nez polomér kruznice k.

Mame tedy dany dvé kruznice, jejichz poloméry se nerovnaji a
které maji spolecné dva body.

Oznacime si délku oblouku AB kruznice k; jako x a délku
oblouku AB kruznice k; jako y. Chceme tedy dokazat, Ze x je mensi

nez y.

Otazka 4: Jak mohu dokdzat, Ze vzddalenost x je mensSi nez
vzdalenost y?

Zde se podle mého ndzoru projevila vyhoda technické stfedni
Skoly, kdyz néktefi ze studentd sami navrhovali, ze mizeme kouli

,fiznout témi dvéma kruznicemi®.
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Provedeme tedy rFezy koule rovinami obsahujicimi kruznice a
sklopime do jedné roviny (obr. 56 a), kruznici k, pak jesté
zobrazime v osové soumérnosti s osou AB (obr. 56 b).

1 - |
| r

k b

Obr. 56

Z obrdazku je patrné, zZe délka x cdsti oblouku kruznice k; je
kratsi nez délka y c¢asti oblouku kruznice k.

Miizeme vyvodit zdvér: Mame dany dvé kruZmice, jejichz
poloméry se nerovnaji a které maji spolecné dva body A, B. Pak
cast oblouku AB kruznice s mensSim polomérem bude vidy vétsi nez
cast oblouku AB kruzZnice s vétsSim polomérem. Vidy uvazZujeme

kratsi ¢asti oblouku, které body A a B na kruzZnicich ohranicuji.

Hlavni kruzZnice je kruzZnice s mnejvétsim mozZnym polomérem,
kterou miiZzeme na kulové plosSe narysovat, jelikoZz jeji polomeér se
rovnd poloméru kulové plochy. Jakdakoli jind nez hlavni kruzZnice na
povrchu koule tedy musi mit mensi polomér nez kruznice hlavni.
Proto je nejkratsi spojnici dvou bodu na kulové ploSe kratsi cast
oblouku hlavni kruzmnice, kterou temito body prolozime. Hlavni

kruzmnice na povrchu koule tak reprezentuje primku.
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Nezdalo se, Zze s pifijmutim tohoto dikazu maji studenti néja-
ky problém. Dlikazem jsme dokoncili probrdni toho, co pottebovali
védét k aspéSnému feSeni loh z pracovniho listu.

Zatimco tém, ktefi ulohy fteSili bez uvodni hodiny, byla re-
prezentace pfimky na kouli hlavni kruznici pfedlozena jako fakt,
v uvodni hodiné méli studenti mozZnost zjistit, pro¢ tomu tak je.
Nahlédnuti do podstaty véci vzdy zlepSuje orientaci v problému,

a jak se ukédzalo, ani v tomto pfipadé tomu nebylo jinak.

Mohli jsme tedy pfistoupit k duasledkim neeuklidovské geo-
metrie a zajimavym uUlohdm, skrze néZ bylo cilem podpofit ve
studentech zdjem o pozndni zdkonitosti sférické geometrie, upevnit
pifedstavu o jejich fungovéni, prezentovat vazby mezi neeuklidov-
skou a euklidovskou geometrii a redlnym svétem a umoznit

studentiim lep§i zaziti nacerpanych poznatk.

5) ZAJIMAVOSTI, ULOHY

Aby si studenti uvédomili disledky neeuklidovské geometrie
v redlném svété a poznali deformace vzdéalenosti, ke kterym
dochazi pfi zobrazeni svéta v atlase, tedy na roviné, zvolila jsem

nejprve Priklad 1.

Priklad 1: Najdéte na mapée svéta New York a Madrid a vy-
znacte mezi nimi nejkratsi vzdalenost.

Pfi pohledu na mapu svéta studenti vétSinou volili feSeni
zndzornéné na obr. 57. Vysvétlili jsme si tedy, Ze toto je nejkratsi
vzdalenost mezi body oznacujici mésta na map¢, ale nds zajima, jak
bude vypadat nejkratS$i vzdalenost mezi mésty v redlu.

Poté ncktefi studenti jiz spravné tvrdili, ze to bude néjaky
oblouk, jini si situaci nedokéazali pfedstavit. Zatadila jsem tedy

Ptriklad 2.
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Obr. 57

Priklad 2: Najdéte New York a Madrid na globu a opiste
nejkratsi vzdalenost, na zakladé toho, co jiz vite.

V tomto pfipad¢é studenti na glébu i1 v néacrtcich opisovali
oblouk hlavni kruzZnice, spojujici New York a Madrid. Na zdkladé¢
srovnani tohoto oblouku a rovnobé&zky, kterd ob& mésta spojuje a
kterd je zobrazena i v atlase svéta, vétSina dosud neptfesvédcenych
rovnéz dosla k tomu, Ze nejkrat$i vzdalenosti bude oblouk mezi

obéma mésty. Vratili jsme se tedy zpét k map¢:

Otazka 5: Ktera ze dvou cest z New Yorku do Madridu vy-
znacenych na obrazku (obr. 58, [23,s. 124]) je tedy v redlném
svete kratsi?

VétSina studentd uz védéla, Ze to bude cesta vedouci po ob-
louku. Ukazalo se vSak, Ze ne vSichni vénovali pozornost
ptedchazejicimu vykladu, nebo mu neporozuméli tak, jak tvrdili,
nebot ve tfid¢ stale zlstavala skupinka nékolika studentt, ktefi se

s timto faktem nehodlali ztotoznit.
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Obr. 58

Ukazali jsme si tedy obrazky (obr. 59 a 60 [23,s. 124]) se
vzdalenostmi, jaké byly v realu naméfeny. Po prezentaci téchto
obrazkd se ve tfid¢é strhla vasniva debata, pfi které ona skupinka
studentt tvrdila, Ze ,,to neni mozné®“, a to ptfi pohledu na obrazek
z atlasu svéta s naméfenymi vzddlenostmi (obr. 60). Ptesto, zZe
pfedchédzejici ¢ast hodiny byla zaloZena na odvozovani toho, ze to
mozné je a pro¢, debata mé potéSila, nebot bylo vidét, zZe jsou
studenti tématem zaujati a neni jim lhostejné.

Poukdzala jsem tedy na to, Ze obr. 59 je v podstaté totoZny
s obrazkem, ze kterého jsme vychdzeli pti dikazu toho, ze oblouk
hlavni kruznice je nejkratSi vzdalenosti dvou bodid na kouli
(obr. 55). Korespondence mezi obr. 59 a 60 je zfejma, nebot
pfimka spojujici mésta na obr. 60 je rovnobé&Zna se zndzornénymi
zemskymi rovnobézkami, proto se musi jednat o céast kruznice
s menSim polomérem, nez méa kruznice hlavni, jelikoz New York
s Madridem nelezi na rovniku. Vysvétlila jsem pak znovu, ze celé
zkresleni je disledkem toho, Ze atlas znézorfiuje v roviné mésta a
kontinenty, které ve skutecnosti lezi na kouli, a jelikoz kouli do

roviny rozvinout nelze, dochdzi k deformacim tvart a vzdalenosti.
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Obr. 59

Obr. 60

Studenti poté tvrdili, ze vSe jiz chdpou, pozdéji vsSak na
jejich fesenich uloh z pracovnich listd bylo patrné, Ze v problému

stale jeste tapaji.
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Na zavér jsem poznatky z této ulohy jeSté shrnula a pridala

nékteré zajimavosti:

Pokud bychom se tedy chtéli plavit v co nejkratsim Ccase
z New Yorku do Madridu, musime plout nejdrive smérem na
severovychod, pak se pozvolna stocit vic na jih a nakonec na
jihovychod. Jedna se o stejnou krivku, po niz by se pohybovala
nerusenée se kutdlejici bowlingova koule nebo po niZ pri migraci
leti nékteri chytri ptaci jako kulik hnédokridly nebo koliha
aljasska, tedy o cast oblouku hlavni kruzmice, ktera prochazi

danymi dvéma body — zde New Yorkem a Madridem. [23]

Studenti z tvodu hodiny védéli, ze paty Euklidav postulat je
ekvivalentni s Pythagorovou vétou, proto jsem do hodiny zatadila
Ptriklad 3 ([23]), jednak k tomu, aby si ovéfili, ze na povrchu koule
Pythagorova véta neplati, jednak aby se jeSté blize seznamili se
zakonitostmi sférické geometrie na povrchu zemcékoule, tedy
v obrovskych métitkach, a vidéli tak korespondenci mezi geometrii
neeuklidovskou a euklidovskou a pochopili, pro¢ vnimadme svét

euklidovsky, ackoli Zijeme na povrchu koule.

Priklad 3: Podivame se, jak to na kouli vypada s pravouhlymi
trojuhelniky. Na mapé (obr. 61 [23,s. 121]) je vyznaceno mésto
Libreville v Gabunu lezici na nultém poledniku a 09° vychodni
délky: je soucdsti vrcholu pravouhlého trojuhelniku. Kdyz se
presunete o 12° na sever, priblizne do mist, kde se nachazi Kano
v Nigerii a o 24° na vychod do Kampaly v Ugandé, vytvorFite
odvésny tohoto trojuhelniku. Jednim ze zakladnich teorému
euklidovské geometrie je Pythagorova véta.

Kdybyste mezi témito mésty cestovali nejkratsi moznou ces-

tou, namérili byste tyto vzdalenosti:

Kampala — Libreville: 2671 km
Libreville — Kano: 1 335 km
Kano — Kampala: 2 969 km
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Studentim jsem zaroven ukdazala obrazek znazorinujici, jak

situace vypada v realu na zemékouli (obr. 62 [23, s. 121]).

Obr. 61

Obr. 62

Cast studentu ovéfila soucet ¢tvercu nad odvésnami

(8 910 446 km?), &ast &tverec nad pfeponou (8 814 961 km?).
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Nyni se podivime na mnohem vétsi trojuhelnik tvoreny mésty
Libreville, italskym Cagliari lezicim na 39° severni sSirky a Léridou
v Kolumbii na 71° zapadni délky.

Vzdadalenosti, které byste nameérili:

Libreville — Lérida 8 902 km
Lérida — Cagliari 9 199 km
Cagliari — Libreville 4 450 km

Nyni jsme opét oveéfili soucet Cctvercit nad odvésnami
(99 048 104 km?) a nad pfeponou (84 015 556 km?) a bylo vidét, Ze
odchylka je tentokrdt mnohem vé&tsi.

Ove¢rili jsme tedy, ze na povrchu zemékoule, pohybujeme-li
se v obrovskych vzdalenostech, Pythagorova véta neplati a ze ¢im
veétsi jsou vzdalenosti, tim veétSi je 1 odchylka od pravidel
Pythagorovy véty. Zbyvalo podivat se, jak to vypadd, zkratime-li

vzdalenosti na pouhé¢ desitky kilometra:

Pokud vsak nebudete chtit cestovat po celém svété, spokojite
se pouze s okolim Prahy a uskutecnite z centra hlavniho mésta
vylet do Neratovic, z Neratovic se zajedete podivat do UnhoSté a

pak se vratite zpét do centra (obr. 63), namérite tyto vzdalenosti:

Praha — Neratovice: 20 km
Neratovice — UnhoSt: 29 km
Unhost — Praha: 21 km

Op¢ét jsme stejnym zpusobem ovéfili soucet ¢tverct nad od-

vésnami (841km?) a nad pieponou (841km?).

Z vypoctu jsme zjistili, ze pro pomérné¢ malé trojuhelniky
tedy Pythagorova véta plati. Vysvétlila jsem studentim, Ze je to
tim, Ze polomér zemékoule je tak veliky, Ze kratké vzdélenosti na
jeho povrchu se zdaji byt v rovingé. Cim je v$ak trojuhelnik na

Zemi veétsi, tim veétsi je 1 odchylka.
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Ukazali jsme si také, ze v disledku téchto zakonitosti je
soucet Uhld ve sférickém trojuhelniku vétsi nez 180° a studenti
dostali za tkol najit a na¢rtnout na své modely trojuhelnik se tfemi

pravymi uhly.

Ukol 4: Nacrtnéte na kouli trojuhelnik, jenz md tii pravé
uhly.

Neékteti ze studentd nevédéli, jak ulohu uchopit a kde zacit,
proto jsem Ulohu opét pfevedla na ulohu se zemékouli a zadani pak
znélo tak, Ze hleddme polednik, ktery bude kolmy k rovniku a jiny
polednik, ktery bude kolmy k rovniku i k prvnimu poledniku.
Studenti védéli, ze k rovniku je kolmy kazdy polednik, stacilo tedy
jeden zvolit a najit jiny, na n¢j kolmy. Poté, co jsme si jako prvni
polednik zvolili polednik nulty, vSichni spolupracujici studenti
védeéli, Zze hledany polednik bude polednik devadesaty. VSe jsme si
peclivé nacrtli na model koule, na kterém byl trojuhelnik se tfemi
pravymi uhly zietelné vidét.

Povazovala jsem za uzitecné studenty sezndmit s né€kterymi
dalSimi paradoxy, se kterymi se ve sférické geometrii bézné

setkavame. Poslouzil mi k tomu Priklad 4 [23, s. 130]:
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Priklad 4: Vezméte si obruc o poloméru Im. Kdyz tuto obruc
roztocite kolem pasu, nachdzite se uvniti ni? Zda se evidentni, Ze
ano. Pokud tuto obruc¢ polozZite na zem a stoupnete si doprostred,
jste stale uvnitr, Zze? Kdyz zvétsite polomér obruce na 2 kilometry,
bude uz opravdu velkd, ale s porovnani s planetou je stile mnohem
mensSi. Stale tedy muzete tvrdit, Ze se ocitdte uvniti obruce. Co
kdyz ale zveétsite jeji polomer na 6 400 km a ona ted obepind
planetu stejné jako rovnik? UzZ zacnete pochybovat, jestli jste stale
jeste uvniti, nebo vné, neni to tak? Kdyz budete polomér obruce
pomysiné dal zvétsovat, tedy oddalovat od sebe jeji obvod, obruc se
zacne ve skutecnosti smrstovat. Nakonec bude vypadat stejnée jako
na zacdtku, s polomérem Im, jeji stired se vsSak bude nachdzet

daleko od vas. Jako byste stali mimo ni. Jak se lze dostat zevnitr

3 ‘

ven pouhym zvétsovanim obruce? Pojmy ,za“, , pred”, ,uvniti” a

‘

,vné“ zde ztrdceji na jednoduchosti. Takové rozpory jsou pro

sfericky prostor charakteristické.

6) DALSI DUSLEDKY A VYUZITI NEEUKLIDOVSKE
GEOMETRIE

V posledni c¢asti hodiny jsem se snazila s pomoci studentt
shrnout, v jakych oblastech muUZeme poznatky =z neeuklidovské
geometrie vyuzit, a sezndmila jsem je s tim, pfi jak dulezitém
objevu z nich bylo ¢erpano.

Na otazku, v jakych oblastech se neeuklidovskd geometrie
uplatiiuje, studenti (zfejmé pod vlivem piedchazejicich 1uloh)
nejcastéji jmenovali geografii, dale pak fyziku i architekturu.

Sezndmila jsem struc¢né studenty s tim, ze neeuklidovskou
geometrii vyuzil 1 Einstein ve své teorii relativity, kdyz hledal
matematicky aparat, pomoci né¢hoz by popsal svlj objev, totiz zZe
télesa svou hmotnosti zakfivuji prostor kolem sebe. Aby si studenti
v§e dokazali ptredstavit, vyuzila jsem obr. 15. Dosli jsme tak

k zajimavému dusledku, ze kdyby Zemé¢ byla mensSi (s obvodem
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rovniku napt. pouhych 100 km), ale zachovala si svou hmotnost,
pfi jasném dni bychom si vidéli na zada.

Nyni se ve tfidé strhla dalsi vasSniva debata o tom, jestli je
néco takového mozné, jestli by pak ¢lovék mohl trefit sam sebe
doptfedu vrzenym kamenem apod. Né&ktefi ze studentid se zdali byt
problémem zaktfivenych prostori doslova konsternovani a zajimali
se o to, jak je zakfiven vesmir a jakou roli v zakfivovéani prostoru
hraje cas. Na nékteré z jejich otdzek jsem opravdu nedokazala

odpoveédét.

7) POZNAMKY K PRACOVNIM LISTUM

V z4avéru vyucCovaci hodiny jsem studentim rozdala pfislusné
pracovni listy a vzhledem k nejcastéjSim problémim studentl
z prvni fdze vyzkumu jsem je upozornila na to, Ze, jak bylo patrné
i z nacértkt, které jsme provadéli v hodiné, ve svych feSenich
nemohou opustit povrch koule. K tomu jim méla pomoci pifedstava,
ze sva tfeSeni zakresluji na prihlednou kouli, tu si pak postavi pted
sebe a kresli ji do listu jako model. Pouzila jsem i pfirovndni ke
konstrukcim v euklidovské roviné: Pokud do feSeni zahrnou i body
mimo kulovou plochu, bude toto feSeni obdobné situaci, kdy by pti
rysovani na list papiru mohli rysovat kfivky 1 nad timto listem a
pod nim. Napfiklad pfi zadani ,,Nacrtnéte na list papiru krychli® by
v jejich feSeni byla na listu pouze zadkladna krychle a jeji zbytek
by se vznaSel v prostoru nad papirem. Je jasné, Ze néco takového
neni mozné a na povrchu koule je situace obdobna.

Aby bylo tfeSeni tloh studentiim jasnéjs$i, doporucila jsem jim,
aby si nejprve zakreslovali feSeni na své modely koule a pak teprve

do pracovniho listu.
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7.7.1.2  Shrnuti uvodni hodiny

Uéelem tuvodni hodiny bylo pfedeviim sezndmeni studenti
s pojmem neeuklidovska geometrie; méli se dozvédeét néco o jejim
pivodu a podstaté a pochopit, ze v ni funguji trochu jiné
zakonitosti, nez na jaké jsou zvykli, a porozumét tomu, proc¢ je
hlavni kruznice ,pfimkou na kouli®“. Skrze tyto kroky méli
proniknout do sférické geometrie, aby byli schopni samostatné
poznavat jeji dalsi zakonitosti a vyvozovat vlastni zavéry. Zamérn¢
jsem proto nevolila jako napln tvodni hodiny ulohy, které by byly
obdobné tém =z pracovniho Ilistu, a vyhnula jsem se jakymkoli
soudim o rovnobé&znosti na sféfe. Rekli jsme si pouze to, Ze
sférickd geometrie patfi do geometrie neeuklidovské, pro kterou
neplati paty Euklidav postulat. Ulohy byly tedy zaméfeny pouze na
nazornou demonstraci faktu, ze pfimka je na sféfe reprezentovana
hlavni kruznici a ze zde neplati ty zdkony geometrie, které studenti
dosud znali. U¢astnici vyzkumu se tedy pii fteSeni uloh
z pracovnich listd museli opravdu zamyslet nad diasledky
skutec¢nosti, se kterymi se v této hodiné¢ seznamili, a zcela
samostatné objevovat pravidla pro sférickou geometrii platna.

V Gvodni hodiné se projevily nékteré dalsi vyhody, které
zatazeni neeuklidovské geometrie do vyuky pfinasi. Jelikoz
studenti pro uspéSné feSeni uloh skutedné nepotiebuji zvlastni
védomosti, které je tifeba téZce ziskavat pfi hodindch (nékterymi
nendvidéné) matematiky, ale stac¢i jim znalosti, které jiz davno
nabyli z béznych situaci, ve kterych se setkali s tvarem koule,
Sanci uspét zde maji i matematicky méné¢ zdatni studenti. Napiiklad
v jednom z prvnich rocénikl, ve kterych jsem uvodni hodinu
zatadila, se zdal tématem nejvic zaujat student, ktery byl dle
obecného minéni profesorti ve Skole povazovan spise za slabsiho.
Tento student byl pak v feSeni uloh nejuspéSnéjsi z celé tridy.
Jelikoz vétSinu z nds motivuje k veétsi snaze a oblibé€ jistého oboru

spiSe uspéch v dané oblasti, véfim, Ze i neeuklidovska geometrie
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svou pritazlivosti muaze ptispét ke zvySeni z4djmu studentl
o matematiku.

Ptitazlivost neeuklidovské geometrie podle mého nézoru
spo¢ivd v tom, ze je obklopena jistym tajemnem, které studenti
pozvolna poodhaluji. Na zacatku nejsou dana pfesna pravidla, na
jaka jsou v hodindach matematiky zvykli, ale na zékladé indicii
postupné buduji novy svét, pomoci kterého objevuji jiny pohled na
skutecnost.

Ziejme¢ diky tomu byli studenti tématem neeuklidovské geo-
metrie skutedné zaujati, téméef vSichni v hodiné spolupracovali,
kreslili na své modely, hadali se nad nékterymi skuteCnostmi a
snazili se dozvédét vice, nez jsem jim puavodné meéla v pléanu
prozradit. Debata o zakfivenych prostorech se s nékterymi z nich
protdhla az do pfestavky a muzu fici, Ze tato hodina byla jednou
z nejptrijemnéjSich, které jsem za tyden straveny se studenty
prozila.

Jako kazdé téma, samoziejmé¢ 1 toto prtrindsSelo sva uskali.
Studenti se v prubéhu hodiny ¢asto nedokéazali oprostit od toho, Ze
zemékoule ndm slouzi pouze jako model, a stale argumentovali
svymi poznatky z geografie. Napfiklad néktefi z nich tvrdili, Ze
neeuklidovskd geometrie na povrchu Zemé ve skute¢nosti neplati,
jelikoz, jak védi z hodin zemépisu, zemékoule ve skutec¢nosti kouli
neni, nebot je na poélech zplostéld. Dale argumentovali tim, ze
zemsky povrch neni zcela hladky atd. Vysvétlila jsem jim, zZe
zemé¢koule je pro nds modelem a jako na dokonalou kouli se na ni
divame pouze pro zjednoduSeni, nicméné ani tvar, jaky ma ve
skute¢nosti, do roviny rozvinout nedokazeme. Proto na ni zédkony
neeuklidovské geometrie plati, jak jsme si ostatné¢ dokazali
v pfikladech se vzdéalenostmi. Zohlednovani grafickych poznatkt
v feSeni ptikladid se vSak pozdéji objevilo 1 v pracovnich listech,

jak bude popsano v dalsi kapitole.
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7.7.2 Analyza druhé faze vyzkumu a srovnani

r

vysledki s prvni fazi

Cilem této podkapitoly je pfedevSim srovnat obé& faze
vyzkumu a posoudit vyznam dalSich slozek (Gvodni hodina,
upravené zadani, modely koule) pro uspésSnost studentskych feseni,
proto zde jiz nebudou podrobné popisovana a rozebirana feSeni
jednotlivych uloh, ale zaméfim se pfedevSim na odliSnosti od
zavéru (pripadné shodnosti se zavéry), ke kterym dochézeli
studenti v prvni fazi vyzkumu. Jak jiz bylo feceno v kapitole 7.4,
pro kazdou ze tifid byla zvolena jind kritéria seznameni studentu
s neeuklidovskou geometrii; z divodu zachovani objektivity a
jednoznacnéjSich vysledkll se zaméfim nejprve zvlaSt na prace
student prvniho roc¢niku (nebot mezi jejich matematickym
mySlenim a mySlenim ¢tvrtadklt byly samoziejmé rozdily) a pokusim
se vystihnout vliv uvodni hodiny ¢i upraveného zadédni na jejich
feSeni a porovnat ho s vysledky prvni faze vyzkumu, az poté
proberu feSeni studentd ctvrtého ro¢niku a moznosti upraveného
zadani ovlivnit postup stejného feSitele. OcCekdvam, ze tak budou
potvrzeny ¢i vyvraceny domnénky, ke kterym jsem dospéla na
zédkladé analyzy vysledkd prvni faze, a budu moci ucinit zavéry
o tom, jaky zpusob sezndmeni studentl s neeuklidovskou geometrii
je pro n¢ ptrijatelny a zajimavy. V doslovnych ukazkach op¢ét

neopravuji stylistické chyby, pouze chyby gramatické.
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7.7.2.1 Analyza feSeni uloh studentid prvniho

roé¢niku

Forma a typ zadani: Verze 1 s tvodni hodinou (1.G)

Verze 2 s uvodni hodinou (1.D)
Verze 2 bez tvodni hodiny (1.A)

Regitelé: Studenti 1. ro¢niku

Forma vypracovani: DU

Cas na vypracovani: Tyden

Pomtcky: Modely koule v podobé mickl, jez je mozné

pokreslit

I. Zadani:

Konstrukce v roviné

Krok 1 Narysujte pfimku. Pojmenujte ji /.

Krok 2 Narysujte jinou pfimku, kterd nemé4 Zaddny spole¢ny bod

s pfimkou /. Pojmenujte ji a.

Krok 3 Narysujte prfimku, kterd ma pravé jeden spolec¢ny bod

s pfimkou /. Pojmenujte ji b.

Krok 4 Narysujte ptfimku, ktera méa pravé dva spolecné body

s ptfimkou /. Pojmenujte ji c.

Krok 5 Narysujte pfimku, ktera ma vice nez dva spolec¢né body

s pfimkou /. Pojmenujte ji d.

VySetiete

1. Které tyto konstrukce jsou mozné v roving¢?

2. Které z vaSich pfimek jsou rovnobé&ézné? Proc?

3. VySetiete vSechny mozné zpisoby, jak se mohou dvé rlizné
pfimky protinat v roving.

4. Odhadnéte:

Budou vase zavéry stejné pro hlavni kruznice na kulové plo-

Se?
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Upravené zadani:

3. PopiSte vSechny moZné zplsoby, jak se mohou dvé rizné
piimky protinat v roviné (poloha pfimek, pocet priseci-
ka, ...).

ReSeni studenti:

Jelikoz jsme se v uvodni hodiné nezabyvali podrobnym probi-
ranim moznosti protnuti dvou pifimek v roviné (ale ani na kulové
plose), studentska feSeni vétSiny bodu této ulohy se nijak zédsadné
nelisila od feSeni, kterd uvadéli studenti v prvni fdzi vyzkumu.
Kroky 1 — 4 opét vyteSili téméf vSichni bez problému, pokud
dochédzelo k chybam, opakovaly se ty z pfedchozi faze vyzkumu.
Rozdil nastal u ulohy 3. Ti, ktefi teSili ulohy ve Verzi 1, méli
s uchopenim ulohy stale potiZze bez ohledu na to, zda absolvovali
uvodni hodinu nebo ne, a néktefi na ni neodpovidali vibec. Toto
jsou nékteré z odpovédi:

- Kdyz nejsou rovnobézné, nebo splyvaji.

- Vidy se budou protinat jen v jednom bodé.

Studenti, kterym se dostalo do rukou upravené zadani Ver-
ze 2, byli v odpovédich na ulohu 3 jistéjsSi a presnéjsi. Sice stale
dochédzelo k chybam, kdy néktefi zapomnéli do vyctu uvést
né¢kterou z moznosti, téméf vSichni zde vSak zacali pracovat
s pojmy ,rovnobéznost®, ,riznobéZnost“ a ,totoznost“ a na rozdil
od ptfedchozich uvadéli i uplna feSeni. :

- Rovnobézné — 0 pruseciku, riuznobézné — 1 priisecik, totoz-

né — vice nez 2 priiseciky.

- Miizou byt totozné, rovnobéznée, nebo riiznobézné.

- Rovnobézky, riznobézky — kolmé, ruzné.

- Riiznobézky — I, totozné — vsechny.

V odpovédich na otdzku ulohy 4 byly patrné rozdily mezi

studenty, ktefi absolvovali Uvodni hodinu, a témi, ktefi do
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neeuklidovské geometrie nebyli pfedem zasvéceni. Studenti 1.A,
ktefi se uvodni hodiny neucastnili, si sice vétSinou mysleli, Ze
jejich zavéry pro kulovou plochu stejné nebudou, odpovidali vSak
ptirozené¢ stejné jako studenti z prvni fadze vyzkumu vétSinou pouze
jednoslovné, nikdo z nich se navic nepokusil své zdvéry zdivodnit.
V kazdém z ptipadl se vyskytla jedna z ndsledujicich odpovédi:

- Ne.

- Ano.

- Nevim, asi ne.

Nikdo ze studentd, ktefi avodni hodinu absolvovali, se nedo-
mnival, Zze pro kulovou plochu ucini stejné zavéry. Nékteti feSitelé
v této uloze svlj zavér zduavodnovali, ackoli je k tomu zadani
pfimo nevybizelo; jejich argumenty byly navic smysluplné a
srozumitelné:

- Ne — na kulové plose mohou mit dve primky dva spolecné

body.

- Ne — da se proveést krok 4.

V Gvodni hodiné€ jsme rovinu a zdkonitosti v ni platné uzivali
pouze ke srovnani se zakony, které plati na kulové ploSe. Po
srovnani feSeni Uloh tykajicich se roviny studenty z prvni a druhé¢
faze vyzkumu lze fici, Ze tvodni hodina studenty nijak neovlivnila
v chapani roviny a v produkci zavérl pro rovinu platnych.

V piipadé¢ tulohy 3 bylo vidét, jak lze pouze zpfesnénym
zaddnim studenta nasmérovat ke spravnému fteSeni. Jakmile
studenti pochopili, co ptesné je v uloze jejich ukolem, neméli
s feSenim zdsadnéjsi potize.

Na vyjadfenich studenti v uloze 4 bylo vidét, Ze jim uvodni
hodina zfejmé pomohla k lepSi orientaci v problému, nebot ackoliv
navs§tévuji teprve prvni ro¢nik, jsou jejich odpovédi vystiznéjsi nez
odpovédi studentt roc¢niku tfetiho a svéd¢éi o lepSim vhledu do

sférické geometrie.
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Upravené zadani, pridané do pracovniho listu Verze 2 navic:

Zopakujte si definici primky v rovine.
Co miizeme tedy Fict o primce prochadzejici dvéema body? (uvazujte

vzdalenost dvou bodit)

Na zaklade toho, co jste si zopakovali, se zamyslete nad tim,
proc jsou na kulové plosSe primky reprezentovdny pravé
hlavnimi kruzZnicemi.

K jakym zaverum jste dospéli?

Nikdo ze studentd, kterym se dostala do rukou Verze 2
s navodnymi otdzkami, neodpovédél, ze oblouk hlavni kruznice je
na kulové ploSe nejkratsi vzdalenosti dvou bodi, bez ohledu na to,
jestli absolvovali tivodni hodinu, ¢i nikoli.

Neékteti z téch, ktefi neprosli uvodni hodinou, védéli, ze
pfimka v roviné spojuje dva body nejkratSim zplisobem, nedokézali
v§ak tvrzeni analogicky pievést na oblouk hlavni kruznice. Casto
se vyskytovaly odpovédi, ze ptimka ma presné dany smér a je
reprezentovana hlavni kruznici, protoze ta md také stdle stejny

smer.
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Dalsi odpovédi svédcCily o tom, ze studenti opét uvazuji body
mimo kouli:

- Na kulové ploSe jsou pfimky reprezentovany hlavnimi

kruznicemi, protoze pruseciky hlavnich kruznic urcuji

primku, kterd urci prumér koule.

Objevil se 1 student, jehoz zfejmé& zmatl obrazek, ktery mu
m¢l v feSeni pomoci, kdyz na prvni otdzku odpovédél:
- Vzdalenost dvou bodii na primce je rovna vzdalenosti prii-

secCikii zobrazenych elips.

Z4ddnou z odpovédi studentl, ktefi neprosSli tvodni hodinou,

nebylo mozné uznat za spravnou.

Zavéry studentl, ktefi uvodni hodinou proSsli, se nijak patrné
nelisily, jak jiz bylo uvedeno, ¢asto se vyskytovaly zdvéry podobné
vyse uvedenym, jejich formulace byly vSak vétSinou pfesnéjsi a
stozumitelnéjs$i; nékdy dochazeli k zajimavym postiehim:

- Kdyz se nejednd o hlavni kruznici, tak se jedna o krivku.

Nékteti pfi svych uvahach pfisli na novou definici pfimky,
ktera se vSak v matematickém svété zfeyme neujme:

- Primka je kruznice s body stejné vzdalenymi od sebe.

- Je to primka. Ma dva body. (Odpovéd na otazku ,,co muze-

me fict o pfimce prochazejici dvéma body.*)

Zaveér:

Je zajimavé, ze studenti, ktefi absolvovali tvodni hodinu,
nedokazali popsat hlavni kruznici (resp. jeji oblouk) jako nejkratsi
vzdalenost dvou boda. S touto skutecnosti jsme totiZ v uvodni
hodiné pracovali, kdyz jsme si osvétlovali, pro¢ pfimka hlavni
kruznici reprezentuje. Jelikoz vSak studentim nebyl v hodiné

poskytnut navod na feSeni vétSiny ostatnich uloh z pracovniho
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listu, moznd jim bylo divné, Ze bych se ptala na to, co jsme si uz
fikali, a snazili se uvést jiné davody obhajujici hlavni kruznici
jako ptimku na kouli.

V kazdém ptipadé¢ z feSeni studentd vyplynulo, Ze pouze tyto
navodné otdzky nestaci k tomu, aby si uvédomili, Ze oblouk hlavni
kruznice je nejkratS$i spojnici dvou bodi, a mohli tak GspéSné feSit
ulohu 13. MoZné je pak uvést vice otdzek, které by k tomuto faktu
studenty postupné dovedly podobné jako v uvodni hodiné¢ (otazky

o trajektorii rovné jdouciho ¢lovéka apod.).

II. Zadani:

Konstrukce na kulové ploSe (na kouli)

5. Stejné kroky, které jste provedli v roviné, provedte na kulové
plose (na kouli), jen nahradte pfimky hlavnimi kruZnicemi
(pouze nacrtnéte obrazek). Sledujte, které konstrukce jsou na

kulové ploSe mozné.

VySetiete
6. Vysetiete vSechny zpisoby, jak se mohou dvé hlavni kruznice
protinat na kulové plose.

7. Mohou byt dvé hlavni kruznice nékdy rovnob&zné?

Upravené zaddani:

Nezapomente, Ze pii FeSeni prikladui na kulové ploSe nesmite
povrch koule opustit a uvazovat FfeSeni mimo néj. Predstavte si,

Ze sva feSeni zakreslujete napriklad na micek.
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5. Stejné kroky, které jste provedli v roviné, provedte na kulové
ploSe (na kouli), jen nahradte pfimky hlavnimi kruzZnicemi
(nacrtnéte obrazek na znédzornénou kouli).

Sledujte, které konstrukce jsou na kulové ploSe mozné.

7. Mohou byt dvé hlavni kruZznice né¢kdy rovnobézné?

ReSeni studentiu:

U téchto uloh se procento UspésSnosti oproti prvni fazi vy-
zkumu podstatné zvySilo, a to jak studentl, ktefi se zucastnili
uvodni hodiny, tak u téch ktefi uvodni hodinu neméli, feSili vSak
ulohy v upraveném zadani Verze 2.

Ze vSech tesitelt, ktefi absolvovali tvodni hodinu, byli net-
spésni pouze tfi (z toho dva fteSitelé Verze 1, jeden ve Verzi 2),
ktefi se bud domnivali, Ze existuji rovnobé&ézné hlavni kruZnice a
nedokazali popsat zplUsoby jejich protnuti na kulové ploSe
(obr. 64), nebo odpovidali nesmyslné¢:

Y

6. Kdyz budou kolmé na sebe.
7. Ne
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Ostatni, tedy naprosta vétSina feSiteld, byli castecné ¢i zcela

4

uspésSni. NejcastejSi pripady feSeni ilustruji obr. 65, 66 a 67.

Eﬁ. Stejné kroky. ktm‘é]meprcvodhvmvmﬁ,mum
nahrad'te pfimky hlavnimi kruZnicemi (pouze mm
konstrukce jsou na kulové ploie moZné.

Obr. 64

| & Stejné kroky, které jste provedli v roving, proved'le na kulove plose (na kou
. nahrad'e primky hiavnimi kruznicemi (pouze nagtméte obrizck). Sledujte, Ve w
konstrukce jsou na kulove plode mozZne.

-

t{nntnl.kulo\'éphi&
6. Popiste viechny zphisoby, jak se mohou wvni kruimice prot -
Na ku‘ove Plose buolou it AvE PFimk | uz:.lu, ﬁ

alvm SPo\ec.hg nm ; _ :
: “"5'!06 k‘t.e\'ﬁu'ﬁwt htzdm; brhikol c&lE younobe

Vydetete
. Popiis viechny zphsoby, jak se molou dvi hisvai rudnice protinat na kulkv plode,

MWMM._I.'_ ; e

Obr. 66 Obr. 67
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Zajimavé je, Zze 1 studenti z 1.A, ktefi neabsolvovali Givodni
hodinu, byli v téchto Glohach daleko Gspésnéjsi nez feSitelé z prvni
faze vyzkumu. N¢ktefi ulohy nevyplnili, vétSina vsak uvedla
castecné nebo zcela spravné tfeSeni, i kdyz jejich formulace nebyly
tak pfesné jako u téch, ktefi se uvodni hodiny zucastnili. Zfejm¢e
jim tedy pomohlo upravené zadani s ptfedkreslenou kouli, jiz
feSitelé vyuzivali k nacrtnuti obrazkl a na zakladé jejich posouzeni

pak dochazeli ke spravnym zadvérim (obr. 68, 69).

I

FR— .
- a"‘“:,’rjgsrlsmr

b= NEEX(STVE

mmmvmm-m.hh-_l_l;
 Yiodas, 1w e kmbond ploke medne.

Ueol 23 Py

Obr. 68 Obr. 69

Ptedkresleny obrazek vyuzivali i studenti 1.D, ktefi fteSili
ptiklady Verze 2 v navaznosti na uvodni hodinu; pro ty, ktefi
uvodni hodinu absolvovali, se vSak tato pomoc zda zbytecnd, nebot
vS§ichni studenti 1.G, ktefi vyplilovali Verzi 1, dokdzali nacrtnout
vlastni kouli i se svym feSenim, jak je patrné z obr. 64 a 65.
Neékteti v uloze S5 ani obrdzek nekreslili a rovnou spravné
odpovidali:

- 2) Hlavni kruznice nemohou byt rovnobézne.

3) Hlavni kruznice nemohou mit pouze jeden spolecny bod.
4) Hlavni kruzZnice maji praveé dva spolecné body.

5) Hlavni kruznice jsou totozné.
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Za velmi pozitivni povazuji fakt, Ze ani v jednom z ptipadu,
bez ohledu na zatfazeni Uvodni hodiny, nedoSlo ke snaze
transformovat kouli do roviny, jak tomu bylo u studentl z prvni

faze vyzkumu.

Zaveér:

Z teSeni je vidét, ze uvodni hodina pozitivné ovlivnila
ptedstavivost studentd a jejich chépani zakonitosti platicich na
povrchu koule. Zatimco studenti z prvni faze vyzkumu, ktefi
uvodni hodinu neabsolvovali, ¢asto zaménovali kruznici hlavni za
jakoukoli kruznici; zde se takova zadmeéna objevila pouze ve dvou
vySe zminovanych ptipadech, coz svéd¢i o dobrém pochopeni
pojmu ,hlavni kruznice*, jez je zakladnim ptedpokladem pro
uspeésné feSeni uloh vétSinou studentd.

Projevil se zde také pozitivni vliv pfedkresleného obrazku na
feSeni uloh témi studenty, ktefi Gvodni hodinu nemé¢li. Studenti
z prvni faze si nezfidka nevédéli rady s uchopenim ulohy, kdyz se
snazili kruznice znéazorniovat v roviné, kde se situace jevi
zkreslené. Zde vSak k podobné transformaci nedoslo, zfejmé proto,
ze predkresleny obrazek k tomu nedadval fteSitelim ptili§ mnoho
moznosti a mohl jim pomoci ujasnit si zplsob, jakym je tieba
podobné ulohy feSit. Studenti pak ptrirozené pftijali kouli jako
jediny prostor k zakreslovani feSeni, kde je mozné snadno odhalit
rozdil mezi hlavni a vedlejs§i kruznici, a pocet spravnych odpovédi

se vyrazn¢ zvySil.

I1l. Zadani:

Srovnejte rovinu a kulovou plochu

8. Urcete, kolik postifehli mliZete ucinit o priseciku dvou primek
v roviné¢ a prusecCiku dvou hlavnich kruznic na kulové ploSe
(kdy je 0, 1, 2, vice pruseciktl, ...). Zaznamenejte je do srov-

navaci tabulky. Pridejte tolik radek, kolik potiFebujete.
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Upravené zadani:

8. Urcete, kolik postiehli mliZete ucinit o praseciku dvou ptimek
v roviné¢ a prusecCiku dvou hlavnich kruznic na kulové ploSe
(poloha a ji odpovidajici pocet pruseciki, odpovidajici nazvy
pfimek v ptfislusné poloze; kdy je 0, 1, 2, vice prusecikt, jakeé
jsou dal8i postiehy, rozdily, zvlaStnosti). Zaznamenejte je do
srovnavaci tabulky. Pridejte tolik rddek, kolik potiebujete.

v

ReSeni studenti:

Pocet spravnych feSeni této ulohy se oproti prvni fazi vyzku-
mu opét zvys$il, nespravnad ¢i neuplna tfeSeni vSak nad sprédvnymi
stale pfevazovala u studentt, ktefi feSili ulohy Verze 1, a to i
u téch, ktefi na dalsi otazky odpovidali spravné. VétSina feSitela
v této uloze neuspésSnych tabulku nevyplnila vibec. V jednom
z ptipadt se student, ziejm¢ ovlivnén formulaci zaddni Verze 1
(bez ohledu na specifikaci v zavorce), zabyval pouze ptripadem,
kdy se ptfimky a hlavni kruznice protnou (obr. 70). S ohledem na

tento fakt vSak Glohu vyfesil spravné.

S .- m“ﬁt AN - —

reere——

\‘mﬂ € "m"p'“

PH.& buck Jewn 1 ‘Pruseclhj_bglﬂ,z__,v
Prbisec ik miYe b,;_W&JSau 0d Sele V3% Stegnd

thllqu nebudou "ova(’-’ﬂLc Ve M_—

Obr. 70

Naproti tomu studenti, kterym se dostala do rukou Verze 2 se
zpfesnénym zadédnim, zaznamenali vétSi aspéch, bez ohledu na to,
zda absolvovali uvodni hodinu, ¢i nikoliv. I kdyz néktefi
vyplnovali do tabulky pouze udaje platné pro rovinu (obr. 71),

vétSina vyplnila tabulku alespon ¢astecné spravné (obr. 72 — 77).
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Obr. 71

Toto jsou nékterd tfeSeni studentt, ktefi absolvovali Givodni

hodinu:
V roving Na kulové plode
§ o~ o S r,r’
fi A JUALA £ ﬁf&‘aﬁ :
=@ e 4

Obr. 72
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Obr. 73

V rovind Na kulové plofe
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Obr. 74

138



A takto ulohu teSili studenti 1 bez ttvodni hodiny:

Y roviné Na WP'I‘E

r’
4,1/1.«,‘:{ 1#‘"3 / - fg/”"ﬂ- ".«"'fé?,
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Obr. 75
Na kulové plofe
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Obr. 76

V roviné Na kulové ploie
Rﬁzwgll,[? ZW Asmd| L SPoL B,
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Povrobez ky 0 sboL.D, NEEVT!

Zaveér:

Nezdéd se, ze by uvodni hodina néjak zdsadné ovlivnila stu-
denty v fteSeni této ulohy. I kdyz jsem zaznamenala nérust
spravnych feSeni u studentd feSicich Verzi 1, ktefi se uvodni
hodiny =zucastnili, nebyl nijak vyrazny. Z toho, ze tabulku
nevyplnili sprdvné ani ti z téchto studentl, ktefi byli v feSeni
zbylych uloh pfevazné uUspéSni, a prokazali tak dobry vhled do
sférické geometrie, vyplyva, ze problém, ktery nékteti feSitelé
s touto ulohou méli, zfejmé¢ opravdu vyvstaval ze zadani, které

jsem pro Verzi 2 blize specifikovala. Potvrdily to 1 vysledky
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studenti feSicich Verzi 2, ktefi uvodni hodinu neabsolvovali,
pfesto vSak byli v feSeni této ulohy uspéSnéjSi. Jak se dalo
pfedpokladat, nejzdatilej$i byla v této uloze tfeSeni studentl, ktefti
se ucastnili ivodni hodiny a zaroven tfeSili pracovni list ve Verzi 2.

Uvédomila jsem si také, ze presnéjSi je vyzvat studenty
k uc¢inéni postfehtt o ,moZnostech protnuti“ dvou pfimek, nebot
posttehy o ,,priseciku® opravdu svadéji k rozebrani pouze jednoho

ptfipadu (i kdyz se jednalo o feSeni jediného studenta).

IV. Zadani:

9. Myslite, ze je protnuti dvou pfimek jednodus$si v roviné, nebo
na kulové plose? Jaky ptipad je zajimaveéjsi? Proc?

10. Nyni zkuste zménit své argumenty. Uvedte diavody, pro¢ je
protnuti dvou pfimek jednodus$Si nebo spletitéjsi (zajimavé]-

§1) v ptfipadé¢, ktery jste nevybrali vySe.

ReSeni studentii:

Ve srovnani s prvni fazi vyzkumu jsem nezaznamenala vyraz-
n¢jsi rozdily v soudech o zajimavosti situace v roviné a na kulové
plosSe; naprostd vétSina studentll nezavisle na typu zadani i1 Gcasti
na uvodni hodiné opét povazovala kulovou plochu za zajimavéjsi.
Ptekvapujici vSak je, Ze na rozdil od studentd, ktefi se
s neeuklidovskou geometrii nesezndmili formou tuvodni hodiny,
nikdo z téch, jez do ni nahlédli, nepovazoval protnuti prfimek na
sféfe za jednodus§s$i. Pro naprostou vétSinu byla kulova plocha
naro¢néjsi na predstavivost, coz je opak toho, co uvadéli studenti
v prvni fazi vyzkumu i néktetfi feSitelé z 1.A, kde jsem tuvodni
hodinu nezatadila. V odpovédich jsou patrné i1 dalSi rozdily mezi
témi, ktefi tvodni hodinu absolvovali — jejich formulace jsou
pifesnéjsi a zasvécenéjsi, néktefi je doprovodili obrazkem (obr. 78)
— a studenty, ktefi se ji neucastnili. Ti ¢asto nenachézeji vhodna

slova pro popsani situace, kterou intuitivné spravné odhadli,
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uvazuji vSak v souvislosti s kouli o tfirozmérném prostoru stejné
jako studenti v prvni fdzi a objevuje se zde 1 pojem ,elipsa“ pro

pfimku na kouli.

F st mebo kompkované 6 amavej v pipadé, Kirjte nevyal vk

| *“A ‘M . 4 - ~ 5 =

Obr. 78

Dale uvadim nékteré z odpovédi studentd, ktetfi absolvovali
uvodni hodinu:
9. - Vroviné je jednodussi, na kulové ploSe je zajimavéjsi,
protoze je slozitéjsi si tato protnuti predstavit a za-
kreslit.

v

- Urcité v roviné, protoze v roviné je jednoduSsi vytvo-
Fit primku. Zajimavéjsi bude také rovina — vic moz-
nych kombinaci.

- Jednodussi je to v rovinée, protoze se primky mohou
protnout vzdy v jenom bodé.

- Ani jeden. Zajimavéjsi je na kulové ploSe, protoze na
misté, kde vznikne prisecik, mame druhy na opacné
strané.

v

- Vrovinée je to jednodussi, zajimavéjsSi pripad je na

kulové plosSe, kdy se museji protnout.
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10. - Protnuti dvou primek by mohlo byt zajimavéjsi na
kulové plose, protoze primky by byly vidy stejné, jen
jinak otocené.

- Protoze tam jsou dva body k protnuti.
- Na kulové plose, at udélam jakékoli dvé primky, tak
se nam vzdy protnou ve dvou bodech. U roviny si mu-

sime dat pozor, abychom nevytvorili rovnobézky.

Takto pak odpovidali studenti, u kterych feSeni uloh uvodni
hodina neptfedchazela:
9. - Jednodussi v kulové ploSe, zajimavéjsi v roviné.
- Jednodussi jsou v roviné. Zajimavéjsi pripad je
v kouli, protozZe je to neobvyklejsi a ménée znamé.
- Na kulové ploSe je zajimavéjsi, protoie je primka
trochu zahnuta.
- Protnuti primek je jednodussi, protoze jsou rovné, a
na kouli jsou to zahnuté, od oka strilime krivky.
10. - Komplikovanéjsi je to v kouli, kvuli tomu, Ze to je
Vv prostoru.
- Tézsi je v kouli, protoze tam nerysujeme prakticky
primku, ale elipsu.

- Jednodussi na kulové plose.

Zaveér:

Casto se stava, ze &im hloubgji ¢lovék nahlédne do uréité
pro¢ studenti po uc€asti na uvodni hodiné najednou povazuji
protnuti pfimek na kulové ploSe za slozitéjSi. Pozoruhodny je také
fakt, Ze =zatimco studenti z prvni faze vyzkumu povazovali za
zajimavéjSi kulovou plochu z divodu lepSi viditelnosti, zde
vétSinou povazuji sféru za zajimavejSi ze zcela opacného duvodu.
Z odpovédi je dale patrné, ze téméef nikdo, kdo se ucastnil Gvodni

hodiny, jiz nemél problémy s pfedstavou, jak vlastné protnuti
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pfimek na kulové ploSe vypada, a nikdo také nepovazoval kulovou
plochu za tfirozmérnou, ale byla opravdu chapana a pfijimana jako
zakfivena rovina, a studenti evidentné ,,védéli, o ¢em mluvi®“, coz
se o vSech feSitelich z prvni 1 druhé faze vyzkumu, ktefi Gvodni
hodinou neprosli, fict neda. Pojem elipsa, ktery se v nékterych
pracich téchto studentd objevil, ukazuje na fakt, ze studenti
vnimali podobu a tvar hlavnich kruzZznic pouze na zdklad¢ nacrtka,
v nichz se hlavni kruznice jevi jako elipsa diky perspektivé, ackoli

méli k dispozici modely koule v podobé micki.

V. Zadani:

11. Piedstavte si, ze by bylo mozné, aby par zelezni¢nich koleji
vedl kolem celé Zemé. Mohou tyto Zelezni¢ni koleje ptfedsta-

vovat rovnobézné pfimky (tedy hlavni kruZznice) a proc?

Upravené zadani:

11. Ptedstavte si, ze by bylo mozné, aby par zelezni¢nich koleji
vedl kolem celé Zemé. Mohou tyto Zelezni¢ni koleje ptfedsta-

vovat rovnobézné pfimky (tedy hlavni kruznice) a proc?

ReSeni studentii:

Studenti, ktefi se ucastnili itvodni hodiny, nemé¢li s feSenim
této ulohy problém. Vyskytl se ojedinély ptipad, kdy student sice
v tloze 7 odpovédél, ze hlavni kruznice nemohou byt rovnobézné,
zde vSak odpovidal kladné. Ostatni studenti tuto ulohu vSak
vytesili UspéSné; néktefi sice odpovidali jednoslovné, vétSina

z nich vSak své tfeSeni i spravné odivodnila. Nevyskytl se ani jeden

ptipad, kdy by student bral pfi feSeni v uvahu body prostoru mimo
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kulovou plochu. Regitelé upraveného zadani &asto vyuzivali
obrazek ve svych odpovédich, nékdy do n¢j 1 zakreslovali.
Uspé3inost v feSeni ulohy se tak po absolvovani tvodni hodiny
zvySila téméf dvojnasobné.

Zde jsou prtiklady odpovédi, které se vyskytly v pracovnich
listech studentd po tvodni hodiné:

- Nemohou, protoze by se ve dvou bodech protnuly.

- Nemohou, protoze hlavni kruznice nemohou byt rovnobézné.

- Tyto rovnobézné primky mnemohou predstavovat hlavni

kruznice, protoze hlavni kruznice nemohou byt rovnobézné.

Hlavni kruznice by vedla presné uprostied koleji.

Neékteti ve svych feSenich zohlediovali velikost zemékoule a
dochazeli tak k zdvérim, ze diky malé vzdalenosti koleji je mozné¢
zaktfiveni plochy zanedbat. Toto feSeni je dle mého nédzoru tieba
uznat za spravné:

- Dveé primky na kulové plose nemohou byt rovnobézné, ale

v tomto pripadé ano, protoze koleje od sebe maji velmi ma-
lou vzdalenost a vzhledem k velikosti Zemé je zakulaceni ve

vzdalenosti koleji od sebe zanedbatelné.

U studenta, ktefi neprosli uvodni hodinou, se vyskytlo vice
nespravnych odpovédi, stale zde vSak byli uspéSnéjSi neZz studenti
z prvni faze vyzkumu, zfejm¢ proto, ze dosahli vétSich aspéchu jiz
pii feSeni ulohy 5.

Asi tfetina odpovédi byla nesprdvna, uvadim nékteré z nich:

- Mohou, proc¢ ne?

- Mohou, maji stejny polomér jako koule.

- Ano mohou, protoze koleje jsou vZzdy rovnobézné.

Stejn¢ jako v prvni fadzi vyzkumu, i u téchto studentid se
vyskytly (nékdy skute¢né netradic¢ni) odpovédi zapocitdvajici do
feSeni trojrozmérny prostor:

- Nemiizou, protoze vliak bude jezdit kousek od povrchu Zeme.
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- Née — jelikoz jsou od skutecné hlavni primky vzdaleny
polovinu jejich vzdalenosti jednotlivych kol na jedné na-

pravé.

Ne¢ktetfi se v odpovédich ohanéli zemépisnymi argumenty:

- Ne, Zemé neni koule.

Dalsi odpovédi byly v potadku:

- Nemohou, protoze by to nebyla nejdelsi mozna primka
v kouli.

- Ne, protoze hlavi kruzmnice maji stejny stred, tzn. Ze musi

mit spolecné body.

I ncéktefi =z téchto studentd zohlednovali métfitka na
zemékouli:
- Jelikoz by to bylo na Zemi, mozné by to prakticky bylo,
nebot se na takové velké vzddalenosti rovnobéznost vytrati.
Ovsem kdybychom meli malou kulicku (oproti Zemi), mozZné
by to nebylo.

VétSina spravnych odpovédi vSak byla jednoslovna.

Zaveér:

Zde se potvrdila dulezitost pochopeni pojmu ,hlavni kruzni-
ce“ a moznosti jejiho zobrazovani na kulové ploSe. Jelikoz se
s timto pojmem studenti v ivodni hodiné sezndmili velmi
podrobné, pocet uspéSnych feSeni Ulohy témito studenty oproti
prvni fédzi vyzkumu rapidné vzrostl. Zaroven zde byla zcela
eliminovana ta feSeni, kterda pocitala s trojrozmérnym prostorem,
ztejm¢ v disledku procvicovani nédhledu na kulovou plochu
v jednotlivych ptfikladech Gvodni hodiny i diky tomu, Ze studenti
byli v jejim zdvéru vyslovné upozornéni, ze kulova plocha je také

v ror

pouze dvourozmérna a s takovou je s ni tfteba v feSeni uloh pocitat.

v w7

Na sklon nékterych studentt zohlediiovat v feSenich méfitka na
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zemé&kouli mohla mit vliv prezentace ptfikladu 3 z Gtvodni hodiny,
ve kterém jsme si ukdzali, Ze Pythagorova véta na Zemi plati pro
mens$i trojuhelniky se stranami o délkdch do desitek centimetrt,
nikoli vSak pro trojuhelniky vétsi. Jelikoz Zemé pak figuruje i
v uloze 11, studenti pfirozen¢ (a sprdvné) uvazovali, ze v malych
méfitkach je na Zemi postuldt o rovnobé&Znosti zachovéan. Stavba
takovych koleji kolem Zemé& by totiz byla teoreticky opravdu
uskutecnitelnd. Dulezité pti tom bylo, zZe feSitelé dokéazali své
postoje oduvodnit a obh4ajit paddnymi argumenty. Nutno vSak
podotknout, ze podobné feSeni se vyskytlo i u jednoho ze studenti,
ktefi tvodni hodinu neabsolvovali.

Jak jiz bylo feceno, feSeni této Glohy korespondovalo s ulo-
hou 5 a ti, ktetfi ji vyfeSili spravné, uspéli i v feSeni této ulohy,
proto se oproti prvni fazi vyzkumu zvySsil 1 zde pocet uspéSnych
feSitelt, ktefi uUvodni hodinou neprosli, méli vSak k dispozici
zptesnéné zadani, které jim pomohlo fteSit pfedchazejici ulohy.
Bylo vsak patrné, ze néktefi z nich stale tapou v chapani pojmu
hlavni kruznice a jeji funkce, nebot nespravnych odpovédi bylo
stale dost. Jelikoz tito studenti neméli moZnost pevné uchopit
zadkonitosti sférické geometrie ve svém chapani prostfednictvim
aktivit v uvodni hodiné€, pocitali stdle s trojrozmérnym prostorem

mimo kouli, jak se projevilo 1 v nékterych dalSich ulohach.

VI. Zadani:

12. Rovnobézné pfimky v roviné jsou od sebe stdle stejné vzdalené.
Nakreslete na kulové ploSe hlavni kruznici. Pak nakreslete
dals§i obrazec, ktery bude ve stdle stejné vzdalenosti od hlav-
ni kruznice.

a. PopisSte tento obrazec.
b. Rozhodnéte, zda tento obrazec muze byt hlavni kruznici.

Proc¢?
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Upravené zadani:

12. Rovnobézné pifimky v rovin€é jsou od sebe stiale stejné
vzdalené. Na kulové ploSe, kterou vidite na obrazku, je za-
kreslena hlavni kruznice. Nakreslete na tuto kulovou plochu
dalSi obrazec, ktery bude ve stdle stejné vzdalenosti od hlav-

ni kruzZnice.

a. PopiSte tento obrazec.
b. Rozhodnéte, zda tento obrazec muze byt hlavni kruznici.

Proc¢?

ReSeni studenti:

Studenti z prvni faze vyzkumu méli s touto Glohou opravdu
potize a téméf nikdo z nich ji nevyfeSil. Studenti z druhé féze byli
0 poznani uspésSnéjsi.

Nékteti z téch, jeZ neproSli tvodni hodinou, se s feSenim
ulohy stale potykali — ackoli méli k dispozici zpfesnéné zadani a
ptedkreslenou kouli, hlavnim problémem pii tom opét bylo
zakreslovani tfeSeni mimo kulovou plochu (obr. 79 a 80). Né&kteti
z téch, ktefi v tlloze neuspéli, se domnivali, Ze takovou konstrukci
uskutec¢nit nelze (obr. 81), jini nalezli obrazec, ktery nespliioval

dané podminky (obr. 82). Jak je vidét na obr. 79, v nékterych

feSenich se opét objevil pojem ,elipsa“ v ndhradé za ,kruzZnici®.
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V zadném z ptipadd vsSak nedoSlo k pokusu rozvinout kouli do

roviny.

R e

Obr. 79

Obr. 80
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I mezi studenty, ktefi neabsolvovali uvodni hodinu, se vSak
naSlo dost téch, ktefi ulohu vyfeSili caste¢n€ ¢i zcela spravné
(obr. 83); byla jich asi polovina, coz vzhledem k vysledkim prvni
faze vyzkumu povazuji za uspéch. Néktefi v feSenich op¢ct
pouzivali ptfirovnani k zemé&kouli (obr. 84), néktefti na kouli
spravné zakreslili hledany obrazec, do rozhodnuti o jeho podobé
pak zfejm€& zahrnuli sjednoceni vSech feSeni UuUlohy, kdyzZ

odpovidali, Ze se jedna o kouli (obr. 85).

Obr. 83

Obr. 84
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Obr. 85
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Daleko vyraznéj$i pokrok je patrny na feSeni studentt, kteii
se zucastnili uvodni hodiny. Tuto ulohu totiz uspéSné vyftesili
vSichni, néktefi alespon caste¢né, kdy sice obrazec nepopsali,
alespon ho vsSak na kouli zdarné¢ nacrtli. VétSina studentd vSak
nemeé¢la potize s zadnou casti tlohy, bez ohledu na to, jestli feSeni
zaznamenavali na pfedkreslenou kouli s hlavni kruznici ve Verzi 2,
nebo zda museli kouli i hlavni kruznici naértnout sami ve Verzi 1
(obr. 86 - 88). I zde se vyskytovala pfirovnédni k rovnobézkdm na
zemékouli (obr. 89, 90) a zna¢na ¢ast studentii dokonce uvadéla, ze
feSenim mize byt i jediny bod (obr. 90). Opét se ani v jednom
z ptipadld nevyskytl pokus transformovat kouli do roviny, jak tomu
bylo v mnoha ptipadech u studentd z prvni faze.

Za zminku stoji, ze néktefi po absolvovani uvodni hodiny
ptestali pouzivat pojem ,kruznice“ a =zacali operovat s vyrazy
»pfimka®“ pro hlavni kruznici a ,kfivka®“ pro kruznici vedlejsi

(obr. 86, 87), coz svéd¢i o dobrém pochopeni situace na sfére.

[ 3

a. PopiSte tento obrazec.
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b. Rozhodnéte, zda tento obrazec miZe byt hlavni kruZnici. Proé?
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Obr. 86
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Obr. 89
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Zaveér:

VSichni studenti, ktefi absolvovali Guvodni hodinu, dokazali
nac¢rtnout kouli s hlavni kruznici i hledany obrazec, a to i ti, ktefi
meéli potize s feSenim pfedchozich uloh. V prvni fazi vyzkumu byly
ale tyto kroky pro nékteré nepiekonatelnym problémem. Nikdo
z téchto studentii se navic nepokusil hledat feSeni mimo kulovou
plochu, coz spolu s vySe zminénym uzivdnim vyrazi ,pfimka“ a
Lktfivka®“ vypovidad o tom, ze po tuvodni hodin¢ si studenti vytvofili
spravné predstavy o sféfe jako zakfivené roviné, kterou ptijali jako
novy svét, jehoz zdkonitostem pfizplUsobili svd feSeni. Nesnazili se
tedy kouli umistovat do trojrozmérného prostoru a pocitat se vSemi
jeho body, jak tomu bylo u téch, ktefi se uvodni hodiny neucastni-
li.

I ti, jez tvodni hodinou nepros$li, vSak byli UspésSnéj§i nez
studenti z prvni faze, zfejmé diky zpfesnénému a ptfedkreslenému
zadani, které nékterym sice nezabranilo zobrazovat feSeni mimo
kulovou plochu, zato ale u nikoho nedochazelo k zakreslovéani
zkreslenych teSeni v roviné, coz se v prvni fadzi vyzkumu casto

stavalo.

VII. Zadani:

13. Lod cestuje tak, ze je stdle vzdalena 50 km od rovniku.
Vysvétlete, proC necestuje nejpiiméjsSi (nejkratsi) cestou mezi

dvéma body.
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Upravené zadani:

13. Lod cestuje tak, Ze je stale vzdalena 50 km od rovniku.

Vysvétlete, pro¢ necestuje na povrchu Zemé nejpfim¢jsi

(nejkrats$i) cestou mezi dvéma body.

ReSeni studenti:

Stejn¢ jako v prvni fazi vyzkumu, 1 tato Uloha zfejmé byla
Nikdo =z téch, ktefi nemé¢li tvodni hodinu, ji nevyfeSil
spravné¢ (vétSina ji nefeSila vibec), stejné jako v prvni fazi
vyzkumu. Upravené zadani vSak zfejmé pfimélo studenty hloubéji
se nad feSenim zamyslet, nebot se odpovédi v porovnani s prvni
fazi vyzkumu vice rlznily a ndzort, ze by lod musela jet skrz
zemi, bylo mén¢. Vyskytly se odpovédi tohoto typu:
- Cestuje, ale je to pres kopecek.
- Zemé je kulata.
- Lod by musela mit kolecka, aby mohla cestovat po povrchu
Zemé, nebo by musela byt ponorkou.
- Protoze pluje po kulovée plose, nejkratsi cesta by byla
ponorkou — to ale neni na povrchu — pluje nejkratsi ces-

tou.
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V jednom piipadé se zpfesnéné zadani ukazalo byt spise
pitekdzkou, kdyZ ho studentka nespravné pochopila a odpovédéla
takto:

- Ale lod cestuje na povrchu Zemée. Jenom opise mensi kruz-

nici, ale rozhodné nebude cestovat mimo povrch Zemé.

Reseni, které bylo spravné odpovédi asi nejblize, zobrazuje
obr. 91. Student si vSak zfejmé nevSiml i dvou zndzornénych bodi,
mezi kterymi lod cestuje, a tak navrhl jako feSeni ¢ast jiné hlavni

kruzZnice.

Obr. 91
Naproti tomu u studentii, ktefi prosli uvodni hodinou, se

spravna fteSeni objevila, 1 kdyz jich nebylo mnoho. Byla vsak

pfesnd a vystiznad (obr. 92, 93).
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13. Lod' cestuje tak, ¢ je stile vzdilena SU Km 0Q FOVILKU. V YSVEUSLE, Prun inaomy
nejptimdijsi (nejkratii) cestou mezi dvéma body.
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Obr. 92
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Obr. 93

Dalsi studenti pak tlohu bud nevyfesSili viibec, nebo do tfeSeni
zapocitavali zemépisné poznatky, kdyz tvrdili, Ze lodi v cestovani
bréani pevnina (navic se domnivali, Zze lod musi objet celou Zemi):

- Vedlejsi kruznice vzdalenda 50 km od rovniku nebude pouze

vodni plochou, je na trech mistech preruSena sousi — (Jizni

Amerika, Afrika, Asie).

Toto byla prvni tloha, ve které i ti studenti, ktefi absolvovali
uvodni hodinu, do feSeni zapocitali 1 body mimo kulovou plochu,
kdyz odpovidali, ze lod jinak musi plout skrz Zemi, jejich pocet
byl vS§ak mnohem niz§i, nez v prvni fazi vyzkumu (vyskytla se dvé
takova feSeni):

- Protoze musi cestovat po obvodu a ne skrz.

155



Nejcastéjsim typem odpoveédi, ktera se u téchto studentt
vyskytovala, je odpovéd podobna této:

- Nejkratsi cesta by byla po primce.

Jelikoz tito feSitelé svou uvahu blize nevysvétlili, neni jasné,
zda méli na mysli pfimku sférickou, tedy hlavni kruznici, nebo
pfimku euklidovskou, kterd do teSeni opét zahrnuje body mimo
povrch koule. N¢ktefi z nich feSeni doplnili kresbou, kterd bohuzel

mluvi spiSe pro druhy ptipad (obr. 94).

13, Lod cestuje tak, Ze je stile vzdalena 50 km od rovniku, Vysvétlete, prod ncoestuje pg
povrchu Zemé nejpfiméjii (nejkratdi) cestou mezi dvéma body.

Zaveér:

Jelikoz studenti, v jejichz tfidé¢ Gvodni hodina neprobéhla,
nedochazeli k ptili§ pfesnym zavéruim, k jakym je mély dovést
navodné otazky ptidané do pracovniho listu ve Verzi 2, nebylo
pfekvapenim, Ze neuspéli v feSeni této ulohy. Pfesto si myslim, ze
dochézeli ke smysluplnéjS§im zavérim nez studenti z prvni faze
vyzkumu, a to zfejmé proto, ze byli celkové uspeésnéjsi i v fesSeni
ostatnich tlloh nebo jim pomohlo zpfesnéné zadani.

Je zajimavé, Ze ackoli uloha 13 byla jedind z pracovniho
listu, jejiz fteSeni bylo studentim v uvodni hodiné v podstaté
vyzrazeno, kdyz jsme k dikazu reprezentace pfimky na kouli hlavni

kruznici pouzili definici pfimky jako nejkratSi spojnice dvou bod1,
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pocet spravnych feSeni u téchto studentd nebyl nijak vysoky. Za
uspéch vsSak povazuji, Ze se na rozdil od prvni faze vyzkumu
spravna feSeni ptfece jen vyskytla, a pozitivni vliv uvodni hodiny
na feSeni studentd je tak nepopiratelny.

Je tézké odhadnout, zda tfeSeni studentd néjak ovlivnil novy
obrazek ve Verzi 2, zachycujici situaci viditelnéji, je vSak
pravdou, Ze tento obridzek studenti casto doplnovali a pouzivali
k ilustraci svého feSeni (obr. 91, 93, 94), coz se ve Verzi 1 nestalo

ani jednou.

VIII. Zadani:

14. (Uvod o Euklidovi) Zde je jedna z podob Euklidova postulatu
o rovnobéznosti: Je dana pifimka a bod, ktery na ni nelezi.
Danym bodem lze vést pravé jednu rovnobézku s danou ptim-
kou.

a. Narysujte pfimku a bod, ktery na pfimce nelezi. Narysujte
vSechny mozné rovnobézky k dané pfimce prochazejici
danym bodem. Pomoci vas§i kresby vysvétlete, pro¢ Eukli-
div postulat o rovnobéznosti plati v roviné.

b. Ptfepiste postulat o rovnobéznosti pro kulovou plochu
nahrazenim slova primka za slovo hlavni kruzZmice. Pak
provedte na kulové ploSe obdobnou konstrukci jako na ro-
viné. Nyni vysveétlete, pro¢ Euklidiv postulat o rovnobéz-
nosti neplati na kulové ploSe.

c¢. NapisSte svlj vlastni postuldt o rovnobé&znosti, ktery bude
platny pro geometrii na kulové ploSe (sférickou geome-

trii).

ReSeni studentii:

V pracich vSech studenti, ktefi se zuc€astnili tvodni hodiny,
se vyskytly pouze tfi nespravné odpovédi, z nichz dvé byly tohoto

typu:
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- b. Je ddna hlavni kruzZmnice a bod, ktery na ni nelezi.
Danym bodem lze vést pravé jednu rovnobézku s danou

hlavni kruzZnici.

Na dalsi odpovédi je patrné, ze studenta ziejmé zaujal jiny
Euklidav postulat:
- a. Na kulové se protinaji ve dvou bodech.
¢. Pokud mdme dané dva body, je tudiz jedna primka,

ktera jimi prochazi. VSechny pravé uhly jsou si rovny.

Ostatni odpovédi bylo tfeba uznat za zcela ¢i ¢astecné sprav-
né. Veétsina studentd zde dokéazala odivodnit, pro¢ Eukliduav
postulat neplati pro kulovou plochu v bodé b. i napsat vlastni
postulat o rovnobéZnosti v bod¢ ¢. Hodn¢ studentl opét vynechava-
lo bod a. pravdépodobné z toho divodu, Ze se jim rovnobéZnost
v roviné zdé ptili§ zfejma.

Zdéa se, ze studenti po absolvovani tvodni hodiny zacali vice
pfemyslet o vlivu pravidelného zakfiveni na zdkonitosti, jez plati
v roviné, a zahloubali se do problému rovnobé&zZnosti na kulové
plose, kdyz uvazovali o rovnobéZnosti nejen mezi pfimkami, ale i
mezi ktfivkami. Nékteré odpovédi byly zajimavé a ukazovaly na
zaujeti studenta danym tématem:

- ¢. Na kulové plose neexistuji dvé rovnobézné primky.

- a. Protoze se nikdy primky nesetkaji.

b. Protoze primky maji nejménée dva spolecné body.

- a. Primky se nemohou setkat.

b. Obé diky zakriveni koule jiz nejsou rovnobézneé.

- b. Protoze hlavni kruznice lezi v roviné prochazejici stre-

dem kulové plochy.

¢. Na kulové plosSe mohou byt dve hlavni kruznice rovno-
béziné jenom v pripadé, Ze jsou totozné, a na kulové plo-
Se muze byt rovnobézinda hlavni kruzZnice s kruzmici ve-

dlejsi nebo mohou byt rovnobézné vedlejsi kruznice.
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- a. Protoze v roviné se rovnobézky nikdy neprotnou — nema-
ji spolecny bod.

b. Je dana kruzmnice a bod, ktery na ni nelezi. Danym
bodem lze vést pravé jednu rovnobézku s hlavni kruzni-
ci. — Postulat neplati, protoze hk nemiuize mit rovnobé:z-
ku.

¢. Na kulové plose nikdy nemuzou byt dve primky rovnobeéz-

né, ale primka a krivka ano.

VSichni studenti, ktefi prosli Gtvodni hodinou, feSeni této

ulohy uvedli.

Naopak studenti, ktefi uvodni hodinu nemé¢li, casto feSeni
ulohy 14 vynechdavali. Celkové vSak byli UspésSnéjsSi nez studenti
z prvni fdze vyzkumu. Pocet spravnych a nespravnych odpovédi se
zhruba vyrovnal. I zde se objevili feSitelé, kteti odpovidali velmi
spravné, formulace vétSiny vSak nejsou zdaleka tak presné a
zasvécené, jako odpovédi téch, ktefi se zucCastnili avodni hodiny.

Takto vypadaly nékteré z odpovédi studenti, kteti do situace
ptili§ nenahlédli:

- b. Nevim, nechdpu.

c. Dvé mnebo vice kruzmic okolo koule jsou rovmnobézné
tehdy, kdyz na jedné vztycime kolmici, tak na priiseciku
druhé kruzmice a této kolmice musi vzniknout pravy

uhel.

U nékterych je patrné, Ze zdkladni pfedstavu maji sprav-
nou, nevyznaji se vSak v terminech ,,pfimka* a , kfivka*“ na kouli:
- b. Neplati, protoze hlavni kruzmnice v kouli nemiiZou byt
rovnobézné.
c¢. Primky v kouli budou rovmobéziné prdave tehdy, kdyz

jedna kruznice nebude hlavni.
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Jeden ze studentl sice spravné odpoveédél v bodé b., takze to

vypadalo, Ze problém rovnobéZnosti na sféife chdpe, v bodé e¢. se

vSak usveédcil z problémt s predstavou sféry jako takové:

- b. Je dana hlavni kruzmnice a bod, ktery na ni nelezi.

C.

Danym bodem lze vést prdavé jednu hlavni kruzZnici. Ne-
plati, protoze by se pak kruznice protinaly.
Rovnobézinost na kulové plose plati pouze tehdy, pokud
se jednd o plochy.

Takto vypadaly nékteré odpovédi, které bylo lze uznat za

spravné:

Zaveér:

a.

Bodem miize prochazet libovolny pocet primek. Musi byt
totozné.

Je dana hl. kruzZnice a bod, ktery na ni nelezi. Danym
bodem lze vést praveé jednu hl. kruzmici s danou prim-
kou. Neplati, protoze by byla mimo povrch.

Neni mozné vést k jedné hl. kruzmici druhou tak, aby
byly rovnobeézné.

No protoze primky lezi v roviné — tim pddem mohou
byt //.

Protoze je to kulaty. Tim pdadem tyto primky nelezi
v roviné — nemohou byt //.

Primky mohou byt rovnobéziné pouze v rovine. KdezZto na
kulové plose tohoto nelze docilit.

To neplati, protoze hlavni kruzZmice bude k 2. hlavni
kruznici trochu naklonéna a bude ji protinat.

Na kulovée plose neni mozné sestrojit dvé rovmnobéziné

hlavni kruzZnice.

Po absolvovani Gtivodu do neeuklidovské geometrie byli témér

% 4

vS§ichni zucastnéni studenti schopni vyvodit zcela, nebo alespon

¢asteCné

spravné zavéry o zakonitostech platicich pro kulovou

160



plochu, zatimco studenti, ktefi tvodni hodinu neméli, byli GuspésSni
v méné nez poloviné pfipadia. Zaroven bylo patrné, Ze studenti jsou
po ucasti na uGvodni hodiné¢ schopni hovofit =zasvécenéji
o zakonitostech pro sféru platnych, pouzivat vhodné terminy a
hloubéji rozebirat jednotlivé moZnosti situaci a tvrzeni, které lze
o rovnobéznosti na sféfe pronést.

V této uloze se jednalo hlavné o shrnuti poznatki, které
studenti ucinili o kulové ploSe v prib&hu teSeni ptedchézejicich
ptikladu, je proto logické, ze zde stejné jako v prvni fazi vyzkumu
uspéli ti, ktefi s vétSinou piedchdzejicich tloh nemé¢li potize. Po

absolvovani uvodni hodiny se pocet téchto studentd vyrazné zvysil.

IX. Zadani:

15. Popiste vSechny zplsoby, jak se mohou protinat tfi razné

hlavni kruznice.

ReSeni studentii:

Reseni této ilohy se od té&ch z prvni faze nijak zasadné& neli-
Sila, nezavisle na typu zadani ¢i na tom, zda studenti absolvovali
uvodni hodinu nebo ne.
Vyskytly se odpovédi spravné, mluvici o dvou a Sesti bodech,
- 1) Vsechny prochazeji spolecnymi body A, B.
2) Dvé prochazeji spolecnymi body A, B, treti je protinad
v bodech C, D, E, F.

odpovédi spravné jen castecné, pocitajici jen se dvéma body
jako pruseciky tifi kruznic,
- Zpisobii je nekonecné mnoho, ale vidy se budou protinat ve

dvou bodech.
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odpovédi, které se o poCtu priuseciklt vibec nezminovaly,
- Je nekonecné mnoho zpusobii, mohou i splyvat, ale nikdy

nebudou rovnobézne.

1 né¢kolik odpovédi nespravnych:

- Mohou se protinat pouze v jednom bodeé.

Ulohu piitom &asté&ji nevypliovali ti studenti, ktefi neprosli

uvodni hodinou, ostatni se o odpoveéd vétSinou pokusili.

Zavér:

Tato uloha klade vétsi naroky na predstavivost studentt, kdyz
do hry vstupuji uz tifi hlavni kruznice misto dosavadni jedné ¢i
dvou. Nezda se, Zze by tvodni hodina schopnost studentli pfedstavit
si tuto situaci néjak vyrazné ovlivnila, i kdyz je pravda, Ze po
jejim absolvovani tfeSili ulohu castéji; spravné, ¢asteCné spravné a
nespravné odpovédi se vSak vyskytovaly zhruba ve stejném poméru

jako v prvni fazi vyzkumu.

7.7.2.2 Analyza praci studenta ¢tvrtého ro¢niku

Typy nejcastéjSich chyb, kterych se studenti pfi feSeni uloh
z neeuklidovské geometrie dopoustéji, a obtizi, s nimiz se pfi tom
mohou potykat, stejné¢ jako postupy a uvahy feSiteld nad
jednotlivymi tlohami byly popsany jiz vySe. Vyzkum ve ¢tvrtych
ro¢nicich byl zaméfen pfedevSim na porovnani dvou typu zaddani,
tedy Verze 1 a upravené Verze 2, a na zkoumdni jejich vlivu na
postupy a uspésSnost feSeni studentid. Cilem tohoto zkoumani je
najit nejvhodnéjsi zplusob, jakym mizeme ulohy =ze sférické
geometrie studentim piedkléddat, aby téma co mozna nejpiirozenéji

ptijali a pochopili, postupné ziskdvali novy geometricky pohled na
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situaci, byli poté schopni vyvozovat samostatné zavéry a zbytecné¢
je od této zajimavé geometrické oblasti neodradila bezradnost
v feSeni uloh zpisobend nepochopenim nékterého ze zdkladnich

pojmu potfebnych pro orientaci v neeuklidovské geometrii.

7.7.2.2.1 Forma a obecné vysledky vyzkumu ve

étvrtych roénicich

Studentim jednoho ze ¢tvrtych ro¢nikd byl tedy rozdén pra-
covni list s tlohami ze sférické geometrie ve Verzi 1, stejny jako
fesili studenti v prvni fazi vyzkumu. Poté, co tento list vyfteSili,
byly jim ulohy rozdany znovu, nyni vsSak v upraveném zadéani
Verze 2. Re§itelé byli vyzvani, aby si znovu pfeéetli zadani Gloh a
vyfeS$ili tentokrdt pouze ty, jejichz feSeni se rozhodnou na zakladé
nového zadani zménit (k ostatnim psali, ze feSeni je stejné jako
v ptedchozim listé). Kazdy ze studenti se samoziejmé podepsal,
aby bylo mozZzné posuzovat prace jednotlivych fteSiteld zvlast.
Nékteti studenti chybéli pii zadavani jednoho z typt uloh, jini
chybéli pfi jejich odevzdavani; do ruky se mi tak nakonec dostalo
dvanact kompletnich fesSeni, tedy Verze 1 1 Verze 2 vypracovana
tymz fteSitelem. Z vySe zminénych davodid se zde zaméfim
pfedevsSim na posuzovani prace téchto studentt.

Aby bylo mozné zkoumat vliv samotného zpisobu zadéni na
uspéSnost feSeni ulohy, nebyla do vyuky téchto studentid zatazena

avodni hodina.

Na pracich studenttd ze ¢tvrtého ro¢niku bylo vidét, Ze jejich
matematické mySleni a predstavivost jsou vyspélejsi, nez
u studentt ro¢niku prvniho, ale 1 studentd z prvni faze vyzkumu.
Témétr vSichni dokazali sami zakreslovat nacrtky koule a do nich
sva feSeni. K pokusu feSit ilohy pomoci transformace do roviny ¢i

zapocitavat body mimo povrch koule doslo (nepoc¢itdm-li alohu 13)
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jen dvakrat, a to vzdy pouze ve Verzi 1 (bohuzel ale tito studenti

4

chybéli pfi zadavani ¢i odevzdavani Verze 2, takZe neni mozné
zjistit, zda by svad feSeni upravili). Naprostd vétSina dokéazala
spravné porovnat moznosti protnuti pfimek v roviné a na kulové
plose pomoci tabulky v tloze 8 jiz ve Verzi 1; ptrijali fakt, Ze
pfimka je na kouli reprezentovana hlavni kruznici a tomuto pojmu
ztejmé& dobfe rozuméli, jelikoz vSichni spravné odpovédéli
v uloze 11, Ze koleje nemohou pfedstavovat hlavni kruznice, a
néktetfi dokazali obh4ajit, pro¢ tomu tak je. OvSem ve vyvozovani
vlastnich zavért v tloze 14 byli sice uspésnéjsi nez feSitelé z prvni
faze vyzkumu, avSak o mnoho slab$i nez studenti téch prvnich
ro¢niktl, které absolvovaly tvodni hodinu.

Vsichni feSitelé byli v feSeni Verze 2 Gspésnéjsi nez ve Ver-
zi 1, u nékterych zména feSeni ovlivnila zasadné¢ celkovou
uspéSnost vypracovani tloh. Skutecné ménili feSeni pfedevSim téch
uloh, jejichz zadéni bylo pro Verzi 2 upraveno. Jelikoz ulohy
v pracovnim listé spolu pfirozené koresponduji, dochazelo ke
zméndm 1 dalSich uloh na zdkladé novych vlastnosti platicich ve
sférické geometrii, jejichz existenci si studenti na =zdkladé
zménéného zadéani ziejmeé uvédomili.

Kazdy student zménil na zakladé upraveného zadani teSeni
alespont jedné Ulohy, nejvysSe se pak vyskytlo osm uloh zménénych
jednim studentem.

PocCty zménénych feSeni jednotlivych tiloh a porovnédni uspés-
nosti feSeni obou verzi zobrazuje tabulka 3. V tabulce vynechavam
ulohy 9 a 10, ve kterych studenti hodnoti zajimavost a obtiZnost
sférické geometrie, a pfirozen¢ tak nelze rozhodnout o spravnosti

feSeni, a ulohu 14 a, v niz teSitelé¢ vétSinou kreslili jen obrdzek

rovnobézek. V1 v tabulce znaci zadani Verze 1, V2 pak Verze 2.

Tabulka 4 dale zachycuje porovnani feSeni Verze 1 a Verze 2
jednotlivymi studenty, jejich zlepSeni a zhorSeni a dal§i zmény,

které na zdkladé upraveného zadani v feSeni provedli.
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X nevyfeSeno

- zména k lepSimu

neutralni zména

zména k horSimu

opravena ¢i zpfesnéna formulace, ktera uspésSnost neovlivnila

Bile jsou podbarvena nezmén

W

éna feSeni uloh

166




7.7.2.2.2 Vlastni rozbor reSeni uloh

Z obou tabulek je patrné, ze teSitelé byli uspéSnéjsi pti feSeni
uloh ve Verzi 2. Dale budou rozebrany konkrétni podoby zmén,

které studenti v jednotlivych tlohach nejcastéji provedli.

Zmény v ulohdch 1 az 2, tykajicich se konstrukci v roving,
spoc¢ivaly ptfedevSim v tom, ze si studenti nejprve neuvédomili, Ze
lze narysovat pfimku, ktera ma vice nez dva spolec¢né body s danou
pfimkou, tedy pfimku totoZnou. Tuto moZnost pak doplnili do
Verze 2.

V uloze 3, v niz maji feSitelé popsat zplisoby protnuti piimek,
bylo na nékterych ftfeSenich opét vidét, Ze studenti maji potize
s uchopenim ulohy ve Verzi 1; zmény feSeni, které uvadeli v druhé
verzi, vypadaly napftiklad takto:

- VI1: -

V2: Jeden nebo zZadny spolecny bod.

- V1: Pokud nejsou rovnobézné.

V2: Mohou mit jeden spolecny bod.

- V1: Kdyz nejsou rovnobézné nebo splyvaji.

V2: Shodné — nekonecne mnoho spol. bodi, riiznobézné —

1 spolecny bod.

V tuloze 4 se jeden ze studentl nejprve domnival, Ze jeho
zaveéry budou pro kulovou plochu stejné, na zéadklad¢é zkuSenosti
s feSenim Verze 1 pak své tvrzeni ve Verzi 2 opravil. Dal§i zmény

spocCivaly v pfipadném odlivodnéni teze.

Uloham na kulové plose piedchéazeji ve Verzi 2 navodné
otazky, pomoci kterych méli studenti pfisoudit hlavni kruznici
vlastnost, kterda ji opraviuje k reprezentaci ptfimky na sféfe, na

zadklad¢ analogie s definici pfimky v roviné. Navodné otazky jim
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mély pomoci predevSim pii feSeni tlohy 13, se kterou méla vétSina
feSitell prvni fdze vyzkumu potize.

Z dvanacti fteSiteld byly v odpovédich na tyto otdzky zcela
uspésni pouze tfi, kdyz odpovidali, ze primka (resp. usecka) je
nejkrat§i moznou spojnici dvou bodl v roviné, stejné jako hlavni
kruznice (resp. jeji odpovidajici ¢ast) je nejkrat§i moZnou spojnici
dvou bodl na kulové ploSe, ovSem jen jeden z nich uplatnil novou
informaci v feSeni ulohy 13 a opravil své pivodné nespravné feSeni
na spravné. Ostatni odpovédi neuvadéli, nebo uvedli jen definici
ptfimky, nebo odpovidali nesmyslné. Zde jsou priklady nékterych
takovych odpovédi:

- Primka prochdazi body A, B. A, B ndlezi k, S(k) je na

primce.

V roviné je primka usecka, kterd zacind - o a koncéi +oo
nebo jen o, na kouli se pocita s jinym prostorem, to je bl-
bost, u koule ta koule je dana rozmérem, rovina ne.

- Musela by byt zakrivena. (Odpovéd na otdzku ,,Co mizeme

fict o pfimce prochazejici dvéma body (v roving).)

- Musi byt lomena. (Odpovéd na tutéz otazku.)

V tuloze 5 se néktefi studenti nejprve domnivali, Ze na kulové
plosSe nelze narysovat pfimku, kterd ma s danou pfimkou spolecné
dva body, Ze Ilze narysovat pfimku rovnobéznou, nebo ulohu
nedokazali vyfeSit. Ve Verzi 2 pak zacali do koule znovu
zakreslovat nacrtky hlavnich kruznic a sva fteSeni vzdy velmi
spravn¢ opravili:

- 5. VI1: 3, 5 nejde.

V2: 2, 3 nejde.
6. V1: Jakmile se protnou, vidy ve dvou bodech.
V2: Vice nez jeden bod, nebo dva body.

7. V1: 4Ano.
V2: Ne.
- 5. V1: -

V2: 2, 3 nejde.
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V2:

: Vzdy se protnou.
V2:

Maji spolecné 2 body, nebo vice nez jeden bod.

Lze provést kroky 1, 4, 5.

: Maji 1, 2, © spolecnych bodii.
V2:
i Ano.
V2:
: Ne.
V2:

Maji 2 nebo © spolecnych bodii.

Ne.

Miuzou, pokud splyvaji.

Z tabulky 4 je dobie vidét, ze ulohy 1 az 3 opravovali

vétSinou ti studenti, ktefi opravili i tlohy 5 az 7. Je mozné, zZe si

na zaklad¢ blizsiho prozkoumani kulové plochy a zplsobl protnuti

dvou hlavnich kruznic uvédomili dal$i moznosti protnuti pfimek

v rovin¢, na které zapomnéli (pfedevSim totoznost).

Zmény v uloze 8 spocivaly predevSim v tom, ze studenti

upiesnili svd feSeni a pfifadili k sob¢ jednotlivé mozZnosti protnuti

ptimek v obou srovnavanych prostorech, jak ilustruji obr. 95 a, b.

Vi: Protnuti dvou pfimek
V roviné Na kulové plofe
v, OL ® v\C
|
Obr. 95a
V2.
v mh'l-! Nn kulové Fllﬂe
A P~ 3
| o0 o2 oo
Obr. 95b
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N¢ktefi studenti se rozhodli zménit nebo upfesnit 1 své
z4avéry o jednoduchosti a zajimavosti protnuti pfimek v roviné na
kulové plose v ulohach 9 a 10; druhéd vypovéd svédéi o tom, ze
n¢ktefi ptijali hlavni kruznici jako pfimku teprve pifi feSeni
Verze 2:

- 9. V1: Vroviné jednodussi, jsem na to zvykly.

V2: V roviné, vic se v ni orientuju, je to jako kus papi-
ru.
10.V1: Je to jako v jiném prostoru, nevim.
V2: Neorientuju se, nejsem na to zvykly.
- 9. V1: Jelikoz na kulové ploSe nejsou primky, tak jedno-
dussi to bude u primek.
V2: Je to stejné, pokud uvazZujeme hlavni kruznici jako

primku.

Jak jiz bylo feceno, ulohu 11 vyfeSili vSichni spravné jiz
v prvni verzi. Ve Verzi 2 tedy veétSinou doplnovali nékteré dalsi
divody a znaky, na zakladé¢ kterych pozname, ze dvé hlavni
kruZznice nemohou byt rovnobé&zZné. Jeden ze studentd se rozhodl
zménit spravné feSeni na Spatné, ani jedno z nich vSak nedokazal
podpofit zadnymi argumenty:

- V1: Ne, nemaji stejny polomeér.

V2: Ne, nemaji stejny stred.

- V1: Ne, nemohou; hlavni kruznice nemohou byt rovnobézné
po celéem obvodu zemé, protoze stredy hlavnich kruzZnic ma-
ji byt i stredem Zemé.

V2: Hlavni kruznice nemohou byt ruzné, aniz by se protina-
ly.

- V1: Ne.

V2: Aha, tak to by asi slo, tak to vS§e meéni.
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Uloha 12 byla jednou z nejopravované&jdich, jak je vidét i
z tabulky 4. V¢tSina oprav spocivala v tom, Ze studenti, ktefi ve
Verzi 1 spravné odpovédéli, Zze se jedna o kruznici, zde dopliovali
dalsi feSeni (bod). Ne¢ktefi ve Verzi 1 ulohu nevyfesSili a zde

odpovidali spravné ve vSech bodech.

Uloha 13 byla jako u viech ostatnich fediteli z celého vy-
zkumu 1 u ctvrtdkt ,kamenem urazu“. Ve Verzi 1 ji spravné
nevyfeSil nikdo. Ve Verzi 2 ji vyfeSil spravné alespon jeden
student, ktery odhalil korespondenci mezi navodnymi otazkami a
touto Glohou. Ostatni své feSeni bud neopravili, nebo jejich oprava
neméla na uspéSnost vliv, a to ani v ptfipadé, ze tito studenti
spravné odpoveédéli na ndvodné otazky.

- V1: Nejkratsi cesta vede pod povrchem Zemé.

V2: Nejkratsi cesta vede po hlavni kruznici. (Student feSe-
ni doplnil spravnym nacértkem do pfipojeného obréazku
(obr. 96).)

- VI1: Protoze opisuje kruzZnici a nejede ,,rovnée“.

V2: Protoze Zemé je kulata.

13. Lod cestuje tak, Z¢ je stile vzdalena 50 km od rm:i}:u. vﬁtm. prod necestuje na
i &1 (nejkratdi) cestou mezi dvéma body.
povrchu Zemé nejpfiméjsi (nejkrat )

NEIKQATS! CEITA
JEOE Po HLAVYI

1,.{_'Q|Jil‘-f'f{'r

Obr. 96

Jak bylo tfeceno vySe, v uloze 14a kreslili studenti, stejné

jako teSitelé z prvni faze vyzkumu, vétSinou pouze obrazek dvou
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rovnobézek. V tabulce 4 je wvidét, Zze ulohu 14b opravili
v upraveném zadani pouze dva studenti, jeden z nich vSak pouze
piepsal Euklidiv postuldt nahrazenim slova ,pfimka“ souslovim
,hlavni kruznice®“, neoduvodnil vSak jeho neplatnost. Druhy
student opravil svou téZko srozumitelnou formulaci z prvni verze a
uvedl postulat platny pro kulovou plochu (i zde se nevyjadtil zcela

v

pfesné, véfim vSak, ze m¢l na mysli sprdvné odiivodnéni):

w2

- V1: Protoze bod nemiize lezet na hlavni kruznici, tak
nemiize byt druha hlavni kruzZmice rovnobézna s prvni a
prochdzet bodem, protozZe to uz je vedlejsSi kruzZnice (jiny
stired a polomer).

V2: Nelze vést druhou rovmnobézZnou kruznici k hlavni,

protoze uz by byla mimo stred.

Reseni ulohy 15, kde méli feditelé popsat zpusoby protnuti tii
hlavnich kruznic, bylo u studentt ¢tvrtého ro¢niku opét srovnatelné
s feSiteli z prvni faze vyzkumu; i zde se vyskytovaly stejné typy
odpovédi. Oprava této tlohy vypadala naptiklad takto:

- V1: Shodné, 2, 4, 6 pruseciku.

V2: Shodné, riznobézne.
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7.9 Shrnuti vysledki vyzkumu

Na zakladé rozboru vysledkl vyzkumu lze fici, ze pfijiméni
neeuklidovského svéta neptfedstavuje pro studenty stiednich Skol
zavaznéjSi problém. Ti, ktefi dokazali uspéSné vytesit vétSinu uloh,
byli v ptfevaze, néktefi vyteSili zcela sprdvné vSechny Glohy a nasli
se 1 taci, ktefi to dokédzali bez ndvodu, jak do neeuklidovského
svéta nahlizet, a bez modelu, ktery by jim pomohl. Mnoho takovych
studenti mélo sice potize s pfijimanim eliptické roviny jako
dvourozmérné plochy, tvodni hodina a vhodné zadani vSak vétSiné
z nich pomohly tento nedostatek odstranit.

Druhd féaze vyzkumu totiz prokazala, zZe upravené zadani i
uvodni hodina maji na feSeni studentli nemaly vliv. PfedevSim
uvodni hodina je dokézala v ndhledu na sféricky prostor spravné
nasmérovat. Jeji néaplni pfitom bylo pouze diukladné sezndmeni
studentl s pojmem hlavni kruZznice a prezentace opravnénosti jejiho
ztotoznéni s pfimkou na kouli pomoci analogie s rovinou, dikazu i
uloh z redlného zZivota. Pfesto studenti po jejim absolvovani
dokéazali samostatné vyvozovat zdkony platné pro sférickou rovinu,
formulovat postulaty o rovnobé&zZnosti a postihnout rozdily mezi
euklidovskou a eliptickou rovinou i jejich podstatu. Prokazalo se
tak, jak dilezité je pro né pochopit, proc¢ je pfimka na kulové plose
reprezentovana hlavni kruznici. Vyzkum také ukéazal, Ze samostatné
vyvozeni tohoto zavéru je pfi feSeni podobnych uloh pro vétSinu
studentd problematické, jelikoz téch, ktefi to dokézali, nebylo
mnoho.

Z formulaci studentt, ktetfi absolvovali Gtvodni hodinu, jez
byly mnohem pfesnéjSi, s pouzitim spravnych termini a pisobily
zasvécenéji nez odpovédi ostatnich tfeSiteld, lze usoudit, Ze diky
ucasti na uvodni hodiné studenti nahlédli do situace na sféfe
hloub¢ji a s vEétSi jistotou. Svédc¢i pro to i1 dalSi atribut, ktery
feSeni uloh téchto fteSiteld provazel. Bylo jim odavodiovani

odpovédi, 1 téch, kde nebylo vysvétleni explicitné vyzadovano.
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V druhé¢ fazi vyzkumu byly téméf uplné vymyceny hlavni
problémy, s kterymi se potykali studenti v prvni fazi. K pokusu
transformovat kulovou plochu do roviny dochdzelo jen ve velmi
ojedinélych ptipadech, navic nikdy u studenti, ktefi prosli tvodni
hodinou. I pocet piipadi snahy zahrnout do feSeni body mimo
kulovou plochu se oproti prvni fdzi vyzkumu sniZzil na minimum.
Zdéalo se také, ze studenti dobfe pochopili pojem hlavni kruznice,
nebot téméf vibec nedochédzelo k jeji zameéné za kruznici jinou.

Jelikoz se vyrazné nezlepSila feSeni pouze téch, ktefi se
ucastnili tvodni hodiny, ale 1 ostatnich, lze toto zlepSeni pricist
nejen upravenému zadéani, ale podle mého ndzoru predevSim tomu,
ze studenti z této fadze pouzivali modely koule v podobé mickl a

n¢ktefi sva feSeni zakreslovali pfimo na né€; navic, jak jiz bylo

=<

eceno, byl vSem nejprve vysvétlen pojem hlavni kruznice.
Projevilo se tak, jak je dilezité nabidnout studentim vice moznosti
zpusobl feSeni, aby si mohli vybrat ten nejvhodné&jsi, a prezentovat
téma riaznymi cestami, diky nimz si ujasni jeho podstatu.

Studenti prvniho ro¢niku byli po absolvovani tvodni hodiny
v feSeni uloh UspéSnéj$i nez studenti roc¢niku druhého a tfetiho a
v mnoha ohledech pfedc¢ili i studenty v ro¢niku poslednim. Piestoze
uspésSnost ctvrtdktd byla v porovnani se studenty z prvni faze
vyzkumu celkové vysokda, vétSina z nich nebyla v zavéru
pracovniho listu schopna vyvodit postuldty platné pro sféricky
prostor na rozdil od studenti téch prvnich ro¢nikt, v nichz byla do
vyuky zatfazena uvodni hodina, jimz se to v naprosté vétSiné bez
potizi povedlo. Pokud tedy zvolime vhodny zplUsob sezndmeni
studentd s neeuklidovskou geometrii, miZeme tak ucinit kdykoli
béhem jejich studia; na ptfijeti neeuklidovské geometrie jsou
pfipraveni jiz v prvnim ro¢niku stfedni Skoly.

Za nemén¢ dulezité, a snad 1 dulezitéjsi, povazuji dalsi
skute¢nost, kterd =z vyzkumu vyplynula: studenti pokladaji
neeuklidovskou geometrii za zajimavou. Svédc¢i pro to nejen jejich
soudy o této geometrii, které uvadéli v pracovnich listech, ale i

prabéh uvodni hodiny, v niz se zajimali o dalSi podrobnosti a
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disledky této geometrie, aCkoli védéli, ze je to latka nadstandardni
a znalosti z této oblasti nebudou muset nijak vykazovat. Stejné tak
odevzdavali vyplnéné pracovni listy, i kdyz védéli, Ze se jedna o
»pouhy vyzkum®, kterého se vlastné nemuseji ucastnit.

Ptitazlivost neeuklidovské, konkrétné tedy sférické geometrie
pro studenty dle mého nédzoru spociva v jeji veliké vyhodé — diky
tvaru nas$i planety ji miZeme vztidhnout na situace z redlné¢ho svéta
a paradoxy, které diky tomu vznikaji, jsou pro studenty, a nejen
pro n¢, opravdu ,,ldkavym soustem®. Studenti se tohoto faktu hned
chopili, a ptfedevSim ti, ktefi se zucastnili uvodni hodiny,
vztahovali podminky v ulohach na okolnosti na Zemi, ¢imz dosp¢li
tak daleko, ze zatimco ostatni mluvili o kruznicich hlavnich a
vedlejSich, néktefi z téchto feSitelt zacali mluvit i v souvislosti
s kouli o pfimkach a kfivkach.

Jak se ukazalo, upravené zadani bylo pro studenty pfinosem a
dokéazalo je spravné nasmérovat, avSak pro ty, ktefi se ucastnili
uvodni hodiny, ztratilo smysl, nebot tito studenti dokéazali
s uspéchem fesit Ulohy v zadani pivodnim. Ocekavany logicky
zaveér ,nejuspésnéjsi v feSeni Uloh z neeuklidovské geometrie jsou
¢tvrtaci s pouzitim upraveného pracovniho listu ve Verzi 2% se
tedy nekonda. Zasvétme nejprve studenty do taji neeuklidovské
geometrie jejich seznamenim s historickym vyvojem a osvétlenim
faktu, pro¢ je ptfimka reprezentovdna hlavni kruZnici, a budou
uspéSni v jakémkoli ro¢niku stfedni Skoly i s pouzitim plvodnich
uloh Verze 1. Pokud bychom vS§ak snad chtéli vyuku neeuklidov-
skych geometrii pojmout formou samostatného baddani studenti a
postupného odhalovani zdkonitosti této geometrie i jejich davodu
jimi samymi po vzoru velkych matematikl z historie, coz je dle
mého néazoru také mozné, jelikoz takova vyuka muze byt pro
studenty v mnohém obohacenim a rozSifenim jejich obzortl
(pfedpoklada vsSak hlubSi zédjem o tuto latku a matematiku
samotnou), je upravené zadéani, které alespon nékterym =zabrani

hned sejit ze spravné cesty, na niz je tézké se vratit, jisté na misté.
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8.1 Hyperbolicka geometrie

Po sezndmeni studentl se zdkonitostmi sférické geometrie je
muzeme struc¢né seznamit s existenci geometrie hyperbolické,
nebot studenti sami mohou pocitit netplnost v novém nahlizeni do
geometrického svéta. Dosud zili v predstavé, ze danym bodem lze
k dané ptfimce vést pravé jednu rovnobézku, nyni se dozveédéli, ze
je mozny prostor, kde Zd4dnd rovnobézka neexistuje. Mohou se tedy
ptat: ,,Existuje 1 svét, ve kterém lze vést danym bodem k dané
pfimce vice rovnobézek?*:

Treti moznosti je logicky prostor s nejjednodussimi liniemi,
ktery ma ndsledujici viastnost: Existuje vice nez jedna nejjedno-
dussi linie, ktera je rovmobézna k dané linii a prochazi danym
bodem. Otdazku, zda lze takovy prostor najit, zodpovédéli jako prvni
v 19. stoleti praveé Carl Friedrich Gauss, Janos Bolyai, Nikolai
Lobacevskij a dalsi. Vskutku miizeme nalézt takové prostory, ale
jsou o trochu slozZitéjsi a méné ndzorné nez rovina s primkami a
kulova plocha s hlavnimi kruzmnicemi. Pokud napriklad nahradime
primky v rovine a hlavni kruzZnice na kulové plose jistymi oblouky
(jako nejjednodussimi liniemi) jistého kruhu, miizeme vybudovat
geometrii tretiho druhu.

Hyperbolicka geometrie je daleko naro¢néjs$i na pfedstavivost
a ne vSichni studenti ji bez potizi pfijmou. Hlavni problém dle
mého nézoru spociva v tom, ZzZe studentim mizeme nabidnout
adekvatni modely rovinné a sférické geometrie, jejichZz zakfiveni
skute¢né¢ odpovidd pozadovanym vlastnostem té které plochy;
plochu, jez v kazdém misté odpovidd pravidelné sedlovité ploSe,
vSsak vytvofime tézko. Model polokoule, jaky pouzivad pfi vyuce
I. Lénart, se sice takové ploSe pfibliZuje, je vSak tfeba zapojit

mnohem vice ptfedstavivost, nez pti feSeni ptrikladd z ptredchozich
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dvou geometrii. Myslim si tedy, ze postaci, kdyz studenty
sezndmime s existenci hyperbolické geometrie. Mizeme jim ukazat,
ze hyperbolickd plocha ma v kazdém misté sedlovity tvar, nebo je
seznamit s jejimi modely. Vzhledem k tomu, Ze tato geometrie
nema tak pfimou vazbu na na§ redlny svét jako geometrie sféricka
(1 kdyz je dulezitd v moderni fyzice 1 jinych védéach), nemusi byt
pro studenty tak ldkava a hlubs$i rozebrani této latky je moznd lepsi
nechat pro opravdové zdjemce (napf. formou nepovinného

seminafte).

8.2 DalSi zakFivené prostory

Jako demonstraci skutecnosti, Ze v neeuklidovské geometrii
neplati zdkony geometrie euklidovské, mliZzeme studentim, kromé
ptrikladt a uloh, které byly zminény v podkapitole 7.7.1, nabidnout

napfiklad ddle zminéné ptiklady a aktivity.

Abychom vzbudili jesté vétsi zdjem studentd o neeuklidovské
geometrie, mizeme jim ukazat né¢kolik zajimavych prostori, jako je
Mobiova paska nebo Kleinova ldhev. Zajimavost svéta Mdobiovy

pasky lze prezentovat nasledujicim ptikladem:

Obr. 97
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Predstavte si, Ze prostor, ktery predstavuje Mdbiova pdska,
obyvaji plosné bytosti, jaké vidime na obr. 97 [11, s.402]. Co se
v takovém prostoru s ubohymi bytostmi déje?

Jak vidime, bily obyvatel se louci se svym cernym pritelem a
vyddva se na cestu kolem svéta. OvsSem béhem cesty je ndhle
preveden fyzicky ve sviij zrcadlovy obraz. Vidime, Ze pri odchodu
mava priteli svou pravou rukou a vrdtiv se za rok z Mobiovské
cesty kolem svéta zdravi pritele podle svého minéni tou samou
rukou, avsak pritel a my, kteri situaci sledujeme venku v Rj,
povazujeme tuto ruku za levou. Nahle tedy ma své dvojrozmérné
srdce na pravém misté, a to doslova. Cerného pritele, ktery ziistal
stat, vSak povazuje pri shledani za prevrdaceného a oba se navzdjem
zrejmé povazuji za Silené. Abychom se opét uklidnili, nazyvame

tyto prostory neorientovatelné. [11, s.402]

Mobiovu pasku navic mizeme se studenty v hodiné vyrobit.
Posléze je mozné ji riznymi zpusoby stfihat a sledovat, jakée
zvlasStnosti pfi tom vznikaji:

Krom¢ v podkapitole 4.2 jiz zminéného dikazu o existenci
pouze jedné strany a jednoho okraje v MoObiové pdsce muzZeme
Mdobiovu péasku podélné rozstfihnout uprostied jeji strany.
Uc¢inime-li tak, nevzniknou dva kusy, jak by se mohlo zdat, ale
aCkoliv jsme jedinou stranu Mobiovy pasky rozdélili na dva dily,
vznikne jeden jediny dlouhy a nékolikrat protoc¢eny prouzek.

Nebudeme-li stfihat pasku uprostied, ale u jejiho okraje,
vzniknou dva do sebe vpletené prouzky. Jeden bez vlastnosti
Mobiovy pasky, dvakrat delSi nez druhy, s jejimi vlastnostmi.
Budeme-li ve stfihani déle pokracovat, vSechny vzniklé prouzky
budou vzajemné propleteny.

Poc¢itacové animace zajimavych zakfivenych prostort,
Kleinovy ldhve a Mobiovy pasky a videa a navody, co vse lze
s Mdbiovou paskou uskutecnit, naleznou studenti na internetovych

strankach [51] a [53].
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Je dobré seznamit studenty s tim, ze Mobiova paska ma diky
svym vlastnostem své praktické vyuziti naptiklad jako ptfehrdvaci
paska s dvojnidsobnou dobou zidznamu nebo soucdst tiskaren a
psacich stroji. Studenti mohou nejprve sami podavat ndvrhy na
vyuziti této pasky v praxi.

Mizeme je také upozornit na inspiraci touto padskou naptiklad
v riznych odvétvich uméni:

Lze je odkazat na védeckofantastickou literaturu, nebot
slavni autofi tohoto zanru, jako je A. C. Clark, A. J. Deutsch a
mnoho dalSich, ¢asto vyuzivaji tento prostor ve svych pftfibézich
jako ptechod do jinych dimenzi, ¢i vyjaddfeni své predstavy
o podob¢ vesmiru.

Muzeme poukazat na fakt, ze Mobiova paska je oficidlnim
symbolem pro recyklaci (obr. 98 [55]).

A ptfedevSim muUzeme studentim wukdzat nékterd dila
M. C. Eschera, ktery se zakfivenim Mobiovy péasky silné inspiroval
(obr. 99, 100, 101 [72]). OvSem 1 jiné jeho grafiky ndm skvéle
poslouzi k prezentaci neeuklidovské geometrie; nékteré jsou
vybornou ilustraci nedokonalosti smysld a oSidnosti lidského
vnimani (obr. 102, 103 [72]) a pojeti nekonecnosti v konecném
prostoru (obr. 104, 106 [72]). Dokonce muzeme na jediném
Escherové motivu pfedvést studentim modely vSech tifi typu
geometrii, tedy rovinné (obr. 105 [72]), hyperbolické (obr. 106) a
sférické (obr. 107 [72]).

Obr. 98
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M. C. Escher: Mobius Strip I Obr. 99

Obr. 100

M. C. Escher: Horsemen



M. C. Escher: Ascending and Descending M. C. Escher: Waterfall
Obr. 102 Obr. 103

M. C. Escher: Smaller and Smaller Obr. 104
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ot

M. C. Escher: Devils and Angeles M. C. Escher: Circle Limit IV (Devils and Angeles)

Obr. 105 Obr. 106

M. C. Escher: Devils and Angeles Obr. 107
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Bohuzel v soucCasnosti existuje velmi mdalo plivodné ceské
literatury, kterd by se snazila o pfibliZzeni tématu euklidovské
geometrie laickému <¢tendfi nebo byla wupravena pro potieby
studenta stfedni Skoly a byla bézné dostupna.

Takovym pracim zde vévodi kniha Petra Vopénky [31], ktera
muze byt velkou inspiraci uciteli, jenz pfi vyuce neeuklidovské
geometrie uplatiiuje princip genetické paralely. Tato kniha
odhaluje ¢tenafi mySlenky tohoto geometrického svéta v naprostém
souladu s jeho historickym vyvojem, nechidva ho badat spolecné
s hlavnimi osobnostmi této matematické oblasti, uskuteCnovat
s nimi dukazy a postupné dospét ke stejnému poznani, k jakému
dospél pifed dvéma sty lety Carl Friedrich Gauss. Navic je pfipojen
1 beletristicky dodatek Tryznivé tajemstvi, ktery nahlizi do tézkého
obdobi Gaussova zivota a nechava Ctenafe prozit s hlavnim hrdinou
mucivé rozhodovani, zda vynést ¢i nevynést objev neeuklidovskeé
geometrie na svétlo svéta.

Déale jsou na cCeském trhu dostupné spisSe vysokoskolské
uc¢ebnice neeuklidovské geometrie ([15], [19]), jejichz vyuzZitelnost
pro stfedoSkolskou vyuku neni ptili§ vysoka.

Dals§i vyznamnou pomoci ucitelim pfi zapojovani neuklidov-
ské geometrie do vyuky muze byt ¢lanek Milana Hejného [17],
v némz se autor mimo jiné zabyva rozdily v chapani matematickych
pojml ze strany studenta a ucitele a pfinaSi rozbory pokust
o dukaz patého Euklidova postulatu.

Z knih zahrani¢nich autort pak nemohu nezminit pomérné
novou knihu Leonarda Mlodinowa [23], ktera, ackoli se jedna
o literaturu popularni, maze ucitele inspirovat v produkci riznych
ptikladid a byt zasobdrnou zajimavosti z historie nejen neeuklidov-
ské geometrie, ale celé matematiky.

N¢ékolik kapitol vénuje neeuklidovskym geometriim ve své

knize i Egmont Colerus [11]. Ctenaf zde najde srozumitelny popis
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vSech tfi typt geometrii s nazornymi ukéazkami 1 nékteré
zajimavosti o zakfivenych prostorech a tato kniha miize byt uciteli
opét podnétem ve vybéru vhodnych ptikladd pro prezentaci
vlastnosti neeuklidovskych geometrii.

O neeuklidovskych geometriich se zminiuje i kniha Johna D.
Barrowa [2], kterd se snazi poutavou formou obsdhnout zakladni
mySlenky celé matematiky, a jelikoZ se nejednd o mnohasvazkové
dilo, ale parsetstrankovou knihu, ¢&ini tak pfirozené na ukor
podrobnosti ptfedklddanych faktd. Zajemci o problematiku
neeuklidovskych geometrii tak muze slouzit spiSe jako prvotni
seznameni se s tématem a inspirace pro dalsi praci.

A v souvislosti s touto ldtkou mohu jes$té zminit Delvinovu
knihu [14], jejiZz ¢4st se zabyva zakfivenymi prostory z jiného uhlu

pohledu, a sice z topologického hlediska.
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Tato diplomova préace se snaZila ne shrnout podstatu
neeuklidovskych geometrii jako celku, ale pfinést shrnuti poznatkt
neeuklidovskych geometrii vyuzitelnych pro vyuku zejména na
sttednich Skoldch a zaméfit se pfitom na rizné zdroje inspirace pro
ucitele.

Dal$im cilem bylo provéfit eventudlni pfipravenost studentt
sttedni Skoly mna pfijeti poznatkt neeuklidovské geometrie,
spocCivajici nejen v jejich mozZnostech pochopit danou tematiku, ale
1 ve stupni zdjmu o ni, a navrhnout mozné postupy, formy vyuky
i konkrétni podoby hodin a tuloh této geometrie, ovéfit jejich
uc¢innost v praxi a na zdkladé¢ toho dospét k vhodné formé
pfedavani poznatkl z tohoto oboru studentim.

Vyzkum byl v prvni ¢asti zaméfen na diagnostiku nejCastéj-
Sich potizi studentd pfi nahliZeni do nového, neeuklidovského
svéta, spocivajici v popsani téchto potizi a odhaleni jejich
moznych davoda, v druhé c¢asti pak na odstranéni problémi na
zaklad¢ vysledkt c¢asti prvni. PalCivé problémy provazejici feSeni
studentlt z prvni cdasti vyzkumu byly ve druhé casti skutecné
eliminovany a studenti byli v feSeni uloh velmi Gspésni.

Vérim, ze vic, nez samotna latka, je pro prijeti studenty
dilezita jeji prezentace ucitelem. Neeuklidovskd geometrie je
bezpochyby jednou z matematickych disciplin, které nabizeji vybér
moznosti, jak latku prezentovat zajimavé a pro studenty lakavé.
Nejenze ma za sebou mimofaddné vzruSujici historii, ktera muiaze byt
soucasti vyuky a jez se rovnéz miuize stadt pro studenty lakadlem, ale
je pfedevSim spjata s redlnym svétem, Utoc¢i na predstavivost a
smysly ¢lovéka, otevird nové obzory a uc¢i nds zdravé pochybnosti,

kterd je dilezitd pro kritické mysSleni.
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Myslim, Ze studenti jsou dnes v hodindch matematiky zvykli
pouze ptijimat pfedkladané informace jako hotovy fakt a jinou
formu vyuky, pfedpokladajici jejich aktivni zapojeni, kdy museji
dochézet k platnym zavérim sami pouze na zakladé¢ indicii, nejsou
ptili§ ochotni akceptovat. Neeuklidovskd geometrie, tim, Ze Utoci
na jejich smysly a na zdkony, které studenti doposud povazovali za
bezvyhradné platné, pfimo vybizi ke spekulacim a touze objevovat
a ovéfovat nové poznané skutecnosti, jak se ukazalo v Gvodni
hodiné, kde se studenti nebali vyslovovat pochybnosti o zavérech
vyplyvajicich z vlastnosti sférické geometrie, debatovat a
spekulovat o nich 1 moZnostech feSeni uloh. Novy svét, ktery
objevili, je tak donutil zamySlet se nad cerstvymi fakty, vzbudil
v nich touhu pfesvédcit se o nich, a néktefti se zdali byt az
ohromeni nedokonalosti vlastnich smyslt a dosavadniho pohledu na
okolni svét.

V Gvodni hodiné se navic potvrdila premisa, ze v této oblasti
muze uspét i student, ktery se v bézZnych hodindch matematiky
nefadi pravé mezi ty nejlepsSi, nebot pfedpokladem tuspéchu zde
nejsou zadné specialni vstupni znalosti a student si vysta¢i pouze
s bézZnou ptredstavivosti a ochotou poznéavat nové véci. Neeuklidov-
skd geometrie tedy muze ptfispét nejenom k zdjmu o matematiku,
ale také prenést aktivni zpusob uceni se novym poznatkim i do
jejich jinych oblasti.

Ve vyzkumu je samoziejmé mozné pokracovat a overit
ptipravenost a ochotu studentd pfijimat poznatky geometrie
hyperbolické. Lze naptiklad porovnat ndzory studentd na
hyperbolickou a sférickou geometrii, zkoumat jejich UspéSnost
v feSeni uloh z hyperbolické geometrie v zavislosti na zvoleném
modelu, ovéfit postupy navrhované Lénartem a doplnit je vlastnimi
nameéty, ¢i je s nimi konfrontovat. Tim, Ze neeuklidovska geometrie
nema v soucasnosti pevné misto ve vyuce, a neni tak zcela ovéfena
praxi, a ani jako védni disciplina neni zcela probadana a podrobn¢
popsana, nabizi nepfeberné mnozstvi naméti na dal$i samostatny

vyzkum.
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Pfinosem této diplomové prace pak miuze byt skutecnost, Ze
(jak bylo fec¢eno vySe) snad Zddné4 dostupnd literatura tuto tematiku
z didaktického hlediska neshrnuje. Tato prace se o takové shrnuti
snazi, navic s vyuzitim globdlnich souvislosti, do nichz neeukli-
dovské geometrie vstupuji v soucCasnosti i1 v historii. V pribéhu
vyzkumu byla vyuka neeuklidovskych geometrii provéfena
v soucasné praxi v ¢eském prostiedi a na zédkladé vysledkd tohoto
provétfeni didakticky popséna. Véfim, zZe prace tak najde uplatnéni
u uciteld, ktetfi se neboji poustét do novych véci a experimentovat
s formami vyuky 1 néaplni hodin a nechtéji své zadky ochudit o
poznatky, které se bezprostiedné tykaji naSeho svéta 1 véci a
oblasti, s nimiz se bézné setkavame, ale naopak chtéji ukdzat i tém,
pro néz neni matematika oblibenym pfedmétem, Ze muze byt
zajimava, ze v ni je jesSté leccos k objeveni a ze si zde kazdy muze
hledat oblast, ve které uspéje. Takovym ucitelim pak tato prace
muze byt pouhou inspiraci, vstupnim voditkem pro zavedeni
neeuklidovské geometrie do vyuky, aby védéli, co ptfitom mohou od
studenti ocekavat a na co se maji pripravit, jakoz 1 konkrétnim
ndvrhem formy pojeti neeuklidovskych geometrii ve vyuce i
zdrojem postupl a jednotlivych uloh. Zaroven vSak muze poslouzit
nejen ucitelim, ale kazdému, kdo projevi zdjem o téma neeuklidov-
skych geometrii, k rozSifeni jeho vlastnich obzorl nebo doplnéni ¢i
ovéfeni poznatki, ale i tfeba jako téma k zamySleni se nad okolnim
svétem a zplusoby nazirdni na n¢j.

Za dalSi ptinos povazuji jiz zminénou skutecnost, ze se
béhem vyzkumu opravdu podafilo najit takovy zplisob prezentace
neeuklidovské geometrie v hodindch matematiky, o némz lze na
zadklad¢ vysledkl druhé faze vyzkumu ftici, ze uspéSné piedchdazi
problémim s pochopenim ptfedkladané latky, které mohou studenti
pfi setkdani s neeuklidovskou geometrii pocitovat (jak vyplynulo
z prvni faze vyzkumu), i kdyZ je samozifejmé, ze tento zpisob lze
dale vylepSovat.

Uvodni hodina spoc&ivajici pfedev§im v zasvéceni studentd do

neeuklidovskych geometrii, vykladu jejich historie a zamySleni se

187



nad nékterymi dusledky téchto geometrii byla velmi pfijemne¢
stravenym Casem, v jehoZ pribchu se vétSina studentl s viditelnym
zajmem aktivné podilela na vyuce. Nékteré otazky studentt piimély
i mne samotnou zamyslet se nad dalSimi skuteCnostmi a dusledky
neeuklidovskych geometrii, o nichz jsem dfive neuvazovala, a tak
vyuka ptfinesla obohaceni o nové znalosti nejen studentim. Z4jem o
latku po absolvovéani Gvodni hodiny byl pak vidét i na vétSiné
pracovnich listd.

Celkoveé si z celého projektu odnasim dobry pocit, jelikoz
jsem se v prubéhu badani dozvédéla spoustu novych zajimavych a
uzitecnych véci, které mohu ptedavat dal, ucelila jsem si pohled na
matematiku a pfidala do své pedagogické praxe par novych
zkusSenosti, které se mi v budoucnu budou nepochybné hodit, nebot
se budu snazit 1 své budouci studenty s existenci neeuklidovskych
geometrii pro zajimavost a pro uzitecné oziveni hodin matematiky
seznamit.

Netvrdim, ze problematika neeuklidovské geometrie zaujme
bezvyhradné kazdého studenta, domnivdm se vSak, Ze je Skoda,
kdyz studentim neotevieme dvefe do svéta této geometrie, kterd je
pravoplatnou a dulezitou soucasti matematiky i mnoha jinych
védnich obord a v pripadé sférické geometrie navic bézné
pouzitelna. Pak jiz mizeme nechat na studentech samotnych, zda se
rozhodnou do tohoto svéta vstoupit, ¢i nikoliv. Zatazeni kapitol
o neeuklidovské geometrii do stfedoSkolského uciva, alespon jako
nepovinné nadstandardni ¢asti vyuky, jisté nemuze byt na Skodu a
muze piispét k oziveni hodin matematiky, zvlasté pak v dobé¢, kdy
je kladen velky diraz na vztahovani matematickych ptiklada
k redlnym situacim a na vzédjemnou provazanost poznatkd rlznych

disciplin a obora.
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12.1

Priloha 1: Sféricka geometrie — Pracovni list

Verze 2
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Kolik spolecnych bodi mohou mit dvé primky?

Dvé rizné ptimky protinajici se v rovin€ nebo na kulové ploSe maji jeden nebo vice
spole¢nych bodil.

V nasledujicich ptikladech:
- VysSettite priseciky dvou ptimek v roving.
- VySetfite priiseciky dvou hlavnich kruznic na kulové plose (na kouli).
- Pozorujte a vysvétlete chovani rovnobéznych piimek v roving a na kulové plose.

Pozn.: hlavni kruZnice = prinik kulové plochy a roviny, kterd prochazi stredem této
kulové plochy, neboli takovad kruZnice na kulové plose (kouli), jejii polomér se rovnd
poloméru kulové plochy, a jejiz stied tedy lezi ve stiedu kulové plochy. Napr. hlavnimi
kruznicemi na zemékouli jsou mimo jiné rovnik a vsechny poledniky.

Konstrukce v roviné

Krok 1 Narysujte piimku. Pojmenujte ji /.

Krok 2 Narysujte jinou piimku, ktera nema zadny spole¢ny bod s ptimkou /.
Pojmenujte ji a.

Krok 3 Narysujte piimku, kterd ma pravé jeden spole¢ny bod s piimkou /.
Pojmenujte ji b.

Krok 4 Narysujte primku, kterda ma pravé dva spole¢né body s primkou /.
Pojmenujte ji c.

Krok 5 Narysujte piimku, kterd ma vice nez dva spole¢né body s piimkou /.

Pojmenujte ji d.

Vysetrete
1. Které tyto konstrukce jsou mozné v roving?

2. Které z vasich ptimek jsou rovnob&zné? Proc?

3. Vysetiete vSechny mozné zpusoby, jak se mohou dvé rtizné ptimky protinat v roving.

4. Odhadnéte:
Budou vase zavéry stejné pro hlavni kruznice na kulové plose?
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Na kulové plose jsou pfimky reprezentovany hlavnimi kruznicemi.

Konstrukce na kulové ploSe (na kouli) A
Zopakujte si na predchozi strane, cemu rikame hlavni kruzZnice. vl

5. Stejné kroky, které jste provedli v roving, proved’'te na kulové ploSe (na kouli), jen
nahrad’te ptfimky hlavnimi kruZznicemi (pouze nacétrnéte obrazek). Sledujte, které
konstrukce jsou na kulové plose mozné.

VySetiete
6. Vysetiete vSechny zpusoby, jak se mohou dvé hlavni kruznice protinat na kulové
plose.

7. Mohou byt dvé hlavni kruznice nékdy rovnobézné?

Srovnejte rovinu a kulovou plochu

8. Urcete, kolik postfehit mlizete ucinit o praseciku dvou pfimek v roviné a priseciku
dvou hlavnich kruznic na kulové plose (kdy je 0, 1, 2, vice prasecikd, ...).
Zaznamenejte je do srovnavaci tabulky. Pridejte tolik radek, kolik potrebujete.

Protnuti dvou primek

V roviné Na kulové plose

9. Myslite, ze je protnuti dvou piimek jednodussi v roving, nebo na kulové plose? Jaky
ptipad je zajimave¢jsi? Proc?

10. Nyni zkuste zménit své argumenty. Uved’te dlivody, pro€ je protnuti dvou pfimek

jednodussi nebo spletitéjsi (zajimavejsi) v pripade, ktery jste nevybrali vyse.
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Vyzkoumejte vic
11. Piedstavte si, Ze by bylo mozné, aby par zelezni¢nich koleji vedl kolem celé Zemé.

Mohou tyto zelezni¢ni koleje pfedstavovat rovnobézné piimky (tedy hlavni
kruznice) a proc?

12. Rovnobézné piimky v roving jsou od sebe stale stejn¢ vzdalené. Nakreslete na
kulové plose hlavni kruznici. Pak nakreslete dalsi obrazec, ktery bude ve stéle stejné
vzdalenosti od hlavni kruznice.

a. PopiSte tento obrazec.

b. Rozhodnéte, zda tento obrazec mize byt hlavni kruznici. Pro¢?

13. Lod’ cestuje tak, ze je stale vzdalena 50 km od rovniku. Vysvétlete, pro¢ necestuje
nejpiiméjsi (nejkratsi) cestou mezi dvéma body.

14. Euklides byl matematik z antického Recka, ktery proslul tim, Ze jako prvni
uspotadal mySlenky geometrie. Ve svém pojednani nazvaném Zdklady Euklides
uvadi soubor geometrickych axiomt. Euklidovy axiomy jsou podle n¢j jasné
pravdiva tvrzeni, ktera byl ochoten pfijmout bez dikazu. O témét dva a pul tisice let
pozdg¢ji stale zakladdme rovinnou geometrii na Euklidovych axiomech. Nicméné
jeho posledni axiom, bézn¢ nazyvany postulat o rovnobéznosti, vzdy vyvola-
val debaty. Zde je jedna z podob Euklidova postulatu o rovnobé&znosti: Je dana
primka a bod, ktery na ni nelezi. Danym bodem lze vést pravé jednu rovnobézku
s danou pfimkou.

198



a. Narysujte pfimku a bod, ktery na pfimce nelezi. Narysujte vSechny mozné
rovnobézky k dané ptimce prochazejici danym bodem. Pomoci vasi kresby
vysvétlete, pro¢ Euklidiv postulat o rovnobéznosti plati v roving.

b. Piepiste postulat o rovnobéznosti pro kulovou plochu nahrazenim slova primka
za slovo hlavni kruznice. Pak proved'te na kulové plose obdobnou konstrukci jako
na rovin¢. Nyni vysvétlete, pro¢ Euklidiiv postulat o rovnobéZznosti neplati na
kulové plose.

c. Napiste svij vlastni postulat o rovnobéznosti, ktery bude platny pro geometrii na
kulové plose (sférickou geometrii).

15. Popiste vSechny zpisoby, jak se mohou protinat tfi rizné hlavni kruznice.
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12.2

Priloha 2: Sféricka geometrie — Pracovni list

Verze 2
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Kolik spole¢nych bodi mohou mit dvé primky?

Dvé rizné ptimky protinajici se v rovin€ nebo na kulové ploSe maji jeden nebo vice
spole¢nych bodil.

V nasledujicich ptikladech:
- VysSettite priseciky dvou ptimek v roving.
- VySetfite priiseciky dvou hlavnich kruznic na kulové plose (na kouli).
- Pozorujte a vysvétlete chovani rovnobéznych piimek v roving a na kulové plose.

Pozn.: hlavni kruZnice = prinik kulové plochy a roviny, kterd prochazi stredem této
kulové plochy, neboli takovad kruZnice na kulové plose (kouli), jejii polomér se rovnd
poloméru kulové plochy, a jejiz stied tedy lezi ve stiedu kulové plochy. Napr. hlavnimi
kruznicemi na zemékouli jsou mimo jiné rovnik a vsechny poledniky.

Konstrukce v roviné

Krok 1 Narysujte piimku. Pojmenujte ji /.

Krok 2 Narysujte jinou piimku, ktera nema zadny spole¢ny bod s ptimkou /.
Pojmenujte ji a.

Krok 3 Narysujte piimku, kterd ma pravé jeden spole¢ny bod s piimkou /.
Pojmenujte ji b.

Krok 4 Narysujte primku, kterda ma pravé dva spole¢né body s primkou /.
Pojmenujte ji c.

Krok 5 Narysujte piimku, kterd ma vice nez dva spole¢né body s piimkou /.

Pojmenujte ji d.

Vysetrete
1. Které tyto konstrukce jsou mozné v roving?

2. Které z vasich ptimek jsou rovnob&zné? Proc?

3. Vysetiete vSechny mozné zpusoby, jak se mohou dvé rizné ptimky protinat v roviné
(poloha ptimek, pocet prasecik, ...).

4. Odhadnéte:
Budou vase zavéry stejné pro hlavni kruznice na kulové plose?
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Konstrukce na kulové ploSe (na kouli)

Na kulové ploSe jsou primKky reprezentovany hlavnimi kruZnicemi.
Zopakujte si na predchozi strané, cemu rikame hlavni kruznice.

Zopakujte si definici primky v roviné.

Co muzeme tedy rict o primce prochazejici dvéma body? (uvazujte vzddlenost dvou
bodit)

Na zakladeé toho, co jste si zopakovali, se zamyslete nad tim, B
proc jsou na kulové plose primky reprezentovany prdve

hlavnimi kruznicemi.

K jakym zaverim jste dospéli?

Nezapomeiite, Ze pri FeSeni prikladi na kulové ploSe nesmite povrch koule opustit
a uvaZovat reSeni mimo néj. Predstavte si, Ze sva reSeni zakreslujete napriklad na
micek.

5. Stejné kroky, které jste provedli v roving, proved’'te na kulové ploSe (na kouli), jen

nahrad’te pfimky hlavnimi kruznicemi (nacrtnéte obrazek na znazornénou kouli).
Sledujte, které konstrukce jsou na kulové ploSe mozné.
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VySetiete

6. Vysetfete vSechny zptsoby, jak se mohou dvé hlavni kruznice protinat na kulové

7. Mohou byt dvé hlavni kruznice nékdy rovnobézné?

Srovnejte rovinu a kulovou plochu

8. Urcete, kolik postiehli mizete ucinit o priseciku dvou riznych ptimek v roviné a
priseciku dvou raznych hlavnich kruznic na kulové plose (poloha a ji odpovidajici
pocet priisecikl, odpovidajici ndzvy piimek v ptislusné poloze; kdy 0, 1, 2, vice
praseciku, jaké jsou dalsi postiehy, rozdily, zvlaStnosti). Zaznamenejte je do
srovnavaci tabulky. Pridejte tolik rddek, kolik potiebujete.

V roviné

Na kulové plose

9. Myslite, ze je protnuti dvou piimek jednodussi v roving, nebo na kulové plose? Jaky

piipad
je zajimavé§j$i? Proc?

10. Nyni zkuste zménit své argumenty. Uved’te diivody, pro¢ je protnuti dvou piimek

vvvvvv
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Vyzkoumejte vic

11. Piedstavte si, Ze by bylo mozné, aby par zelezni¢nich koleji vedl kolem celé Zemé.
Mohou tyto zelezni¢ni koleje pfedstavovat rovnobézné ptimky (tedy hlavni
kruznice) a proc?

12. Rovnobézné piimky v roving jsou od sebe stale stejné¢ vzdalené. Na kulové plose,
kterou vidite na obrazku, je zakreslena hlavni kruznice. Zakreslete na tuto kulovou
plochu dalsi obrazec, ktery bude ve stale stejné vzdalenosti od hlavni kruznice.

a. Popiste tento obrazec.

b. Rozhodnéte, zda tento obrazec mize byt hlavni kruznici. Proc?

13. Lod’ cestuje tak, ze je stale vzdalena 50 km od rovniku. Vysvétlete, pro¢ necestuje
na povrchu Zemé nejpiimé;jsi (nejkratsi) cestou mezi dvéma body.
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14. Euklides byl matematik z antického Recka, ktery proslul tim, Ze jako prvni
uspotradal myslenky geometrie. Ve svém pojednani nazvaném Zdklady Euklides
uvadi soubor geometrickych axiomt. Euklidovy axiomy jsou podle néj jasné
pravdiva tvrzeni, ktera byl ochoten pfijmout bez diikazu. O témét dva a pil tisice let
pozdé¢ji stale zaklddame rovinnou geometrii na Euklidovych axiomech. Nicméné
jeho posledni axiom, bézn¢€ nazyvany postulat o rovnobéznosti, vzdy vyvola-
val debaty. Zde je jedna z podob Euklidova postulatu o rovnobéznosti: Je dana
pfimka a bod, ktery na ni nelezi. Danym bodem Ize vést pravé jednu rovnobézku
s danou piimkou.

a. Narysujte pfimku a bod, ktery na piimce nelezi. Narysujte vSechny mozné
rovnobézky k dané piimce prochazejici danym bodem. Pomoci vasi kresby
vysvétlete, pro¢ Euklidiv postulat o rovnobéznosti plati v roving.

b. Piepiste postulat o rovnobé&znosti pro kulovou plochu nahrazenim slova primka
za slovo hlavni kruznice. Pak proved'te na kulové plose obdobnou konstrukcei jako
na rovin¢. Nyni vysvétlete, pro¢ Euklidiiv postulat o rovnobéZznosti neplati na
kulové plose.

c. Napiste svlij vlastni postulat o rovnobéznosti, ktery bude platny pro geometrii na
kulové plose (sférickou geometrii).

15. Popiste vSechny zpisoby, jak se mohou protinat tfi rizné hlavni kruznice.
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12.3

Priloha 3: Priprava na iuvodni hodinu
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SFERICKA GEOMETRIE — UVODNI HODINA

Téma: Uvod do neeuklidovské geometrie
Typ skoly:  Stfedni Skola
Rocnik: 1. — 4. ro¢nik
Cas vyuky: 45 min.
Pomticky: Model koule, nejlépe prithledny mi¢ s motivem zemékoule, popf.
jakykoli mi¢
Globus

Atlas svéta
Barevné fixy

1) UVOD

Zaci budou seznameni s tématem hodiny

Navodné otazky:

Uz jste se setkali s pojmem ,,neeuklidovska geometrie®, vite, co znamena?

Jak tikdme geometrii, kterou znate a kterou uzivate jiz od zékladni Skoly? — Kdo
formuloval a sepsal jeji pravidla? Vite néco o Euklidovi?

5 postulatii, na kterych je euklidovskéd geometrie postavena:

6. Piimou ¢aru je mozné nakreslit z kteréhokoli bodu do kteréhokoli jiného bodu.
7. Koneénou piimou ¢aru (isecku) je mozné prodlouzit na piimku.
8. Je mozné nakreslit kruh s libovolnym stfedem a polomérem.

9. VSechny pravé tihly jsou si rovny.

10.  Jestlize ptimka protina dvé ptimky tak, Ze vnitini tthly na téze strané jsou mensi
nez dva pravé uhly, pak se tyto dvé ptimky, pokud pobézi do nekonecna, pro-
tnou na stejné strané, na které jsou uhly mensi nez dva pravé thly.

K dané ptimce Ize vést danym bodem, ktery na ni nelezi, pravé jednu rovnobéz-
ku.

Znéni postulatii ilustrujeme na tabuli obrazkem

Otazka: Jaky postulat se vam zda nejméné jasny?

2) HISTORIE

Strucna historie neeuklidovskych geometrii — dne$ni formulace postulatu —
ekvivalence s Pythagorovou vétou — Zakladni jména neeuklidovské geometrie: Gauss,
Bolyai, Lobacevskij, Riemann.

3) NEEUKLIDOVSKY PROSTOR

Prostor, ktery matematici objevili a v némz 5. postulat neplati, je zakiiveny prostor,
ktery nelze rozvinout do roviny =>

ne kazdy zaktiveny prostor je neeuklidovsky, miizete rysovat na povrch krychle,
hranolu, kuZele a plati tam zdkony euklidovské geometrie — Pfijdete na to, proc? — jsou
to télesa, ktera 1ze do roviny rozvinout — ud¢lat jejich sit’ — obrazek na tabuli
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=> Kdyz néco nakreslim na zohybany papir (ukazat), valec, ... = euklidovska geometrie
=> Neeuklidovska geometrie = geometrie zakriveného prostoru, ktery nelze
rozvinout do roviny

Otazka: Znate teleso, jehoz sit’ narysovat nedokdzeme? => povrch koule neboli sféra
(geometrie kulového povrchu = sféricka geometrie) je jednim z prostord, kde 5. postulat
neplati, a vasim tkolem bude zjistit, co tedy o rovnobéznosti piimek na povrchu koule
muzeme fici.

Je zvlastni, ze trvalo tak dlouho, neZ matematici objevili, ze 5. postulat neplati zrovna
na povrchu koule, kdyz zijeme na planeté, ktera je kulatd => ve velkych métitkach tedy
v nasem svété neplati zdkony vSechny euklidovské geometrie.

4) HLAVNI KRUZNICE
K tomu, abychom zjistili, jak to tedy s rovnobéznosti na kouli je, musime zjistit, jaky
utvar na povrchu koule reprezentuje ptimku:
Navodné otazky:
Jaky tvar ma trajektorie cloveka, ktery jde po roving stale rovné? — Ptimka - obrdzek na
tabuli
Kam dojde ¢lovek, ktery se bude pohybovat stale rovné po povrchu zemékoule? Jaky
utvar timto pohybem na povrchu zemékoule opise? — Dojde na stejné misto, opise
kruznici - Zdci kresli na své modely, ucitel na mi¢
Nacértnéte na kouli (model zemekoule) trajektorii ¢loveka, ktery jde stale rovné, kdyz:

1) Jeho vychozi poloha je na rovniku

2) Jeho vychozi poloha je na polu

3) Jeho vychozi poloha je mimo rovnik a poly

- Zaci kresli na své modely a ukazuji na glébusu; v bodé 3) na glébu-

su vybereme mésto lezici na nékteré rovnobézce

- Trajektorii je kruznice, kterd ma stfed ve stfedu koule a polomér rovny poloméru
koule = hlavni kruznice
=>7zda se, ze ptimku na kouli reprezentuje hlavni kruznice, ale je tomu opravdu tak?
Definice ptimky jako nejkratsi spojnice dvou bodii:
V roviné jsou dany dva body A a B. Spojte tyto body nejkrat$i moznou spojnici. Jaky
Gtvar spojnice piedstavuje? — Useéka — obrdzek na tabuli - Prodluzte spojnici na obé
strany do nekonec¢na. Jaky ttvar predstavuje ted? — Piimka — obrdzek
=> Abychom mohli rozhodnout o tom, ze hlavni kruznice skute¢né¢ na kouli
reprezentuje ptimku, musime zjistit, jestli je opravdu nejkratsi spojnici dvou bodu:

Tak, jako lze v rovin¢ kazdymi dvéma body prolozit ptimku, 1ze vést na kouli
kazdymi dvéma body hlavni kruznici. Tak jako je pfimka (respektive jeji ¢ast — tisecka
ohrani¢ena body) nejkrat$i spojnici mezi dvéma body v roving, je hlavni kruznice
(respektive kratsi ¢ast jejiho oblouku ohranicené¢ho body) nejkratsi spojnici mezi dvéma
body na kulové ploSe. Pro¢ tomu tak je si ukdZeme na obrazku:

Nakreslime na kouli hlavni kruZnice a jinou kruznice, kterd ma s hlavni kruznici dva
spole¢né body:

- Ucitel kresli na model koule
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r1>ry - polomer kruznice k; (hlavni kruznice) je vétsi nez polomeér kruznice k;

Madme tedy dany dvé kruznice, jejichz polomeéry se nerovnaji a které maji spo-
lecné dva body:

Otazka: Jak mohu dokazat, Ze vzdalenost x je mens$i neZ vzdalenost y?
Provedeme fezy kouli rovinami obsahujicimi kruznice a sklopime do jedné roviny,
kruznici k, pak jesté pteklopime (zobrazime v osové soumérnosti s osou AB):

- Obrazek na tabuli:

I l

Z obrazku je patrné, zZe délka x casti oblouku kruznice k; je kratsi nez délka y
casti oblouku kruznice k.

Muizeme vyvodit zaver: Mame dany dvé kruznice, jejichz poloméry se nerovnaji
a které maji spolecné dva body A, B. Pak cast oblouku AB kruznice s mensim
polomerem bude vidy vétsi nez cast oblouku AB kruznice s vétsim polomérem. Vzdy
uvazujeme kratsi casti oblouku, které body A a B na kruznicich ohranicuji.

Hlavni kruznice je kruznice s nejvétsim moznym polomeérem, kterou miZeme na
kulové plose narysovat, jelikoz jeji polomer se rovna polomeru kulové plochy. Jakakoli
jina nez hlavni kruznice na povrchu koule tedy musi mit mensi polomér nez kruznice
hlavni. Proto je nejkratsi spojnici dvou bodii na kulové plose kratsi cast oblouku hlavni
kruznice, kterou temito body prolozime.

=> hlavni kruznice na povrchu koule reprezentuje ptfimku
5) ZAJIMAVOSTI, ULOHY
Najdéte na mapé¢ svéta New York a Madrid a vyznacte mezi nimi nejkratsi vzdalenost.

Najdéte New York a Madrid na globu a opiste nejkratSi vzdalenost, na zakladé€ toho, co
Jiz vite.
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Jak vypada situace na mapé?:
Ktera ze dvou cest z New Yorku do Madridu vyznacenych na obrazku je ve
kratsi?

Takto bychom spojili dva body v atlasu sveta, ale jak situace vypada ve skutec-
nosti na zemekouli?

Ve skutecnosti kiivkam opravdu odpovidaji tyto vzdalenosti:
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Pokud bychom se tedy chteli plavit v co nejkratsim case z New Yorku do Madri-
du, musime tedy plout nejdrive smérem na severovychod, pak se pozvolna stocit vic na
jih a nakonec na jihovychod. Jedna se o stejnou krivku, po niz by se pohybovala
nerusené se kutalejici bowlingova koule nebo po niz pri migraci leti nékteri chytii ptaci
Jjako kulik hnédokridly nebo koliha aljasska, tedy o cast oblouku hlavni kruznice, ktera
prochazi danymi dvéema body — zde New Yorkem a Madridem. [14]

Jak to, ze situace v na map¢ vypada jinak? — Mapa se snazi kouli rozvinout do roviny,
ale my uz vime, Ze to nejde, proto je skutecnost na map€ deformovana a vzdalenosti
zkreslené.

Rekli jsme si, Ze 5. postulat je ekvivalentni s Pythagorovou vétou, podivame se tedy, jak
to na zemékouli vypada s pravouhlymi trojuhelniky:
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Na mapé je vyznaceno meésto Libreville v Gabunu leZici na nultém poledniku a
09° vychodni délky: je soucdsti vrcholu pravouhlého trojuhelniku. Kdyz se presunete o
12 stupnii na sever, priblizné so mist, kde se nachazi Kano v Nigerii a o 24 stupnu na
vychod do Kampaly v Ugandeé, vytvorite odvésny tohoto trojuhelniku. Jednim ze
zdkladnich teorémii euklidovské geometrie je Pythagorova véta.

Kdybyste mezi témito mésty cestovali nejkratsi moznou cestou, namérili byste
tyto vzddlenosti:

Kampala — Libreville: 2671 km
Libreville — Kano: 1335 km
Kano — Kampalla: 2 969 km

Cast studenii ovéii soucet ctvercii nad odvésnami (8 910 446 km?), cdst ctverec
nad preponou (8 814 961 km®).

Nyni se podivame na mnohem vétsi trojuhelnik tvoreny mésty Libreville, italskym
Cagliari lezicim na 39° stupnich severni sirky a Léridou v Kolumbii na 71° zdpadni
délky:

Vzdalenosti, které byste namerili:

Libreville — Lérida 8 902 km
Lérida — Cagliari 9 199 km
Cagliari — Libreville 4450 km

Nyni opét ovéite soucet ctvercii nad odvésnami (99 048 104 km’) a nad prepo-
nou (84 015 556 km’).

Odchylka je tentokrat tedy mnohem veétsi.

=> vidime, Ze na povrchu zemé¢koule, pohybujeme-li se v obrovskych vzdale-
nostech, Pythagorova véta neplati. Cim vétsi jsou vzdalenosti, tim vétsi je 1 odchylka od
pravidel Pythagorovy véty.

Pokud vsak nebudete chtit cestovat po celém svete, spokojite se pouze s okolim
Prahy a uskutecnite z centra hlavniho mésta vylet do Neratovic, z Neratovic se zajedete
podivat do Unhoste a pak se vratite zpet do centra, namérite tyto vzalenosti:
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Jak to vypadd nyni se souctem ctvercii nad odvésnami (841km’) a nad pieponou
Vp Y prep

(841km*)?

Pro pomérné malé trojuhelniky tedy Pythagorova véta plati. Je to tim, Ze kratké
vzddlenosti na zemském povrchu se zdaji byt v roviné. Cim je vsak trojuhelnik na Zemi
Vetsi, tim vetsi je i odchylka.

Ze skutecnosti, Ze v pravouhlém trojuhelniku na povrchu koule je soucet ctverci
nad odvésnami mensi nez soucet ctvercu nad preponou, vyplyvad, zZe soucet uhlii ve
sferickem trojuhelniku je veétsi nez 180°.

[14]

Na kouli miizeme dokonce narysovat trojihelnik, jenz ma tii pravé thly — obrazek:
nacrtneme na model rovnik, a nulty a 90. polednik — vznikne tak trojuhelnik se souctem
vhitrnich uhli 270°.

Ve sférické geometrii v disledku jejich zdkonitosti vznikaji rizné paradoxy:

Vezmeéte si obruc o polomeru Im. Kdyz tuto obruc roztocite kolem pasu, nachd-
zite se uvniti- ni? Zda se evidentni, Ze ano. Pokud tuto obruc poloZite na zem a stoupnete
si doprostred, jste stale uvnitr, ze? Kdyz zvétsite polomér obruce na 2 kilometry, bude
uz opravdu velka, ale s porovnani s planetou je stale mnohem mensi. Stdle tedy miiZete
tvrdit, Ze se ocitate uvniti obruce. Co kdyz ale zvétsite jeji polomeér na 6400 km a ona
tak ted’ obepina planetu stejné jako rovnik? Uz zacnete pochybovat, jestli jste stdle jeste
uvniti, nebo vné, neni to tak? Kdyz budete polomeér obruce pomysiné dal zvétsovat, tedy
oddalovat od sebe jeji obvod, obruc se zacne ve skutecnosti smrstovat. Nakonec bude
vypadat stejné jako na zacdtku, s polomérem Im, jeji stied se vSak bude nachazet
daleko od vas. Jako byste stali mimo ni. Jak se lze dostat zevniti ven pouhym
zvetSovanim obruce? Pojmy ,za“, ,pred”, ,uvnitr“ a ,vné“ zde ztraceji na
Jjednoduchosti. Takové rozpory jsou pro sféricky prostor charakteristicke. [14]

Kde mizeme poznatky z neeuklidovské geometrii vyuzit? - V geografii, astronomii,
fyzice, technickych védach, uméni, designu, stavitelstvi a architektute

Vyuzil je 1 Einstein ve své teorii relativity — zjistil totiz, ze 1 prostor kolem Zem¢ je
vlivem hmotnosti planety zakiiveny — viz obrazek:
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=> duasledek: Kdyby Zemé byla mensi (s obvodem rovniku napt. pouhych 100 km), ale
zachovala si svou hmotnost, pfi jasném dni bychom si vid¢li na zada

Upozornime studenty, Ze:

- v feSeni tloh z pracovniho listu neni mozné opustit povrch koule — studenti si mohou
predstavit, Ze FeSeni zakresluji na prithlednou kouli, tu si pak postavi pred sebe a kresli
do listu jako model.

- je dobr¢ feseni nejprve zakreslovat na kouli a pak teprve do pracovniho listu
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