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Autor: Lukáš Per̊utka
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Kapitola 1

Úvod

1.1 Faktorizace

Úkol rozložit zadané č́ıslo na prvoč́ısla patř́ı mezi nejstarš́ı matematické problé-
my. Ani v dnešńı době nedokážeme v rozumném čase faktorizovat č́ısla s řádem
větš́ım než 200 (tato skutečnost je jedńım z piĺı̌r̊u bezpečnosti některých asy-
metrických šifer). Hledáńı rychlého algoritmu, který by dokázal v krátké době
rozložit velká č́ısla, se dostává do popřed́ı zájmů kryptograf̊u, matematik̊u i in-
formatik̊u. V polovině dvacátého stolet́ı bylo za úspěch považováno rozložeńı
dvaceticiferného č́ısla. V roce 1975 byl Michaelem A. Morrisonem a Johnem
Brillhartem vymyšlen faktorizačńı algoritmus CFRAC (the Continued Fraction
Factoring Algorithm), který je vhodný pro faktorizováńı č́ısel přibližně s pa-
desáti ciframi. O pár let později přǐsel Carl Pomerance se základńı verźı al-
goritmu QS (the Quadratic Sieve) viz [30], který byl následně vylepšen R. D.
Silvermanem tzv. MPQS (the Multiple Polynomial Quadratic Sieve) a dále
pak nezávisle na sobě R. Peraltanem a W. Alfordem spolu s C. Pomeran-
cem tzv. SIQS (the Self Initializing Quadratic Sieve). Algoritmus QS dokáže
v přijatelném čase faktorizovat č́ısla s řádem okolo sta. Avšak v dnešńı době
nejrychleǰśı faktorizačńı algoritmus pro č́ısla s řádem větš́ım než sto je GNFS
(the General Number Field Sieve) odvozený od algoritmu navrhnutého J. M.
Pollardem. T́ımto algoritmem se tato práce zabývá.

V druhé kapitole se zaměř́ıme na teorii, na které je algoritmus č́ıselného śıta
založen. Budeme se soustředit pouze na věci, které jsou zásadńı k pochopeńı
hlavńıch princip̊u algoritmu. Našim ćılem tedy neńı popsat celou obecnou teorii
č́ıselných těles, ale pouze vybrat stěžejńı věty. V této kapitole jdeme za rámec
látky vyučované v magisterských kurzech. Jde zejména o popis duálńıch báźı
(věty 2.25, 2.26), které využijeme v závěrečné fázi algoritmu, a celá dlouhá část
2.3, ve které se vysvětluje, jak se algoritmicky v č́ıselných tělesech poč́ıtaj́ı roz-
klady ideál̊u na prvoideály. K tomu budeme potřebovat nalézt prvoideály nad
speciálńımi prvoč́ısly. Je pozoruhodné, že i když o daném prvku č́ıselného tělesa
v́ıme, že je druhou mocninou, tak zdaleka neńı jednoduché takový prvek nalézt.
Část 2.5 je věnována teoretickým úvahám potřebným pro zvládnut́ı algorit-
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mického řešeńı tohoto problému. V této kapitole se od čtenáře očekává znalost
základ̊u lineárńı algebry, teorie č́ısel, Galoisovy teorie, vlastnost́ı konečně ge-
nerovaných abelovských grup a teorie konečných okruh̊u.

Popis algoritmu č́ıselného śıta je uveden v třet́ı kapitole. Zvolen byl zcela
obecný popis algoritmu, který umožňuje vysvětlit kromě standardńı verze
s jedńım lineárńım polynomem také variantu s dvěma polynomy vyšš́ıho stup-
ně. Pomoćı tohoto popisu je dále možné jednoduše rozš́ı̌rit algoritmus na
použit́ı v́ıce než dvou polynomů vyšš́ıch stupň̊u. V prvńı části rozebereme
i stručnou historii a vývoj algoritmu č́ıselného śıta. Následuj́ıćı části jsou pak
věnovány jednotlivým fáźım algoritmu. Algoritmus č́ıselného śıta je velmi ro-
bustńı a pro jednotlivé fáze algoritmu existuje několik př́ıstup̊u, jak je řešit.
Našim ćılem je uvést nejpouž́ıvaněǰśı zp̊usoby. Přitom uvedeme, ve kterých
situaćıch je vhodné jednotlivá řešeńı použ́ıt. Zmı́ńıme i možnosti paralelizace
jednotlivých část́ı.

Na závěr využijeme skutečnosti, že na naš́ı fakultě máme implementaci
č́ıselného śıta, na jej́ımž vývoji se pod́ıĺım, a provedeme několik měřeńı. Ćılem
měřeńı bude na konkrétńım č́ısle ukázat rozd́ıl v efektivnosti mezi klasickým
řádkovým prośıváńım a mř́ıžovým prośıváńım. Přitom se zaměř́ıme na nejlepš́ı
volbu meze slouž́ıćı k identifikaci kandidát̊u na faktorizaci a navrhneme zp̊usob,
jak určit mez u klasického prośıváńı. Následně při zkušebńı faktorizaci testo-
vaného č́ısla ověř́ıme, zda navržený zp̊usob výpočtu meze vede ke zrychleńı
prośıvaćı fáze.
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Kapitola 2

Teoretický základ algoritmu

2.1 Č́ıselná tělesa

Nejdř́ıve uvedeme definici č́ıselného tělesa.

Definice 2.1. Čı́selné těleso K je podtěleso komplexńıch č́ısel, které má ko-
nečný stupeň nad Q.

Jinými slovy, jedná se o algebraické rozš́ı̌reńı Q konečného stupně, proto
K = Q[α] pro nějaké algebraické č́ıslo α ∈ C nad Q. Je-li f ireducibilńı
polynom nad Q stupně n a f(α) = 0, pak můžeme psát:

K = Q[α] = {a0 + a1α + . . .+ an−1α
n−1; ai ∈ Q, i = 0, . . . , n− 1}

Množina {1, α, . . . , αn−1} tvoř́ı bázi K nad Q jakožto vektorového prostoru.
V daľśım textu se budeme striktně držet označeńı K, L, M pro č́ıselná tělesa.
Některé pojmy budeme uvádět pouze pro č́ıselná tělesa, i když je možné je
definovat mnohem obecněji.

Definice 2.2. Komplexńı č́ıslo ϑ nazýváme algebraické celé č́ıslo, právě když
je kořenem nějakého monického polynomu nad Z. Množinu všech algebraických
celých č́ısel označ́ıme A.

Nezapomı́nejme, že libovolné algebraické č́ıslo α (nad Q) je obecně koře-
nem nemonického polynomu nad Z. Stač́ı vźıt minimalńı polynom α nad Q
a vynásobit ho společným jmenovatelem koeficient̊u. Pomoćı Gaussova lem-
matu o ireducibilńıch polynomech nad Q snadno odvod́ıme, že pro každé celé
algebraické č́ıslo existuje monický ireducibilńı polynom nad Q s koeficienty
v Z.

Nyńı uvedeme obecné lemma, které využijeme v několika d̊ukazech.

Lemma 2.3. Necht’ R je komutativńı okruh a O je konečně generovaný věrný
R-modul s množinou generátor̊u {α1, . . . , αn}. Pak pro libovolný nenulový pr-
vek ρ takový, že ραi ∈ O pro všechna i = 1, . . . , n, existuje monický polynom
nad R s kořenem ρ.
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D̊ukaz. Prvky ραi můžeme vyjádřit jako R-lineárńı kombinace generátor̊u




ρα1
...

ραn



 = A ·




α1
...
αn



 ,

kde A ∈ Rn×n. Elementárńımi úpravami dostáváme

(ρI − A)




α1
...
αn



 =




0
...
0



 .

Tedy det(ρI − A) = 0, takže ρ je kořenem polynomu nad R, který vznikne
rozvinut́ım determinantu matice xI −A.

Daľśı vlastnost celých algebraických č́ısel popisuje následuj́ıćı lemma.

Lemma 2.4. Necht’ ϑ a µ jsou algebraická celá č́ısla. Pak i ϑ + µ a ϑµ jsou
algebraická celá č́ısla.

D̊ukaz. Pro pevně zvolené ϑ a µ potřebujeme naj́ıt monické polynomy nad
Z, které maj́ı za kořeny ϑ + µ a ϑµ. Pak se podle definice 2.2 bude jednat
o celá algebraická č́ısla. Necht’ m, resp. n, je stupeň monického polynomu nad
Z jehož je ϑ (resp. µ) kořenem. Okruh Z[ϑ, µ] je jistě generovaný množinou
M = {ϑiµj; 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n} = {ξ1, . . . ξr}, r = mn. Uvažujme
ρ ∈ {ϑ + µ, ϑµ}. Potom podle předchoźıho lemmatu existuje polynom nad Z
s kořenem ρ.

Př́ımým d̊usledkem je následuj́ıćı d̊uležitá věta.

Věta 2.5. Množina A celých algebraických č́ısel v C tvoř́ı okruh.

Nyńı můžeme definovat obdobu celých č́ısel (chápaných v Q) pro č́ıselné
těleso K:

Definice 2.6. Okruhem celých algebraických č́ısel (obor celých č́ısel, celistvý
obor) č́ıselného tělesa K nazýváme okruh A ∩K. Budeme ho značit OK .

Pro ilustraci uved’me, že pro K = Q[α] je jistě Z[α] ⊆ OK , ale obecně
rovnost nenastává. Přejd’eme k daľśım potřebným definićım.

Definice 2.7. Necht’ K je č́ıselné těleso, [K : Q] = n, a at’ σ1, . . . , σn jsou
po dvou r̊uzná vnořeńı K do C s vlastnost́ı, že restrikce σi | Q = idQ pro i =
1, . . . , n. Pak definujeme zobrazeńı T : K → C (stopa) a N : K → C (norma)
předpisem

T (α) = σ1(α) + . . .+ σn(α), a

N(α) = σ1(α) · . . . · σn(α).

Pro zpřesněńı někdy ṕı̌seme TK
Q a NK

Q .
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Př́ımo z definice plyne, že stopa je lineárńı zobrazeńı a norma je multipli-
kativńı zobrazeńı. Dále je zřejmé, že pro a ∈ Q máme T (a) = na a N(a) = an.

Lemma 2.8. Necht’ K je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických č́ısel
OK. Pak pro α ∈ K lež́ı T (α) a N(α) v Q a pro α ∈ OK lež́ı T (α) a N(α) v
Z.

D̊ukaz. Pro libovolné α ∈ K položme d = [Q[α] : Q]. Pak [K : Q[α]] = n
d

a pouze d vnořeńı z K do C je r̊uzných na Q[α]. Přitom tato vnořeńı per-
mutuj́ı kořeny monického ireducibilńıho polynomu př́ıslušného α. Proto až na
znaménko je T

Q[α]
Q (α) druhý koeficient tohoto polynomu a N

Q[α]
Q (α) posledńı

koeficient. Tyto koeficienty jsou racionálńı. Dostáváme TK
Q (α) = n

d
· TQ[α]

Q (α),
podobně pro normu. Protože algebraická celá č́ısla maj́ı př́ıslušný monický
polynom nad Z, je norma a stopa celé č́ıslo.

Pojem normy a stopy lze snadno rozš́ı̌rit. V definici 2.7 můžeme mı́sto
Q uvažovat libovolné č́ıselné podtěleso tělesa K. Analogicky plat́ı i předchoźı
lemma a daľśı zmı́něné vlastnosti. Nav́ıc dostáváme tranzitivitu v následuj́ıćım
smyslu:

Věta 2.9. Necht’ K, L, M jsou č́ıselná tělesa s vlastnost́ı K ⊆ L ⊆ M . Pak
pro každé α ∈M plat́ı:

TL
K(TM

L (α)) = TM
K (α)

NL
K(NM

L (α)) = NM
K (α)

D̊ukaz. Označme σ1, . . . , σn vnořeńı tělesa L do C, pro která plat́ı, že restrikce
σi | K = idK , a ρ1, . . . , ρm vnořeńı tělesa M do C, pro která plat́ı, že restrikce
ρj | L = idL. Nejprve potřebujeme normálńı rozš́ı̌reńı N tělesa Q takové, že
M ⊆ N . Potom všechna vnořeńı σi a ρj mohou být rozš́ı̌rena na automorfismy
N ; budeme je značit s pruhem. Nyńı můžeme tato vnořeńı skládat a dostáváme

TL
K(TM

L (α)) =

n∑

i=1

σ(

m∑

j=1

ρj(α)) =

n,m∑

i,j=1

σiρj(α)

NL
K(NM

L (α)) =
n∏

i=1

σ(
m∏

j=1

ρj(α)) =

n,m∏

i,j=1

σiρj(α)

Přitom zřejmě σiρj po restrikci na M jsou vnořeńı do C, pro která plat́ı
σiρj(K) = K, a jsou všechna r̊uzná.

S pomoćı multiplikativity normy snadno dokážeme následuj́ıćı lemma.

Lemma 2.10. Necht’ K je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických č́ısel
OK a necht’ ϑ ∈ OK. Pak plat́ı následuj́ıćı:

(i) ϑ je jednotka v OK, právě když N(ϑ) = ±1;
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(ii) pokud N(ϑ) = ±p, p prvoč́ıslo, pak ϑ je ireducibilńı v OK.

D̊ukaz. Lemma postupně dokážeme.

(i) Zřejmě N(1) = 1. Máme-li ϑµ = 1, pak 1 = N(1) = N(ϑµ) = N(ϑ)N(µ).
Přitom N(ϑ), N(µ) ∈ Z, proto N(ϑ) = ±1.

Naopak necht’ n = [K : Q] a σ1, . . . , σn jsou všechna r̊uzná vnořeńı K do
C a necht’ σ1 = idK . Pak 1 = N(ϑ) =

∏n
i=1 σi(ϑ) = ϑ ·∏n

i=2 σi(ϑ) = ϑ ·µ,
přitom µ zřejmě lež́ı v OK .

(ii) Pokud ϑ = µ1 · µ2, pak N(ϑ) = N(µ1)N(µ2) v Z a protože N(ϑ) je
prvoč́ıslo, muśı nutně N(µ1) nebo N(µ2) být ±1 a tedy jednotkou v OK

podle bodu (i).

Pro algoritmus č́ıselného śıta bude potřeba umět rychle poč́ıtat normy
prvk̊u tvaru a + bα, kde a, b ∈ Z jsou nesoudělná a K = Q[α]. Následuj́ıćı
lemma nám dává jednoduchý prostředek k určeńı normy těchto prvk̊u.

Lemma 2.11. Necht’ K = Q[α] je č́ıselné těleso a necht’ f(x) je minimálńı
polynom α nad Q stupně n. Pak pro prvek a+ bα, kde a, b ∈ Q, plat́ı

N(a+ bα) = F (a,−b),
kde F (x, y) = ynf(x

y
) je homogenizovaný polynom f(x).

D̊ukaz. Důkaz provedeme př́ımo výpočtem. Necht’ f(x) =
∑n

i=0 cix
i a necht’

σ1, . . . , σn jsou vnořeńı K do C s vlastnost́ı, že restrikce σi | Q = idQ pro
i = 1, . . . , n. Pak podle definice normy je

N(a + bα) = σ1(a+ bα) · . . . · σn(a+ bα) = (a+ bα1) · . . . · (a+ bαn),

kde αi ∈ C jsou všechny kořeny polynomu f(x) v C. Pokud výraz napravo
roznásob́ıme a rozděĺıme na části podle toho, v kolikáté mocnině obsahuje
(např́ıklad) č́ıslo b, dostaneme obecně

an−ibi

(
∑

1≤j1<...<ji≤n

αj1 . . . αji

)

,

kde I = {1, . . . , n}. Výraz v závorce je zřejmě roven (−1)icn−i a tedy

N(a + bα) = (a+ bα1) · . . . · (a+ bαn) =

n∑

i=0

cn−ia
n−i(−b)i = F (a,−b).
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Daľśı d̊uležitý pojem v teorii č́ıselných těles je diskriminant. Uvedeme
několik základńıch vlastnost́ı diskriminantu a jeho význam pro č́ıselné těleso
a pro obor celých algebraických č́ısel.

Definice 2.12. Necht’ K a L jsou č́ıselná tělesa, L ⊇ K, [L : K] = n a
σ1, . . . , σn jsou vnořeńı L do C, pro která plat́ı, že restrikce σi | K = idK . Pro
libovolnou n-tici prvk̊u α1, . . . , αn ∈ L definujeme diskriminant předpisem:

disc(α1, . . . , αn) = |(σi(αj))
n
i,j=1|2

(diskriminant je tedy druhá mocnina determinantu matice, která má na i-tém
řádku v j-tém sloupci hodnotu σi(αj)).

Diskriminant je možné jednodušeji vyjádřit pomoćı stopy.

Lemma 2.13. Necht’ K a L jsou č́ıselná tělesa, L ⊇ K, [L : K] = n. Pak pro
α1, . . . , αn ∈ L dostáváme

disc(α1, . . . , αn) = |(TL
K(αiαj))

n
i,j=1|.

D̊ukaz. Pro libovolnou čtvercovou matici M plat́ı (det(M))2 = det(MM) =
det(MTM). Stač́ı tedy dokázat, že když vynásob́ıme i-tý sloupec s j-tým sloup-
cem matice (σi(αj))

n
i,j=1, dostaneme prvek z matice (TL

K(αiαj))
n
i,j=1 na pozici

(i, j). Ovšem

(σ1(αi), . . . , σn(αi)) · (σ1(αj), . . . , σn(αj))
T =

= σ1(αi)σ1(αj) + . . .+ σn(αi)σn(αj) = σ1(αiαj) + . . .+ σn(αiαj) = TL
K(αiαj).

Důsledek 2.14. Necht’ K je č́ıselné těleso, n = [K : Q] a α1, . . . , αn ∈ K.
Pak disc(α1, . . . , αn) ∈ Q. Je-li α1, . . . , αn ∈ OK, pak disc(α1, . . . , αn) ∈ Z.

V́ıme, že č́ıselné těleso K tvoř́ı vektorový prostor nad Q, proto můžeme
uvažovat o lineárńı nezávislosti či závislosti prvk̊u z K. Pojem diskriminantu
nám umožňuje určit, kdy je n-tice prvk̊u z K Q-lineárně nezávislá, tedy tvoř́ı
bázi K nad Q.

Věta 2.15. Necht’ K je č́ıselné těleso, n = [K : Q]. Potom α1, . . . , αn ∈ K
jsou lineárně závislé nad Q, právě když disc(α1, . . . , αn) = 0.

D̊ukaz. Pokud α1, . . . , αn ∈ K jsou lineárně závislé nad Q, pak existuj́ı č́ısla
ai ∈ Q ne všechny nulová tak, že

∑n
i=1 aiαi = 0. Necht’ σ1, . . . , σn jsou po

dvou r̊uzná vnořeńı K do C, pro která plat́ı, že restrikce σi | Q = idQ.
Zřejmě

∑n
i=1 aiσj(αi) = 0 pro j = 1, . . . , n. Pak jsou lineárně závislé i sloup-

cové vektory matice (σi(αj))
n
i, j=1, opět můžeme použ́ıt koeficienty ai. Tedy

disc(α1, . . . , αn) = 0.
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Naopak budeme postupovat sporem. Necht’ tedy α1, . . . , αn ∈ K jsou lineár-
ně nezávislé nad Q. Je-li disc(α1, . . . , αn) = 0, pak jsou lineárně závislé řádky χi

matice (T (αiαj))
n
i, j=1 a můžeme nalézt racionálńı č́ısla a1, . . . , an, která nejsou

všechna nulová, že a1χ1 + . . . + anχn je nulový vektor. Z lineárńı nezávislosti
α1, . . . , αn dostáváme, že prvek α = a1α1 + . . . + anαn 6= 0. Přitom ale pro
každé j dostáváme T (ααj) =

∑n
i=1 aiT (αiαj) = 0. Dále zřejmě α1, . . . , αn tvoř́ı

bázi K nad Q a tedy i prvky αα1, . . . , ααn tvoř́ı bázi. Pak ovšem pro libovolné
β ∈ K máme

T (β) = T (

n∑

i=1

biααi) =

n∑

i=1

biT (ααi) = 0, bi ∈ Q.

Ale to je zřejmě ve sporu s t́ım, že např́ıklad pro 1 máme T (1) = n.

Nyńı s pomoćı diskriminantu dokážeme d̊uležitou větu popisuj́ıćı strukturu
oboru celých algebraických č́ısel.

Věta 2.16. Necht’ K je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických č́ısel OK,
[K : Q] = n. Pak existuj́ı ϑ1, . . . , ϑn ∈ OK, že OK = {∑n

i=1 zi · ϑi; zi ∈ Z}.
Neboli OK je volná abelovská grupa hodnosti n.

D̊ukaz. Ze všech možných lineárně nezávislých n-tic ϑ1, . . . , ϑn ∈ OK vybereme
takovou, pro kterou 0 < | disc(ϑ1, . . . , ϑn)| ∈ Z je nejmenš́ı a ukážeme, že se
jedná o hledanou volnou bázi (protože je diskriminant nenulový zřejmě se
jedná o bázi K nad Q). Takové n-tice jistě existuj́ı, např́ıklad 1, ϑ, . . . , ϑn−1,
kde K = Q[ϑ]. Postupujeme sporem. Necht’ tedy např́ıklad máme µ ∈ OK ,
µ = a1ϑ1 + . . . + anϑn, ai ∈ Q, taková, že a1 /∈ Z. Označme f = ⌊a1⌋ ∈ Z a
1 > θ = a1 − f > 0. Položme ξi = ϑi, i = 2, . . . , n, a ξ1 = θα1 + a2α2 + . . . +
anαn = µ− fα1 ∈ OK . Vyjádř́ıme-li ξi pomoćı ϑi, dostaneme





ξ1
ξ2
...
...
ξn




=





θ a2 · · · · · · an

0 1 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · · · · · · · 1









ϑ1

ϑ2
...
...
ϑn




.

Pokud na tuto rovnici aplikujeme σi (vnořeńı K do C, pro která plat́ı, že
restrikce σi | Q = idQ, celkem jich máme n r̊uzných), z̊ustane prostředńı matice
nezměněna. Můžeme tedy sestavit maticovou rovnici





σ1(ξ1) · · · σ1(ξn)
...

...
...

...
σn(ξ1) · · · σn(ξn)



 =





θ a2 · · · an

0 1 0
...

. . .
...

0 · · · · · · 1









σ1(ϑ1) · · · σ1(ϑn)
...

...
...

...
σn(ϑ1) · · · σn(ϑn)



 .
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Vezmeme-li druhou mocninu determinant̊u dostáváme

disc(ξ1, . . . , ξn) = θ2 disc(ϑ1, . . . , ϑn).

Ovšem 0 < θ2 < 1 a dostáváme spor s volbou ϑ1, . . . , ϑn, protože máme
0 < | disc(ξ1, . . . , ξn)| < | disc(ϑ1, . . . , ϑn)|.

Definice 2.17. Množinu {ϑ1, . . . , ϑn} nazveme celoč́ıselnou (celistvou) báźı,
pokud OK = {∑n

i=1 zi · ϑi; zi ∈ Z}. Existence plyne z věty 2.16.

Obecně existuje v́ıce r̊uzných celoč́ıselných báźı, ale následuj́ıćı věta uka-
zuje, že všechny maj́ı stejný diskriminant.

Proto můžeme diskriminant použ́ıt jako invariant oboru celých algebraic-
kých č́ısel tělesa K, př́ıpadně př́ımo č́ıselného tělesa K. Označuje se disc(OK),
př́ıpadně disc(K).

Věta 2.18. Necht’ K je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických č́ısel OK.
Necht’ {ϑ1, . . . , ϑn} a {µ1, . . . , µn} jsou celoč́ıselné báze OK. Pak

disc(ϑ1, . . . , ϑn) = disc(µ1, . . . , µn).

D̊ukaz. Protože {µ1, . . . , µn} je báze, můžeme pomoćı ńı vyjádřit prvky druhé
báze {ϑ1, . . . , ϑn}. Dostáváme




ϑ1
...
ϑn



 = A ·




µ1
...
µn



 ,

kde A ∈ Zn×n. Pokud na tuto rovnici aplikujeme σi (vnořeńı K do C, celkem
jich máme n r̊uzných), z̊ustane matice A nezměněna. Můžeme tedy podobně
jako v d̊ukazu tvrzeńı 2.16 sestavit maticovou rovnici




σ1(ϑ1) · · · σn(ϑ1)

...
. . .

...
σ1(ϑn) · · · σn(ϑn)



 = A ·




σ1(µ1) · · · σn(µ1)

...
. . .

...
σ1(µn) · · · σn(µn)



 .

Vezmeme-li druhou mocninu determinant̊u dostáváme

disc(ϑ1, . . . , ϑn) = det(A)2 disc(µ1, . . . , µn)

Zřejmě det(A) a diskriminanty lež́ı v Z. Stejný postup můžeme provést i nao-
pak. Dostáváme, že disc(µ1, . . . , µn) a disc(ϑ1, . . . , ϑn) jsou asociované a zřejmě
maj́ı i stejné znaménka, proto se rovnaj́ı.

Pokud K = Q[ϑ] pro nějaké ϑ ∈ OK , bylo by vhodné mı́t celoč́ıselnou
bázi tvaru {1, ϑ, . . . , ϑn−1}, ale takováto báze nemuśı vždy existovat. Avšak
můžeme alespoň naj́ıt vztah mezi disc(K) a disc(1, ϑ, . . . , ϑn−1).
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Věta 2.19. Necht’ K je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických č́ısel OK,
K = Q[ϑ], ϑ ∈ OK a n = [K : Q]. Potom plat́ı

disc(1, ϑ, . . . , ϑn−1) = disc(K) · [OK : Z[ϑ]]2.

D̊ukaz. Dokážeme obecněǰśı př́ıpad. Necht’ R′ ⊆ R jsou konečně generované
Z-moduly v K hodnosti n. Jedná se tedy o volné abelovské grupy hodnosti n.
A proto existuje volná báze {ϑ1, . . . , ϑn} Z-modulu R taková, že pro vhodná
r1, . . . , rn ∈ Z je {r1 · ϑ1, . . . , rn · ϑn} = {ϑ′1, . . . , ϑ′n} báze podmodulu R′. Pak





ϑ′1
ϑ′2
...
...
ϑ′n




=





r1 0 · · · · · · 0
0 r2 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...
0 · · · · · · · · · rn









ϑ1

ϑ2
...
...
ϑn




.

Podobně jako v předchoźı větě dostáváme

disc(ϑ′1, . . . , ϑ
′
n) = (r1 · . . . · rn)2 · disc(ϑ1, . . . , ϑn) = [R : R′]2 · disc(R).

K d̊ukazu věty stač́ı volit R = OK a R′ = Z[ϑ].

Daľśı pojem, který definujeme, využijeme pouze okrajově.

Definice 2.20. Necht’ R je komutativńı obor integrity a necht’ f =
∑n

i=0 cix
i

je polynom nad R stupně n ≥ 1 s kořeny α1, . . . , αn. Pak

disc(f) = c2n−2
n

∏

i<j

(αi − αj)
2,

kde cn je vedoućı koeficient, nazýváme diskriminant polynomu f.

Pojem diskriminantu polynomu jsou definovali z následuj́ıćıho d̊uvodu.

Věta 2.21. Necht’ K je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických č́ısel OK,
K = Q[ϑ], ϑ ∈ OK a f je minimálńı monický polynom ϑ nad Z stupně d.
Potom plat́ı

disc(1, ϑ, . . . , ϑn−1) = disc(f).

D̊ukaz. Označme σ1, . . . , σn r̊uzná vnořeńı K do C, restrikce σi | Q = idQ.
Nejprve spoč́ıtáme determinant matice

σ1(1) σ1(ϑ) · · · σ1(ϑ
n−1)

...
...

...
σn(1) σn(ϑ) · · · σn(ϑn−1)

=

1 σ1(ϑ) · · · σ1(ϑ)n−1

...
...

...
1 σn(ϑ) · · · σn(ϑ)n−1

=
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=
∏

1≤i<j≤n

(σj(ϑ) − σi(ϑ)).

Zřejmě se jedná o vandermond̊uv determinant. Podle definice diskriminantu
máme

disc(1, ϑ, . . . , ϑn−1) = |(σi(αj))
n
i,j=1|2 =

∏

1≤i<j≤n

(σj(ϑ) − σi(ϑ))2.

Protože σi(ϑ), i = 1, . . . , n, jsou všechny r̊uzné kořeny polynomu f a vedoućı
koeficient je jedna, dostáváme dokazovanou rovnost.

Nyńı ještě uved’me několik vět, které využijeme v závěrečné fázi algoritmu.
Přitom vyjdeme z [17].

Definice 2.22. Necht’ K je č́ıselné těleso, K = Q[ϑ]. Necht’ B je aditivńı
podgrupa K. Definujeme doplněk B relativńı ke stopě jako množinu všech
α ∈ K takových, že T (αB) ⊆ Z, označujeme ho B′.

Je zřejmé, že B′ je opět aditivńı grupa. Dále pokud B a C jsou aditivńı
podgrupy a B ⊆ C, pak C ′ ⊆ B′.

Necht’ V je vektorový prostor konečné dimenze nad tělesem T . Dále necht’

b : V × V → T je bilineárńı forma a definujme (Φb(x))(y) = b(x, y). Pak
z lineárńı algebry v́ıme, že homomorfismus Φb je izomorfismem vektorového
prostoru V a jeho duálńıho prostoru V ∗, právě když je bilineárńı forma b
nedegenerovaná (matice bilineárńı formy je regulárńı).

Věta 2.23. Necht’ K je č́ıselné těleso. Pak b(x, y) = T (xy) je nedegenerovaná
bilineárńı forma.

D̊ukaz. Protože stopa je lineárńı forma a K je těleso, je zřejmé, že b(x, y) je
bilineárńı forma. Necht’ B je matice formy b vzhledem k bázi M = {α1, . . . , αn}
tělesa K nad Q. Pak det(B) = det((T (αiαj)

n
i,j=1) = disc(α1, . . . , αn) 6= 0 podle

lemmatu 2.13 a věty 2.15. Přitom z lineárńı algebry v́ıme, že pokud M ′ je jiná
báze K nad Q a P ∈ Qn×n je matice přechodu od báze M k bázi M ′, tak
C = PTBP je matice bilineárńı formy b vzhledem k bázi M ′.

Necht’ α ∈ K, α 6= 0. Pak podle poznámky výše a věty 2.23 je zobrazeńı
T (αx) z K do Q prvkem duálńıho prostoru k prostoru K. Nav́ıc indukuje izo-
morfismus K a jeho duálńıho prostoru. Proto můžeme duálńı bázi k nějaké bázi
č́ıselného tělesa K nad Q reprezentovat prvky lež́ıćımi v K. Tento poznatek
využijeme v následuj́ıćıch větách, kde budeme duálńı báźı myslet reprezentaci
duálńı báze v tělese K.
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Věta 2.24. Necht’ K je č́ıselné těleso s báźı {α1, . . . , αn} nad Q a necht’

B = α1Z + . . .+ αnZ.

Pak

B′ = α′
1Z + . . .+ α′

nZ,

kde {α′
1, . . . , α

′
n} ⊆ K je duálńı báze k bázi {α1, . . . , αn}.

D̊ukaz. Necht’ α ∈ B′ a α = a1α
′
1 + . . . + anα

′
n, kde ai ∈ Q. Pak T (ααi) = ai

a tedy podle definice doplňku ai ∈ Z pro všechna i ≤ n. Z toho plyne, že
B′ ⊆ α′

1Z + . . .+ α′
nZ. Naopak pro r ∈ Z plat́ı

T (rα′
iB) = rT (α′

iB) ⊆ Z.

Věta 2.25. Necht’ K = Q[α] je č́ıselné těleso a necht’ f(x) je minimálńı
polynom α nad Q stupně n. Označme f ′(x) formálńı derivaci polynomu f(x)
a

f(x)

x− α
= β0 + β1x+ . . .+ βn−1x

n−1.

Pak duálńı báze k bázi {1, α, . . . , αn−1} je

{
β0

f ′(α)
, . . . ,

βn−1

f ′(α)

}
.

D̊ukaz. Necht’ α1, . . . , αn ∈ C jsou r̊uzné kořeny polynomu f(x). Dokážeme, že

n∑

i=1

f(x)

x− αi

αr
i

f ′(αi)
= xr, 0 ≤ r ≤ n− 1.

Označme rozd́ıl pravé a levé strany rovnosti polynomem g(x). Polynom g(x)
má stupěn n− 1, přitom ale

g(αi) =

(
∏

j 6=i

(αi − αj)

)
αr

i

f ′(αi)
− αr

i = f ′(αi)
αr

i

f ′(αi)
− αr

i = 0.

Tedy g(x) má alespoň n kořen̊u a muśı být proto identicky roven nule. Necht’

σj jsou vnořeńı K do C, pro která plat́ı, že restrikce σj | Q = idQ, j =

1, . . . , n. Pro libovolný polynom h(x) =
∑k

i=1 γix
i ∈ K[x] definujme σi(h(x)) =∑k

i=1 σj(γi)x
i. Pokud definujeme T (h(x)) =

∑n
j=1 σj(h(x)), pak
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T

(
f(x)

x− α

αr

f ′(α)

)
= T

(
(β0 + β1x+ . . .+ βn−1x

n−1)
αr

f ′(α)

)
=

=

n∑

j=1

f(x)

x− αj

αr
j

f ′(αj)
= xr.

Pokud porovnáme koeficienty u stejných mocnin x, dostaneme

T

(
αj βi

f ′(α)

)
= δij .

Tedy {β0/f
′(α), . . . , βn−1/f

′(α)} je duálńı báze.

Na závěr dostáváme požadovanou větu.

Věta 2.26. Necht’ K = Q[ϑ] je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických
č́ısel OK. Necht’ f(x) =

∑n
i=0 aix

i je minimálńı polynom ϑ nad Z. Pak

f ′(ϑ)OK ⊆ Z[ϑ].

D̊ukaz. Protože T (OK) ⊆ Z podle lemmatu 2.8, dostáváme OK ⊆ O′
K . Dále

v́ıme, že Z[ϑ] ⊆ OK, tedy O′
K ⊆ Z[ϑ]′. Nyńı ukážeme, že Z[ϑ]′ = (1/f ′(ϑ))Z[ϑ]

z toho již věta snadno plyne. Z předcházej́ıćı věty 2.25 v́ıme, že Z[ϑ]′ má bázi
{β0/f

′(ϑ), . . . , βn−1/f
′(ϑ)}, kde

f(x)

x− ϑ
= β0 + β1x+ . . .+ βn−1x

n−1.

Vid́ıme tedy, že ai = βi−1 + ϑβi. Rekurźı dostáváme

βn−1 = an = 1

βn−2 − ϑβn−1 = an−1

...

Z toho je patrné, že βi lze źıskat pomoćı celoč́ıselné kombinace mocnin ϑ. Po-
dobně z těchto vztah̊u plyne, že mocniny ϑ lze źıskat z celoč́ıselných kombinaćı
βi. Např́ıklad máme

βn−2 − an−1 = ϑ

βn−3 − ϑβn−2 = an−2

βn−3 − ϑ(an−1 + ϑ) = an−2

βn−3 − an−1(βn−2 − an−1) − an−2 = ϑ2
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Tedy modul generovaný prvky 1, ϑ, . . . , ϑn−1 je stejný jako modul generovaný
prvky β0, β1, . . . , βn−1.

Následuj́ıćı lemma využijeme v některých d̊ukazech.

Lemma 2.27. Necht’ I je nenulový ideál oboru celých algebraických č́ısel OK

č́ıselného tělesa K. Pak okruh OK/I je konečný.

D̊ukaz. OK je volná abelovská grupa hodnosti n = [K : Q]. Necht’ {ϑ1, . . . , ϑn}
je celoč́ıselná báze OK . Pokud nalezneme m ∈ Z takové, že m ∈ I, pak (m) ⊆ I
a tedy OK/I ⊆ OK/(m). Přitom OK/(m) = {∑n

i=1 aiϑ; ai ∈ Zm}. Stač́ı proto
ukázat, že každý nenulový ideál I obsahuje nějaké přirozené č́ıslo. Necht’ ϑ ∈
I ⊆ OK , ϑ 6= 0. Pak existuj́ı navzájem nesoudělné koeficienty bi ∈ Z takové, že
ϑk + bk−1ϑ

k−1 + . . .+ b0 = 0 a k je nejmenš́ı možné. Přitom |b0| = |N(ϑ)| 6= 0,
protože se jedná o nenulový prvek a tedy |b0| ∈ I je hledané přirozené č́ıslo.

2.2 Dedekindovy obory

Definice 2.28. Obor integrity R nazveme Dedekind̊uv, pokud jsou splněny
následuj́ıćı podmı́nky:

(i) R je noetherovské;

(ii) každý nenulový prvoideál je maximálńı;

(iii) R je celistvě uzavřené ve svém pod́ılovém tělese T .

Podmı́nka (iii) znamená, že pokud a ∈ T a zároveň existuje monický po-
lynom f ∈ R[x], f(a) = 0, pak a ∈ R. Podmı́nka (i) je ekvivaletńı každé
z následuj́ıćıch podmı́nek:

• každý ideál je konečně generovaný;

• každá neprázdná množina ideál̊u má maximálńı prvek.

Dedekindovy obory jsou pro nás velmi d̊uležité. Postupně ukážeme, že kaž-
dý ideál v R je možné jednoznačně (až na pořad́ı činitel̊u) vyjádřit jako součin
prvoideál̊u. Toto jistě plat́ı např́ıklad v Z, kde každý ideál je hlavńı a rozklad
jeho generuj́ıćıho prvku na součin prvoč́ısel nám poskytuje i rozklad tohoto
ideálu na součin př́ıslušných prvoideál̊u. Můžeme tedy chápat rozklad ideál̊u
na součin prvoideál̊u jako jisté zobecněńı faktorizace. Důvod, proč se zabýváme
Dedekindovými obory, je následuj́ıćı:

Věta 2.29. Obor celých algebraických č́ısel je Dedekind̊uv.

D̊ukaz. Potřebujeme dokázat, že obor celých algebraických č́ısel OK č́ıselného
tělesa K splňuje všechny tři podmı́nky z definice Dedekindova oboru.
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(i) Obor OK je volná abelovská grupa konečné hodnosti, proto každá pod-
grupa OK je také volná s konečnou hodnost́ı, tedy každý ideál I ⊆ OK má
aditivńı strukturu rovnu volné abelovské grupě konečné hodnosti. Z toho
plyne, že ideál I je konečně generovaný i jako ideál.

(ii) Necht’ P je libovolný nenulový prvoideál z OK . Stač́ı ukázat, že OK/P je
těleso. Podle lemmatu 2.27 v́ıme, že OK/P je konečný okruh, a pro-
tože P je prvoideál, je tento okruh oborem integrity. Avšak konečný
obor integrity je těleso (pro a ∈ (OK/P )∗ definujme ϕa : (OK/P )∗ →
(OK/P )∗, ϕa(b) = ab. Toto zobrazeńı je prosté a d́ıky konečnosti i na,
tedy existuje c ∈ OK/P , že ac = 1).

(iii) Necht’ T je pod́ılové těleso OK , α ∈ T , a zároveň existuje monický poly-
nom f =

∑k
i=1 ϑix

i ∈ OK [x], f(α) = 0. Potřebujeme ukázat, že α ∈ OK .
K tomu stač́ı nalézt monický polynom nad Z, který má α jako kořen.
Zřejmě OK [ϑ1, . . . , ϑk, α] je konečně generovaný okruh nad OK a tedy
i konečně generovaný nad Z. Můžeme tedy použ́ıt lemma 2.3 k nalezeńı
monického polynomu nad Z s kořenem α.

V oboru celých algebraických č́ısel nemůžeme jednoznačně rozložit jednot-
livé prvky, ale dokážeme jednoznačně rozložit ideály, které generuj́ı. Tato vlast-
nost nám umožńı sestrojit algoritmus č́ıselného śıta.

K dokázáńı nast́ıněného tvrzeńı potřebujeme několik pomocných lemmat.

Lemma 2.30. Každý nenulový ideál v Dedekindově oboru R obsahuje součin
prvoideál̊u.

D̊ukaz. Budeme postupovat sporem. Dı́ky vlastnosti (i) Dedekindova oboru R
má množina ideál̊u, které neobsahuj́ı součin prvoideál̊u, maximálńı prvek M .
Zřejmě se nejedná o prvoideál, proto existuj́ı prvky a, b ∈ R \M takové, že
ab ∈M . IdeályM+(a),M+(b) jsou ostře větš́ı nežM , proto již obsahuj́ı součin
prvoideál̊u. Ale potom součin prvoideál̊u obsahuje i ideál (M + (a))(M + (b)),
který je část́ı M . A to je hledaný spor.

Lemma 2.31. Necht’ I je vlastńı ideál v Dedekindově oboru R. Pak existuje
α ∈ T \R s vlastnost́ı αI ⊂ R, kde T je pod́ılové těleso R.

D̊ukaz. Necht’ a je nenulový prvek I. Podle lemmatu 2.30 obsahuje hlavńı ideál
(a) součin prvoideál̊u, označme je P1, . . . , Pk, přitom požadujeme, aby k bylo
minimálńı. Ideál I je obsažen v nějakém maximálńım ideálu P , který je zároveň
i prvoideál, proto P obsahuje některý z prvoideál̊u P1, . . . , Pk, necht’ je to P1.
Dı́ky vlastnosti 2 Dedekindova oboru je nutně P = P1. Protože hlavńı ideál (a)
nemůže obsahovat součin méně než k prvoideál̊u, existuje b ∈ P2 · . . . ·Pk \ (a).
Z b ∈ P2 · . . . · Pk a I ⊆ P1 dostáváme bI ⊆ P1 · . . . · Pk ⊆ (a), tedy b

a
I ⊆ R a

b
a
/∈ R.
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Věta 2.32. Necht’ I je nenulový ideál v Dedekindově oboru R. Pak existuje
ideál J takový, že IJ je hlavńı ideál v R.

D̊ukaz. Necht’ a je nenulový prvek I. Definujme J = {b ∈ R; bI ⊆ (a)}. Zřejmě
J je nenulový ideál v R a plat́ı IJ ⊆ (a). Ukážeme, že nastává rovnost.
Uvažujme množinu M = a−1IJ ⊆ R. Snadno se ukáže, že tato množina je
ideál. Pokud M = R, pak IJ = (a), jinak jeM vlastńı ideál R a podle lemmatu
2.31 existuje α ∈ T \R, αM ⊆ R, T pod́ılové těleso R. Využijeme podmı́nky
(iii), podle které je Dedekind̊uv obor celistvě uzavřený ve svém pod́ılovém
tělese, a ukážeme, že α ∈ R, což bude spor. Protože a ∈ I, máme a−1aJ ⊆ M ,
tedy J ⊆ M a αJ ⊆ αM ⊆ R. Dále z αa−1IJ ⊆ R dostáváme αIJ ⊆ (a).
Použijeme-li definici J , vid́ıme, že αJ ⊆ J . Podle podmı́nky (i) můžeme naj́ıt
konečnou množinu generátor̊u {a1, . . . ak} ideálu J a opět použijeme lemma
2.3 k nalezeńı monického polynomu nad R s kořenem α. To je hledaný spor.

Definice 2.33. Necht’ A a B jsou ideály v Dedekindově oboru R. Řekneme, že
ideál A děĺı ideál B, pokud B = AC pro nějaký ideál C ⊆ R. Budeme značit
A|B.

Jako d̊usledky věty 2.32 dostáváme následuj́ıćı lemmata:

Lemma 2.34. Necht’ A, B a C jsou ideály v Dedekindově oboru R. Pokud
AB = AC, pak B = C.

D̊ukaz. Podle věty 2.32 existuje ideálD takový, že AD = (a), a ∈ R. ZDAB =
DAC plyne aB = aC. Protože zřejmě existuje bijekce mezi B a aB, a zároveň
mezi aC a C, dostáváme B = C.

Lemma 2.35. Necht’ A a B jsou ideály v Dedekindově oboru R. Potom B ⊆ A,
právě když A|B.

D̊ukaz. Pokud A|B, pak triviálně máme B ⊆ A. Naopak necht’ B ⊆ A. Pro
ideál A podle věty 2.32 existuje ideál D takový, že AD = (a), a ∈ R. Máme
(a) = AD ⊇ BD, proto množina C = a−1DB ⊆ R. Nav́ıc se jedná o ideál
a zřejmě AC = B.

Nyńı již snadno dokážeme požadovanou větu.

Věta 2.36. Každý ideál v Dedekindově oboru R lze jednoznačně rozložit na
součin prvoideál̊u.

D̊ukaz. Nejprve dokážeme existenci rozkladu. Budeme postupovat sporem.
Množina všech ideál̊u, které nelze rozložit na součin prvoideál̊u v R, má podle
podmı́nky (i) maximálńı prvek M . Ideál M je obsažen v nějakém maximálńım
ideálu P , který je i prvoideálem. Tedy podle lemmatu 2.35 existuje ideál I
takový, že M = IP , a podle téhož muśı M být část́ı I. Nav́ıc M je vlastńı
podmnožina I (nebot’ podle 2.34 máme PM = PI ⇒ PM = M ⇒ PM =
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RM ⇒ P = R, spor). Tedy I je ostře větš́ı než M a je ho možné rozložit na
součin prvoideál̊u. Ale pak lze rozložit i M , což je spor.

Nyńı dokážeme jednoznačnost. Necht’ I = P1 · . . . ·Pk = Q1 · . . . ·Ql, kde Pi,
Qi jsou prvoideály. Potom Q1 · . . . · Ql ⊆ P1, a proto pro nějaké j, 1 ≤ j ≤ l,
máme Qj ⊆ P1. Předpokládejme, že j = 1. Podle podmı́nky (ii) muśı být
P1 = Q1 a použijeme-li lemma 2.34, dostaneme P2 · . . . ·Pk = Q2 · . . . ·Ql. Takto
můžeme postupně krátit, až dostaneme, že k = l a Pi = Qi, 1 ≤ i ≤ k.

Předchoźı věta nám umožňuje definovat na množině všech ideál̊u v De-
dekindově oboru R pojmy největš́ı společný dělitel (označme gcd) a nejmenš́ı
společný násobek (označme lcm) tak, jak je známe z celých č́ısel. Přitom je
zřejmé, že vzhledem k relaci inkluze jsou pojmy největš́ı a nejmenš́ı myšleny
opačně. Dostáváme tedy následuj́ıćı vzorečky pro dva ideály I, J z R:

gcd(I, J) = I + J,

lcm(I, J) = I ∩ J.

Pomoćı největš́ıho společného dělitele můžeme dokázat následuj́ıćı větu.

Věta 2.37. Necht’ I je ideál v Dedekindově oboru R a necht’ a je nenulový
prvek I. Pak existuje b ∈ I takové, že I = (a, b).

D̊ukaz. Využijeme pojmu největš́ı společný dělitel a nalezneme b ∈ R, že I =
gcd((a), (b)) = (a) + (b), tedy zřejmě b ∈ I. Necht’ I = P e1

1 · . . . · P ek
k , kde Pi

jsou prvoideály. Pak jistě hlavńı ideál (a) je dělitelný všemi Pi, 1 ≤ i ≤ k,
dále je dělitelný i daľśımi prvoideály. Z nich vybereme jen ty, které jsou r̊uzné
od Pi, označme je Q1, . . . , Ql. Muśıme naj́ıt prvek b tak, aby neležel v žádném
z prvoideál̊u Q1, . . . , Ql (pak jimi nebude hlavńı ideál (b) dělitelný) a hlavńı
ideál (b) byl také dělitelný P ei

i , 1 ≤ i ≤ k, ale ne ve vyšš́ı mocnině. Dostáváme

b ∈
( k⋂

i=1

(P ei
i \ P ei+1

i )
)
∩
( l⋂

i=1

(R \Qi)
)
.

Takové b můžeme nalézt pomoćı Č́ınské věty o zbytku. Abychom ji mohli
použ́ıt, potřebujeme vědět, že mocniny prvoideál̊u Pi, 1 ≤ i ≤ k, a prvoideály
Qj , 1 ≤ j ≤ l, jsou po dvou komaximálńı. To je zřejmé, pokud si uvědomı́me,
že součet ideál̊u je jejich největš́ı společný dělitel, a že jako jednotku chápeme
R. Dı́ky jednoznačnosti rozkladu na prvoideály muśı být P ei

i \P ei+1

i neprázdné,
můžeme tedy vybrat nějaké bi ∈ P ei

i \ P ei+1

i , 1 ≤ i ≤ k. Pro b tedy máme

b ≡ bi mod P ei+1
i , i = 1, . . . , k,

b ≡ 1 mod Qj , j = 1, . . . , l.
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2.3 Rozklady na prvoideály

Nyńı máme dva ćıle. Zaprvé, jak nalézt prvoideály v nějakém oboru celých
algebraických č́ısel. Zadruhé, jak lze určit rozklad ideálu na prvoideály. V ná-
sleduj́ıćım textu budou K, L (popř́ıpadě M) označovat č́ıselná tělesa, R, S
(T ) jejich obory celých algebraických č́ısel a P , Q (U) jejich prvoideály. Pro
zjednodušeńı zápisu budeme v této části pojmem prvoideál označovat pouze
nenulový prvoideál. Nejprve uvažujme následuj́ıćı situaci. Mějme prvoideál P
v R a L č́ıselné nadtěleso K. Jak se rozkládá ideál PS v S? Postupně nalezneme
odpověd’ na tuto otázku a t́ım splńıme prvńı ćıl. Pro prvoideály P v R a Q
v S dostáváme následuj́ıćı snadnou ekvivalenci:

Q|PS ⇔ PS ⊆ Q⇔ P ⊆ Q⇔ P = Q ∩R ⇔ P = Q ∩K.
Pomoćı této ekvivalence již neńı těžké dokázat zaj́ımavou větu:

Věta 2.38. Pro každý prvoideál P v R položme MP = {Q; Q prvoideál v S,
P ⊆ Q }. Pokud P prob́ıhá množinu všech prvoideál̊u R, tak množiny MP po-
skytuj́ı rozklad množiny všech prvoideál̊u S na neprázdné, disjunktńı a konečné
podmnožiny.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že MP je neprázdné. Budeme postupovat sporem.
Necht’ tedy pro nějaký prvoideál P je MP prázdná množina. Pak muśı PS = S.
Podle lemmatu 2.31 existuje α ∈ T \ R (T je pod́ılové těleso R), že αP ⊆ R.
Dostáváme αPS ⊆ RS = S, a protože 1 ∈ PS, muśı být α ∈ S. Ovšem to
znamená, že α je algebraické celé č́ıslo a tedy α ∈ R. Což je hledaný spor.

Z ekvivalence výše plyne, že prvoideál Q ⊆ S lež́ı v MP určené prvo-
ideálem P = R ∩ Q. Tento prvoideál je nenulový, nebot’ můžeme zvolit ne-
nulové α ∈ Q ⊆ S o němž v́ıme, že NL

K(α) ∈ R. Dále NL
K(α) =

∏
σ σ(α) =

α
∏

σ 6=idL
σ(α) = αβ, kde β ∈ S, a proto NL

K(α) ∈ Q. Přitom tato norma

je nenulová. Současně P 6= R, nebot’ bychom dostali 1 ∈ Q. Z tohoto plyne
disjunktnost rozkladu.

Konečnost MP pro prvoideál P je zřejmá z toho, že S je Dedekind̊uv obor
a množina MP obsahuje všechny prvoideálové dělitele PS.

Přejděme nyńı k definićım, které popisuj́ı rozklad ideálu PS.

Definice 2.39. Ramifikačńım (štěṕıćım, větv́ıćım) indexem nazýváme největ-
š́ıho mocnitele e prvoideálu Q v S, pro kterého Qe děĺı PS, kde P je prvoideál
v R. Označujeme: e(Q|P ).
Řekneme, že P je ramifikované v S, pokud e(Q|P ) > 1 pro nějaké Q.

Když Q|PS, tak je běžné ř́ıkat, že P lež́ı pod Q nebo Q lež́ı nad P . V́ıme,
že P jakožto nenulový prvoideál je zároveň i maximálńım ideálem. Proto R/P
je těleso, nav́ıc konečné podle lemmatu 2.27 (podobně pro S/Q). Dále je možné
těleso R/P = R/(P ∩ Q) ∼= (R + Q)/Q vnořit do tělesa S/Q a tedy dimenze
S/Q nad R/P je konečná. Pozorováńı shrnuje definice 2.40.
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Definice 2.40. Stupněm setrvačnosti (nehybnosti) f nazýváme dimenzi S/Q
nad R/P . Označujeme: f(Q|P ).

Uved’me pár jednoduchých pozorováńı. Pokud K = Q, R = Z a P = pZ,
pak dostáváme pro L ⊇ K, S = OL, Q ⊇ P , že |S/Q| = pf , f = f(Q|P ).
Přitom zřejmě f ≤ n = [L : K].

Dále uvažujme prvoideály P ⊆ Q ⊆ U a po řadě jejich obory celých alge-
braických č́ısel R ⊆ S ⊆ T . Pak plat́ı:

e(U |P ) = e(U |Q) · e(Q|P ),

f(U |P ) = f(U |Q) · f(Q|P ).

Definice 2.41. Norma ideálu I v R je N (I) = |R/I|. Někdy se můžeme setkat
s označeńım ‖ I ‖, př́ıpadně pro rozlǐseńı oboru NR(I).

Norma ideálu má pro nás velký význam, protože s jej́ı pomoćı dokážeme
určit dělitele I. Hlavńı vlastnosti normy jsou, jak očekáváme, následuj́ıćı:

Věta 2.42. Necht’ K a L jsou č́ıselná tělesa, L ⊇ K, n = [L : K], R a S
jejich obory celých algebraických č́ısel.

(i) Necht’ I a J jsou ideály v R. Pak N (IJ) = N (I) · N (J).

(ii) Necht’ I je ideál v R. Pak pro ideál IS v S plat́ı: NS(IS) = (NR(I))n.

D̊ukaz. (i) Důkaz rozděĺıme na dvě části. Nejprve ukážeme, že tvrzeńı plat́ı
pro nesoudělné ideály a potom dokážeme, že N (Pm) = (N (P ))m pro
každé m ≥ 1. Dostaneme

N (Pm1

1 · . . . · Pmr
r ) = N (P1)

m1 · . . . · N (Pr)
mr .

Z rozkladu I a J na prvoideály již tvrzeńı okamžitě plyne.

Předpokládejme, že I a J jsou nesoudělné. Pak zřejmě plat́ı I + J = R a
I ∩ J = IJ . Pomoćı Č́ınské věty o zbytku dostáváme izomorfismus

R/IJ ∼= R/I × R/J.

Z toho již plyne N (IJ) = N (I) · N (J).

Nyńı uvažujme prvoideál P ∈ R. Ukážeme, že N (Pm) = (N (P ))m pro
m ≥ 1. Mocniny prvoideálu P tvoř́ı posloupnost ideál̊u R ⊃ P ⊃ P 2 ⊃
. . . ⊃ Pm. Pokud dokážeme, že N (P ) = |P k/P k+1|, jsme hotovi, nebot’

N (Pm) = |R/Pm| = |R/P | · |P/P 2| · . . . · |Pm−1/Pm| = (N (P ))m. Ideály
P k uvažujeme dále pouze jako aditivńı grupy. Pokud vybereme prvek
ϑ ∈ P k \ P k+1, dostáváme grupový izomorfismus

R/P ∼= ϑR/ϑP.
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Protože ϑR = (ϑ) ⊂ P k můžeme uvažovat homomorfismus

(ϑ) → P k/P k+1,

kde jádro je zřejmě (ϑ)∩P k+1 a obraz je ((ϑ)+P k+1)/P k+1. Prvek ϑ byl
zvolen tak, aby P k byla největš́ı mocnina P děĺıćı (ϑ). Proto

(ϑ) ∩ P k+1 = lcm((ϑ), P k+1) = ϑP,

(ϑ) + P k+1 = gcd((ϑ), P k+1) = P k.

Celkově dostáváme grupové izomorfismy

R/P ∼= ϑR/ϑP ∼= P k/P k+1

a tedy N (P ) = |P k/P k+1|.

(ii) S využit́ım předchoźıho bodu bude stačit dokázat tvrzeńı pro libovolný
prvoideál P ⊆ R. Zřejmě S/PS je vektorový prostor nad R/P . Chceme
dokázat, že jeho dimenze je n. Nejprve ukážeme, že dimenze neńı větš́ı než
n. K tomu stač́ı ukázat, že libovolných n+ 1 prvk̊u je lineárně závislých
nad R/P . Označme tyto prvky µ1, . . . , µn+1 ∈ S. Tyto prvky jsou jistě
lineárně závislé nad K a tedy i nad R (stač́ı vynásobit dostatečně velkým
č́ıslem). Dostáváme ϑ1 ·µ1 + . . .+ϑn+1 ·µn+1 = 0, kde ϑi ∈ R, ne všechny
nulové. Potřebujeme ukázat, že alespoň jedno nelež́ı v P , pak dostaneme
lineárńı závislost i nad R/P . Postupujme sporem. Necht’ jsou všechny
takovéto možné (n + 1)-tice {ϑ1, . . . , ϑn+1} ⊆ P . Vyberme libovolnou
z nich a uvažujme ideál (ϑ1, . . . , ϑn+1) ⊆ P . Podle věty 2.32 existuje
ideál I takový, že (ϑ1, . . . , ϑn+1) · I je hlavńı ideál. Označme ho (ϑ). Pak
ovšem (ϑ1, . . . , ϑn+1) · I = ϑR * ϑP , protože P ( R. Zvolme ξ ∈ I
tak, aby ξ(ϑ1, . . . , ϑn+1) * ϑP . Dostaneme ξ

ϑ
(ϑ1, . . . , ϑn+1) * P a přitom

ξ
ϑ
(ϑ1, . . . , ϑn+1) ⊆ R. To je hledaný spor. Dimenze je tedy nejvýše n.

Necht’ pZ = P ∩ Z a necht’ Pi, i = 1, . . . , r, jsou všechny prvoideály z R
nad prvoč́ıslem p. V́ıme, že S/PiS je vektorový prostor nad R/Pi dimenze
ni ≤ n. Ukážeme, že rovnost plat́ı pro všechna i, tedy i pro P . Označme
ei = e(Pi|(p)) a fi = f(Pi|(p)). Necht’ m je dimenze K nad Q. Z věty 2.16
plyne, že N (pR) = pm. Zřejmě

pm = N (pR) = N (P e1

1 · . . . · P er
r ) =

r∏

i=1

N (Pi)
ei =

r∏

i=1

pfiei .

Protože pR =
∏r

i=1 P
ei
i , máme pS =

∏r
i=1(PiS)ei a podle předchoźıho

dostáváme
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N (pS) =

r∏

i=1

N (PiS)ei =

r∏

i=1

N (Pi)
niei =

r∏

i=1

(pfi)niei.

Také plat́ı N (pS) = pmn, takže celkově mn =
∑r

i=1 finiei. A protože
ni ≤ n a

∑r
i=1 fiei = m, dostáváme ni = n pro všechna i.

Věta 2.42 nám za předpokladu, že známe normu ideálu I v S, umožňuje
zúžit okruh možných dělitel̊u I. Pokud nějaký prvoideál Q v S děĺı I, pak nutně
tento prvoideál muśı ležet nad prvoč́ıslem p, které děĺı normu ideálu I. Zat́ım
ještě nev́ıme, jaký prvoideál lež́ıćı nad p to je, ani jak jednoduše zjist́ıme normu
nějakého ideálu v S. Následuj́ıćı věta nám však dává jiný zp̊usob výpočtu
normy alespoň u hlavńıch prvoideál̊u.

Věta 2.43. Necht’ R je obor celých algebraických č́ısel č́ıselného tělesa K,
ϑ ∈ R, ϑ 6= 0. Pak pro hlavńı ideál (ϑ) plat́ı:

N ((ϑ)) = |NK
Q (ϑ)|.

D̊ukaz. Uvažujme normálńı rozš́ı̌reńı M č́ıselného tělesa K. Necht’ T je obor
celých algebraických č́ısel tělesa M . Označme σ libovolné vnořeńı K do C. Po-
kud σ rozš́ı̌ŕıme na automorfismusM , zřejmě plat́ı σ(T ) = T , a tedy dostáváme

N (σ(ϑ)T ) = N (ϑT ).

Označme a = NK
Q (ϑ) =

∏n
i=1 σi(ϑ) ∈ Z. Použijeme-li větu 2.42, dostáváme

N (aT ) =

n∏

i=1

N (σi(ϑ)T ) = N (ϑT )n.

Je-li m = [M : K], pak N (aT ) = |a|mn a podle věty 2.42 je N (ϑT ) = N (ϑR)m.
Dostáváme |a| = N (ϑR).

Obecně norma prvku v č́ıselném tělese také neńı snadno spočitatelná, ale pro
určitá č́ısla ji podle lemmatu 2.11 umı́me velmi rychle spoč́ıtat.

Následuj́ıćı věta je označována jako fundamentálńı identita pro č́ıselná
tělesa.

Věta 2.44. Necht’ po řadě R, S jsou obory celých algebraických č́ısel č́ıselných
těles K, L, [L : K] = n. Necht’ P je nenulový prvoideál v R a

PS = Qe1

1 · . . . ·Qek
k ,

kde Qi jsou prvoideály v S a fi = f(Qi|P ). Pak plat́ı:

n =

k∑

i=1

eifi.
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D̊ukaz. K d̊ukazu použijeme větu 2.42. V́ıme, že N (PS) = N (P )n a zároveň

N (PS) = N (

k∏

i=1

Qei
i ) =

k∏

i=1

N (Qi)
ei =

k∏

i=1

N (P )fiei.

Tedy n =
∑k

i=1 eifi.

Věta 2.45. Necht’ K = Q, R = Z a L je č́ıselné těleso s oborem celých alge-
braických č́ısel S. Je-li p ∈ Z prvoč́ıslo, pak hlavńı ideál pZ ⊆ Z je ramifikovaný
v S, právě když p| disc(S).

D̊ukaz. Dokážeme pouze, že pokud pZ je ramifikované v S, pak p děĺı disc(S).
Opačná implikace je složitěǰśı, jeden z možných d̊ukaz̊u lze nalézt v [22] kapitola
4.

Necht’ Q je prvoideál v S nad pZ s e(Q|pZ) > 1, necht’ I je ideál v S, pro
který plat́ı pS = QI, tedy I je dělitelný všemi prvoideály v S nad pZ. Označme
{ϑ1, . . . , ϑn} celistvou bázi S. Vybereme libovolné ϑ ∈ I \pS. O ϑ v́ıme, že lež́ı
v každém prvoideálu v S nad p, ale nelež́ı v pS. Je-li ϑ = a1ϑ1 + . . .+anϑn, pak
ne všechny ai jsou dělitelné p. Předpokládejme, že a1 neńı dělitelné p. Nyńı
vyjádř́ıme diskriminant báze {ϑ, ϑ2 . . . , ϑn} pomoćı p̊uvodńı báze. Využijeme-
li přechodové matice a podobný postup s vnořeńımi L do C jako v předchoźıch
d̊ukazech, dostaneme

disc(ϑ, ϑ2, . . . , ϑn) = a2
1 · disc(ϑ1, . . . , ϑn).

Protože p neděĺı a1, stač́ı ukázat, že p děĺı disc(ϑ, ϑ2, . . . , ϑn). Necht’ M je
rozš́ı̌reńı L, které je normálńı nad Q s oborem celých algebraických č́ısel T
a necht’ σ1, . . . , σn jsou r̊uzná vnořeńı L do C, která rozš́ı̌ŕıme na M . Protože
ϑ lež́ı v každém prvoideálu v S nad p, muśı také ležet v každém prvoideálu
v T nad p. Necht’ U je jeden z těchto prvoideál̊u v T . Chceme ukázat, že
dokonce σi(ϑ) ∈ U , pro každé i. To je snadné, nebot’ v́ıme, že automorfimus
σ−1

i pouze permutuje jednotlivé prvoideály nad p v T , tedy ϑ ∈ σ−1
i (U) (ϑ lež́ı

ve všech prvoideálech nad p v T ) a dostáváme σi(ϑ) ∈ U . Protože diskriminant
disc(ϑ, ϑ2, . . . , ϑn) je druhá mocnina determinantu matice se všemi prvky v U ,
muśı být i tento diskriminant v U , ovšem také se jedná o celistvou bázi, takže
lež́ı i v Z. Tedy disc(ϑ, ϑ2, . . . , ϑn) ∈ U ∩ Z = pZ.

Podle věty 2.45 existuje jen konečně mnoho ramifikovaných prvoideál̊u P =
pZ. Jinými slovy, až na konečně mnoho př́ıpad̊u je PS součinem prvoideál̊u
v prvńı mocnině. Věta 2.44 pro změnu ř́ıká kolik těchto prvoideál̊u může být.

Nyńı uvedeme větu, která nám umožňuje určit rozklad ideálu PS pro skoro
všechna prvoč́ısla.

Věta 2.46. Necht’ K ⊆ L jsou č́ıselná tělesa s obory celých algebraických č́ısel
R a S, [L : K] = n, L = K[ϑ] pro nějaké ϑ ∈ S s ireducibilńım monickým
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polynomem f nad K. Necht’ P je prvoideál v R lež́ıćı nad prvoč́ıslem p, které
neděĺı |S/R[ϑ]|. Dále necht’

f ≡ f e1

1 · . . . · f ek
k mod P [x].

Potom plat́ı
PS = Qe1

1 · . . . ·Qek
k ,

kde Qi = PS + fi(ϑ)S = (P, fi(ϑ)). Nav́ıc f(Qi|P ) = deg fi.

D̊ukaz. Důkaz rozděĺıme do čtyř krok̊u. V́ıme, že můžeme koeficienty polynomu
f vyjádřit pomoćı jeho kořen̊u, které jsou také nutně celá algebraická č́ısla.
Proto f ∈ R[x]. S polynomy tedy pracujeme nad okruhem R i nad konečným
tělesem R/P charakteristiky p. Pro rozlǐseńı budeme pro odpov́ıdaj́ıćı poly-
nomy v (R/P )[x] použ́ıvat pruh. Necht’ di = deg fi.

(i) Pro každé i plat́ı, že bud’ Qi = S, nebo že S/Qi je těleso řádu |R/P |di.

Vid́ıme, že vhodně velké těleso, které by mohlo být použito k d̊ukazu, je
Fi = (R/P )[x]/(fi). K nalezeńı izomorfismu mezi Fi a S/Qi použijeme
následuj́ıćı homomorfismy. Nejprve uvažujme homomorfismus z R[x] do
Fi, který definujeme obvyklým zp̊usobem jako redukováńı koeficient̊u mo-
dulu P a poté modulo (fi). Zřejmě se jedná o epimorfismus, jehož jádro
je ideál P [x] + (fi) = (P, fi). Dostáváme izomorfimus

R[x]/(P, fi) ∼= Fi,

nav́ıc muśı být (P, fi) maximálńı ideál.

Zobrazeńı R[x] do S definované pomoćı x 7→ ϑ indukuje homomorfismus
R[x] do S/Qi. Protože PS ⊆ Qi a zároveň fi(ϑ) ∈ Qi, muśı maximálńı
ideál (P, fi) v R[x] být v jádru homomorfismu. Tedy jádro je bud’ celé
R[x], nebo (P, fi). Pokud bude tento homomorfismus na, jsme hotovi.
Abychom dokázali, že je na, potřebujeme ukázat, že S = R[ϑ] + Qi.
Z p ∈ P ⊂ Qi plyne pS ⊂ Qi a bude tedy stačit dokázat, že S = R[ϑ]+pS.
Index R[ϑ] + pS v S je ovšem společný dělitel |S/R[ϑ]| a |S/pS|, ale ty
jsou nesoudělné, protože podle předpokladu p neděĺı |S/R[ϑ]|, zat́ımco
|S/pS| je mocninou p.

(ii) Qi +Qj = S, pro i 6= j

Protože fi jsou ireducibilńı polynomy v oboru hlavńıch ideál̊u (R/P )[x],
pro dané i 6= j existuj́ı polynomy g, h tak, že fig + fjh = 1 v (R/P )[x].
A tedy

fig + fjh ≡ 1 mod P [x].

Využijeme-li předchoźıho zobrazeńı R[x] do S záměnou x za ϑ dostaneme
kongruenci
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fi(ϑ)g(ϑ) + fj(ϑ)h(ϑ) ≡ 1 mod PS,

pak ovšem 1 ∈ (P, fi(ϑ), fj(ϑ)) = Qi +Qj.

(iii) PS|Qe1

1 · . . . ·Qek
k

Označme fi(ϑ) = γi. Zřejmě součin ideál̊u Qe1

1 · . . . ·Qek
k je obsažen a tedy

i dělitelný ideálem (P,
∏k

i=1 γi). Stač́ı ukázat, že
∏k

i=1 γi lež́ı v PS. Podle
předpoklad̊u máme

f ≡ f e1

1 · . . . · f ek
k mod P [x].

Pokud opět použijeme zobrazeńı R[x] do S dostaneme

f(ϑ) ≡ γe1

1 · . . . · γek
k mod PS,

přitom f(ϑ) = 0 a tedy
∏k

i=1 γi ∈ PS.

(iv) PS = Qe1

1 · . . . ·Qek
k

Nyńı již můžeme vše zkombinovat a tvrzeńı dokázat. Rozdělme ideály Qi

tak, aby Q1, . . . , Qm 6= S a Qm+1, . . . , Qk = S. Podle (i) jsou Q1, . . . , Qm

prvoideály (jsou maximálńı) a nav́ıc zřejmě lež́ı nad P , nav́ıc f(Qi|P ) =
di = deg fi pro i ≤ m. Z (ii) plyne, že jsou všechny prvoideály Q1, . . . , Qm

r̊uzné. A nakonec v́ıme, že PS|Qe1

1 · . . . ·Qem
m , ostatńı jsou celé S. Potom

ale muśı být PS = Qs1

1 · . . . · Qsm
m , kde 0 ≤ si ≤ ei. Podle tvrzeńı 2.44

plat́ı n = d1s1 + . . . + dmsm, přitom ale zřejmě n = d1e1 + . . . + dkek

(z rozkladu polynomu f). Tedy m = k, si = ei pro všechna i.

Prvoč́ısla, která děĺı |S/R[ϑ]|, označujeme jako speciálńı. Rozložit ideál PS
nad speciálńım prvoč́ıslem je mnohem komplikovaněǰśı. Než uvedeme kom-
pletńı algoritmus, pomoćı něhož můžeme rozložit speciálńı ideály, potřebujeme
ještě několik pomocných definic a vět. Našim ćılem bude vytvořit nadokruh
R[ϑ], ve kterém lež́ı ideál, který je součinem všech prvoideál̊u nad daným
speciálńım prvoč́ıslem. S jeho pomoćı p̊uvodńı ideál PS rozlož́ıme.

Definice 2.47. Necht’ K je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických č́ısel
R, podokruh O ⊆ R nazveme plnoobor, pokud je i Z-modulem hodnosti n =
[K : Q]. Dále necht’ p je prvoč́ıslo. Řekneme, že O je p-maximálńı, pokud p
neděĺı [R : O].

Obor celých algebraických č́ısel je zřejmě i plnooborem (vzhledem k in-
kluzi největš́ı) a také p-maximálńı pro všechna prvoč́ısla p, proto se nazývá
maximálńı plnoobor.
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Definice 2.48. Necht’ O je plnoobor č́ıselného tělesa K. Pro prvoč́ıslo p defi-
nujme p-radikál Ip předpisem:

Ip = {ϑ ∈ O; ∃m ≥ 1 : ϑm ∈ pO}.

Následuj́ıćı lemma uvád́ı základńı vlastnosti p-radikálu.

Lemma 2.49. Necht’ O je plnoobor č́ıselného tělesa K a p libovolné prvoč́ıslo.

(i) p-radikál Ip je ideál oboru O.

(ii) Necht’ P1, . . . , Pk jsou všechny prvoideály v O nad prvoč́ıslem p, pak pro
Ip plat́ı

Ip = P1 · . . . · Pk.

(iii) Existuje m ∈ N takové, že Im
p ⊆ pO.

D̊ukaz. Lemma postupně dokážeme.

(i) Stač́ı ukázat, že pro ξ , ζ ∈ Ip a ϑ ∈ O plat́ı ξϑ ∈ Ip a ξ + ζ ∈ Ip. Necht’

m, n jsou takové, že ξm ∈ pO a ζn ∈ pO. Pak zřejmě (ξ + ζ)m+n ∈ pO a
(ϑξ)max(m,n) ∈ pO.

(ii) Nejprve dokážeme, že Ip ⊆ P1 · . . . ·Pk. Protože Pi lež́ı nad p, máme pO ⊆
Pi pro každé i. Zvolme libovolné ξ ∈ Ip. Podle definice p-radikálu existuje
m, že ξm ∈ pO ⊆ Pi a z vlastnosti prvoideál̊u plyne, že ξ ∈ Pi pro každé
i. Tedy ξ ∈ ⋂k

i=1 Pi =
∏k

i=1 Pi, protože Pi jsou po dvou komaximálńı.
Komaximalita plyne z toho, že O/Pi je konečný obor integrity, neboli
těleso, a tedy Pi jsou maximálńı ideály.

Naopak uvažujme ξ ∈ ∏k
i=1 Pi. Mezi množinou ideál̊u v O obsahuj́ıćıch

pO a množinou ideál̊u ve faktorokruhu O/pO existuje přirozená korespon-
dence. Protože O/pO je konečný okruh a tedy obsahuje pouze konečně
ideál̊u, muśı být i konečný počet ideál̊u v O obsahuj́ıćıch pO. Speciálně
v O/pO je pouze konečný počet ideál̊u tvaru [ξ]eO/pO ([ξ] označuje
tř́ıdu v O/pO obsahuj́ıćı ξ). Muśı tedy existovat e tak, že [ξ]eO/pO =
[ξ]e+1O/pO. Dostáváme [ξ]e(1− [ξ][ζ ]) = 0 pro nějaké [ζ ] ∈ O/pO. Podle
předpokladu [ξ] lež́ı ve všech maximálńıch ideálech Pi/pO ⊂ O/pO. Pak
ovšem 1 − [ξ][ζ ] nemůže patřit do žádného z nich, jinak by 1 patřila
také (to neńı možné, protože uvažujeme netriviálńı prvoideály). To zna-
mená, že (1− [ξ][ζ ])O/pO = O/pO, tedy 1− [ξ][ζ ] je invertibilńı, a proto
[ξ]e = 0 ∈ O/pO. Dostáváme, že ξe ∈ pO, a podle definice p-radikálu
ξ ∈ Ip.

(iii) Protože Ip je ideál v plnooboru, který je Z-modulem konečné hodnosti,
muśı mı́t konečnou bázi {ξ1, . . . , ξn}. Existuj́ı tedy mi, 1 ≤ i ≤ n, takové,
že ξmi

i ∈ pO. Stač́ı volit m =
∑n

i=1mi.
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Ještě dodejme, že p-radikál Ip neńı obecně součinem všech prvoideál̊u nad
p, které lež́ı v R, ale pouze těch, které lež́ı v O. Ale je zřejmé, že pokud je O
p-maximálńı, potom obsahuje již všechny prvoideály nad p z R (jednoduchými
úpravami dostáváme O/pO ∼= O/(O ∩ pR) ∼= (O + pR)/pR ∼= R/pR). Ne-
cht’ O je plnoobor, který neńı p-maximálńı pro nějaké prvoč́ıslo p. Poṕı̌seme
zp̊usob (známý jako Pohst-Zassenhaus̊uv), kterým zvětš́ıme tento plnoobor na
p-maximálńı.

Věta 2.50. Necht’ O je plnoobor č́ıselného tělesa K, n = [K : Q] a necht’ p je
prvoč́ıslo. Označme

O′ = {α ∈ K; αIp ⊆ Ip}.
Potom bud’ O′ = O a O je p-maximálńı, nebo O ⊂ O′ a p | [O′ : O] | pn.

D̊ukaz. Zřejmě O′ je okruh, který obsahuje O. Protože p ∈ Ip, dostáváme pro
ϑ ∈ O′ vztah ϑp ∈ Ip ⊂ O a tedy O ⊂ O′ ⊂ 1

p
O. To znamená, že O′ má

hodnost n a je plnooborem. Nav́ıc [O′ : O] děĺı [1
p
O : O] = [O : pO] = pn.

Předpokládejme, že O′ = O. Definujme

Op = {ϑ ∈ R; ∃j ≥ 1, pjϑ ∈ O}.
Zřejmě O ⊂ Op a Op je plnoobor, který je již p-maximálńı. Kdyby p|[R : Op],
pak by existovalo ϑ ∈ R tak, že ϑ /∈ Op a pϑ ∈ Op. To ale neńı podle definice
možné.

Ukážeme, že O se v tomto př́ıpadě rovná Op. Protože Op je plnoobor, má
nějakou bázi {ϑ1, . . . , ϑn}. Pro každé ϑi existuje ri ∈ Z tak, že priϑi ∈ O.
Voĺıme-li r = max(ri), dostáváme prOp ⊂ O. Podle lemmatu 2.49 existuje
m ∈ N, že Im

p ⊂ pO. Tedy OpI
mr
p ⊂ O. Dále budeme pokračovat sporem.

Necht’ Op \O 6= ∅. Označme k < mr největš́ı mocninu, že OpI
k
p \O 6= ∅. Necht’

µ ∈ OpI
k
p \ O. Protože OpI

k+1
p ⊂ O, máme µIp ⊂ O. Dále plat́ı OpI

k+m+1
p ⊂

Im
p ⊂ pO. Zvoĺıme-li ξ ∈ Ip, potom (µξ)k+m+1 ∈ pO a podle definice p-radikálu
Ip lež́ı µξ v radikálu Ip, tedy µIp ⊆ Ip. T́ım jsme ukázali, že µ lež́ı v O′, ale
podle volby nelež́ı v O. A to je spor, protože předpokládáme, že O = O′.

Ukazuje se, že je výpočetně velmi náročné a mnohdy zbytečné zkoušet pro
každé speciálńı prvoč́ıslo zvětšovat zadaný plnoobor pomoćı Pohst-Zassen-
hausova algoritmu, protože je často již p-maximálńı. Takzvané Dedekindovo
kritérium, které je popsané ńıže, nám umožńı efektivněji dosáhnout poža-
dovaného výsledku a pokud je již obor p-maximálńı vyhnout se náročným
výpočt̊um. Nejprve uvedeme dvě pomocná lemmata.

Pro následuj́ıćı část necht’ K = Q[ϑ] je č́ıselné těleso, mϑ ∈ Z[x] je monický
minimálńı polynom ϑ nad Z a p je prvoč́ıslo. Dále budeme ¯ značit redukci
modulo p. Pokud definujeme nejprve nějaké f(x) ∈ Zp[x], tak f(x) ∈ Z[x]
bude mı́t všechny koeficienty v {0, 1, . . . , p− 1}. Necht’
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mϑ(x) =
k∏

i=1

mei
i (x)

je faktorizace mϑ v Zp[x]. Označme

g(x) =

k∏

i=1

mi(x),

kde mi(x) ∈ Z[x].

Lemma 2.51. Necht’ K, mϑ, mi a g(x) ∈ Z[x] jsou definována jako výše. Pak
pro p-radikál Ip v Z[ϑ] plat́ı

Ip = pZ[ϑ] + g(ϑ)Z[ϑ].

Tedy ξ = u(ϑ) ∈ Ip, kde u(x) ∈ Z[x], právě když g|u.

D̊ukaz. Z definice Ip v́ıme, že p ∈ Ip. Zřejmě ei ≤ n = [K : Q] = degmϑ, tedy
mϑ|gn modulo p, a dostáváme, že gn(ϑ) ≡ 0 mod pZ[ϑ]. Pak ovšem g(ϑ) lež́ı
v Ip a tedy Ip ⊇ pZ[ϑ] + g(ϑ)Z[ϑ].

Naopak necht’ ξ ∈ Ip. Pak podle definice p-radikálu existuje m ∈ N tak, že
ξm ∈ pZ[ϑ]. Protože Ip je ideál v Z[ϑ], existuje u(x) ∈ Z[x], že u(ϑ) = ξ. Pak i
um(ϑ) ∈ pZ[ϑ]. Tedy existuje v(x) ∈ Z[x], že um − pv je dělitelné minimálńım
polynomemmϑ. Pak ovšemmϑ děĺı un. Dostáváme, žemi|um, a protožemi jsou
ireducibilńı v Zp[x], máme mi|u. Dále v́ıme, že mi jsou navzájem nesoudělné,
tedy g|u. To znamená, že ξ lež́ı v pZ[ϑ] + g(ϑ)Z[ϑ].

Lemma 2.52. Necht’ K, mϑ, mi a g(x) ∈ Z[x] jsou definována jako výše.
Necht’ h = mϑ(x)/g(x). Položme

f(x) = (g(x)h(x) −mϑ(x))/p ∈ Z[x].

Dále necht’ ξ = u(ϑ)/p, kde u(x) ∈ Z[x]. Pak plat́ı

(i) pξ ∈ Ip, právě když g|u.

(ii) Necht’ w = g/ gcd(f, g). Potom ξg(ϑ) ∈ Ip, právě když wh|u.

D̊ukaz. Lemma postupně dokážeme.

(i) Toto je zřejmě d̊usledkem lemmatu 2.51.

(ii) Podle lemmatu 2.51 je Ip = pZ[ϑ] + g(ϑ)Z[ϑ]. Tedy ξg(ϑ) lež́ı v Ip, právě
když existuj́ı polynomy u1(x), u2(x) ∈ Z[x] tak, že

ξg(ϑ) = u(ϑ)g(ϑ)/p = pu1(ϑ) + g(ϑ)u2(ϑ).
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Protože mϑ je minimálńı polynom ϑ, dostáváme, že ξg(ϑ) ∈ Ip, právě
když existuje polynom u3(x) ∈ Z[x] tak, že

u(x)g(x) = p2u1(x) + pg(x)u2(x) +mϑ(x)u3(x) v Z[x].

Když provedeme redukci modulo p, dostaneme u = u3h. Tedy

u(x) = h(x)u3(x) + pu4(x), u4(x) ∈ Z[x].

Máme ξg(ϑ) ∈ Ip, právě když existuj́ı polynomy ui(x) ∈ Z[x] tak, že

(h(x)g(x) −mϑ(x))u3(x) = p2u1(x) + pg(x)(u2(x) − u4(x))

a současně plat́ı u(x) = h(x)u3(x) + pu4(x). Tedy právě když u(x) =
h(x)u3(x) + pu4(x) a

f(x)u3(x) = pu1(x) + g(x)u5(x).

Opět použijeme redukci modulo p a vid́ıme, že posledńı vztah je ekvi-
valetńı g|fu3. Tedy w|u3, kde w = g/ gcd(f, g). Když přejdeme zpět do
Z[x], tak w|u3 je ekvivalentńı existenci polynomů u6(x), u7(x) ∈ Z[x] tak,
že

u3(x) = w(x)u6(x) + pu7(x).

Nyńı můžeme dát vše dohromady. Pro ξ = u(ϑ)/p plat́ı, že ξg(ϑ) ∈ Ip,
právě když existuj́ı polynomy u4(x), u6(x), u7(x) ∈ Z[x] tak, že

u(x) = h(x)w(x)u6(x) + p(h(x)u7(x) + u4(x)).

A to je zřejmě ekvivalentńı tomu, že hw|u.

Nyńı již můžeme dokázat samotné Dedekindovo kritérium.

Věta 2.53. Necht’ K = Q[ϑ] je č́ıselné těleso, mϑ ∈ Z[x] je monický minimálńı
polynom ϑ nad Z a necht’ p je prvoč́ıslo. Dále budeme ¯ značit redukci modulo
p. Necht’

mϑ(x) =
k∏

i=1

mei
i (x)

je faktorizace mϑ v Zp[x]. Označme
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g(x) =
k∏

i=1

mi(x),

kde mi(x) ∈ Z[x]. Necht’ h = mϑ(x)/g(x). Položme

f(x) = (g(x)h(x) −mϑ(x))/p ∈ Z[x].

(i) Plnoobor Z[ϑ] je p-maximálńı, právě když

gcd(f, g, h) = 1 v Zp[x].

(ii) Obecněji, necht’ O′ je plnoobor, který dostaneme použit́ım tvrzeńı 2.50,
když začneme s O = Z[ϑ]. Necht’ v = mϑ/ gcd(f, g, h). Pak

O′ = Z[ϑ] +
v(ϑ)

p
Z[ϑ].

Pokud r = deg(gcd(f, g, h)), pak [O′ : Z[ϑ]] = pr. Pro diskriminant
plnooboru O′ plat́ı, že disc(O′) = disc(mϑ)/p

2r.

D̊ukaz. Tvrzeńı postupně dokážeme.

(i) Plyne z druhé části, r = deg(gcd(f, g, h)) = 0.

(ii) Připomeňme, že O′ = {α ∈ K; αIp ⊆ Ip}. Podle 2.51 je ξ ∈ O′, právě
když pξ ∈ Ip a g(ϑ)ξ ∈ Ip. Protože Ip ⊆ Z[ϑ], tak z pξ ∈ Ip plyne

ξ = u(ϑ)/p, u(x) ∈ Z[x].

Podle 2.52 máme ξ ∈ O′, právě když jak g tak wh děĺı u v Zp[x]
(w = g/ gcd(f, g)). V́ıme, že Zp[x] je obor hlavńıch ideál̊u, tedy podmı́nka
je ekvivalentńı tomu, že nejmenš́ı společný násobek g a wh děĺı u. Nav́ıc
v oboru hlavńıch ideál̊u zřejmě plat́ı lcm(a, b) = ab/ gcd(a, b) a také
lcm(ca, cb) = c lcm(a, b). Proto dostáváme

lcm(g, wh) = w lcm(gcd(f, g), h) =
g

gcd(f, g)

h gcd(f, g)

gcd(f, g, h)
=

=
mϑ

gcd(f, g, h)
= v.

Tedy libovolné ξ = u(ϑ)/p ∈ O′, právě když u(x) je dělitelné v(x), ne-
boli u(x) = u1(x)v(x) + pu2(x) pro nějaké u1(x), u2(x) ∈ Z[x]. Proto
O′ = Z[ϑ]+ (v(ϑ)/p)Z[ϑ]. Také je zřejmé, že reprezentanti tř́ıd v O′/Z[ϑ]
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jsou u(ϑ)v(ϑ)/p, kde u voĺıme přes všechny polynomy v Zp[x], pro které
deg(u) < deg(mϑ) − deg(v) = deg(gcd(f, g, h)) = r. Dostáváme tedy
[O′ : Z[ϑ]] = pr.

Z 2.21 v́ıme, že disc(Z[ϑ]) = disc(mϑ). Podle tvrzeńı 2.19, které je doká-
záno i obecněji, máme disc(Z[ϑ]) = disc(O′)[O′ : Z[ϑ]]2, z toho již tvrzeńı
snadno plyne.

Kdybychom Dedekindovo kritérium mohli použ́ıt pouze na Z[ϑ], využili
bychom ho pouze jednou. Ale protože d̊ukaz je závislý na prvoč́ısle p, je možné
nahradit Z[ϑ] za libovolný plnoobor O takový, že [O : Z[ϑ]] neńı dělitelný p.
V tomto se skrývá jeho užitečnost.

Nyńı poṕı̌seme algoritmus na hledáńı rozkladu ideálu pO v p-maximálńım
plnooboru O, kde p je speciálńı prvoč́ıslo. Necht’ Ip je p-radikál O. Z lemmatu
2.49 v́ıme, že Ip = P1 · . . . · Pk, kde Pi jsou všechny prvoideály v O nad p.
Necht’ dále pO = P e1

1 · . . . ·P ek
k . Našim ćılem je nálézt generátory prvoideál̊u Pi

a č́ısla ei. Ideály Ip a pO známe (výpočet Ip viz [5], Ip/pO je nilradikál okruhu
O/pO). Nejprve budeme cht́ıt vyjádřit pomocné ideály

Hj =
∏

i; ei=j

Pi , j ≥ 0.

Je zřejmé, že ideály Hj jsou navzájem nesoudělné (ve smyslu násobeńı ideál̊u)
a jsou násobkem r̊uzných prvoideál̊u. Označme e = max(ei; i = 1, . . . , k), nyńı
můžeme vyjádřit pO pomoćı Hj

pO =
e∏

j=1

Hj
j .

K tomu, abychom určili rozklad pO na prvoideály, zjevně stač́ı naj́ıt rozklad
na prvoideály jednotlivých ideál̊u Hj . Dále v́ıme, že prvoideály děĺıćı Hj maj́ı
ramifikačńı index roven j.

Výpočet ideál̊u Hj vypadá následovně. Označme

Kj = Ij
p + pO , j ≥ 0.

Dı́ky O/pO ⊆ OK/pOK v́ıme, že Kj můžeme vyjádřit pomoćı prvoideál̊u Pi.

Kj = Ij
p + pO =

k∏

i=1

P j
i +

k∏

i=1

P ei
i =

k∏

i=1

P
min(j,ei)
i .

Z toho již snadno plyne Kj ⊆ Kj−1 a umožňuje nám definovat pomocné ideály
Jj předpisem

Jj = Kj · (Kj−1)
−1 =

∏

i; ei≥j

Pi , j ≥ 1,
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nav́ıc Jj ⊆ Jj+1. Nakonec dostáváme ideály Hj

Hj = Jj · (Jj+1)
−1 =

∏

i; ei=j

Pi , j ≥ 0.

K rozkladu Hj budeme potřebovat ještě jednu pomocnou definici.

Definice 2.54. Necht’ R je komutativńı okruh. Pak řekneme, že prvek e ∈ R
je idempotent, pokud plat́ı e · e = e. Necht’ e, e′ jsou dva r̊uzné idempotenty
v R, řekneme, že jsou navzájem ortogonálńı, pokud e · e′ = 0.

Protože O je plnoobor, neboli volná abelovská grupa hodnosti n, můžeme
psát O/pO = {∑n

i=1 aiϑi; ai ∈ Zp}, pro nějakou volnou bázi {ϑ1, . . . , ϑn} pl-
nooboru O. Každý ideál I · pO v O/pO tedy odpov́ıdá nějakému vektorovému
podprostoru a můžeme ho popsat vhodnou báźı, t́ım také dostáváme reprezen-
taci odpov́ıdaj́ıćıho ideálu I ⊇ pO v O. Budeme proto pracovat s faktor okru-
hem O/pO jako s Zp-algebrou, kterou označ́ıme A. Pro ideál I v O označme
I odpov́ıdaj́ıćı ideál v A. Pro jednotlivé ideály Hj dostáváme pomoćı Č́ınské
věty o zbytku, že A/Hj

∼= A/P i1 × . . .× A/P ik
∼= F1 × . . .× Fk, kde Fi jsou

algebraická rozš́ı̌reńı tělesa Fp. Věta 2.55 nám umožńı rozhodnout, zdali A/Hj

je již těleso, nebo nám pomůže naj́ıt prvek e z A, pomoćı něhož rozlož́ıme
A/Hj na součin ideál̊u následovně. Necht’ e ∈ A takový, že e + Hj je ne-
triviálńı idempotent v A/Hj. Pak A/Hj

∼= A/(Hj + eA)×A/(Hj +(1− e)A).
Podařilo se nám tedy rozložit Hj na součin dvou r̊uzných větš́ıch ideál̊u a po-
stupně můžeme určovat jednotlivé prvoideály, ze kterých se Hj skládá. Pokud
nalezneme v́ıce vzájemně ortogonálńıch idempotent̊u, můžeme ihned rozložit
Hj na v́ıce ideál̊u.

Věta 2.55. Necht’ B = F1 × . . .×Fk, kde Fi jsou algebraická rozš́ıřeńı komu-
tativńıho tělesa F . Pro α = (α1, . . . , αk) uvažujme dosazovaćı homomorfismus
jα : F [x] → B, jα(a) = (a, . . . , a) pro a ∈ F , jα(x) = (α1, . . . , αk). Pak existuje
jediný monický polynom mα ∈ F [x] takový, že Ker jα = mαF [x]. Přitom mα je
rovno nejmenš́ımu společnému násobku minimálńıch polynom̊u mα1

, . . . , mαk
.

D̊ukaz. Zřejmě i-tá složka zobrazeńı jα má v jádru minimálńı polynom αi.
Ten je ovšem ireducibilńı, takže ideál generovaný t́ımto polynomem je ma-
ximálńı, a proto je celým jádrem i-té složky. Pak jistě jádro zobrazeńı jα obsa-
huje nejmenš́ı společný násobek minimálńıch polynomů mα1

, . . . , mαk
. Naopak

pokud polynom f lež́ı v jádru zobrazeńı jα muśı ležet i v jádrech jednot-
livých složek a tedy muśı být dělitelný odpov́ıdaj́ıćım minimálńım polynomem.
Protože jsme v oboru hlavńıch ideál̊u je jádro jα generováno t́ımto nejmenš́ım
společným násobkem.

Nyńı můžeme popsat hledáńı idempotentu. Necht’ B = F1 × . . .× Fk, kde
Fi jsou konečná algebraická rozš́ı̌reńı tělesa Fp. Vystač́ıme s nalezeńım prvku
α ∈ Fp × . . .×Fp, k−krát. Takový prvek jistě lež́ı v jádru lineárńıho zobrazeńı
x 7→ xp−x, proto neńı těžké alespoň jeden naj́ıt. Dále najdeme jeho minimálńı
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polynom (ten zkonstruujeme hledáńım závislost́ı mezi 1, α, α2, . . .). Protože
α = (α1, . . . , αk), kde αi ∈ Fp, jsou minimálńı polynomy mα1

, . . . , mαk
lineárńı

a polynom mα se v Fp[x] rozkládá na kořenové činitele, které lze snadno nalézt.

Když známe rozklad mα =
∏l

i=1mi, l ≤ k, můžeme uvažovat polynomy m1 =
mα/m1, . . . , ml = mα/ml, které jsou nesoudělné (mα je nejmenš́ı společný
násobek všech minimálńıch polynomů). Dostáváme

1 = f1m1 + . . .+ flml

pro vhodná fi ∈ Fp[x]. Tedy fi(α)mi(α), i = 1, . . . l, jsou idempotenty (nav́ıc
jsou zřejmě ortogonálńı), nebot’ např́ıklad

(f1(α)m1(α))2 = (f1(α)m1(α)) · (1 − f2(α)m2(α) − . . .− fl(α)ml(α)) =

= f1(α)m1(α) − g2(α)mα(α) − . . .− gl(α)mα(α) =

= f1(α)m1(α),

protože mα(α) = 0, gi ∈ Fp[x], i = 2, . . . , l. Pomoćı netriviálńıho idempotentu
podle výše napsaného můžeme rozložit Hj na dva větš́ı ideály. Že se jedná již
o prvoideál poznáme podle toho, že polynom mα je prvńıho stupně. Stupeň
setrvačnosti tohoto prvoideálu P urč́ıme podle dimenze A/P nad Zp, nebot’

známe odpov́ıdaj́ıćı vektorový podprostor. T́ımto zp̊usobem dokážeme naj́ıt
požadovaný rozklad ideálu pO nad speciálńım prvoč́ıslem.

Nyńı můžeme popsal celý postup. Uvažujme č́ıselné těleso K = Q[ϑ],
ϑ ∈ OK stupně n nad Q. Kompletńı algoritmus na rozložeńı ideálu pOk, p
prvoč́ıslo, vypadá následovně. Začneme s plnooborem O = Z[ϑ] a vypoč́ıtáme
disc(1, ϑ, . . . , ϑn−1). Podle věty 2.19 každé prvoč́ıslo, které v druhé mocnině děĺı
tento diskriminant, může být speciálńı, proto pomoćı Pohst-Zassenhausova al-
goritmu s prvńım krokem podle Dedekindova kritéria (nebo jeho vylepšenou
modifikaćı) zvětš́ıme plnoobor O na p-maximálńı pro každé takové prvoč́ıslo.
Dostaneme tedy plnoobor O, který je již p-maximálńı pro všechna speciálńı
prvoč́ısla. Pokud použijeme všechna prvoč́ısla dostáváme maximálńı plnoobor
OK , ale většinou nás zaj́ımá jen rozklad ideál̊u nad prvoč́ısly do určité pevně
dané velikosti. Když máme k dispozici dostatečně velký plnoobor O, rozhod-
neme se podle typu prvoč́ısla jaký algoritmus pro rozložeńı použijeme. Pro
nespeciálńı prvoč́ısla použijeme postup popsaný ve větě 2.46, pokud se jedná
o speciálńı prvoč́ıslo použijeme tzv. Buchmann-Lenstr̊uv algoritmus popsaný
výše. Daľśı detaily, včetně podrobného popisu krok̊u algoritmu, lze nalézt v [5]
(6. kapitola).

Nakonec uved’me několik vět, které využijeme v popisu č́ıselného śıta.

Věta 2.56. Necht’ K = Q[ϑ], ϑ ∈ OK, je č́ıselné těleso, P je prvoideál v OK

nad nespeciálńım prvoč́ıslem p a necht’ a,b ∈ Z jsou nesoudělná. Pokud prvek
a + bϑ ∈ P , pak P je stupně setrvačnosti 1.
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D̊ukaz. Protože a + bϑ ∈ P , nemůže být b dělitelné p. Jinak bychom dostali,
že a lež́ı v P a tedy a by bylo také dělitelné p. Ale a, b jsou nesoudělná. Když
b neńı dělitelné p, pak existuje inverze b modulo p. Označme ji c. Máme

bϑ ≡ −a mod P.

Dále vynásob́ıme kongruenci č́ıslem c

ϑ ≡ −ac mod P.

Tedy OK = P + Z. Podle definice stupně setrvačnosti 2.40 máme

[OK/P : Z/pZ] = [OK/P : (P + Z)/P ] = [OK/P : OK/P ] = 1.

Prvńı rovnost plyne z 3. věty o izomorfismu.

Věta 2.57. Necht’ K = Q[ϑ], ϑ ∈ OK, je č́ıselné těleso a necht’ a,b ∈ Z jsou
nesoudělná. Pak pro každý prvoideál P v OK nad nespeciálńım prvoč́ıslem
p stupně setrvačnosti 1 existuje jednoznačně určené č́ıslo cp ∈ Zp takové, že
a+bϑ ∈ P , právě když a+bcp ≡ 0 mod p. Přitom cp je kořenem minimálńıho
polynomu ϑ nad Z modulo p.

D̊ukaz. Prvoideál P je stupně setrvačnosti 1, tedy ϑ ≡ u mod P , kde u ∈ Zp

(ϑ − u ∈ P ). Dále v́ıme (věta 2.46), že tento prvoideál je generovaný dvojićı
(p, ϑ − v), pro nějaké v ∈ Z. Polynom x− v je dělitel minimálńıho polynomu
ϑ nad Z modulo p. Zřejmě u ≡ v ≡ cp mod p. Pokud a + bϑ ∈ P , pak
−ab−1 ≡ ϑ ≡ cp mod P a tedy a+ bcp ≡ 0 mod p. Naopak podobně.

Věta 2.56 ř́ıká, že hlavńı ideál (a + bϑ), a, b ∈ Z nesoudělná, je dělitelný
pouze prvoideály, které jsou stupně setrvačnosti 1 (uvažujeme pouze prvoideály
nad nespeciálńımi prvoč́ısly). Věta 2.57 nav́ıc tyto prvoideály přesně popisuje,
protože podle věty 2.46 v́ıme, že každý prvoideál nad nespeciálńım prvoč́ıslem
p stupně setrvačnosti 1 můžeme vyjádřit ve tvaru P = (p, ϑ − cp) = pOK +
(ϑ − cp)OK . Dále je zřejmé, že tento prvoideál je jen jeden (nad uvažovaným
prvoč́ıslem p děĺıćım hlavńı ideál (a + bϑ)). Podle věty 2.42 je norma ideálu
(a + bϑ) dělitelná normou prvoideálu P , která je rovna p. A protože norma
hlavńıho ideálu (a + bϑ) je rovna absolutńı hodnotě normy č́ısla a + bϑ podle
2.43. Tedy maximálńı mocnina, ve které prvoč́ıslo p děĺı normu č́ısla a+ bϑ, je
zároveň i maximálńı mocnina, ve které prvoideál P děĺı hlavńı ideál (a + bϑ).

Pokud uvažujeme prvoideály nad speciálńımi prvoč́ısly, je situace podobná.
Přesněji necht’ Q ⊆ OK je prvoideál nad speciálńım prvoč́ıslem q. Máme-li
a + bϑ ∈ Q, pak jistě a + bϑ ∈ Q ∩ Z[ϑ], a proto a + bϑ lež́ı v prvoideálu
Q = Q ∩ Z[ϑ] ⊆ Z[ϑ]. Nav́ıc nemůže q dělit b, jinak dostáváme, že a lež́ı
v Q a tedy q děĺı a, ale a, b jsou nesoudělná. Protože q neděĺı b, můžeme
naj́ıt jeho inverz modulo q, označme ho u, ub ≡ 1 mod q. Pak ovšem prvek
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au + ϑ lež́ı v prvoideálu Q ⊆ Z[ϑ] a tedy ϑ ≡ −au mod Q. Z tohoto d̊uvodu
je libovolný prvek µ ∈ Z[ϑ] kongruentńı modulo Q nějakému celému č́ıslu.
Máme Z[ϑ] = Z+Q = Z+Q∩Z[ϑ], a protože Z∩Q∩Z[ϑ] = qZ∩Z[ϑ] = qZ,
dostáváme podle 3. věty o izomorfismu, že Z[ϑ]/(Q∩Z[ϑ]) ∼= Z/qZ. Prvoideály
v Z[ϑ] nad q dostaneme s pomoćı izomorfismu Z[ϑ]/qZ[ϑ] ∼= Zq[x]/mϑZq[x],
kde mϑ je minimálńı polynom ϑ nad Z a mϑ je jeho projekce modulo q (v́ıme,
že Z[ϑ] ∼= Z[x]/mϑZ[x]). Opět rozlož́ıme polynom mϑ =

∏k
i=1mi v Zq[x]

a všechny prvoideály nad q v Z[ϑ] jsou rovny (q,mi(ϑ)), i = 1, . . . k. Tedy
pro každý kořen c polynomu mϑ v Zq[x] existuje prvoideál Q ⊆ OK takový, že
a+bϑ, a, b ∈ Z nesoudělná, lež́ı v Q, právě když q děĺı a+bc. Na rozd́ıl od prvo-
ideál̊u nad nespeciálńımi prvoč́ısly neńı prvoideál Q určen jednoznačně pomoćı
q a kořene c. Také prvoideál Q nemuśı být nutně stupně setrvačnosti 1, po-
tom je nutné znát tento stupeň setrvačnosti, aby bylo možné zjistit, v kolikáté
mocnině děĺı prvoideál Q hlavńı ideál (a + bϑ).

2.4 Tř́ıdová grupa

V této části zavedeme zobecněńı ideálu v oboru celých algebraických č́ısel
a seznámı́me se s d̊uležitým pojmem - tř́ıdová grupa.

Lemma 2.58. Necht’ K je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických č́ısel R
a necht’ T je pod́ılové těleso R. Potom A ⊆ T je konečně generovaný R-modul,
právě když A = ϑ−1I pro nějaké ϑ ∈ R, ϑ 6= 0, I ideál R.

D̊ukaz. Necht’ A je generované prvky α1, . . . , αk, αi = µi

ϑi
, µi, ϑi ∈ R. Pak pro

ϑ =
∏k

i=1 ϑi je ϑA ⊆ R, tedy ϑA je ideál. Označme ho I, potom A = ϑ−1I.
Naopak, je-li I ⊆ R ideál, je I i konečně generovaný R-modul. Proto je

ϑ−1I ⊆ T konečně generovaný R-modul pro každé ϑ ∈ R, ϑ 6= 0.

Definice 2.59. Necht’ K je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických č́ısel
R. Necht’ T je pod́ılové těleso R. Potom A ⊆ T , které je jako R-modul konečně
generované, nazveme lomený ideál. Pokud A = αR, α ∈ T , α 6= 0, jde o hlavńı
lomený ideál. Množinu všech lomených ideál̊u pro obor R budeme značit IR,
množinu všech hlavńıch lomenných ideál̊u označ́ıme PrR.

Lomené ideály můžeme chápat jako zobecněńı klasických ideál̊u, které po-
tom označujeme jako celistvé. Speciálně v Dedekindově oboru dostáváme ně-
kolik d̊uležitých vět o lomených ideálech, které budeme potřebovat pro algorit-
mus č́ıselného śıta. Na množině všech lomených ideál̊u IR můžeme přirozeně
definovat operaci násobeńı s neutrálńım prvkem R. Tato operace je zřejmě
komutativńı a existenci inverzńıho prvku k lomenému ideálu A také neńı
těžké dokázat. Stač́ı volit inverzi k A jako {α ∈ T ; αA ⊆ R}. Dostáváme
tedy grupu. Podobně ukážeme, že PrR je podgrupa IR (d́ıky komutativitě
normálńı). Můžeme proto faktorizovat.
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Definice 2.60. Necht’ IR je grupa lomených ideál̊u oboru celých algebraických
č́ısel R č́ıselného tělesa K a necht’ PrR ⊆ IR je podgrupa hlavńıch lomených
ideál̊u. Potom faktorgrupu IR/PrR nazýváme tř́ıdová grupa (anglicky class
group) a znač́ıme ClR.

Zobecněńım 2.36 dostáváme následuj́ıćı větu.

Věta 2.61. Necht’ IR je grupa lomených ideál̊u oboru celých algebraických
č́ısel R č́ıselného tělesa K. Potom každý lomený ideál A ∈ IR lze jednoznačně
vyjádřit ve tvaru

A = P r1

1 · . . . · P rk
k ,

kde Pi jsou prvoideály R a ri ∈ Z, i = 1, . . . k.

D̊ukaz. Lomený ideál A vyjádř́ıme podle lemmatu 2.58 jako

A = ϑ−1I = (ϑR)−1I = Q−e1

1 · . . . ·Q−en
n ·Qf1

1 · . . . ·Qfm

m ,

kde ei, fi, n,m ∈ N. Pokud ideály zkombinujeme dostaneme požadované vy-
jádřeńı. Kdyby bylo nejednoznačné, dostali bychom

P r1

1 · . . . · P rk
k = P

r1

1 · . . . · P rk′

k′ .

Necht’ prvńıch l ≤ k mocnin ri a prvńıch l′ ≤ k′ mocnin ri je záporných. Po
úpravě máme

P
r1

1 · . . . · P el′

l′ · P rl+1

l+1 · . . . · P rk
k = P r1

1 · . . . · P rl
l · P rl′+1

l′+1 · . . . · P rk′

k′ .

Tedy dvoj́ı vyjádřeńı celistvého ideálu v Dedekindově oboru R, ale to nelze.

Triviálńım d̊usledkem předchoźı věty je

Důsledek 2.62. Grupa lomených ideál̊u IR č́ıselného tělesa K je volná abe-
lovská grupa generovaná množinou všech prvoideál̊u oboru celých algebraických
č́ısel R.

Uved’me ještě definici normy pro lomený ideál.

Definice 2.63. Necht’ A = P e1

1 · . . . ·P ek
k ·Q−f1

1 · . . . ·Qfl

l ∈ IR č́ıselného tělesa
K, kde ei, fi ∈ N. Pak definujeme normu lomeného ideálu A jako

N (A) =

∏k
i=1 N (Pi)

ei

∏l
i=1 N (Qi)fi

.
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Nyńı se zaměř́ıme na tř́ıdovou grupu a ukážeme, že je konečná. Pro lepš́ı
představu o tř́ıdové grupě uved’me, že se podle definice skládá z tř́ıd ekvivalence
relace ∼ definované následovně:

A ∼ B ⇐⇒ ∃α, β ∈ T, α 6= 0, β 6= 0 : αA = βB,

kde T je pod́ılové těleso oboru celých algebraických č́ısel R a A, B jsou lomené
ideály R. Dokázat konečnost tř́ıdové grupy je snadné. Využijeme skutečnost,
že v každé tř́ıdě ekvivalence lež́ı alespoň jeden celistvý ideál, a následuj́ıćı větu.

Věta 2.64. Necht’ K je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických č́ısel R.
Potom existuje kladné reálné č́ıslo λ závislé pouze na volbě K s vlastnost́ı, že
každý nenulový ideál I oboru R obsahuje prvek ϑ, pro který plat́ı

|NK
Q (ϑ)| ≤ λ · N (I).

D̊ukaz. Zvolme nějakou celoč́ıselnou bázi {ϑ1, . . . , ϑn} oboru R. Dále označme
σ1, . . . , σn vnořeńı K do C s vlastnost́ı, že restrikce σi | Q = idQ pro i =
1, . . . , n. Ukážeme, že λ může být zvoleno jako

λ =

n∏

i=1

n∑

j=1

|σi(ϑj)|.

Pro ideál I z R zvoĺıme m tak, aby platilo mn ≤ N (I) < mn+1. Uvažujme
(m+ 1)n prvk̊u R tvaru

n∑

j=1

ajϑj , aj ∈ Z, 0 ≤ aj ≤ m.

Protože těchto prvk̊u je v́ıce než je norma ideálu I, neboli počet prvk̊u faktor
okruhu R/I, muśı mezi nimi existovat dva, které jsou kongruentńı modulo I.
Tedy jejich rozd́ıl lež́ı v ideálu I a přitom v́ıme, že je nenulový. Označ́ıme ho
ϑ. Plat́ı

ϑ =

n∑

j=1

bjϑj , bj ∈ Z, |bj| ≤ m.

Pro normu prvku ϑ dostáváme

|NK
Q (ϑ)| =

n∏

i=1

|σi(ϑ)| ≤
n∏

i=1

( n∑

j=1

|bj| · |σi(ϑj)|
)
≤ λ ·mn ≤ λ · N (I).

Důsledek 2.65. Necht’ K je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických č́ısel
R. Necht’ λ ∈ R jako v předešlé větě. Pak každá tř́ıda ekvivalence v tř́ıdové
grupě oboru R obsahuje ideál I s normou N (I) ≤ λ.
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D̊ukaz. Uvažujme C ∈ ClR. Vybereme libovolný celistvý ideál I ∈ C−1. Podle
věty 2.64 najdeme ϑ ∈ I. Zřejmě (ϑ) ⊆ I a tedy existuje ideál J takový, že
IJ = (ϑ). Přitom jistě J ∈ C. Podle věty 2.43 dostáváme

N (I)N (J) = N ((ϑ)) = |NK
Q (ϑ)| ≤ λN (I).

Důsledek 2.66. Necht’ ClR je tř́ıdová grupa č́ıselného tělesa K s oborem celých
algebraických č́ısel R. Pak ClR je konečná.

D̊ukaz. Ukážeme, že v R existuje pouze konečně mnoho ideál̊u, pro které plat́ı
N (I) ≤ λ (λ jako ve větě 2.64). Necht’ I =

∏k
i=1 P

ei
i , kde Pi jsou prvoideály

v R. Pak dostáváme N (I) =
∏k

i=1(N (Pi))
ei ≤ λ. Tedy N (Pi) = pfi

i ≤ λ, kde
fi = f(Pi|piZ). Ke konstrukci ideál̊u I můžeme tedy využ́ıt jen konečně mnoho
prvoideál̊u z R a nav́ıc jen do omezených mocnin. Proto existuje jen konečně
mnoho tř́ıd ideál̊u podle d̊usledku 2.65.

2.5 Čtverce

Necht’ K je č́ıselné těleso s okruhem celých algebraických č́ısel R. Nyńı ukážeme
postup, jak s určitou pravděpodobnost́ı rozhodnout, zda nějaký prvek z R je
možné vyjádřit jako druhou mocninu jiného prvku z R.

Označme S = {α ∈ K∗; αR = A2, A ∈ IR}. Protože každý lomený ideál
lze jednoznačně vyjádřit pomoćı prvoideál̊u, existuje pro každé α ∈ S právě
jeden lomený ideál A takový, že αR = A2. Budeme ho označovat Aα. Dále
necht’ UR je množina invertibilńıch prvk̊u oboru R.

Lemma 2.67. Necht’ K je č́ıselné těleso. Pak množina S je podgrupou K∗

a zobrazeńı ϕ : S → IR, ϕ(α) = Aα, α ∈ S je homomorfismus grup.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že S je grupa. Necht’ α, β ∈ S a Aα, Aβ ∈ IR jsou
odpov́ıdaj́ıćı ideály. Pak zřejmě αβR = (AαAβ)2 a α−1R = (A−1

α )2. K dokázáńı,
že ϕ je homomorfismus grup, stač́ı ukázat, že ϕ(αβ) = ϕ(α)ϕ(β). Jak už jsme
naznačili, ϕ(αβ) = Aαβ = AαAβ = ϕ(α)ϕ(β).

Necht’ Ω2(G) = {x ∈ G; 2x = 0} je podgrupa abelovské grupy G. Pokud
je abelovská grupa G konečná, dostáváme G/2G ∼= Ω2(G). Pro lomený ideál
A ∈ IR označme [A] ∈ ClR tř́ıdu lomených ideál̊u obsahuj́ıćı A.

Věta 2.68. Necht’ K je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických č́ısel R.
Zobrazeńı ϕ : S/(K∗)2 → Ω2(ClR), ϕ(α · (K∗)2) = [Aα], α ∈ S, je surjektivńı
homomorfismus grup s jádrem UR/(UR)2 ∼= UR(K∗)2/(K∗)2.

D̊ukaz. Nejdř́ıve potřebujeme ukázat, že [Aα]2 = [0]. Podle definice množiny
S je A2

α = αR, tedy hlavńı lomený ideál, a proto [Aα]2 ∈ PrR. Pro libovolnou
tř́ıdu [A] ∈ Ω2(ClR) máme A2PrR = PrR, tedy A2 ∈ PrR, a proto A2 = αR,
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z tohoto plyne surjektivita homomorfismu. Nyńı budeme cht́ıt dokázat, že jádro
je UR(K∗)2/(K∗)2. Necht’ γ ∈ UR. Pak dostáváme γR = R = R2 = (1 · R)2,
tedy ϕ(γ ·(K∗)2) = [1 ·R]. To je zřejmě hlavńı lomený ideál, a proto γ ∈ Kerϕ.
Naopak necht’ α ∈ Kerϕ. Pak existuje β ∈ R tak, že Aα = βR. Dostáváme
αR = (βR)2 = β2R. Tedy α = β2γ, kde γ ∈ UR. T́ım jsme ukázali, že α lež́ı
v UR(K∗)2. Pomoćı 3. věty o izomorfismu máme

UR(K∗)2/(K∗)2 ∼= UR/(UR ∩ (K∗)2) ∼= UR/(UR)2.

K posledńımu izomorfismu potřebujeme ukázat, že UR∩(K∗)2 = (UR)2. Zřejmě
UR ∩ (K∗)2 ⊇ (UR)2. Opačnou inkluzi dokážeme následovně. Necht’ α ∈ UR ∩
(K∗)2. Protože α lež́ı v (K∗)2, existuje β ∈ R tak, že α = β2 (α ∈ R je kořenem
nějakého monického polynomu f(x) nad Z a tedy β bude kořenem monického
polynomu f(x2)). Dostáváme βR ⊇ β2R = αR = R, protože α lež́ı i v UR.
Pak ovšem β ∈ UR a tedy α ∈ (UR)2.

Na UR/(UR)2 a Ω2(ClR) se můžeme d́ıvat jako na vektorové prostory nad Z2.
Protože tř́ıdová grupa ClR je konečná, je jistě konečná i grupa Ω2(ClR). Dále lze
ukázat, že grupa UR/(UR)2 je také konečná (s využit́ım Dirichletovy věty o jed-
notkách viz [22]). Podle věty 2.68 máme S/(K∗)2 ∼= UR/(UR)2 ⊕ Ω2(ClR) izo-
morfismus konečných vektorových prostor̊u nad Z2. Dimenzi UR/(UR)2 umı́me
určit, ale nedokážeme vhodně omezit dimenzi Ω2(ClR), proto se omeźıme pouze
na konstatováńı, že je konečná.

Uvažujme prvek α ∈ S a s pomoćı věty 2.68 zkusme zjistit, zda lež́ı v (K∗)2.
Označme dim S/(K∗)2 = k. Zřejmě by stačilo nalézt k lineárně nezávislých
forem ψ1, . . . , ψk z S/(K∗)2 do Z2 a zkontrolovat, jestli pro každé i plat́ı ψi(α ·
(K∗)2) = 0. Pak bychom dostali, že α · (K∗)2 = (K∗)2, tedy α ∈ (K∗)2. Jako
lineárńı formy použijeme multiplikativńı zobrazeńı z K∗ do Z2, jejichž jádro
obsahuje (K∗)2 (samozřejmě v jádru nesmı́ být celé S, jinak se pro naše účely
bude jednat o triviálńı formu). Multiplikativńım zobrazeńım do těles se obecně
ř́ıká charaktery, v našem př́ıpadě kvadratické charaktery. Jak tyto kvadratické
charaktery budeme generovat ř́ıká následuj́ıćı definice.

Definice 2.69. Necht’ K je č́ıselné těleso s oborem celých algebraických č́ısel
R. Necht’ P je prvoideál nad lichým prvoč́ıslem p s f(P |pZ) = f . Pak pro ϑ ∈ R
definujme zobecněný Legender̊uv symbol předpisem

( ϑ
P

)
= ϑ

pf−1

2 mod P.

Správnost definice plyne z toho, že R/P je těleso s pf prvky. Tedy jeho
cyklická grupa (R/P )∗ má pf − 1 prvk̊u. Zřejmě (ϑµ

P
) = ( ϑ

P
)( µ

P
), ϑ, µ ∈ R.

Pokud ϑ ∈ R \ P , pak ( ϑ
P

) ∈ {−1, 1} a prvky z (K∗)2 se jistě zobrazuj́ı na
1. Dostáváme, že zobecněný Legender̊uv symbol poskytuje hledané kvadra-
tické charaktery. Avšak zjistit lineárńı nezávislost generované lineárńı formy
je obt́ıžné, a proto raději využijeme následuj́ıćı lemma.
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Lemma 2.70. Necht’ V je vektorový prostor nad Z2 dimenze n. Pak n + r,
r ∈ N, náhodně zvolených vektor̊u z V generuje celý prostor s pravděpodobnost́ı
věťśı než 1 − 2−r.

D̊ukaz. Necht’ W je nadrovina V . Protože polovina vektor̊u z V lež́ı ve W ,
je pravděpodobnost, že n + r vektor̊u bude současně ležet v nadrovině W
2−n−r. Každý nenulový vektor z V určuje právě jednu nadrovinu (ortogonálńı
doplněk). Nenulových vektor̊u je 2n − 1. Pravděpodobnost, že n + r náhodně
zvolených vektor̊u bude ležet v jedné nadrovině je 2−n−r · (2n − 1) = 2−r −
2−n−r < 2−r.

Shrňme naše poznatky. Vid́ıme, že k rozhodnut́ı, zda nějaké ϑ ∈ R je
kvadrátem jiného prvku z R, stač́ı použ́ıt dostatečný počet prvoideál̊u Pi

(náhodně vybraných), ve kterých ϑ nelež́ı. A zkontrolovat, jestli ( ϑ
Pi

) = 1 pro

tyto prvoideály. Č́ım v́ıce prvoideál̊u použijeme, t́ım větš́ı je pravděpodobnost,
že se skutečně jedná o kvadrát.
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Kapitola 3

Č́ıselné śıto

3.1 Popis algoritmu

Než přejdeme k stručné historii a popisu č́ısleného śıta, zavedeme neprve po-
jmy, které bude použ́ıvat.

Definice 3.1. Necht’ n, B jsou přirozená č́ısla. Řekneme, že n je B-hladké, po-
kud je dělitelné pouze prvoč́ısly menš́ımi než B. Pokud přesně i prvoč́ısel z roz-
kladu n je větš́ıch než B, řekneme, že n je i-částečně B-hladké. Pro zpřehledněńı
se mez B neuvád́ı, pokud je z kontextu zřejmá.

Algoritmus č́ıselného śıta můžeme zařadit mezi moderńı faktorizačńı algo-
ritmy, které vycháźı z takzvané Kraitchikovy metody. Mějme č́ıslo N , které
chceme rozložit. Pokud bychom jednoduše uměli generovat dvojice xi, yi (ne-
triviálńı v následuj́ıćım smyslu) tak, že

x2
i ≡ y2

i mod N,

pak zřejmě s pravděpodobnost́ı alespoň 1/2 je gcd(N, xi−yi) netriviálńı dělitel
N . Při dostatečném počtu těchto dvojic jistě č́ıslo N rozlož́ıme.

Algoritmus č́ıselného śıta přeb́ırá hlavńı myšlenku z daľśıho velmi význam-
ného faktorizačńıho algoritmu kvadratické śıto, proto uvedeme vzájemnou po-
dobnost. V algoritmech typu QS, př́ıpadně CFRAC, se hledaj́ı kongruence
tvaru

x2
i ≡ pe0

0 p
e1

1 · . . . · pes
s mod N, (3.1)

kde {p0, p1, . . . , ps} je předem zvolená množina prvoč́ısel s určitými vlastnostmi
(tato množina obsahuje i č́ıslo −1). Těmto kongruenćım ř́ıkáme v souladu s de-
finićı 3.1 hladké relace. Tento pojem použijeme i v č́ıselném śıtu a budeme ho
přesněji definovat později. Pokud se těchto hladkých relaćı nalezne dostatečný
počet, je možné z nich sestavit dvojice xi, yi.

V algoritmu kvadratického śıta se pomoćı metody prośıváńı hledaj́ı vhodné
relace z funkčńıch hodnot kvadratických polynomů, ale při faktorizaci velkých
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č́ısel (nad 120 decimálńıch cifer) je pravděpodobnost nalezeńı kongruence tvaru
3.1 velmi malá, a proto tento algoritmus již neńı vhodný na rozložeńı takto
velkých č́ısel. Problém spoč́ıvá ve velikosti funkčńıch hodnot polynomů a ani
r̊uzná vylepšeńı algoritmu, kdy využ́ıváme i částečně hladké relace, ze kterých
sestav́ıme hladké relace, nejsou dostatečná. Proto se začal hledat nový zp̊usob
využ́ıvaj́ıćı podobným př́ıstup k faktorizaci velkých č́ısel. Ještě dodojme, že
později byly zkoušeny i 3-částečně hladké relace v kvadratickém śıtu, ale uká-
zalo se, že jejich pozitivńı př́ınos je až pro velmi velká č́ısla, která v té době
nastupuj́ıćı č́ıselné śıto dokázalo faktorizovat ve zlomku času potřebného kva-
dratickým śıtem.

Předch̊udcem č́ıselného śıta byla faktorizace č́ısla N tvaru r3 + 2 od J.
M. Pollarda (viz [28]). Zde se poprvé objevuje myšlenka použ́ıt č́ıselné těleso
k hledáńı relaćı částečně podobných 3.1. Postupné zlepšováńı a upřesňováńı
zvoleného postupu přináš́ı algoritmus nyńı označovaný jako speciálńı č́ıselné
śıto (Special Number Field Sieve - SNFS, mezi prvńı popisy patř́ı např́ıklad
[21]), které umı́ faktorizovat č́ısla tvaru

N = re − s,

kde r, |s| jsou relativně malá. Odhadovaná složitost tohoto algoritmu je pro
N → ∞:

LN

[
1

3
,

(
32

9

)1/3
]
,

kde tzv. L-funkci LN [u, v] definujeme jako

LN [u, v] = exp((v + o(1))(logN)u(log logN)1−u), u, v, N ∈ R.

Zřejmě LN [1, v] = Nv+o(1) (odpov́ıdá exponenciálńı složitosti) a LN [0, v] =
(logN)v+o(1) (odpov́ıdá polynomiálńı složitosti). Jedná se tedy o určitou inter-
polaci mezi exponenciálńı a polynomiálńı funkćı v logN . Algoritmy č́ıselného
śıta maj́ı vždy u = 1

3
, to je velké teoretické zrychleńı o proti u = 1

2
pro kvadra-

tické śıto. Speciálńı č́ıselné śıto je dodnes nejrychleǰśı faktorizačńı algoritmus
ale se zmı́něným omezeńım. Posledńı faktorizačńı rekord je č́ıslo 21039−1 s 313
decimálńımi ciframi ([1]).

Přibližně na počátku devadesátých let J. P. Buhler, H. W. Lenstra jr. a Carl
Pomerance přǐsli s upravenou verźı algoritmu tak, aby bylo možné faktorizovat
libovolné č́ıslo N (viz [3]). Byly vyřešeny problémy s hledáńım vhodných po-
lynomů, správné kombinováńı nalezených relaćı i výpočet odmocniny v oboru
celých algebraických č́ısel. T́ımto algoritmem (General Number Field Sieve -
GNFS) se budeme v této práci zabývat podrobněji. Nejprve popǐsme hlavńı
myšlenky.

Necht’ N je č́ıslo, které chceme faktorizovat. Předpokládejme, že máme dva
monické ireducibilńı polynomy f1, f2 ∈ Z[x] stupně d1, d2 (d1 + d2 > 2) a č́ıslo
m ∈ Z, pro které plat́ı
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fi(m) ≡ 0 mod N.

Postup, jak nalézt polynomy f1 a f2, poṕı̌seme později. Na základě stupň̊u
polynomů pak mluv́ıme o metodě typu (d1, d2). Necht’ ϑi je kořenem polynomu
fi, i = 1, 2. Potom zřejmě fi je minimálńım polynomem ϑi a Ki = Q[ϑi] je
č́ıselné těleso. Uvažujme homomorfismy ϕi

ϕi : Z[ϑi] → ZN , ϕi(ϑi) = m, ϕi(a) ≡ a modN, a ∈ Z.

Tyto homomorfismy jsou jistě dobře definovány. Našim ćılem bude nalézt č́ısla
αi ∈ Z[ϑi] tak, aby

ϕ1(α
2
1) ≡ ϕ2(α

2
2) mod N. (3.2)

Pak pomoćı vlastnost́ı homomorfismu dostáváme hledaný pár xi, yi

(ϕ1(α1))
2 ≡ (ϕ2(α2))

2 mod N

a můžeme se pokusit faktorizovat N .
Abychom nalezli αi ∈ Z[ϑi] s vlastnost́ı 3.2, využijeme hlavńı ideály tvaru

(a + bϑi), kde a, b ∈ Z a gcd(a, b) = 1. Budeme s nimi pracovat v Dedekin-
dově oboru OKi

, ale také zřejmě plat́ı a + bϑi ∈ Z[ϑi]. Podle věty 2.36 v́ıme,
že každý ideál v OKi

se jednoznačně rozkládá na součin prvoideál̊u. Necht’

FBi = {P1, . . . , Pki
} je množina všech prvoideál̊u v OKi

nad prvoč́ısly menš́ımi
než předem pevně daná mez, kterou nalezneme postupem popsaným v části
2.3 (přesněji řečeno nepracujeme vždy v OKi

, ale v nějakém dostatečně velkém
plnooboru OKi

, do kterého již všechny tyto prvoideály patř́ı a lež́ı v něm tedy
i všechny ideály těmito prvoideály generované). Tyto množiny nazýváme fak-
torizačńı báze. Podle tvrzeńı 2.57 a poznámky pod ńım snadno urč́ıme fakto-
rizaci hlavńıho ideálu tvaru (a+ bϑi) v OKi

podle jeho normy. Normu můžeme
vypoč́ıtat pomoćı homogenńıho polynomu Fi(x, y) = ydif(x

y
) ∈ Z[x, y], jak

bylo dokázáno v lemmatu 2.11 (podrobněji se t́ımto zabývá část 3.3). Na zá-
kladě podobnosti s relacemi v kvadratickém śıtu zavád́ıme následuj́ıćı definici.

Definice 3.2. Necht’ pro nesoudělná a, b ∈ Z plat́ı, že N(a+bϑi) je Bi-hladká.
Pak řekneme, že dvojice (a, b) je hladká relace. Pokud je N(a+ bϑi) ji-částečně
Bi-hladká, pak řekneme, že (a, b) je j1, j2-částečně hladká relace.

Pokud nalezneme dostatečně velký počet hladkých relaćı můžeme, podobně
jako v algoritmu kvadratického śıta, vybrat podmnožinu index̊u M tak, aby-
chom dostali

∏

j∈M

((aj + bjϑ1)OK1
) = P 2e1

1 P 2e2

2 . . . P
2ek1

k1
= I2,

∏

j∈M

((aj + bjϑ2)OK2
) = Q2f1

1 Q2f2

2 . . . Q
2fk2

k2
= J2.
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Nyńı ale na rozd́ıl od oboru celých č́ısel neplat́ı, že by obecně ideály I a J byly
také hlavńı. Pokud bychom uměli zař́ıdit, aby I, J byly hlavńı ideály, tedy
I = α2

1OK1
, J = α2

2OK2
, pak ale opět obecně neplat́ı požadované

∏

j∈M

(aj + bjϑ1) = α2
1,

∏

j∈M

(aj + bjϑ2) = α2
2.

Ovšem podle části 2.5, kde jsme se zabývali hledáńım kvadrát̊u v OKi
, zřejmě∏

j∈M(aj + bjϑi) ∈ Si = {γ ∈ K∗
i ; γOKi

= A2, A ∈ IOKi
}. Pokud bychom

pomoćı postupu s kvadratickými charaktery s dostatečně velkou pravděpodob-
nost́ı dokázali, že

∏
j∈M(aj + bjϑi) ∈ (K∗

i )
2, pak zřejmě

∏
j∈M(aj + bjϑi) = α2

i .
A uvažovaný ideál I, resp. J , je hlavńı. Tedy dostáváme existenci hledaných αi.
Netriviálńı je jejich následné źıskáńı z

∏
j∈M(aj + bjϑi), protože potřebujeme

odmocnit v OKi
. To neńı snadné již z d̊uvodu, že pouhé roznásobeńı výrazu by

mohlo být časově nejnáročněǰśı z celého algoritmu č́ıselného śıta. V části 3.6
poṕı̌seme několik algoritmů, jak odmocninu takovéhoto výrazu rychle spoč́ıtat
a nav́ıc dosáhnout toho, aby αi ležely v Z[ϑi].

Shrňme tedy postup, jak źıskat vhodnou podmnožinu z množiny nalezených
faktorizovaných ideál̊u {(a1 + b1ϑi), . . . , (ar + brϑi)}. Necht’ jednotlivé faktori-
zace jsou

(a1 + b1ϑ1) = P e1 1

1 P e1 2

2 . . . P
e1 k1

k1

...
...

(ar + brϑ1) = P er 1

1 P er 2

2 . . . P
er k1

k1

(a1 + b1ϑ2) = Qf1 1

1 Qf1 2

2 . . . Q
f1 k2

k2

...
...

(ar + brϑ2) = Qfr 1

1 Qfr 2

2 . . . Q
fr k2

k2

Dále uvažujme prvoideály {Ui 1, . . . , Ui li} v OKi
nad nespeciálńımi prvoč́ısly,

která jsou ostře větš́ı než zvolené meze pro faktorizačńı báze. Prvoideály použi-
jeme jako kvadratické charaktery. Protože prvky aj+bjϑi v nich nemohou ležet,

nikdy nedostaneme (
aj+bjϑi

Ui k
) = 0. Definujme gj k = 1, pokud (

aj+bjϑ1

U1 k
) = −1,

jinak gj k = 0, a hj k = 1, pokud (
aj+bjϑ2

U2 k
) = 1, jinak hj k = 0, kde j = 1, . . . , r,

k = 1, . . . , li. Sestavme matici B takto

BT =




e1 1 · · · e1 k1

f1 1 · · · f1 k2
g1 1 · · · g1 l1 h1 1 · · · h1 l2

...
...

...
...

...
...

...
...

er 1 · · · er k1
fr 1 · · · fr k2

gr 1 · · · gr l1 hr 1 · · · hr l2



 .
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Tedy jeden sloupec matice B představuje nejprve rozklad ideálu (aj + bjϑ1)
ve faktorizačńı bázi v oboru celých algebraických č́ısel OK1

(mocniny jednot-
livých prvoideál̊u), pak rozklad ideálu (aj + bjϑ2) v OK2

, dále převedené kva-
dratické charaktery z prvku aj + bjϑ1 v OK1

(charaktery vznikly ze zvolených
prvoideál̊u) a nakonec převedené charaktery z prvku aj + bjϑ2 v OK2

. Řešeńı
w = (w1, . . . , wr) rovnice

Bw = 0

nad Z2 určuje hledanou podmnožinu index̊u M = {i ∈ N : wi = 1}. Matice
B je v praxi př́ılǐs velká (milióny řádk̊u) pro použit́ı klasických metod řešeńı,
a proto se použ́ıvaj́ı speciálńı algoritmy, které jsou popsány v části 3.5, nav́ıc
tyto algoritmy poskytuj́ı v́ıce řešeńı, tedy dostaneme několik výsledných pár̊u
xi, yi, které můžeme použ́ıt k faktorizaci č́ısla N .

Uved’me ještě odhadovanou složitost algoritmu pro N → ∞:

LN

[
1

3
,

(
64

9

)1/3

+ o(1)

]
.

Vid́ıme, že GNFS je pomaleǰśı než SNFS, ale stále významně rychleǰśı než
kvadratické śıto. V součastnosti se SNFS nejčastěji implementuje stejně jako
GNFS, jediný rozd́ıl je v generováńı polynomů f1, f2. SNFS využ́ıvá speciálńıho
tvaru N k vytvořeńı polynomu f1, který obvykle nemá velký stupeň a koefici-
enty jsou velmi malé, a f2 se voĺı jako x−m, př́ıpadně složitěji. Jak poṕı̌seme
v části 3.2 pro GNFS existuje několik algoritmů k nalezeńı nejlepš́ıch kandidát̊u
na f1, ale ty dokáž́ı nalézt pouze polynomy, jejichž koeficienty jsou přibližně
d1
√
N , proto je SNFS podstatně rychleǰśı. Opět je f2(x) = x − m ve většině

implementaćıch, ale ukážeme i jiné varianty.
Pro zjednodušeńı popisu algoritmu jsme polynomy f1 a f2 volili jako mo-

nické, ale v praxi se mnohem častěji použ́ıváj́ı nemonické polynomy, které al-
goritmus zrychluj́ı (velikost koeficient̊u u polynomu fi se teoreticky pohybuje
kolem di+1

√
N). V př́ıpadě použit́ı nemonických polynomů již neplat́ı, že by

ϑi bylo celé algebraické č́ıslo. Muśıme tedy provést několik změn v algoritmu.
Necht’ fi(x) =

∑di

j=0 ci j · xj , ci di
> 1. Uvažujme polynomy

f̂i(x) = fi(x/ci di
) · cdi−1

i di
.

Tyto polynomy jsou již monické a jejich kořenem jsou zřejmě ϑ̂i = ci di
ϑi.

Proto ϑ̂i jsou celá algebraická č́ısla a voĺıme Ki = Q[ϑ̂i] = Q[ϑi]. Stále budeme
hledat rozklad ideál̊u tvaru (a+bϑi), které jsou ale nyńı lomené. Normu, kterou
potřebujeme k rozložeńı na prvoideály, spoč́ıtáme následovně
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N ((a+ bϑi)) = N(a + bϑi) = N(c−1
i di
ci di

(a+ bϑi)) =

= N(c−1
i di

)N(ci di
a+ bϑ̂i) = c−di

i di
F̂i(ci di

a,−b) =

= c−di

i di
f̂i(ci di

a/(−b))(−b)di = c−di

i di
fi(a/(−b))cdi−1

i di
(−b)di =

= Fi(a,−b)c−1
i di
.

Máme tedy (a + bϑi) = (ci di
a + bϑ̂i)(ci di

)−1, přitom lomený ideál (ci di
)−1

dostáváme vždy. Výsledná množina M tedy muśı mı́t sudý počet prvk̊u, aby-
chom dosáhli ve výsledku sudé mocniny u (ci di

). Toho doćıĺıme tak, že do ma-
tice B přidáme nav́ıc jeden řádek samých jedniček. Pokud vedoućı koeficient
ci di

je nesoudělný s Fi(a,−b), znamená to, že ideál (ci di
a+ bϑ̂i) neńı dělitelný

žádným prvoideálem z rozkladu (ci di
)−1. Proto z Fi(a,−b) źıskáme př́ımo roz-

klad (ci di
a + bϑ̂i). V opačném př́ıpadě muśıme rozklad dopoč́ıtat s ohledem

na ideál (ci di
)−1. V prośıvaćı fázi tedy hledáme rozklad ideálu (ci di

a + bϑ̂i)
opět pouze pomoćı rozkladu Fi(a,−b). Také muśıme přizp̊usobit odmocnino-
vou fázi, aby správně započ́ıtala (ci di

)−1. Detailněǰśı popis změn uvedeme až
u jednotlivých část́ı.

Z přehledového popisu výše vyplývá, že můžeme algoritmus č́ıselného śıta
rozdělit na pět samostatných fáźı. Tyto fáze podrobněji rozebereme v násle-
duj́ıćıch částech, jsou to

1. Výběr polynomů
V této fázi hledáme nejlepš́ı dvojici polynomů f1, f2. Ukážeme jak ge-
nerovat kandidáty na tyto polynomy a jaká kritéria použ́ıváme k určeńı
nejlepš́ıch. Zaměř́ıme se na typ (d, 1), ale poṕı̌seme i Montgomeryho me-
todu (2, 2), která je vhodná pro menš́ı č́ısla (okolo 110 cifer).

2. Prośıvaćı fáze
V této fázi pomoćı prośıváńı hledáme dostatečný počet hladkých a čá-
stečně hladkých relaćı. Poṕı̌seme několik možných př́ıstup̊u k prośıváńı
a zaměř́ıme se i na implementačńı problémy.

3. Zpracováńı relaćı
Jedná se o pomocnou fázi, ve které provedeme pročǐstěńı faktorizačńı
báze a nalezených relaćı. Z částečných relaćı vytvoř́ıme hladké relace.
Dopoč́ıtáme kvadratické charaktery a vytvoř́ıme finálńı matici.

4. Lineárńı fáze
Nejobecněǰśı fáze algoritmu. Pouze vyřeš́ıme vzniklou matici. Tato ma-
tice je velmi velká a ř́ıdká, proto je potřeba použ́ıvat speciálńı algoritmy,
které zde poṕı̌seme.

5. Odmocninová fáze
V posledńı fázi z řešeńı matice sestav́ıme prvek α2

i a spoč́ıtáme jeho
odmocninu v Z[ϑi].
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3.2 Výběr polynomů

Prvńı fáze algoritmu č́ıselného śıta je výběr polynomů. Našim ćılem je nalézt
ireducibilńı polynomy f1, f2 ∈ Z[x] a č́ıslo m ∈ Z, pro které plat́ı

fi(m) ≡ 0 mod N. (3.3)

Z popisu algoritmu je patrné, že našim hlavńım požadavkem na tyto poly-
nomy je, aby co nejv́ıce funkčńıch hodnot homogenńıch polynomů Fi(x, y)
bylo Bi-hladkých. Mluv́ıme pak o velké výtěžnosti polynomů. Hledáńı poly-
nomů patř́ı k nejméně teoreticky prozkoumaným částem algoritmu. Existuj́ı
sice metody generuj́ıćı dobré polynomy, ale stále se nedaj́ı srovnávat s poly-
nomy použ́ıvanými ve speciálńım č́ıselném śıtu. Přitom výběr polynomů má
zásadńı vliv na rychlost celého algoritmu a pouze z tohoto d̊uvodu je speciálńı
varianta č́ıselného śıta výrazně rychleǰśı.

Všechny současné metody hledańı polynomů se skládaj́ı ze dvou část́ı. Nej-
prve nagenerujeme velký počet dobrých kandidát̊u na polynomy f1 a f2. Po-
tom se snaž́ıme mezi nimi nalézt několik nejlepš́ıch. S nimi můžeme provést
zkušebńı prośıváńı a určit nejlepš́ı dvojici polynomů. Př́ıpadně můžeme rov-
nou vybrat nejlepš́ı pár. Jak ale poznat, který pár polynomů je dobrý, a který
je nejlepš́ı? Vyjdeme z hlavńıho požadavku, aby co nejv́ıce funkčńıch hodnot
bylo hladkých. Zřejmě jedńım ze zp̊usob̊u jak tohoto dosáhnout je, aby funkčńı
hodnoty byly co nejmenš́ı. Proto zavád́ıme následuj́ıćı definici.

Definice 3.3. Řekneme, že polynom f(x) =
∑d

j=0 cjx
j ∈ Z[x] s kořenem m

modulo N je χ-malý, pokud χ ∈ R je největš́ı z č́ısel |cj|/m, j = 0, . . . , d.

To, že je nějaký polynom χ-malý, ještě neznamená, že funkčńı hodnoty homo-
genńıho polynomu budou malé na prośıvaćı oblasti Ia×Ib. Pokud ovšem voĺıme
Ia = [−M,M ] a Ib = [1,M ] pro M > 0, pak definice 3.3 dokáže rozlǐsovat mezi

”
malými“ a

”
velkými“ funkčńımi hodnotami homogenńıch polynomů. Hlavńı

výhodou předchoźı definice je fakt, že dokážeme velice rychle určit, zdali je
polynom χ-malý pro nějaké předem zvolené χ. Je to tedy vhodný zp̊usob pro
prvńı část, kde nám stač́ı pouze hrubé rozlǐseńı mezi dobrými a špatnými
polynomy. V druhé části hledáńı použijeme mnohem přesněǰśı metodu od-
hadu velikosti (viz ńıže), která přibližně odpov́ıdá námi očekávanému integrálu
z |Fi(x, y)| na oblasti Ia × Ib.

Dlouhou dobu bylo ohodnoceńı polynomů podle velikosti jediným kritériem
pro určeńı nejlepš́ıho páru s t́ım, že se u nemonických polynomů volil ve-
doućı koeficient tak, aby byl dělitelný několika malými prvoč́ısly. Potom po-
kud p|ci d (vedoućı koeficient fi), a zároveň p|b, pak p|Fi(x, b) pro všechna
x ∈ Ia (označuj́ı se jako projektivńı kořeny). Dále se požadovalo, aby poly-
nom fi měl co nejv́ıce kořen̊u modulo několik malých prvoč́ısel. Dı́ky tomuto
bylo v́ıce funkčńıch hodnot Fi(x, y) dělitelných těmito prvoč́ısly. Avšak tato
posledńı kritéria nebyla nijak kvantifikována, a proto nebylo možné pomoćı
nich polynomy porovnávat, př́ıpadně určit výsledné ohodnoceńı polynomů
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započ́ıtávaj́ıćı velikost a tzv. kořenové vlastnosti. Až Brian Murphy v [25] na-
vrhuje funkci α, která by hodnotila kořenové vlastnosti, a uvád́ı i metodu
výpočtu ohodnoceńı vycházej́ıćı z velikosti funkčńıch hodnot a kořenových
vlastnost́ı. Vliv funkce α na výtěžnost pak dokazuje jak teoreticky, tak i pomoćı
prováděných experiment̊u. V krátkosti funkci α poṕı̌seme.

Nejprve zavedeme několik pomocných pojmů.

Definice 3.4. Náhodné č́ıslo ir je rovnoměrně zvolené celé č́ıslo z intervalu
1 ≤ ir ≤ r.

Definice 3.5. Necht’ valp(r) je p-valuace č́ısla r ∈ Z (exponent největš́ı moc-
niny p děĺıćı r). Pak contp(S) = E(valp(r)) pro r z množiny S ⊆ Z.

Pomoćı contp(S) můžeme přibližně vyjádřit B-hladké č́ıslo r z množiny S jako

log(r) ≈
∑

p≤B

contp(S) log(p). (3.4)

Č́ıslu exp(
∑

p≤B contp(S) log(p)) ř́ıkáme typická S-hodnota (pokud S je mno-
žina funkčńıch hodnot polynomu F (x, y) mluv́ıme o typické F-hodnotě). Pro
dostatečně velké S ′ ⊆ S můžeme contp(S) aproximovat jako

contp(S) ≈
∑

r∈S′ valp(r)

|S ′| . (3.5)

Pro účely ohodnoceńı polynomů budeme uvažovat tři r̊uzné množiny S. Pro ně
uvedeme jednoduché vzorce pro výpočet contp(S) tak, jak jsou uvedeny v [25].

1. Náhodná č́ısla ir: contp(S) = contp(ir) = 1
p−1

2. Funkčńı hodnoty polynomu f(x): contp(S) = contp(f) = qp

p−1
, kde qp je

počet r̊uzných kořen̊u polynomu f modulo prvoč́ıslo p.

3. Funkčńı hodnoty polynomu F (x, y): contp(S) = contp(F ) = pqp

p2−1
, kde qp

je počet r̊uzných kořen̊u polynomu f modulo prvoč́ıslo p.

Posledńı dva vzorce plat́ı pro nespeciálńı prvoč́ısla. Pro speciálńı prvoč́ısla
můžeme použ́ıt odhad 3.5. Pro svou lepš́ı přesnost je odhad 3.5 v praxi upřed-
nostňován před uvedenými vzorci při výpočtu contp(S) pro malá prvoč́ısla.

Uvažujem nyńı náhodné č́ıslo ir. Z výše uvedeného vyplývá, že č́ıslo

log(ir) −
∑

p≤B

log(p)

p− 1

odpov́ıdá očekávané hodnotě logaritmu č́ısla ir po vyděleńı všech prvoč́ısel
děĺıćıch ir a menš́ıch než B (v maximálńım možné mocnině). Jak je uvedeno
v daľśı části, odpov́ıdá to výsledku po prośıváńı náhodných č́ısel. Podobně pro
č́ısla r = F (x, y) nebo r = f(x) dostáváme
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log(r) −
∑

p≤B

contp(r) log(p).

Funkci α definujeme jako rozd́ıl těchto hodnot.

Definice 3.6. Necht’ S je množina celých č́ısel a 0 < B ∈ Z. Pak definujeme

α(S) =
∑

p≤B

(
1

p− 1
− contp(S)

)
log(p).

Hodnota α tedy symbolizuje v našem př́ıpadě rozd́ıl mezi náhodným zbytkem
a zbytkem z funkčńıch hodnot polynomu F (x, y). Č́ım je αmenš́ı, t́ım lepš́ı jsou
funkčńı hodnoty polynomu F (x, y) oproti náhodným č́ısl̊um stejné velikosti.
Neboli funkčńı hodnoty maj́ı stejné vlastnosti (co do hladkosti) jako náhodná
č́ısla velikosti F (x, y) · eα(F ). Při generováńı polynomů a určováńı nejlepš́ıho
páru proto upřednostňujeme polynomy s velmi malými hodnotami α. Metodu
kombinuj́ıćı oba parametry k určeńı nejlepš́ı dvojice uvedeme později.

V současnosti jsou upřednostňovány pouze dva typy metod generuj́ıćı po-
lynomy. Nejpouž́ıvaněǰśı a jediná, kterou lze použ́ıt na rekordńı faktorizace,
je metoda typu (d, 1). Tedy druhý polynom je lineárńı a poč́ıtá se pouze
s jedńım č́ıselným tělesem. Druhá použ́ıvaná metoda je typu (d, d). Jediným
použitelným zástupcem je Montgomeryho metoda kvadratických polynomů.
Generováńı polynomů vyšš́ıch stupň̊u je prozat́ım př́ılǐs časově náročné, přitom
se ale předpokládá, že tyto metody by mohly poskytovat mnohem lepš́ı poly-
nomy pro prośıváńı.

3.2.1 Base-m metoda

Nejjednodušš́ı zp̊usob, jak generovat polynomy s vlastnost́ı 3.3, je tzv. base-m
metoda. Tato metoda je typu (d, 1). Vhodný stupeň d polynomu f1 je možné
vypoč́ıtat na základě předpokládaných velikost́ı funkčńıch hodnot výsledných
polynomů na uvažované prośıvaćı oblasti (viz [3] a [25]). Doporučené hodnoty
jsou d = 4 pro č́ısla v rozmeźı 80-120 decimálńıch cifer (pro tyto č́ısla se
ale doporučuje použ́ıt jinou metodu viz ńıže), d = 5 pro rozmeźı 120-220 a
d = 6 pro rozmeźı 220-300. Hodnoty jsou pouze přibližné a poč́ıtaj́ı s použit́ım
nemonických polynomů.

V základńı variantě je base-m metoda jen prosté vyjádřeńı č́ısla N v č́ıselné
soustavě o základu m,

N =
d∑

j=0

a
(m)
j mj ,

které se použije k sestaveńı polynomu f1. Polynom f2 voĺıme jako x−m. Po-
kud generujeme monický polynom f1, voĺıme m = O( d

√
N). V opačném př́ıpadě
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voĺıme m = O( d+1
√
N). Zřejmě k vytvořeńı polynomu f1(x) =

∑d
j=0 c1 jx

j ne-

použijeme př́ımo koeficienty a
(m)
j , ale provedeme následuj́ıćı úpravu. Pokud

a
(m)
j > ⌊m/2⌋, pak c1 j = m − a

(m)
j a c1 j+1 = c1 j+1 + 1. Jinak c1 j = a

(m)
j .

Protože velikost koeficient̊u je přibližně O(m), preferujeme nemonické poly-
nomy. Nemonické polynomy maj́ı také lepš́ı kořenové vlastnosti než monické
(d́ıky projektivńım kořen̊um). Po vytvořeńı velkého množstv́ı kandidát̊u vybere
ten nejlepš́ı na základě vlastnost́ı popsaných výše. Jeden z možných ohodno-
covaćıch zp̊usob̊u uvedeme později.

Při generováńı těchto polynomů vyjdeme z [25]. Nejprve ale několik pozo-
rováńı. Mějme pevně zvolený vedoućı koeficient ad. Je zřejmé, že následuj́ıćı
koeficient a

(m)
d−1 bude malý (nebo m− a

(m)
d−1), pokud m bude bĺızko hodnoty, při

které se vedoućı koeficient měńı. Takové m vypoč́ıtáme jako

m =

⌊
d

√
N

ad

⌋
. (3.6)

Přitom následuj́ıćı koeficient záviśı lineárně na m, protože plat́ı

a
(m+k)
d−1 ≡ (a

(m)
d−1 − dka

(m)
d ) mod (m+ k). (3.7)

Z tohoto snadno odvod́ıme, jaké hodnoty k ∈ Z máme použ́ıt, aby platilo
|a(m+k)

d−1 | ≤ χm. Podobná podmı́nka pro koeficient a
(m+k)
d−2 je již př́ılǐs složitá,

aby ji bylo možné rozumně využ́ıt. Postupujeme tedy následovně. Nejprve
urč́ıme interval I, ze kterého budeme vyb́ırat vedoućı koeficient. Dále zvoĺıme
č́ıslo c tak, aby bylo dělitelné velkým počtem malých prvoč́ısel (pro zlepšeńı
kořenových vlastnost́ı). V intervalu I nalezname všechny č́ısla, která jsou ná-
sobkem c. To budou naše vedoućı koeficienty. Pro každý vedoućı koeficient
vypoč́ıtáme odpov́ıdaj́ıćı m podle 3.6 a urč́ıme rozsah pro k podle 3.7 tak,
aby a

(m+k)
d−1 bylo χ-malé. Nakonec dopoč́ıtáme všechny možné rozvoje a pro ty,

které jsou χ-malé vypoč́ıtáme přibližně i hodnotu α. Pokud je α dostatečně
malé, označ́ıme tento rozvoj jako vhodného kandidáta.

Když nalezneme dostatečný počet kandidát̊u, začneme je postupně ohod-
nocovat, abychom určili několik nejlepš́ıch. S těmi potom můžeme provést
zkušebńı prośıváńı a určit nejlepš́ı polynom podle skutečné výtěžnosti. Nebo
se při výběru nejlepš́ıho polynomu můžeme spolehnout pouze na ohodnoceńı.
Jako př́ıklad ohodnoceńı použijeme návrh z [25]. Polynomy f2 jsou všechny
témeř stejné, a proto se zaměř́ıme přednostně na polynomy f1. Odpov́ıdaj́ıćı
homogenńı polynom F1(x, y) můžeme vyjádřit pomoćı polárńıch souřadnic

F1(x, y) = rdF1(cos(θ), sin(θ)).

Jako prośıvaćı oblast pro tuto metodu obvykle voĺıme [−M,M ] × [1,M ] (viz
následuj́ıćı část). Proto nám k porovnáńı velikosti funkčńıch hodnot r̊uzných
polynomů na této oblasti stač́ı vźıt několik hodnot na p̊ulkruhu jednotkové
kružnice. Definujme
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uF1
(θj) =

log(|F1(cos(θj), sin(θj))|) + α(F1)

logB1
,

kde θj voĺıme jako střed j-tého podintervalu [0, π], j = 1, . . . , K. Celkové
ohodnoceńı polynomu F1 je

E(F1) =

K∑

j=1

ρ(uF1
(θj)).

Kde ρ je Dickmanova funkce ([7]). Pokud chceme, můžeme zahrnout do ohod-
noceńı i druhý polynom

E(F1, F2) =

K∑

j=1

ρ(uF1
(θj))ρ(uF2

(θj)).

Č́ım nižš́ı hodnota E(F1, F2), t́ım lepš́ı pár polynomů F1, F2. Pro výpočet
ohodnoceńı již potřebujeme přesněǰśı hodnoty α(Fi). Při jejich výpočtu postu-
pujeme tak, že pro menš́ı prvoč́ısla (< 100) vypoč́ıtáme contp(Fi) podle 3.5
a pro ostatńı teprve použijeme aproximačńı vzorce.

3.2.2 Zkosené polynomy

Ukazuje se, že polynomy generované jednoduchou base-m metodou nemaj́ı
tak dobré kořenové vlastnosti, jak by bylo potřeba. Proto Brian Murphy a
P. L. Montgomery přisli s variantou, která generuje polynomy s mnohem
lepš́ımi kořenovými vlastnostmi. V ńı se využ́ıvá tzv. zkoseńı polynom̊u, tedy
nestejných velikost́ı koeficient̊u. To s sebou přináš́ı i změnu rozměr̊u prośıvaćı
oblasti. Ke zkoseńı polynomů využ́ıváme dvě operace

(i) posunut́ı: ft(x) = f(x−t) pro nějaké t ∈ Z. Tato změna neměńı kořenové
vlastnosti, ale může zlepšit velikost koeficient̊u. K zachováńı 3.3 muśıme
posunout i m, mt = m+ t. Pro zjednodušeńı zápisu budeme posunut́ı o t
značit indexem.

(ii) rotace: fP (x) = f(x) + P (x)(x −m) pro nějaký polynom P (x) ∈ Z[x].
Stupeň tohoto polynomu by měl být nejvýše d− 2 (nejčastěji se použ́ıvá
pouze lineárńı polynom). Rotace měńı jak kořenové vlastnosti tak veli-
kost. Přitom je zřejmě zachována podmı́nka 3.3.

Nejv́ıce využijeme rotaci. Nejprve pomoćı ńı zajist́ıme zkoseńı polynomu a poté
vylepš́ıme kořenové vlasnosti vzniklého polynomu tak, abychom nepokazili jeho
velikost.

Opět začneme výběrem vedoućıho koeficientu. V tomto př́ıpadě ale vedoućı
koeficient př́ımo poskládáme z násobk̊u mocnin malých prvoč́ısel. Z d̊uvod̊u
zkoseńı ho nevoĺıme př́ılǐs velký (≈ O( 2d

√
N)). Kořen m voĺıme stejně jako
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u p̊uvodńı metody. Vypoč́ıtáme daľśı dva koeficienty v rozvoji podle m a zkon-
trolujeme, jestli jsou dostatečně malé. Pokud ano, pokuśıme se tento poly-
nom zkosit. Necht’ fm je polynom odpov́ıdaj́ıćı rozvoji podle m. Pro zkoseńı
použijeme operace (i), (ii) a pomoćı nich bude cht́ıt redukovat velikost fm nad
upravenou referenčńı prośıvaćı oblast́ı. Necht’

f(x) = fm(xt) + (c1xt + c0)(xt −mt),

F (x, y) = ydf(x/y),

kde |x| < √
s, |y| < 1/

√
s. c1, c0, t a s bereme jako reálné proměnné. Snaž́ıme

se tedy minimalizovat integrál

∫ √
s

−√
s

∫ 1/
√

s

−1/
√

s

F 2(x, y)dxdy

vzhledem k těmto proměnným. Při aplikaci některého z minimalizačńıch al-
goritmů (např. method of steepest descent) je nutné brát v úvahu velikost
koeficient̊u polynomu F 2(x, y), která je přibližně O( d/2

√
N). Když nalezneme

optimálńı hodnoty c1, c0 a t, zaokrouhĺıme je na celá č́ısla a znovu přepoč́ıtáme
ideálńı s. Pro rychlý odhad velikosti funkčńıch hodnot použijeme

I(F, s) = log




√∫ √

s

−√
s

∫ 1/
√

s

−1/
√

s

F 2(x, y)dxdy



 .

Pokud je spoč́ıtaný odhad dostatečně malý, postupujeme k vylepšeńı kořeno-
vých vlastnost́ı. Pro tento krok budeme uvažovat polynomy tvaru

fj1,j0(x) = f(x) + (j1x− j0)(x−m),

kde |j0| < J0 a |j1| < J1 jsou celá č́ısla, J1 ≪ J0. Metodou, která je velmi po-
dobná prośıváńı, urč́ıme, pro které hodnoty j0, j1 má polynom fj1,j0(x) nejlepš́ı
kořenové vlastnosti. Postupujeme následovně. Nejprve pevně zvoĺıme j1 ∈ J1.
Pro každé uvažované malé prvoč́ıslo p urč́ıme největš́ı mocninu pk < BJ , pro
nějakou pevně zvolenou mez BJ . Pro každé l ∈ Z, 0 ≤ l < pk, nalezneme kořeny
polynomu fj1,j0(l) s neznámou j0 modulo pk. Pro každý kořen vypoč́ıtáme p-
valuaci fj1,j0(l) a ulož́ıme ji do pole indexovaného pomoćı hodnot j0. Po pro-
jit́ı všech č́ısel l urč́ıme podle vzorce 3.5 aproximaci contp(fj1,j0) pro všechna
j0 ∈ J0 (sečtené hodnoty p-valuaćı máme uloženy v poli indexovaném po-
moćı j0). Takto odhadneme contp(fj1,j0) pro všechna použitá prvoč́ısla. Po
započ́ıtáńı projektivńıch kořen̊u vypoč́ıtáme hodnoty α(Fj1,j0) pro všechna
j0 ∈ J0. Potom můžeme přej́ıt na daľśı j1. Až vyčerpáme všechny možnosti,
nalezneme dvojici j0, j1 s nejmenš́ım α. Protože I(F, s) ≈ I(Fj1,j0, s), máme
již vypoč́ıtaný odhad velikosti a jako přibližné ohodnoceńı polynomu můžeme
použ́ıt
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I(Fj1,j0, s) + α(Fj1,j0).

Pokud je toto ohodnoceńı dostatečně ńızké, pak vypoč́ıtáme celý polynom

f1(x) = fj1,j0(x) = f(x) + (j1x− j0)(x−m).

Znovu přepoč́ıtáme optimálńı s a ulož́ıme nalezený pár f1, f2.
Při závěrečném ohodnocováńı těchto polynomů muśıme brát v úvahu zko-

senou prośıvaćı oblast. Již tedy nezkoumáme hodnoty na p̊ulkružnici, ale na
p̊ulelipse, která má poměr mezi hlavńı poloosou a vedleǰśı poloosou s. Dále
muśıme započ́ıtat oba polynomy, protože rozd́ıly mezi lineárńımi polynomy
mohou být výrazné. Označme s1 =

√
s, s2 = 1/

√
s a položme

uFi
(θj) =

log(|Fi(s1 cos(θj), s2 sin(θj))|) + α(Fi)

logBi
,

kde θj opět voĺıme jako střed j-tého podintervalu [0, π], j = 1, . . . , K. Celkové
ohodnoceńı polynomů F1, F2 je

E(F1, F2) =

K∑

j=1

ρ(uF1
(θj))ρ(uF2

(θj)).

Pár s nejnižš́ım ohodnoceńım je nejlepš́ı. Podobně jako v předchoźım př́ıpadě
můžeme vybrat několik nejlepš́ıch pár̊u a zjistit jejich skutečnou výtěžnost.

Daľśı vylepšeńı tohoto postupu pocháźı od Thorstena Kleinjunga. V [15]
uvád́ı zp̊usob, jak generovat polynomy tak, aby lineárńı polynom byl nemo-
nický. Tato metoda poskytuje prozat́ım nejlepš́ı polynomy pro prośıváńı. Hlav-
ńı myšlenka je následuj́ıćı. Necht’ f2(x) = cx −m, gcd(m, c) = 1. Pak chceme
nalézt polynom f1(x) =

∑d
j=0 cjx

j , aby platilo

f
(m
c

)
cd = N

a koeficienty f1(x) byly co nejmenš́ı. Předpokládejme, že máme určený vedoućı
koeficient polynomu f1(x). Pokud neplat́ı kongruence

cdm
d ≡ N mod c, (3.8)

pak takový polynom f1(x) neexistuje (d̊ukaz viz [15]). Vyjdeme tedy z kongru-
ence 3.8 a pro pevné cd a c nalezneme vhodné m. Potom postupujeme obdobně
jako výše. Urč́ıme daľśı koeficienty v rozvoji podle m a zkontrolujeme jejich ve-
likost. K dispozici máme mnohem v́ıce možnost́ı, protože můžeme volit r̊uzná
c. Tento postup je ale časově náročněǰśı, proto Kleinjung dále uvád́ı, jak efek-
tivně zajistit, aby v́ıce koeficient̊u v rozvoji bylo dostatečně malých a t́ım se
vyhnout složitému poč́ıtáńı. Také popisuje jak vhodně volit c.
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3.2.3 Montgomeryho metoda kvadratických polynomů

Přestože se převážně použ́ıvaj́ı metody typu (n, 1), P. L. Montgomery přǐsel
s algoritmem hledaj́ıćım dva kvadratické polynomy. Tyto polynomy maj́ı koe-
ficienty velikosti O( 4

√
N), proto je výsledná rychlost algoritmu porovnatelná

s př́ıpadem, kdy k hledáńı polynomů použijemem metodu typu (3,1). Z tohoto
také vyplývá vhodné nasazeńı Montgomeryho metody pro č́ısla s přibližně 100
až 110 decimálńımi ciframi. Podle měřeńı z [9] je č́ıselné śıto s polynomy gene-
rovanými Montgomeryho metodou dokonce rychleǰśı než śıto použ́ıvaj́ıćı (3,1)
metodu pro generováńı polynomů.

Pokud ztotožńıme kvadratické polynomy s vektory a,b ∈ Z3, pak podmı́nka
3.3 odpov́ıdá tomu, že vektory a,b jsou kolmé na vektor (1, m,m2) v Z3

N .
Předpokládejme, že a 6= kb, k ∈ Z. Pak vektor (1, m,m2) generuje ortogonálńı
prostor k prostoru s báźı {a,b}, to zřejmě plat́ı i v Z3

N . Tedy vektorový součin
c = a × b muśı být násobkem vektoru (1, m,m2) v Z3

N . Necht’ c = (c0, c1, c2).
Pak č́ısla c0, c1, c2 tvoř́ı geometrickou posloupnost modulo N . Pokud by tvořili
geometrickou posloupnost i v Z, pak by odpov́ıdaj́ıćı polynomy nebyly iredu-
cibilńı (oba by byly dělitelné polynomem x−m).

Montgomeryho metoda spoč́ıvá ve vytvořeńı geometrické posloupnosti mo-
dulo N (ne v Z), ze které se následně źıskaj́ı vektory a,b. Abychom sestrojili
vektor c, postupujeme následovně. Pro prvoč́ıslo p <

√
N , pro které je N

kvadratické reziduum, nalezneme c1 tak, aby c21 ≡ N mod p. Přitom chceme
|c1 −

√
N | ≤ p/2. Dostáváme geometrickou posloupnost p, c1, c2 = (c21 − n)/p

v ZN s kvocientem m = c1/p. Nav́ıc všechny prvky maj́ı velikost O(
√
N). Dále

necht’ s ≡ c−1
1 mod p. Pak definujeme

āT =




c1
−p
0



 a b̄T =




(c1(sc2 mod p) − c2)/p

−(sc2 mod p)
1



 .

Tyto vektory jsou voleny tak, aby byly ortogonálńı k vektoru c = (p, c1, c2)
a platilo ā 6= kb̄, k ∈ Z. Pomoćı Gaussova algoritmu ([5] algoritmus 1.3.14) na-
lezneme redukovanou bázi {a,b} prostoru generovaného vektory ā, b̄. O těchto
zredukovaných vektorech je možné dokázat, že ‖a‖‖b‖ = O(

√
N). V praxi

se ukazuje, že rozložeńı je rovnoměrné. Tedy ‖a‖ i ‖b‖ odpov́ıdaj́ı O( 4
√
N).

Výsledné kvadratické polynomy jsou pro r̊uzná prvoč́ısla p r̊uzné. Po vyge-
neráńı dostatečného počtu kandidát̊u nalezneme nejlepš́ı pár podle výše uve-
dených kritéríı. Můžeme k tomu využ́ıt zmı́něný zp̊usob ohodnocováńı po-
lynomů. Nav́ıc je možné požadovat, aby kvadratické polynomy měly reálné
kořeny.

V práci [9] je popsáno vylepšeńı, které vycháźı z toho, že se bude prośıvat
pouze pro a ∈ Ia s pevným b = 1. Abychom nalezli dostatečné množstv́ı
relaćı, muśı být interval Ia = [−M,M ] obrovský (M je v řádech milión̊u).
Protože ale koeficienty vzniklých polynomů fi maj́ı přibližně stejnou veli-
kost, nebudou funkčńıch hodnot na intervalu Ia optimálńı. Tento problém se
objevuje i v kvadratickém śıtu, kde je také potřeba kvadratické polynomy
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správně centrovat. Proto se snaž́ıme dosáhnout toho, aby ci 2 = O( 4
√
N/M),

ci 1 = O( 4
√
N) a ci 0 = O(M 4

√
N), kde fi =

∑2
j=0 ci jx

j . Voĺıme tedy prvoč́ıslo

p = O(
√
N/M). Pak c1 = O(

√
N) a c2 = O(M

√
N). T́ım zaruč́ıme, že

koeficienty vektor̊u ā, b̄ maj́ı požadovaný poměr. Kdybychom ale začali vek-
tory ā = (ā0, ā1, ā2), b̄ = (b̄0, b̄1, b̄2) redukovat, poměr se poruš́ı. Proto zredu-
kujeme vektory (ā0,Mā1,M

2ā2), (b̄0,Mb̄1,M
2b̄2). Po zredukováńı dostaneme

vektory (a0,Ma1,M
2a2), (b0,Mb1,M

2b2) s koeficienty o velikosti O( 4
√
N/M),

ze kterých źıskáme vektory a, b s požadovanými vlastnostmi. Dále také docháźı
ke změně kvocientu, který je nyńı c1/(pM).

Pokusy o nalezeńı metody, která by generovala polynomy vyšš́ıch stupň̊u,
zat́ım selháváj́ı. Ukazuje se, že nalezeńı malé geometrické posloupnosti mo-
dulo N je výpočetně velmi náročné. Existuj́ı návrhy algoritmu pro typ (3,3)
od Montgomeryho, které požaduj́ı nalezeńı pětiprvkové geometrické posloup-
nosti s jej́ıž pomoćı lze kubické polynomy sestavit, ale náročnost algoritmu je
O( 3

√
N).

S př́ıchodem Montgomeryho metody se začalo uvažovat o použit́ı v́ıce po-
lynomů. Kvadratické polynomy generované touto metodou maj́ı dobré vlast-
nosti a i jejich jednoduché lineárńı kombinace, které si zachovávaj́ı vlastnost
3.3, jsou stále ještě dobré. Z [10] vyplývá, že zrychleńı je zaznamenatelné při
použit́ı čtyř nebo tř́ı polynomů oproti dvoum, ale pouze za předpokladu, že se
prośıvá klasickým zp̊usobem. Pokud se použije vylepšeńı popsané výše, pak se
plně projev́ı ne zcela dobré vlastnosti nakombinovaných polynomů a výsledný
čas je horš́ı. Přesné vysvětleńı toho jevu neznáme, ale předpokládá se, že
rozd́ıl v kvalitě nakombinovaných polynomů oproti p̊uvodńımu páru je na-
tolik významý, že zp̊usob́ı nedostatečnou výtěžnost těchto polynomů. Přitom
s každým daľśım polynomem muśıme naj́ıt o tolik relaćı v́ıce, kolik prvk̊u má
odpov́ıdaj́ıćı faktorizačńı báze. Ukazuje se tedy, že použit́ı dvou kvadratických
polynomů a jednoho velkého prośıvaćıho intervalu je nejlepš́ı varianta pro fak-
torizaci č́ısel v uvažovaném rozmeźı. Pro větš́ı č́ısla se dá předpokládat, že
nemá opodstatněńı použ́ıvat v́ıce polynomů r̊uzných stupň̊u a ani neexistuj́ı
žádné práce, které by se t́ımto zabývaly. A protože zat́ım neumı́me generovat
efektivně dobré polynomy vyšš́ıch stupň̊u, natožpak v́ıce dobrých polynomů
sd́ılej́ıćıch stejný kořen modulo N , z̊ustává MPGNFS pouze jako teoretická
možnost.

3.3 Prośıváńı

Prośıvaćı fáze je časově nejnáročněǰśı část́ı algoritmu. I přestože neńı algo-
ritmicky náročná, jej́ı výkonnostně orientovaná implementace je esenciálńı.
Než vysvětĺıme princip prośıváńı a poṕı̌seme r̊uzné modifikace, zaměř́ıme se
na sestaveńı faktorizačńı báze. Budeme se držet označeńı zavedenými v části
3.1. Prośıváńı poṕı̌seme pro jedno těleso, protože až na závěrečnou fázi se
jedná o nezávislé procesy. Pro zjednodušeńı zápisu budeme dvojici (a, b) ∈ Z2

ztotožňovat bud’ s hlavńım ideálem (a+ bϑ), nebo s odpov́ıdaj́ıćı relaćı.
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Z teoretické části v́ıme, že k rozkladu hlavńıho ideálu (a+bϑ), gcd(a, b) = 1,
jsou potřeba pouze prvoideály stupně setrvačnosti 1 a prvoideály nad speciál-
ńımi prvoč́ısly. Faktorizačńı bázi č́ıselného tělesa K generovaného monických
polynomem f(x) (v př́ıpadě nemonického polynomu použijeme f̂(x)) sestav́ıme
proto následovně. Procháźıme všechny prvoč́ısla menš́ı než předem zvolená mez
B. Pro každé nespeciálńı prvoč́ıslo p nalezneme kořeny r1, . . . , rk polynomu
f(x) modulo p. Z teoretické části v́ıme, že prvoideály nad p v K stupně se-
trvačnosti 1 jsou (p, ϑ− r1), . . . , (p, ϑ− rk). Každý takovýto prvoideál je tedy
jednoznačně určen dvojićı (p, r), 0 ≤ r < p, pro které plat́ı

f(r) ≡ 0 mod p.

Pokud je p speciálńı prvoč́ıslo a pokud chceme použ́ıt prvoideály nad speciál-
ńımi prvoč́ısly k prośıváńı, muśıme použ́ıt komplikovaněǰśı zp̊usob popsaný
v části 2.3 k nalezeńı prvoideál̊u nad p. Jak uvid́ıme dále, se speciálńımi pr-
voideály se př́ımo neprośıvá, budeme je ale potřebovat k rozkladu hlavńıho
ideálu (a+ bϑ).

Rozklad hlavńıho ideálu (a + bϑ), kde gcd(a, b) = 1, urč́ıme podle normy,
která je rovna F (a,−b). Pokud nespeciálńı prvoč́ıslo p děĺı F (a,−b), pak prvo-
ideál odpov́ıdaj́ıćı dvojici (p, ab−1 mod p) děĺı ideál (a+ bϑ). Protože tyto pr-
voideály jsou stupně setrvačnosti 1, odpov́ıdaj́ı si i valuace. Pokud je F (a,−b)
dělitelné i speciálńım prvoč́ıslem, muśıme použ́ıt některý z obecných algo-
ritmů pro výpočet valuace prvoideálu ([5] algoritmus 4.8.17). Přestože jsou
tyto výpočty mnohem náročněǰśı, doporučuje se prvoideály nad speciálńımi
prvoč́ısly použ́ıvat.

Jak bude patrné z popisu ńıže, prośıváńı je algoritmicky velmi jednoduché,
a proto se uvažuje i o hardwarových implementaćıch. Nejznáměǰśı je TWIRL
([31]). Zat́ım se jedná pouze o teoretický návrh, ale s realistickým designem.
Odhaduje se, že pomoćı těchto zař́ızeńı je možné faktorizovat 1024 bitové č́ıslo
za rok při nákladu kolem 10 milión̊u dolar̊u.

Než poṕı̌seme prośıváńı uved’me jak nenáročně vygenerovat velké množstv́ı
hladkých relaćı. Pokud se polynom f rozkládá na součin lineárńıch polynomů
modulo prvoč́ıslo p, pak všechny prvoideály v K lež́ıćı nad prvoideálem (p)
jsou stupně setrvačnosti 1 a tedy jsou obsaženy ve faktorizačńı bázi. Pokud
se tak stane pro oba polynomy současně, pak dostáváme hladkou relaci (p, 0).
Těmto relaćım ř́ıkáme volné relace. Necht’ g je řád Galoisovy grupy tělesa gene-
rovaného polynomem f1f2. Pak pro přibližně 1/g prvoč́ısel menš́ıch než mez B
budou oba polynomy mı́t pouze lineárńı dělitele modulo tyto prvoč́ısla. Tedy
č́ım větš́ı stupně polynomů použ́ıváme, t́ım méně volných relaćı nalezneme.

3.3.1 Klasické prośıváńı

Našim ćılem je faktorizovat č́ısla F (a,−b) pro dvojice (a, b) ∈ Ia×Ib. Intervaly
Ia, Ib ⊂ Z voĺıme tak, aby funkčńı hodnota F (x, y) byla na vzniklé oblasti
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co nejmenš́ı. Přitom ale muśı být oblast dostatečně velká, abychom nalezli
dostatek relaćı.

Nyńı poṕı̌seme samotné prośıváńı. Zvolme např́ıklad b pevně, b = b0.
Prośıváńı znamená, že pro každé prvoč́ıslo p < B, označ́ıme všechny hodnoty
a, pro které je F (a,−b0) dělitelné prvoč́ıslem p. Jak tyto hodnoty a nalez-
neme? Pro prvoč́ıslo p označme s1, . . . , sl kořeny polynomu F (x,−b0) mod p.
Dostáváme

F (si + kp, b0) ≡ 0 mod p, k ∈ Z, 0 ≤ i < l.

Stač́ı tedy nalézt kořeny modulo p a poté označit všechny hodnoty odpov́ıdaj́ıćı
si + kp. Když projdeme všechny prvoč́ısla menš́ı než B, změńıme hodnotu b.
V implementaćıch se nejčastěji setkáme s volbou Ia = [−M,M ], Ib = [1, L]
a s prośıváńım podle a (tak jak jsme popsali). V prvńım kroku máme b = 1
a tedy hledané kořeny si jsou rovny ri uvedeným výše. To znamená, že prvoč́ıslu
p s kořenem si odpov́ıdá prvoideál (p, ri) z faktorizačńı báze. Můžeme proto
procházet všechny prvoideály z faktorizačńı báze a jako kořen použ́ıt př́ıslušné
r. Při změně hodnoty b na b+1 neńı těžké vypoč́ıtat odpov́ıdaj́ıćı změnu kořen̊u
a novou hodnotu uložit. Závislost je pouze lineárńı.

Pro každou hodnotu a z uvažovaného intervalu ukládáme prvoč́ısla, která
děĺı F (a, bj). Většina implementaćı přič́ıtá do odpov́ıdaj́ıćıho poĺıčka pole re-
prezentuj́ıćıho hodnoty a logaritmus těchto prvoč́ısel (zaokrouhlený na celé
č́ıslo). Základ logaritmu je volen podle velikosti poĺıčka a maximálńıch hodnot
F (x, y).

Po proset́ı všech provideál̊u pro pevně zvolené b muśıme nalézt č́ısla a,
pro která je F (a,−b) B-hladké. Provád́ıme to tak, že procháźıme pole re-
prezentuj́ıćı hodnoty a a kontrolujeme, jestli nasč́ıtaná hodnota logaritmů
v poĺıčku odpov́ıdá logaritmu F (a, bj). Protože by bylo časově náročné pro
každé poĺıčko poč́ıtat př́ıslušnou hodnotu logaritmu, vypoč́ıtá se pouze mez F ,
které muśıme minimálně dosáhnout. Správně spoč́ıtat mez F je velmi d̊uležité.
Muśı se uvažovat zaokrouhlovaćı chyby při poč́ıtáńı s logaritmy a také to, že při
prośıváńı neurčujeme v jaké mocnině prvoč́ıslo p děĺı F (a,−b). Přitom špatně
zvolená mez F může znamenat, že neodhaĺıme spoustu hladkých relaćı. Naopak
pokud budeme prohlašovat velké množstv́ı relaćı za hladké, budeme následně
ztrácet čas rozkladem relativně velkého č́ısla F (a,−b), které nakonec nemuśı
být hladké. Mez F se tedy bĺıž́ı pr̊uměrné hodnotě funkce F (x,−b) na inter-
valu Ia. Možný zp̊usob volby meze F popisujeme v závěrečné kapitole. Podobně
jako u kvadratického śıta provede chýtrý trik pro zrychleńı hledáńı vhodných
kandidát̊u. Prośıvaćı pole inicializuje č́ıslem − logF a po ukončeńı prośıváńı
hledáme poĺıčka s kladnou hodnotou (tzv. kandidáti na faktorizaci). Protože
ve většině implementaćı jedno poĺıčko odpov́ıdá jednomu bytu, můžeme zkon-
trolovat v́ıce poĺı najednou přetypováńım na nativńı velikost bitového slova
(dnes 32 nebo 64 bit̊u).

Prośıváńı provedeme v obou č́ıselných tělesech. Pak hledáme dvojice (a, b),
které jsou v obou tělesech kandidátem na faktorizaci. Pro hledáńı vhodných
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kandidát̊u se doporučuje nejprve procházet prośıvaćı interval patř́ıćı č́ıselnému
tělesu s horš́ım polynomem, protože bude v́ıce restriktivńı. Pokud naraźıme
na dvojici (a, b), která je kandidátem v obou použitých č́ıselných tělesech,
pokuśıme se č́ıslo F (a,−b) faktorizovat. Nejjednodušš́ı zp̊usob faktorizace je
proj́ıt všechny prvoč́ısla menš́ı než B a zkusit jimi F (a,−b) vydělit. K určeńı
prvoideálové faktorizace (a + bϑ) postupujeme podle popisu výše. Zkoušet
dělitelnost F (a,−b) všemi prvoč́ısly je neefektivné. Lepš́ı zp̊usob je proj́ıt
všechny prvoideály (p, r). Pro každý znovu zkusit, zda a odpov́ıdá kořenu
funkce F (x,−b) mod p a pouze pokud ano, zač́ıt č́ıslo F (a,−b) dělit prvoč́ıslem
p. Pokud je F (a,−b) B-hladké a v druhém č́ısleném tělese je také odpov́ıdaj́ıćı
norma hladká, nalezli jsme hladkou relaci.

Podobně jako u kvadratického śıta neńı výskyt hladkých relaćı př́ılǐs velký.
Abychom algoritmus urychlili použ́ıváme i částečně hladké relace, ze kterých
se hladké relace daj́ı sestavit (v́ıce v daľśı části). Při použit́ı částečných re-
laćı uprav́ıme mez tak, aby zohlednila jejich použ́ıváńı. To znamená, že bu-
deme nacházet mnohem v́ıce kandidát̊u pro následnou faktorizaci. Pokud po
vyzkoušeńı všech prvoideál̊u neńı zbytek roven 1, nejedná se tedy o hladkou
relaci, můžeme se pokusit zbytek rozložit pomoćı nějakého jednodušš́ıho fak-
torizačńıho algoritmu. Mezi použ́ıvané algoritmy paťŕı Pollardova p− 1 me-
toda (pro menš́ı faktorizace), metoda eliptických křivek ([18]) nebo Shanks̊uv
SQUFOF ([13]). Pokud je zbytek menš́ı než B2 jedná se zřejmě o prvoč́ıslo,
proto použit́ı maximálně 1,1-částečných relaćı prośıváńı př́ılǐs nezpomaluje.
Máme jen v́ıce kandidát̊u. Obvykle se jako mez pro velké provideály voĺı č́ıslo
mnohem menš́ı než B2. Při použit́ı až 2,2-částečně hladkých relaćı již fak-
torizace může prośıváńı výrazně zpomalit. Je potřeba vhodně volit použitou
faktorizačńı metodu. Avšak jak poṕı̌seme v následuj́ıćı části, stále se vypláćı
2,2-částečně hladké relace hledat. Požadujeme ale, aby oba velké prvoideály
byly přibližně stejně velké. Dostáváme tedy daľśı dvě meze. BV pro maximálńı
velikost velkého prvoideálu a BM pro maximálńı velikost zbytku (BM ≈ B2

V ).
Protože prośıváńı je zdaleka časově nejnáročněǰśı část́ı algoritmu je d̊uleži-

té jednotlivé kroky efektivně naprogramovat. Většina operaćı během prośıváńı
jsou pouze př́ıstupy do pole a provedeńı několika jednoduchých výpočt̊u s jeho
prvky. Prośıvaćı pole je ale většinou velmi velké, a proto ho nelze celé uložit do
datové cache poč́ıtače (viz [32]). To výrazně zpomaluje práci s polem, nebot’

docháźı k neustálému doč́ıtáńı pole do cache, protože při prośıváńı s jedńım
prvoč́ıslem procháźıme celé pole. Řešeńım je rozdělit prośıvaćı interval na části
tak, aby se pohodlně vešly do datové cache. Prośıváme potom všemi prvoideály
jen nad jednou část́ı. Tato změna vyžaduje přepoč́ıtávat skoky prvoč́ısel při
přechodu na daľśı část, ale jejich náročnost je minimálńı.

Pokud je prośıvaćı polynom nemonický, muśıme provést několik úprav.
Předně se snaž́ıme určit faktorizaci hlavńıho ideálu (cda + bϑ), gcd(a, b) = 1.
Pro jehož normu plat́ı

N((cda + bϑ)) = F̂ (cda,−b) = F (a,−b)cd−1
d .
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Stále tedy rozkládáme hodnoty F (x, y), ze kterých pro prvoč́ısla nesoudělná
s vedoućım koeficientem cd źıskáme provideálovou faktorizaci. S prvoideály nad
prvoč́ısly, které děĺı vedoućı koeficient polynomu f , zacháźıme odlǐsně, protože
pro tyto prvoč́ısla se zřejmě valuace normy hlavńıho ideálu (cda + bϑ̂) ĺı̌śı od
valuace F (a,−b). Dále pokud prvoč́ıslo p děĺı vedoućı koeficient, a zároveň i b,
pak dostáváme

(cda+ bϑ̂) = (p)e(c′a + b′ϑ̂), e > 0.

Muśıme tedy do faktorizačńı báze přidat hlavńı ideály (p), kde p je prvoč́ıslo

děĺıćı vedoućı koeficient. Dále protože prvoideály jsou určeny polynomem f̂ ,
muśıme před prvńım krokem přepoč́ıtat vhodně pomocné prośıvaćı kořeny.

Prośıváńı je velmi dobře paralelizovatelné. Jednotlivé výpočetńı stanice mo-
hou dostat jen část intervalu Ib a provádět prośıváńı pouze pro b z tohoto
intervalu. Daľśı možnost́ı je rozdělit i interval Ia. Vzájemná komunikace mezi
uzly nemuśı být častá, některé implementace dokonce využ́ıvaj́ı emailovou ko-
munikaci k pośıláńı výsledk̊u. Pomoćı masivńı paralelizaci je již v dnešńı době
teoreticky možné faktorizovat 1024 bitové č́ıslo. Podle odhad̊u v [14] je ale
zapotřeb́ı kolem 12 milión̊u poč́ıtač̊u a rok prośıváńı.

3.3.2 Mř́ıžové prośıváńı

Významné vylepšeńı prośıvaćı metody pocháźı od J. M. Pollarda [29], dále
zpracované v [12]. Hlavńı myšlenka spoč́ıvá v použit́ı mř́ıže k předvýběru dvojic
(a, b), které budou s větš́ı pravděpodobnost́ı hladké.

Označme FBi faktorizačńı bázi př́ıslušnou tělesu Ki, i = 1, 2. Nad fakto-
rizačńı báźı zavedeme uspořádáńı následovně

(p, r) < (q, s) ⇔ (p < q) ∨ (p = q ∧ r < s), (p, r), (q, s) ∈ FBi.

Necht’ P = (p, r) ∈ FBi. Pak LP znač́ı mř́ıž generovanou vektory (p, 0), (r, 1)
v Z2, tedy LP = {c(p, 0) + e(r, 1) : c, e ∈ Z}. Pro každý bod (a, b) ∈ LP , kde
P ∈ FBj , plat́ı, že P |(a+ bϑj). Dále necht’ Q ∈ FBi. Označme LPQ podmř́ıž
mř́ıže LP definovanou jako LPQ = LP ∩ LQ.

Necht’ K1 je č́ıselné těleso s horš́ım polynomem. Faktorizačńı bázi FB1

rozděĺıme na množiny S a M . Množina S obsahuje prvoideály nad prvoč́ıslem
menš́ım než mez BS a množina M zbývaj́ıćı prvoideály. Pod́ıl B/BS voĺıme
přibližně 0.1 až 0.5. Postupně procháźıme prvoideály z množiny M a pro každý
prvoideál P = (p, r) ∈ M sestav́ıme mř́ıž LP . Pro tuto mř́ıž nalezneme redu-
kovanou bázi V1 = (v1, w1), V2 = (v2, w2). Našim ćılem je prośıvat přes dvojice
(c, e) ∈ Ic × Ie reprezentuj́ıćı body (a, b) = (cv1 + ev2, cw1 + ew2), které maj́ı
normu v č́ıselném tělese K1 dělitelnou prvoč́ıslem p. K prośıváńı použijeme
podmř́ıže. Procháźıme tedy všechny prvoideály Q = (q, s) menš́ı než P a se-
stavujeme podmř́ıže LPQ. Podmř́ıž LPQ je zřejmě generovaná vektory
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U ′
1 = (q, 0), U ′

2 =

(
v2 − sw2

sw1 − v1

mod q, 1

)
.

V př́ıpadě, že vektor U ′
2 neńı dobře definovaný nebo U ′

2 = (0, 1), použijeme
prośıváńı po řádćıch. Tedy klasické prośıvańı popsané výše (prośıváme ale přes
dvojice (c, e)). Jinak vypoč́ıtáme redukovanou bázi U1, U2 a prośıváme pomoćı
všech lineárńıch kombinaćı (c, e) bázových vektor̊u, pro které (c, e) ∈ Ic × Ie.

Prośıváńı obvykle neprob́ıhá přes celou oblast Ic×Ie. Mı́sto toho interval Ie
rozděĺıme na menš́ı bloky. A opět jako u klasického prośıváńı můžeme z d̊uvodu
optimalizace př́ıstupu do cache rozdělit i interval Ic. Když prosejeme všemi
prvoideály Q ∈ FB1 menš́ımi než prvoideál P jednu část z Ic×Ie. Začneme tuto
část prośıvat v druhém č́ıselném tělese. Zde již pomoćı podmř́ıže prośıváme se
všemi prvoideály z faktorizačńı báze.

Po proset́ı se všemi uvažovanými prvoideály podobně jako v klasickém
prośıváńı hledáme dvojice (c, e), které jsou vhodnými kandidáty na faktorizaci.
Když nějakou dvojici nalezneme, zkuśıme odpov́ıdaj́ıćı normy faktorizovat.
Opět postupujeme stejně jako u klasického prośıváńı. V práci [12] autoři na-
vrhuj́ı zjednodušit faktorizaci daľśım prośıváńım, při kterém se zaznamenávaj́ı
jednotlivá prvoč́ısla (nebo př́ımo prvoideály), které normy děĺı. Rychlost to-
hoto postupu záviśı na vhodném hashováńı dvojic (c, e), které se maj́ı fakto-
rizovat. Jen pro tyto dvojice ukládáme výsledky prośıváńı. Přitom neńı nutné
prośıvat se všemi prvoč́ısly, pro zbylé se použije triviálńı děleńı. Pokud hledáme
i částečně hladké relace a zbytek normy po děleńı všemi prvoč́ısly neńı 1,
použijeme nějakou ze zmı́něných faktorizačńıch metod k rozkladu zbytku.

Mř́ıžové prośıváńı nenalezne všechny relace, které bychom mohli odha-
lit klasickým prośıváńım, protože vždy požaduje, aby relace byla v prvńım
č́ıselném tělese dělitelná alespoň jedńım prvoideálem z množiny M . To ovšem
při dobré implementaci nepředstavuje problém, jak je uvedeno v [29], protože
pro nalezeńı většiny hladkých relaćı provád́ıme pouze zlomek práce, kterou
vyžaduje klasické prośıváńı. Celkově je tedy mř́ıžové prośıváńı mnohem rych-
leǰśı než klasické. U mř́ıžového prośıváńı s použit́ım částečných relaćı může
doj́ıt k duplicitě relaćı, proto je potřeba v následuj́ıćı fázi provést pročǐstěńı
výsledk̊u. K duplicitě relaćı z principu nemůže doj́ıt u klasického prośıváńı.

Paralelizace u mř́ıžového prośıváńı je stejně snadná jako u klasického. Do-
konce máme v́ıce možnost́ı, protože můžeme stanićım přǐrazovat i jednotlivé
prvoideály P určuj́ıćı prvotńı mř́ıž. To nav́ıc znamená, že stanice nemuśı znát
celou faktorizačńı bázi FB1, ale jen jej́ı část.

3.4 Zpracováńı relaćı

Fáze na zpracováńı relaćı má převážně technický ráz. Hlavńım úkolem je z na-
lezených relaćı sestavit matici B nad Z2. Při sestavovańı matice bude naš́ı pri-
oritou zajistit, aby byla co nejmenš́ı (počet řádk̊u a sloupc̊u), a také aby byla
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ř́ıdká. Na začátku máme k dispozici velké množstv́ı hladkých relaćı, př́ıpadně
i částečně hladkých relaćı.

3.4.1 Zpracováńı částečně hladkých relaćı

Nejprve se budeme zabývat částečně hladkými relacemi. Mezi prvńı práce
zabývaj́ıćımi se využit́ım v́ıce částečně hladkých relaćı patř́ı [19]. Důvod proč
hledáme i částečně hladké relace je ten, že z nich můžeme sestavit relace
hladké. Pokud nalezneme několik částečně hladkých relaćı tak, aby po jejich
vynásobeńı byly všechny velké prvoideály v sudé mocnině, dostáváme hladkou
relaci, se kterou můžeme pracovat jako s ostatńımi hladkými relacemi. Pokud
bychom použ́ıvali pouze hladké relace, brzy bychom se dostali do podobné
situace jako v př́ıpadě kvadratického śıta. Frekvence výskytu hladkých relaćı
by postupně klesala, což by vedlo k velké časové náročnosti jejich hledáńı.
Jak jsme uvedli v prośıvaćı části, určeńı až 2,2-částečně hladkých relaćı neńı
př́ılǐs časově náročné. To je daľśı rozd́ıl mezi č́ıselným a kvadratickým śıtem,
kde odpov́ıdaj́ıćı použit́ı až 4-částečně hladkých relaćı je výpočetně a tedy
i časově velmi náročné a může být kontraproduktivńı. Dále podle experiment̊u
v [8] vyplývá, že u větš́ıch faktorizaćıch, kde byly použity i 2,2-částečně hladké
relace, docháźı po nalezeńı velkého množstv́ı částečných relaćı př́ımo k ex-
plozi hladkých relaćı, které se z nich daj́ı nakombinovat. Tento jev nebyl do-
posud teoreticky vysvětlen, ale je úspěšně využ́ıván u všech současných re-
kordńıch faktorizaćı. Ovšem pokud použijeme maximálně 1,1-částečně hladké
relace, nemůžeme očekávat stejnou výnosnost z kombinováńı částečných relaćı
jako u kvadratického śıta, kde bychom použili 2-částečně hladké relace. To je
zp̊usobeno t́ım, že v č́ıselném śıtu muśıme rozlǐsovat mezi prvoideály patř́ıcimi
do r̊uzných č́ıselných těles.

Prvńı krok při zpracováńı částečných relaćı je odstranit všechny dupli-
city, které mohly vzniknout při prośıváńı (např. při znovuspuštěńı nebo při
mř́ıžkovém prośıváńı). Protože každá relace je jednoznačně určena č́ısly a, b,
můžeme pomoćı vhodně zkonstruované hash tabulky nalézt duplicity. Jako
př́ıklad elegantńı hashovaćı funkce uvedeme funkci použ́ıvanou v [4]. Definujme
Π = ⌊π · 107⌋ a E = ⌊e · 107⌋. Zřejmě gcd(Π, E) = 1. Jako hashovaćı funkci
voĺıme

h(a, b) = a · Π + b · E mod 264.

Druhým krokem je nalézt a odstranit všechny částečně hladké relace, které
obsahuj́ı alespoň jeden velký prvoideál v liché mocnině, který se nenacháźı
v žádné jiné částečné relaci v liché mocnině. Takovým to relaćım ř́ıkáme sin-
gletony. Singletony jsou pro nás zřejmě bezvýznamné, nebot’ výsledná kombi-
nace relaćı nikdy nemůže obsahovat př́ıslušný velký prvoideál v sudé mocnině.
Nejjednodušš́ım zp̊usobem jak singletony nalézt, je proj́ıt všechny velké prvo-
ideály ve všech částečných relaćıch a do hash tabulky ukládat jejich výskyt. Při
daľśım projit́ı částečných relaćı vymažeme ty, které obsahuj́ı velký prvoideál,
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který jsme nalezli pouze jednou. Tento postup muśıme opakovat tak dlouho,
dokud již žádnou částečnou relaci neodstrańıme. Těmto částečným relaćım
ř́ıkáme užitečné částečné relace.

Nyńı chceme z nalezených užitečných relaćı sestavit relace hladké. Nejjed-
nodušš́ı situaci máme, pokud použ́ıváme maximálně 1,1-částečně hladké relace.
V tomto př́ıpadě můžeme podobně jako v kvadratickém śıtu použ́ıt grafovou
reprezentaci částečných relaćı. Nejprve do grafu přidáme vrchol 1. Dále každý
prvoideál v částečné relaci představuje vrchol grafu, přitom muśıme odlǐsit
prvoideály z ruzných č́ıselných těles. Tento vrchol bud’ spoj́ıme hranou s vr-
cholem 1, pokud se jedná o 1-částečnou relaci, nebo mezi s sebou spoj́ıme dva
vrcholy z 1,1-částečně hladké relace. Nezávislé kružnice pak zřejmě představuj́ı
hladké relace. Z teorie graf̊u v́ıme, že počet nezávislých kružnic (cyklomatické
č́ıslo grafu) snadno spoč́ıtáme podle vzorce

C(G) = e+ v − c,

kde e je počet hran, v je počet vrchol̊u a c je počet komponent grafu G.
Z vhodně zvolené datové reprezentace grafu pak snadno můžeme hladké relace
źıskat.

O něco komplikovaněǰśı je situace, kdy použ́ıváme i částečné relace s v́ıce
velkými prvoideály. V současné době neexistuje žádná vhodná reprezentace
jako v předešlém př́ıpadě, která by umožnila snadno zjistit, kolik hladkých re-
laćı můžeme źıskat a pomoci při jejich sestavováńı. Většina implementaćı se
snaž́ı zkombinovat částečné relace obsahuj́ıćı velký prvoideál v liché mocnině,
který se vyskytuje maximálně k-krát (většinou se jako k voĺı 3, př́ıpadně až
8). T́ımto sńıž́ıme počet částečných relaćı o jednu a také dosáhneme sudých
mocnin tohoto prvoideálu u nově vzniklých relaćı (stále mohou být částečné).
Muśıme ale dávát pozor na vzr̊ustaj́ıćı počet prvoideál̊u v liché mocnině ve vz-
niklých relaćıch, protože to může vést k hustš́ı výsledné matici B. Zbývaj́ıćı
částečné relace prohláśıme za hladké, tedy přidáme do faktorizačńıch báźı
všechny odpov́ıdaj́ıćı velké prvoideály, které se nacházej́ı v lichých mocninách.
To vede k velmi výraznému zvětšeńı výsledné matice, proto je potřeba co
největš́ı množstv́ı velkých prvoideál̊u odstranit zkombinováńım. Výsledná ma-
tice má po tomto kroku přibližně několik milion̊u řádk̊u, což je stále ještě
upoč́ıtatelné množstv́ı. Podrobněǰśı popis jak nejvhodněji kombinovat relace,
abychom zamezili př́ılǐsné hustotě matice, lze nalézt v [4]. Abychom v pr̊uběhu
prośıváńı určili kolik hladkých relaćı můžeme přibližně sestavit, stač́ı odeč́ıst
počet r̊uzných velkých prvoideál̊u od počtu nalezených částečně hladkých re-
laćı.

Při použit́ı 2,2-částečně hladkých relaćı je pro nás výhodněǰśı velké prvo-
ideály přidat do báźı a t́ım zvětšit výslednou matici, než se snažit o jejich
zkombinováńı do hladkých relaćı. Z práce [8] vyplývá, že počet částečných
relaćı potřebných k sestaveńı hladké relace těsně před exploźı velmi vzroste.
Podle jejich měřeńı se počet potřebných relaćı pohyboval od 500 do 1000.
To znamená že velmi mnoho částečných relaćı potřebujeme k źıskáńı mnohem
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menš́ıho množstv́ı hladkých relaćı. Sestavovat z těchto částečných relaćı nějaké
daľśı nové hladké relace neńı algoritmicky snadné. V př́ıpadě, kdy použ́ıváme
pouze 1,1-částečné relace, je situace odlǐsná. Pomoćı grafové reprezentace jed-
noduše hladké relace nalezname a nav́ıc počet částečných relaćı potřebných na
sestaveńı hladké relace je ve většině př́ıpad̊u nejvýše 3.

Pro výpočet výsledné odmocniny budeme potřebovat znát algebraickou
reprezentaci každé relace. Původńı hladké a částečně hladké relace můžeme
reprezentovat polynomem bx + a. Pro relaci sestavenou s částečně hladkých
relaćı dostaneme reprezentaci vynásobeńım polynomů jednotlivých částečných
relaćı modulo polynom f (polynom generuj́ıćı č́ıselné těleso). Tedy pro každé
č́ıselné těleso potřebujeme vlastńı reprezentaci.

Při použit́ı nemonických polynomů je pro nás d̊uležité vědet, z kolika relaćı
jsme výslednou hladkou, př́ıpadně částečně hladkou relaci sestavili, protože
v odmocninové fázi budeme s každou relaćı spojovat lomenný ideál (cd)

−1,
kde cd je vedoućı koeficient odpov́ıdaj́ıćıho nemonického polynomu. Dále bu-
deme potřebovat znát algebraickou reprezentaci každé relace, která je v tomto
př́ıpadě bx + cda. Pro sestavenou relaci pouze k modulováńı použijeme od-
pov́ıdaj́ıćı monický polynom f̂ .

3.4.2 Zpracováńı hladkých relaćı

Zpracováńı hladkých relaćı je téměř stejné jako částečně hladký. Nejprve od-
strańıme duplicity a poté singletony, přitom voĺıme stejný postup. Opět se
můžeme pokusit o zmenšeńı matice seskupeńım relaćı, které v rozkladu obsa-
huj́ı prvoideály, které se vyskytuj́ı v rozkladech malého počtu relaćı. Stále je
potřeba hĺıdat hustotu matice, aby nebyla př́ılǐs velká. Pokud máme k dispozici
v́ıce hladkých relaćı než potřebujeme, můžeme odstranit ty, které maj́ı př́ılǐs
mnoho prvoideál̊u v lichých mocninách. T́ım sńıž́ıme hustotu matice.

3.4.3 Vytvořeńı matice

Nyńı máme k dispozici pročǐstěné hladké a částečně hladké relace. Pomoćı
nich urč́ıme, které prvky z faktorizačńıch báźı jsou v nich použity a pouze
ty použijeme na sestaveńı matice. Pokud jsme tak již neučinili, muśıme do
odpov́ıdaj́ıćıch faktorizačńıch báźı přidat i všechny velké prvoideály, které se
v nějaké částečné relaci vyskytuj́ı v liché mocnině.

K vytvořeńı matice budeme dále potřebovat naj́ıt vhodné provideály pro
výpočet kvadratických charakter̊u. Postup poṕı̌seme pro prvńı č́ıslené těleso,
u druhého postupujeme stejně. Nejprve zaznamenáme všechny velké prvo-
ideály, které se vyskytuj́ı v rozkladu použitých relaćıch v tomto tělese. Následně
začneme postupně zkoušet prvoč́ısla, která jsou větš́ı než mez faktorizačńı báze
a přitom se nevyskytuj́ı v žádném rozkladu relaćı. Pro každé takové prvoč́ıslo
zjist́ıme, jestli neńı speciálńı a zda existuje prvoideál nad t́ımto prvoč́ıslem
stupně setrvačnosti 1. K tomu stač́ı naj́ıt alespoň jeden kořen polynomu f ,
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resp. f̂ , modulo uvažované prvoč́ıslo. Doporučuje se použ́ıt alespoň 64 charak-
ter̊u (při rekordńıch faktorizaćıch i 256).

Když máme připravené kvadratické charaktery můžeme zač́ıt sestavovat
matici B. Pro zjednodušeńı budeme sestavovat matici BT . Jak ukážeme v li-
neárńı části, neńı podstatné jestli použijeme B, nebo BT . Procháźıme tedy
všechny hladké a užitečné částečné relace a sestavujeme řádek matice BT

následovně. Z popisu algoritmu v́ıme, že sloupce představuj́ı prvky z prvńı
a druhé báze a kvadratické charaktery. Tedy jak již bylo uvedeno zapisu-
jeme mocniny modulo 2 z rozkladu relace do odpov́ıdaj́ıćıch sloupc̊u. Potom
přǐrad́ıme do sloupc̊u s charaktery hodnoty podle předpisu uvedeného v části
3.1.

Při použit́ı nemonických polynomů muśıme ještě do posledńıho sloupce
zaznamenat z kolika relaćı se zpracovávaná relace skládá. Pro p̊uvodńı hladkou
relaci je to 1, ale pokud jsme hladkou, př́ıpadně částečně hladkou, relaci źıskali
zkombinováńım v́ıce částečně hladkých relaćı, muśıme přǐradit odpov́ıdaj́ıćı
č́ıslo.

Zp̊usob uložeńı a reprezentováńı matice muśıme volit s ohledem na jej́ı
ohromnou velikost. Při rekordńıch faktorizaćıch se velikost matice pochybuje
v řádech milion̊u sloupc̊u.

3.5 Lineárńı fáze

Lineárńı fáze č́ıselného śıta řeš́ı zcela obecný problém, kdy chceme nalézt řešeńı
soustavy rovnic nad Z2 s nulovým vektorem pravých stran (řešeńı homogenńı
soustavy lineárńıch rovnic, nulový prostor matice). Lineárńı fáze je tedy stejná
jako v př́ıpadě kvadratického śıta nebo CFRACu. Z předchoźı fáze máme ma-
tici B ∈ Zn×n

2 , která je velmi ř́ıdká (výskyt nenulových prvk̊u je minimálńı)
a chceme nalézt řešeńı rovnice tvaru

Bx = 0,

kde 0 ∈ (Z2)
n znač́ı nulový vektor. Potřebu řešit takovouto soustavu můžeme

nalézt v mnoha jiných oborech a existuje mnoho r̊uzných algoritmů pro jej́ı
výpočet. Ale pro moderńı faktorizačńı algoritmy, založené na principu prośı-
váńı, se ukazuj́ı tyto metody jako nedostatečné, protože při faktorizaci velkých
č́ısel dosahuje matice B velikost́ı kolem 106×106. Nastávaj́ı tedy problémy s re-
prezentaćı a s poč́ıtáńım u těchto obrovských matic. Nadruhou stranu matice
ve faktorizačńıch algoritmech jsou velmi ř́ıdké a reprezentuj́ı se nejčastěji jako
výčet nenulových prvk̊u v jednotlivých řádćıch, t́ımto se ušetř́ı velké množstv́ı
paměti poč́ıtače, nebot’ při standardńı reprezentaci se může jednat o několik
gigabyt̊u. Klasické metody řešeńı jako je např́ıklad Gaussova eliminačńı me-
toda nejsou v tomto př́ıpadě vhodné již z d̊uvodu, že poruš́ı ř́ıdkost matice B,
a proto opět můžeme čelit problému s nedostatkem paměti. K řešeńı se tedy
použ́ıvaj́ı speciálně navržené iteračńı algoritmy, které neporuš́ı ř́ıdkost matice,
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např́ıklad Lanczošova bloková metoda, Wiedemannova bloková metoda nebo
metoda konjugovaných gradient̊u. Tyto metody jsou pouze pravděpodobnostńı,
ale v praxi se ukazuje, že k selháńı téměř nedocháźı. V této části se podrobněji
zaměř́ıme na nejpouž́ıvaněǰśı metodu, kterou je Lanczošova bloková metoda.
Složitost této metody je O(mn2), kde n je počet řádk̊u matice a m je pr̊uměrný
počet nenulových prvk̊u v řádku, pro srovnáńı uved’me, že složitost Gaussovy
eliminačńı metody je O(n3).

I přes znatelné zrychleńı oproti p̊uvodńım metodám, lineárńı fáze algo-
ritmu může stále být problematická při rekordńıch faktorizaćıch, a proto je
potřeba hledat nové možnosti, např́ıklad dokonaleǰśı využit́ı paralelizace. Z to-
hoto d̊uvodu se do popřed́ı zájmu v posledńıch letech dostává Wiedemannova
bloková metoda, protože ji lze lépe paralelizovat.

3.5.1 Lanczošova bloková metoda

Nejprve uvedeme p̊uvodńı Lanczoš̊uv algoritmus na řešeńı soustavy lineárńıch
rovnic (viz [16]) a postupně jej přizp̊usob́ıme použit́ı v NFS. Lanczoš̊uv iteračńı
algoritmus řeš́ı obecný př́ıpad, kdy máme

Ax = b,

kde A ∈ Rn×n je symetrická pozitivně definitńı matice a b ∈ Rn libovolný
nenulový vektor. V prvńım kroku algoritmu voĺıme

w0 = b.

Pro i-tý krok máme

wi = Awi−1 −
i−1∑

j=0

ci jwj ,

kde

ci j =
wT

j A2wi−1

wT
j Awj

.

Protože matice A je pozitivně definitńı, má výraz vpravo smysl. Po konečném
počtu iteraćı dostaneme wm = 0. Pak řešeńı rovnice je

x =

m−1∑

j=0

wj · b
wT

j Awj

wj .

Správnost algoritmu dokazuje následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 3.7. Lanczoš̊uv iteračńı algoritmus nalezne maximálně po n ∈ N kroćıch
řešeńı maticové rovnice
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Ax = b,

kde A ∈ Rn×n je symetrická pozitivně definitńı matice.

D̊ukaz. Nejprve ukážeme, že pro vektory wi plat́ı

wT
i Awj = 0, i 6= j.

Řekneme, že jsou A-ortogonálńı. Budeme postupovat indukćı podle max(i, j).
Pro max(i, j) = 0 to zřejmě plat́ı. Necht’ jsou tedy wi A-ortogonálńı pro
max(i, j) = z − 1. Dokážeme platnost i pro max(i, j) = z. Necht’ i = z a
j < z. Podle definice wi máme

wT
i Awj = (Awi−1 −

i−1∑

k=0

ci kwk)
TAwj = wT

i−1A
TAwj −

i−1∑

k=0

ci kw
T
k Awj.

Z indukčńıho předpokladu dostáváme wT
k Awj = 0 pro k 6= j. Dále z definice

ci j a symetrie A plyne

wT
i Awj = wT

i−1A
TAwj − ci jw

T
j Awj = 0.

Protože je A pozitivně definitńı, dostáváme z A-ortogonálnosti vektor̊u
w0, . . . ,wm−1 jejich lineárńı nezávislost. Proto se muśı algoritmus zastavit ma-
ximálně po n kroćıch. Nav́ıc pokud i > j + 2 máme

ci jw
T
j Awj = wT

j A2wi−1 = wT
j ATAwi−1 = (Awj)

TAwi−1 =

= (wj+1 +

j∑

k=0

cj+1kwk)
TAwi−1 = 0.

Tedy ci j = 0. T́ım se zjednoduš́ı definice wi pro i ≥ 2 na

wi = Awi−1 − ci i−1wi−1 − ci i−2wi−2.

Nyńı dokážeme správnost řešeńı. Máme

Ax =
m−1∑

j=0

wj · b
wT

j Awj

Awj.

Pro k ∈ 0, . . . , m− 1 dostáváme z A-ortogonálnosti vztah

wT
k Ax =

m−1∑

j=0

wj · b
wT

j Awj
wT

k Awj = wT
k b.

Po úpravě máme
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wT
k (Ax− b) = 0. (3.9)

Necht’ 〈M〉 znač́ı lineárńı obal množiny M . Pomoćı upravené definice wi mů-
žeme vyjádřit jednotlivé vektory následovně

w0 = b,

w1 = Aw0 − c1 0w0,

w2 = Aw1 − c2 0w0 − c2 1w1,
...

wm−1 = Awm−2 − cm−1 0w0 − . . .− cm−1 m−2wm−2,

wm = Awm−1 − cm 0w0 − . . .− cm m−1wm−1.

Protože wm = 0, dostáváme, že vektory Aw0, . . . ,Awm−1 a b lež́ı v lineárńım
obalu množiny {w0, . . . ,wm−1}. V́ıme, že Ax ∈ 〈{Aw0, . . . ,Awm−1}〉, a proto
Ax−b lež́ı v 〈{Aw0, . . . ,Awm−1,b}〉 tedy i v lineárńım obalu {w0, . . . ,wm−1}.
Z toho plyne, že vektor Ax − b je možné vyjádřit pomoćı wi a z rovnice 3.9
dostáváme

(Ax− b)T (Ax− b) = 0,

tedy Ax = b.

Lanczošov̊uv iteračńı algoritmus poskytuje přesné řešeńı v R, pokud ne-
docháźı k zaokrouhlovaćım chybám. Našim ćılem je přizp̊usobit tento algorit-
mus použit́ı v konečných tělesech. Zřejmě většinu operaćı a krok̊u je možné do
konečného tělesa převést, ale problém nastává s podmı́nkou

wi 6= 0 ⇒ wT
i Awi 6= 0. (3.10)

To zřejmě plat́ı v R, ale v konečném tělese F to již obecně platit nemuśı. Pokud
by |F | ≫ n, pak podmı́nka bude platit s přijatelně velkou pravděpodobnost́ı.
Ale my chceme řešit matici B nad Z2, kde přibližně v polovině př́ıpad̊u výše
uvedená podmı́nka platit nebude. Některé dř́ıvěǰśı modifikace využ́ıvaly alge-
braická rozš́ı̌reńı Z2, aby tento problém obešly. Avšak poč́ıtáńı v Z2 má v tomto
př́ıpadě mnoho výhod, je možné provádět r̊uzné operace najednou s v́ıce vek-
tory, které reprezentujeme jako matici n × d, kde d je bitová délka slova se
kterou nativně poč́ıtač pracuje (dnes 32 nebo 64). Nav́ıc jednotlivé operace
můžeme provádět př́ımo jako bitové operace, t́ım opět docháźı k významnému
zrychleńı. V práci [23] Peter Montgomery upravil Lanczoš̊uv algoritmus tak,
aby pracoval nad Z2 a tedy využ́ıval všech popsaných možnost́ı. K popisu
algoritmu budeme potřebovat následuj́ıćı definice.
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Definice 3.8. Necht’ V a W jsou podprostory (Z2)
n. Pak řekneme, že V a W

jsou A-ortogonálńı podprostory, pokud

vTAw = 0, ∀v ∈ V,w ∈ W,

kde A ∈ (Z2)
n×n je symetrická pozitivně definitńı matice. Zapisujeme jako

VT AW = 0 .

Definice 3.9. Necht’ W je podprostor (Z2)
n s báźı {w1, . . . ,wk}. Pak řekneme,

že W je A-invertibilńı, pokud matice WTAW je invertibilńı, kde

W = (w1, . . . ,wk) =




w1 1 . . . wk 1

...
...

w1 n . . . wk n



 .

Zřejmě nezálež́ı na tom, jakou bázi podprostoru W zvoĺıme, protože mezi jed-
notlivými bázemi existuj́ı invertibilńı transformace.

Montgomeryho bloková verze algoritmu použ́ıvá mı́sto vektor̊u wi podpro-
story Wi, t́ım téměř eliminuje problémy s podmı́nkou 3.10, která odpov́ıdá
tomu, že Wi neńı A-ortogonálńı sám k sobě. To je ekvivaletńı tomu, že W je
A-invertibilńı. Necht’ podprostory Wi splňuj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

(i) Wi je A-invertibilńı,

(ii) WT
i AWj = 0, i 6= j,

(iii) AW = {Aw : w ∈ W} ⊆ W, kde W =
∑m−1

j=0 Wj .

Necht’ matice Wi podobně jako v definici 3.9 reprezentuje bázi podprostoru
Wi. Pak řešeńı rovnice Ax = b nad Z2, kde A je symetrická matice a b je
nenulový vektor, dostaneme jako

x =
m−1∑

j=0

Wj(W
T
j AWj)

−1WT
j b.

Důkaz správnosti řešeńı x je podobný jako u p̊uvodńıho Lanczošova algoritmu.
Nyńı se zaměř́ıme na generováńı matic Wi, i = 0, . . .m − 1, aby platily

předchoźı vlastnosti. Necht’ V0 je libovolně zvolená n × d matice. Původńı
Lanczošovy iterace nahrad́ıme takto

Wi = ViSi,
Ci+1, j = (WT

j AWj)
−1WT

j A(AWiS
T
i + Vi),

Vi+1 = AWiS
T
i + Vi −

∑i
j=0 WjCi+1, j .

Algoritmus zastav́ıme, když VT
i AVi = 0, i = m. Si jsou d × di matice, které

slouž́ı k výběru sloupc̊u z Vi tak, aby pro matici Wi platilo, že WT
i AWi je

invertibilńı. Tedy podprostor Wi je A-invertibilńı. Přitom chceme, aby di ≤ d
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bylo co největš́ı (di odpov́ıdá počtu zvolených sloupc̊u). Matice Si má v každém
sloupci přesně jednu 1 a v řádćıch maximálně jednu 1. Jak správně volit matice
Si je možné nalézt v [23].

Na volbu Vi+1 se můžeme d́ıvat následovně. Z Vi vyb́ıráme sloupce, které
nebyly vybrány do Wi, a o kterých v́ıme, že jsou A-ortogonálńı ke všem Wj,
j < i. Volba Ci+1, i zajist́ı, že budou A-ortogonálńı i k Wi. Přitom Vi dále
zajǐst’uje, že hodnost matice Vi+1 nebude omezena hodnost́ı AWiS

T
i , protože

potom by mohla klesnou brzy k nule.
Následuj́ıćı tvrzeńı dokazuje, že popsaný postup vede k vytvořeńı posloup-

nosti podprostor̊u, které splňuj́ı podmı́nky (i), (ii), (iii).

Věta 3.10. Necht’ matice Wj, j = 0, . . .m − 1 vznikly postupem popsaným
výše. Pak odpov́ıdaj́ıćı podprostory Wj splňuj́ı podmı́nky (i), (ii), (iii). Nav́ıc
plat́ı

WT
j AVi = 0, 0 ≤ j < i ≤ m. (3.11)

D̊ukaz. Nejprve dokážeme rovnici 3.11. Budeme postupovat indukćı podle i.
Pro i = 0 rovnice triviálně plat́ı. Necht’ tedy plat́ı pro i < m a necht’ 0 ≤ j <
i + 1. Pak podle indukčńıho předpokladu máme WT

j AVi = 0, 0 ≤ j < i,
a protože Wi = ViSi dostáváme WT

j AWi = 0, dále ze symetrie A plyne
WT

i AWj = 0. Přejdeme k i+ 1, máme

WT
j AVi+1 = WT

j A(AWiS
T
i + Vi) −

i∑

k=0

WT
j AWkCi+1, k =

= WT
j A(AWiS

T
i + Vi) −WT

j AWjCi+1, j = 0.

Druhá rovnost plyne z indukčńıho předpokladu a posledńı z definice Ci+1, j.
Dostáváme WT

i AWj = 0, i 6= j. Dále volba Si zajistila, že podprostory Wi

jsou A-ortogonálńı. Zbývá ukázat, že AW ⊆ W. Uvažujme definici Vi+1 a
vynásobme ji zleva matićı Si. Dostáváme

Vi+1Si = AWiS
T
i Si + ViSi −

i∑

j=0

WjCi+1, jSi =

= AWi + Wi −
i∑

j=0

WjCi+1, jSi.

Po úpravě máme

AWi = Vi+1Si − Wi +
∑i

j=0 WjCi+1, jSi = Vi+1Si + W′,

Vi = Vi+1 −AWiS
T
i +

∑i
j=0 WjCi+1, j = Vi+1 − AWiS

T
i + W′′,
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kde W′ a W′′ jsou matice, jejichž sloupcové vektory lež́ı v W. Začneme-li
od Vm = 0 ⊆ W (opět chápáno přes sloupcové vektory) dostaneme zpětnou
indukćı, že AWi ⊆ W a Vi ⊆ W pro 0 ≤ i ≤ m− 1. Tedy AW ⊆ W.

Výpočet matic Vi je možné zjednodušit do podoby

Vi+1 = AWiS
T
i + Vi −WiCi+1, i − Wi−1Ci+1, i−1 − Wi−2Ci+1, i−2.

Pokud zavedeme

Winv
i = Si(W

T
i AWi)S

T
i = Si(S

T
i VT

i AViSi)S
T
i ,

pak můžeme výpočet Vi ještě v́ıce zjednodušit na

Vi+1 = AViSiS
T
i + ViDi+1 + Vi−1Ei+1 + Vi−2Fi+1.

Kde

Di+1 = Id − Winv
i (VT

i A2ViSiS
T
i + VT

i AVi),

Ei+1 = −Winv
i−1V

T
i AViSiS

T
i ,

Ei+1 = −Winv
i−2(Id −VT

i−1AVi−1W
inv
i−1),

(VT
i−1A

2Vi−1Si−1S
T
i−1 + VT

i−1AVi−1)SiS
T
i .

Pro i < 0 voĺıme Winv
i a Vi jako 0 a Si = Id. Taková úprava výraz̊u je pro

implementaci výhodná, protože matice Vi, Wi reprezentujeme jako vektory in-
teger̊u délky n a matice Si, Di, Ei a Fi dokonce jen délky d. Veškeré výpočty
jsou proto velmi rychlé a pamět’ové nároky jsou malé. Dále je zřejmé, že mı́sto
vektoru b můžeme uvažovat matici, jej́ıž sloupcové vektory představuj́ı jednot-
livá zadáńı, a tedy jedńım během algoritmu naj́ıt v́ıce řešeńı pro r̊uzné pravé
strany.

Doposud jsme se zabývali př́ıpadem, kdy b ∈ (Z2)
n byl nenulový vektor.

V č́ıselném śıtu ale potřebujeme vyřešit rovnici

Bx = 0.

Přitom B ∈ (Z2)
n1×n2 neńı symetrická matice, n2 > n1. Abychom splnili

podmı́nku algoritmu, který potřebuje symetrickou matici, použijeme mı́sto B

matici A = BTB ∈ (Z2)
n×n, n = n2 (matici A explicitně nevyjadřujeme, nej-

prve násob́ıme s B a poté s BT ). Zřejmě každé řešeńı Bx = 0 je i řešeńım
Ax = 0, ale opačná implikace obecně neplat́ı, proto muśıme z nalezených
řešeńı pro A vybrat jen ty, které řeš́ı i Bx = 0. Postupujeme tedy následovně.
Nejprve náhodně vygenerujeme matici Y ∈ (Z2)

n×d a pomoćı Lanczošova al-
goritmu budeme řešit rovnici
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AX = AY

s neznámou X. Jak bylo řečeno výše, najednou poč́ıtáme v́ıce řešeńı pro r̊uzné
pravé strany. I když generujeme matici Y náhodně, muśıme se vyvarovat
př́ıpadu, kdy nějaký sloupcový vektor Y je A-ortogonálńı sám k sobě, protože
jinak může algoritmus selhat (nalezne pouze triviálńı řešeńı). V algoritmu
voĺıme V0 = AY a iterace konč́ıme, když VT

mAVm = 0. Řešeńı dostaneme
jako

X =
m−1∑

j=0

Wj(W
T
j AWj)

−1WT
j AY =

m−1∑

j=0

VjW
inv
j VT

j V0.

Pokud Vm = 0, pak

A(X− Y) = 0.

A tedy sloupové vektory X − Y jsou hledané řešeńı, které ale muśıme ještě
dále upravit, aby vyhovovaly i matici B. Ne vždy nastane Vm = 0, ale opět
je možné dokázat, že plat́ı předchoźı vztah a nav́ıc i sloupcové vektory Vm

jsou řešeńım Ax = 0. Dostáváme tedy přibližně 2d řešeńı (některá mohou
být triviálńı). Nyńı z nich potřebujeme zkonstruovat řešeńı rovnice s matićı
B. Ze sloupcových vektor̊u matic X − Y a Vm vytvoř́ıme matici Z. Pomoćı
Gaussovy eliminačńı metody nalezneme bázi nulového prostoru matice BZ, to
neńı př́ılǐs náročné, protože tato matice má rozměry pouze n1 × 2d. Z těchto
bázových vektor̊u sestav́ıme matici U, velikost báze je maximálně 2d, tedy
matice U je opět malá (maximálně 2d× 2d). Máme

B(ZU) = (BZ)U = 0.

Tedy hledaná řešeńı jsou lineárně nezávislé sloupce z matice ZU, těch může
být až 2d (předpokládáme-li n2 > 2d+ n1).

Lanczoš̊uv algoritmus je poměrně rychlý a nepředstavuje problematickou
pamět’ovou náročnost. Z popisu ale neńı úplně zřejmé, zda je možné tento algo-
ritmus paralelizovat. Na rozd́ıl od prośıvaćı fáze, která je snadno paralelizova-
telná (častost a velikost přenášených dat u vzájemné komunikace výpočetńıch
uzl̊u je zcela minimálńı, prodlevy mohou být až několika denńı při rekordńıch
faktorizaćıch), je paralelizace Lanczošova algoritmus složitěǰśı, ale existuje ně-
kolik návrh̊u, jak algoritmus nejvhodněji paralelizovat. Nejnáročněǰśı část al-
goritmu je násobeńı s matićı B (ostatńı matice představuj́ı pouze integerové
vektory). Při paralelizaci se tedy matice B vhodně rozděĺı na větš́ı počet část́ı,
se kterými se pracuje samostatně a výsledky se poté přepośılaj́ı ř́ıd́ıćımu pro-
gramu. Protože je potřeba tyto data pośılat velmi rychle, aby nedocházelo
ke zdžováńı výpočtu, použ́ıvaj́ı se v́ıceprocesorové poč́ıtače, př́ıpadně poč́ıtače
propojené ve velmi výkonné śıti (prodlevy muśı být minimálńı). Jak správně
rozdělovat matici B je v součastnosti nejsložitěǰśı na celé paralelizaci. V́ıme,
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že matice B má speciálńı vlastnosti, kdy se stř́ıdaj́ı řádky s větš́ım výskytem
jedniček (to odpov́ıdá začátk̊um faktorizačńıch báźı, kde jsou malé prvky,
a kvadratickým charakter̊um) s velmi ř́ıdkými řádky (prostředky a konce fak-
torizačńıch báźı). Dobrá strategie rozdělováńı matice B muśı s t́ımto poč́ıtat.
Několik př́ıstup̊u lze nalézt v [11] a [27]. Dosahované zrychleńı je přibližně 50
% za každý daľśı procesor ale s klesaj́ıćı efektivnost́ı.

3.6 Odmocninová fáze

Z lineárńı fáze algoritmu jsme źıskali několik řešeńı rovnice Bx = 0. Každé
řešeńı určuje množiny index̊u M tak, že

∏

j∈M

(aj + bjϑ1)Z[ϑ1] =

k1∏

j=1

P
2ej

j ,

∏

j∈M

(aj + bjϑ2)Z[ϑ2] =

k2∏

j=1

Q
2fj

j .

I když jsme existenci odmocniny zajistili pomoćı kvadratických charakter̊u,
obecně neplat́ı, že by odmocnina z výrazu

∏
j∈M(aj + bjϑi) ∈ Z[ϑi] také ležela

v Z[ϑi]. Ale pokud výraz vynásob́ıme (f ′
i(ϑi))

2, pak již do Z[ϑi] patř́ı podle
věty 2.26. Označme gi = f ′

i(m), správně tedy máme vztah

g2
2 ϕ1((f

′
1(ϑ1))

2
∏

j∈M

(aj + bjϑ1)) ≡ g2
1 ϕ2((f

′
2(ϑ2))

2
∏

j∈M

(aj + bjϑ2)) mod N.

Pomoćı některého z algoritmů, které později poṕı̌seme, urč́ıme odmocninu

αi =

√
(f ′

i(ϑi))2
∏

j∈M

(aj + bjϑi).

Dostáváme

(f ′
2(m))2ϕ1(α

2
1) ≡ (f ′

1(m))2ϕ2(α
2
2) mod N,

tedy

(f ′
2(m)ϕ1(α1))

2 ≡ (f ′
1(m)ϕ2(α2))

2 mod N.

Necht’ x = f ′
2(m)ϕ1(α1) a y = f ′

1(m)ϕ2(α2). Pak s pravděpodobnost́ı 1/2 je
gcd(N, x − y) netriviálńı faktor N . Pokud nalezneme pouze triviálńı faktor,
vyzkouš́ıme daľśı řešeńı. Při poč́ıtáńı s volnými relacemi nedocháźı k žádné
úpravě, protože je uvažujeme jako speciálńı př́ıpad, kdy bj = 0 a aj = p.
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Použit́ı nemonických polynomů již ale vyžaduje několik změn, které poṕı̌seme
podrobněji u jednotlivých metod.

Nalezeńı odmocniny výrazu (f ′
i(ϑi))

2
∏

j∈M(aj + bjϑi) bylo hlavńı překáž-
kou (spolu se zajǐstěńım jej́ı existence), která bránila v přechodu od speciálńıho
tvaru č́ısla N k obecnému. Až využit́ı kvadratických charakter̊u a vymyšleńı
alespoň jedné relativně rychlé metody k nalezeńı odmocniny obrovského č́ısla
v Z[ϑi], které je násobkem mnoha menš́ıch, umožnilo vznik obecného č́ıselného
śıta. Do té doby se jako teoretická možnost uvažovalo roznásobeńı a použit́ı kla-
sického výpočtu odmocniny, ale náročnost výpočtu byla srovnatelná s prośıvaćı
fáźı. Prvńı úspěšnou metodou je Newtonova iteračńı metoda [3]. Tato metoda
neńı zcela vhodná, protože stále muśıme pracovat s př́ılǐs velkými č́ısly. Vy-
lepšeńı Newtonovy metody pocháźı od Jean-Marca Couveignese [6], ale tato
varianta požaduje, aby stupeň odpov́ıdaj́ıćıho minimálńıho polynomu byl lichý.
Jiný př́ıstup zvolil Peter Montgomery, který využ́ıvá skutečnosti, že známe fak-
torizaci jednotlivých ideál̊u, k postupné redukci velikosti výrazu a následnému
použit́ı klasických metod výpočtu odmocniny v Z[ϑi]. Všechny tyto metody
poṕı̌seme, ale nejprve připomeňme nejjednodušš́ı př́ıpad, který žádnou z těchto
metod nepotřebuje. Pokud jeden z polynomů (i = 2) je prvńıho stupně, zřejmě
neopust́ıme obor celých č́ısel a rozklad, který źıskáváme je klasický prvoč́ıselný
rozklad v Z. Máme tedy

∏

j∈M

(aj + bjm) =
k2∏

j=1

q
2fj

j ,

kde m je společný kořen polynomů fi a qj jsou prvoč́ısla. Tedy podle výše
uvedeného dostáváme

α2 = f ′
1(m) ·

k2∏

j=1

q
fj

j ∈ Z.

Nyńı se již můžeme zaměřit na algoritmy poč́ıtaj́ıćı odmocninu v Z[ϑi]. V po-
pisu nebudeme použ́ıvat index i pro rozlǐseńı č́ıselných těles a souvisej́ıćıch
objekt̊u.

3.6.1 Newtonova iteračńı metoda

Tato metoda je založená na teorii okolo Newtonových iteraćı. K popisu algo-
ritmu potřebujeme následuj́ıćı lemma.

Lemma 3.11. Necht’ R je komutativńı okruh a necht’ ac20 ≡ 1 mod J , kde J
je ideál v R, a, c0 ∈ R. Dále necht’ 2 je invertibilńı v R. Definujme ci ∈ R,
0 < i ≤ k, následovně

ci+1 ≡
ci(3 − ac2i )

2
mod J2i+1

.

Pak plat́ı ac2k ≡ 1 mod J2k
.
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D̊ukaz. Budeme postupovat indukćı. Pro i = 0 lemma zřejmě plat́ı. Necht’ tedy
lemma plat́ı pro j ≤ i. Dokážeme platnost pro i + 1. Následuj́ıćı kongruence
poč́ıtáme modulo (J2i

)2 = J2i+1

1 − ac2i+1 ≡ 1

4
(4 − a(2ci+1)

2) ≡ 1

4
(4 − a(ci(3 − ac2i ))

2) ≡

≡ −1

4
(a3c6i − 6a2c4i + 9ac2i − 4) ≡ −1

4
(ac2i − 4)(a2c4i − 2ac2i + 1)

≡ −1

4
(ac2i − 4)(ac2i − 1)2 ≡ 0 mod J2i+1

,

posledńı kongruence plyne z indukčńıho předpokladu.

Necht’ f(x) =
∑d

i=0 cix
i je minimálńı polynom prvku ϑ nad Z ne nutně mo-

nický. Zvolme prvoč́ıslo p, pro které je f mod p ireducibilńı v Zp[x]. Existence
a nalezeńı takového to prvoč́ısla je nejslabš́ım článkem algoritmu (i následu-
j́ıćıch), protože obecně nemuśı existovat a ani neumı́me vhodně odhadnout
složitost hledáńı. Ale v praxi se ukazuje, že lze snadno tyto prvoč́ısla nalézt
(použ́ıvá se prosté zkoušeńı od nejmenš́ıho uvažovaného prvoč́ısla). Podobně
jako v části 2.3 můžeme ukázat, že

Z[ϑ]/pZ[ϑ] ∼= Zp[x]/f̄Zp[x].

Opět budeme značit ¯ prvky modulo odpov́ıdaj́ıćı č́ıslo. Protože f̄ je ireduci-
bilńı, je Zp[x]/f̄Zp[x] těleso, které obsahuje pd prvk̊u (polynomy v Zp[x] stupně
menš́ıho než d). Dále z ireducibility f̄ plyne, že f ′(ϑ) /∈ pZ[ϑ], protože jinak by
f̄ a f̄ ′ byly soudělné. I pro prvky aj+ϑbj dostáváme, že nelež́ı v pZ[ϑ], protože a
a b jsou nesoudělná. Celkově tedy máme, že γ = (f ′(ϑ))2

∏
j∈M(aj +bjϑ) nelež́ı

v pZ[ϑ] a můžeme součin vyjádřit jako nenulový polynom stupně menš́ıho než
d nad Zp (využ́ıváme izomorfismu, podobně můžeme výraz chápat jako prvek
z Z[ϑ]/pZ[ϑ]). Vše již poč́ıtáme modulo p, proto roznásobeńı neńı náročné.
V́ıme, že γ je druhou mocninou nějakého č́ısla α, které lež́ı v Z[ϑ] (toho jsme
dosáhli přenásobeńım f ′(ϑ))2). Tedy muśı existovat ξ0 ∈ Z[ϑ] tak, že

γξ̄2
0 ≡ 1 mod pZ[ϑ].

Existence plyne z toho, že γ i 1 jsou kvadratická rezidua, tedy i γ−1 muśı
být kvadratické reziduum. ξ̄0 nalezneme pomoćı upraveného Tonelli-Shanksova
algoritmu ([5] algoritmus 1.5.1), přitom je jednoznačné až na znaménko. Zřejmě
α ≡ ξ̄−1

0 mod pZ[ϑ]. Dále plat́ı i následuj́ıćı izomorfismy

Z[ϑ]/p2k

Z[ϑ] ∼= Z
p2k [x]/f̄Z

p2k [x],

kde k ≥ 0. Nyńı můžeme použ́ıt lemma 3.11 a postupně upřesňovat hleda-
nou odmocninu α. V k-tém kroku dostaneme ξ̄k, kde α ≡ ξ̄−1

k mod p2k
Z[ϑ].

Veškeré výpočty provád́ıme s polynomy podle uvedených izomorfismů, přitom
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voĺıme koeficienty tak, aby byly v absolutńı hodnotě menš́ı než (p2k − 1)/2.
Iterace zastav́ıme ve chv́ıli, kdy pro nějaké k ≥ 0 bude p2k

dostatečně velké
(v nejhorš́ım př́ıpadě dvakrát tak velké jako maximálńı odhadovaná velikost
koeficient̊u u α, tento odhad uvedeme později). Máme

α ≡ ±γξ̄k mod p2k

Z[ϑ].

A α již muśı být př́ımo rovno γξ̄k. Necht’ polynom g ∈ Z[x] odpov́ıdá prvku
γξ̄k. Pak jednoduše dostáváme ϕ(α) ≡ g(m) mod N .

Lze dokázat ([6]), že pro maximálńı velikosti koeficient̊u polynomu g(x),
který odpov́ıdá α, plat́ı, že jsou menš́ı než

d
3

2‖f‖d−2(2u‖f‖) |M|
2 ,

kde ‖f‖ =
√∑d

i=0 c
2
i a u splňuje u ≥ aj, u ≥ bj pro všechna j ∈M .

Newtonova metoda neńı př́ılǐs vhodná, protože v posledńıch iteraćıch se
již poč́ıtá s obrovskými č́ısly a výpočet zač́ıná být velmi náročný. Následuj́ıćı
metoda se snaž́ı tento problém obej́ıt za cenu ztráty univerzálnosti.

3.6.2 Couveignesova metoda

Při pohledu na Newtonovu iteračńı metodu nás jistě napadá, jestli by nebylo
možné poč́ıtat modulo v́ıce prvoč́ısel a poté použit́ım Č́ınské věty o zbytku
źıskat α. To ale neńı zcela jednoduché, protože muśıme vybrat správné odmoc-
niny (zřejmě vždy dostaneme dvě lǐśıćı se znaménkem), aby nedošlo ke kon-
fliktu známek. K určeńı správné odmocniny použijeme normu, to ale samo
o sobě nestač́ı, protože norma z −µ ∈ Z[ϑ] může být stejná jako z µ. V́ıme, že
N(−1) = (−1)d, pokud tedy je d liché, můžeme od sebe jednotlivé odmocniny
odlǐsit. Tedy Couveignes̊uv algoritmus můžeme použ́ıt pouze v př́ıpadě, kdy
polynom f je lichého stupně. Protože budeme pracovat s normami a budeme
využ́ıvat prvoideálové rozklady, muśıme pracovat ve správném oboru. Pro za-
hrnut́ı př́ıpadu, kdy by byl polynom f nemonický, opět zavedeme označeńı
se stř́ıžkami. Následuj́ıćı vztahy uvedeme obecně, tedy i pro cd = 1. Položme

γ̂ = (f̂ ′(ϑ̂))2
∏

j∈M

(cdaj + bjϑ̂).

Zbavujeme se inverze č́ısla cd. Protože f̂ ′(ϑ̂) = f ′(ϑ)cd−2
d , dostáváme vztah

γ = γ̂c
−|M |−2(d−2)
d , kde γ je definována stejně jako v Newtonově metodě. Opět

použ́ıváme f̂ ′(ϑ̂) k zajǐstěńı náležeńı odmocniny do Z[ϑ̂]. Po zbytek výpočtu

budeme c
−|M |+2(d−2)
d ignorovat, vrát́ıme se k němu až v závěru. Tedy po-

dobně jako výše jsme zajistili, aby γ̂ byl kvadrát a jeho odmocnina α̂ ležela
v Z[ϑ̂]. Z prośıvaćı fáze známe rozklady F (a,−b) na prvoč́ısla (př́ıpadně je
dopoč́ıtáme). Tedy máme
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∏

j∈M

F (aj,−bj) =
k∏

i=1

p2si
i .

A protože N(cdaj + bjϑ̂) = cd−1
d F (a,−b), dostáváme pro normu α̂ vztah

N(α̂) = ±N(f̂ ′(ϑ̂))c
(d−1)|M |/2
d

k∏

i=1

psi
i . (3.12)

Pro daľśı výpočet mı́sto ±N(f̂ ′(ϑ̂)) bereme jeho absolutńı hodnotu. Necht’ tedy
B je maximálńı odhad pro velikost koeficient̊u polynomu g(x) odpov́ıdaj́ıćımu

č́ıslu α̂. Našim ćılem je vypoč́ıtat g(cdm) mod N (cdm je kořenem f̂). Nej-
prve nalezneme několik prvoč́ısel q1, . . . , ql, každé muśı splňovat podmı́nky pro
Newtonovu metodu, a k nim exponenty e1, . . . , el tak, aby

Z = q2e1

1 · . . . · q2el

l > B.

Přitom chceme, aby zi = q2ei

i ≈ N . Položme Zi = Z/zi. Protože nepotřebuje-
me znát př́ımo α̂ ale jen ϕ(α̂) ≡ g(cdm) mod N , využijeme ještě následuj́ıćı
dvě lemmata.

Lemma 3.12. Necht’ Z, Zi a zi ∈ Z jsou definována jako výše a necht’ pro
ai ∈ Z plat́ı aiZi ≡ 1 mod zi, 1 ≤ i ≤ l. Pak pro u ∈ Z, |u| ≤ Z/2, plat́ı

u ≡
k∑

i=1

aiuiZi − rZ mod N,

kde ui ≡ u mod zi a r ∈ Z splňuje |(∑l
i=1 aiuiz

−1
i ) − r| ≤ 1/2.

D̊ukaz. Necht’ v =
∑l

i=1 aiuiZi (tedy u ≡ v mod Z podle Lagrangeova al-
goritmu). Pak zřejmě v ≡ v − rZ mod Z. A z podmı́nky pro r dostáváme
|v − rZ| ≤ Z/2, protože

∑l
i=1 aiuiz

−1
i = v/Z. Pak ovšem u = v − rZ a tento

vztah tedy plat́ı i modulo N .

Č́ıslo r dostaneme použ́ıt́ım druhého lemma.

Lemma 3.13. Při nezměněném označeńı. Necht’ 0 < ε < 1
2Z

, kde Z je liché,

a necht’ ρ ∈ R splňuje |(∑l
i=1 aiuiz

−1
i )− ρ| < ε. Pak r z předchoźıho lemma je

nejblǐzš́ım celým č́ıslem k ρ.

D̊ukaz. Podle předpokladu je |u| ≤ Z/2, ale protože Z je liché, máme nav́ıc
|u| ≤ (Z − 1)/2. Tedy

|u| ≤ Z − 1

2
= Z

(
1

2
− 1

2Z

)
< Z

(
1

2
− ε

)
.
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Z předchoźıho lemma v́ıme, že u = v − rZ, proto |v/Z − r| = |u|/Z < 1
2
− ε.

Dále z vlastnosti ρ máme |v/Z− ρ| < ε. Dáme obě dvě nerovnosti dohromady
a dostáváme

|ρ− r| = |ρ− v/Z + v/Z − r| ≤ |v/Z − ρ| + |v/Z − r| < ε+
1

2
− ε =

1

2
.

Postupujeme tedy následovně. Pro každé prvoč́ıslo qi pust́ıme Newton̊uv
iteračńı algorimus, který zastav́ıme po ei kroćıch (poč́ıtáme v Z[ϑ̂] s př́ısluš-

ným polynomem f̂). Z Newtonova algoritmu dostaneme ξ̄i, ei
∈ Z[ϑ̂], 1 ≤ i ≤ l

tak, že

α̂ ≡ ±γ̂ξ̄i, ei
mod q2ei

i Z[ϑ̂].

Dále vypoč́ıtáme normu α̂ podle 3.12 modulo qi. Protože polynom f̂ je mo-
dulo qi ireducibilńı, nemůže být tato norma dělitelná qi. Vypoč́ıtáme i normu
źıskaného γ̂ξ̄i, ei

, chápanou v konečném tělese s qd
i prvky, podle vzorce

N(ζ) ≡ ζ
qd
i −1

qi−1 mod qi.

Pokud se normy lǐśı zvoĺıme −γ̂ξ̄i, ei
. Necht’ gi(x) ∈ Z[x] je odpov́ıdaj́ıćı po-

lynomiálńı reprezentace. Pak g(cdm) ≡ gi(cdm) mod zi = q2ei

i ). Klademe-li
u = g(cdm) a ui = gi(cdm), pak splňujeme podmı́nky uvedených lemmat
a tedy pomoćı nich vypoč́ıtáme hledané g(cdm) mod N .

Nyńı se již můžeme vrátit k vedoućımu koeficientu polynomu f . V́ıme, že
α = α̂c

−|M |/2−d+2
d , kde cd ∈ Z, a podle předpoklad̊u je |M | sudé. Tedy pokud

rozš́ı̌ŕıme homomorfismus ϕ dostaneme

ϕ(α) ≡ ϕ(α̂)ϕ(cd)
−|M |/2−d+2 mod N.

Máme ϕ(cd) = cd a inverzi již poč́ıtáme modulo N . Pokud nelze naj́ıt, můžeme
źıskat netriviálńıho dělitele N z gcd(N, cd). Pro implementaci je vhodněǰśı

č́ıslem c
|M |/2+d−2
d vynásobit druhou odmocninu v konečné kongruenci.

V práci [2] můžeme nalézt chytrý zp̊usob, jak se zcela vyhnout Newtonovu
iteračńımu algoritmu. Definujme

α̂zi
≡ γ̂

1+zi(1+...+zd−2

i )/2
zi /Nzi

mod zi,

pro i = 1, . . . l. Kde γ̂zi
≡ γ̂ mod zi = qei

i a Nzi
≡ N(α̂) mod zi. Tyto výpočty

nejsou př́ılǐs náročné. Z rovnosti vypoč́ıtaných norem modulo zi dostáváme

α̂Nzi
≡ α̂α̂

qd
i −1

qi−1 ≡ γ̂1+zi(1+...+zd−2

i )/2 ≡ γ̂
1+zi(1+...+zd−2

i )/2
zi ≡ α̂zi

Nzi
mod zi.

Tedy protože v́ıme, že Nzi
neńı dělitelné zi, máme α̂ ≡ α̂zi

mod zi.
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3.6.3 Montgomeryho metoda

Posledńı metoda vycháźı z návrh̊u Peter L. Montgomeryho [24]. Jej́ı prvńı
implementace je uvedena v [9]. My se zaměř́ıme na upravenou verzi pocházej́ıćı
od Phonga Nguyena [26]. Tato metoda využ́ıvá možné rozš́ı̌reńı homomorfismu
ϕ : Z[ϑ] → ZN na Q[ϑ] (toto rozš́ı̌reńı jsme využili i u Couveignesovy metody),
tedy

ϕ : Q[ϑ] → ZN , ϕ(ϑ) ≡ m mod N, ϕ(
a

b
) ≡ ab−1 mod N,

a

b
∈ Q.

ϕ je správně definované jen pokud gcd(b, N) = 1, ale v opačném př́ıpadě
nalezneme netriviálńıho dělitele N . Definujme několik potřebných pojmů.

Definice 3.14. Necht’ I je grupa lomených ideál̊u č́ıselného tělesa K a necht’

I =
∏

i=0

P ei
i

∏

i=0

Q−fi

i

je prvoideálový rozklad lomeného ideálu I ∈ I, kde ei > 0, fi > 0. Pak
definujme

num(I) =
∏

i=0

P ei
i a den(I) =

∏

i=0

Qfi

i .

Označujeme jako numenátor a denominátor I. Dále definujme složitost I

C(I) = N (num(I))N (den(I)).

Mějme dánu množinu exponent̊u S = {sj ; sj ∈ {−1, 1}, j ∈ M} (jak ji
volit poṕı̌seme později). Pak dostáváme

ϕ(
∏

j∈M

(aj + bjϑ1)
sj ) ≡ ϕ(

∏

j∈M

(aj + bjϑ2)
sj ) mod N.

Položme

γ =
∏

j∈M

(aj + bjϑ)sj .

Zřejmě takto zvolené γ je opět kvadrát, nav́ıc známe prvoideálový rozklad
lomeného ideálu (γ) v OK (tento rozklad źıskáme z faktorizace F (aj,−bj),
přitom muśıme započ́ıtat i možnou nemoničnost polynomu f), každý prvo-
ideál v tomto př́ıpadě potřebujeme reprezentovat i celoč́ıselnou báźı (prvky
báze vyjadřujeme pomoćı pevně zvolené celistvé báze OK). Vhodnou volbou
množiny S můžeme dosáhnout vykráceńı některých prvoideál̊u, t́ım zmenšit
složitost ideálu (γ) a udělat ho jednodušš́ı pro daľśı výpočty. Našim ćılem bude
naj́ıt odmocninu γ. Protože známe rozklad lomeného ideálu (γ), můžeme z něj
źıskat prvoideálový rozklad lomeného ideálu (α) =

√
(γ). Pořád ale plat́ı, že
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roznásobeńı by bylo př́ılǐs náročné, proto použijeme iteračńı postup. V každém
kroku vybereme ještě dostatečně malý ideál Il, stř́ıdavě z numerátoru a de-
nominátoru, a nalezneme v něm malé celé algebraické č́ıslo δl. Pomoćı nich
dostaneme odmocninu z γ. Položme tedy

γ1 = γ =
∏

j∈M

(aj + bjϑ)sj ,

v1 = 1 pokudN(γ) > 1, jinak − 1,

G1 =
√

(γ),

H1 = (1).

γl můžeme považovat za chybu aproximace α v l-tém kroku. vl určuje zda
vyb́ıráme z numerátoru, nebo z denominátoru. Gl je lomený ideál, který apro-
ximuje

√
(γl) aHl je ideál, který odpov́ıdá chybě této aproximace. Pro (l+1)-ńı

krok tedy volme

γl+1 = γlδ
−2vl
l ,

vl+1 = −vl,

Gl+1 = Gl

(
Il
Hl

)−vl

,

Hl+1 =
(δl)

Il
.

Dř́ıve než poṕı̌seme, jak źıskat ideál Il a č́ıslo δl, uvedeme vztahy, které indukćı
plynou z definice l-tého kroku

γ = γl

(
l−1∏

j=1

δ
vj

j

)2

, (3.13)

Gl = Hvl
l

√
(γl). (3.14)

Tedy
∏l−1

j=1 δ
vj

j je aproximace α v l-tém kroku s chybou γl (γl je zřejmě také
čtverec). Postupným iterováńım budeme cht́ıt dosáhnout velmi malého γl,
abychom mohli př́ımo vypoč́ıtat jeho odmocninu.

Ideál Il vytvoř́ıme tak, že ideál Hl postupně násob́ıme největš́ım možným
prvoideálem, včetně odpov́ıdaj́ıćı mocniny, z num(Gl), nebo den(Gl) (záviśı
na znaménku vl). Přitom chceme, aby norma Il nebyla větš́ı než předem zvo-
lená konstanta Lmax. Protože prvoideály nejsou př́ılǐs velké, tento postup fun-
guje dobře. Zároveň můžeme rovnou upravovat prvoideálovou faktorizaci Gl+1.
V každé iteraci tedy snižujeme C(Gl), a proto nakonec norma ideálu Il bude
mnohem menš́ı než Lmax. Dále chceme naj́ıt ve vytvořeném ideálu Il alge-
braické č́ıslo δl tak, aby norma N ((δl)/Il) byla co nejmenš́ı, k tomu použijeme
známý LLL-algoritmus [20] (problém odpov́ıdá nalezeńı minimálńıho vektoru).
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Na ideál Il se můžeme d́ıvat i jako na mř́ıžku nad Z, proto můžeme vypoč́ıtat
jeho LLL-redukovanou bázi (vzhledem k eukleidovské normě). V implemen-
taćıch reprezentujeme ideály jejich HNF matićı (Hermitovská normálńı forma,
[5]), kde jednotlivé sloupce představuj́ı prvky báze a matice je trojúhelńıková.
To je velmi výhodné pro poč́ıtáńı, ale taková to báze je špatně vyvážená
a některé prvky mohou být př́ılǐs velké. Proto muśıme nejprve použ́ıt LLL
k jej́ı redukci (konstanta Lmax omezuj́ıćı normu ideálu Il je volena tak, aby byla
co největš́ı, ale přitom aby algoritmus LLL ještě stále velmi rychle vypoč́ıtal
redukovanou bázi). Necht’ tedy {µ1, . . . , µd} je redukovaná báze Il. Položme

ξi =
c

|σi(γl)|sl/2
, kde cd =

Lmax

N (Il)

√
|N(γl)|sl

disc(K)
,

pro i = 1, . . . , d (σi jsou r̊uzná vnořeńı K do C). Nyńı zavedeme homomorfis-
mus Ω, který nám umožńı naj́ıt č́ıslo δl.

Ω : OK → R2d, Ω(µ) = (v1, . . . , vd, ξ1σ1(µ), . . . , ξdσd(µ)),

pro µ =
∑d

i=1 viϑi, kde {ϑ1, . . . , ϑd} je pevně zvolená celistvá báze OK . Po-
kud by polynom f měl i komplexńı kořeny, pak nahrad́ıme konjugované páry
σi, σ̄i za

√
2 · ℜ(σi),

√
2 · ℑ(σi) v definici Ω. Pomoćı homomorfismu Ω vy-

tvoř́ıme reálnou matici 2d × d se sloupcovými vektory Ω(µi). O této matici
neńı těžké dokázat, že horńı čtvercová matice má absolutńı hodnotu deter-
minantu rovnu N (Il) a dolńı rovnu Lmax. Opět použijeme algoritmus LLL
a tuto matici, kterou nejprve zaokrouhĺıme na celá č́ısla, zredukujeme. Jako
δl voĺıme algebraické č́ıslo, jehož koeficienty v celistvé bázi {ϑ1, . . . , ϑd} od-
pov́ıdaj́ıćı prvńım d prvk̊um v prvńım sloupci výsledné redukované matice.
Pomoćı následuj́ıćıho tvrzeńı dokážeme, že se proces nakonec zastav́ı (d̊ukaz
tvrzeńı lze nalézt v dodatku [26]).

Věta 3.15. Existuje konstanta C závislá pouze na č́ıselném tělese K taková,
že pro algebraické č́ıslo δl vypoč́ıtané výše uvedeným zp̊usobem plat́ı

|N(δl)| ≤ C · N (Il).

Tedy N (Hl) ≤ C.

Iteračńı proces zastav́ıme ve chv́ıli, kdy C(Gl) = 1. Prošli jsme všechny prvo-
ideály z rozkladu lomeného ideálu (γ) a můžeme ukázat, že algebraické č́ıslo
γl je již dostatečně malé. Tato situace muśı nastat, pokud Lmax ≫ C. Protože
na začátku požadujeme, aby num(

√
(γ)) a den(

√
(γ)) měli přibližně stejně

velké normy, plat́ı v každém kroku podle předchoźıho tvrzeńı, že N (Il/Hl) ≈
Lmax/C. Pak ale ze vztahu

C(Gl+1) = (N (Il/Hl))
−1C(Gl)

dostáváme C(Gl) ≈ (C/Lmax)
l−1C(G1). Tedy pokud Lmax/C je větš́ı než prvo-

č́ısla děĺıćı C(G1) = C(
√

(γ)), je možné ukázat, že po maximálně 2⌈log2(C(G1))⌉
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iteraćıch dostaneme C(Gl) = 1. Pokud by v posledńı iteraci bylo vl = 1, pak
provedeme ještě jeden krok, ve kterém klademe Il+1 = Hl.

Po ukončeńı iteraćı tedy máme C(GL) = 1 a vL = −1. Podle vztahu
3.13 nám k nalezeńı α stač́ı vypoč́ıtat odmocninu z γL. Z 3.14 dostáváme
HL =

√
(γL) a tedy podle předchoźıho tvrzeńı je C2 horńı odhad pro normu

algebraického č́ısla γL. Z tohoto odhadu normy ale neplyne, že by celoč́ıselné
koeficienty γL musely být také malé, avšak v praxi jsou. Proto můžeme od-
mocninu z γL vypoč́ıtat klasickým zp̊usobem ([5] algoritmus 3.6.4). Na závěr
známe jak δj , 1 ≤ j ≤ L − 1, tak i

√
γL a hledanou odmocninu α dostáváme

jako

α =
√
γL

L−1∏

j=1

δ
vj

j .

Přitom rovnou můžeme využ́ıt homomorfismus ϕ a některé výpočty přesunout
do ZN .

Nyńı když již v́ıme, jaké požadavky má splňovat množina exponent̊u S
(vykráceńı maximálńıho počtu prvoideál̊u, N (den((γ))) ≈ N (num((γ)))) uve-
deme možné postupy jak ji źıskat. Zřejmě jedna z možnost́ı je množinu S
vybrat náhodně. Daľśı zp̊usob je podobný tomu, jak jsme volili ideál Il (gre-
edy strategy). Nejprve zvoĺıme S náhodně a urč́ıme normu denominátoru a nu-
merátoru. Poté postupně procháźıme jednotlivé ideály (aj+bjϑ) a rozhodujeme
se, jestli by nebylo vhodněǰśı ideál přesunout (porovnáváme změnu norem de-
nominátoru a numerátoru po přehozeńı). Jako nejlepš́ı zp̊usob volby množiny
S se ukazuje metoda založená na algoritmu simulated annealing, podrobnosti
lze nalézt v [26].

Složitost Montgomeryho algoritmu je podobně jako všech předchoźıch velmi
špatně teoreticky spočitatelná, ale odhaduje se a v praxi potvrzuje, že tento
algoritmus má lineárńı složitost v |M |.
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Kapitola 4

Měřeńı

Ćılem měřeńı je porovnat efektivnost uvedených prośıvaćıch metod (část 3.3).
Budeme se snažit odhalit kolik dobrých relaćı existuje, kolik se jich skutečně
podař́ı nalézt, př́ıpadně kolik je jich špatně označeno jako dobré. Kromě typu
prośıváńı má na úspěšnost velký vliv i volba prośıvaćı meze. Podrobněji roze-
bereme zp̊usoby jej́ıho určeńı. Z měřeńı také vyplyne, že je vhodné použ́ıvat
u klasického prośıváńı v́ıce meźı pro jeden řádek a jak tyto meze nejlépe volit,
abychom dosáhli lepš́ıch výsledk̊u než při použit́ı jedné hodnoty.

4.1 Postup měřeńı

K měřeńı efektivnosti mř́ıžového a klasického řádkového prośıváńı byla použita
implementace č́ıselného śıta naprogramována na katedře algebry. Zvoleno bylo
100 ciferné č́ıslo

N = 2989046567036978550147742423005694006167832315396\
893622924826984640414223954632312857062757719936727.

Výběr řádu byl volen s předpokladem, že se již projev́ı rozd́ıly mezi prośıvaćımi
metodami. Pomoćı prvńı fáze algoritmu byl vybrán polynom

f(x) = 168870730448535948x4 − 150062462444309572x3

−5530126081182449077x2 − 248446423232885294x

+1474907726044864575

s kořenem m = 364749390441717315494. Použita byla m-base metoda. Ve-
likosti faktorizačńıch báźı byly voleny pro obě prośıvaćı metody stejné a to
BI = 1000000 pro lineárńı polynom (dále integrálńı část/báze) aBA = 5000000
pro polynom f(x) (dále algebraická část/báze). Tyto hodnoty se ukázaly být
dostatečné. Při použit́ı menš́ıch velikost́ı by bylo potřeba v́ıce měřeńı k nale-
zeńı relevantńıho počtu dobrých relaćı. Prośıvaćı interval pro klasické prośıváńı
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byl [−I, I], kde I = 5000000. Volba byla provedena s ohledem na mř́ıžové
prośıváńı, kde prośıvaćı oblast byla S = [−213, 213] × [1, 213].

Pomoćı obou metod jsem kompletně prosel a faktorizoval určitou část
uvažované prośıvaćı oblasti. U klasického prośıváńı jsem zvolil několik repre-
zentativńıch hodnot b ∈ [1, 50000000] (viz tabulka 4.1). Použitá implementace
zohledňuje při prośıváńı velikost cache. Velikost najednou prośıvaného bloku
je 65536. Tedy jeden řádek u klasického prośıváńı se rozděĺı na 154 blok̊u.
Proto jsem u mř́ıžového prośıváńı pro zvolená speciálńı prvoč́ısla Qk provedl
zmı́něné prośıváńı pouze pro bloky ve zvoleném rozmeźı 1-154 a 1001-1154
(z celkového počtu 2048). Domńıvám se, že uvedené restrikce nemaj́ı zásadńı
vliv na přesnost měřeńı, kromě v daľśı části uvedených a očekáváných př́ıpad̊u.

Metoda prośıváńı Označeńı Hodnoty

klasická B1 b = 1, 2
klasická B50 b = 50000, 50001
klasická B100 b = 100000, 100001
klasická B250 b = 250000, 250001
klasická B500 b = 500000, 500001
klasická B1000 b = 1000000, 1000001
mř́ıžová Q1 Q1 = 5000011
mř́ıžová Q2 Q2 = 5001071
mř́ıžová Q3 Q3 = 5154823

Tabulka 4.1: Použité hodnoty pro prośıváńı

4.2 Výsledky měřeńı

V prvńım př́ıpadě se zaměř́ıme na celkové počty existuj́ıćıch dobrých relaćı.
Jako dobrou relaci uvažujeme až 2,2-částečně hladkou relaci. Tedy započ́ı-
táváme relace, pro které zbytek integrálńı a algebraické normy po vyděleńı
všemi prvoč́ısly z dané faktorizačńı báze je menš́ı než odpov́ıdaj́ıćı mez. Tyto
meze jsou BMI = (128 · BI)

2 a BMA = (128 · BA)2. Z časových d̊uvod̊u ne-
provád́ıme kompletńı faktorizaci zbytk̊u norem. Tady se dopoušt́ıme možné
chyby v určeńı dobré relace, protože může nastat př́ıpad, kdy zbytek normy
je prvoč́ıslo, nebo jeden z dělitel̊u je př́ıĺı̌s velký (potom se nejedná o dobrou
relaci). Protože toto nastává pro oba př́ıpady se stejnou pravděpodobnost́ı,
můžeme to zanedbat. Dále uvažujeme pouze dvojice (a, b), kde gcd(a, b) = 1.
To je d̊uvod, proč u klasického prośıváńı použ́ıváme dva řádky. Pro sudé řádky
je až 60 % dvojic soudělných. V tabulce 4.2 vid́ıme, že mř́ıžkové prośıváńı po-
skytuje přibližně dvakrát v́ıce dobrých relaćı než klasické prośıváńı. To vyplývá
z toho, že i když jsou pr̊uměrné hodnoty F (a, b) u mř́ıžového prośıváńı větš́ı než
pr̊uměrné hodnoty u klasického prośıváńı, po vyděleńı speciálńım prvoč́ıslem
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Qk jsou již daleko menš́ı. Na tento rozd́ıl má vliv velikost intervalu u klasického
prośıváńı, pokud by byl mnohem menš́ı, pak by i pr̊uměrné hodnoty byly menš́ı.
Ale pokud použijeme př́ılǐs malý interval, pak hroźı, že vyčerpáme všechny
možnosti dř́ıve než nalezneme dostatek relaćı. Jak bude patrné ńıže, efektiv-
nost klasického prośıváńı se snižuje s rostoućım b. Při vyzkoušeńı menš́ıho
intervalu I = 1000000 bylo patrné zlepšeńı efektivnosti ale i jej́ı následný pro-
pad. Celkově se ale menš́ı interval neukázal jako výhodněǰśı. Výraznou výjimku
představuje př́ıpad B1, přesněji když b = 1. V této situaci jsou všechny dvo-
jice (a, b) nesoudělné a to spolu s malou hodnotou b přisṕıvá k tak výraznému
rozd́ılu. Lze očekávat, že několik prvńıch řádk̊u bude mı́t velmi dobré vlast-
nosti.

Př́ıpad Počet dobrých relaćı Výskyt dobrých relaćı [10−4]

B1 47317 23,44
B50 10443 5,17
B100 10265 5,09
B250 9667 4,79
B500 7070 3,50
B1000 5788 2,87

Q1 20050 9,93
Q2 27047 13,40
Q3 25794 12,78

Tabulka 4.2: Celkové počet dobrých relaćı

V́ıce existuj́ıch dobrých relaćı u mř́ıžového prośıváńı je jistě velmi dobrá
zpráva, ale dokážeme je efektivně identifikovat? Porovnáme tedy efektivnost
klasického a mř́ıžového prośıváńı, přitom se zaměř́ıme na několik věćı:

(i) Kolik dobrých relaćı identifikujeme?

(ii) Kolik procent z dobrých relaćı neodhaĺıme (Nenalezeno)?

(iii) Kolik procent z kandidát̊u neńı dobrou relaćı (Omyl)?

Jak jsme řekli v části 3.3, ke správnému identifikováńı kandidát̊u potřebujeme
vhodně zvolit prośıvaćı mez. Začneme tedy s odhadem pr̊uměrných funkčńıch
hodnot nad prośıvaćımi oblastmi. Nejprve ale zavedeme několik označeńı pro
zjednodušeńı zápisu. Pro zbytek kapitoly budeme uvažovat pouze logaritmus
o základu 4. Necht’

Hk(i, j) = F (iv
(k)
1 + jv

(k)
2 ,−iw(k)

1 − jw
(k)
2 ),

kde {(v(k)
1 , w

(k)
1 ), (v

(k)
2 , w

(k)
2 )} je redukovaná báze mř́ıžky odpov́ıdaj́ıćı speciál-

ńımu prvoč́ıslu Qk. Necht’ IQk
= [−213

√
Qk, 2

13
√
Qk] × [1, 213

√
Qk].
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Prvńı možnost́ı jak spoč́ıtat pr̊uměrnou hodnotu F (a, b) nad prośıvaćımi
oblastmi je použ́ıt integrál. Protože funkce F (x, y) může nabývat i záporných
hodnot, vypoč́ıtáme raději

√∫ I

−I

(F (x,−b))2dx/(2I)

pro klasické prośıváńı a

√∫∫

IS

(H(i, j))2didj/(|S|)

pro mř́ıžové prośıváńı. Jak se ukázalo, tyto odhady nejsou zcela přesné, pokud
jako nejlepš́ı variantu považujeme pr̊uměrnou hodnotu (modus se ukázal jako
méně výhodný). Pro klasické prośıváńı jsou výsledné logaritmy pro uvažované
hodnoty b téměř stejné, ale až pro b = 1000000 odpov́ıdá logaritmus namě-
řeným hodnotám. U mř́ıžkového prośıváńı by bylo časově nevýhodné vyjádřit
funkciH(i, j) a vypoč́ıtat uvedený integrál při každé změně speciálńıho prvoč́ıs-
la. Podobně nevýhodné by bylo poč́ıtat tento integrál s funkćı F (x, y) na oblasti
IQk

(hodnoty se moc nelǐśı). Protože r̊uzná prvoč́ısla Qk maj́ı minimálńı vliv
na výsledný integrál je lepš́ı použ́ıt jen jedno. Tedy opět by stačilo pouze
jednou vypoč́ıtat vhodný integrál. V tomto př́ıpadě je již výsledná hodnota
lepš́ı (alespoň v mnou uvažovaných př́ıpadech) a odchylka je minimálńı.

Daľśı možnost́ı je zkusmo vybrat několik pár̊u (a, b) a vypoč́ıtat pr̊uměr
jejich norem. Tento př́ıstup je v tomto př́ıpadě zcela přesný jak dokazuje ta-
bulka 4.3. A dá se předpokládat, že pro velká faktorizovaná č́ısla N bude také
úspěšný. U mř́ıžového prośıváńı se poč́ıtá s polynomy Hk(i, j) a výpočet se
tedy muśı provést při každé změně speciálńıho prvoč́ısla, to ale neńı náročné
(k uvedeným výpočt̊um stačilo použ́ıt 128 pár̊u).

Př́ıpad Naměřené hodnoty Naměřený rozptyl Integrál Zkusmé výpočty

B1 70 3,00 72 70
B50 70 2,85 72 70
B100 70 2,70 72 70
B250 70 2,27 72 70
B500 71 1,45 72 71
B1000 72 1,13 72 72

Q1 78 2,25 78 78
Q2 76 1,85 78 76
Q3 77 1,78 78 77

Tabulka 4.3: Odhady funkčńıch hodnot - v logaritmech

Pro integrálńı část je situace v obou př́ıpadech mnohem jednodušš́ı a lze
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velmi snadno naj́ıt dobrý odhad funkčńıch hodnot, nav́ıc velikost integrálńı
faktorizačńı báze bývá velmi často nadhodnocena.

Při hodnoceńı efektivnosti prośıváńı se zaměř́ıme na několik možnost́ı.

a) Známe pr̊uměrnou hodnotu logaritmu funkčńıch hodnot nad prośıvaćım
intervalem.

b) Dále známe i očekávanou chybu při prośıváńı.

c) Pro každý blok známe pr̊uměrnou hodnotu logaritmu funkčńıch hodnot
a očekávanou chybu.

d) Použijeme vypoč́ıtanou pr̊uměrnou hodnotu logaritmu funkčńıch hodnot
a očekávanou chybu.

Protože naše implementace neprośıvá s malými prvoč́ısly a jejich mocninami
(prvoč́ısla menš́ı než 128), docháźı při prośıváńı k chybě. Tuto chybu lze jed-
noduše odhadnout. Pro integrálńı část dostáváme

eI =
∑

p<128

log(p)

p− 1
= 3, 16

a pokud rp je počet kořen̊u polynomu f(x) modulo p, pak dostáváme pro
algebraickou část

eA =
∑

p<128

rp log(p)

p− 1
= 4, 35.

Je tedy vhodné při určováńı meze s touto chybou poč́ıtat. V prvńı možnosti
použ́ıváme přesný odhad pr̊uměrných hodnot funkčńıch hodnot, ale neza-
poč́ıtáme prośıvaćı chybu. Jak ukazuj́ı tabulky s výsledky, při této variantě
máme velice malou úspěšnost, protože jsme př́ılǐs restriktivńı, proto se také
nedopust́ıme mnoha chybných označeńı. V druhé možnosti již započ́ıtáme
i chybu a vid́ıme, že dostáváme nejlepš́ı výsledky pro mř́ıžové prośıváńı. Třet́ı
možnost poč́ıtá ještě s jemněǰśım určováńım pr̊uměrných funkčńıch hodnot.
V popisu algoritmu jsme uvedli, že se pro prośıvaćı řádek voĺı pouze jedna
pevná mez. Toto omezeńı souviśı hlavně s implementaćı algoritmu, protože
je mnohem rychleǰśı inicializovat prośıvaćı pole jednou hodnotou, než několika
r̊uznými. Ale pokud máme prośıvaćı interval rozdělený na bloky, tak neńı nutné
použ́ıvat pouze jednu mez. Avšak jak rychle vhodnou mez vypoč́ıtat? Z měřeńı
vyplývá, že logaritmus funkčńı hodnoty v bloku je téměř vždy stejný. Exis-
tuje několik výjimek, např́ıklad když docháźı k pozvolné změně v logaritmu,
nebo v okoĺı kořen̊u funkce. Ale takových blok̊u je minimum. Tedy jako dobrá
volba se jev́ı logaritmus funkčńı hodnoty uprostřed bloku. Aby nedošlo k velké
chybě v př́ıpadě bloku s kořenem funkce, je vhodné př́ılǐs velké výkyvy hĺıdat
a korigovat. Nadruhou stranu neńı pravda, že by přesná znalost logaritmu
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funkčńı hodnoty vedla ke stoprocentńı úspěšnosti kandidát̊u. Stále se proje-
vuje chyba prośıváńı a možné zaokrouhlovaćı chyby. Tyto chyby můžeme eli-
minovat pouze v pr̊uměru. Z tabulky 4.4 je zřejmé, že tato možnost je nejlepš́ı
pro klasické prośıváńı. Ale ani v tomto př́ıpadě neńı celkově úspěšněǰśı než
mř́ıžové prośıváńı. Přitom dosahuje lepš́ıch d́ılč́ıch výsledk̊u. Je lepš́ı v hledáńı
a nedopoušt́ı se tolika omyl̊u v označováńı kandidát̊u. Pro mř́ıžové prośıváńı
je třet́ı možnost stejná jako druhá, nedocháźı k žádným rozd́ıl̊um. Posledńı
možnost použ́ıvá pomoćı integrálu vypoč́ıtanou pr̊uměrnou funkčńı hodnotu
a započ́ıtává do meze i chybu prośıváńı.

Př́ıpad Možnost Počet

kandidát̊u

Počet

dobrých

kandidát̊u

Výskyt

dobrých

kandidát̊u

[10−4]

Nenalezeno [%] Omyl [%]

B1 a) 8025 7736 3,83 83,65 3,60
B1 b) 37850 23165 11,48 51,04 38,80
B1 c) 42996 29903 14,81 36,80 30,45
B1 d) 24021 17646 8,74 62,71 26,54
B50 a) 1809 1732 0,86 83,41 4,26
B50 b) 8591 5056 2,50 51,58 41,15
B50 c) 9465 6240 3,09 40,25 34,07
B50 d) 5576 3904 1,93 62,62 29,99
B100 a) 2006 1895 0,99 81,54 5,53
B100 b) 10348 5624 2,79 45,21 45,65
B100 c) 10743 6620 3,28 35,51 38,38
B100 d) 6599 4444 2,20 56,71 32,66
B250 a) 1718 1662 0,82 82,81 3,26
B250 b) 9449 5408 2,68 44,06 42,77
B250 c) 9065 5763 2,86 40,38 36,43
B250 d) 6097 4258 2,11 55,95 30,16
B500 a) 1204 1173 0,58 83,42 2,62
B500 b) 7665 4190 2,08 40,74 45,34
B500 c) 8120 4512 2,24 36,19 44,44
B500 d) 6034 3699 1,83 47,67 38,69
B1000 a) 907 901 0,45 84,43 0,66
B1000 b) 5135 3227 1,60 44,25 37,16
B1000 c) 5240 3332 1,65 42,43 36,41
B1000 d) 5135 3227 1,60 44,25 37,16

Tabulka 4.4: Výsledky pro klasické prośıváńı

Z tabulky 4.4 je patrný pozvolný pokles výskytu dobrých kandidát̊u, tento
pokles koresponduje s poklesem existuj́ıćıch dobrých relaćı. Přestože prvńıch
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několik (možná několik tiśıc) řádk̊u je velmi dobrých, celkově je klasické pro-
śıváńı výrazně horš́ı než mř́ıžové prośıváńı, u kterého vid́ıme pouze větš́ı od-
chyklu u př́ıpadu Q1. Avšak klasické prośıváńı je možné drobnými úpravami,
které maj́ı jen minimálńı vliv na rychlost prośıváńı, částečně zlepšit jemněǰśı
volbou meze.

Př́ıpad Možnost Počet

kandidát̊u

Počet

dobrých

kandidát̊u

Výskyt

dobrých

kandidát̊u

[10−4]

Nenalezeno [%] Omyl [%]

Q1 a) 2702 2527 1,25 87,40 6,48
Q1 b) 14813 8487 4,20 57,67 42,71
Q1 d) 13266 7926 3,93 60,47 40,25
Q2 a) 4369 4150 2,06 84,66 5,01
Q2 b) 22436 13113 6,50 51,52 41,55
Q2 d) 13186 9241 4,58 65,83 29,92
Q3 a) 3415 3322 1,65 87,12 2,72
Q3 b) 17049 11265 5,58 56,33 33,93
Q3 d) 11126 8294 4,11 67,85 25,45

Tabulka 4.5: Výsledky pro mř́ıžové prośıváńı

Při reálných výpočtech je ale mnohem d̊uležitěǰśı kolik dobrých relaćı o-
pravdu nalezneme za určitý čas než jejich výskyt. Klasické prośıváńı d́ıky své
rychlosti a jednoduchosti nemuśı zkoušet mnoho relaćı, když nemá zaručeno,
že budou dobré. Mnohem lepš́ı strategíı je proj́ıt velké množstv́ı relaćı a být re-
striktivněǰśı při určováńı kandidát̊u. To plat́ı i pro mř́ıžové prośıváńı. Abychom
dosáhli nejlepš́ıch poměr̊u v odhalováńı dobrých relaćı snaž́ıme se, aby mez byla
co nejbĺıže logaritmu funkčńı hodnoty. Ale pokud se zaměř́ıme na rychlost,
chceme mı́t jistotu, že když začneme náročnou faktorizaci kandidát̊u, tak bude
úspěšná. Výhoda mř́ıžového prośıváńı oproti klasickému je pouze ve větš́ım
výskytu dobrých relaćı, jinak je mř́ıžové prośıváńı pomaleǰśı a náročněǰśı. Naše
implementace č́ıselného śıta optimalizuje hodnotu meze podle nalezených re-
laćı. Pokud se snaž́ıme faktorizovat př́ılǐs mnoho kandidát̊u, kteř́ı se ukáž́ı být
špatnými, tak je mez zvýšena. Naopak pokud testuje jen pár kadidát̊u a přitom
téměř všechni jsou dobř́ı, tak se snaž́ıme jich nalézt v́ıce, tedy mez sńıž́ıme. Pro-
vedl jsem několik částečných prośıváńı, abych zjistil reálnou rychlost nalézáńı
dobrých relaćı. Tabulka 4.6 shrnuje tyto měřeńı. Kromě uvedeného m-base
polynomu byla použita i varianta se dvěma kvadratickými polynomy, která
by podle části 3.2 mohla být již rychleǰśı. Ale jak ukazuj́ı naměřené hodnoty,
tak v tomto př́ıpadě tomu tak neńı. Pravděpodobně je potřeba větš́ı č́ıslo N .
Pokud bychom hodnoty brali tak, jak jsou uvedeny v tabulce 4.6, odvozovali
bychom, že v tomto př́ıpadě je klasické prośıváńı rychleǰśı než mř́ıžové. Ale
mř́ıžové prośıváńı má tuto rychlost téměř konstatńı (s měńıćım se speciálńım
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prvoč́ıslem), zat́ımco u klasického prośıváńı klesá s rostoućım b v souvislosti
s t́ım, jak klesá výskyt dobrých relaćı. Po pár deśıtkách tiśıc řádk̊u bude
pr̊uměrná hodnota podobná jako u mř́ıžového prośıváńı. Dále se ukazuje, že
volit mez pro každý blok u klasického prośıváńı zvlášt’ je výhodné. Menš́ı efek-
tivita mř́ıžového prośıváńı je také zp̊usobena rezervami v naš́ı implementaci
mř́ıžového prośıváńı. Úspěšnost kandidát̊u, neboli kolik procent z označených
kandidát̊u je skutečně dobrou relaćı, je překvapivě větš́ı u klasického prośıváńı.
Jak již bylo řečeno, z pohledu celkové rychlosti nalézáńı relaćı nemuśı být tato
úspěšnost př́ılǐs velká, jde o vybalancováńı náročnosti faktorizace a testovaných
kandidát̊u. Proto rozd́ıl dvou procent nemuśı být kritický.

Metoda

výběru

polynomu

Metoda

prośıváńı

Prosetých

poĺı

[106/s]

Dobrých

relaćı

[rel/s]

Úspěšnost

kandidát̊u

Poznámka

m-base klasická 46,12 26,5 6,65% optimalizovaná mez

m-base klasická 41,36 36,1 6,75% optimalizovaná mez

pro každý blok

m-base mř́ıžová 34,06 22,8 4,41%
Montgomery klasická 39,48 17,4 1,05% mez pro každý blok

Tabulka 4.6: Pr̊uměrné rychlosti hledáńı relaćı

4.3 Závěr měřeńı

Z výsledk̊u měřeńı vyplývá, že pro uvažované 100 ciferné č́ıslo je v naš́ı im-
plementaci č́ıselného śıta výhodněǰśı použ́ıt klasické prośıváńı. Z prvńı části
našeho měřeńı jsme vyvodili (viz tabulka 4.4), že pokud u klasického prośıváńı
voĺıme mez pro každý prośıvaćı blok zvlášt’, pak dosahujeme vyšš́ı efektivnosti.
Tento závěr jsme následně potvrdili v daľśım měřeńı, kdy byly v implemen-
taci č́ıselného śıta provedeny př́ıslušné úpravy. Zjǐstěné zrychleńı bylo v tomto
př́ıpadě až 30% oproti použit́ı jedné hodnoty pro celý řádek.

Naše implementace mř́ıžového prośıváńı zat́ım nedosahuje očekávaných
výsledk̊u, ale pomoćı naměřených dat byla odhalena slabá mı́sta. Zat́ımco
u klasického prośıváńı je 40 % času potřeba na změny prośıvaćıch blok̊u,
u mř́ıžového prośıváńı je to až 60 %. Tento čas je využit jen ke správě paměti
a př́ıpravě, tedy nedocháźı k žádné efektivńı práci. Obě tyto hodnoty by měly
být zredukovány, ale zároveň vysvětluj́ı horš́ı výsledky mř́ıžového prośıváńı.

Dále jsem pro použité 100 ciferné č́ıslo nepotvrdil, že by pro prośıváńı bylo
výhodněǰśı použ́ıt polynomy nalezené Montgomeryho metodou dvou kvadra-
tických polynomů (viz část 3.2.3). Avšak podle naměřených dat jsou již nyńı
normy určené podle kvadratických polynomů výrazně menš́ı než v př́ıpadě ne-
lineárńıho polynomu u m-base metody. Je tedy pravděpodobné, že pro větš́ı
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faktorizované č́ıslo N , kdy se tyto rozd́ıly ještě zvětš́ı, může být použit́ı kvad-
ratických polynomů výhodněǰśı. Také použit́ı efektivńıho mř́ıžového prośıváńı
by mohlo tuto variantu urychlit, protože bychom dosáhli sńıžeńı jedné normy
téměř na úroveň normy lineárńı části u m-base metody. Takové měřeńı jsem
neprovedl vzhledem ke zmı́něným nedostatk̊um mř́ıžového prośıváńı.
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