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Abstract: In this thesis we study the expected height and some other qualities of
the binary serach trees. We make the inquiry about the expected height by skewed
trees and by the two probably best-known and most widely used variations of the
balanced trees, it means the AVL and the red-black trees. In addition to the value of
the expected height of the trees we found out the scatter of the tree heights and some
other statistics. In this thesis we attach to experimental solution of the problems. We
also write down all the theoretical results that were known to us. We focus especially
on comparing the measured values with the theoretically counted results. We try to
acquire as exact assessment as possible in the case of unexisting theoretical results.
Besides we compare the differences between the various trees. We measured speeds
of the tree’s generation only marginally. We also inquire the dependence on different
kinds of enter data within the experiments, such as the sorted data or generated
data from various sorts of division. We use the standard statistic methods for the
interpretation of the results, especially the method of linear regression.
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Kapitola 1

Úvod

Tématem této práce jsou binární vyhledávací stromy a jejich očekávaná výška. Jedná
se o datovou strukturu založenou na myšlence rozděl a panuj. Jejich historie je
opravdu velmi dlouhá. Například AVL stromy byly navrženy již v roce 1962 [1].
V minulosti vzniklo spoustu více či méně použitelných variant a jejich vyjmeno-
vání by jistě zabralo mnoho času. V této práci se hlavně zaměříme na nejznámější a
nejpoužívanější varianty vyvažování BVS (binárních vyhledávacích stromů).

V případě, že máme k dispozici více variant, je přirozené ptát se, která z nich
je nejlepší. To, přestože jde většinou o celkem jednoduché datové struktury, není
vůbec snadné. Asymptotická složitost jednotlivých operací je většinou u všech variant
stejná, potřebujeme proto k jejich porovnání přesnější výpočty složitosti.

Na chvíli trochu odbočíme. V praxi je pro tyto datové struktury nejdůležitější,
aby se co nejrychleji prováděly následující operace, a to hledání, mazání a vkládání
nového prvku. U všech námi zvolených variant je tento čas v nejhorším případě
závislý na výšce stromu, respektive na hloubce uložení hledaného prvku. Dokonce
vyhledávací algoritmus je u všech variant BVS stejný. Z tohoto důvodu budeme
používat výšku stromu jako hlavní kritérium.

I když se může zdát, že jsme si tímto práci hodně zjednodušili, není tomu tak.
Práce s výškou stromu může být i celkem obtížná. Vetšinou není složité zjistit nej-
horší možný případ. To nám ale o skutečné rychlosti mnoho neřekne. Zajímavý je
hlavně očekávaný (průměrný) případ, který nastává v daném typu stromu. Konkrétní
výpočty jsou velmi složité, o čemž svědčí fakt, že částečný výpočet očekávané výšky
pro nevyvážený BVS provedl Devroye až v roce 1986 [6] a v roce 2003 ho upřesnil
Reed [15] . Výpočet pro některé složitější BVS nejspíše doposud neexistuje.

Kromě očekávaného průměru je také zajímavé, jak moc se stejně velké stromy
od sebe odlišují a jak moc se můžeme spolehnout na očekávanou výšku. I zde jsou
některé spočtené výsledky, například rozptyl výšek nevyvážených stromů od Reeda
[15].

Dalším faktorem pro porovnání stromů může být tvar vstupních dat. V praxi ne
vždy pracujeme s hezkými daty. Data mohou být nějakým způsobem ovlivněná, a
proto se podíváme, jak na tuto skutečnost reagují binární stromy. Například víme, že
pokud vytváříme nevyvážený strom ze setříděných dat, vznikne nám spojový seznam,
což je velice špatné.
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KAPITOLA 1. ÚVOD

V této práci se přikloníme k řešení pomocí experimentů. Budeme se snažit expe-
rimentálně porovnat výšky a obecně rychlosti operací v různých situacích. Výstupem
práce by mělo být porovnání naměřených hodnot s dosud spočtenými teoretickými
výsledky a také odhad naměření hodnot multiplikativních konstant funkcí popisují-
cích složitost u těch typů stromů, pro které neexistuje přesný výpočet.

K tomu použijeme statistické metody, zvláště pak metodu lineární regrese. Tato
metoda nám totiž pro množinu dat vydá křivku, která je v jistém smyslu nejlépe
aproximuje, a my ji pak budeme moci porovnat se spočtenou.

V první, teoretické, části práce popíšeme vyšetřované stromy (nevyvážený BVS,
AVL strom a červeno-černý strom), algoritmy pro práci s nimi a známé výsledky o
jejich složitosti. Také stručně představíme statistické metody pro vyhodnocení expe-
rimentálních výsledků. Druhá část bude věnována prezentaci výsledků experimentů
a závěrečná část jejich vyhodnocení.
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Kapitola 2

Základní pojmy

Na začátek uvedeme definice používaných datových struktur, algoritmy pro práci
s nimi a několik základních vět, které se jich týkají.

2.1 Nevyvážené BVS

Začneme datovou strukturou, ze které vycházejí všechny další zmíněné, a to nevy-
váženým binárním vyhledávacím stromem. Nejprve uvedeme jeho definici a definici
několika dalších základních pojmů.

Definice 2.1.1 Strom je neorientovaný souvislý acyklický graf s vyznačeným vr-
cholem, tzv. kořenem.

Definice 2.1.2 Vezměme libovolný vrchol nějakého stromu. Pak všechny vrcholy na
cestě od v ke kořeni (včetně kořene a mimo v) nazveme předky vrcholu v. Vrcholy,
pro které je v předkem, se nazývají následníci vrcholu v. Nejbližší předek vrcholu
v se nazývá otec vrcholu v. Vrcholy, které jsou spojeny hranou s v, vyjma jeho otce,
se nazývají synové vrcholu v. Pokud vrchol v nemá syny, pak ho nazýváme list.
Podstrom určený vrcholem v je úplný podgraf obsahující v a všechny jeho násled-
níky.

Definice 2.1.3 Mějme libovolný strom a v něm libovolný vrchol v. Nejdelší cestě od
kořene k listu říkáme výška stromu. Výška vrcholu v je výška podstromu určeného
vrcholem v. Pokud cesta z v do kořene je dlouhá přesně i, říkáme, že v leží v i-té
hladině stromu. Přičemž délka cesty se rovná počtu všech hran na této cestě.

Definice 2.1.4 Pokud má každý vrchol stromu maximálně dva syny, pak hovoříme
o binárním stromu. Dále určíme pro každého syna, jestli je pravý a nebo levý,
s tím, že každý vrchol může mít maximálně jednoho levého a jednoho pravého syna.

Stromy budeme používat pro řešení tzv. slovníkového problému.

Definice 2.1.5 Je dáno totálně uspořádané universum U (tj. ∀u, v ∈ U kde u 6=
v : u < v nebo v < u). Prvkům z univerza budeme říkat klíče. Každému klíči
můžeme přiřadit libovolná data. Úkolem je reprezentovat množinu S ⊂ U a navrhnout
algoritmy pro následnující operace:
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2.1. NEVYVÁŽENÉ BVS KAPITOLA 2. ZÁKLADNÍ POJMY

Member(x) určí, zda x ∈ S, a pokud ano vrátí adresu dat spojenou s klíčem x.

Insert(x) zjistí, zda x ∈ S, a pokud ne, rozšíří S o x a vymezí potřebný prostor pro
data spojená s x.

Delete(x) zjistí, zda x ∈ S, a pokud ano, odstraní x z S a uvolní prostor, kde byla
uložena data spojená s x.

Tomuto zadání se říká uspořádaný slovníkový problém.

Strom reprezentuje množinu tak, že každému vrcholu jednoznačně přiřadí jeden
její klíč.

Definice 2.1.6 Pokud v binárním stromě platí, že pro každý vrchol je jeho klíč ostře
větší než kterýkoliv klíč v podstromu určeném jeho levým synem a zároveň ostře
menší než kterýkoliv klíč v podstromu určeném jeho pravým synem, pak hovoříme
o binárním vyhledávacím stromu (BVS).

Nyní se podíváme, jak použijeme BVS k řešení slovníkového problému. Pro přiřa-
zení dat ke klíči použijeme ukazatele do paměti, kde budou data uložena. Data poté
neovlivňují navrženou strukturu a nebudeme se tedy jimi zabývat. Zbývá nám popsat
potřebné algoritmy. Ve všech algoritmech si budeme ukládat do každého vrcholu tyto
informace:

• key - klíč přiřazený vrcholu

• left son - odkaz na levého syna

• right son - odkaz na pravého syna

Prvním je algoritmus Member (1) sloužící k vyhledání vrcholu s daným klíčem ve
stromu. Stejně jako další algoritmy se jedná o rekurzivní algoritmus. Začíná v kořeni
stromu, a podle výsledku porovnání hledaného prvku s klíčem uloženým ve vrcholu
sestupuje do kořene levého nebo pravého podstromu. To provádí, dokud nenalezne
hledaný vrchol nebo nenarazí na prázdný ukazatel. V prvním případě vrátí vrchol
reprezentující daný klíč, v druhém vrátí prázdný ukazatel. Procedura Member (1)
má za argumenty klíč, který hledáme, a kořen aktuálního stromu. Celý algoritmus
začíná voláním hledaný vrchol := Member(hledaný klíč,kořen).

Další algoritmus je velmi podobný předchozímu. Jedná se o algoritmus Insert
(2), který, pokud již není stejný klíč vložen, vytvoří nový vrchol stromu a přiřadí
mu daný klíč. Algoritmus je opět rekurzivní, má dva parametry, první je vkládaný
klíč a druhý je kořen stromu, do kterého chceme klíč vložit. Algoritmus funguje tak,
že porovnáním mezi vkládaným klíčem a klíčem aktuálního vrcholu se rozhodne,
jestli klíč vloží do pravého nebo levého podstromu. Případně, pokud se klíče sho-
dují, je již klíč vložen a algoritmus skončí. Když dorazí až k prázdnému ukazateli,
tak vytvoří nový vrchol a přiřadí mu klíč. Kvůli aktualizaci procedura vrací kořen
podstromu, do kterého bylo vloženo. Algoritmus Insert (2) začíná voláním kořen :=
Insert(vkládaný klíč,kořen).
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2.1. NEVYVÁŽENÉ BVS KAPITOLA 2. ZÁKLADNÍ POJMY

Algorithm 1 Member(key k, node v)
if v = NIL then

return NIL
end if
if key(v) = k then

return v
else if key(v) > k then

return Member(k, left son(v))
else

return Member(k, right son(v))
end if

Algorithm 2 Insert(key k, node v)
if v = NIL then

vytvoř nový vrchol v′

key(v′) = k
return v′

end if
if key(v) > k then
left son(v) := Insert(k, left son(v))

else if key(v) < k then
right son(v) := Insert(k, right son(v))

end if
return v

Podíváme-li se blíže, zjistíme, že algoritmus 2 nikde neporušuje vlastnosti BVS.
Hledá místo pro vložení přesně podle definice. Navíc na začátku, kdy strom ještě
neexistuje, vytvoří strom o jednom vrcholu, který splňuje všechny vlastnosti BVS.
Z toho vyplývá, že tento algoritmus můžeme použít k vytvoření stromu z n prvků,
a to postupným zavoláním na všechny tyto prvky.

Poslední algoritmus pro BVS (3) slouží k odstranění klíče ze stromu. Algoritmus
nejprve stejným způsobem jako u algoritmu Member najde vrchol obsahující klíč,
který se má smazat. Pokud nalezený vrchol nemá pravého syna, fyzicky se smaže a
nahradí se levým synem. Pokud ho má, nahradí se klíč nalezeného vrcholu klíčem
nejlevějšího potomka jeho pravého syna. Nejlevějším potomkem je míněn ten vrchol,
do něhož se dostaneme tak, že půjdeme od otce k synovi vždy doleva, dokud to jde.
Tento vrchol má maximálně jednoho syna, a to pravého. Fyzicky se smaže a nahradí
se svým pravým synem. Algoritmus má dva parametry, a to kořen stromu a klíč,
který chceme odstranit, a vrací aktualizovaný kořen po provedení operace. Z důvodu
aktualizace kořene, například jeho odstraněním, je potřeba provádět volání kořen :=
Delete(mazaný klíč,kořen).

Pro úplnost se nyní podíváme na složitost zmíněných algoritmů. Nejprve se za-
měříme na nejhorší možný případ. Algoritmus 1 provede tolik kroků, jak je dlouhá
cesta od kořene k hledanému vrcholu. To může být nejvýše výška stromu. Musíme
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2.1. NEVYVÁŽENÉ BVS KAPITOLA 2. ZÁKLADNÍ POJMY

Algorithm 3 Delete(Key k,node v)
if v = NIL then

return NIL
end if
if key(v) < k then
right son(v) := Delete(k, right son(v))

else if key(v) > k then
left son(v) := Delete(k, left son(v))

else
if right son(v) = NIL then

return left son(v)
end if
u := right son(v)
o := v
while left son(u) 6= NIL do
o := u;
u := left son(u)

end while
key(v) := key(u)
left son(o) := right son(u)
smaž vrchol u

end if
return v

se proto podívat na algoritmus 2, jaká tato výška může být. Může se nám stát, že
se všechny prvky při vytváření stromu uložily do jedné větve, například když vklá-
dáme setříděnou posloupnost klíčů. Strom nám zdegeneroval do spojového seznamu.
Označíme-li si počet prvků ve stromu jako n, pak výška stromu je v tomto případě
n− 1 a složitost algoritmu 1 tedy bude O(n).

Složitost algoritmů 2 a 3 je stejná jako u algoritmu 1. To proto, že tyto algoritmy
projdou cestu od kořene k nějakému vrcholu, kde navíc udělají nějakou konstantní
práci. V algoritmu 2 je tímto vrcholem budoucí otec vkládaného vrcholu. Pro algo-
ritmus 3 buď vrchol s klíčem, který se má smazat, nebo takový vrchol, který má
nejmenší klíč větší než klíč, který se maže.

V nejlepším možném případě je možné do i-té hladiny uložit 2i prvků. To zna-
mená, že strom o výšce h obsahuje nejvýše 2h+1 − 1 prvků. Tedy po zlogaritmování
dostaneme, že výška stromu o n prvcích je vždy alespoň log2(n+ 1)− 1.

Sekci zakončíme částečnou analýzou očekávané výšky BVS.

Tvrzení 2.1.7 Mějme náhodnou permutaci n přirozených čísel. Potom BVS vytvo-
řený postupným zavoláním operace Insert na tuto posloupnost má očekávanou výšku
O(log n).

13



2.2. AVL STROMY KAPITOLA 2. ZÁKLADNÍ POJMY

Zdůvodnění:1 Pro zdůvodnění tvrzení si pomůžeme znalostí očekávané složitosti
jiného algoritmu. Tím algoritmem bude QuickSort, vybírající pivota jako první prvek
v tříděné posloupnosti. Když tomuto algoritmu dáme jako vstup permutaci z tvrzení,
bude mít očekávanou dobu výpočtu O(n log n). Důkaz neuvádíme, lze ho najít i
s popisem algoritmu např. od Mollera [12].

Představme si proces třídění QuickSortem jako strom, kde vrchol je aktuálně
vybraný pivot a hrana reprezentuje rekurzivní zanoření. Takovýto strom bude stejný
jako strom vytvořený opakovaným zavoláním operace Insert. Bude pro něj platit i
to, že má výšku O(log n), pokud QuickSort běží v čase O(n log n), a výšku O(n)
pokud QuickSort běží v čase O(n2). To plyne z toho, že v každé hladině (hloubce
rekurzivního volání) projdeme řádově n prvků, abychom je rozdělili podle pivota dále
do další hladiny. Z těchto pozorování vidíme, že i očekávaná výška BVS vytvořeného
z posloupnosti n prvků je O(log n).

�

Věta 2.1.8 Očekávaná asymptotická složitost algoritmů 1, 2 a 3 je O(log n).

Důkaz: Plyne z Tvrzení 2.1.7.

�

2.2 AVL stromy

AVL stromy navrhl v roce 1962 G. M. Adelson-Velsky společně s E. M. Landisem
[1], odtud vznikl i jejich název. Na začátek uvedeme jejich definici.

Definice 2.2.1 Nechť T je BVS, V množina jeho vrcholů, L(v) podstrom určený
levým synem vrcholu v a P(v) podstrom určený pravým synem vrcholu v. Potom T
je AVL strom, pokud platí:

∀v ∈ V : |h(P (v))− h(L(v))| ≤ 1

přičemž funkce h(v) značí výšku podstromu určeného vrcholem v.

Jak je vidět na první pohled, ne každý BVS je i AVL strom. Nemůžeme tedy k se-
strojení a udržování AVL stromu použít metody z minulé kapitoly. Zavolání metod
Insert a Delete na AVL strom totiž může způsobit, že se tato podmínka poruší. Pro-
cesu opravování této podmínky budeme říkat vyvažování. Pro vyvažování použijeme
pomocné operace rotace a dvojitá rotace. Schéma jednoho ze dvou symetrických
případů rotací a dvojrotací při vyvažování AVL stromu po operaci Insert ukazuje
Obr. 2.1(b) a Obr. 2.1(c).

Naše původní algoritmy Insert a Delete upravíme tak, aby po jejich skončení byl
strom opět AVL stromem. To budeme provádět tak, že prvek nejprve vložíme stejně

1Kvůli rozsáhlejší analýze v další kapitole neuvádíme na tomto místě formální důkaz, ale pouze
neformální zdůvodnění.

14



2.2. AVL STROMY KAPITOLA 2. ZÁKLADNÍ POJMY

A
1

T1
T2

A
0

T1 T2

A
0

T1 T2

A
-1

T1
T2

1

(a)

A

B

B

A
-1

-2 0

0

T1

T2

T3
T1

T2 T3

(b) Jednoduchá rotace.

A

B

C

A

1

-2 0

1

T3

T2

C

-1

T1
T3

T4

B

0

T1 T2 T4
T3

(c) Dvojitá rotace.

Obrázek 2.1: Vyvažování po operaci Insert v AVL stromě.
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2.2. AVL STROMY KAPITOLA 2. ZÁKLADNÍ POJMY

jako v nevyváženém BVS, a pak začneme vyvažovat strom rozborem všech možných
případů.

Musíme si uvědomit, že podmínka se mohla porušit pouze u předchůdců vklá-
daného nebo mazaného vrcholu. Začneme tedy u otce mazaného nebo vloženého
vrcholu. Dalším pozorováním je, že nemusíme výšku levého a pravého podstromu
pokaždé počítat, stačí jí mít uloženou u každého vrcholu a průběžně ji aktualizo-
vat. Dokonce si nemusíme pro každý vrchol udržovat informaci o skutečných výš-
kách, stačí nám si pro každý vrchol pamatovat pouze rozdíl těchto výšek. Rozdílu
h(P (v))− h(L(v)) budeme říkat váha a budeme ho označovat ω(v).

Nejprve se podíváme na vkládání prvku do stromu. Předpokládejme, že jsme
rekurzivně přešli do vrcholu A a zvětšila se výška jeho levého podstromu 2. Dále
pokračujeme podle hodnoty ω(A).

Na obrázcích je červeně zakresleno zvětšení výšky podstromu, přeškrtnutě naopak
zmenšení výšky podstromu. Čárkovaně jsou zakresleny úrovně hladin., tečkovanou
čárou libovolný počet hladin. Červená čísla ukazují místo problému, tedy po aktua-
lizaci výšky ale ještě před provedením vyvažovacích operací.

• původní ω(A) = 1 - postupujeme podle Obr. 2.1(a), kde před vložením platilo
h(T1) = h(T2)− 1. Teď se výšky vyrovnaly a algoritmus může skončit.

• původní ω(A) = 0 - postupujeme podle Obr. 2.1(a). Protože před vložením bylo
h(T1) = h(T2), po vložení se výška stromu T1 zvětšila, tím pádem se zvětšila
i výška vrcholu A. My tedy musíme pokračovat v rekurzi do otce vrcholu A.

• původní ω(A) = −1 - podle aktualizované hodnoty ω(B) (levého syna vrcholu
A) se rozhodneme mezi postupem na Obr. 2.1(b) a Obr. 2.1(c) 3. Na těchto ob-
rázcích jsou v levé části u vrcholů uvedeny jejich hodnoty ω po vložení prvku.
Před vložením se výšky levého podstromu B (T1), pravého podstromu B a
pravého podstromu A rovnaly. Pokud se vložil prvek do podstromu T1, prove-
deme rotaci, v opačném případě dvojrotaci. Po provedení rotací je výška celého
podstromu rovna předchozí výšce, můžeme tedy algoritmus ukončit.

Mazání prvku ze stromu se provádí obdobně. Budeme předpokládat, že se zmen-
šila výška levého podstromu vrcholu A. Opět provedeme rozbor případů podle pů-
vodní hodnoty ω(A).

• ω(A) = −1 - postupujeme podle Obr. 2.2(a). Před mazáním byl větší levý
podstrom. Zmenšením tohoto podstromu se zmenšila i výška vrcholu A. Tím
pádem musíme pokračovat v rekurzi do otce vrcholu A.

• ω(A) = 0 - postupujeme podle Obr. 2.2(a). Protože před mazáním byla h(T1) =
h(T2), tak poté bude platit h(A) = h(T1) + 1 = h(T2) a strom je tedy v po-
řádku a algoritmus končí.

2V případě zvětšení pravého podstromu je situace symetrická a nebudeme se jí dále zabývat.
3V případě ω(C) = 1 je situace velice obdobná.
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Obrázek 2.2: Vyvažování po operaci Delete v AVL stromě.

• ω(A) = 1 - podle hodnoty ω(B) rozhodneme mezi postupem zobrazeným na
Obr. 2.2(b), Obr. 2.2(c) a Obr. 2.2(d) 4, kde v levé části je již uvedena ak-
tualizovaná hodnota ω(A). V případě, že ω(B) = 0, provedeme rotaci. Výška
podstromu před rotací byla h(T2) + 2, a to je i po vyvážení, nemusíme proto
postupovat dále. Pro ω(B) = 1 provedeme taktéž rotaci. V tomto případě se
celková velikost podstromu zmenšila, protože je rovna h(T3) + 1 a před ro-
tací byla h(T3) + 2. Je potřeba pokračovat v rekurzi. Zbývá ω(B) = −1, kde
provedeme dvojrotaci. Po smazání platí, že h(T1) = h(T4) = h(T3) (nebo
pro podobný případ h(T2)), a celková výška podstromu před dvojrotací byla
h(T4)+3. Po dvojrotaci je ale celková výška rovna h(T4)+2, a opět algoritmus
musí pokračovat dále.

Nyní se podíváme na konečnost a korektnost obou algoritmů. Oba algoritmy
nejpozději skončí ve chvíli, když se dostanou ke kořeni. To nastává za konečně mnoho
kroků a z toho plyne, že jsou oba algoritmy konečné. Korektnost obou algoritmů je
trochu složitější.

Algoritmus Delete ošetřuje všechny možné případy a napravuje je podle definice,
zde problém není. Zato algoritmus Insert neobsahuje možnost, kdy ω(B) = 0 a
ω(A) = −1. Tato možnost ale nemůže nikdy nastat. Pojďme se podívat proč. Důvod
je ten, že pokud se váha vrcholu změnila na nulu, výška jeho pravého a levého
podstromu se vyrovnala. Výška vrcholu se tedy nemohla zvětšit.

Složitost obou algoritmů opět závisí na výšce stromu. Oba dva nejprve projdou
cestu k nějakému vrcholu, a pak po ní v nejhorším případě mohou jít zpět až ke
kořeni. Protože složitost rotací a dvojrotací je O(1), provede se v jenom kroku zpět

4V případě jiné hodnoty ω(C) je situace velice obdobná.

18



2.2. AVL STROMY KAPITOLA 2. ZÁKLADNÍ POJMY

pouze konstantní práce.

Tvrzení 2.2.2 AVL strom o n prvcích má v nejhorším případě výšku 1,44 log2 n.

Důkaz: Pro zjištění výšky stromu v nejhorším případě budeme potřebovat zna-
lost Fibonacciho posloupnosti. Nejprve si ale nadefinujeme Mh jako nejmenší počet
prvků uložených v AVL stromu o výšce h. Z definice pro něj dostaneme následující
rekurzivní vztah.

Mh =


1 h = 0
2 h = 1
Mh−1 +Mh−2 + 1 h ≥ 2

V dané rovnici k oběma stranám připočteme jedničku.

Mh + 1 = Mh−1 + 1 +Mh−2 + 1

Dosazením Fh+3 = Mh + 1 dostaneme rovnici.

Fh+3 =


2 h = 0
3 h = 1
Fh+2 + Fh+1 h ≥ 2

Posloupnost čísel Fn se pro n ≥ 3 shoduje s Fibonacciho posloupností. Pro tu existuje
explicitní vyjádření i-tého prvku

Fn =
ϕn√

5
− (1− ϕ)n√

5
,

kde ϕ = 1+
√
5

2 a je to tzv. Zlatý řez, jehož přibližná hodnota je ϕ
.
= 1,618.

Položíme n = h + 2. Důležitým pozorováním je, že druhý člen ve výrazu pro Fn
je v absolutní hodnotě menší než jedna a jde k nule. Pro dostatečně velké hodnoty
h ho tedy můžeme zanedbat. Pak

Mh−1 + 1 =
ϕh+2√

5
− (1− ϕ)h+2√

5

Mh−1 =
ϕh+2√

5
− (1− ϕ)h+2√

5
− 1

Mh−1 ≈
ϕh+2√

5

log2Mh−1 ≈ log2
ϕh+2√

5

log2Mh−1 ≈ (h+ 2) log2 ϕ+ log2
1√
5

log2Mh−1 ≈ h log2 ϕ+ 2 log2 ϕ+ log2
1√
5

19



2.3. ČERVENO-ČERNÉ STROMY KAPITOLA 2. ZÁKLADNÍ POJMY

Protože log2 ϕ ≈ 1
1,44 , dostáváme pro h→∞ hledaný vztah.

log2Mh−1 ≈
1

1,44
h

1,44 log2Mh−1 ≈ h

�

Protože AVL strom je BVS, platí i to, že jeho výška je alespoň log2(n+1). Výška
AVL stromu je tedy Θ(log n). Z toho plyne, že složitost algoritmů Member (1), Insert
a Delete v AVL stromu je rovna O(log n). Asymptotická složitost algoritmů Insert a
Delete je stejná, ale ve skutečnosti je algoritmus Insert rychlejší, protože rotaci nebo
dvojrotaci provede maximálně jednou. Naproti tomu v algoritmu Delete mohou být
volány až log2(n)-krát.

2.3 Červeno-černé stromy

Původ červeno-černých stromů je datován do roku 1978, kdy je poprvé definovali L.
J. Guibas a R. Sedgewick [10].

Definice 2.3.1 Nechť T je BVS, V množina všech prvků v T a L množina listů v T.
Pokud existuje funkce barva, která splňuje následující podmínky:

1. barva(kořen) = černá

2. ∀v ∈ V : barva(v) = černá ∨ barva(v) = červená

3. ∀v ∈ V : barva(v) = červená ⇒ otec(v) = černá

4. ∃k∀l ∈ L : počet černých vrcholů na cestě od kořene k l včetně, je roven k

potom T nazýváme jako červeno-černým stromem.

Údaj o původu není tak úplně přesný, protože o několik let dříve zadefinoval
R. Bayer symetrický binární B-strom [3], který je sice definován jinak než červeno-
černý strom, ale prakticky jde o úplně stejnou datovou strukturu. Stačí obarvit každý
vrchol tak, že pokud od otce k němu vede horizontální hrana, je červený, jinak je
černý. V opačném směru, pokud je vrchol červený, dáme ho do stejné hladiny jako
jeho otce, jinak ho necháme být.

Udržovací operace budeme provádět podobně jako u AVL stromů. Nejprve prove-
deme příslušnou operaci jako v normálním BVS a poté případně opravujeme porušené
podmínky tak, aby se jednalo opět o červeno-černý strom. Stejně jako v případě AVL
stromu neuvádíme symetrické případy.

Operaci vložení prvku provedeme tak, že vrchol po vložení obarvíme na červeno.
V případě, že otec právě vloženého vrcholu je červený, porušila se nám třetí podmínka
v definici červeno-černého stromu. V místě porušení této podmínky se podíváme na
bratra otce vloženého vrcholu. Na obrázcích je označen jako C. Když je červený,
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Obrázek 2.3: Vyvažování po operaci Insert v červeno-černém stromě.

postupujme jako na Obr. 2.3(a). Když vrchol A není kořenem stromu, mohla se nám
opět porušit tato podmínka na nižší hladině stromu, a tedy postupujeme rekurzivně.
V opačném případě obarvíme vrchol A na černo a končíme. Je-li vrchol C obarvený
černě, rozhodneme se podle toho, jestli je D pravý nebo levý syn B, mezi postupem
na Obr. 2.3(b) nebo postupem na Obr. 2.3(c). V obou případech strom po úpravě
odpovídá definici a algoritmus končí. Na co si musíme dát pozor je ta skutečnost,
že nemusí existovat vrchol C. To lze vyřešit tak, že budeme o všech prázdných
ukazatelích uvažovat jako o externích černých vrcholech. Ty jsou za všemi listy a
tudíž se tím žádná podmínka v definici neporuší. S algoritmem pak nemusíme nic
dělat. Když je vrchol C černý, pak se jenom přesouvá, nemění barvu, a to lze bez
problémů i s prázdným ukazatelem.

Při mazání prvku je důležité, jakou barvu měl mazaný vrchol. Když byl červený,
tak se nám žádná podmínka neporušila, a strom je stále červeno-černým stromem.
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Obrázek 2.4: Vyvažování po operaci Delete v červeno-černém stromě.
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Pokud byl vrchol černý, pak na každé cestě od kořene k listu, která prochází otcem
tohoto vrcholu, je porušena podmínka 4. Je na ní pouze k − 1 černých vrcholů. Na
obrázcích je vrchol, kde je porušena tato podmínka označen jako B. Je-li bratr B
(vrchol C) červený, provedeme rotaci podle Obr. 2.4(a). Tím docílíme, že bratr B,
tedy kořen podstromu T3, je nyní černý. Barva jeho synů nám určí jestli, budeme
pokračovat podle Obr. 2.4(b), Obr. 2.4(c) nebo Obr. 2.4(d). Dvoubarevné vrcholy
znamenají, že na barvě nezáleží. Ta se přenese k odpovídajícímu vrcholu ve vyváže-
ném stromě. To neplatí u Obr. 2.4(b), tady se barva nepřenese, ale v případě, že A
není kořen a má černou barvu, musíme pokračovat ve vyvažování do nižší hladiny.
Ve všech ostatních případech strom odpovídá definici a algoritmus končí.

Oba algoritmy jsou v pořádku, co se týče konečnosti, udělají v každém kroku
konstantní práci a buď skončí, nebo se přesunou do nižší hladiny a přinejhorším
skončí u kořene. Oba algoritmy jsou také korektní, zohledňují každý možný případ
a po jejich skončení jsou splněny všechny podmínky definice.

Složitost udržovacích algoritmů je opět závislá na výšce stromu.

Tvrzení 2.3.2 Červeno-černý strom o n vrcholech, kde n ≥ 1, má výšku maximálně
2 log2(n+ 2)− 3.

Důkaz: Budeme postupovat stejně jako u AVL stromů. Sestrojíme si strom, který
bude mít při dané výšce minimální počet vrcholů. Označíme si Mh jako minimální
počet vrcholů uložených v červeno-černém stromu o výšce h. Bez újmy na obecnosti
si vezmeme pevnou výšku h. Je-li h liché, je počet černých vrcholů (označíme ho k)
na cestě od kořene k listu alespoň k = h+1

2 , pro h sudé k = h
2 + 1. Nejprve nechť

je h liché. Ve stromě musí existovat alespoň jedna cesta od kořene k listu délky h.
Nechť je to ta nejpravější cesta. Aby byl počet vrcholů ve stromě minimální, jsou
červené vrcholy v tomto stromě pouze na této cestě. Kdyby byl červený vrchol jinde,
můžeme ho nahradit jeho pravým synem a levý podstom úplně odstranit. Bude se
stále jednat o červeno-černý strom a počet jeho vrcholů bude menší.

V3

T3

Vh

V(h+1)

V1

V2

T2

T1

k-2

k-2

k-3

Obrázek 2.5: Červeno-černý strom o výšce h s minimálním počtem vrcholů.

Na nejdelší cestě naopak musí být co nejvíce červených vrcholů. Kdyby se libo-
volný červený vrchol přebarvil na černý, nutně by se zvýšilo k, a tedy by se musela
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zvýšit i délka cest od kořene k listům, neprocházejících tímto vrcholem. Z toho vy-
plývá, že červeno-černý strom s minimálním počtem vrcholů má i minimální hodnotu
k. Podle předchozích dvou pozorování můžeme minimální červeno-černý strom sestro-
jit. Minimální strom je zachycen na Obr. 2.5. Kořen V1 má vlevo připojený úplný
podstrom T1. T1 obsahuje pouze černé vrcholy, a má výšku k − 2. Vrchol V2 má
vlevo připojený úplný podstrom T2, který také obsahuje pouze černé vrcholy a má
výšku k − 2. Vrchol V3 má v místě levého syna připojený úplný podstrom o výšce
k−3. Takto to pokračuje dále, až k posledním dvěma vrcholům, které nemají levého
syna. Vypočteme součet všech vrcholů ve stromu. Z toho ekvivalentními úpravami
dostaneme náš požadovaný vztah.

M2k−1 = 2k + 2
k−2∑
m=0

(2m+1 − 1)

M2k−1 = 2k + 2
k−1∑
m=1

(2m − 1)

M2k−1 = 2k + 2
k−1∑
m=0

(2m − 1)

M2k−1 = 2k + 2
k−1∑
m=0

2m − 2
k−1∑
m=0

1

M2k−1 = 2k + 2(2k − 1)− 2k

M2k−1 = 2k+1 − 2

M2k−1 + 2 = 2k+1

log2(M2k−1 + 2) = k + 1

log2(Mh + 2) =
h+ 1

2
+ 1

2 log2(Mh + 2)− 3 = h

Toto byl výpočet pro liché výšky. Pro sudé vypadá nejmenší strom stejně, akorát
je pravý syn kořene černý. Nejpravější cesta od kořene k listu tedy vypadá tak, že
první dva vrcholy jsou černé, a poté se střídá červený a černý vrchol. Lichý počet
vrcholů na cestě vynucuje dva černé vedle sebe. Toto uspořádání je nejmenší, protože
předkové černého vrcholu díky tomu že je jejich potomek musí mít o hladinu více, a
čím je výše, tím má méně předků. Stejným postupem jako pro liché výšky dostaneme
následující vztah.

2 log2
2(Mh + 2)

3
− 2 = h

Po drobné úpravě.
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2 log2(Mh + 2)− 3,17 ≈ h

Tímto máme tvrzení dokázáno.

�

Stejným postupem jako v AVL stromu z předchozího tvrzení odvodíme složitost
algoritmů Member, Insert a Delete v červeno-černém stromě rovnu O(log n). Přičemž
algoritmus Insert volá maximálně jednou operaci rotace nebo dvojrotace. Algoritmus
Delete maximálně dvakrát operaci rotace, nebo jednou rotaci a dvojrotaci.
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Kapitola 3

Očekávaná výška BVS

V této kapitole se budeme zabývat již známými výsledky pro očekávanou výšku
nevyvážených BVS. Omezíme se na BVS o n vrcholech vytvořený vkládáním náhodné
permutace 1 . . . n, jehož výšku označíme Hn. V celé následující kapitole budeme
používat hodnotu α, kterou zadefinujeme jako jediné řešení rovnice α ln 2e

α
= 1 pro

α ≥ 2. Hodnota α je přibližně 4,311. První netriviální výsledek přinesl Robson [16].
Ten ukázal, že

Věta 3.0.1 Pro očekávanou výšku BVS platí

3.6 lnn+ o(lnn) ≤ E(Hn) ≤ α lnn+ o(lnn).

Další výsledek je od Devroye [6], který dokázal následující větu. Jedná se asi
o nejvíce citovaný článek v dané oblasti, proto větu uvedeme i s důkazem.

Věta 3.0.2 Pro n→∞ platí
E(Hn)

lnn
= α.

Důkaz: Uvažujme úplný binární strom T o výšce k. Celkový počet hran v T je
21 + 22 + · · · + 2k = 2k+1 − 2. Písmenem p označíme libovolnou cestu z kořene do
listu. Takových cest je 2k. S každou hranou i (bereme je zleva doprava od nejnižších
hladin k vyšším) asociujeme náhodnou proměnnou Xi. Proměnné X1, X2, . . . X2k+1−2
ztotožníme s U1, 1−U1, U2, 1−U2 . . . U2k−1, 1−U2k−1, kde U1 . . . U2k−1 jsou náhodné
proměnné s rovnoměrným rozdělením na intervalu 〈0, 1〉 (Budeme značit R(0, 1)).
Zadefinujeme

Zk =


1 k = 0

max
p

∏
i∈p

Xi k > 0

Pro důkaz věty budeme potřebovat následující tvrzení.

Tvrzení 3.0.3 Nechť n ≥ 1, k ≥ 0 a n, k ∈ Z. Potom

P

(
Zk ≥

1 + k

n

)
≤ P (Hn ≥ k) ≤ P

(
Zk ≥

1
n

)
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Důkaz: Důkaz provedeme indukcí podle k. Pro k = 0 platí obě nerovnosti. Dále bu-
deme předpokládat, že nerovnost platí pro k−1 a pro všechna n. Nejprve provedeme
důkaz horního odhadu pro k a všechna n.

Vezměme si náhodnou proměnnou U z R(0, 1). Označme nr a nl počet prvků
v pravém a levém podstromě kořene. Dále ještě označíme Zr

k , Z
l
k, Hnl a Hnr hodnoty

definované výše popsaným způsobem. Dostáváme vztah:

P(Hn ≥ k) = P((Hnl ≥ k − 1) ∨ (Hnr ≥ k − 1))

Použitím indukční hypotézy a ekvivalentních úprav plynoucích z nezávislosti náhod-
ných veličin dostaneme následující vztah.

P((Hnl ≥ k − 1) ∨ (Hnr ≥ k − 1)) = 1− P(Hnl < k − 1, Hnr < k − 1)

= 1− P(Hnl < k − 1)P(Hnr < k − 1)

≤ 1− P

(
Z l
k−1 <

1
nl

)
P

(
Zr
k−1 <

1
nr

)
= 1− P(max(nlZ l

k−1, n
rZr

k−1) < 1)

Všimněme si, že (nl, nr) mají rozdělení jako (bnUc, bn(1−U)c). Z toho plyne, že
nl ≤ nU a nr ≤ n(1− U). Tím pádem:

max(nlZ l
k−1, n

rZr
k−1) ≤ nmax(UZ l

k−1, (1− U)Zr
k−1) = nZk

Dosazením do předchozích rovnic dostaneme požadovaný vztah, a to P(Hn ≥ k) ≤
P(Zk ≥ 1

n
).

Zbývá nám dolní odhad. Stejným postupem dostaneme:

P(Hn ≥ k) ≥ 1− P(max(nlZ l
k−1, n

rZr
k−1) < 1 + (k − 1))

Podobně jako pro horní odhad vypozorujeme, že nl ≥ nU − 1 a nr ≥ n(1− U)− 1.
Takže:

max(nlZ l
k−1, n

rZr
k−1) ≥ max(nUZ l

k−1 − Z l
k−1, n(1− U)Zr

k−1 − Zr
k−1)

≥ max(nUZ l
k−1, n(1− U)Zr

k−1)− 1

= nZk − 1

Po dosazení dostáváme P(Hn ≥ k) ≥ P(nZk ≥ 1 + k). Tvrzení je dokázáno.

�

Větu budeme dále dokazovat tak, že si ji rozdělíme na dvě části které později
spojíme.
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Tvrzení 3.0.4 Pro k ≥ max(1, lnn), k ∈ Z platí

P(Hn ≥ k) ≤ 1
n

(
2e lnn
k

)k
.

Dále pro ε > 0 máme

P(Hn ≥ (α + ε) lnn) ≤ n(α+ε) ln(
2e
α+ε )−1,

kde pravá strana této nerovnosti jde k nule pro n→∞ a všechna ε > 0.

Důkaz: Využijeme faktu, že náhodná proměnná s rovnoměrným rozdělením R(0, 1)
lze vyjádřit jako e−Y , kde Y je náhodná proměnná s exponenciálním rozdělením. Dále
použijeme fakt, že součet k nezávislých proměnných s exponenciálním rozdělením má
Γ(k)-rozdělení, jehož hustota je f(x; k, 1) = xk−1

(k−1)!e
−x pro x, k > 0, k ∈ N. Následující

vztah dostaneme použitím tvrzení 3.0.3. V něm také využijeme skutečnosti, že součin
n čísel menších než jedna je menší, než n-krát maximum z těchto čísel.

P(Hn ≥ l) ≤ P(Zk ≥
1
n

)

≤ 2kP

(
k∏
i=1

Ui ≥
1
n

)
= 2kP(ne−Gk ≥ 1)

kde Gk je náhodná proměnná s Γ(k)-rozdělěním. Dále si pomůžeme Chebyshevovou
nerovností (ve tvaru P(|X| ≥ k) ≤ k−tE|X|t pro libovolné t). Tím dostaneme vztah:

2kP(ne−Gk ≥ 1) ≤ 2kE(nte−tGk)

Vypočteme střední hodnotu.

E(e−tGk) =
∫ ∞
0

e−ty
yk−1e−y

(k − 1)!
dy

=
∫ ∞
0

e−(t+1)y
yk−1

(k − 1)!
dy

=
1

(k − 1)!

∫ ∞
0

e−(t+1)yyk−1dy

=
1

(k − 1)!

{[
−1
t+ 1

e−(t+1)yyk−1
]∞
0

−
∫ ∞
0

−1
t+ 1

e−(t+1)y(k − 1)yk−2dy

}
=

1
(k − 1)!

{
0 +

k − 1
t+ 1

∫ ∞
0

e−(t+1)yyk−2dy

}
=

1
t+ 1

∫ ∞
0

e−(t+1)y
yk−2

(k − 2)!
dy

... stále stejným způsobem

=
1

(t+ 1)k
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Poté dosazením t+ 1 = k
lnn , což minimalizuje náš výraz, dostaneme

2knt(t+ 1)−k =
1
n

(
2e lnn
k

)k
,

a tím i první nerovnost z tvrzení.
Druhou nerovnost dostaneme tak, že si nejprve všimneme, že

(
2e lnn
k

)k
je klesající

v k pro k ≥ 2 lnn. Protože P(Hn ≥ (α + ε) lnn) = P(Hn ≥ d(α + ε) lnne), můžeme
dosadit za k v první nerovnosti (α + ε) lnn. Tím dostaneme druhou nerovnost.

Exponent pravé strany nerovnosti můžeme z definice α upravit na (α+ε) ln( 2e
α+ε)−

α ln 2e
α

. Zde využijeme faktu, že funkce x ln 2e
x

je pro x > c klesající. Tedy (α +
ε) ln( 2e

α+ε) − α ln 2e
α
< ε ln 2

α
. Protože ln 2

α
je záporné, je i exponent záporný, a tedy

jde pravá strana nerovnosti pro n→∞ a každé ε > 0 k nule.

�

Tvrzení 3.0.5 Mějme nějaké pevné ε > 0. Potom

lim
n→∞

P(Hn < (α− ε) lnn) = 0.

Důkaz: Pro důkaz tvrzení použijeme větu z oblasti náhodných procházek. Větu
zformuloval a dokázal Biggins [4]. Bez důkazu uvedeme její speciální případ.

Věta 3.0.6 V úplném binárním stromu s k hladinami přiřadíme každé hraně i, číslo-
váno zleva doprava od nejnižších hladin k vyšším, náhodnou proměnnou Xi. Všechny
Xi mají stejné rozdělení. Definujeme:

X̄k = max
p

∑
i∈p

Xi,

kde p značí libovolnou cestu z kořene do listu. Dále zadefinujeme pro nějaké θ > 0:

m(θ) = 2E(eθX1),

µ(t) = inf(e−tθm(θ) : 0 < θ <∞),

γ = inf(t : µ(t) > 1).

Potom pro k →∞ platí

X̄k

k
= γ.
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Pro náš případ si vezmeme Y1 = −Y , kde Y je náhodná proměnná s exponenci-
álním rozdělením. Podle věty 3.0.6 dostáváme

m(θ) = 2E(eθY1) = 2
∫ ∞
0

e−θxe−xdx =
2

θ + 1
,

µ(t) = inf

(
e−tθ

2
θ + 1

: 0 < θ <∞
)
.

Pro t < −1 je infimum dosaženo v θ = 0 a je rovno dvěma. Pro t > 0 je infimum
rovno nule. Je-li −1 ≤ t ≤ 0, infimum je v bodě θ = −1 − 1

t
a jeho hodnota je

−2tet+1. Z toho plyne, že γ je podle znění věty, řešením rovnice −2γeγ+1 = 1 pro
−1 ≤ γ ≤ 0. Konstanta γ jde vyjádřit pomocí konstanty α zadefinované na začátku
kapitoly, a to γ = 1

α
.

Nyní se vrátíme k našemu stromu a k definici Zk. V Zk jsme uvažovali proměnné
závislé, což je náš jediný problém k dokázání požadovaného vztahu. Tvrzení 3.0.7
ukazuje vztah Zk a Z̃k, kde Z̃k je definováno úplně stejně jako Zk, s tím rozdílem, že
náhodné proměnné X̃i jsou nezávislé a jsou z R(0, 1).

Tvrzení 3.0.7 ∀k, y kde y ∈ R, k ∈ N platí

P(Zk ≥ y) ≥ P(Z̃k ≥ y).

Důkaz: Důkaz provedeme indukcí. Nejprve ukážeme, že pro k = 1 je max(U, 1−U)
stochasticky větší než max(U1, U2), kde U,U1, U2 jsou nezávislé proměnné z R(0, 1).
Protože U ∈ R(0, 1), tak využijeme toho, že platí P(U < y) = y. Když 12 ≤ y ≤ 1,
potom

P(max(U, 1− U) ≥ y) = P(U ≥ y ∨ 1− U ≥ y)

= P(U ≥ y) + P(1− U ≥ y) U, 1− U disjunktní

= 1− P(U < y) + P(U < 1− y)

= 2(1− y),

P(max(U1, U2) ≥ y) = 1− P(U1 < y ∧ U2 < y)

= 1− y2.

Protože pro dané y platí 2(1− y) ≥ 1− y2, a jelikož pro ostatní hodnoty y platí
vztah triviálně, máme pro k = 1 tvrzení dokázáno. Teď zbývá důkaz pro k ≥ 2.
Vezmeme si Z1k−1, Z

2
k−1 jako nezávislé kopie Zk−1 a Z̃1k−1, Z̃

2
k−1 jako nezávislé kopie

Z̃k−1. Indukční hypotéza ∀y ∈ R je

P(max(UZ1k−1, (1− U)Z2k−1) < y) ≤ P(max(UZ̃1k−1, (1− U)Z̃2k−1) < y).
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Vezmeme si Fk−1 jako σ-algebru generovanou Z̃1k−1, Z̃
2
k−1, potom platí

P(max(UZ̃1k−1, (1− U)Z̃2k−1) < y|Fk−1)

= P

(
1− y

Z̃2k−1
< U <

y

Z̃1k−1

∣∣∣∣∣Fk−1
)

≤ P

(
U <

y

Z̃1k−1

∣∣∣∣∣Fk−1
)

P

(
1− U <

y

Z̃2k−1

∣∣∣∣∣Fk−1
)

= P(U1Z̃
1
k−1 < y,U2Z̃

2
k−1 < y|Fk−1).

V nerovnosti jsme využili faktu, že U je nezávislá na Fk−1 a je zR(0, 1). Tímto máme
tvrzení 3.0.7 dokázané.

�

Nyní už můžeme spojit větu 3.0.6 s tvrzením 3.0.7. Využijeme vlastností expo-
nenciálního a rovnoměrného rozdělení. Konkrétně víme, že Z̃k je distribuováno jako
eYi . Tedy

1
k

ln Z̃k → −
1
α
.

Nyní spojíme potřebná tvrzení dohromady.

P(Hn ≥ (α− ε) lnn︸ ︷︷ ︸
k

) ≥ P

(
Zk ≥

1 + (α− ε) lnn
n

)
(3.0.3)

≥ P

(
Z̃k ≥

1 + (α− ε) lnn
n

)
(3.0.7)

= P

(
1
k

ln Z̃k ≥
1
k

ln
1 + (α− ε) lnn

n

)

Pravděpodobnost na posledním řádku pro k →∞ jde k jedné. To plyne z faktu,
že

1
k

ln
1 + (α− ε) lnn

n
' − 1

α− ε
< − 1

α
.

Tímto máme tvrzení 3.0.5 dokázáno.

�

Spojením tvrzení 3.0.4 a 3.0.5 je věta 3.0.2 dokázaná.

�
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Tento výsledek později ještě zpřesnil Reed [15], který dokázal větu 3.0.8.

Věta 3.0.8 Platí
E(Hn) = α lnn− β ln lnn+O(1),

kde β = 3α
2 ln α2

, což je přibližně 1,953.

Kromě střední hodnoty nás zajímá jak moc se odlišuje Hn u různých stromů. V roce
1995 Devroye s Reedem [7] ukázali, že Var(Hn) = O((ln lnn)2). Později, prakticky
zároveň, dokázali Reed [15] a Drmota [8], že Var(Hn) = O(1).

Další výsledek týkající se výšek nevyvážených BVS přinesl Robson [17]. Ten uká-
zal, že očekávaný rozdíl výšek dvou stejně velkých stromů co do počtu vrcholů je
menší, než 3,135 pro všechny velikosti. Zároveň dokázal, že všechny momenty výšky
BVS jsou konstantní.

Co se týče vytváření stromu, pak Sadgewick a Flajolet [13] uvádějí, že průměrný
počet porovnání při vytváření nevyváženého BVS je ≈ 1,386n log2 n− 2,846n.

32



Kapitola 4

Použité statistické metody

V této kapitole uvedeme všechny statistické metody a pojmy použité při zpracování
experimentálních výsledků. Většina pokročilejších pojmů je z knihy [2].

4.1 Základní pojmy

Přehled použitých statistických pojmů, a jejich definice.

Náhodná veličina: Libovolná reálná funkce X definovaná na množině elementár-
ních jevů (událostí, které za určitých podmínek mohou nastat) ω pravděpo-
dobnostního prostoru Ω.

Rozdělení pravděpodobnosti: Jedná se o zobrazení, které každému elementár-
nímu jevu přiřazuje určité reálné číslo, které charakterizuje pravděpodobnost
tohoto jevu. U spojité náhodné veličiny se určuje pomocí funkce které se říká
hustota pravděpodobnosti.

Střední hodnota: Značí se EX. Má-li náhodná veličina X spojité rozdělení s hus-
totou rozdělení f(x), pak EX =

∫
R
xf(x)dx.

Rozptyl: Značí se Var(x). Pro spojitou náhodnou veličinu definujeme rozptyl vzta-
hem Var(X) =

∫ +∞
−∞ [x − EX]2f(x)dx, kde f(x) je hustota pravděpodobnosti

veličiny X.

Směrodatná odchylka: Jedná se o odmocninu z rozptylu náhodné veličiny, tedy
σ =

√
Var(X).

Kvantil: Pro spojité rozdělení je kvantil Qp definován jako P (X ≤ Qp) = p.

Medián: Jedná se o kvantil Q0,5. Výběrový medián je hodnota, která rozděluje
soubor seřazených hodnot na dvě stejně velké množiny.

Náhodný výběr: Náhodný výběr z daného rozdělení pravděpodobnosti je posloup-
nost nezávislých náhodných veličin X1, X2, ..., Xn, které mají dané rozdělení
pravděpodobnosti.
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Výběrový průměr: Pro daný náhodný výběr definujeme výběrový průměr jako
X̄ = 1

n

∑n
i=1Xi.

Výběrový rozptyl: Pro daný náhodný výběr definujeme nestranný výběrový roz-
ptyl jako s2 = 1

n−1
∑n

i=1(Xi − X̄)2

Normální rozdělení: Rozdělení pravděpodobnosti s parametry µ a σ a s hustotou

f(x) = 1
σ
√
2π
e
(x−µ)2

2σ2 . Značíme ho N (µ, σ2). Jeho střední hodnota je EX = µ a
rozptyl Var(X) = σ2.

Interval spolehlivosti: Mějme parametr θ rozdělení nějaké náhodné veličiny X.
Potom pokud P (θ ∈ (θ1, θ2)) = 1− α, α ∈ (0, 1), pak intervalu (θ1, θ2) říkáme
interval spolehlivosti a hodnotě 1− α říkáme koeficient spolehlivosti.

4.2 Sekvenční analýza

Tato část textu je založena na knize [14]. V našem případě budeme potřebovat od-
hadnout, kolik musíme udělat pozorování, abychom při odhadování střední hodnoty
aritmetickým průměrem dosáhli předem stanovené přesnosti. Na to použijeme me-
todu, kterou vypracoval Stein. Tato metoda slouží ke konstrukci intervalu spolehli-
vosti dané délky pro střední hodnotu normálního rozdělení při neznámém rozptylu.

Metoda pracuje takto. Vezměme nejprve náhodný výběr x1, x2 . . . xm z normál-
ního rozdělení předem stanoveného rozsahu m. Z něj vypočteme nestranný výběrový
rozptyl s2. Označme n jako nejmenší celé číslo větší nebo rovné m, splňující

s2

n
≤ c2

b2
,

kde b2 je rozptyl t-rozdělení s m− 1 stupni volnosti (parametr t-rozdělení) a c kon-
stanta, kterou získáme podle tvrzení 4.2.1. Poté vezmeme dalších (n−m) pozorování.
Na data můžeme použít následující tvrzení.

Tvrzení 4.2.1 Nechť x̄ je aritmetický průměr všech n pozorování. Pak x̄ je ne-
stranný odhad parametru µ, jehož směrodatná odchylka je ≤ c. Vezměme libovolnou
konstantu l. Označme tα/2 jako 1 − α

2 kvantil t-rozdělení s (n − 1) stupni volnosti.
Poté, je-li za c zvoleno číslo c = bl

tα/2
, je koeficient spolehlivosti intervalu x̄± l roven

nejméně 1− α.

Jinými slovy, se spolehlivostí 1 − α můžeme říci, že parametr µ je v intervalu
x̄± l. Čím chceme větší přesnost (menší konstantu l), tím nám samozřejmě vychází
počet potřebných pozorování větší.

4.3 Lineární regrese

Abychom zjistili, jestli teoreticky spočtené výsledky o složitosti BVS odpovídají na-
měřeným hodnotám, použijeme metodu lineární regrese. Lineární regrese je metoda,
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která zkoumá závislosti dvou proměnných, a to vysvětlující (budeme značit X) a vy-
světlované (budeme značit Y ). Například pro náš problém budeme zkoumat závislost
výšky stromu (vysvětlovaná) na velikosti stromu (vysvětlující). Vezmeme si n mě-
ření ((x1, y1) . . . (xn, yn)), kde xi je pozorovaná hodnota proměnné X a yi příslušná
naměřená hodnota proměnné Yi. Cílem je nalézt regresní koeficienty βj v lineární
regresní funkci, kterou definujeme jako

y = g(x) =
m∑
j=1

βjfj(x),

kde fj(x) je m námi zvolených funkcí neobsahujících βj. Zvoleným funkcím budeme
dále říkat lineární model. Vektor hodnot vypočtený z této funkce po získání koefici-
entů β z pozorovaných hodnot bude označovat jako ŷ. Tedy ŷi =

∑m
j=1 βjfj(xi).

Pro další postup budeme používat tyto předpoklady:

• Vektor x = (x1 . . . xn) je nenáhodný.

• Náhodné veličiny Yi jsou na sobě nezávislé (Rezidua jsou nekorelovaná).

• Náhodné veličiny Yi jsou z normálního rozdělení Yi ∼ N (ŷi, σ2).

Pro hledání koeficientů βj použijeme metodu nejmenších čtverců. Při použití této
metody se snažíme minimalizovat vzhledem k βj součet čtverců reziduí. Reziduum
je vzdálenost naměřené hodnoty yi od hodnoty ŷi. Tedy hledáme min

∑n
i=1(yi −

ŷi)2. V případě, že jsou předpoklady splněny, platí, že metoda nejmenších čtverců je
zároveň metodou maximální věrohodnosti.

Zbývá otázka, jak rozhodnout, jestli jsme zvolili správný lineární model, tedy jestli
získaná lineární regresní funkce dobře aproximuje pozorované hodnoty yi. Základním
ukazatelem jsou rezidua. Jsou-li příliš velká, asi jsme zvolili špatný model, znamená
to totiž, že naměřené hodnoty jsou „dalekoÿ od regresní křivky. Pro určení přílišné
velikosti nám pomůže rezidua nějakým způsobem znormalizovat.

Rezidua upravíme tak, aby měla t-rozdělení s n−m stupni volnosti. Takto uprave-
ným reziduím budeme říkat studentizovaná rezidua. Za příliš velké budeme považo-
vat taková, která překračují kritickou hodnotu t-rozdělení s n−m stupni volnosti na
námi zvolené hladině významnosti. Kritickou hodnotu pro t-rozdělení značíme jako
tα a je definována jako P(|X| > tα) = α, kde X je náhodná proměnná z t-rozdělení
s n stupni volnosti.

Dalším ukazatelem může být významná odlišnost jednotlivých regresních koefici-
entů od nuly. Jsou-li nulové, tak nejspíše nemají příslušné zvolené funkce na výsledek
vliv. Jedná se vlastně o test vlivnosti funkce fj na hodnotu y.

Jako obecné měřítko kvality lineárního modelu se používá koeficient determinace
R2. Je definován jako

R2 = 1− RSS∑n
i=1(yi − ȳ)2

,

kde RSS je reziduální součet čtverců, tedy RSS =
∑n

i=1(yi− ŷi)2. R2 nabývá hodnot
mezi 0 a 1. Čím je jeho hodnota blíže k jedné, tím je daný lineární model lepší.
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Jiným ukazatelem jsou i hodnoty v tzv. hat matici H. Je definována jako

H = X(XTX)−1XT ,

kde X je v tomto případě matice hodnot fj(xi). Pro hat matici platí

ŷ = Hy.

Hodnotám na diagonále (hii) budeme říkat leverage. Tyto hodnoty určují vlivnost
příslušného měření na výsledek. Za příliš velké budeme považovat hodnoty větší, než
2m−1

n
.
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Kapitola 5

Měření

V této kapitole se zaměříme na zvolené postupy při měření vlastností stromů. Pri-
márně jsme se při měření soustředili na výšku stromu. Dále jsme měřili rychlost
vytvoření stromu a průměrnou délku vnitřní cesty stromu, což je průměrná vzdále-
nost vrcholu od kořene.

Všechny tři typy stromů jsme konstruovali ze stejných dat. Ta byla ze třech typů
rozdělení - rovnoměrného, normálního a exponenciálního. Stromy se konstruovaly
z dat o 25 různých velikostech v rozmezí 64 prvků až 1076167 prvků. Z důvodu
předpokládaných výsledků nebyly velikosti v intervalu umístěné rovnoměrně, ale
logaritmicky.

5.1 Testovací Prostředí

Testování probíhalo na počítači s nainstalovaným operačním systémem Ubuntu Li-
nux 9.10 s hardwarovou konfigurací CPU AMD Duron 1,3 GHz, 768 MB RAM.
Z důvodu měření času byl v průběhu testů počítač odpojen od internetu a byl mini-
malizován počet ostatních procesů. Pro potřeby testování byly použity implementace
stromů v jazyce C++, a to BinarySearchTree [5], AVL [9] a RedBlackTree [18]. Tyto
implementace byly ještě upraveny a spojeny do jedné. Jako kompilátor byl použit
GCC ve verzi 4.4.1 a programy mbulid a mcc, které jsou součástí Matlabu r2006b.

Data v rovnoměrném rozdělení byla generována pomocí programu Mersene Twis-
ter [11]. Pro generování dat s normálním a exponenciálním rozdělením bylo použito
funkcí normrnd a exprnd z programu Matlab r2006b. Tyto funkce nezajišťují, že se
vygenerovaná čísla nebudou opakovat. Tento stav ovšem nenastává příliš často, a
vzhledem k tomu, že jsou data pro všechny stromy stejná, jsme se rozhodli to nijak
dále neřešit.

Pro srovnání červeno-černých a AVL stromů jsme ještě přidali měření na setříděné
posloupnosti. Na nevyváženém BVS jsme tento pokus neprováděli, protože výsledek
je nám známý. Vkládáním setříděné posloupnosti do prázdného nevyváženého stromu
vznikne spojový seznam.
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5.2 Velikost dat

Pro každý typ stromu a každou velikost dat byl nejprve nastaven počet pokusů na
20. Protože nevíme, jestli je to dostatečný počet, bylo využito sekvenční analýzy
k odhadnutí dostatečného počtu pozorování.

Abychom mohli tento způsob vůbec použít, musíme předpokládat, že výška všech
našich typů binárních stromů je z normálního rozdělení. To nevíme jistě, ale v další
kapitole se pokusíme najít na tuto otázku odpověď.

Sekvenční analýza je popsána v kap. 4.2. V našem měření jsme zvolili hodnotu
α = 0,05 a hodnotu l = 1. Pro začátek jsme provedli 20 měření. Kritická hodnota je
tα/2 = 2,093. Výsledky výpočtů jsou shrnuty v Tab. 5.1.

BST AVL RBT

rovnoměrné 38 2 3
normální 46 2 3

exponenciální 34 2 3

Tabulka 5.1: Spočtený dostatečný počet pozorování pro l = 1

Protože počet pozorování je stále ještě únosný, zkusili jsme ještě snížit hodnotu
l na 0,5. Výsledky ukazuje Tab. 5.2. Protože nynější počet naměřených pozorování
u nevyvážených stromů vzrostl, upravili jsme podle toho ostatní příslušné parametry
(jako tα/2 a b2).

BST AVL RBT

rovnoměrné 113 5 10
normální 134 5 9

exponenciální 122 5 12

Tabulka 5.2: Spočtený dostatečný počet pozorování pro l = 0,5

Jak je vidět, vyvážené stromy jsou hodně stabilní, a počet pokusů který jsme
zvolili je ještě větší než bylo potřeba. Takto nízká hodnota l spolu s faktem, že výška
stromu je celé číslo, nám říká, že je hodně malá pravděpodobnost, že se očekávané
hodnoty liší od naší spočtené z konečného počtu měření.
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Analýza dat

Nyní, před samotným zkoumáním naměřených dat, si položíme několik otázek, na
které se pokusíme v dalším textu odpovědět.

1. Jaká je s co největší přesností očekávaná výška nevyváženého BVS o n vrcho-
lech podle naměřených dat?

2. Odpovídá to spočteným výsledkům?

3. Jaký je rozptyl výšek nevyváženého BVS? Je opravdu konstantní? A když ano,
pak jaká je tato konstanta?

4. Je u naměřených výšek nevyvážených BVS medián roven průměru, nebo je
nějak vychýlený?

5. Jaké je rozpětí u naměřených výšek nevyvážených BVS?

6. Jaká je, s co největší přesností, očekávaná výška AVL stromů?

7. Jaká je, s co největší přesností, očekávaná výška červeno-černých stromů?

8. Jaký je rozptyl výšek u AVL a červeno-černých stromů?

9. Je znatelný rozdíl mezi očekávanou výškou AVL a červeno-černého stromu?

10. Má na stromy vliv rozdělení dat, ze kterých jsou stromy konstruovány?

11. Řídí se výška binárních vyhledávacích stromů pro pevně danou velikost nor-
málním rozdělením?

12. Jak se chová AVL a červeno-černý strom, když jsou vstupní data setříděná?

13. Jaký je očekávaný rozdíl výšek dvou stejně velkých stromů?

14. Který z typů stromů se staví nejrychleji? Je rozdíl mezi nimi v tomto ohledu
markantní?

15. Jaký je rozdíl v naměřených stromech v průměrné délce vnitřních cest?
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Pro zodpovězení otázek se nejprve zkusíme na naměřená data podívat. Zaměříme
se na základní údaje, které nám o datech ledacos napoví. Tím dostaneme nějaké
odpovědi, či přesněji řečeno zjistíme jak daná data vypadají, a které odpovědi jsou
reálné. Pro přesné odpovědi použijeme metodu regrese a statistické testy.

6.1 Základní statistické údaje

Nejprve se zaměříme na naměřené výšky stromů. Ještě upozorníme, že x-ová osa
má u většiny následujících obrázků logaritmickou stupnici číslování. To je proto,
aby byl obrázek co nepřehlednější, protože velikosti vstupních dat jsou na intervalu
rozmístěny logaritmicky. Podle předpokladu, že velikost stromu je závislá na velikosti
vstupních dat logaritmicky, by poté měla být viditelná závislost na grafech „lineárníÿ.

Na Obr. 6.1 je zobrazena závislost výběrového průměru z naměřených výšek na
velikosti stromu.
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Obrázek 6.1: Závislost průměrné výšky na velikosti vstupních dat.

Z obrázku je patrno, že vztah výšky a velikosti je u všech tří stromů podle před-
pokladu logaritmický. Nevyvážené BVS (na obrázku modře) mají podle očekávání
výšku znatelně vyšší než vyvážené. Roste přibližně dvakrát rychleji. AVL stromy
mají oproti červeno-černým (na obrázku červeně) vždy průměrnou výšku nižší nebo
stejnou, avšak rozdíl není moc velký a nelze pouhým pohledem jednoznačně říci, že
by AVL stromy byly nižší.

Další zkoumanou charakteristikou je výběrový nestranný rozptyl. Vztah výběro-
vého nestranného rozptylu naměřených výšek na velikosti vstupních dat je zobrazen
na Obr. 6.2.

Z grafu je patrno, že vyvážené stromy mají rozptyl velmi malý, tedy všechny
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Obrázek 6.2: Závislost rozptylu výšek na velikosti vstupních dat.

stromy v měření byly přibližně stejně vysoké. Také vidíme, že se zvětšující se velikostí
se rozptyl u vyvážených stromů nezvětšuje. To znamená, že je nejspíše konstantní.

U nevyvážených BVS je situace složitější. V první polovině je vidět znatelný
nárůst. Podle obrázku to spíše vypadá, jakoby rozptyl výšek u nevyváženého stromu
nebyl O(1), ale O(log log n)2. Další možnost může být, že rozptyl je konstantní až od
nějaké velikosti. To proto, že přibližně od 10000 prvků výš už „konstantněÿ trochu
vypadá.

Odpověď na čtvrtou otázku je na Obr. 6.3. Fialová úsečka ukazuje hranici, za
kterou se (po zaokrouhlení průměru) průměr liší od mediánu. U vyvážených stromů
žádná hodnota nepřekračuje hranici, tedy průměr a medián jsou stejné (až na za-
okrouhlení) hodnoty. U nevyvážených stromů to tak jednoznačné není, protože pět
měření z pětadvaceti tuto hranici překračuje.

Je zajímavé, že je překročena vždy horní hranice, tedy stav, kdy průměr je větší
než medián. Vychýlení nejenom u nevyvážených ale i u vyvážených stromů je spíše
nahoru. To nás přivádí k závěru, že když se výška stromu více liší od očekávané, tak
spíše bude větší než menší.

Další zkoumanou vlastností je rozpětí. Jedná se o rozdíl mezi největší a nejmenší
naměřenou výškou. Zachycuje ho Obr. 6.4. AVL strom má rozpětí velmi malé, nejvíce
jedna, a je se zvětšující se výškou prakticky stejné. Červeno-červené stromy už jsou
trochu variabilnější, i když rozdíl výšek je stále velmi malý. Zde to ale trochu vypadá,
že se rozpětí s narůstající velikostí trochu zvětšuje. U nevyvážených stromů je nárůst
znatelný. Také rozpětí je u nich celkem velké vzhledem ke střední hodnotě.

O datech nám hodně řekne také krabicový diagram. Na Obr. 6.5 je krabicový
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Obrázek 6.3: Rozdíl průměru a mediánu naměřených výšek.
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Obrázek 6.4: Rozpětí naměřených výšek stromu.

diagram pro dvě největší velikosti dat. Krabicový diagram zobrazuje červeně medián
dat, modrými obdélníky hodnoty mezi kvantily q0,25, q0,5 a q0,5, q0,75. Černou přeru-
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šovanou čarou pak hodnoty menší než q0,25, a větší než q0,75. Červenými křížky pak
odlehlá pozorování. Z krajních hodnot jde také poznat minimum a maximum.

Vyvážené stromy mají velmi malý rozptyl, proto říci, jakým rozdělením se řídí
jejich výška, je složité. Data o výšce nevyvážených BVS vypadají, jakoby opravdu
byla z normálního rozdělení, jsou jen trochu vychýlená. Více nám o tom napoví
přesnější test.

Pro testování normality jsme použili Shapiro-Wilkův test normality [19]. Data
jsme získali tak, že jsme naše naměřená data rozdělili po pěti a spočítali jejich aritme-
tický průměr v pětici. Na těchto průměrech jsme testovali normalitu na 5% hladině
přesnosti. U nevyvážených stromů a červeno-černých nám vždy vyšlo, že data jsou
z normálního rozdělení u všech velikostí, u AVL ve valné většině.
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Obrázek 6.5: Krabicový diagram výšek u dvou největších velikostí dat.

Použijeme-li jako vstupní posloupnost setříděná data, tak u nevyvážených stromů
víme co se přesně stane. Vznikne spojový seznam. Pro vyvážené stromy shrnuje
výsledek Obr. 6.6. Vyvážené stromy si s nimi poradí mnohem lépe. Výsledky u AVL
stromů jsou prakticky stejné jako pro náhodnou posloupnost. Červeno-černé stromy si
s nimi poradí hůře, výška je znatelně vyšší, i když ne o moc, než průměrná z náhodné
posloupnosti.

Obr. 6.7 zachycuje rozdíly výšek při různém rozdělení vstupních dat. Z obrázku
je vidět, že rozdíly jsou velice malé, navíc kolísají kolem nuly. Z toho dostáváme
závěr, že rozdělení vstupních dat nejspíše nemá na strom vůbec žádný vliv. Když se
nad tímto problémem trochu zamyslíme, dostaneme následující pozorování.
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Obrázek 6.6: Výška u vyvážených stromů konstruovaných setříděnou posloupností.
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Obrázek 6.7: Rozdíl průměrných výšek stromu konstruovaných z různě rozdělených
vstupních dat.
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Pozorování 6.1.1 Typ rozdělení vstupních dat nemá na tvar stromu vůbec žádný
vliv.

Důkaz: Vezměme si 2n náhodně vygenerovaných čísel, která označíme x1, x2 . . . xn
(vygenerovány se stejným libovolným rozdělením) a y1, y2 . . . yn (taktéž). Data xi
setřídíme podle velikosti, a stejně tak i yi. Vezmeme náhodnou proměnnou Z ∈
R(1, n)(diskrétní), pak pro ∀k : 1 ≤ k ≤ n platí P(xZ > xk) = n−k

n
=P(yZ > yk). To

je ale také stejná pravděpodobnost, jako zda při vytváření stromu z n prvků uložím
prvek xk do levého podstromu kořene (první vložený prvek je xZ).

Pro nevyvážené stromy máme pozorování dokázáno. U vyvážených je situace
obdobná. Při vyvažování nikde nepracuji s absolutními hodnotami klíčů, ale jen
s jejich relativní pozicí. Z toho plyne, že pozorování platí i pro vyvážené stromy.

�

Protože vyvážené stromy při vytváření provádějí ještě nějaké operace navíc, tak
u nich může trvat vytvoření stromu déle. Doba, za kterou se stromy vytvořily, je
na Obr. 6.8. Křivka na obrázku je spočtená hodnota počtu porovnání vydělená 107

(uvažujeme, že počítač zvládne 107 porovnání za sekundu). Z obrázku vidíme, že
skutečný čas roste s velikostí stromu rychleji než spočtený pro nevyvážené stromy,
a že nejrychleji se staví nevyvážené stromy. To, že rychlost vytváření stromů roste
rychleji, může být dáno technickými potřebami operačního systému, a nutností ně-
kolika ostatních operací kromě porovnání. Rychlost vytváření na našich datech byla
u nevyvážených stromů asi dvojnásobná oproti AVL stromům.
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Obrázek 6.8: Průměrná doba vytvoření stromu.
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Obrázek 6.9: Průměrný rozdíl výšek dvou stromů.

Předposledním námi měřeným údajem je očekávaný rozdíl výšek dvou stromů
o stejné velikosti. Průměr z rozdílu všech dvojic měřených stromů je na Obr. 6.9.
Situace je podobná jako u rozptylu. U vyvážených stromů je tato hodnota celkem
malá, a vypadá to, že není závislá na velikosti stromu. Naopak u nevyvážených,
hodnoty s velikostí stromu rostou, i když hodně pomalu.

Poslední je průměrná délka vnitřních cest stromu. Graf naměřených hodnot je na
Obr. 6.10.

Tyto hodnoty nám vlastně přesně říkají, jak bude ve stromě rychlý algoritmus
Member. Jak je vidět, vyvážené stromy mají tuto hodnotu prakticky stejnou, nepozo-
rujeme mezi nimi v tomto ohledu žádný rozdíl. Nevyvážené stromy mají průměrnou
délku vnitřních cest větší, což je vzhledem k o dost větším hodnotám očekávané
výšky pochopitelné.

Nyní již máme představu o tom, jak data vypadají a jak se chovají, a víme, co
můžeme očekávat za výsledky. V další kapitole se zaměříme na exaktnější postupy
k potvrzení našich domněnek.

6.2 Regresní analýza

Pro odpověď na některé naše otázky by se nám hodila nějaká metoda, která nám
naměřená data proloží co nejlépe křivkou, abychom poté mohli porovnat její para-
metry se spočtenými. Vzhledem k povaze dat se nám nejvíce hodí metoda lineární
regrese. Její popis je v kap. 4.3. Všechny předpoklady budeme považovat za splněné,
k jejich možnému porušení se vrátíme později.

Veškeré výpočty týkající se lineární regrese jsme prováděli ve statistickém soft-
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Obrázek 6.10: Průměrná délka vnitřních cest stromů.

waru R 2.9.2. Lineární modely jsme vytvářeli podle předpokládaného výsledku, a
jejich vhodnost jsme poté ověřovali podle výše zmíněných metod. Všechny naměřené
výsledky jsou uloženy na přiloženém CD.

Nejprve jsme použili metodu na výběrový průměr výšky stromů. Průměr jsme
zvolili místo mediánu proto, že je to reálné a ne celé číslo, a tudíž se lépe prokládá
křivkou. Navíc podle předchozího pozorování jsou tyto hodnoty velice blízké. Na
začátek jsme pro všechny typy stromů zvolili lineární model o třech funkcích, regresní
funkce vypadala takto:

y = β3 ln(x) + β2 ln(ln(x)) + β1

Po provedení výpočtu jsou u BVS všechny parametry významně odlišné od nuly,
a nelze tedy žádný z nich vynechat. U vyvážených stromů vyšel parametr u dvojitě
logaritmické funkce přibližně roven nule a je statisticky nevýznamný, můžeme tedy
tuto funkci z modelu odstranit. Po změně modelu vyšel u AVL stromů také statis-
ticky nevýznamný parametr u konstantní funkce. Spočtené hodnoty parametrů jsou
v Tab. 6.1. Graficky je proložení dat spočtenými křivkami zobrazeno na Obr. 6.11.

BVS AVL RBT

β3 4,37701 1,729594 1,853207
β2 -3,06886 0 0
β1 -3,22882 0 -0,235592

Tabulka 6.1: Hodnoty regresních parametrů pro průměrné výšky stromů.
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Obrázek 6.11: Naměřené výběrové průměry proložené regresní křivkou.
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Z obrázků je patrno, že křivky aproximují naměřené hodnoty velice dobře. O tom
svědčí i ostatní ukazatele. Například hodnota R2 je u všech tří typů větší než 0,99.

Nejprve si vezmeme regresi výběrového průměru výšek nevyváženého BVS. Pro
náš model je hodnota RSS = 0,1323, což vypadá vzhledem k velikosti hodnot jako
velmi málo. Pokud vezmeme studentizovaná rezidua, pak je na 5% hladině příliš
velká hodnota pouze u posledního pokusu (v absolutní hodnotě větší než 2,074).
Podle hodnoty leverage (0,25300936) je toto pozorování celkem vlivné (větší, než
4/25), a mohlo by špatně ovlivňovat parametry. Celkově jsou ale hodnoty v normě,
takže zvolený model je dobrý.

Porovnáme-li teoreticky vypočtené parametry s hodnotami regresních parametrů,
je hodnota α ' 4,311 velice blízko hodnotě β3 = 4,377. Hodnota β = −1,953 se sice
liší od hodnoty β2 = −3,0689, ale tento rozdíl není velký, při vhodně zvolené kon-
stantě se může smazat. Navíc je spočtená hodnota vyšší, což znamená, že naměřené
hodnoty jsou menší než spočtené a to je výhodnější než kdyby tomu bylo naopak.

U modelu pro průměrnou výšku AVL stromu je situace velice obdobná. Hodnota
chyby reziduí je ještě menší než v předchozím případě, a to RSS = 0,111. Na 5%
hladině není žádné studentizované reziduum příliš velké. Také ostatní hodnoty jsou
v pořádku, a také díky vysoké hodnotě R2 = 1 můžeme považovat model za dobrý.

Pro AVL strom výpočet očekávané výšky stromu nemáme. Naměřenou hodnotu
ale můžeme porovnat s maximální a minimální výškou stromu. Hodnotu β3 ale ještě
před porovnáním musíme upravit, protože ve výpočtech jsme pracovali s dvojkovým
logaritmem a v regresi s přirozeným. Po převedení je hodnota parametru β′3 = 1,1989.
Tato hodnota je přibližně uprostřed mezi maximální výškou 1,44 a minimální 1.

Model pro průměrnou výšku červeno-černých stromů se chová podobně jako před-
chozí dva. Hodnota RSS = 0,085 je taktéž velmi nízká. Jedno studentizované rezi-
duum je za kritickou hodnotou, a to měření 14, které má hodnotu 2,0809. To je ale
větší než kritická hodnota 2,069 jen o velmi málo. Navíc podle hodnoty leverage není
měření 14 moc vlivné. Stejně jako v předchozích případech i zde je velká hodnota
R2 = 0,998, a proto můžeme považovat námi zvolený model za dobrý.

Stejně jako u AVL stromů i zde přesný výpočet očekávané výšky červeno-černých
stromů nemáme k dispozici. Po převedení hodnoty β3 na parametr u dvojkového lo-
garitmu je jeho hodnota β′3 = 1,285. Tato hodnota je výrazně menší než u maximální
velikosti, kde je parametr roven přibližně 2.

Dalším postupem je ověření předpokladů u našich modelů. Konstantní rozptyl
u všech dosavadních modelů vypadá podle Obr. 6.12 v pořádku. Velikost residuí se
nezvětšuje se zvětšující se velikostí stromu. Pro ověření podmínek nekorelovanosti
residuí jsme použili Durbin-Watsonův test a pro normalitu residuí Shapiro-Wilkův
test. Jedná se o standardní testy používané v tomto problému. Jejich znění je v knize
[19]. U všech modelů oba testy potvrdily správnost předpokladů, ty tedy můžeme
považovat za splněné.

To byly modely pro střední hodnotu, dále se budeme věnovat rozptylu. V tomto
případě není situace tak jednoznačná jako v minulém případě. Pro začátek jsme
zvolili pro všechny stromy takovouto regresní funkci:

g1(x) = β′2(ln(ln(x)))2 + β′1
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Obrázek 6.12: Závislost reziduí na výšce stromu.

Sice podle spočtených hodnot má být rozptyl konstantní, ale námi naměřená data
tak na první pohled nevypadají. Protože hodnoty R2 jsou velice nízké, zvolili jsme
jako další regresní funkce g2(x) = β′′2 ln(ln(x)) + β′′1 a g3(x) = β′′′1 (jiné funkce se
neosvědčily). Získané funkce jsou na Obr. 6.13.

U modelů rozptylu BVS vychází funkce g1 a g3 velice podobně, sledované sta-
tistiky mají prakticky stejné. Kvůli o trochu nižší hodnotě RSS = 0,4252 a vyšší
hodnotě R2 = 0,836 oproti RSS = 0,4583 a R=0,8094 u prvního modelu se přiklo-
níme spíše ke druhému modelu. Protože už z obrázku vypadá konstantní funkce g3
špatně, a navíc má velkou hodnotu RSS = 1,028, vypadá druhý model nejlépe.
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Obrázek 6.13: Naměřené výběrové rozptyly proložené regresními křivkami.

U rozptylu AVL stromu vyjdou pro první dvě funkce oba parametry nevýznamné
od nuly. Všechny tři regresní funkce jsou si velice podobné, proto se zde přikláníme
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ke třetímu modelu.
První dva modely rozptylu červeno-černého stromu mají podobné vlastnosti.

Hodnoty RSS a R2 má druhý model o trochu lepší, navíc nemá oproti prvnímu
modelu žádné studentizované reziduum příliš velké, proto se přikláníme spíše k dru-
hému modelu. Třetí model má ukazatele podobné jako první, i když má větší RSS,
jsou všechna studentizovaná rezidua v normě, proto třetí model ještě úplně nezavrh-
neme, i když podle obrázku vypadá druhý lépe.

Přehled spočtených parametrů ve zvolených regresních funkcích je v Tab. 6.2

BVS AVL RBT

β2 2,6149 0 0,1022
β1 -1,4339 0,10405 0

Tabulka 6.2: Hodnoty regresních parametrů pro rozptyl výšek stromů.

Hodnota parametru R2 = 0,836 regresní funkce rozptylu nevyváženého BVS není
moc přesvědčivá. Hodnota studentizovaných reziduí je v pořádku, až na poslední
měření (−3,26), které hodně překračuje kritickou hodnotu. Měření je navíc celkem
dost vlivné. Podle Obr. 6.14 to také vypadá, že není splněn předpoklad konstantnosti
rozptylu reziduí, ostatní předpoklady jsou podle testů splněné. Velikost reziduí se se
zvětšující výškou zvětšuje, navíc pro nejvyšší hodnoty jsou rezidua většinou záporná.
To nás vede k závěru, že zvolený model není až tak dobrý.
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Obrázek 6.14: Závislost reziduí rozptylu na výšce stromu.

Daný model nám bohužel neodpověděl na otázku týkající se rozptylu. Ten má být
podle spočtených výsledků konstantní, to se nám ale na našich datech nepotvrdilo.
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Kvůli špatným vlastnostem reziduí je ale možné, že rozptyl je konstantní až od nějaké
hodnoty, a proto je náš model nefunkční.

Protože hodnoty u rozptylu AVL stromu prokládáme konstantní křivkou, tak ně-
které ukazatele, jako třeba R2 nemají smysl. Studentizovaná rezidua vypadají v po-
řádku, ale hodnota RSS = 0,0953 je celkem vysoká vzhledem k hodnotám. Je také
porušen podle Shapiro-Wilk testu předpoklad normálnosti reziduí. Data vypadají
spíše jako tři nezávislé skupiny.

To ale nic nemění na tom, že se rozptyl výšek u AVL stromu se zvětšující se
velikostí nemění, což potvrdila nevýznamná hodnota koeficientu β′2 u prvního a β′′2
u druhého modelu.

U modelu pro rozptyl výšek červeno-černého stromu není hodnota R2 = 0,891
také moc vysoká. Oproti druhému modelu je hodnota RSS = 0,07919 o trochu
nižší, ale rozdíl není nijak markantní. Studentizovaná rezidua jsou lepší u druhého
modelu, třetí má na rozdíl od druhého jedno residuum za kritickou hodnotou. Co
se týče splnění předpokladů, u obou modelů projdou testy v pořádku a i konstantní
rozptyl u prvního modelu vypadá podle Obr. 6.14 splněný.

Vzhledem k tomu, že u druhého modelu vyšel parametr u dvojitě logaritmické
funkce statisticky významný, můžeme považovat naše naměřená data za rostoucí.
Tedy, že rozptyl není konstantní, i když je velmi malý. Statistiky modelu ale nejsou
nikterak přesvědčivé, a je možné že je zde stejná situace jako u nevyvážených BVS,
tedy že výška stromu má konstantní rozptyl až od nějaké velikosti.
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Kapitola 7

Závěr

Na závěr si projdeme naše položené otázky, a podíváme se, na které se nám podařilo
odpovědět.

1. Lineární regresí vyšla průměrná výška nevyváženého BVS E(Hn) ' 4,377 lnn−
3,069 ln lnn− 3,229.

2. Výsledek lineární regrese potvrzuje i spočtenou hodnotu E(Hn) = 4,311 lnn−
1,95 ln lnn+O(1), protože rozdíl hodnot je na hranici rozlišitelnosti.

3. Na rozptyl průměrných výšek BVS se nám nepodařilo zvolenými metodami
najít odpověď. Na naměřených datech se rozptyl choval spíše jako Var(Hn) =
O(ln lnn) či O(ln lnn)2. Kvůli špatným vlastnostem lineárního modelu to ale
nemůžeme říci s jistotou.

4. Ve většině případů (80%) se medián rovnal průměru. Ve zbylých měřeních byl
vždy průměr větší než medián o jedna.

5. Rozpětí má podobný průběh jako rozptyl. Pro nejmenší velikosti stromů je
rozpětí tak velké, že nejmenší naměřené stromy dosahují hranic výšky stromu
pro danou velikost. To může mít za následek, že hodnoty rozptylu a rozpětí
jsou u malých velikostí nižší. Jinak řečeno, protože u největších námi uvažova-
ných velikostí bylo rozpětí přibližně 16, je velice nepravděpodobné, aby strom
o průměrné výšce deset, která se řídí normálním rozdělením měl rozpětí také
16. Na základě tohoto pozorování nemůžeme určit jestli je rozpětí konstantní
či nikoliv.

6. Očekávaná výška AVL stromu nám pomocí lineární regrese vyšla E(Hn) '
1,199 log2 n.

7. Metodou lineární regrese nám vyšla očekávaná výška červeno-černých stromů
E(Hn) ' 1,285 log2 n− 0,2356.

8. Rozptyl výšek u AVL stromů nám vyšel konstantní. U červeno-černých stromů
trochu rostl s velikostí, ale přesně určit, jestli je konstantní nebo O(log log n)
se nám nepodařilo.

54



KAPITOLA 7. ZÁVĚR

9. Průměrná výška červeno-černých stromů nám vyšla vždy větší nebo shodná
s průměrnou výškou AVL stromu, i když to není o mnoho. Párový t-test na 95%
hladině významnosti [2] potvrdil, že výška červeno-černého stromu je významně
větší.

10. Podle pozorování 6.1.1 nemá typ rozdělení dat vliv na očekávanou výšku stromu.

11. Podle krabicových diagramů a provedených testů můžeme předpokládat, že
výška nevyvážených BVS se řídí normálním rozdělením. U vyvážených stromů,
hlavně u AVL, situace není tak jednoznačná, protože u nich má očekávaná
výška velmi malý rozptyl, a tedy je obtížné o nich něco podobného říci. Nicméně
i u nich testy potvrdily, že se výška může řídit normálním rozdělením.

12. Na AVL setřídění vstupních dat nemá vliv, kdežto výška červeno-černých stromů
se znatelně zvýšila. U červeno-černých stromů je asi o 20% větší než průměr.

13. Jedná se o podobnou statistiku jako rozptyl. Naměřený průměrný rozdíl u výšky
nevyvážených BVS je o trochu menší než spočtené hodnoty. Pro všechny naše
velikosti byl rozdíl menší než 2,8, což je méně než spočtených 3,14. Pro vy-
vážené stromy je rozdíl malý, byl pro všechny měřené velikosti menší než 0,7.
U AVL stromů vypadal rozdíl konstantní.

14. Nejrychleji se stavěl nevyvážený strom. Ten má sice největší výšku, ale nepro-
vádí se v něm vyvažovací operace. Druhý nejrychleji postavený byl červeno-
černý strom. Rozdíl mezi nimi je celkem velký, skoro dvojnásobný. Rozdíl mezi
červeno-černými stromy nebyl až tak velký, ale je patrný.

15. V nevyvážených stromech je průměrná délka vnitřních cest větší a s velikostí
stromu roste více, než ve vyvážených stromech. Ty mají tuto hodnotu skoro
stejnou, prakticky nerozlišitelnou.

Celkem lze tedy říci, že zvoleným postupem jsme získali dobré odhady očekáva-
ných výšek stromů. Tyto hodnoty potvrdily spočtené výsledky. Co se týče rozptylu
výšek, zvolený postup k přesvědčivému výsledku nevedl. Lepší by nejspíše bylo pra-
covat s většími stromy, a možná i s více pozorováními. Počet pozorování jsme totiž
volili podle střední hodnoty namísto rozptylu.

Co se týče rychlosti, jsou nevyvážené stromy v průměrném případě nejrychlejší při
vytváření. Jejich další výhodou je jednoduchost kódu, tedy i menší pravděpodobnost,
že bude obsahovat chyby. Jak jsme zjistili, v průměrném případě se chovají hezky,
ale krajní případy, i když jejich pravděpodobnost je velice malá, jsou velice špatné.
Protože mají větší průměrnou délku vnitřních cest, je u nich pomalejší procedura
Member, než u vyvážených stromů. Pokud volání této procedury je několikanásobně
častější než volání metody Insert, je lepší použít některou z variant vyvážených
stromů.

Obě varianty vyvážených stromů mají výhodu v malé průměrné výšce, a v za-
jištění dobrého nejhoršího případu. Nevýhoda je ve vyvažovacích operací, které zpo-
malují operaci Insert a tím i vytváření stromu. Mají sice tuto operaci asymptoticky

55



KAPITOLA 7. ZÁVĚR

rychlejší než nevyvážené stromy, ale v praxi jsou díky většímu počtu konstantních
operací pomalejší. Také jsou to složitější algoritmy než nevyvážené stromy.

AVL stromy mají oproti červeno-černým stromům výhodu v menší výšce, i když
rozdíl není nikterak velký, aby zaručil rychlejší operace. O tom svědčí i průměrná
délka vnitřních cest, která je u obou stromů prakticky stejná. Jejich nevýhoda oproti
červeno-černým stromům je v pomalejší operaci Insert.

Pokračováním této práce může být lepší prozkoumání rozptylů výšek, tedy za-
měření se primárně na ně, a zvolení vhodnějšího postupu. Také lze více rozvinout
zkoumání skutečné rychlosti základních operací stromů, případně některých dalších.
Této části jsme se věnovali pouze okrajově, rychlost algoritmu Delete jsme například
neměřili vůbec. Dále lze více prozkoumat ostatní vlastnosti stromů jako je délka
vnitřních cest, případně závislosti typu počet rotací na rychlosti algoritmu Insert či
Delete u vyvážených stromů, nebo závislosti rychlosti operací na výšce.
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Příloha A

Obsah CD

Na přiloženém disku CD-ROM je uložena elektronická verze práce a následující ad-
resáře:

Matlab: Složka obsahuje použité skripty programu Matlab a naměřená data ve
formátu pro tento program.

Naměřená data: Ve složce jsou uložena všechna naměřená data v původním for-
mátu jak je vytvořil náš program. Data jsou rozdělena podle rozdělení vstup-
ních dat.

Program: Zdrojové kódy programu na měření výšek stromů. Instrukce na spuštění
programu jsou v souboru návod!.txt.

Regresní analýza: Obsahuje výsledky regresní analýzy. Popis souborů je v souboru
seznam.txt.
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