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Kapitola 1

Uvod

Tématem této prace jsou binarni vyhledavaci stromy a jejich o¢ekavana vyska. Jedna
se o datovou strukturu zaloZzenou na myslence rozdél a panuj. Jejich historie je
opravdu velmi dlouhd. Napiiklad AVL stromy byly navrzeny jiz v roce 1962 [I].
V minulosti vzniklo spoustu vice ¢i méné pouzitelnych variant a jejich vyjmeno-
vani by jisté zabralo mnoho ¢asu. V této praci se hlavné zaméiime na nejznaméjsi a
nejpouzivanéjsi varianty vyvazovani BVS (bindrnich vyhledavacich stromi).

V pripadé, ze mame k dispozici vice variant, je prirozené ptat se, ktera z nich
je nejlepsi. To, prestoze jde vétsinou o celkem jednoduché datové struktury, neni
vubec snadné. Asymptoticka slozitost jednotlivych operaci je vétsinou u vSech variant
stejné, potfebujeme proto k jejich porovnani presnéjsi vypocty slozitosti.
aby se co nejrychleji provadély nasledujici operace, a to hledani, mazani a vkladani
nového prvku. U vSech nami zvolenych variant je tento ¢as v nejhorsim pripadé
zavisly na vysce stromu, respektive na hloubce ulozeni hledaného prvku. Dokonce
vyhledavaci algoritmus je u vsSech variant BVS stejny. Z tohoto divodu budeme
pouzivat vysku stromu jako hlavni kritérium.

I kdyz se muze zdat, Ze jsme si timto praci hodné zjednodusili, neni tomu tak.
Prace s vyskou stromu mize byt i celkem obtizna. Vetsinou neni slozité zjistit nej-
horsi mozny pripad. To nam ale o skutecné rychlosti mnoho nefekne. Zajimavy je
hlavné o¢ekévany (prumérny) piipad, ktery nastava v daném typu stromu. Konkrétni
vypocty jsou velmi slozité, o ¢emz svédci fakt, ze castecny vypocet ocekavané vysky
pro nevyvazeny BVS provedl Devroye az v roce 1986 [6] a v roce 2003 ho upfesnil

Kromé ocekavaného priameéru je také zajimavé, jak moc se stejné velké stromy
od sebe odlisuji a jak moc se miizeme spolehnout na ocekavanou vysku. I zde jsou
nekteré spoctené vysledky, napriklad rozptyl vysek nevyvazenych stromt od Reeda
[15].

Dalsim faktorem pro porovnani stromi muze byt tvar vstupnich dat. V praxi ne
vzdy pracujeme s hezkymi daty. Data mohou byt néjakym zptisobem ovlivnéna, a
proto se podivame, jak na tuto skutec¢nost reaguji binarni stromy. Napiiklad vime, ze
pokud vytvarime nevyvazeny strom ze settidénych dat, vznikne ndm spojovy seznam,
coz je velice Spatné.



KAPITOLA 1. UVOD

V této praci se priklonime k feSeni pomoci experimentti. Budeme se snazit expe-
rimentalné porovnat vysky a obecné rychlosti operaci v riznych situacich. Vystupem
prace by meélo byt porovnani namétfenych hodnot s dosud spoctenymi teoretickymi
vysledky a také odhad naméreni hodnot multiplikativnich konstant funkci popisuji-
cich slozitost u téch typi stromt, pro které neexistuje pfesny vypocet.

K tomu pouzijeme statistické metody, zvlasté pak metodu linearni regrese. Tato
metoda nam totiz pro mnozinu dat vyda krivku, ktera je v jistém smyslu nejlépe
aproximuje, a my ji pak budeme moci porovnat se spoc¢tenou.

V prvni, teoretické, ¢asti prace popiSeme vySetfované stromy (nevyvazeny BVS,
AVL strom a ¢erveno-Cerny strom), algoritmy pro préaci s nimi a zndmé vysledky o
jejich slozitosti. Také struc¢né predstavime statistické metody pro vyhodnoceni expe-
rimentalnich vysledkt. Druha ¢ast bude vénovana prezentaci vysledkt experimenti
a zavérecna cast jejich vyhodnoceni.



Kapitola 2
Zakladni pojmy

Na zacatek uvedeme definice pouzivanych datovych struktur, algoritmy pro praci
s nimi a nékolik zakladnich vét, které se jich tykaji.

2.1 Nevyvazené BVS

Zacneme datovou strukturou, ze které vychazeji vSechny dalsi zminéné, a to nevy-
vazenym binadrnim vyhledavacim stromem. Nejprve uvedeme jeho definici a definici
nékolika dalsich zakladnich pojmii.

Definice 2.1.1 Strom je neorientovany souvisly acyklicky graf s vyznacenym vr-
cholem, tzv. korenem.

Definice 2.1.2 Vezmeéme libovolny vrchol néjakého stromu. Pak vsechny vrcholy na
cesté od v ke koreni (vietné kofene a mimo v) nazveme predky vrcholu v. Vrcholy,
pro které je v predkem, se nazyvaji naslednici vrcholu v. Nejblizsi predek vrcholu
v se nazyva otec vrcholu v. Vrcholy, které jsou spojeny hranou s v, vyjma jeho otce,
se nazyvaji synové vrcholu v. Pokud vrchol v nemd syny, pak ho nazyvame list.
Podstrom urceny vrcholem v je uplny podgraf obsahujici v a vSechny jeho ndsled-
niky.

Definice 2.1.3 Méjme libovolny strom a v ném libovolny vrchol v. Nejdelsi cesté od
korene k listu Tikdime vyska stromu. Viyska vrcholu v je vyska podstromu urceného
vrcholem v. Pokud cesta z v do kotene je dlouhd presné i, Tikdme, Ze v leZi v i-té
hladiné stromu. Pricemz délka cesty se rovnd poctu vsech hran na této cesté.

Definice 2.1.4 Pokud ma kaZdy vrchol stromu maximalné dva syny, pak hovorime
o binarnim stromu. Ddle uréime pro kazZdého syna, jestli je pravy a mebo levy,
s tim, Ze kaZdy vrchol muZe mit mazimalné jednoho levého a jednoho pravého syna.

Stromy budeme pouzivat pro feSeni tzv. slovnikového problému.

Definice 2.1.5 Je ddno totdlné usporadané universum U (tj. Yu,v € U kde u #
v:u < v mnebo v < u). Prvkim z univerza budeme tikat klice. KaZdému klici
mazeme priradit libovolnd data. Ukolem je reprezentovat mnoZinu S C U a navrhnout
algoritmy pro ndslednujici operace:

10



2.1. NEVYVAZENE BVS KAPITOLA 2. ZAKLADNI POJMY

Member(x) urci, zda x € S, a pokud ano vrdti adresu dat spojenou s klicem x.

Insert(x) zjisti, zda x € S, a pokud ne, 102571 S 0 x a vymezi potiebny prostor pro
data spojend s .

Delete(x) zjisti, zda x € S, a pokud ano, odstrani x z S a uvolni prostor, kde byla
uloZena data spojend s .

Tomuto zaddni se 7ika usporadany slovnikovy problém.

Strom reprezentuje mnozinu tak, ze kazdému vrcholu jednoznac¢né prifadi jeden
jeji Kklic.

Definice 2.1.6 Pokud v bindrnim stromé plati, Ze pro kaZdy vrchol je jeho klic ostre
vetsi neZ kterykoliv klic v podstromu urceném jeho levym synem a zdroven ostre
mensi nez kterykoliv klic v podstromu urceném jeho pravym synem, pak hovorime
o bindarnim vyhleddvacim stromu (BVS).

Nyni se podivame, jak pouzijeme BVS k feseni slovnikového problému. Pro pfita-
zeni dat ke kli¢i pouzijeme ukazatele do paméti, kde budou data ulozena. Data poté
neovliviiuji navrzenou strukturu a nebudeme se tedy jimi zabyvat. Zbjva nam popsat
potiebné algoritmy. Ve vSech algoritmech si budeme ukladat do kazdého vrcholu tyto
informace:

e key - kli¢ prifazeny vrcholu
e left_son - odkaz na levého syna
e right_son - odkaz na pravého syna

Prvnim je algoritmus Member (|1)) slouzici k vyhledéni vrcholu s danym klicem ve
stromu. Stejné jako dalsi algoritmy se jedna o rekurzivni algoritmus. Zacina v koreni
stromu, a podle vysledku porovnani hledaného prvku s klicem uloZenym ve vrcholu
sestupuje do korene levého nebo pravého podstromu. To provadi, dokud nenalezne
hledany vrchol nebo nenarazi na prazdny ukazatel. V prvnim piipadé vrati vrchol
reprezentujici dany kli¢, v druhém vrati prazdny ukazatel. Procedura Member
mé za argumenty kli¢, ktery hleddme, a koren aktualniho stromu. Cely algoritmus
zaCiné volanim hledany_vrchol := Member(hledany_klic,koten).

Dalsi algoritmus je velmi podobny predchozimu. Jedna se o algoritmus Insert
, ktery, pokud jiz neni stejny kli¢ vlozen, vytvori novy vrchol stromu a ptiradi
mu dany kli¢. Algoritmus je opét rekurzivni, ma dva parametry, prvni je vkladany
kli¢ a druhy je kofen stromu, do kterého chceme kli¢ vlozit. Algoritmus funguje tak,
ze porovnanim mezi vkladanym klicem a klicem aktualniho vrcholu se rozhodne,
jestli kli¢ vlozi do pravého nebo levého podstromu. Ptipadné, pokud se klice sho-
duji, je jiz kli¢ vlozen a algoritmus skonc¢i. Kdyz dorazi az k prazdnému ukazateli,
tak vytvori novy vrchol a prifadi mu klic. Kvili aktualizaci procedura vraci koten
podstromu, do kterého bylo vloZeno. Algoritmus Insert zacind volanim koren :=
Insert(vkladany_kli¢,koren).

11



2.1. NEVYVAZENE BVS KAPITOLA 2. ZAKLADNI POJMY

Algorithm 1 Member(key k, node v)

if v = NIL then

return NI/L
end if
if key(v) = k then

return v
else if key(v) > k then

return Member(k,left_son(v))
else

return Member(k, right_son(v))
end if

Algorithm 2 Insert(key k, node v)
if v = NIL then
vytvof novy vrchol v’
key(v') =k
return v’
end if
if key(v) > k then
left_son(v) := Insert(k,left_son(v))
else if key(v) < k then
right_son(v) := Insert(k, right_son(v))
end if

return v

Podivame-li se blize, zjistime, zZe algoritmus [2] nikde neporusuje vlastnosti BVS.
Hleda misto pro vlozeni presné podle definice. Navic na zacatku, kdy strom jesté
neexistuje, vytvori strom o jednom vrcholu, ktery spliiuje vSechny vlastnosti BVS.
7 toho vyplyva, ze tento algoritmus mizeme pouzit k vytvoreni stromu z n prvki,
a to postupnym zavolanim na vsechny tyto prvky.

Posledni algoritmus pro BVS slouzi k odstranéni klice ze stromu. Algoritmus
nejprve stejnym zpusobem jako u algoritmu Member najde vrchol obsahujici klic,
ktery se ma smazat. Pokud nalezeny vrchol neméa pravého syna, fyzicky se smaze a
nahradi se levym synem. Pokud ho ma, nahradi se kli¢ nalezeného vrcholu klicem
nejlevéjsiho potomka jeho pravého syna. Nejlevéjsim potomkem je minén ten vrchol,
do néhoz se dostaneme tak, ze ptijdeme od otce k synovi vzdy doleva, dokud to jde.
Tento vrchol ma maximalné jednoho syna, a to pravého. Fyzicky se smaze a nahradi
se svym pravym synem. Algoritmus mé dva parametry, a to kofen stromu a Kklic,
ktery chceme odstranit, a vraci aktualizovany koren po provedeni operace. Z divodu
aktualizace korene, napriklad jeho odstranénim, je potfeba provadét volani koren :=
Delete(mazany_kli¢,koren).

Pro dplnost se nyni podivame na slozitost zminénych algoritmt. Nejprve se za-
mérime na nejhorsi mozny pripad. Algoritmus [I| provede tolik kroku, jak je dlouha
cesta od kofene k hledanému vrcholu. To miize byt nejvyse vyska stromu. Musime

12



2.1. NEVYVAZENE BVS KAPITOLA 2. ZAKLADNI POJMY

Algorithm 3 Delete(Key k,node v)
if v = NIL then
return NI/L
end if
if key(v) < k then
right_son(v) := Delete(k, right_son(v))
else if key(v) > k then
left_son(v) := Delete(k,left_son(v))
else
if right_son(v) = NIL then
return left_son(v)
end if
u := right_son(v)
0:=0
while left_son(u) # NIL do
0= u;
u = left_son(u)
end while
key(v) := key(u)
left_son(o) := right_son(u)
smaz vrchol u
end if
return v

se proto podivat na algoritmus [2] jakd tato vyska muze byt. MuZe se ndm stat, ze
se vsechny prvky pfi vytvareni stromu ulozily do jedné vétve, napiiklad kdyz vkla-
dame setridénou posloupnost kli¢ti. Strom nam zdegeneroval do spojového seznamu.
Oznacime-li si pocet prvkia ve stromu jako n, pak vyska stromu je v tomto pripadé
n — 1 a slozitost algoritmu |1 tedy bude O(n).

Slozitost algoritmi [2 a [3]je stejnd jako u algoritmu [1} To proto, Ze tyto algoritmy
projdou cestu od kotfene k né€jakému vrcholu, kde navic udélaji né€jakou konstantni
praci. V algoritmu [2] je timto vrcholem budouci otec vkladaného vrcholu. Pro algo-
ritmus [3] bud vrchol s klicem, ktery se méa smazat, nebo takovy vrchol, ktery ma
nejmensi kli¢ vétsi nez kli¢, ktery se maze.

V nejlep§im moZném piipadé je mozné do i-té hladiny ulozit 2° prvkid. To zna-
men4, ze strom o vysce h obsahuje nejvyse 2" — 1 prvki. Tedy po zlogaritmovani
dostaneme, ze vyska stromu o n prvcich je vzdy alespon log,(n + 1) — 1.

Sekci zakon¢ime c¢astecnou analyzou ocekavané vysky BVS.

Tvrzeni 2.1.7 Méjme nahodnou permutaci n prirozenych cisel. Potom BVS vytvo-
reny postupnym zavoldnim operace Insert na tuto posloupnost ma ocekavanou vysku

O(logn).

13



2.2. AVL STROMY KAPITOLA 2. ZAKLADNI POJMY

Zdtvodnéni{l| Pro zdfivodnéni tvrzeni si pomtizeme znalosti ofekdvané slozitosti
jiného algoritmu. Tim algoritmem bude QuickSort, vybirajici pivota jako prvni prvek
v tfidéné posloupnosti. Kdyz tomuto algoritmu dame jako vstup permutaci z tvrzeni,
bude mit o¢ekédvanou dobu vypoétu O(nlogn). Dikaz neuvadime, lze ho najit i
s popisem algoritmu napi. od Mollera [12].

Predstavme si proces tiidéni QuickSortem jako strom, kde vrchol je aktualné
vybrany pivot a hrana reprezentuje rekurzivni zanotreni. Takovyto strom bude stejny
jako strom vytvoreny opakovanym zavolanim operace Insert. Bude pro né¢j platit i
to, ze ma vysku O(logn), pokud QuickSort bézi v ¢ase O(nlogn), a vysku O(n)
pokud QuickSort bézi v ¢ase O(n?). To plyne z toho, ze v kazdé hladiné (hloubce
rekurzivniho volani) projdeme fadové n prvki, abychom je rozdélili podle pivota dale
do dalsi hladiny. Z téchto pozorovani vidime, ze i o¢ekavana vyska BVS vytvoreného
z posloupnosti n prvki je O(logn).

X
Véta 2.1.8 Ocekdvand asymptotickd sloZitost algoritmi (1], [4 a[4 je O(logn).
Dukaz: Plyne z Tvrzeni [2.1.7]

X

2.2 AVL stromy

AVL stromy navrhl v roce 1962 G. M. Adelson-Velsky spolecné s E. M. Landisem
[1], odtud vznikl i jejich nézev. Na zacatek uvedeme jejich definici.

Definice 2.2.1 Necht T je BVS, V mnozZina jeho vrcholi, L(v) podstrom urceny
levym synem wvrcholu v a P(v) podstrom urcéeny pravym synem vrcholu v. Potom T
je AVL strom, pokud plati:

Yo €V :|h(P(v)) —h(L(v))] <1

pricemZ funkce h(v) znaci vysku podstromu uréeného vrcholem v.

Jak je vidét na prvni pohled, ne kazdy BVS je i AVL strom. Nemtizeme tedy k se-
strojeni a udrzovani AVL stromu pouzit metody z minulé kapitoly. Zavolani metod
Insert a Delete na AVL strom totiz mize zpusobit, Ze se tato podminka porusi. Pro-
cesu opravovani této podminky budeme fikat vyvazovani. Pro vyvazovani pouzijeme
pomocné operace rotace a dvojitda rotace. Schéma jednoho ze dvou symetrickych
pripadu rotaci a dvojrotaci pii vyvazovani AVL stromu po operaci Insert ukazuje
|Obr. 2.1(b)| a|Obr. 2.1(c)|

Nase ptvodni algoritmy Insert a Delete upravime tak, aby po jejich skonceni byl
strom opét AVL stromem. To budeme provadét tak, Ze prvek nejprve vlozime stejné

'Kvili rozsahlejsi analyze v dalsi kapitole neuvadime na tomto misté formalni ditkaz, ale pouze
neforméalni zdavodnéni.
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2.2. AVL STROMY KAPITOLA 2. ZAKLADNI POJMY

(b) Jednoduché rotace.

(¢) Dvojita rotace.

Obrazek 2.1: Vyvazovani po operaci Insert v AVL stromé.
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2.2. AVL STROMY KAPITOLA 2. ZAKLADNI POJMY

jako v nevyvazeném BVS, a pak za¢neme vyvazovat strom rozborem vsech moznych
pripadi.

Musime si uvédomit, ze podminka se mohla porusit pouze u predchtidcti vkla-
daného nebo mazaného vrcholu. Za¢neme tedy u otce mazaného nebo vlozeného
vrcholu. Dalsim pozorovanim je, Zze nemusime vysku levého a pravého podstromu
pokazdé pocitat, stac¢i ji mit ulozenou u kazdého vrcholu a prubézné ji aktualizo-
vat. Dokonce si nemusime pro kazdy vrchol udrzovat informaci o skutec¢nych vys-
kach, stac¢i nam si pro kazdy vrchol pamatovat pouze rozdil téchto vysek. Rozdilu
h(P(v)) — h(L(v)) budeme fikat vdha a budeme ho oznacovat w(v).

Nejprve se podivame na vkladani prvku do stromu. Predpokladejme, Ze jsme
rekurzivné ptesli do vrcholu A a zvétsila se vyska jeho levého podstromu | Déle
pokrac¢ujeme podle hodnoty w(A).

Na obrazcich je cervené zakresleno zvétseni vysky podstromu, preskrtnuté naopak
zmenseni vysky podstromu. Carkované jsou zakresleny tirovné hladin., teckovanou
¢arou libovolny pocet hladin. Cervens ¢isla ukazuji misto problému, tedy po aktua-
lizaci vysky ale jesté pfed provedenim vyvazovacich operaci.

e pivodni w(A) =1 - postupujeme podle [Obr. 2.1(a)} kde pfed vloZenim platilo
h(T1) = h(T2) — 1. Ted se vysky vyrovnaly a algoritmus muZze skon¢it.
(A

e pivodni w(A) = 0 - postupujeme podle|Obr. 2.1(a)l Protoze pted vlozenim bylo

h(T1) = h(T2), po vlozeni se vyska stromu 11 zvétsila, tim padem se zvétsila
i vyska vrcholu A. My tedy musime pokracovat v rekurzi do otce vrcholu A.

e puvodni w(A) = —1 - podle aktualizované hodnoty w(B) (levého syna vrcholu
A) se rozhodneme mezi postupem na|Obr. 2.1(b)|a[Obr. 2.1(c)|f] Na téchto ob-
razcich jsou v levé ¢asti u vrcholtt uvedeny jejich hodnoty w po vlozeni prvku.
Pted vloZenim se vysky levého podstromu B (T1), pravého podstromu B a
pravého podstromu A rovnaly. Pokud se vlozil prvek do podstromu 71, prove-
deme rotaci, v opacném piipadé dvojrotaci. Po provedeni rotaci je vyska celého
podstromu rovna predchozi vysce, muzeme tedy algoritmus ukoncit.

Mazani prvku ze stromu se provadi obdobné. Budeme predpokladat, ze se zmen-
sila vyska levého podstromu vrcholu A. Opét provedeme rozbor ptipadi podle pt-
vodni hodnoty w(A).

e w(A) = —1 - postupujeme podle [Obr. 2.2(a)l Pfed mazanim byl vétsi levy
podstrom. Zmensenim tohoto podstromu se zmensila i vyska vrcholu A. Tim
padem musime pokracovat v rekurzi do otce vrcholu A.

e w(A) = 0- postupujeme podle|Obr. 2.2(a)| Protoze pfed mazanim byla h(T1) =
h(T2), tak poté bude platit h(A) = h(T1) + 1 = h(T2) a strom je tedy v po-
radku a algoritmus konci.

2V piipadé zvétseni pravého podstromu je situace symetricka a nebudeme se ji dale zabyvat.
3V ptipadé w(C) = 1 je situace velice obdobna.
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Obrazek 2.2: Vyvazovani po operaci Delete v AVL stromé.

e w(A) =1 - podle hodnoty w(B) rozhodneme mezi postupem zobrazenym na
[Obr. 2.2(b)] [Obr. 2.2(c)| a [Obr. 2.2(d)|[] kde v levé &asti je jiz uvedena ak-
tualizovand hodnota w(A). V pfipadé, Ze w(B) = 0, provedeme rotaci. Vyska
podstromu pred rotaci byla h(7T2) 4+ 2, a to je i po vyvaZeni, nemusime proto
postupovat déle. Pro w(B) = 1 provedeme taktéz rotaci. V tomto ptipadé se
celkova velikost podstromu zmensila, protoze je rovna h(7T3) + 1 a pfed ro-
taci byla h(T38) + 2. Je potfeba pokracovat v rekurzi. Zbyva w(B) = —1, kde
provedeme dvojrotaci. Po smazéani plati, ze h(T1) = h(T4) = h(T3) (nebo
pro podobny piipad h(T2)), a celkova vyska podstromu pred dvojrotaci byla
h(T4)+3. Po dvojrotaci je ale celkova vyska rovna h(T4)+2, a opét algoritmus
musi pokracovat dale.

Nyni se podivame na koneCnost a korektnost obou algoritmii. Oba algoritmy
nejpozdéji skonci ve chvili, kdyz se dostanou ke koteni. To nastava za kone¢né mnoho
kroktl a z toho plyne, Ze jsou oba algoritmy konecné. Korektnost obou algoritmi je

Algoritmus Delete oSetfuje vSechny mozné ptripady a napravuje je podle definice,
zde problém neni. Zato algoritmus Insert neobsahuje moznost, kdy w(B) = 0 a
w(A) = —1. Tato moznost ale nemuize nikdy nastat. Pojdme se podivat pro¢. Divod
je ten, ze pokud se vaha vrcholu zménila na nulu, vyska jeho pravého a levého
podstromu se vyrovnala. Vyska vrcholu se tedy nemohla zvétsit.

Slozitost obou algoritmt opét zavisi na vysce stromu. Oba dva nejprve projdou
cestu k néjakému vrcholu, a pak po ni v nejhorsim piipadé mohou jit zpét az ke
kofeni. Protoze slozitost rotaci a dvojrotaci je O(1), provede se v jenom kroku zpét

4V ptipadé jiné hodnoty w(C) je situace velice obdobna.
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pouze konstantni prace.
Tvrzeni 2.2.2 AVL strom o n prucich md v nejhorsim pripadé vysku 1,44 log, n.

Dukaz: Pro zjisténi vysky stromu v nejhor$im piipadé budeme potifebovat zna-
lost Fibonacciho posloupnosti. Nejprve si ale nadefinujeme M), jako nejmensi pocet
prvki ulozenych v AVL stromu o vysce h. Z definice pro néj dostaneme nésledujici

rekurzivni vztah.
1

h
My, =< 2 h
My +My_o+1 h

0
1
2

AVANI

V dané rovnici k obéma strandm pripocteme jednicku.
Mh—i-l:Mh,l—i—l—'—Mh,Q—i—l
Dosazenim Fj 3 = M} + 1 dostaneme rovnici.

2 h
Fhis =4 3 h
Frio+ Fppn b

Posloupnost ¢isel F;, se pron > 3 shoduje s Fibonacciho posloupnosti. Pro tu existuje
explicitni vyjadreni ¢-tého prvku
A Gl Dl
n \/g \/g 9

kde ¢ = HZ‘/“?’ a je to tzv. Zlaty Tez, jehoz priblizn4 hodnota je ¢ = 1,618.
Polozime n = h + 2. Dilezitym pozorovanim je, ze druhy c¢len ve vyrazu pro F,
je v absolutni hodnoté mensi nez jedna a jde k nule. Pro dostatecné velké hodnoty

h ho tedy muzeme zanedbat. Pak

M, 1+1= NG — NG
o T 1
Vb Vb
My, =~ 80\};;
¢h+2

log, Mp,—1 = log,

V5

1
logy, My, 1 = (h +2)log, ¢ + log, 7

1
logy, M},—1 = hlog, ¢ + 2log, ¢ + log, —

=
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1

T4 dostavame pro h — oo hledany vztah.

Protoze log, ¢ ~

1
1 M, ~ ——
082 Mh-1~ 17
1,441logy M1 = h
X

Protoze AVL strom je BVS, plati i to, Ze jeho vyska je alespon log,(n+1). Vyska
AVL stromu je tedy ©(logn). Z toho plyne, Ze slozitost algoritma Member ({T]), Insert
a Delete v AVL stromu je rovna O(logn). Asymptoticka slozitost algoritmu Insert a
Delete je stejna, ale ve skutecnosti je algoritmus Insert rychlejsi, protoze rotaci nebo
dvojrotaci provede maximalné jednou. Naproti tomu v algoritmu Delete mohou byt
volany az log,(n)-krat.

2.3 Cerveno-&erné stromy

Pivod cerveno-cernych stromi je datovan do roku 1978, kdy je poprvé definovali L.
J. Guibas a R. Sedgewick [10].

Definice 2.3.1 Necht T je BVS, V mnozina vsech prvki v T a L mnoZina listi v T.
Pokud existuje funkce barva, kterd splnuje ndsledujici podminky:

1. barva(koten) = cernd
2. Yv eV :barva(v) = ¢ernd V barva(v) = cervend
3. Yv €V : barva(v) = éervend = otec(v) = cernd

4. dkVIl € L : pocet cernych vrcholi na cesté od korene k [ véetné, je roven k
potom T nazjvame jako ¢erveno-céernym stromem.

Udaj o ptivodu neni tak Gplné presny, protoze o nékolik let difve zadefinoval
R. Bayer symetricky binarni B-strom [3], ktery je sice definovan jinak neZ Gerveno-
¢erny strom, ale prakticky jde o Gplné stejnou datovou strukturu. Stac¢i obarvit kazdy
vrchol tak, ze pokud od otce k nému vede horizontalni hrana, je cerveny, jinak je
¢erny. V opa¢ném smeéru, pokud je vrchol ¢erveny, dame ho do stejné hladiny jako
jeho otce, jinak ho nechame byt.

Udrzovaci operace budeme provadét podobné jako u AVL stromti. Nejprve prove-
deme piislusnou operaci jako v norméalnim BVS a poté pripadné opravujeme porusené
podminky tak, aby se jednalo opét o ¢erveno-Cerny strom. Stejné jako v pripadé AVL
stromu neuvadime symetrické pripady.

Operaci vlozeni prvku provedeme tak, ze vrchol po vlozeni obarvime na cerveno.
V pripadé, ze otec prave vlozeného vrcholu je ¢erveny, porusila se ndm tieti podminka
v definici ¢erveno-cerného stromu. V misté poruseni této podminky se podivame na
bratra otce vlozeného vrcholu. Na obrézcich je oznacen jako C'. Kdyz je cerveny,
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Obrazek 2.3: Vyvazovani po operaci Insert v ¢erveno-cerném stromé.

postupujme jako na . Kdyz vrchol A neni kofenem stromu, mohla se nam
opét porusit tato podminka na nizsi hladiné stromu, a tedy postupujeme rekurzivneé.
V opa¢ném piipadé obarvime vrchol A na ¢erno a konc¢ime. Je-li vrchol C' obarveny
¢erné, rozhodneme se podle toho, jestli je D pravy nebo levy syn B, mezi postupem
na nebo postupem na . V obou pripadech strom po tpraveé
odpovida definici a algoritmus kon¢i. Na co si musime dat pozor je ta skutecnost,
ze nemusi existovat vrchol C. To lze vyftesit tak, ze budeme o vSech prazdnych
ukazatelich uvazovat jako o externich cernych vrcholech. Ty jsou za vSemi listy a
tudiz se tim zadna podminka v definici neporusi. S algoritmem pak nemusime nic
délat. Kdyz je vrchol C cerny, pak se jenom presouva, neméni barvu, a to lze bez
problémii i s prazdnym ukazatelem.

Pfi mazani prvku je dilezité, jakou barvu mél mazany vrchol. Kdyz byl ¢erveny,
tak se nam zadna podminka neporusila, a strom je stale cerveno-cernym stromem.
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Obrazek 2.4: Vyvazovani po operaci Delete v ¢erveno-Cerném strome.
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Pokud byl vrchol ¢erny, pak na kazdé cesté od kofene k listu, kterd prochazi otcem
tohoto vrcholu, je porusena podminka 4. Je na ni pouze k — 1 ¢ernych vrcholi. Na
obrazcich je vrchol, kde je porusena tato podminka oznacen jako B. Je-li bratr B
(vrchol C) ¢erveny, provedeme rotaci podle [Obr. 2.4(a)l Tim docilime, Ze bratr B,
tedy kofen podstromu 73, je nyni ¢erny. Barva jeho synii ndm urci jestli, budeme

pokracovat podle [Obr. 2.4(b), [Obr. 2.4(c)| nebo [Obr. 2.4(d). Dvoubarevné vrcholy

znamenaji, zZe na barvé nezalezi. Ta se pfenese k odpovidajicimu vrcholu ve vyvaze-
ném stromeé. To neplati u , tady se barva nepfrenese, ale v pfipadé, ze A
neni kofen a méa ¢ernou barvu, musime pokracovat ve vyvazovani do nizsi hladiny.
Ve vsech ostatnich pfipadech strom odpovida definici a algoritmus kond¢i.

Oba algoritmy jsou v poradku, co se tyce konecnosti, udélaji v kazdém kroku
konstantni praci a bud skon¢i, nebo se pfesunou do nizsi hladiny a pfinejhorsim
skonc¢i u korene. Oba algoritmy jsou také korektni, zohlednuji kazdy mozny ptipad
a po jejich skonceni jsou splnény vsechny podminky definice.

Slozitost udrzovacich algoritmi je opét zavisla na vysce stromu.

Tvrzeni 2.3.2 Cerveno-cerny strom o n vrcholech, kde n > 1, md visku mazimdiné
2logy(n +2) — 3.

Dikaz: Budeme postupovat stejné jako u AVL stromu. Sestrojime si strom, ktery
bude mit pfi dané vysce miniméalni pocet vrcholi. Oznacime si M) jako minimalni
pocet vrcholi ulozenych v Cerveno-¢erném stromu o vysce h. Bez Gjmy na obecnosti
si vezmeme pevnou vysku h. Je-li h liché, je podet ¢ernych vrcholi (oznacime ho k)
na cesté od korene k listu alespon k = %, pro h sudé k = % + 1. Nejprve necht
je h liché. Ve stromé musi existovat alespon jedna cesta od kofene k listu délky h.
Nechf je to ta nejpravéjsi cesta. Aby byl pocet vrcholi ve stromé minimadlni, jsou
¢ervené vrcholy v tomto stromé pouze na této cesté. Kdyby byl cerveny vrchol jinde,
mtizeme ho nahradit jeho pravym synem a levy podstom tuplné odstranit. Bude se
stale jednat o cerveno-cerny strom a pocet jeho vrcholi bude mensi.

2

k-2 T

Obréazek 2.5: Cerveno-cerny strom o vysce h s minimalnim poc¢tem vrcholi.

Na nejdelsi cesté naopak musi byt co nejvice ¢ervenych vrcholi. Kdyby se libo-
volny ¢erveny vrchol pfebarvil na cerny, nutné by se zvysilo k, a tedy by se musela
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zvysit i délka cest od korene k listtim, neprochéazejicich timto vrcholem. Z toho vy-
plyva, ze Cerveno-Cerny strom s minimalnim poc¢tem vrcholt ma i minimalni hodnotu
k. Podle predchozich dvou pozorovani mizeme miniméalni ¢erveno-cerny strom sestro-
jit. Minimélni strom je zachycen na Kofen V1 ma vlevo pfipojeny tuplny
podstrom T'1. T'1 obsahuje pouze ¢erné vrcholy, a ma vysku k — 2. Vrchol V2 ma
vlevo pfipojeny uplny podstrom 72, ktery také obsahuje pouze ¢erné vrcholy a ma
vysku k — 2. Vrchol V& méa v misté levého syna pripojeny tplny podstrom o vysce
k — 3. Takto to pokracuje dale, az k poslednim dvéma vrcholim, které nemaji levého
syna. Vypocteme soucet vSech vrchold ve stromu. Z toho ekvivalentnimi tpravami
dostaneme nas pozadovany vztah.

k—2
Moy =2k +2) (2" — 1)

m=0

Moy =2k +2) (2" - 1)
Moy =2k +2) (2" — 1)

My =2k +2) 2" =2 1

My, = 2k +2(2F — 1) — 2k
My, | = ok+l _ 9
Moy +2 = 2FH
logy(Mo—1 +2) = k+1

h+1
logy, (M, +2) = htl

3 +1
2logy (M, +2) -3 =h

Toto byl vypocet pro liché vysky. Pro sudé vypada nejmensi strom stejné, akorat
je pravy syn kofene cerny. Nejpravejsi cesta od korene k listu tedy vypada tak, ze
prvni dva vrcholy jsou ¢erné, a poté se stfida cerveny a cerny vrchol. Lichy pocet
vrcholli na cesté vynucuje dva cerné vedle sebe. Toto usporadani je nejmensi, protoze
predkové cerného vrcholu diky tomu zZe je jejich potomek musi mit o hladinu vice, a
¢im je vyse, tim ma méné predki. Stejnym postupem jako pro liché vysky dostaneme
nasledujici vztah.

2(My, + 2)

—2=h
3

2log,

Po drobné tpravé.
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2logy (M, +2) — 3,17~ h
Timto mame tvrzeni dokazano.

X

Stejnym postupem jako v AVL stromu z pfedchoziho tvrzeni odvodime slozitost
algoritm Member, Insert a Delete v ¢erveno-cerném stromé rovnu O(log n). Pfi¢emz
algoritmus Insert vola maximéalné jednou operaci rotace nebo dvojrotace. Algoritmus
Delete maximéalné dvakrat operaci rotace, nebo jednou rotaci a dvojrotaci.
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Kapitola 3

Ocekavana vyska BVS

V této kapitole se budeme zabyvat jiz zndmymi vysledky pro ocekavanou vysku
nevyvazenych BVS. Omezime se na BVS o n vrcholech vytvoreny vkladanim ndhodné
permutace 1...n, jehoz vysku oznacime H,. V celé nasledujici kapitole budeme
pouzivat hodnotu «, kterou zadefinujeme jako jediné feseni rovnice a% = 1 pro
a > 2. Hodnota « je pfiblizné 4,311. Prvni netrividlni vysledek pfinesl Robson [16].
Ten ukazal, ze

Véta 3.0.1 Pro ocekdvanou vysku BVS plati
3.6Inn+ o(lnn) <E(H,) < alnn+ o(lnn).

Dalsi vysledek je od Devroye [6], ktery dokézal nasledujici vétu. Jedna se asi
o nejvice citovany ¢lanek v dané oblasti, proto vétu uvedeme i s diikazem.

Veéta 3.0.2 Pron — oo platt
E(H,)

Inn

= Q.

Diikaz: Uvazujme tplny binarni strom 7" o vysce k. Celkovy pocet hran v T je
21 422 4 ... 4 2F = 2kl _ 9 Pismenem p oznacime libovolnou cestu z korene do
listu. Takovych cest je 2%. S kazdou hranou i (bereme je zleva doprava od nejniZsich
hladin k vy$sim) asociujeme ndhodnou proménnou X;. Proménné X, Xy, ... Xort1_,
ztotoznime s Uy, 1 — Uy, Us, 1 —Usy ... Usk_1,1 —Uqg_q, kde U; ... Usk_; jsou ndhodné
proménné s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0,1) (Budeme znacit R(0,1)).
Zadefinujeme

1 k=0

Pro diikaz véty budeme potiebovat nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.0.3 Nechtn > 1,k >0 an,k € Z. Potom

1+ k
n

P(Zkz )gP(ank)gP(Zkzl)

n
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Diikaz: Ditkaz provedeme indukci podle k. Pro k = 0 plati obé nerovnosti. Dale bu-
deme predpokladat, zZe nerovnost plati pro k — 1 a pro vSechna n. Nejprve provedeme
dikaz horniho odhadu pro k£ a vSechna n.

Vezméme si ndhodnou proménnou U z R(0,1). Oznac¢me n” a n! podet prvki
v pravém a levém podstromé kofene. Déle jests oznacime Z7, Z!, H,, a H,- hodnoty
definované vyse popsanym zpusobem. Dostavame vztah:

P(H, > k) =P((Hy >k —1)V (Hy > k — 1))

Pouzitim indukéni hypotézy a ekvivalentnich tprav plynoucich z nezéavislosti ndhod-
nych veli¢in dostaneme nésledujici vztah.

P((Hy>k—1)V (Hy >k—1)=1-P(Hy <k—1,Hy <k—1)
=1-P(Hy <k—1)P(Hy < k—1)

1 1
<1-P (Z,@_1 < —l> P (Z,:_1 < —)
n nr

=1—P(max(n'Z,_,,n"Z;_|) < 1)

Vsimnéme si, Ze (n!, n") maji rozdéleni jako (|nU], [n(1—U)]). Z toho plyne, Ze
n' <nU an” <n(l—U). Tim padem:

max(n'Z. | ,n"Z; ) <nmax(UZ,_,,(1-U)Z;_,) = nZ

Dosazenim do pfedchozich rovnic dostaneme pozadovany vztah, a to P(H,, > k) <
P(Z, > 1).
Zbyva nam dolni odhad. Stejnym postupem dostaneme:

P(H, > k)>1—P(max(n'Z,_,n"Z,_ ) <1+ (k—1))

Podobné jako pro horni odhad vypozorujeme, Ze n' > nU —1 an” > n(l1 —U) — 1.
Takze:

> max(nUZ;_y — Zy_y,n(1 = U)Z_, = Zj_y)
> max(nUZ;_,,n(1-U)Z;_ ) —1
= ’H,Zk —1

max(n'Zy_y,n" Z;_,)

Po dosazeni dostavame P(H,, > k) > P(nZy > 1+ k). Tvrzeni je dokdzano.
X

Vétu budeme déle dokazovat tak, Ze si ji rozdélime na dvé ¢asti které pozdeéji
spojime.
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Tvrzeni 3.0.4 Pro k > max(1,Inn), k € Z plati

k
P(H, > k) < l (261nn>

n k

Ddle pro € > 0 mame

P(H, > (o +¢)Inn) < nlotoG) -1,
kde pravd strana této nerovnosti jde k nule pro n — oo a vsechna € > 0.

Dikaz: Vyuzijeme faktu, Ze ndhodné proménnd s rovnomérnym rozdélenim R (0, 1)
Ize vyjadiit jako e, kde Y je ndhodna proménnd s exponencidlnim rozdélenim. Dale
pouzijeme fakt, Ze soucet k nezavislych proménnych s exponencialnim rozdélenim ma
['(k)-rozdéleni, jehoz hustota je f(x;k,1) = %e” pro z, k > 0,k € N. Nasledujici
vztah dostaneme pouzitim tvrzeni[3.0.3] V ném také vyuzijeme skute¢nosti, ze soucin
n ¢isel mensich nez jedna je mensi, nez n-krat maximum z téchto cisel.

P(H, > 1) < P(Z > ©)
n

k
1
< 2°P Uy > —
= 2"P(ne % > 1)

kde Gy je ndhodna proménna s I'(k)-rozdélénim. Déle si pomtzeme Chebyshevovou
nerovnosti (ve tvaru P(|X| > k) < k~"E|X|* pro libovolné t). Tim dostaneme vztah:

2FP(ne=C > 1) < 2"E(nle~1¢F)

Vypocteme stiedni hodnotu.

00 k—1_,—y
E —tGy :/ _tyud
(e7™*) Ay

00 (t+1) yk—l
_ ~(t+1)y d
/0 ‘ k-1
1 00
_ —(t+1)y k—ld
<k—1>!/o v
1 -1 e *° -1 -~
_ (k_l)' {|:t+1e (t—l—l)yyk 1:| _/ H_le (t+1)y(k_1)yk 2dy}

1 k—1 [ _ .
T (k—1)! {0+ t+1 / ey Qdy}
: 0

T e v
t+1J, (k —2)!

: stéle stejnym zptlisobem

B 1

S (t+ 1)k
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KAPITOLA 3. OCEKAVANA VYSKA BVS

Poté dosazenim t + 1 = ﬁ, coz minimalizuje nas vyraz, dostaneme

1 /2elnn\"
2kpf(t 4+ 1)7F = =
e =2 (2R

a tim i prvni nerovnost z tvrzeni.

T " . k. o
Druhou nerovnost dostaneme tak, Ze si nejprve vSimneme, ze (2“%) je klesajici

v k pro k > 2Inn. Protoze P(H,, > (o« +¢)Inn) = P(H, > [(a + ¢) lnn]), miZeme
dosadit za k v prvni nerovnosti (a + €) Inn. Tim dostaneme druhou nerovnost.

Exponent pravé strany nerovnosti mizeme z definice o upravit na (a+e¢) ln((fja)—
aln 2a—e Zde vyuzijeme faktu, ze funkce mln% je pro x > c¢ klesajici. Tedy (« +
£) ln(;js) —aln % < eln % Protoze lng je zaporné, je i exponent zaporny, a tedy
jde prava strana nerovnosti pro n — oo a kazdé € > 0 k nule.

X
Tvrzeni 3.0.5 Méjme néjaké pevné € > 0. Potom

lim P(H, < (a« —¢)lnn) =0.

n—oo

Dtikaz: Pro dikaz tvrzeni pouzijeme vétu z oblasti ndhodnych prochazek. Vétu
zformuloval a dokézal Biggins [4]. Bez diikazu uvedeme jeji specidlni piipad.

Véta 3.0.6 V uplném binarnim stromu s k hladinami priradime kaZdé hrané i, cislo-
vano zleva doprava od nejnizsich hladin k vyssim, nahodnou proménnou X;. Vsechny
X; maji stejn€ rozdéleni. Definujeme:

Potom pro k — oo plati
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KAPITOLA 3. OCEKAVANA VYSKA BVS

Pro nas pripad si vezmeme Y; = —Y, kde Y je ndhodna proménna s exponenci-
alnim rozdélenim. Podle véty dostavame

m(f) = 2B(e™) = 2/ e e dy =
0

2
0+1’
:0<9<oo).

,u(t) = lnf (Q_tem

Prot < —1 je infimum dosazeno v # = 0 a je rovno dvéma. Pro t > 0 je infimum
1

rovno nule. Je-li =1 < ¢ < 0, infimum je v bodé § = —1 — 5 a jeho hodnota je
—2te!*1. 7 toho plyne, Ze v je podle znéni véty, feSenim rovnice —2ve?*! = 1 pro
—1 <~ <0. Konstanta 7 jde vyjadrit pomoci konstanty « zadefinované na zacatku
kapitoly, a to v = é

Nyni se vratime k nasemu stromu a k definici Z;. V 7, jsme uvazovali proménné
zavislé, coz je nas jediny problém k dokazani pozadovaného vztahu. Tvrzeni [3.0.7]
ukazuje vztah Zp a Zj,, kde Z}, je definovano tplné stejné jako Zy, s tim rozdilem, Ze

nédhodné proménné X; jsou nezavislé a jsou z R(0, 1).
Tvrzeni 3.0.7 Vk,y kdey € R,k € N plati
P(Z 2 y) =2 P(Z 2 y).

Dukaz: Dukaz provedeme indukci. Nejprve ukazeme, Ze pro k = 1 je max(U,1 —U)
stochasticky vétsi nez max(Uy, Us), kde U, Uy, Us jsou nezavislé proménné z R (0, 1).
Protoze U € R(0,1), tak vyuZzijeme toho, Ze plati P(U < y) = y. Kdyz 5 <y < 1,
potom

Pmax(U,1-U)>y)=PU>yVv1-U>y)
=PU>y)+ P(1-U>y)  U1-U disjunktni
=1-PU<y)+PU<1-y)
=2(1-y),

P(max(Uy,Us) > y) =1 —P(U1 <y AUs <)
=1—2

Protoze pro dané y plati 2(1 — y) > 1 — 32, a jelikoz pro ostatni hodnoty y plati
vztah trividlné, mame pro & = 1 tvrzeni dokdzano. Ted zbyva diikaz pro k > 2.
Vezmeme si Z}_,, Z7_, jako nezévislé kopie Z,_1 a Z}_,, Z2_, jako nezavislé kopie
Zi_1. Indukéni hypotéza Vy € R je

P(max(UZ,_y,(1—U)Z;_y) <y) < P(max(UZ}_,, (1 -U)Z} ) <y).
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KAPITOLA 3. OCEKAVANA VYSKA BVS

Vezmeme si Fj,_; jako o-algebru generovanou Z,i_l, 2,3_1, potom plati
P(max(UZ}_y, (1= U)Z;_,) < y|Fi1)

r)
< P (U < %

Fk1>P<1—U<%
k—1 Zk—l

= P(UhZ} 4 <y, UaZ} < y|Fin).

=P 1—~L<U <~L
Zi Zy

)

V nerovnosti jsme vyuzili faktu, ze U je nezavisla na Fj_; a je z R(0, 1). Timto mame
tvrzeni [3.0.7] dokazané.

X

Nyni uz mtzeme spojit vétu [3.0.6] s tvrzenim [3.0.7] VyuZijeme vlastnosti expo-
nencialniho a rovnomeérného rozdéleni. Konkrétné vime, ze Z; je distribuovano jako

e¥i. Tedy

~ 1
“InZy — ——.
(0

k

Nyni spojime potfebna tvrzeni dohromady.

1+ (a—e)l
P(H, > (a —¢)lun) > P <Zk S Gk “") 3.0.3
———

k
o — o)l
p (Zk > 27 (a—¢) n”) 3.0.7

_ P(%lnzgz llnl—i-(a—e)lnn)

v

k n

Pravdépodobnost na poslednim rfadku pro £ — oo jde k jedné. To plyne z faktu,

1 14+ (a—¢)lnn 1 1
—1In ~ — < ——.
k n a—¢ «

Timto méme tvrzeni [3.0.5 dokizano.

Spojenim tvrzeni [3.0.4] a je véta [3.0.2 dokdzana.
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Tento vysledek pozdéji jesté zpresnil Reed [15], ktery dokézal vétu 3.0.8]

Véta 3.0.8 Plati
E(H,) =alnn —fGlnlnn + O(1),

kde B = 2% coZ je priblizné 1,9583.

Kromé stfedni hodnoty nas zajima jak moc se odliSuje H,, u riiznych stromti. V roce
1995 Devroye s Reedem [7] ukazali, ze Var(H,) = O((Inlnn)?). Pozd&ji, prakticky
zéroven, dokazali Reed [15] a Drmota [§], ze Var(H,) = O(1).

Dalsi vysledek tykajici se vysek nevyvéazenych BVS piinesl Robson [I7]. Ten ukéa-
zal, ze ocekavany rozdil vysek dvou stejné velkych stromti co do poc¢tu vrcholi je
mensi, nez 3,135 pro vSechny velikosti. Zaroven dokazal, ze vSsechny momenty vysky
BVS jsou konstantni.

Co se tyce vytvareni stromu, pak Sadgewick a Flajolet [13] uvadéji, ze pramérny
pocet porovnani pii vytvareni nevyvazeného BVS je ~ 1,386n log, n — 2,846n.
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Kapitola 4

Pouzité statistické metody

V této kapitole uvedeme vsechny statistické metody a pojmy pouzité pfi zpracovani
experimentalnich vysledki. Vétsina pokrodilejsich pojmi je z knihy [2].

4.1 Zakladni pojmy
Prehled pouzitych statistickych pojmi, a jejich definice.

Nahodna veli¢ina: Libovolna realné funkce X definovand na mnoziné elementéar-
nich jevi (udélosti, které za ur¢itych podminek mohou nastat) w pravdépo-
dobnostniho prostoru (2.

Rozdéleni pravdépodobnosti: Jednd se o zobrazeni, které kazdému elementéar-
nimu jevu pritfazuje urcité realné ¢islo, které charakterizuje pravdépodobnost
tohoto jevu. U spojité ndhodné veli¢iny se urcéuje pomoci funkce které se rika
hustota pravdépodobnosti.

Stfedni hodnota: Znadi se EX. M&-li ndhodné veli¢ina X spojité rozdéleni s hus-
totou rozdéleni f(z), pak EX = [, zf(z)dz.

Rozptyl: Znadi se Var(x). Pro spojitou ndhodnou veli¢inu definujeme rozptyl vzta-
hem Var(X) = ["[z — EX]?f(v)dx, kde f(z) je hustota pravdépodobnosti
veliciny X.

Smérodatna odchylka: Jedna se o odmocninu z rozptylu ndhodné veli¢iny, tedy
o =/ Var(X).

Kvantil: Pro spojité rozdéleni je kvantil @), definovan jako P(X < @Q,) =p

Median: Jedna se o kvantil Qg5. Vybérovy median je hodnota, kterd rozdéluje
soubor sefazenych hodnot na dvé stejné velké mnoziny.

Nahodny vybér: Nahodny vybér z daného rozdéleni pravdépodobnosti je posloup-
nost nezavislych nahodnych veli¢in X, X, ..., X,,, které maji dané rozdéleni
pravdépodobnosti.
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4.2. SEKVENCNI ANALYZA  KAPITOLA 4. POUZITE STATISTICKE METODY

Vybérovy pramér: Pro dany nédhodny vybér definujeme vybérovy primér jako
s Sl
X=X

Vybérovy rozptyl: Pro dany nahodny vybér definujeme nestranny vybérovy roz-
ptyl jako s? = = 3" (X; — X)?

Normalni rozdéleni: Rozdéleni pravdépodobnosti s parametry x4 a o a s hustotou
(

f(x) = #ﬂe 7~ Znadime ho N (p, 0?). Jeho stfedni hodnota je EX = u a
rozptyl Var(X) = o2

Interval spolehlivosti: Méjme parametr 6 rozdéleni néjaké ndhodné velic¢iny X.
Potom pokud P(# € (01,605)) =1 — a,a € (0,1), pak intervalu (6y,6) fikdme
interval spolehlivosti a hodnoté 1 — « fikdime koeficient spolehlivosti.

4.2 Sekvencni analyza

Tato ¢ast textu je zaloZena na knize [14]. V nasem pfipadé budeme potiebovat od-
hadnout, kolik musime udélat pozorovani, abychom pfi odhadovani stfedni hodnoty
aritmetickym primeérem dosahli predem stanovené presnosti. Na to pouzijeme me-
todu, kterou vypracoval Stein. Tato metoda slouzi ke konstrukci intervalu spolehli-
vosti dané délky pro stfedni hodnotu norméalniho rozdéleni pii nezndmém rozptylu.
Metoda pracuje takto. Vezméme nejprve ndhodny vybér x1, x5 ... x,, z normal-

niho rozdéleni predem stanoveného rozsahu m. Z néj vypocteme nestranny vybérovy
rozptyl s2. Ozna¢me n jako nejmensi celé &slo vétsi nebo rovné m, spliujici

2

° <

n — b2’
kde b? je rozptyl t-rozdéleni s m — 1 stupni volnosti (parametr ¢-rozdéleni) a ¢ kon-
stanta, kterou ziskdme podle tvrzenil4.2.1] Poté vezmeme dalsich (n—m) pozorovani.
Na data mtuzeme pouzit nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.2.1 Necht T je aritmeticky primér vSech n pozorovdni. Pak T je me-
stranny odhad parametru p, jehoZ smerodatnd odchylka je < c. Vezméme libovolnou
konstantu I. Oznacme t,)2 jako 1 — § kvantil t-rozdéleni s (n — 1) stupni volnosti.
Poté, je-li za ¢ zvoleno cislo ¢ = %, je koeficient spolehlivosti intervalu T £ 1 roven
nejmene 1 — a.

Jinymi slovy, se spolehlivosti 1 — o mtizeme Tici, ze parametr p je v intervalu
7 £ [. Cim chceme vétsi piesnost (mensi konstantu /), tim ndm samoziejmé vychazi
pocet potfebnych pozorovani vetsi.

4.3 Linearni regrese

Abychom zjistili, jestli teoreticky spoctené vysledky o slozitosti BVS odpovidaji na-
méfenym hodnotam, pouzijeme metodu linearni regrese. Linearni regrese je metoda,
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ktera zkouma zavislosti dvou proménnych, a to vysvétlujici (budeme znacit X) a vy-
svétlované (budeme znacit Y'). Napfiklad pro nas problém budeme zkoumat zavislost
vysky stromu (vysvétlovand) na velikosti stromu (vysvétlujici). Vezmeme si n mé-
feni ((x1,41) ... (Tn,yn)), kde z; je pozorovand hodnota proménné X a y; pirislusna
naméiend hodnota proménné Y;. Cilem je nalézt regresni koeficienty 3; v linearni
regresni funkci, kterou definujeme jako

y=g(r) = Zﬁjfg‘(ﬂf),

kde f;(x) je m nami zvolenych funkci neobsahujicich ;. Zvolenym funkcim budeme

dale tikat linedarni model. Vektor hodnot vypocteny z této funkce po ziskani koefici-

entil J z pozorovanych hodnot bude oznacovat jako y. Tedy y; = Z;nzl B, fi(x:).
Pro dalsi postup budeme pouzivat tyto predpoklady:

e Vektor z = (x;...2,) je nendhodny.
e Néhodné veli¢iny Y; jsou na sobé nezavislé (Rezidua jsou nekorelovand).
e Néhodné veli¢iny Y; jsou z norméalniho rozdéleni Y; ~ N (i;, o).

Pro hledani koeficientt §; pouzijeme metodu nejmensich ¢tvercii. Pii pouziti této
metody se snazime minimalizovat vzhledem k [3; soucet ¢tverct rezidui. Reziduum
je vzdalenost naméfené hodnoty y; od hodnoty g;. Tedy hleddme min) .  (y; —
9:)%. V piipadg, ze jsou predpoklady splnény, plati, Ze metoda nejmensich ¢tverct je
zaroven metodou maximalni vérohodnosti.

Zbyva otazka, jak rozhodnout, jestli jsme zvolili spravny linearni model, tedy jestli
ziskana linearni regresni funkce dobfe aproximuje pozorované hodnoty y;. Zakladnim
ukazatelem jsou rezidua. Jsou-li ptilis velka, asi jsme zvolili Spatny model, znamena
to totiz, ze namérené hodnoty jsou ,daleko od regresni kiivky. Pro urceni prilisné
velikosti nam pomuze rezidua né€jakym zptisobem znormalizovat.

Rezidua upravime tak, aby méla ¢-rozdéleni s n—m stupni volnosti. Takto uprave-
nym reziduim budeme fikat studentizovana rezidua. Za ptili§ velké budeme povaZo-
vat takova, ktera prekracuji kritickou hodnotu t-rozdéleni s n —m stupni volnosti na
nami zvolené hladiné vyznamnosti. Kritickou hodnotu pro t-rozdéleni znac¢ime jako
to a je definovana jako P(|X| > t,) = «, kde X je ndhodna proménnd z t-rozdéleni
s n stupni volnosti.

Dalsim ukazatelem muze byt vyznamna odlisnost jednotlivych regresnich koefici-
entl od nuly. Jsou-li nulové, tak nejspise nemaji ptislusné zvolené funkce na vysledek
vliv. Jedna se vlastné o test vlivnosti funkce f; na hodnotu y.

Jako obecné métitko kvality linearniho modelu se pouziva koeficient determinace
R2. Je definovan jako

RSS
Z?zl(yi - Q)Q’

kde RSS je rezidudlni soucet ¢tverct, tedy RSS = 1" | (v;—9:)*. R? nabyva hodnot
mezi 0 a 1. Cim je jeho hodnota blize k jedné, tim je dany linearni model lepsi.

R*=1-
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Jinym ukazatelem jsou i hodnoty v tzv. hat matici H. Je definovana jako
H=XXTX)"'XT,
kde X je v tomto pfipadé matice hodnot f;(z;). Pro hat matici plati
y= Hy.
Hodnotam na diagonéale (h;;) budeme fikat leverage. Tyto hodnoty uréuji vlivnost

prislusného méteni na vysledek. Za ptilis velké budeme povazovat hodnoty vétsi, nez

m—1
gm-1,
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Kapitola 5
Méreni

V této kapitole se zaméiime na zvolené postupy pii méfeni vlastnosti stromt. Pri-
marné jsme se pii méreni soustfedili na vysku stromu. Déale jsme mérili rychlost
vytvoreni stromu a primérnou délku vnitini cesty stromu, coz je primérna vzdale-
nost vrcholu od kotene.

Vsechny t1i typy stromi jsme konstruovali ze stejnych dat. Ta byla ze tfech typi
rozdéleni - rovnomérného, normalniho a exponencialniho. Stromy se konstruovaly
z dat o 25 riznych velikostech v rozmezi 64 prvka az 1076167 prvkd. Z davodu
predpokladanych vysledktt nebyly velikosti v intervalu umisténé rovnomérné, ale
logaritmicky.

5.1 Testovaci Prostredi

Testovani probihalo na pocitaci s nainstalovanym operacnim systémem Ubuntu Li-
nux 9.10 s hardwarovou konfiguraci CPU AMD Duron 1,3 GHz, 768 MB RAM.
7, diivodu méfeni casu byl v pribéhu testii pocitac odpojen od internetu a byl mini-
malizovan pocet ostatnich procest. Pro potieby testovani byly pouzity implementace
stromt v jazyce C++, a to BinarySearchTree [5], AVL [9] a RedBlackTree [18]. Tyto
implementace byly jesté upraveny a spojeny do jedné. Jako kompilator byl pouzit
GCC ve verzi 4.4.1 a programy mbulid a mcc, které jsou soucasti Matlabu r2006b.

Data v rovnomérném rozdéleni byla generovana pomoci programu Mersene Twis-
ter [11]. Pro generovani dat s normalnim a exponencialnim rozdélenim bylo pouzito
funkci normrnd a exprnd z programu Matlab r2006b. Tyto funkce nezajistuji, Ze se
vygenerovana cisla nebudou opakovat. Tento stav ovSem nenastava prilis casto, a
vzhledem k tomu, Ze jsou data pro vSechny stromy stejna, jsme se rozhodli to nijak
déale nertesit.

Pro srovnani ¢erveno-cernych a AVL stromii jsme jesté pridali méfeni na setfidéné
posloupnosti. Na nevyvazeném BVS jsme tento pokus neprovadéli, protoze vysledek
je nam znamy. Vkladanim settidéné posloupnosti do prazdného nevyvazeného stromu
vznikne spojovy seznam.
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5.2 Velikost dat

Pro kazdy typ stromu a kazdou velikost dat byl nejprve nastaven pocet pokust na
20. Protoze nevime, jestli je to dostatecny pocet, bylo vyuzito sekvencéni analyzy
k odhadnuti dostate¢ného poc¢tu pozorovani.

Abychom mohli tento zpiisob viibec pouzit, musime piredpokladat, ze vyska vsech
nasich typt binarnich stromt je z normélniho rozdéleni. To nevime jisté, ale v dalsi
kapitole se pokusime najit na tuto otdzku odpovéd.

Sekvenéni analyza je popsana v [kap. 4.2] V naSem méfeni jsme zvolili hodnotu
a = 0,05 a hodnotu [ = 1. Pro zacatek jsme provedli 20 méfeni. Kriticka hodnota je

tas2 = 2,093. Vysledky vypocti jsou shrnuty v [Tab. 5.1}

| [ BST [ AVL [ RBT |

rovnomeérné 38 2 3
normalni 46 2 3
exponencialni 34 2 3

Tabulka 5.1: Spocteny dostateény pocet pozorovani pro [ = 1

Protoze pocet pozorovani je stale jesté inosny, zkusili jsme jesté snizit hodnotu
[ na 0,5. Vysledky ukazuje ProtoZe nynéjsi pocet namérenych pozorovani
u nevyvazenych stromt vzrostl, upravili jsme podle toho ostatni prislusné parametry
(jako to/2 a b?).

| [ BST [ AVL [ RBT |

rovnomeérné 113 5 10
normalni 134 5 9
exponencialni 122 5 12

Tabulka 5.2: Spocteny dostate¢ny pocet pozorovani pro [ = 0,5

Jak je vidét, vyvazené stromy jsou hodné stabilni, a pocet pokust ktery jsme
zvolili je jesté vétsi nez bylo potieba. Takto nizka hodnota [ spolu s faktem, ze vyska
stromu je celé ¢islo, nam fika, Ze je hodné malé pravdépodobnost, Ze se ocekavané
hodnoty lisi od nasi spoctené z konec¢ného poctu méteni.
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Kapitola 6

Analyza dat

Nyni, pfed samotnym zkoumanim nameéfenych dat, si polozime nékolik otazek, na
které se pokusime v dalsim textu odpovédeét.

1.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

Jaka je s co nejvétsi presnosti ocekavana vyska nevyvazeného BVS o n vrcho-
lech podle namérenych dat?

Odpovida to spoc¢tenym vysledkim?

Jaky je rozptyl vysek nevyvazeného BVS? Je opravdu konstantni? A kdyz ano,
pak jaka je tato konstanta?

Je u naméfenych vysek nevyvazenych BVS median roven primeéru, nebo je
néjak vychyleny?

Jaké je rozpéti u namérenych vysek nevyvazenych BVS?

Jaka je, s co nejvétsi presnosti, ocekavana vyska AVL stromi?

Jaka je, s co nejvétsi presnosti, ocekavana vyska Cerveno-Cernych stromiui?
Jaky je rozptyl vysek u AVL a Cerveno-cernych stromii?

Je znatelny rozdil mezi o¢ekavanou vyskou AVL a cerveno-cerného stromu?
Ma na stromy vliv rozdéleni dat, ze kterych jsou stromy konstruovany?

Ridi se vyska binarnich vyhledavacich stromii pro pevné danou velikost nor-
malnim rozdélenim?

Jak se chova AVL a Cerveno-Cerny strom, kdyz jsou vstupni data setfidéna?
Jaky je ocekavany rozdil vysek dvou stejné velkych stromt?

Ktery z typti stromii se stavi nejrychleji? Je rozdil mezi nimi v tomto ohledu
markantni?

Jaky je rozdil v naméfenych stromech v primeérné délce vnitinich cest?
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6.1. ZAKLADNI STATISTICKE UDAJE KAPITOLA 6. ANALYZA DAT

Pro zodpovézeni otazek se nejprve zkusime na namérena data podivat. Zaméfime
se na zakladni tidaje, které ndm o datech ledacos napovi. Tim dostaneme néjaké
odpovédi, ¢i presnéji feceno zjistime jak dana data vypadaji, a které odpovédi jsou
realné. Pro presné odpovédi pouzijeme metodu regrese a statistické testy.

6.1 Zakladni statistické udaje

Nejprve se zaméfime na naméfené vysky stromt. Jesté upozornime, ze z-ova osa
ma u vétsiny nasledujicich obrazki logaritmickou stupnici ¢islovani. To je proto,
aby byl obrazek co neptehlednéjsi, protoze velikosti vstupnich dat jsou na intervalu
rozmistény logaritmicky. Podle predpokladu, zZe velikost stromu je zavisla na velikosti
vstupnich dat logaritmicky, by poté méla byt viditelna zavislost na grafech ,linearni“.

Na je zobrazena zavislost vybérového priiméru z naméfenych vysek na
velikosti stromu.
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Obrazek 6.1: Zavislost priumérné vysky na velikosti vstupnich dat.

7 obrazku je patrno, ze vztah vysky a velikosti je u vsech tii stromi podle pred-
pokladu logaritmicky. Nevyvazené BVS (na obrazku modie) maji podle ocekavani
vysku znatelné vyssi nez vyvazené. Roste pfiblizné dvakrat rychleji. AVL stromy
maji oproti ¢erveno-Cernym (na obrazku ¢ervené) vzdy priamérnou vysku nizsi nebo
stejnou, avSak rozdil neni moc velky a nelze pouhym pohledem jednoznac¢né fici, ze
by AVL stromy byly nizsi.

Dalsi zkoumanou charakteristikou je vybérovy nestranny rozptyl. Vztah vybéro-
vého nestranného rozptylu namérenych vysek na velikosti vstupnich dat je zobrazen

na [Obr. 6.2

Z grafu je patrno, ze vyvazené stromy maji rozptyl velmi maly, tedy vSechny
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Obrazek 6.2: Zavislost rozptylu vysek na velikosti vstupnich dat.

stromy v méreni byly ptiblizné stejné vysoké. Také vidime, ze se zvétsujici se velikosti
se rozptyl u vyvazenych stromil nezvétsuje. To znamena, Ze je nejspise konstantni.
nartst. Podle obrazku to spise vypada, jakoby rozptyl vysek u nevyvazeného stromu
nebyl O(1), ale O(log logn)?. Dalsi moZnost mtize byt, Ze rozptyl je konstantni az od
néjaké velikosti. To proto, ze priblizné od 10000 prvka vys uz ,konstantné® trochu
vypada.

Odpovéd na ¢tvrtou otazku je na Fialova tsecka ukazuje hranici, za
kterou se (po zaokrouhleni priméru) pramér lisi od medianu. U vyvéazenych stromii
zaddnéd hodnota nepfekracuje hranici, tedy primér a medidn jsou stejné (aZ na za-
okrouhleni) hodnoty. U nevyvazenych stromt to tak jednoznacéné neni, protoze pét
méfeni z pétadvaceti tuto hranici prekracuje.

Je zajimavé, ze je prekrocena vzdy horni hranice, tedy stav, kdy primeér je vétsi
nez medidan. Vychyleni nejenom u nevyvazenych ale i u vyvazenych stromt je spise
nahoru. To nés privadi k zaveru, ze kdyz se vyska stromu vice lisi od ocekavané, tak
spise bude vétsi nez mensi.

Dalsi zkoumanou vlastnosti je rozpéti. Jedna se o rozdil mezi nejvetsi a nejmensi
naméfenou vyskou. Zachycuje ho[Obr. 6.4] AVL strom m4 rozpéti velmi malé, nejvice
jedna, a je se zvétsujici se vyskou prakticky stejné. Cerveno-éervené stromy uz jsou
trochu variabilnéjsi, i kdyz rozdil vysek je stale velmi maly. Zde to ale trochu vypada,
7e se rozpéti s nartstajici velikosti trochu zvétsuje. U nevyvazenych stromi je nartst
znatelny. Také rozpéti je u nich celkem velké vzhledem ke stiedni hodnoté.

O datech nam hodné fekne také krabicovy diagram. Na je krabicovy
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Obrazek 6.3: Rozdil priméru a medidnu naméfenych vysek.

18

16

BST o
AVL
RBT

poo

14

12

Range

A
A
AAA AA AAAAAA A AAA
AAAAApDooAAODOAOOOO oo oo
! = ! ! = = =

10 10° 10* 10° 10°
Size

Obrazek 6.4: Rozpéti namérenych vysek stromu.

10

diagram pro dvé nejvétsi velikosti dat. Krabicovy diagram zobrazuje cervené median
dat, modrymi obdélniky hodnoty mezi kvantily go 25,05 a qo.5, 90,75 Cernou pferu-
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6.1. ZAKLADNI STATISTICKE UDAJE KAPITOLA 6. ANALYZA DAT

Sovanou ¢arou pak hodnoty mensi nez qo 25, a v&tsi nez qo75. Cervenymi kifzky pak
odlehl& pozorovani. Z krajnich hodnot jde také poznat minimum a maximum.

Vyvazené stromy maji velmi maly rozptyl, proto fici, jakym rozdélenim se fidi
jejich vyska, je slozité. Data o vysSce nevyvazenych BVS vypadaji, jakoby opravdu
byla z normalniho rozdéleni, jsou jen trochu vychylena. Vice ndm o tom napovi
presnéjsi test.

Pro testovani normality jsme pouzili Shapiro-Wilkav test normality [19]. Data
jsme ziskali tak, ze jsme nase naméfena data rozdélili po péti a spocitali jejich aritme-
ticky primér v pétici. Na téchto primérech jsme testovali normalitu na 5% hlading
presnosti. U nevyvazenych stromi a cerveno-cernych nam vzdy vyslo, ze data jsou
z normalniho rozdéleni u vSech velikosti, u AVL ve valné vétsiné.
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Obrazek 6.5: Krabicovy diagram vysek u dvou nejvétsich velikosti dat.

Pouzijeme-li jako vstupni posloupnost setiidéna data, tak u nevyvazenych stromi
vime co se presné stane. Vznikne spojovy seznam. Pro vyvazené stromy shrnuje
vysledek [Obr. 6.6] Vyvazené stromy si s nimi poradi mnohem lépe. Vysledky u AVL
stromfi jsou prakticky stejné jako pro ndhodnou posloupnost. Cerveno-cerné stromy si
s nimi poradi hiite, vyska je znatelné vyssi, i kdyz ne o moc, nez primérna z ndhodné
posloupnosti.

(Obr. 6.7 zachycuje rozdily vysek pfi riizném rozdéleni vstupnich dat. Z obrazku
je vidét, ze rozdily jsou velice malé, navic kolisaji kolem nuly. Z toho dostavame
zaver, ze rozdéleni vstupnich dat nejspise neméa na strom vibec zadny vliv. Kdyz se
nad timto problémem trochu zamyslime, dostaneme nasledujici pozorovani.
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Obrazek 6.6: Vyska u vyvazenych stromi konstruovanych setfidénou posloupnosti.
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Obrazek 6.7: Rozdil primérnych vysek stromu konstruovanych z rtizné rozdélenych

vstupnich dat.
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6.1. ZAKLADNI STATISTICKE UDAJE KAPITOLA 6. ANALYZA DAT

Pozorovani 6.1.1 Typ rozdéleni vstupnich dat memd na tvar stromu vibec Zddny
vliv.

Dtikaz: Vezméme si 2n ndhodné vygenerovanych cisel, ktera oznacime x1, 25 ...z,
(vygenerovany se stejnym libovolnym rozdélenim) a yp,ys ...y, (taktéz). Data x;
setfidime podle velikosti, a stejné tak i y;. Vezmeme ndhodnou proménnou Z €
R(1,n)(diskrétni), pak pro Vk : 1 < k < n plati P(z; > z;) = =£=P(y; > y). To
je ale také stejna pravdépodobnost, jako zda pii vytvareni stromu z n prvki ulozim
prvek z;, do levého podstromu kofene (prvni vloZeny prvek je xy).

Pro nevyvazené stromy mame pozorovani dokazano. U vyvazenych je situace
obdobna. Pii vyvazovani nikde nepracuji s absolutnimi hodnotami kli¢i, ale jen
s jejich relativni pozici. Z toho plyne, Ze pozorovani plati i pro vyvazené stromy.

X

Protoze vyvazené stromy pii vytvareni provadéji jesté néjaké operace navic, tak
u nich mtze trvat vytvoreni stromu déle. Doba, za kterou se stromy vytvorily, je
na Kfiivka na obrazku je spo¢ten4 hodnota poétu porovnani vydélens 107
(uvazujeme, ze pocita¢ zvladne 107 porovnani za sekundu). Z obrazku vidime, Ze
skutecny cas roste s velikosti stromu rychleji nez spoc¢teny pro nevyvazené stromy,
a ze nejrychleji se stavi nevyvazené stromy. To, Ze rychlost vytvareni stromt roste
rychleji, mize byt dano technickymi potfebami opera¢niho systému, a nutnosti né-
kolika ostatnich operaci kromé porovnani. Rychlost vytvareni na nasich datech byla
u nevyvazenych stromu asi dvojnasobnd oproti AVL stromtm.
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Obrazek 6.8: Primérna doba vytvoreni stromu.
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Obréazek 6.9: Primeérny rozdil vysek dvou strom.

Predposlednim nami méfenym tidajem je ocekavany rozdil vysek dvou stromu
o stejné velikosti. Primér z rozdilu vSech dvojic méfenych stromil je na
Situace je podobnd jako u rozptylu. U vyvazenych stromi je tato hodnota celkem
mala, a vypada to, ze neni zavisla na velikosti stromu. Naopak u nevyvazenych,
hodnoty s velikosti stromu rostou, i kdyz hodné pomalu.

Posledni je primérna délka vnitinich cest stromu. Graf naméfenych hodnot je na
[Obr. 6.10

Tyto hodnoty nam vlastné pfesné fikaji, jak bude ve stromé rychly algoritmus
Member. Jak je vidét, vyvazené stromy maji tuto hodnotu prakticky stejnou, nepozo-
rujeme mezi nimi v tomto ohledu zadny rozdil. Nevyvazené stromy maji primérnou
délku vnitfnich cest vétsi, coz je vzhledem k o dost vétsim hodnotam ocekavané
vysky pochopitelné.

Nyni jiz mame predstavu o tom, jak data vypadaji a jak se chovaji, a vime, co
muzeme ocekavat za vysledky. V dalsi kapitole se zaméfime na exaktnéjsi postupy
k potvrzeni nasich domnének.

6.2 Regresni analyza

Pro odpovéd na nékteré nase otazky by se nam hodila néjakd metoda, kterd nam
namérena data prolozi co nejlépe ktivkou, abychom poté mohli porovnat jeji para-
metry se spoctenymi. Vzhledem k povaze dat se ndm nejvice hodi metoda linearni
regrese. Jeji popis je v Vsechny predpoklady budeme povazovat za splnéné,
k jejich moznému poruseni se vratime pozdéji.

Veskeré vypocty tykajici se linearni regrese jsme provadéli ve statistickém soft-
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Obrazek 6.10: Prumérné délka vnitinich cest stromu.

waru R 2.9.2. Linearni modely jsme vytvareli podle predpokladaného vysledku, a
jejich vhodnost jsme poté ovétovali podle vysSe zminénych metod. VSechny namérené
vysledky jsou uloZeny na pfilozeném CD.

Nejprve jsme pouzili metodu na vybérovy priumeér vysky stromt. Primér jsme
zvolili misto medianu proto, Ze je to realné a ne celé cislo, a tudiz se lépe proklada
kiivkou. Navic podle predchoziho pozorovani jsou tyto hodnoty velice blizké. Na
zacatek jsme pro vSechny typy stromu zvolili linearni model o tfech funkcich, regresni
funkce vypadala takto:

y = Psln(z) + fo In(In(z)) + A

Po provedeni vypoctu jsou u BVS vSechny parametry vyznamné odlisné od nuly,
a nelze tedy zadny z nich vynechat. U vyvazenych stromi vysel parametr u dvojité
logaritmické funkce priblizné roven nule a je statisticky nevyznamny, mtzeme tedy
tuto funkci z modelu odstranit. Po zméné modelu vysel u AVL stromi také statis-
ticky nevyznamny parametr u konstantni funkce. Spoc¢tené hodnoty parametrii jsou

v Graficky je prolozeni dat spoc¢tenymi kiivkami zobrazeno na [Obr. 6.11]

| | BVS| AVL| RBT|
Ps || 4,37701 [ 1,729594 | 1,853207
B | -3,06886 0 0
B | -3,22882 0 [ -0,235592

Tabulka 6.1: Hodnoty regresnich parametrii pro primérné vysky stromi.
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Obréazek 6.11: Naméfené vybérové prumery prolozené regresni kiivkou.
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Z obrazki je patrno, ze kiivky aproximuji namétfené hodnoty velice dobfe. O tom
svéddi i ostatni ukazatele. Naptiklad hodnota R? je u vSech t¥i typt vétsi nez 0,99.

Nejprve si vezmeme regresi vybérového primeéru vysek nevyvazeného BVS. Pro
nas model je hodnota RSS = 0,1323, coz vypada vzhledem k velikosti hodnot jako
velmi malo. Pokud vezmeme studentizovand rezidua, pak je na 5% hladiné prilis
velkd hodnota pouze u posledniho pokusu (v absolutni hodnoté vétsi nez 2,074).
Podle hodnoty leverage (0,25300936) je toto pozorovani celkem vlivné (vétsi, nez
4/25), a mohlo by Spatné ovliviiovat parametry. Celkové jsou ale hodnoty v normé,
takze zvoleny model je dobry.

Porovname-li teoreticky vypoctené parametry s hodnotami regresnich parametri,
je hodnota a ~ 4,311 velice blizko hodnoté 33 = 4,377. Hodnota 3 = —1,953 se sice
lisi od hodnoty s = —3,0689, ale tento rozdil neni velky, pfi vhodné zvolené kon-
stanté se mize smazat. Navic je spoctend hodnota vyssi, coz znamena, zZe namérené
hodnoty jsou mensi nez spoctené a to je vyhodnéjsi nez kdyby tomu bylo naopak.

U modelu pro primérnou vysku AVL stromu je situace velice obdobna. Hodnota
chyby rezidui je jesté mensi nez v predchozim p¥ipadé, a to RSS = 0,111. Na 5%
hladiné neni zadné studentizované reziduum prilis velké. Také ostatni hodnoty jsou
v potadku, a také diky vysoké hodnoté R? = 1 mlizeme povazovat model za dobry.

Pro AVL strom vypocet ocekdvané vysky stromu nemame. Naméfenou hodnotu
ale mizeme porovnat s maximalni a minimalni vyskou stromu. Hodnotu 3 ale jesté
pred porovnanim musime upravit, protoze ve vypoctech jsme pracovali s dvojkovym
logaritmem a v regresi s pfirozenym. Po pfevedeni je hodnota parametru 3, = 1,1989.
Tato hodnota je priblizné uprostfed mezi maximalni vyskou 1,44 a minimalni 1.

Model pro primérnou vysku cerveno-cernych stromi se chova podobné jako pred-
chozi dva. Hodnota RSS = 0,085 je taktéz velmi nizka. Jedno studentizované rezi-
duum je za kritickou hodnotou, a to méfeni 14, které ma hodnotu 2,0809. To je ale
veétsi nez kritickd hodnota 2,069 jen o velmi malo. Navic podle hodnoty leverage neni
meéreni 14 moc vlivné. Stejné jako v predchozich ptipadech i zde je velkda hodnota
R? = 0,998, a proto miizeme povazovat nami zvoleny model za dobry.

Stejné jako u AVL stromi i zde pfesny vypocet ocekavané vysky cerveno-cernych
strom® nemame k dispozici. Po prevedeni hodnoty (3 na parametr u dvojkového lo-
garitmu je jeho hodnota (3} = 1,285. Tato hodnota je vyrazné mensi nez u maximalni
velikosti, kde je parametr roven priblizné 2.

Dalsim postupem je ovéteni predpokladii u nasSich modeli. Konstantni rozptyl
u vSech dosavadnich modelt vypada podle v pofadku. Velikost residui se
nezvétsuje se zvétsujici se velikosti stromu. Pro ovéreni podminek nekorelovanosti
residui jsme pouzili Durbin-Watsoniiv test a pro normalitu residui Shapiro-Wilkiav
test. Jedna se o standardni testy pouzivané v tomto problému. Jejich znéni je v knize
[19]. U v8ech modelt oba testy potvrdily spravnost predpokladi, ty tedy muzeme
povazovat za splnéné.

To byly modely pro stfedni hodnotu, dale se budeme vénovat rozptylu. V tomto
pripadé neni situace tak jednoznac¢na jako v minulém pripadé. Pro zacatek jsme
zvolili pro vSechny stromy takovouto regresni funkci:

g1(z) = By(In(In(x)))* + B;
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Obrazek 6.12: Zavislost rezidui na vysce stromu.

Sice podle spoc¢tenych hodnot méa byt rozptyl konstantni, ale nAmi namétfena data
tak na prvni pohled nevypadaji. Protoze hodnoty R? jsou velice nizké, zvolili jsme
jako dalsi regresni funkce go(z) = £ In(ln(z)) + B a gs(x) = By (jiné funkce se
neosvédéily). Ziskané funkce jsou na

U modeld rozptylu BVS vychazi funkce g; a g3 velice podobné, sledované sta-
tistiky maji prakticky stejné. Kvili o trochu nizsi hodnoté RSS = 0,4252 a vyssi
hodnoté R? = 0,836 oproti RSS = 0,4583 a R~0,8094 u prvniho modelu se ptiklo-
nime spiSe ke druhému modelu. Protoze uz z obrazku vypada konstantni funkce g3

Spatné, a navic ma velkou hodnotu RSS = 1,028, vypada druhy model nejlépe.
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Obrazek 6.13: Naméfené vybérové rozptyly prolozené regresnimi kiivkami.

U rozptylu AVL stromu vyjdou pro prvni dvé funkce oba parametry nevyznamné
od nuly. VSechny t¥i regresni funkce jsou si velice podobné, proto se zde priklanime

o1



6.2. REGRESNI ANALYZA KAPITOLA 6. ANALYZA DAT

ke tfetimu modelu.

Prvni dva modely rozptylu cerveno-c¢erného stromu maji podobné vlastnosti.
Hodnoty RSS a R? ma druhy model o trochu lepsi, navic nemé oproti prvnimu
modelu zadné studentizované reziduum prilis velké, proto se priklanime spise k dru-
hému modelu. Tteti model mé ukazatele podobné jako prvni, i kdyz ma vétsi RS.S,
jsou vSechna studentizovana rezidua v normeé, proto tieti model jesté uplné nezavrh-
neme, i kdyz podle obrazku vypada druhy lépe.

Pfehled spoctenych parametrii ve zvolenych regresnich funkcich je v

| | BVS| AVL| RBT|

By || 2,6149 00,1022
By || -1,4339 | 0,10405 0

Tabulka 6.2: Hodnoty regresnich parametrii pro rozptyl vysek stromi.

Hodnota parametru R? = 0,836 regresni funkce rozptylu nevyvazeného BVS neni
moc presvédciva. Hodnota studentizovanych rezidui je v poradku, az na posledni
méfeni (—3,26), které hodné prekracuje kritickou hodnotu. Méfeni je navic celkem
dost vlivné. Podle to také vypad4, Ze neni splnén predpoklad konstantnosti
rozptylu rezidui, ostatni predpoklady jsou podle test splnéné. Velikost rezidui se se
zvétsujici vyskou zvétsuje, navic pro nejvyssi hodnoty jsou rezidua vétsinou zaporna.
To nas vede k zavéru, ze zvoleny model neni az tak dobry.
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Obrazek 6.14: Zavislost rezidui rozptylu na vysce stromu.

Dany model nam bohuzel neodpovédél na otazku tykajici se rozptylu. Ten ma byt
podle spoctenych vysledkt konstantni, to se nam ale na nasich datech nepotvrdilo.
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Kvli $patnym vlastnostem rezidui je ale mozné, ze rozptyl je konstantni az od néjaké
hodnoty, a proto je nas model nefunkéni.

Protoze hodnoty u rozptylu AVL stromu prokladame konstantni kivkou, tak né-
které ukazatele, jako tieba R? nemaji smysl. Studentizovana rezidua vypadaji v po-
radku, ale hodnota RSS = 0,0953 je celkem vysokd vzhledem k hodnotam. Je také
porusen podle Shapiro-Wilk testu predpoklad normalnosti rezidui. Data vypadaji
spise jako tfi nezavislé skupiny.

To ale nic neméni na tom, ze se rozptyl vysek u AVL stromu se zvétsujici se
velikosti neméni, coz potvrdila nevyznamna hodnota koeficientu 3, u prvniho a 3
u druhého modelu.

U modelu pro rozptyl vysek éerveno-cerného stromu neni hodnota R?* = 0,891
také moc vysoka. Oproti druhému modelu je hodnota RSS = 0,07919 o trochu
nizsi, ale rozdil neni nijak markantni. Studentizovana rezidua jsou lepsi u druhého
modelu, tfeti ma na rozdil od druhého jedno residuum za kritickou hodnotou. Co
se tyce splnéni predpokladii, u obou modeld projdou testy v poradku a i konstantni
rozptyl u prvniho modelu vypada podle |Obr. 6.14! splnény.

Vzhledem k tomu, Ze u druhého modelu vysel parametr u dvojité logaritmické
funkce statisticky vyznamny, mizeme povazovat nase naméfena data za rostouci.
Tedy, ze rozptyl neni konstantni, i kdyz je velmi maly. Statistiky modelu ale nejsou
nikterak presvédcivé, a je mozné ze je zde stejna situace jako u nevyvazenych BVS,
tedy Ze vyska stromu ma konstantni rozptyl az od néjaké velikosti.
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Z.avér

Na zavér si projdeme nase polozené otazky, a podivame se, na které se ndm podatilo
odpovédeét.

1.

Linearni regresi vysla priamérné vyska nevyvazeného BVS E(H,,) ~ 4,377 lnn—
3,0691InInn — 3,229.

. Vysledek linearni regrese potvrzuje i spo¢tenou hodnotu E(H,,) = 4,3111lnn —

1,95Inlnn + O(1), protoze rozdil hodnot je na hranici rozlisitelnosti.

. Na rozptyl primérnych vysek BVS se nam nepodatilo zvolenymi metodami

najit odpovéd. Na naméfenych datech se rozptyl choval spise jako Var(H,,) =
O(lnlnn) ¢ O(Inlnn)?. Kvili spatnym vlastnostem linedrniho modelu to ale
nemuzeme Tici s jistotou.

Ve vétsiné pripadu (80%) se median rovnal praméru. Ve zbylych méfenich byl
vzdy primér vétsi nez median o jedna.

. Rozpéti ma podobny pribéh jako rozptyl. Pro nejmensi velikosti stromt je

rozpéti tak velké, Ze nejmensi naméfené stromy dosahuji hranic vysky stromu
pro danou velikost. To mtze mit za nasledek, Ze hodnoty rozptylu a rozpéti
jsou u malych velikosti nizsi. Jinak feceno, protoze u nejvétsich nami uvazova-
nych velikosti bylo rozpéti ptiblizné 16, je velice nepravdépodobné, aby strom
o primérné vysce deset, ktera se ¥idi normalnim rozdélenim mél rozpéti také
16. Na zakladé tohoto pozorovani nemizeme urcit jestli je rozpéti konstantni
¢i nikoliv.

Ocekavand vyska AVL stromu nadm pomoci linearni regrese vysla E(H,) ~
1,199 log, n.

Metodou linearni regrese nam vysla o¢ekavana vyska cerveno-cernych stromu
E(H,) ~ 1,285log, n — 0,2356.

. Rozptyl vysek u AVL strom® nam vysel konstantni. U ¢erveno-cernych stromu

trochu rostl s velikosti, ale pfesné ur¢it, jestli je konstantni nebo O(loglogn)
se nam nepodarilo.
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9. Prumérna vyska cerveno-Cernych stromt nam vysla vzdy vétsi nebo shodna
s prumérnou vyskou AVL stromu, i kdyZ to neni o mnoho. Parovy t-test na 95%
hladiné vyznamnosti [2] potvrdil, Ze vyska ¢erveno-¢erného stromu je vyznamné
vetsi.

10. Podle pozorovani nema typ rozdéleni dat vliv na ocekavanou vysku stromu.

11. Podle krabicovych diagramti a provedenych testti muzeme predpokladat, Ze
vyska nevyvazenych BVS se fidi normalnim rozdélenim. U vyvazenych stromii,
hlavné u AVL, situace neni tak jednoznacna, protoze u nich méa ocekavana
vyska velmi maly rozptyl, a tedy je obtizné o nich néco podobného rici. Nicméné
i u nich testy potvrdily, ze se vyska muze ridit normalnim rozdélenim.

12. Na AVL settidéni vstupnich dat nema vliv, kdezto vyska cerveno-cernych stromi
se znatelné zvysila. U ¢erveno-Cernych stromi je asi o 20% vétsi nez primeér.

13. Jedné se o podobnou statistiku jako rozptyl. Naméfeny pramérny rozdil u vysky
nevyvazenych BVS je o trochu mensi nez spoctené hodnoty. Pro vSechny nase
velikosti byl rozdil mensi nez 2,8, coz je méné nez spoctenych 3,14. Pro vy-
vazené stromy je rozdil maly, byl pro vSechny méfené velikosti mensi nez 0,7.
U AVL stromi vypadal rozdil konstantni.

14. Nejrychleji se stavél nevyvazeny strom. Ten ma sice nejvétsi vysku, ale nepro-
vadi se v ném vyvazovaci operace. Druhy nejrychleji postaveny byl cerveno-
¢erny strom. Rozdil mezi nimi je celkem velky, skoro dvojnasobny. Rozdil mezi
¢erveno-cernymi stromy nebyl az tak velky, ale je patrny.

15. V nevyvazenych stromech je primérna délka vnitinich cest vétsi a s velikosti
stromu roste vice, nez ve vyvazenych stromech. Ty maji tuto hodnotu skoro
stejnou, prakticky nerozlisitelnou.

Celkem lze tedy rici, Ze zvolenym postupem jsme ziskali dobré odhady ocekéva-
nych vysek stromt. Tyto hodnoty potvrdily spoctené vysledky. Co se tyce rozptylu
vysek, zvoleny postup k presvédc¢ivému vysledku nevedl. Lepsi by nejspise bylo pra-
covat s vétsimi stromy, a mozné i s vice pozorovanimi. Poc¢et pozorovani jsme totiz
volili podle stfedni hodnoty namisto rozptylu.

Co se tyce rychlosti, jsou nevyvazené stromy v primérném pripadé nejrychlejsi pri
vytvareni. Jejich dalsi vyhodou je jednoduchost kédu, tedy i mensi pravdépodobnost,
ze bude obsahovat chyby. Jak jsme zjistili, v primérném ptipadé se chovaji hezky,
ale krajni pripady, i kdyz jejich pravdépodobnost je velice mala, jsou velice Spatné.
Protoze maji vétsi primérnou délku vnitinich cest, je u nich pomalejsi procedura
Member, nez u vyvazenych stromt. Pokud volani této procedury je nékolikanasobné
castéjsi nez volani metody Insert, je lepsi pouzit nékterou z variant vyvazenych
strom.

Obé varianty vyvazenych stromt maji vyhodu v malé primérné vysce, a v za-
jisténi dobrého nejhorsiho pripadu. Nevyhoda je ve vyvazovacich operaci, které zpo-
maluji operaci Insert a tim i vytvareni stromu. Maji sice tuto operaci asymptoticky
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rychlejsi nez nevyvazené stromy, ale v praxi jsou diky vétsimu poctu konstantnich

AVL stromy maji oproti ¢erveno-¢ernym stromim vyhodu v mensi vysce, i kdyz
rozdil neni nikterak velky, aby zarucil rychlejsi operace. O tom svéd¢i i primeérna
délka vnit¥nich cest, ktera je u obou stromi prakticky stejna. Jejich nevyhoda oproti
¢erveno-Cernym stromtim je v pomalejsi operaci Insert.

Pokracovanim této prace muze byt lepsi prozkoumani rozptyli vysek, tedy za-
méfeni se primarné na né, a zvoleni vhodnéjsiho postupu. Také lze vice rozvinout
zkoumani skutecné rychlosti zakladnich operaci stromt, ptipadné nékterych dalsich.
Této casti jsme se vénovali pouze okrajové, rychlost algoritmu Delete jsme naptiklad
nemérili viibec. Dale lze vice prozkoumat ostatni vlastnosti stromui jako je délka
vnitinich cest, pfipadné zavislosti typu pocet rotaci na rychlosti algoritmu Insert ¢i
Delete u vyvazenych stromt, nebo zavislosti rychlosti operaci na vysce.
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Priloha A
Obsah CD

Na prilozeném disku CD-ROM je ulozena elektronicka verze prace a nasledujici ad-
resare:

Matlab: Slozka obsahuje pouzité skripty programu Matlab a naméfena data ve
formatu pro tento program.

Nameérena data: Ve slozce jsou uloZena vSechna naméfend data v puvodnim for-
matu jak je vytvoril nas program. Data jsou rozdélena podle rozdéleni vstup-
nich dat.

Program: Zdrojové kédy programu na méfeni vysek stromt. Instrukce na spusténi
programu jsou v souboru navod! .txt.

Regresni analyza: Obsahuje vysledky regresni analyzy. Popis soubori je v souboru
seznam.txt.
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