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Klicova slova: modul, kotorzni par, definovatelna trida, dekonstrukce, ¢ista injek-
tivita

Title: Definable classes of modules and deconstruction of cotorsion pairs
Author: Garik Dohnal

Department: Department of algebra

Supervisor: Mgr. Saroch Jan, Ph.D., department of algebra

Abstract: The goal of this work was to prove the fact, that definable closure of
any subclass of cotorsion modules closed under direct sums consists of Y-cotorsion
modules. The only known proof uses substantially the calculus of derived category,
in this work we tried to prove the same, but only by means of a given category of
all right R-modules and set-theoretic properties of partial orders indexing direct
systems of R-modules. The main results of this work are proved under additional
assumptions on the ring R, in particular |R| < ¥, or dim(R) < N,,. Attempts to
give s proof in the same general situation, where the fact is known to hold, was
not successful.

Keywords: module, cotorsion pair, definable class, deconstruction, pure injectivity

i



Dékuji vedoucimu prace Janu Sarochovi za jeho rady a korekce. Déle dékuji své
rodiné a ostatnim blizkym za jejich podporu.

111



Obsah

Uvod 5
(1 Definice zakladnich pojmu a nékolik odvozenych vlastnosti| 4
(1.1 Usporadani . . .. ... ... . ... . ... ... ... ... ... 4
(1.2 Tridy v Mod-R| . . . ... ... ... ... ... 5
2 Podminky na danou tridu C vedouci k omezeni definovatelneho |
| uzaveru teto tridy za pomoci Ext-odvozenych trid| 11
[2.1 Ext direktnich limit a indukce pod N |. . . . . ... ... ... .. 11
2.2 Indukcedo N, . . . . . . . ... 20
[2.3  Vlastnosti usporadani VY na trovni >4 . . . . . . . . . . ... ... 23
ZAaver] 27
[Literatural 28
Index pouzitych symbolu 29




Uvod

Bud R libovolny asociativni okruh a Mod-R kategorie pravych R-moduld.
Libovolny ¥-¢isté injektivni modul M je izomorfni direktni sumé nerozlozitelnych
Y-Cisté injektivnich moduli a tak se vlastnost byt >-Cisté injektivnim prenasi na
kazdy prvek Add(M) — t¥idy vSech direktnich séitanci libovolné direktni sumy
kopii M. Direktni sumy jsou ¢isté podmoduly produktu kopii M, tfida Add(M) je
tedy podttidou definovatelného uzavéru modulu M, ktery také sestava ze Y-Cisté
injektivnich modulti, jak plyne nasledujici itvahou:

e Libovolny produkt kopii M je elementarné ekvivalentni direktni sumé kopii
M, ktera je >-Cisté injektivni z predpokladu a vlastnost byt >-Cisté injektiv-
nim je stabilni na elementarni ekvivalence. Produkt kopii M je tedy >-Cisté
injektivni také.

e Podle [I, Lemma 2.32] je kazdy ¢isty podmodul libovolného 3-¢isté injek-
tivniho modulu také Y-cisté injektivni, tedy specidlné libovolna direktni
suma produktii kopii M a z tranzitivity relace byt ¢istym podmodulem
také libovolny jeji ¢isty podmodul.

e Podle [I, Theorem 2.27] je kazdéa direktni limita systému produktt kopii
M jakozto faktor ¥-Cisté injektivni direktni sumy podle ¢istého podmodulu
jejim direktnim s¢itancem, tedy opét -Cisté injektivnim modulem.

Definovatelny uzavér M je nejmensi tfida obsahujici M, ktera je uzaviena na
direktni produkty, direktni limity a c¢isté podmoduly, pficemz ji lze ekvivalentné
zadat jako vSechny direktni produkty kopii M, jejich direktni limity a jejich cisté
podmoduly, kazdy z nich podle predchoziho Y-¢isté injektivni.

Nadtiidou ¢isté injektivnich modult je tfida kotorznich moduli, jde o pravou
tfidu kotorzniho paru kogenerovaného ¢isté injektivnimi moduly.

Otézka, zda je pripad X-kotorzniho modulu C' analogicky, tedy zda jeho defi-
novatelny uzaveér sestava ze Y-kotorznich modult, je jiz nyni vyfeSend a odpoveéd
je ano. Naléza se v nepublikovaném ¢lanku Jana Stovicka [2], dtikaz je veden pie-
chodem do kategorie komplexii za pomoci prostiedkti jeji derivované kategorie.

Na prvni pohled neni nijak zfejmé, zda lze dany modul aproximovat pouze
v Mod-R direktnim systémem takovych vlastnosti, které by vedly k pozitivni
odpovédi jako [2].

K dané otazce existuje jesté starsi a nikde nepublikovany text Jana Stovicka
[4], vyuzivajici pouze prostiedky Mod-R a dokazujici vySe zminénou vlastnost
za predpokladu |R| < W,. Omezeni je ddno tim, Ze tamni zobecnéni Eklofova
lemmatu, které uskutecnuje indukci podle presentovanosti, nelze pouzit v pii-
padé singularné presentovaného modulu. Jeho aproximace pomoci pseudofiltrace
regularni délky vede k prilis velké generovanosti jejich ¢lanki. Tento a také nepub-
likovany text Jana Sarocha [5] dokazujici ptipad |R| = 8, byl vychozim bodem
této prace, jejimz hlavnim zdmérem je zkouméani moznosti rozsireni induktivniho
ditkazu pouze v Mod-R i pro singularné presentované moduly.

V nésledujici kapitole zavedeme pojmy pro usporadani a pro kategorii pravych
R-moduld pro libovolny dany okruh R v mife, s jakou budou potieba v dalsi
kapitole.



Ta vychazi nejprve z textu [4]. Dokazovand Ext-ortogonalita dvou danych
moduli se prelozi do vlastnosti indexového usporadani direktniho systému apro-
ximujici jeden z nich pomoci méné presentovanych modult. Dale vyuzijeme tiidni
hierarchii z [4] a masinérii singularni kompaktnosti z [1] k dikazu tvrzeni o vyse
zminované inkluzi definovatelného uzavéru »-kotorzniho modulu za predpokladu
pravé < X, -noetherovskosti R, kterd je netrividlnim zobecnénim |R| < . Pak
podle textu [5] vyfesime pfipad |R| = N,. Posledni sekce je vénovana vlastni
autorové analyze klicového usporadani, kterou prace po vécné strance konci. V
zavéru uvedeme nekolik otevienych otazek, napriklad po moznosti zobecnéni po-
stupu v praci k posunuti predpokladu |R| < N, na pfedpoklad |R| < N,,. Za
zavérem se nachazi seznam literatury a index pouzitych symboli.



1. Definice zakladnich pojmt a
nékolik odvozenych vlastnosti

1.1 Usporadani

Ordinéalni ¢isla On budou v dal$im znacené prvnimi pismeny fecké abecedy. Cn
necht oznacuje podtiidu kardinalnich ¢isel. Jde o obraz funkce absolutni hodnoty
v ZFC |(—=)] : On — On definované formuli:

la| = min{B : (B € On) A (existuje prosté zobrazeni o — )}

Mnozinu vSech podmnozin dané mnoziny I budeme znacit (/) a mnozinu podm-
nozin I kardinality < A symbolem [I]<*.

Necht je (I, <;) uspotadani bez maximélnich prvki, <; jeho ostra restrikce a
A nekonec¢ny regularni kardinal. Usporadani I nazveme A-upiné, pokud ma kazdy
<j-rostouci fetézec prvka z [ ¢islovanych ordindlem v € A v [ supremum a
mnozinu J C [ A-uzavrenou, pokud je kazdé supremum <;-fetézce délky v € A
slozeného z prvkta J prvkem J.

Pro prvky i € I definujme horni mnoziny [i, <;) = {j : j >; i} C I a
analogicky doln? mnoziny (<; ,i] = {j:j <; i} C I. Horni topologie 7=, C PB(I)
od usporadani <; je generovana hornimi mnozinami jako svou bazi, oteviené jsou
tedy ty mnoziny O C I, ze Yo € O : [0, <;) C O.

Vlastnost podmnoziny H C [ byt <;-kofinalni je ekvivalentni byt hustd v
horni topologii, tedy (Vi € I)(3j € H)(i <; j). Mnozinu vSech takovych mnozin
oznacme Cfc, I CPB(I).

Usmérnénost I, klasicky definovana jako existence spoleéné <;-horni meze pro
kazdou dvojici 4,5 z I, lze zadat podminkou, Ze je kazda bazova horni mnozina
<;-kofinalni.

Filtr ;= {X : (Ft € I)([1, <;) € X)} CPB(I) zveme jako [-asociovany, jisté
obsahuje celou topologii 7, .

Prechodem k doplnkim dostavame, ze T<,-uzaviené mnoziny jsou obsazené v
dudlnim idedlu [§;]* = {I \ X : X € §}, ktery je za pfedpokladu usmérnénosti
<; totozny s idedlem 7T<,-nikde hustych mnozin Nwd<, I, tedy téch N C I, ze
(Vn € N)(3k >; n) : [k, <;) N N = (. Jedna inkluze plyne z [k, <;) CT\ N a
druhé tak, ze pron € I \ X s X € §; najdeme k jako spoletnou <;-mez pro n a
libovolné [, ze [I, <;) C X.

Oznacme dale jako Cub<, ] D § filtr, ktery generuji <;-kofinalni a I-uzavrené
mnoziny, tedy takové, které obsahuji suprema, kdykoli tyto existuji v /. Mnozinu
nazveme [ -clubem, pokud je <;-kofinalni a [-uzaviena, zkracené clubem, pokud
bude uspotradani I jasné z kontextu.

Symbol Stat<,I pro vSechny I-stactondrni mnoziny, tedy takové, které maji
neprazdny prinik s kazdym prvkem Cub.,[.

Nst<, I pak ty, Ze pro kazdou jednu existuje cub C' C I, se kterym mé prazdny
prinik, tedy Nst<,/ = [Cub<,[]*.



1.2 Tridy v Mod-R

Symbolem R budeme v dalsim znacit okruh a Mod-R kategorii slozenou z
pravych R-modult.

Produkt ], ., M; systému moduli (M;);c; existuje se strukturnimi morfismy
(7;)icr, které mu davaji zndmou univerzalni zobrazovaci vlastnost. Pokud pfi-
pustime pouze ty prvky produktu, které maji nenulové soufadnice obsazené v
mnoziné z dudalniho idedlu k danému filtru § na indexové mnoziné produktu,
ziskavame podmodul produktu nazyvany §-produkt.

V piipadé idedlu [I]<“ je jeho [[/]<“]*-produkt direktni suma D, ; M, existu-
jici se strukturnimi morfismy (¢;);cr, které ji davaji dualni univerzalni zobrazovaci
vlastnost k zobrazovaci vlastnosti produktu.

Necht je (I, <;) A-uplné usporadani. Direktni systém modul, znaceny

(Mi,my; = j > i € I) zkrdcend (M;,my;)r

na indexovém (I, <;) nazveme \-spojity, pokud plati Myp... (i) l%mae7 e
pro libovolny <;-fetézec (iy)acy C I, kde v € A.

I-spojity, Ci prosté spojity systém moduld na [ znamena spojity vzhledem k
libovolnému supremu libovolného I-tfetézce, které se realizuje jako prvek I.

Ptipad spojité direktni limity, kdy je (I, <;) = (o, €) néjaky limitni ordinal
a My = 0 budeme déale nazyvat pseudofiltrace. Je-li navic C takova tfida moduld,
ze coker(foi1a) lezi v C pro libovolné o < o, tak se jedna o C-pseudofiltraci.

Pokud My = 0, M; = Uges Mp pro 6 € o limitni a R-morfismy fg, jsou
monomorfismy, hovoiime o (M,,mg4), jako o filtraci modulu M, = J,., M,

S kazdou direktni limitou je asociovana kratka exaktni posloupnost tvaru

0—>K—>@M —>1AqM —0

i€l
Nésledujici pozorovani shrnuje vlastnosti direktni limity.

Pozorovani 1.1. Necht je dan direktni systém M = (M;,;mj;); a néjakd direktni
limita (M) 7, kde mj : M; — M, J C I am; = mjm,.

(a) M je izomorfni direktni limité M = lim M prdvé tehdy, kdyz ker(im;) =
Ujepi<,) ker(myi) pro kaZdé i € J a M =J;; im(m;).

b) Pokud jsou zobrazeni (m;)ic; ve skutecnosti shodnd se strukturnimi mor-
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fismy m;, tak je podminka na jidra v (a) ddna rovnosti

Ujepi<pyng ker(mgi) = Ujep <, ker(my:) pro kazdé i € J.
Diikaz. Pievzato z [I, Lemma 2.2 a 2.3]. O

Budte C a D libovolné tiidy pravych R-moduli. Ker(C) znamend v dalsim
tfidu v8ech podmodult moduld z C, Im(C) t¥idu obrazt modult z C.

[1(C) t¥idu produktt moduli z C a analogicky pro ostatni konstrukce, pficemz
pro §-produkt pouzijeme symbol » +(C). Symbol Gen,(C) pro x-generované mo-
duly z C a Pres,(C) pro k-presentované moduly z C, tedy faktory x-generovanych
volnych modulti podle k-generovanych podmoduli.



Pozorovani 1.2. (a) Bud k libovolné nekonecné kardindlni ¢islo. KaZdy k-
presentovany modul je direktni limitou konecné presentovanych moduli na
indexové mnoziné I mohutnosti k.

(b) Pro kaZdou direktni limitu X od usmérnéneho systému (X;,x;;); existuje
pseudofiltrace (Xq,254)cf( 1)), Jjejiz je X direkind limitou.

(c) Pro libovolnou tridu C plati:
C=lIC)AnC = ligrl(onH)(C) =) =C
Diikaz.  (a) Podle [I, Lemma 2.5] je libovolny modul direktni limitou kone¢né

presentovanych modult.

Omezeni kardinality direktniho systému vyplyva z [3, Lemma 1.1], pfi¢em?z
se v daném lemmatu klade A = w a X = Y = k néasledkem cehoz se-
stava taméjsi direktni systém z |[k]<“| - |[k]=¥| = K konetné presentovanych
moduli.

Opacna inkluze C plyne z faktu, ze faktor x-presentovaného modulu podle
k-generovaného podmodulu je x-presentovany, coz kratka exaktni posloup-
nost presentujici direktni limitu jako faktor direktni sumy spliuje, jadro
jsouci |I| - |I] - w = k-generované, direktni suma r-presentovana.

(b) [1, Lemma 2.14].

(c¢) Kazdy §-produkt je usmérnénym sjednocenim produktii na mnozinich v
dudlnim idealu §*, tedy prvkem hﬂg;)(H(C)) a pouzije se pfedchozi bod,
ktery redukuje indexovou mnozinu uspotradani na prvek t¥idy On.

]

Kazdy pravy modul M lze presentovat pomoci kratké exaktni posloupnosti

tvaru '
0 — ker(m) = RO 5 M — 0

ke které se vaze nasledujici definice.

Definice 1.3. (1) Exty(Xg,Mg) = Homg(Xg,Mpg)/im(Hom (Xg,7)).
Exty(Mg,Xr) = Hompg(ker(r),Xpg)/im(Homy(i,Xg)).

(2) Pro danou t¥idu C C Mod-R definujme
Ct = {B: Ext,(C,B) =0 pro VC € C}
a analogicky +C jako ty B € Mod-R, pro které Exty(B,C) = 0.

(3) S tfidou modulii C asociujme tiidu morfismt 1(_ ¢y jako takovych f, Ze
Hom( f,C') je epimorfismus pro kazdy modul C' € C.

Duélné f €t -, pokud je Hom(C, f) epimorfismus pro kazdy modul C' € C.
(4) Pro libovolnou tfidu C definujme t¥idy moduli
AC = {X :Vf €1y Hom(f,X) je epimorfismus }

Co ={X :Vf €Tc,—): Hom(X,f) je epimorfismus }



Oznac¢me si Kerg(C) tfidu vSech direktnich sé¢itanct modult z C s konvenci
C C Kerg/(C) danou identitami a nulovymi morfismy. Zndmé t¥idy jsou projektivni
moduly Py = *Mod-R a injektivni moduly T, = Mod-R*.

Morfismus f €7(_¢) budeme nazyvat (kontravariantné) C-cisty.

V této praci vyuzijeme pouze kontravariantni symboly 1) a AC. Jejich
jednoduché vlastnosti jsou:

Pozorovani 1.4. Necht jsou C,D libovolné tridy modulii.
(a) Viastnosti T(_ ¢

(al) T-c) = T Kerec)) = T(=.T1C) = T80
(a2) CC D= T 2 T(—D

(b) Vlastnosti “C

(b1) C C 2C = Kerg(2C) = [](4C) = 2(4C)
(b2) ProC C D je “C C ©D.

Dukaz. 7 definice. O

V zavedené notaci definujme dalsi t¥fidy morfismt a modult, totiz ty o kterych
padla zminka v tvodu.
Cistyj epimorfismus —, je morfismus nalezici T (Pres<., (Mod-R),—)-

Clistyy monomorfismus A -5 B je monomorfismus, 7e B —= B /im(i) je
Cisty epimorfismus. Kratka exaktni posloupnost slozena z ¢istého epimorfismu a
tedy také ¢istého monomorfismu, ze nazyva cisté exaktni.

Trida cisté injektivnich moduld PZ je definovana jako vSechny moduly F, Ze
Hom(i,E) je surjektivni pro libovolny ¢isty monomorfismus i a dudlné t¥ida PP
cisté projektivnich modulil. Dalsi tfidou moduld jsou ploché moduly FL = +PT
a kotorzni moduly £C = FL*.

Ozna¢me Ker,(C) vSechny ¢isté podmoduly modult z C a Im,(C) vSechny
¢isté-epimorfni obrazy modulta z C. Ttidu C nazveme definovatelnou, pokud:

¢ =T lin(C) A C = Ker, (C)

, o« Adef . o 1w , v s 2
Definovatelny uzavér C je prinik vSech definovatelngch t¥id obsahujicich C,
tedy nejmensi definovatelna tfida obsahujici C.

Pozorovani 1.5. (a) Krdtké exakini posloupnosti tvaru

0—>K—>€BM —>1£M —0

el
a takée
0—>ZX—>HX —>HX/ZX—>O
el el

jsou cisté exaktni pro lzbovolny filtr a libovolny system moduli.

Tedy lim(C) € Im.(B(C)) C Im.(Ker.(J[(C)).



(b) Im(Ker.(I(C))) = Ker.(Im.([](C))) = C

def

(c) Kazdy nekonecny k-presentovany plochy modul F' je direktni limita systému

konecne generovanych volnych moduli, velikost jeho indexové mnoZiny ome-
zend K.

Diikaz.  (a) V prvnim piipadé se morfismy z koneéné presentovaného F' do li-

=

IS

mity faktorizuji pfes néjaky M; f—]> ligﬂ[ M; a ve druhém se pouzije ekvi-
valentni charakterizace Cistoty pfes elementarni ekvivalenci ve formuli fesi-
telnosti koneéného systému rovnic [I, Lemma 2.19], kterd diky uzavienosti
filtru na konec¢né priniky plati.

Inkluze C prvni rovnosti pro D € Ker,(J](C)), tedy D <, [],c; Ci, a krat-
kou cisté exaktni posloupnost £ —, D —, A plyne z exaktni posloupnosti
A=, [ie; Ci/E =+ T1;e; Ci/ D, oba faktory produktu jsouci jeho cistymi
obrazy. Naopak se postupuje analogicky.

Inkluze D druhé rovnosti plyne z [1, Lemma 6.9], podle které je definova-
telna tfida uzaviena na ¢isté obrazy svych prvkid. K dikazu opacnd inkluze
staci nahlédnout, ze Im, (Ker,(][(C))) je definovatelna. Uzavienost na ¢isté
podmoduly a direktni limity plyne z bodu (a) tohoto pozorovani a jiz do-
kazané prvni rovnosti tohoto bodu. Uzavienost na produkty plyne z inkluzi
[[(Im.(C)) € Im,([](C)) a [[(Ker.(C)) C Ker.(]](C)), tyto jsou disledkem
faktu, ze systém kratkych ¢isté exaktnich posloupnosti (A; <, C; =, B;)ier
vede ke kratké exaktni posloupnosti produkti [[; 4; — [[;Ci — [I; B: s
morfismy zadanymi univerzalni zobrazovaci vlastnosti, diky které je tato
kratka exaktni posloupnost produkti také cisté exaktni.

Ditikaz provedeme v elementarnich krocich.

F je podle pozorovani 1.2(a) limitou direktniho systému S koneéné presen-
tovanych modull na indexové mnoziné mohutnosti < x. Podle [I, Corollary
2.22] je F' direktni limitou koneéné generovanych volnych moduli v direkt-
nim systému (F, fj;)r.

Systém S se faktorizuje ptes systém na [ jako usmérnény podsystém (J, <;
) € (I, <r) velikosti |[k]<*] = &, Ze U,c,;im(f;) = F a levy krajni prvek
kratké exaktni posloupnosti

0— L limF; =% F =0
jet
je k-generovany, jde totiz o ¢isté jadro epimorfismu mezi k-presentovanymi
moduly.

Prezentujeme-li L jako faktor R, tak R" 2 hﬂje JFj uz neni prosté,
ale zato mlizeme pouzit univerzalni zobrazovaci vlastnost volného modulu,
ktera dava faktorizaci ¢ : R® — ied F}, ktera komutuje s Cistym epi-
morfismem ¢ : B, F; — hﬂje , Fj. K generétort R™%) oznaéme jako
{ra :a € K}.
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Nyni J obohatime o x prvkl z I, Ozna¢me si J, = J a déale uvazujme
¥ (ry). Obraz kazdého generatoru zasdhne pouze koneéné mnoho soufadnic
J, v I pro né existuje horni mez j, a protoze mptp(r,) = 0, existuje k,, ze
o € ker(fr.i.)-

Polozme J; = Jy U {k, : @ € K}, jeji mohutnost je stéle k.

Definujme zobrazeni p : [J;]<“ \ 0 — I indukci u({j}) = j ajeli k €
[J1]<“ takova, ze pro kazdou o & k je p jiz definované, polozme p(k) = i
ze Yo & k : p(o) < i, takové i z usmérnénosti jisté existuje. Oznacéme
dale J; = J; Uim(u), stéle jde o podmnozinu I velikosti , ktera je navic
usmérnéna.

Suma obraztl dava stale F', proceduru lze opakovat a ziskat usmérnénou J,
opét velikosti k. Polozme J, = |, . Jn, jisté jde o usmérnény podsystém
I velikosti k.

new

Nyni stac¢i ukizat, ze hﬂ B F; = F, k ¢emuz pouzijeme pozorovani 1.1(b),
podminka na obrazy je splnénd jiz v pfipadé J a podminka na jadra se
prelozi jako Uje[i,g;) ker(f;;) = Uje[i,g;)ﬂJw ker(f;:).

Inkluze O je trividlni. Naopak, necht je f;(z) = Op pro néjaky z € F; a
1€ Jy.

Uvazujme nejprve ¢ € J, pak x = [ € L. Toto [ je konecna kombinace r,,

diky Gemu# existuje k € J; horni mez odvozenych k,, Ze | € ker(fy;), tedy
pro k € [i, <;) N J,.
Pro kazdé dalsi i € J, existuje n Ze i € J, jehoz jadro je analogicky vyfeseno

pomoci J,, 11, ¢imz je ditkkaz hotov.
O

Posledni sada pojmi se tyka aproximaci daného modulu M € Mod-R pomoci
néjaké tiidy C. Libovolnad kodoména monomorfismu m, jehoz kojadro je v C,
se v dalsim nazyva extenze (domény m) podle C. Symbol Aut(M) oznacuje R-
automorfismy, tedy morfismy, které lze invertovat z obou stran.

Definice 1.6. (1) Morfismus C' = M se nazve C-predpokryti, pokud e €1 ),

duélng, tedy M = C, ze i €t(—c), se definuje C-predobal.

Minimalni verze, totiz C-pokryti a C-obal, musi navic spliiovat dodatec¢nou
podminku: Hom™(Ce)(e) C Aut(C).

C je predpokryvajici (pokryvajici), pokud ma (minimdlni) C-pfedpokryti
kazdy modul a dudlné pro C-(pted)obaly.

Specidlni C-predpokryti e vyzaduje surjektivitu e a ker(e) € C*. Pro speci-
dIni C-ptedobal i je dualné potieba injektivita a coker(i) € +C.

C nazveme resolvujici, pokud obsahuje projektivni moduly, je uzaviena na
extenze svych prvki podle svych prvki a jaddra epimorfismti mezi prvky v ni
obsazenych. Dualné koresolvujici — obsahuje injektivni moduly a je uzaviena
na extenze svych prvka podle svych prvkid a kojadra monomorfismt mezi
prvky v ni obsazenych.



(6) (A,B) nazveme kotorzni pdr, pokud plati A* = B a +B = A.
Kotorzni par nazveme dédicny, pokud je jeho leva tiida resolvujici, ekviva-
lentné jeho prava tiida koresolvujici.

Podminka obsdhnuti Py respektive Zy znamené surjektivitu C-(pfed)pokryti,
respektive injektivitu C-(pfed)obali. Na zavér této kapitoly zminime dalsi zndmé
vlastnosti vyse definovanych pojmii.

Fakt 1.7. (a) Zo C PZ C EC jsou obalugici.
FL je resolvujici, EC je koresolvugici, trida plochych moduli je uzavrend na
cisté faktor-moduly a tedy i cisté podmoduly.
(b) Pro kazdy dédicny kotorzni pdr (A,B) plati:

lig (B) =B = B=(Pres,(A)* & B =8

On,—

Diikaz.  (a) [Il, sekce 5].

(b) [3, Theorem 3.5|, kde se uzévérovd podminka na limity pouZije pfenesené
jako uzavienost na §-produkty, pricemz v dikazu se pouziva pouze uzavie-

nost na §-produkty.
O

Obrazy C-obalti daného modulu M pro tiidy C z bodu (a) znac¢ime E(M),
PE(M) a CE(M).
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2. Podminky na danou tridu C
vedouci k omezeni
definovatelného uzaveéru této
tridy za pomoci Ext-odvozenych
trid

Tato kapitola vychézi nejprve z nepublikovaného textu [4], ve kterém autor

dokézal inkluzi C°" C &C pro libovolnou C C EC spliujici @(C) C EC a to nad
okruhy R mohutnosti < R,,.

Cilem této kapitoly je zobecnit postup tohoto ditkkazu pouze v kategorii pra-
vych modultt nad danym okruhem R, a poskytnout ¢astecny dikaz

P cec=c* cec

Totiz pro pfipad okruhti kardinality < W, nebo dim(R) < N,,.

2.1 Ext direktnich limit a indukce pod N,

Mgjme fixovany okruh R a tiidu C C EC. Podle pozorovani 1.5(b) s vyuzitim
koresoluce jader a tranzitivity relace byt ¢istym podmodulem mutzeme cely pro-
blém zredukovat na zkoumani situace K € Ker,(]][C) s cilem dokazat K € EC.

Cisté podmoduly produktii jsou mimo jiné také véechny §-produkty, speciil-
néji vsechny §-produkty.

EC-uzavienost C na vsechny ¢isté podmoduly produkti budeme dokazovat z
predpokladu uzavienosti na direktni sumy.

Omezili-li bychom se pro zacatek na pripad od jednoho modulu C' € £C od-
vozené C = Add(C') = Kerg (6D(C)), tak plati P(C) C EC uz za predpokladu, ze
C' je X-kotorzni modul — kazd4a direktni suma elementii C je direktnim sc¢itancem
dostatecné velké sumy kopii C.

Ttidu A nazveme k-dekonstruovatelnou, pokud je kazdy modul A € A limitou
Pres.,,(A)-filtrace.

Nasledujici lemma se zabyva moznostmi omezeni presentovanosti moduli v in-
duktivnim dikazu pravé Ext-ortogonality vici FL a obecnéjsi dekonstruovatelné
tFidé. V podstaté jde o disledky Eklofova lemmatu [I, Lemma 6.2].

Lemma 2.1. UvaZujeme pouze nekonecné okruhy. Tehdy plati:
(a) |F| <|R| = F je |R|-presentovay
(b) D € EC = [VF € FL: |F| <|R| = Extp(F,D) = (]

(c) Je-liC C AL, kde A je k-dekonstruovatelnd levd tiida dédicného kotorzniho
pdru, tak
Ker.(J](C)) € Presc,(A)* =™ c At

11



Diikaz.  (a) Snadné.

(b) Jedna implikace je trividlni, opac¢nou dokazujeme pro zafixovany modul D
indukci podle kardinality plochého modulu F, se kterym se ma vynulovat
v Extu. F' mizeme pfedpokladat takovy, ze |F| > maz{|R|,No}. PouZijeme
[1, Lemma 6.17], které ¥ika, ze F' ma filtraci z ¢istych podmoduli, jejiz
néslednické faktory jsou ploché moduly kardinality < |F| a z pfedpokladu
zleva Ext-ortogonalni viiéi D, jde tedy o + D-filtraci a [I, Lemma 6.2] dava
Fe’D.

(c) Eklofovo lemma, definice a koresoluce.
[l

Morfismus f : A — B nazveme C-morfismem, pokud je coker(f) € C.
Pro moduly C,D definujme Rejp(C) = () ;cgom(c,p) ker(f) < C. Dalsf lemma,
pievzaté ze [4], dava do souvislosti pojem +C-morfismu a C-¢istého morfismu.

Lemma 2.2. Pro zafizovanou dvojici modulu s R-morfismem M Iy N a modul
X plati:
[ ker(f) < Rejy (M) A coker(f) € *X | = [f €t x)

[fetexy N NeTX]=[ker(f) < Rejx(M) A coker(f) € *X |

Dikaz. Prvni podminka levé strany prvni implikace je ekvivalentni faktorizaci
kazdého zobrazeni M 2 D pies im(f) a druhé implikuje surjektivitu Hom(i,D),
kde i je inkluze im(f) = N.

Druh4 implikace plyne Hom(—,D)-pfechodem od kratké exaktni posloupnosti

0 — im(f) LN > coker(f) — 0
k dlouhé exaktni posloupnosti
Hom(N,D) —» Hom(im(f),D) — Exth(coker(f),D) — Exth(N,D) = 0
[

Pro obecnou tiidu C tedy plati, Ze kazdy +C-monomorfismus je C-¢isty.
Zobecnéni predchoziho lemmatu je tématem nasledujicitho pozorovani, kvili
kterému musime nejprve zavést specifikaci notace, totiz ©(5C) pro moduly X, ze

Hom(f,X) je surjektivni vzhledem k A 1 Bs felie,Ac AaBecB.
Pro libovolné tt¥idy A a C zavedme symbol Im4(C) jako t¥idu obrazit modult
z C podle morfismii, jejichz jadro nalezi A.

Pozorovani 2.3. Bud k libovolny nekonecny kardindgl, A a C libovolné tridy
moduli.

(a) Coker{Gen,(Mod-R), (¢ ,Pres,(+C)] C Pres,(*C)

(b) Ker(“C) N (Pres.(*C))- € 2(5re(9, . 0)

(¢) Ima(2C) € 2(uC)

12



Dikaz.  (a) Faktor k-presentovaného modulu podle k-generovaného podmodulu
je k-presentovany a pouzije se predchozi lemma.

(b) Pro K < D a M libovolny je jisté Rej,(M) < Rejx (M), dokazovana
inkluze pak plyne pouzitim lemmatu 2.2 a predchoziho bodu.

(¢) V situaci D € 2C uvazujeme kratkou exaktni posloupnost 0 — ker(7g) —

D ™ E — 0 a morfismus M 2 E uréeny k faktorizaci podle M I Ns
M danym indexem, tedy M € A.

Ptedpokladdme Extj,(M ker(rz)) = 0 z ¢eho# plyne faktorizace m’ : M —
D az D € 2C plyne existence n : N — D, kterou staci prodlouzit na 7gn,
protoze mpnf = tgm’ = m.

]

Nyni se obratime k tomu, co mtize pro neprosté direktni systémy predstavo-
vat zobecnéni +C-filtraci. Bud M,, = li N(Ma,mﬁa)ﬁ modul dané pseudofiltrace.
Definujme restrikci usporadani pseudofiltrace x od M, relativné k t¥idé C jako

a <¢ B mg, €T(—0)

Analogicky lze definovat <¢ od [-spojitého direktniho systému /.

Bud (M;,m;;); néjaky direktni systém. Mnozinu J C [ nazveme C-¢istou,
pokud j <; j' = j <¢ j' pro j,j' € J libovolné.

Kazda ‘C-filtrace je z lemmatu 2.2 C-¢isty club, podle kterého to v piipadé
filtraci, jejichz ¢lanky jsou prvky +C plati také naopak, C-¢ist4 filtrace slozen4 z
¢lankt nélezicich +C je +C-filtrace.

Co se tyka dodatecnych vlastnosti tohoto usporadani, tak prirozena strana
skladani morfismt dava o <¢ v = VB € [a,7] : @ <¢ [ — tuto vlastnost uspora-
dani dale oznacujeme jako IC vlastnost, ¢i zkratka IC.

S vyse zavedenymi pojmy miizeme konec¢né vyslovit pripravované zobecnéni
Eklofova lemmatu vystihujici vztah Extu direktni limity a existence C-¢isté podm-
noziny indexové mnoziny jejiho usporadani, ktera je v ném uzaviena a neomezena.
Lemma rozdélime do dvou.

Lemma 2.4. Bud C dand trida a bud M, limita pseudofiltrace (My,mpa). PO K
libovolngj limitni ordindl a M, € +C pro kaZdé o € k. Pak plati:

(a) M, € +C prdvé tehdy, kdyz pro kazdou kolekci zobrazent
{(Mo =% Clacper : (Vou8,7 € K)(@ < B <7 = Gya = oo + G15M5a)}
existuje redukce
{(Ma % Cags = (V.08 € K)(a < B = ga = gpa + gsmpa)}

(b) Existuje-li C-cistd mnozina X, Ze X € Cubck, pak M, € +C.

Diikaz.  (a) [2, Lemma 5.1].
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(b) Pouzije se kritérium (a) pro kazdy jednotlivy modul C' € C. Nejprve restrin-
gujeme pseudofiltraci na existujici C-¢isty club, vysledkem je pseudofiltrace
se stale stejnou limitou. Méme nyni zadanou kolekei zobrazeni (¢gsa)a<pex-
Redukci na (g )aer provedeme indukei.

Dno: Nejprve go = 0.
Nésl: Je-li g, definovano, tak uvazujme g, — got1a : Mo — C, ktery se
faktorizuje podle m,14 jako goi1-
Lim: S jiz definovanymi g, : a € § dava gs univerzalni zobrazovaci vlastnost
direktni limity.
O

Druhé lemma prevzaté ze [2] a [3] se zabyva opacnou situaci, tedy jaké pod-
minky na direktni systém vedou k existenci C-¢istych mnozin v Cubu jeho inde-
xového usporadani.

Lemma 2.5. Bud C dand trida moduli a k nespocetny requldrni.

(a) Je-li M, direktni limita dané pseudofiltrace na (k, €) jejiz vSechny clanky
M, : a € Kk jsou méné jak k-generované a spolu se svou direktni limitou
splnugi

(Vo < k) : Mo € “(EP(C))

pak v Cubeck ezistuje C-cista mnoZina.

(b) Je-li M limita direktniho systému na indexovém uspordddni (I, <), Ze
direktni systém (M;,m;;)1 je sloZeny z < k-generovangch modulii a My € +C,
pak splnéni podminky

Z(C) € M N je k-spojity
Sr

také implikuje existenci C-cisté mnozZiny v Cub<, .
Diikaz.  (a) Jde o [2, Proposition 5.2|, dtikaz projdeme v nékolika krocich:

1. Bud x4 C k indexova mnozina domén svédkt, které nelze faktorizo-
vat podél mg,1, a definujme kolekei morfismi (M, LN Co)ack jako
daného svédka, je-li a € k4, a jako O jinak.

2. Pro kazdé a € k zkonstruujeme indukci kolekci morfismu

(Ma 9_&&_) @ CV)OH-ISBSK

v<p

Dno: Nejprve goi1a = L%l‘lha, kde Lacjl Oy — ®I/<0¢+l C, je kanonicka

inkluze do dané direktni sumy.
Nasl: Je-li ggo definovano pro vsechny o < 8 = v, pak je g,41, déno
jako na dné a pro ostatni o < 8 polozme g, 10 = Gya + Fyt1 fr41a-
Lim: S jiz definovanymi gg, : 8 € § limitni dava gs, bod (a) tohoto lem-
matu, totiz jako redukei (gga)ses : Mo — D,.5C0 — DyssCs
na (ga)acs, které davaji pozadované gss = gg pro kazdé o < g < 4.
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Morfismy jsou tedy definované tak, Ze g o = gga + 953 Pro kazdou
trojici a < 8 < v < K, diky ¢emuz ziskdame redukci v M,; také (gra)ack-

o

Uvazme podmnozinu x danou predpisem:

X ={\<r:(VaeN(im(g..) C@Pc)

[ 2@

Diky < k-generovanosti kazdého M, je X k-kofindlni a uzavienost na
sjednoceni plyne z definice, tedy @e (X) € X je club sestévajici z
limitnich ordinalu. Uvazujme § € lige (X) N K4, které existuje, pokud
je k4 stacionarni. Odvodime-li z jeho existence spor, dostaneme, Ze k4
je nestacionarni v k, tedy Ze v k existuje C-¢isty cub.

It~

Nejprve ukazeme, ze w595 = 0 pro @, C, 2 Cs — 0 kanonickou
projekci. Bud tedy y € Mjs libovolny. Ze spojitosti a usmeérnénosti
jisté existuje f§ < d a x € Mg, ze y = fsp(x). Z konstrukce mame
po prodlouzeni projekci 75 rovnost m59.5(x) = Tsgss(x) + TsGus fs5(T),
pfi¢emz msg,.5(z) = 0 protoze f < § € X a msgsp(x) = 0 protoze obraz
gsp lezi v @, _5 C,. Z toho jiz dokazovand identita 75,5 = 0 plyne.

Déle plati 0 = 59,5 = T595+15 75 Gks+1f5+156 = Ns+T5Grs+1 f5+15 @ tedy
hs = —Tsgxs+1[s116, COZ je spor s definici hy jako svédka § £ 0 + 1.

(b) Jde o [3, Lemma 2.3].
O]

Jak bylo fedeno v tivodu kapitoly, nasim cilem je diikaz Ker,([J(C)) € FL*
pro t¥idu modult C, ze @(C) C EC. Ditkaz povede indukei podle presentovanosti,
dno tvorené spocetnou trovni zajistuje nasledujici lemma.

Lemma 2.6. Pro C libovolnou tridu moduli plati

) c ¢ = Ker(J](C)) C (Pres,(*C))*

Diikaz. 7 [3, Proposition 2.7].
[

Uzéavérova podminka pfedchoziho lemmatu na spocetné tirovni presentova-
nosti splyva s pozadavkem §r-uzavienosti — asociovany filtr je totozny s filtrem
dopliki kone¢nych mnozin.

Vratime-li se k moznosti induktivniho pouziti pozorovani 2.3 je zfejmé, ze pro
K podmodul produktu modultt z C bychom chtéli K € (Pres..(*C))*, coZ je
silngjsi, neZ z pripadné indukce vzeslé nalezeni K € (Pres..(FL))*.
cich tiidu FL. V této praci budeme postupovat stejné. Pro x libovolné kardinalni
¢islo a C danou tfidu kotorznich moduli definujme postupné rozsireni t¥idy FL
indukci:

(0) Gf = Pres,(FL)
(1) i = Coker[G" 1, T(—¢) ,Gi"1]
(2> gﬁ = Uiew gln
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(3) g<)\ — UHE/\ gn pro A>Ka gC = UnECn g”

G<* je slozend z < k-presentovanych modult, induktivnim pouzitim pozoro-
véani 2.3(a) dostavame, ze Ext}(G*,C) = 0 pro & libovolny a t¥idy jsou vzhledem
k inkluzi ve vztahu FL C G. C *+C.

Lemma 2.2 se pro K podmodul produktu moduli z C vzhledem k hierarchii
prelozi jako

(1) : K € (G5 = K € 2(§2.0)
V textu [4] jde o lemma 10. Dalsi lemma, také prevzaté ze [4], ukazuje, Ze v
hierarchii G¢ se zrcadli vlastnost Pres,(FL) = limy Pres.,(FL).

Lemma 2.7. Necht je k > w regquldrni kardindl.

(a) Necht jsou (Muy,mpga)s @& (Naynga)s dvé spojité pseudofiltrace. Oznacme si
jejich direktni limity jako M, a N,.
Je-li (Mo, mga)s sloZend z < k-presentovanych modult, pak pro kazdy mor-
fismus M, ER N, ezistuje ostre rostouci spojité zobrazeni i : Kk — Kk a
morfismus direktnich systémai

(ua)agn : (Maamﬂoa)n — (Ni(a)yni(ﬁ)i(a))n

splnugici u,, = f.

(b) Bud C C EC trida spliugici @(C) = C. Pro kaZdy F € GF ezistuje spojitd
pseudofiltrace (Fy,fza)x € G=", jejiz je F limitou.

Diikaz.  (a) Piimocara indukee.

(b) Dokazujeme indukeci. Pro i = 0 jde o pozorovani 1.4(c).

Pro j =i+ 1 je F' € G, kojadro C-Cistého morfismu f : G — H dvou
< k-presentovanych modulti, které jsou limitami danych pseudofiltraci z
predpokladu.

Podle bodu (a) tohoto lemmatu mezi nimi existuje morfismus (uq)a<x, Z€
u, = f. Podle lemmatu 2.5(a) existuje v pseudofiltraci modulu G C-¢ista
uzaviené neomezené mnozina kg C k.

Ptrechodem k ji zadané podpseudofiltraci dostavame, Ze strukturni morfismy
Jo : Go — G pro a € kg jsou také C-Cisté.

u, je C-Cisty a z IC tak dostavame, ze i u, je C-Cisty, coz vzhledem k
jeho doméné a kodoméné znamend coker(u,) € G=* a (coker(uq))acx je
pozadovana G<"-pseudofiltrace modulu F'.

]

Nyni mizeme vyslovit prvni tvrzeni o uzavérovych vlastnostech dané tiidy
C C &C uzaviené na direktni sumy. Dikaz bude veden indukci, ve které se za-
drhelu se singularné presentovanou trovni vyhneme dodatecnym predpokladem
N, -dekonstruovatelnosti FL.

Tvrzeni 2.8. Necht je Mod-R takovd, Ze FL je X, -dekonstruovatelnd a necht je
C C &C libovolnd. Pak plati implikace:

Pe)cec=ccec
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Dikaz. Dukaz rozdélime do elementéarnich krok.

1. Podle lemmatu 2.1 staci s tiidou C' = €(C) dokazat, ze libovolny D €
Ker,(JJ(C")) je zprava ext-ortogonalni vzhledem k plochym modultim pre-
sentovanosti < N,,. Hierarchie G uvazujeme odvozené od C'.

IS

Pro w tvrzeni plati z lemmatu 2.6, podle kterého D € (Pres,(+C’))*, coz
podle pozorovani 2.3(a) znamend, ze D € (G¥)*. D4l se dokazuje indukci
podle horniho indexu hierarchie G.

Bud s regularni a piedpokladdme D € (G<F)1. Z (1) je D € A(gi:C’).
Predchozi lemma 2.7(b) fik4, ze kazdy F € G" je limitou pseudofiltrace
(F,fs0)x sloZené z prvk G<¢. Vime, ze Ext(G",C’) = 0 a podle lemmatu
2.5(a) v pseudofiltraci existuje C'-¢ist4 uzaviena neomezend mnozina, ktera
je diky D € #(§2.C") také {D}-¢isté. Lemma 2.4(b) dava F € 1D a tedy
D € (G")*.

o

N, -dekonstruovatelnost tiidy FL znamend, ze je kazdy plochy modul direktni
limitou Pres.y, (FL)-filtrace, z ¢ehoz pouzitim Eklofova lemmatu tvrzeni plyne.

[]

K alternativnimu dikazu pravé dokazaného lze vyuzit jesté jiny predpoklad,
totiz dim(R) < N, tedy Ze existuje k < W, Ze kazdy pravy idedl R je nejvyse
r-generovany. Nejprve jeden disledek této vlastnosti R.

Lemma 2.9. Je-li dim(R) = &, je ) - (Zo) € Zo pro libovolny k™ -spojity direktni
systém na k1 -uplném usporaddni (I, <p).

Diikaz. Chceme ukazat, ze dany modul £ = ZSI X, je injektivni, k ¢emuz vyu-
zijeme Baerovo kritérium, podle kterého staci injektivitu £ dokézat vzhledem k
L < R pro L libovolny pravy idedl R. Bud tedy h : L — E libovolny morfismus.
O L vime, Ze je k-generovany a stejné tak jeho obraz im(h) = (B)r < E, kde
|B| < k. Definujme funkci 2z : [[,.; X; — B(I) piedpisem (z;)ic; — {i : x; = 0}.
Mnozina Az, = (e 2(0) € P(I) je diky x*-uzavienosti (I, <) stale prvkem §; a
produkt E; = Hjel\AL X, jehoz je im(h) podmodulem, je tak stale podmodulem
modulu E.

Jakozto produkt injektivnich je K7 také injektivni a sloZeni iiy,yh @ L —
im(h) — E se faktorizuje podél L < R jako h : R — Er. Nyni staci vyuzit
inkluzi my, : E;, < E a faktorizaci b’ : R — E polozit jako mzh. ]

Singularnim kardinalim se za pfedpokladu dim(R) = x v indukci jiz nevy-
hneme, k jejich prekonani bude diky predpokladu pouzitelna véta o singularni
kompaktnosti.

Fakt 2.10. Necht je R libovolny okruh, s singuldrni a u < » libovolny neko-
necny kardindl. Bud ddle M -generovany modul a A trida p-presentovanich
moduli. Existuje-li pro libovolné reqularni p < A < 3 systém Sy tvoreny < A-
generovanymi A-filtrovanymi podmoduly modulu M, pro ktery plati, Ze:

o S, je \-spojity.
o (VX € [M]™H(3S eS8 :(XCS)
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Pak je A-filtrovany také modul M.

Diikaz. Pievzato z [I, Theorem 7.29]. O

A nyni jiz miZzeme piikrocit k tvrzeni samému.

Tvrzeni 2.11. Necht je C C EC libovolna. Je-li dim(R) < N, pak plati

Pc)cec=cceec

Diikaz. Ozna¢me si p = dim(R)' a jako vySe polozme C' = @(C). Chceme
dokézat, ze libovolny D € Ker,(][[(C')) je zprava Ext-ortogonalni vzhledem ke
vSem plochym modulim. Bud D dany ¢isty podmodul produktu modula z C’,
hierarchie G uvazujeme odvozené od C’. Postupem jako v predchozim tvrzeni
miizeme predpokladat D € (GH)L. DokdZeme-li, ze pro kazdé xk > u je kazdy
modul F € G" direktnim sjednocenim GF-filtrace, je tato z predpokladu D €
(GM)*+ také L D-filtrace a z Eklofova lemmatu pak plyne F' € +D.

Dale tedy postupujeme indukci podle x > u, kterou rozdélime podle pripadi
na singularni a regularni. Pfedpokladejme tedy, Ze pro néjaké x > p je pro vSechny
moduly z G<* vySe uvedend vlastnost jiz dokdzand a uvazujme F' € G* libovolny.

1.

IS

Bud nejprve k regularni a F' € G pro i € w libovolné. Z lematu 2.7(b) exis-
tuje pro I pseudofiltrace (F,,fsa)x slozend z prvka G, takze polozime-
i v pfedchozim lemmatu (I, <;) = (k, €), dostdvame, Ze §.-produkt
> {E(FL) + a € k}) € Ty alemma 2.5(b) s C = {E(F,) : a € K} a
M; = F dava {E(F,) : o € k}-Cistou mnozinu v Cubek. Faktorizace mo-
nomorfismi injektivnich obal F,, <% E(F,) pres f, : F,, — F znamen4, ze
fo musi byt monomorfismy a tak muzeme predpokladat, ze (Fy,fsa)x je fil-
trace. Lemma 2.5(a) s M, = F a C = C’ d4va existenci +C’-¢isté podfiltrace
(Favfﬂa)m'

Z lemmatu 2.2 vyplyva, ze kojadra strukturnich C’-¢istych monomorfismu
jsou jakozto < k-presentované moduly prvky G a tedy G*-filtrované z
predpokladu. Zbyva zajistit, aby byly p-presentované, coz lze zaridit induk-
tivnim zjemnénim kazdého ¢lanku o < 5 pro a € kg a § = min{ko \ a}. O
kazdém kojadru Fp/F, jiz vime, ze ma G'-filtraci, ozna¢me si jeji moduly
jako (G,)aex- Kazdy z nich je izomorfni G’ /F,, kde G je podmodul Fj
a Gy jakozto 0 odpovida samotnému F,,. Z téchto podmoduli lze vytvorit
zjemnéni mezi F,, a Fj, staci polozit Fi, = G’7 a nakonec F,,\ = Fjs.
Vysledkem je precislovani a zjemnéni ptivodni podfiltrace na takovou, jejiz
kojadra jsou jiz v G#, protoze plati G, ,, /G’ ~ G11/G.,. Tim je diikaz pro
k regularni hotov.

Bud tedy & singularni, ozna¢me si ho s a uvazujme nejprve modul F' € Gi =
Pres,,(FL). Podle pozorovani 1.5(c) je F' direktni limitou systému konec¢né
generovanych volnych moduli na indexové mnoziné (I, <;) kardinality s.
Libovolna direktni limita kazdého podsystému na <;-usmérnéné indexové
X € [I]* je podle pozorovani 1.5(a), uzavienosti (FL) = FL a faktu
1.7(a) stéle plochy modul nalezici G<* a z pfedpokladu tedy G*-filtrovany.
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Nyni pouzijeme vétu o singularni kompaktnosti ve formé faktu 2.10 pred
timto tvrzenim s dosazenim A = G* ) » = » a u = u, ovéfme jeho pred-
poklady — bud tedy p < A < s libovolny regularni. Uvazujme nejprve \-
spojity usmérnény systém na club-podmnoziné, ozna¢me ji I<*, v A-tiplném
uspotadani ([I]<*, C). Aplikaci lemmatu 2.9 mtzeme stejné jako v regu-
larnim kroku pfedpokladat, Ze existuje Sy € CubcI<* takovd, Ze struk-
turni morfismy odvozeného systému modulti (Fj)ses, jsou prosté, jde tedy
0 < A-generované ploché podmoduly modulu F', které jsou G*-filtrované z
predpokladu, pfedpoklad faktu 2.10 je tak volbou Sy = (Fj)ses, splnén z
A-spojitosti, ktera plati po prechodu od cub-podmnoziny ke clubu, ktery ji
generuje.

Uvazujme dale situaci F' € G7 |, bud A libovolny regularni kardinal, ze
put < )\ < s a predpokladejme, Ze pro j < i je tvrzeni jiz dokédzané a navic
plati, zZe kazdy modul z G je direktnim sjednocenim A-spojitého direktniho
systému slozeného z modult nalezicich G<*, pro i = 0 to plyne z uzavienosti
plochych moduli na limity a pro ¢ > 0 tuto vlastnost zajistime na konci
indukéniho kroku ¢ — 1 — 4.

O modulu F' z definice vime, zZe je kojadrem morfismu f : G — H, kde
[ €t—eyaG,H € G aomodulech G,H pfedpokladdme, Ze jsou direktnimi
sjednocenimi A-spojitych direktnich systémi slozenych z moduld nalezicich
G<*. Ozna¢me si A-tiplnd indexova usporadani téchto systémi jako I5*, 15,

Modul G je z indukéniho predpokladu také G#-filtrovany. Uvazujeme-li libo-
volny @ € > 5 _ (C') jakozto ¢isty podmodul J](C’), diisledkem indukéniho
1g

piedpokladu je Q € (G<*)1 a Eklofovo lemma pouZité na G+-filtraci dava

Q € G*. Diky tomu mtizeme pouZit lemma 2.5(b) s I = I5*, M; = G a

C = (', ziskdavame tak C’-¢istou mnozinu v Cub< _, I5*. Restrikei na club
G

miizeme tedy piedpokladat, Ze strukturni monomorfismy systému na I5*
jsou C’'-Cisté.

Zbyva ovérit predpoklad véty o singularni kompaktnosti pro F' a A. Pro
i € 15" libovolné uvazujme modul G; a strukturni C’-¢ist§ monomorfismus
gi - Gi — G. Slozeni f; = fg; je C'-Cisté, G; je < A-presentovany a direktni
systém na I je A\-spojity, existuje tedy j € I;* a modul H; — H, 7e
im(fg;) € H;. Oznacme si J; = {j € I5* : im(fg;) € H,;} a f/ : G; — H;
restrikci f;, ktera je s f; totozna az na kodoménu.

Pro j € J; libovolné je kazdy morfismus fij také C’-isty a oba moduly G;,H;
nalezi G<*, tedy i coker(f/) € G<=*. Moduly z

T = {coker(f!) i € IS* N j € Ji}

jsou z predpokladu G#-filtrované a spolu s pfirozenymi faktorizacemi struk-
turnich morfismt systémti na I5*,I;* vytvateji direktni systém, jehoz limi-
tou je F' a ktery je A-spojity, protoze A-spojité jsou oba direktni systémy
na mnozinach I5*,7;;*. Diky lemmatu 2.9 najdeme v Zpz* A-spojity a Zp*-
kofindlni podsystém tvoieny piimo podmoduly F' a tento lze pouzit jako
S)\.
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Protoze bylo ) libovolné a nagli jsme \-spojity systém Sy C G<* jehoz je
F' direktnim sjednocenim, je dtkaz GH-filtrace F' podle véty o singularni
kompaktnosti hotov.

]

Dausledek 2.12. Je-li trida FL X -dekonstruovatelnd nebo dim(R) < W, pak
plati implikace:

Xexneo= X1 cxec

Diikaz. Plyne z tvrzeni vyse s tiidou C = Add(X), slozené ze -kotorznich mo-
duld. ]

Predpoklad dim(R) < R, je slabsi, nez |R| < N, pfikladem je okruh poly-
nomi o A < N, neznamych nad télesem mohutnosti > N,,.

V dalsi sekci se budeme vénovat prvni tirovni singularné presentovanych plo-
chych moduli v ramci Mod-R bez dalsich pfedpoklad® na okruh R.

2.2 Indukce do N,

Vychézejice z nepublikovaného textu [5] zavedeme v této sekci potiebné pojmy
odvozené od singularné s-presentovaného plochého modulu F' a to do té miry,
aby s nimi slo prekonat N,,.

Usporadani, které vyuzijeme k aproximaci F, je ([»]<*, C), ozna¢me si pro
dalsi jako W.

s-presentovany plochy modul F' si fixujme stejnym postupem jako v pozoro-
vani 1.5(c), tedy jako limitu koneéné presentovanych volnych modult na usmér-
néné usporddané mnoziné (I, <) := (J,, <;,), kde mohutnost .J, a tedy také I
je prave .

Fixujme si dale W = [I]<!!| pfirozen& uspofddanou C a tiidu C. O kazdé
X e W, tedy X C I, mtizeme BUNO predpokladat, Ze je <;-usmérnéna.

Pokud by né&jaké z nich nebyla, lze definovat funkci p : [I]<Hl — [I]<V] Ze pu(X)
je néjakd <;-usmérnéna nadmnozina X stejné mohutnosti. Pokud je mnozina X
<r-usmérnéné, pokladame p(X) = X. Zobrazeni p je tedy identitou na sjedno-
cenich C-tetézcli <;-usmérnénych mnozin.

Jingmi slovy, im(p) je club v ([I]<V], C), kterj mtizeme ztotoznit s WW. Pokud
bychom potiebovali rozlisovat W vzhledem k plochému modulu, od kterého je
odvozené, oznac¢ime ho We.

Definice 2.13. (Funktor F a <¢-usporadani W)

(1) Definujme funktor F : (W, C) — (Pres<,.(FL), —)mModa-r. Pro mnozinu
X € W bud
F(X) = hﬂ(ﬂ’fkl)ke[l,gl)mx

leX

Inkluze se prenéseji na morfismy jednoduse z univerzalni zobrazovaci vlast-
nosti.
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(2) Usporadani inkluzi lze omezit podobné jako < na <, tuto relativizaci ozna-
¢me =¢, je tedy zadana podminkou F(Y D X) €T ).

Protoze jde o limity plochych moduli, jsou moduly F(X) také ploché a pro-
toZe jde o limity konecné presentovanych, jsou moduly F(X) | X|-presentované.

Prekonani spocetné kofinality bude mozné zejména proto, ze pseudofiltrace v
takovém pripadé neobsahuje limitni body.

Nejprve prelozime indukéni predpoklad do existence jistych podsystémi C-
volnych mnozin ve W.

Lemma 2.14. Uvazuyme F direktni limitu systému na indexové W definovanou
vySe a predpoklddejme nejprve Y 37(C) C {F(X) : X € W}, Pak pro kazdé
X € W a kazdy reqularni nespocetny kardingl A < |X| existuje systém X (\) C
[X]<* ndsledugicich vlastnosti:

(a) (VY € X(A))(Y =Zc X)

(b)) UX(\) =X

(¢c) X(\) je nahoru usmérnény.
(d) X(N\) je A\-uzavien.

V pripadé predpokladu @~*(C) C {F(X) : X € W} ezistuje vyse popsany
systém jen pro A = | X| reguldrni.

Diikaz. Plochy Modul F(X) = G je direktni limitou A-spojitého direktniho sys-
tému (G;,9;); sestavajiciho z jA-presentovanych moduli C Im(F). Aplikujeme-li
lemma 2.5(b) dostavame C-cistou I’ C I, ktera je <;-clubem, tedy gs €T(_ ) pro
kazdé i € I'. F je prosté zobrazeni, definujme tedy X(\) = F'[G; : 1 € I'] a
vSechny body zfejmé plati.

V ptipadé podminky s direktni sumou pouzijeme lemma 2.5(a) — vzhledem k
predpokladané regularité | X| jde o limitu < | X|-generovanych moduli z mnoziny
F[[X]<¥In W] z predpokladu nélezici +C a F-piedobraz C-¢isté pseudofiltrace
je onen vySe popsany systém. O]

Podminka na Ext-ortogonalitu je v pfipadé s singularni kardinal splnéna pro
> 5, 1 € na libovolné indexové mnoziné za predpokladu v indukci pod s doka-
zané inkluze Ker,(J](C)) C Pres.,,(FL)*, proto miZzeme piedpokladat bohatsi
systémy i kdybychom piedpokladu Ker,(J](C)) € Pres.,.(FL)* dosahli za po-
moci P(C) C C.

Nésledujici lemma, inspirované textem [5], plati bez ohledu na typ systému a
tvori hlavni vychodisko dalsich tvah stran vlastnosti (W, =<¢).

Lemma 2.15. Pro kaZdou mnoZinu X € WN [%]=* ezistuje nadmnoZina Y 2 X
stejné mohutnosti, Ze [Y, C) N [s]¥ = [V, =¢) N [5]Y].

Diikaz. Oznaéme A = |X| > w. Pro N € [»]* U {0} definujeme N-Shelahovu hru
délky w. Hraji dva hraci, I a II.

[ za¢ind a voli prvky X,, € [N, C) N [»]=*, II odpovida N, € [X,, ) N [x»]* a
vitézi, pokud se mu podaii pokazdé odpovédét N, € [N, _1, =¢), kde N.; = N,
jinak (po koneéné tazich) vitézi hrac L.
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Ozna¢me N mnozinu téch N, pro které neexistuje vyhravajici strategie hrace
I v N-Shelahové hie. Pokud by N obsahovala néjakou mnoZzinu N O X, jsme
hotovi, protoze pro kazdou volbu Y D N existuje odpoved Ny DY, 7e Ny = N a
z IC plyne Y >¢ N.

Ukéazeme-li ) € N, pak N N[X, C) # (), protoze jinak by hra¢ I mohl volit
Xy = X a na kazdé volbé II by vyhrél, coz by byl spor s § € NV.

Zbyvéa dokézat () € N, coz udélame sporem, necht je tedy s néjaké vyhréavajici
strategie pro I, tedy funkce s : [[5]*]|< — [5]* reakeci na n-tice zahrané II. (s(() je
prvni tah I). Indukei zkonstruujeme fetézec p = (M,)qaer+, postupujme nésledné:

Dno: M, = 0.

Nasl: Necht jsou (M, )aecp+1 definované. Definujme S C [3]< jako mnozinu vSech
n-tic kone¢énych <¢-fetézct v (My)aep+1- Jejich pocet je omezen |B]<¢ < A
a tak ||J,cq5(r)| < A Polozme Mgy = |J,cg5(r) U Mp.

Lim: Pro § limitni polozme M; = |J,cs Ma.

Uvazujme nyni M = J,c\+ Ma, tedy [M| = A\". Pokud by P = M(A") Np byla
v AT kofinalni, jisté lze s porazit vybérem jejich prvki. Pro¢ je tedy mnozina
P v p kofinalni? Bud M,, libovolny prvek p. Lze ho pokryt < A mnozinami
z M(\*). Céastecna sjednoceni z nich udélaji <c-fetézec, jehoz sjednoceni Sy je
stdle v M (A1) a obsahuje M,,. Kofinalita p je ovéem AT, proto existuje M,, 2 S,
proceduru opakujeme a ziskdavame S, ; C M,, C S, € M(A\") pro n € w. Nyni
staci polozit S = U,c., Sn = Unew Ma,., €07 je jisté prvek jak p, tak M(AT), ¢imz
je dikaz hotov.

[]

A C-absolutni dotazeni ivahy pfedchoziho lemmatu, kde uz budou bohatsi
systémy potieba.

Lemma 2.16. (Nasycent)
(VX e WN[#2*) AN D X): NeWn X A [N, C) =N, =)

Diikaz. M&me libovolnou M D Ny D X, kde Ny je libovolny prvek A’ N [X, C)
existujici z predchoziho lemmatu. Dale pokracujme indukci podle kardinality,
muzeme tedy predpokladat, ze M ma vétsi mohutnost, nez Ny a ze pro vSechny
mnoziny z [Nx, C) N [5]<™l bylo tvrzeni dokazané. Tehdy staci uvazovat systém
M(|Nx|T) a pokryt Ny pomoci |Nx| mnozin z M(|Nx|*). jejich sjednoceni,
ozna¢me ho S, je tedy v M (|Nx|") také a |S| < |[M] a tak Nx <¢ S =¢ M. O

Mnoziny vznikajici lemmatem 2.15 budeme i déle oznacovat jako N. Je zfejmé,
ze jde o C-¢istou mnozinu nalezici Cfc (W) a ze mizeme definovat nasycent rela-
tivné k N jako zobrazeni ny : W — W ze ny | N = idyy a které ostatnim X
prifazuje C-prvek N stejné mohutnosti, jako m4 X.

Tvrzeni 2.17. Bud C C EC. Pro singuldrni > spocetné kofinality plati induktivni
formule:

Ker*(H(C)) C Pres.,(FL)*: = Ker*(H(C)) C Pres,(FL)*
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Diikaz. Bud s singularni spocetné kofinality, mame k dispozici spocetny skeleton
(Kn)new /* 5. Z indukéniho predpokladu predpokladdame na Wg od F' libovolného
plochého s-presentovaného modulu strukturu danou lemmaty 2.14 az 2.16, tedy
C-kofindlni mnozinu nasycenych mnozin A. Pfedpoklad na P ¢ ) ; nepotte-
bujeme, protoze pro tucely vyse zminénych lemmat staci indukéni predpoklad.
Bud Ny = np(kg) a predpokladejme ki < |Ni| < ki a Ny € N VE < n
hotové. Polozme opét prosté N,i1 = npn(kni1 U N,). Vysledkem je trivialné
uzaviend C-volnd mnozina C-kofindlni v ([s]<%, C), jeji direktni limita je tedy F.
Z ptredpokladu spolu s (1) plyne, Ze tato je také {D}-volna pro D € Ker,.([](C))
libovolny, z ¢ehoZ podle lemmatu 2.4(b) prvni formule tvrzeni plyne.
O

V posledni sekci této kapitoly se budeme vénovat podrobnéjsimu zkouméani
mnozinové-kombinatorickych vlastnosti usporadani (W, <).

2.3 Vlastnosti usporadani YV na urovni

Nejprve se pokusime vyuzit zobecnéni kombinatoriky stacionarnich mnozin,
kdy misto (I, <) ve tvaru (k, €) s k regularnim uvazujeme (I, <) ve tvaru
([A]<", ©) s k regularnim a |A| > K, pro A = s jde o jednotlivé hladiny jejichz
sjednocenim vznika WW.

Nabizi se prirozena otazka, jak moc se zobecniuje Fodorovo lemma z klasické
situace. Néasledujici odpovéd pro nas ptipad pochézi z [6].

Fakt 2.18. Bud k nespocetny requldrni a A, Ze |A| > k.
Pro S € Statc[A]~" a f: S — A, Ze f(s) € s pro kazdy s € S\ {0} ezistuge
a € A a staciondrni T C S, Ze f(t) = a pro kazdyt € T.

Diikaz. Pievzato z [6, Exercise 25.2(c)]. O

K 1celu podrobnéjsiho zachyceni nejprve obecnych vlastnosti W, které by
pozdéji mohly mit algebraické disledky, polozme pro X C s libovolnou

CteX ={YCP(X): Vae X)FY € Y)(a YY)}
a dale pro A C W libovolnou
A={XeW: (BX)\{X})NAcCfX}

Symbol ligw(/l) nechf oznacuje vSechna sjednoceni C-Fetézci sloZzenych z
prvku A, sjednoceni néalezici W.

Prvni pozorovani se tyka nékterych na < nezavislych vztaht mezi definova-
nymi pojmy. Symbolem reg(s) oznacujeme regularni kardinaly < .

Pozorovani 2.19. Viastnosti (W, Q)
(a) Pro A C W libovolnou plati h_n;lw(ﬁ) cA
(b) Je-li dale \ € reg(s), pak je
AN ¢ Cfese = AN [ ¢ Cfc [
a naopak

AN [ € Cfse = AN [#]~* € Cubc[»]<*
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(c) Je-li W = N UH libovolny rozklad na dvé disjunktni mnoZiny, pak predpo-
klad
{NH N[5 € Nstc[s]~*} Nreg(s2) € Cfse

implikuje jednak N € CubcW a také N N [3]<* € Cubc[s]|<* pro kazdé
cf(x) < X € reg(s).

Diikaz.  (a) Uvazujme libovolny C-fetézec (r4)ae, C [#]<?, jehoZ sjednoceni je
prvkem W a néjaky prvek 5 € Ua67 ro. Tento je z definice prvkem néjakého

re pro ¢ <y are € A, tedy existuje A € A, ze B € ACre ClUye,Ta

(b) Existuje-li 8 € 5, 7e {X € [3]<* : B € X} N A =0, je to pravé mnoZina
{X : B e X} =[{B}, ©), kterd je C-cubem ve [»]<* a kterd dosvédcuje
C-omezenost A N [3]<*.

Druhou implikaci dokédzeme sporem. Pfedpoklad AN [5]<* ¢ Cubc[s]<*
znamend, 7e mnozina [»]<* \ A € Statc[s]<* a z Fodorova lemmatu plyne
existence vy € s a stacionarni S C [3]<* \ A ze VS € S je v € S, ale
{0}, ©)N(C,S)N A=, takZe pokud by existoval prvek A € AN [»]<*
ze 0 € A, je [A, ) NS # 0, coz je spor.

(c) Predpoklad uvedené implikace je podle bodu (b) ekvivalentni pfedpokladu
existence kofinalni mnoziny regularnich (Al)lecf " 2 spolu s mnozinou
I'={y, i€cf(x)} €W, ze pro VH € [{7}, Q) NH plati |H| > \;. Z
toho plyne, ze C-clubem ve W C-pod N je [I', C), protoze [I', C)NH = ().
Diky |T'| < ¢f(5¢) plati také relativni verze.

L]

V poslednim na < nezavislém pozorovani se podivame na dokazatelnost N €
Cubc W jesté z trochu jiné perspektivy.

K tomu tcelu si oznacme Fréchetiv filtr na cf(s) jako §ef(.). V nézvoslovi
z prvni kapitoly se jednd o cf(s¢)-asociovany filtr na (cf(s), €). Fixujme si po-
sloupnost regularnich x; ,* » a uvazujme produkt (], <ef () B <) usporadany
f<ge{i:f(i)<g(i)} =cf(s). Toto usporadani lze relativizovat vzhledem k
libovolnému filtru F rozsifujicimu §.(.) jako f <p g e {i: f(i) < g(i)} € F.

Definujme ¢ : W — || ) ki predpisem

i<cf(x)
)\i VAS /\z pokud XN R; = R;
tx(i) = ¢ sup{X Nk;} pokud cf(X Nk;) < Ky

min{k; \ X} pokud (X N k; je kofindlni v ;) A (k; \ X # 0)

Pozorovani 2.20. Necht jsou N € CfcW a H C W\ N libovolné. Eristuje-li
filtr ' 2§y a funkce b € Hch(%) ki, Ze

(VN GN)(VHG (Q ,N)ﬂ?—[) : (LH <F b)
pak je W\ H € Cubc V.

Diikaz. Obraz b je prvkem [»]%/*) a mnozina [im(b), C) € W\H, protoze im(b) C
X implikuje timep) < tx a tedy také e <p tx. Z C-kofinality N existuje
N > N D X a z predpokladu vy <p Limp) Pro H € (C ,N) N H libovolné a tak
X ¢&H. n
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V obou pozorovanich jsme ve skute¢nosti dokazali silnéjsi vlastnost, totiz H ¢
CfcW, coz muze vést k podezreni, ze dané predpoklady jsou zbytecné silné.

Vratme se proto radéji k usporadani <¢, které od ted zkracujeme na <. Prave
toto usporadani rozestupuje mnozinu ¥ od daného s-presentovaného plochého
modulu F do dvou disjunktnich podmnozin — nasycené ¢asti N' C W a jeho
dopliiku H = W\ N.

Na prvni pohled je ziejm4 implikace N € CubcW = Ker,([[(C)) € F*,
ale zatim vime pouze N' € CfcW. V dalsim pozorovani se proto zaméiime na
vlastnosti H a N.

Pozorovani 2.21. Viastnosti (W, <)
(a) Pro kazdou H € H plati [H, <) CH
(b) Pro kazdou N € N plati (X ,N] C N.
(c) NCN

(d) Kazdy C-spojity <-Tetézec, jehoZ sjednoceni je s, musi byt sloZen pouze z

proki N

Diikaz. (a) <-nadmnoziny H musi byt v H, protoZze v piipadé H < N € N
a G libovolnou, 7e H C @, existuje mnoZina M D G, ze N < M € N.
7 tranzitivity H < M a z IC H < (. G byla libovolna, coz je spor s
[H, <) # [H, C).

(b) Plyne z (a).
(c) Plyne z existence pokryvajicich systémit N(\) spolu s bodem (b).

(d) Pro kazdy prvek X v daném fetézci plati, Ze jeho strukturni morfismus
F(sx D X) je C-Cisty a predslozeni s F(» DY) dava, ze kazdy F(Y D X)

je také C-Cisty, tedy [X, C) = [X, <) a tak X € N.
O

Vratme se nyni k algebraické strance véci, nejprve k notaci. Pro kazdou X €
W je déna surjekce @,y Fi —+ F(X) a libovolny prvek z € F(X) mé my-
predobraz v n&jaké konecéné direktni sumé modulti z (F;);cx. Z usmérnénosti [ a
X plyne, Ze existuje horni mez v podobé singletonu j € X, ze x = mx(y), kde
y € Fj.

Funktorialita F pro y € @ F; znamena, ze

F(Y O X)rx(y) = mytyx(y)

kde tyx : @y Fi — @y F; je zobrazeni indukované identitami na i € X.
Ztotoznime-li F(s) s puvodnim F, jsou F(» O X) dané strukturni morfismy

F(X)— F.
Tvrzeni 2.22. Bud (W, <) ddno singuldrné s-presentovanym modulem.
(a) N € CubcW a N N [3]<* € Cubc[s]<* pro X € reg(s¢) libovolné.

(b) Pro kazdou X € N plati ker(F(» 2 X)) < Rejo F(X).
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(c) Y\ € reg(sc) je N N [5]<* € Statc[s]< .

Diikaz. (a) Ze je N' € CubcW plyne z C-kofinality N a pozorovani 2.19(a).
Druhy vyrok plyne z N N [»]<* € Cfc[»]<* a pozorovani 2.19(b).

(b) Algebraickou vlastnost dokazujeme sporem, predpokladdme tedy existenci
C e CaF(X) > O, e ker(F(> D X)) = Uyexo ker(F(Y O X))
obsahuje prvek x # 0z(x), ktery neni v kernelu morfismu ¢, existuje tedy
Y D X, ze x € ker(Y D X). Z poznamek pted tvrzenim plyne, Ze existuje
Jj€ X, zex=mx(y) proy € F;. Z definice existuje N' > N C X obsahujici
jazF(X D N)rny(y) = nxexn(y) plyne, ze mn(y) # 0xv) a dale my(y) &
ker(cF(X D N)), ale mn(y) € ker(F(Y D N)), coz je spor s N <X Y,

konkrétné s lemmatem 2.2.

(¢) Bud D libovolny BUNO C-club v [5]<*. Indukei pro o € A definujme alter-
nujici fetézec Dy C na(Do) € Dy C ..., %e Dy € D a Dy & Dyyq. Protoze
je D club, tak mtzeme vzit v limitnich bodech sjednoceni Ds = |J, .5 Da
a stale jde o prvky D. V potenci sjednoceni celého fetézce, oznacme ho S,
existuje z lemmatu 2.14 systém S()\), ktery je C-Gisty club v [S]<* a ten
musi mit s fetézcem (D, )qex neprazdny prinik, ozna¢me ho Dy. Protoze je
D5 < S, je také Ds < ny(Ds) C D5y € S atedy Ds € N podle pozorovéani
2.21(b), ¢imz je dikaz bodu (c) hotov.

[

Obratme se nyni k hierarchii G¢. Libovolny G € G* lze aproximovat direktnim
systémem na indexové We, s tim, zZe na rozdil od specialniho pripadu F' € GF jiz
neni zfejmé, Ze pro X € Wg plati F(X) € G=*. Z predpokladu Ker,(J](C)) C G*
je skrz lemma 2.5(b) dokazatelné pouze Ng N [»]<* € Cubc(Wg N [5]<*) pro
A € reg(s2) libovolné. K pifimoc¢arému umoznéni indukce podle dolniho indexu G
by byl potieba silnéjsi predpoklad.

Tvrzeni 2.23. Pokud pro singuldrni s spocetné kofinality a C C EC libovolnou
plati formule:

(VG € G7)(Ker (] [(C)) € G* = N& € Cubc W)

pak plati také

Ker,(J](€) € ()" = Ker([](©) € (62)*

Diikaz. Pro G jde o tvrzeni 2.17. Uvazujme danou dvojici G,H € G, a F' € G7,

e GLH  F= coker(f). Z predpokladu lze modul G aproximovat ptimo Ng
z ¢ehoz plyne, ze direktni systém castecnych kojader f, jehoz je F' limitou, je
diky C-Cistoté f a Fg(»x D X) pro X € Ng libovolné tvoren moduly z G<*, coz
umoznuje aplikaci lemmatu 2.5 k diikazu lemmat 2.14 az 2.16 i pro direktni systém
¢asteénych kojader f a jako v tvrzeni 2.17 dostavame Ker,(J](C)) C F*. O
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Z.avér

Ptvodnim zamérem prace bylo prodlouzeni induktivniho argumentu v dikaze
Ker,.(JJ(C)) € &C za predpokladu @(C) C EC i v prfipadech singuldrné pre-
sentovanych plochych moduli za pomoci kombinatorickych vlastnosti indexové
mnoziny (W, <). Negace existence pro indukei klicového C-spojitého <-fetézce
ale vedla pouze k dtsledkiim typu H € CixW, pficemz C{<W C CfcW, tedy
také |H| > s»*. Tyto vlastnosti autor ke sporu dal nedovedl. Méné ambiciéznim
cilem by byl diikaz toho, Ze pro hierarchii Ge plati induktivni formule

Ker.(JJ(€)) € ()" = Ker.([](€)) € (6)*

alespon pro s spocetné kofinality. Pokus dokéazat to indukci podle dolniho indexu
hierarchie postupem jako v tvrzeni 2.17, které zaklada troven ¢ = 0, narazil
na problém s kompatibilitou jednotlivych hladin < A-presentovanych modult v
direktnim systému z ¢astecnych kojader G ENy Sy e G771, ktery se autorovi
nepodafilo prekonat. Jednotlivé irovné Wy jsou cuby v [%]<)‘+ indexujici moduly
z G, zédrhel je v pseudofiltracich slozenych z prvki jedné tirovné [»]<*", jejichz
direktni limity jsou A*-presentované a u kterych tak jiz neni zarucené, Ze jsou
prvky GM7, jen to, Ze se jejich strukturni morfismus do F pies n&jaky prvek G**
faktorizuje, tedy Ze pro dané AT-velké sjednoceni M € Wr existuje stejné velka
N D M, pro kterou lze pouzit lemma 2.14 k dikazu existence systému N(AT).
V dtikazu lemmatu 2.15 v situaci | X | = A ale potfebujeme, aby systém lemmatu
2.14 existoval na vysledném sjednoceni M, protoze jinak neni C-alternace retézcti
(Mg, )new @ (Sp)new © N(AT) zarucena, postacujici podminkou je existence N,
7e F(N) € G* a [M]<*" N N(At) € Cic[M]<".

Misto pivodniho zaméru se tak za predpokladu @(C) C EC v préci povedlo
dokazat Ker,(J[(C)) € EC pouze pro okruhy s dodatecnou vlastnosti, diky které
se lze problémové indukci pres singularné presentovanou troven vyhnout, nebo k
jejimu prekonani pouzit tradi¢ni nastroje.
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Index pouzitych symboli

Nasleduje seznam symbolt pouzité notace spolu s ¢islem stranky, kde je sym-
bol definovan.

(] (S] ,’i], [Z, S[), Cfg(]), 8:[, Cubg(]), Stat§<])

strana 4

e Im(C), Ker(C), [I(C), > 5(C), Gen,(C), Pres.(C)
strana 5
° EXt}g(XRaMR% EXt}%<MR7XR)> Cla J_C7 PO: IO7 T(*,C)? AC: CA, Ker@(c)

strana 6 a 7

def

o —,, —,, PI, PP, FL, £C, Im,(C), Ker,(C), C
strana 7
e E(M), PE(M), CE(M)
strana 10
e Add(C), Rejp(C), Imu(C), “(5C), <c
strana 11 a 12
e G, GF, (1)
strana 15 a 16
° dim(R)
strana 17
L Wa f? j07 X<>\)
strana 20 a 21
L4 N, nn
strana 22
L CfEXv “Zl7 %W<A)’ reg(%)

strana 23

29



	Úvod
	Definice základních pojmů a několik odvozených vlastností
	Uspořádání
	Třídy v Mod-R

	Podmínky na danou třídu C vedoucí k omezení definovatelného uzávěru této třídy za pomocí Ext-odvozených tříd
	Ext direktních limit a indukce pod 
	Indukce do 
	Vlastnosti uspořádání W na úrovni 

	Závěr
	Literatura
	Index použitých symbolů

