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Pouzité znaceni a konvence

C
D
EX, var X

FX7GX

Ix ()
Fx

F, % Fy, F**

Fx
9(s)
I{A

iid

R, R, R,
ROaROmR

mnozina komplexnich cisel

sttedni hodnota, rozptyl nahodné veliciny X, pouzivano
také jako oznaceni spolecné stfedni hodnoty ¢i rozptylu iid
nahodnych velicin X;,7 € N

distribuéni funkce ndhodné veliciny X

hustota nahodné veliciny X

chvost Fx(z) =1— Fx(z) = P(X > 1)

konvoluce distribu¢nich funkeci, k-td4 konvoluce distribucni
funkce F' (téz k-té konvoluéni mocnina)

integrovany chvost rozdéleni, Fiy = z= [ F(y)dy
pravdépodobnostni vytvorujici funkce

indikator mnoziny, jevu A

nezavislé stejné rozdélené ndhodné veliciny (independent
identically distributed)

rozdéleni s tézkymi chvosty

mnozina distribuénich funkei, kde lim,_, F(%_y) =1Vy>0
Laplace-Stieltjesova transformace

momentova vytvorujici funkce

mnozina prirozenych cisel, NU {0}

pravdépodobnost

intenzita pojistného

mnozina redlnych ¢isel, R U {oo}, interval [0, c0)

pomalu se ménici funkce, regularné se ménici funkce, mnozina
distribuénich funkei, pro které F € R_,,a >0
subexponencialni rozdéleni

pocatecni rezerva

kritickd hodnota normélntho rozdéleni N (0, 1) na hladiné «
mnozina celych cisel

Lundeberguv koeficient
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intenzita Poissonova procesu
sttedni hodnota prirustku ve slozeném Poissonovu modelu
(u) ¢as ruinovani
) charakteristickd funkce
(u),¥(u,z) pravdépodobnost ruinovéni, pravdépodobnost ruinovani do
casu x

|- absolutni hodnota
A min
V

max
|x] dolni celd ¢ast x |z] = max{n € N:n <z}
<q stochasticky mensi (viz definice 3.21)
~ pouzivano pouze ve smyslu, ze ndhodna velicina ma urcité
rozdéleni
~ a(r) = b(xr) < lim % =1
r—00

Q-

pouzivano ve smyslu aproximace, ale nikoli tak pfesnd, pomeér
veli¢iny vlevo a vpravo uz neni v limité jedna, napf. aproxi-
mace nekonecného souctu nékolika prvnimi ¢leny

Dale pouzivame konvence:
inf ) = oo
0
> a;i =0
i=1

EX, var X pouzivame jako oznaceni spolecné stiedni hodnoty iid nahodnych
velicin X;,7 € N



Kapitola 1

Uvod

V této praci se budeme zabyvat slozenymi bodovymi procesy, tj. procesy
{C(t),t € T}, kde T C [0,00) je néjakd indexovd mnozina a C(t) je pro
kazdé t € T slozena ndhodnd veli¢ina. Slozené nahodné veli¢iny vznikaji ku-

N(t)
mulaci ndhodného po¢tu ndhodnych veli¢in, tedy C(t) = >  X;, kde N(t) a
=1

X;, 1 € N jsou ndhodné veliciny. My se omezime pouze na plfipad, kdy X; jsou
nezavislé stejné rozdélené a navic nezavislé na N(t). N(t) musi byt zfejmé
diskrétni, ale X; mohou byt libovolné, ovsem obvykle se uvazuji nezaporné.

Pro jednoduchou piedstavu uvedme piiklad z pojistovnictvi, kdy do
pojistovny prichdzeji béhem dne (mésice, roku) hldseni o pojistnych udé-
lostech a z nich plyne pro pojistovnu né&jaké pojistné plnéni (X;) a my se
zajimame jaka celkova suma bude potifeba k uhrazeni vsech zavazku za cely
den (mésic, rok). Je ziejmé, ze predem nevime kolik pojistnych udélosti
(N(t)) nastane a jaka bude jejich vyse (X;).

Spise nez samotny slozeny bodovy proces budeme analyzovat tzv. proces
rizikovych rezerv {R(t),t € T}, pro R(t) = u + p(t) — C(t), kde C(t) je
slozeny bodovy proces, u je néjakd pocateéni rezerva, p(t) je piijem do ¢asu
t. V nasem pifkladu s pojistovnou je to pojistné inkasované do casu t. Pokud
zkoumame pravdépodobnost, ze {R(t)} klesne do zapornych hodnot je to
ekvivalentni situaci, kdy {C(t)} pfekroci ur¢itou mez. Tento jev se obvykle
nazyva ruinovani.

Takovyto model lze pouzit k popisu mnoha situaci z redlného zivota.
Kromé zminéné pojistovaci praxe, napiiklad také v ekonomii, biologii, medi-
ciné, ale i v oblastech jako je zivotni prostiedi.

Pro zjednoduseni vyjadifovani budeme v praci v nékterych pripadech
pouZivat terminologii z pojistovnictvi a ndhodné veli¢iny X; budeme nazyvat
nejcastéji prirustky, ale také pojistné udalosti a mnozinu 7' budeme interpre-
tovat jako cas (at uz spojity nebo diskrétni), i kdyz jeji fakticky vyznam



muze byt ruzny. Dale pouzivaime EX jako oznaceni spoleéné stiedni hod-
noty iid nahodnych velicin X; a analogicky i pro dalsi iid ndhodné veliciny a
vSechny momenty.

Cilem prace je predevsim shrnout a prehledné usporadat znamé vysledky
pro slozené nahodné veli¢iny a slozené bodové procesy, které jsou sice popsané
v rozsahlé literatute, ale tato literatura neni prilis systematicka a nékteré
vysledky jsou odvozené pro jiné partie matematiky, jako treba nahodné pro-
chazky ¢i teorie front, a jejich aplikace v teorii rizika nemusi byt hned zrejma.
Neékteré z teoretickych a aproximativnich vysledku ovérujeme simulac¢né a
zkoumame jejich kvalitu. Tato prace ma ambice byt dostacujicim textem
pro prvni seznameni s teorii rizika, pro kazdého kdo mé zakladni znalosti
teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky. Snahou bylo vytvorit text
prehledny, ve kterém se bude snadno vyhledavat, proto je soucasti rejstiik pro
diplomové prace ponékud netypicky. U nékterych pojmu uvadime v zavorce
jejich anglické ekvivalenty pro snadnéjsi navaznost na anglicky psanou lite-
raturu.

Nejprve v préaci pripomeneme nékteré definice souvisejici s ndhodnymi
procesy, ruzné transformace ndhodnych veli¢cin a také definice nékterych
pravdépodobnostnich rozdéleni, které jsou déle v textu pouzivéany (kapitola
2). Zminujeme i zékladni modely, které se pouzivaji k popisu pojistnych
udalosti v pojistné matematice. Ve treti kapitole se budeme zabyvat slozenymi
nahodnymi velicinami. Nejvétsi pozornost je vénovana slozenému geomet-
rickému a slozenému Poissonovu rozdéleni, nebot pravée pro tato dvé rozdéleni
existuji nejzajimavéjsi teoretické vysledky. Uvedeme nékolik zpusobu jak
spocitat rozdéleni slozené nahodné veliciny nebo ho alespon omezit. Kvalitu
uvedenych omezeni zkoumame simula¢né. Pomoci simulaci se také snazime
udeélat si obrazek o zavislosti chovani slozené ndhodné veli¢iny na rozdéleni
prirustku a dalsich parametrech.

Ctvrtd kapitola se jiz zabyvé procesy rizika. Definujeme v nf proces rizika
a dalsi ptibuzné procesy. Dale definujeme pojem ruinovani a odvodime prav-
dépodobnost ruinovani v nejobecnéjsim pripadé. V paté kapitole zavedeme
slozeny Poissonuv model a podrobné se budeme zabyvat pravdépodobnosti
ruinovani v tomto modelu. Odvodime ruzné formule a omezeni pro prav-
dépodobnost ruinovani v zavislosti na typu prirustku. V této kapitole také
uvadime situace, v jakych umime urc¢it pravdépodobnost ruinovani presné.

V Sesté kapitole uvedeme nékolik postupu pro simulaci pravdépodobnosti
ruinovani v nekoneéném casovém horizontu a prozkoumame chovani prav-
dépodobnosti ruinovani a kvalitu omezeni z predchozi kapitoly simulacné.
Zavérecna sedma kapitola je vénovana nékterym statistickym metodam pro
analyzu slozenych bodovych procesu.
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Kapitola 2

Definice a zakladni pojmy

Na zacatek si pripomeneme nékteré zakladni definice a véty, tykajici se
procesu a souc¢tu ndhodnych velicin. Tato kapitola ma také slouzit jako
upresnéni pozivané varianty definice v pripadech, kdy se vyskytuji definice
ruzné modifikované. Vsechny pojmy najdeme v zakladnich ucebnicich teorie
pravdépodobnosti, statistiky a nahodnych procesu, my vychazime hlavné z
[Praskova and Lachout, 2005], [Jacobsen, 2006, [Rolski et al., 1998],
[Andél, 2005].

2.1 Nahodny proces, bodovy proces a slozeny
bodovy proces

V této casti si definujeme ndhodny proces a nékteré jeho charakterictiky,
bodovy a citaci proces a nakonec slozeny bodovy proces.

Definice 2.1. Necht (Q,A4,P) je pravdépodobnostni prostor a necht
T C R. Potom soubor ndhodnych veli¢cin {X(¢),t € T} definovanych na
(Q, A, P) nazyvame nidhodny proces.

Nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme pouzivat zkraceny zapis { X (¢)},
kde mnozinu 7" budeme vynechavat. V ptipadé, ze je T' C Z pouzivame
¢astéji zapis pomoci indexu { X, t € T'}.

Definice 2.2. Necht {X(¢),t € T} je ndhodny proces takovy, Ze pro kazdé
t € T existuje stfedni hodnota EX(t). Potom funkce p, = EX(t), defino-
vand na 1" se nazyva stfedni hodnota ndhodného procesu {X(¢)}. Jestlize
E|X (¢)]* < oo pro viechna ¢t € T, potom funkce dvou proménnych definovand
na 7' x T predpisem R(s,t) = E(X(s) — us) (X (t) — pt) se nazyva autokova-
rian¢ni funkce procesu { X (¢)}. Hodnota R(t,t) se nazyvé rozptyl procesu
{X(t)} v case t.
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Definice 2.3. Necht T = {T,,n € N} je posloupnost ndhodnych veli¢in
definovanych na (2, A, P), které nabyvaji hodnot z intervalu [0, co]. Pak T
nazyvame jednoduchy bodovy proces pokud spliuje:

2. pron >1je P(T, < Ty11,T, < o0) = P(T,, < x),

3. P(lim T, = o0) = 1.
n—oo

Jednoduchy bodovy proces tedy definujeme jako skoro jisté rostouci pos-
loupnost kladnych, ne nutné kone¢nych ndhodnych veli¢in (bod 1. definice
2.3). Tato posloupnost je rostouci dokud jsou 7T}, konecné (bod 2. definice 2.3)
pticemz jejich limita je skoro jisté nekonecnd (bod 3. definice 2.3). Pokud je
nahodna veli¢ina T,, konecnd, interpretujeme ji jako cas, kdy nastava n-ta
udalost. Pokud je T;,, = 0o znamena to, ze nastava méné nez n udalosti. Podle
této definice zadné udalost nemuze nastat v ¢ase 0 (i kdyz jako ¢asovou osu
pouzivame interval [0, c0)).

V teorii bodovych procesu se obvykle pouziva obecnéjsi definice, ale pro
nase ucely je tato dostacujici a nazorné;jsi.

Chceme-li pocitat ruzné udélosti a rozlisovat je, dame kazdé néjakou
znacku. Dostavame tak znackovany bodovy proces. Celou teorii slozenych
bodovych procesi muzeme fesit v obecnéjsim kontextu znackovanych bodo-
vych procesu. To sice neni zamérem této prace, ale presto nam dovolte uvést
definici znackovaného bodového procesu.

Nejprve si definujeme prostor znacek jako métitelny prostor (£, £). Defin-
ujeme si znacku V, ktera bude popisovat udalost, kterda ma v koneéném case
nulovou pravdépodobnost a jejiz vyznam je vidét v nasledujici definici. A déle
oznaéme E = EU{V} a & = o(&,{V}) oznaéme o-algebru generovanou E.

Definice 2.4. Znackovany bodovy proces s prostorem znacek F defin-
ujeme jako posloupnost (T,Y) = ({T,,n € N}, {¥,,n € N}) ndhodnych
veli¢in T}, s hodnotami v [0, 0] a ndhodnych veli¢in Y,, s hodnotami v E
takovou, ze T' = {T,} je jednoduchy bodovy proces a plati:

1. P(Y, € E,T, < o0) = P(T}, < ),
2. pron>1je P(Y, =V,T, =) = P(T, = ).

Tato definice nam dava posloupnost casovych okamziku, kdy nastava
néjaka udélost a diky znackdm muzeme rozliSovat ruzné typy udalosti. Diky
znacce V muzeme definovat Y, pro vsechna n dokonce i kdyz n-ta udélost v
konecném case nenastava (7, = 00).
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Chceme-li slozeny bodovy proces (definovano déle, viz definice 2.6) prevést
na znackovany bodovy proces, je to velmi jednoduché. T,, budou casové
okamZiky, kdy nastdva udalost a znacky necht oznacuji velikost pifristku
X, v case T,,.

Definice 2.5. Necht T = {T,,,n € N} je jednoduchy bodovy proces. Pak
definujeme €éitaci proces N = {N(t),t > 0} piislusny bodovému procesu T
jako:

N(t) =) T, < t}.
n=1
Plati N(0) = 0 a N(t) udava pocet udalosti v intervalu [0, ¢]. Zfejmé N (¢)
nabyvé pouze hodnot z Ny. Predpoklad, ze T, jsou (striktné) rostouci dokud
jsou konecné zarucuje, ze funkce t — N (t) je skokovitd se skokem velikosti 1.
Pti definici muzeme postupovat také opacné a jednoduchy bodovy proces
identifikovat pomoci prislusného ¢itaciho procesu, pak plati:

T, =inf{t > 0: N(t) = n},
kde tradicné definujeme inf () = oco. Déle plati rovnost jevu

(T, <t) = (N(t) > n).

Slozeny bodovy proces muzeme formalné definovat ruzné, ale interpretace
jako kumulace ndhodnych ptirtustki v ndhodnych casech 0 < T} < Tp < ...
zustava vzdy v platnosti.

Definice 2.6. (Slozeny bodovy proces)
Polozme C(0) = 0 a pro dané ¢ € (0, 00) definujme

C() = S X HT < 1),

kde X; jsou ndhodné veliciny a T = {T},7 € N} je jednoduchy bodovy proces,
potom {C(t),t € [0, 00]} nazyvame slozeny bodovy proces s prirustky X;.

Nejcastéjsi byva casova interpretace, proto 7;,¢ € N nabyvaji hodnot
z intervalu [0, 00) nebo néjaké jeho podmnoziny, napt. hodnot 0,1,2,..., v
takovém pripadé mluvime o slozeném bodovém procesu s diskrétnim casem.
Ovsem t nemusi mit jen ¢asovou interpretaci. Muze jit napf. o poradi nebo
vzdalenost sledovanych jednotek. Prirustky X; se casto uvazuji kladné, ze
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smyslu véci (napt. oznacuji vzniklou skodu nebo naopak vyprodukovany
zisk).

Ekvivalentni definici slozeného bodového procesu dostaneme pomoci ¢i-
tactho procesu {N(t),t > 0} prislusného bodovému procesu {7,,n € N}.
C(t) pro t > 0 pak maji tvar:

N(t)
Ct) =) X
i=1
Tento zapis je déle castéji pouzivany.

2.2 Konvoluce

Véty o konvoluci fesi rozdéleni souc¢tu dvou ¢i vice ndhodnych velicin.

Veéta 2.7. (O konvoluci)
Necht ndhodné veliciny X a'Y jsou nezdvislé a necht maji distribucni funkce
Fx a Fy, pak nahodnd velicina Z = X +Y ma distribucni funkci

[e.9]

Fy(z) = / Fy (s — ) dFy (x).

Diikaz. [Andel, 2005] O

Funkci F; z ptedchozi véty nazyvame konvoluce distribuénich funkei
Fx a Fy aznacime Fy = Fx * Fy. Plati Fiy x Iy = Fy = Fy.

Véta 2.8. Necht X a'Y jsou nezdvislé diskrétni ndhodné veliciny. Oznacme
pr = P(X =k), ¢ = P(Y =k), k € Z. Pak ndhodnd velicina Z = X +Y
nabyvd rovnez jen celociselngch hodnot a plati

P(Z = k) = Z PiGr—i-

Diikaz. [Andél, 2005] O

Nam budou stacit tyto dva pripady, ale existuji véty pro ruzné specialni
situace. Zajemce odkazujeme na [Andél, 2005] paragraf 3.4.
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2.3 Transformace nahodnych veli¢in a jiné
operace s rozdélenimi

V této casti pripomeneme definice ruznych transformaci ndhodnych velicin,
které se vyuzivaji pri vypoctech rozdéleni slozenych ndhodnych veli¢in nebo
pri feSeni problému ruinovani, o kterém bude te¢ pozdéji.

Definice 2.9. Bud X nahodné veli¢ina pak definujeme:

1. momentovou vytvoiujici funkci m : R — R nahodné veli¢iny X
danou vztahem m(s) = Ee®¥,

2. Laplace-Stieltjesovu transformaci [ : R — R nahodné veliciny X
danou vztahem [(s) = Ee™*¥,

3. charakteristickou funkci ¢ : R — C realné ndhodné veliciny X
danou vztahem 1(s) = Ee®¥.

Pokud ma X diskrétni rozdéleni pak definujeme

4. pravdépodobnostni vytvofujici funkci § : [~1,1] — R ndhodné

veliciny X vztahem g(s) = Y. P(X = k)s* = Es¥.
k=0

Mimo Laplace-Stieljesovy transformace nahodné velic¢iny uvazujeme nékdy
také Laplaceovu transformaci funkce.

Definice 2.10. Bud ¢ : R — R, funkce. Pak jeji Laplaceova transfor-

mace je L(s) = [ e *%c(z)dz.

Pokud nahodna velicina X ma& absolutné spojité rozdéleni s hustotou f
pak jeji Laplace-Stieltjesova transformace je rovna Laplaceové transformaci
funkce f.

Pro funkce z definice 2.9 ziejmé plati m(s) = I(—s) = g(e®) a ¢(s) =
m(is) = I(—is) = §(e**) jsou-li viechny funkce definované.

Véta 2.11. Pokud n-té momenty ndhodné veliciny | X| jsou konecné, pak
existuji n-té derivace m™(0),1((0) a plati EX™ = m™(0) = (=1)"1("(0) =
(=i)"¢™(0).

Diikaz. V [Lachout, 2004] muzeme nalézt dukaz pro charakteristickou funkci,
zbytek dostaneme snadno ze vztahu mezi jednotlivymi funkcemi. O]
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Veéta 2.12. Mezi rozdélenim ndhodné veliciny a jeji charakteristickou funkci
je vzdjemné jednoznacny vztah.

Diikaz. [Lachout, 2004] O

Pro momentovou vytvorujici funkei, Laplace-Stieltjesovu transformaci a
pravdépodobnostni vytvorujici funkci ndhodné veliciny je potfeba zavést
dalsi predpoklady, aby vztah mezi rozdélenim ndhodné veliciny a ptisluSnou
transformaci byl vzajemné jednoznacny.

Definice 2.13. Budte X;, Xs, ... redlné ndhodné veliciny a Fy, Fy,... jim

pifslusné distribuéni funkce a {p,, n € N} necht je pravdépodobnostni funkce.

Potom rozdéleni dané distribuéni funkei F' = > p, F,, nazyvame smeés dis-
n=1

tribuci Fi, Fy, ... dand pravdépodobnostmi {p,,n € N}.

Definice 2.14. Bud X nahodn4 veli¢ina s distribuén{ funkei F, pak definu-
jeme nasledujici operace s rozdélenim X.

1. Ofiznuti (truncation). Bud C' ngjakd borelovskd podmnozina R, pak
definujeme oriznuté rozdéleni

FYB)=P(X € B|X ¢ C), B € B(R).

2. Modifikace. Je-li X diskrétni nahodna veli¢ina s pravdépodobnostmi
{pr = P(X =k),k € Ny} a 0 < 6 < 1, pak #-modifikaci F' rozumime
G=(1-0)d+0F aproY s distribucni funkei G plati

o [ 1—0+06p k=0
P(Y_k)_{ka k> 0.

Offznuté rozdéleni F'¢ je podminéné rozdéleni dané restrikei hodnot X
na doplnék mnoziny C. Modifikace je v nékterych pripadech inverzni operaci
k nulovému ofiznuti.

Piiklad. Pokud X md geometrické rozdéleni X ~ Ge(p) a uvazujeme jeho
nulové oriznuti pak P(X = k|X >1)= (1 —p)p*t, k=1,2,... a v dalsim
textu ho oznacujeme jako TG(p). Naopak p-modifikace TG(p) je rovna Ge(p).

16



2.4 Rozdéleni s lehkymi x tézkymi chvosty

Nekteré vysledky tykajici se slozenych bodovych procesu plati jen pro roz-
déleni s lehkymi chvosty. Uvedme proto v jakém smyslu je tento pojem
pouzivan a také ktera rozdéleni to splnuji. Obecné muzeme tici, ze rozdéleni
s tézkymi chvosty byvaji problematické, a to nejen pii analyze slozenych
bodovych procesu, ale uz existence momentu neni zarucena, problematicka je
i platnost limitnich vét. K podrobnéjsi klasifikaci rozdéleni s tézkymi chvosty
se dostaneme v kapitole 5.

2.4.1 Rozdéleni s lehkymi chvosty

Definice 2.15. O rozdéleni ndhodné veliciny X rikdme, ze ma lehké chvosty
(light-tailed distribution) pokud Fy(z) = P(X > z) < ae™® pro kazdé
x > 0, kde a,b > 0 jsou konstanty.

Ekvivalentni definice rozdéleni s lehkymi chvosty je pomoci momentové
vytvorujici funkce. Rozdéleni s lehkymi chvosty jsou takova, pro ktera exis-
tuje s > 0 takové, ze mx(s) < oo.

Mezi rozdéleni s lehkymi chvosty pouzivané jako rozdéleni prirustku v
pojistovaci praxi patif napi.

e Exponencidlni rozdéleni Exp()) s hustotou
flx) =Ae™™

prox > 0, A > 0. Exponencidlné rozdélené piirtustky maji obvykle velmi
piijemné vlastnosti a v teorii rizika, jako i v jinych oblastech matem-
atiky, byvé nejsnazsi pro né najit néjaké feseni. Casto jsou jedinym
typem prirustku, pro které explicitni feSeni vubec existuje.
Exponencidlni rozdéleni byva nazyvino rozdéleni bez paméti, nebot
pro exponencialné rozdélené X plati P(X > u+v|X > v) = P(X > u)
pro kazdé u,v > 0.

1 1 . A
EX:X’ varX:F, m(s) = 8,8<)\.

e Normalni rozdéleni N(u,0?) s hustotou

i o { - 5527
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prox € Rijp € R a o > 0. Normalni rozdéleni se jako rozdéleni
prirustki nepouzivd, protoze nesplnuje podminku nezapornosti. Ale
diky centralni limitni vété se pouziva jako rozdéleni pruméru.

1
EX =pu, varX =o0% 7n(s) =exp {,us + 50232}.

e Gamma rozdéleni I'(a,b) s hustotou

b
f(I) —_ a :Ebflefax

prox > 0,a > 0,b> 0.

b b b
EX =-, varX=— m(s):< ¢ ),s<a.
a a a—s

Rozdéleni I'(A, 1) je totozné s rozdélenim Exp(A).

e Erlangovo rozdéleni Eri(a,n) je specidlni piipad gamma rozdéleni
['(a,b), kdy parametr b je prirozené ¢islo.

e Beta rozdéleni B(a,b, c) s hustotou

1 xafl(c _ l.)bfl
B(CL, b) ca+b—1

flz) =
pro0 <z <caa>0,b>0,c>0, kde B(a,b) oznacuje beta funkci.

b
var X = a

EX = :
a+b’ (a+b)2(a+b+1)

2.4.2 Rozdéleni s tézkymi chvosty

Definice 2.16. O rozdéleni ndhodné veliciny X fikdme, ze ma tézké chvosty
(heavy-tailed distribution) pokud jeji momentova vytvorujici funkce myx(s) =
oo pro kazdé s > 0.

Oznacme si A(x) = —log F(x) v analyze preziti zndmé jako kumulovana
rizikova funkce a definujme

A
ap = limsup ;x)

Veéta 2.17. Pokud arp =0, pak F' mad tézké chvosty.
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Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

Pro rozdéleni s tézkymi chvosty plati

lim e* F(x) = oo. (2.1)

T—00
Mezi rozdéleni s tézkymi chvosty pouzivané jako rozdéleni prirustku v
pojistovaci praxi patif napi.

e Logaritmicko-normalni rozdéleni LN (u,o?) s hustotou

Fl0) = ey { - Lo )

2mox 202

pro x > 0, € R, 0 > 0. Logaritmicko-normalni rozdéleni ma nahodna
veli¢ina e®, kde X m4a norméalni rozdéleni.

2
EX = exp {,u+ %}, var X = 277 (¢°

2

~1).

e Weibullovo rozdéleni W (a,b) s hustotou

b

f(z) = abab~temo"

pro z > 0,a > 0,b > 0. Weibullovo rozdéleni W (A, 1) je totozné s
exponencialnim Fxzp(\). Weibullovo rozdéleni mé tézké chvosty pouze
pro b < 1, jinak je to rozdéleni s lehkymi chvosty.

EX::mﬁr(%+<Q, vmpyzzw%(r(%+1)—(P(—+1»2)

e Paretovo rozdéleni Par(a,b) s hustotou

f(2) = %<é>a+l

T

pro z > b,a > 0,b > 0. Chvost Paretova rozdélen{ je F(z) = (2)e,
x > b.

b b?
¢ ,a>1, varX = a , a > 2.

e (a—1)2(a—2)
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e Cauchyovo rozdéleni C(a,b) s hustotou

1 b

I = ey

prox € R,a € R,b > 0. Pro Cauchyovo rozdéleni neexistuji momenty
(dokonce ani stfedni hodnota). Nejznaméjsi reprezentace Cauchyova
rozdéleni je podil dvou normélnich rozdéleni (X ~ N(0,1),Y ~ N(0,1),
pak i,—( ~ ((0,1)). Jako rozdéleni prirustku se pouziva jednostranna
varianta Cauchyova rozdéleni s hustotou f(x) = %m, x € |a,00),
a€R,b>0.

Definice rozdéleni s tézkymi chvosty je ptilis obecna na to, aby umoznovala
néjaké obecné platné netrividlni vysledky. Proto se pouziva jemné;jsi déleni a z
rozdéleni z tézkymi chvosty se jesté vydéluji tzv. subexponencialni rozdéleni.

Definice 2.18. Rikdme, 7e rozdéleni nezéporné nahodné veliciny X s dis-
tribu¢ni funkci F' je subexponencialni pokud

1— F*2
lim (z)

lim Sy = 2 (2.2)

a mnozinu distribu¢nich funkei, které ptislusi néjakému subexponencialnimu
rozdéleni oznac¢ujeme S.

Jako trividlni disledek (2.2) dostdvdme F(x) > 0 pro kazdé = > 0.
To samoziejmé plati i pro néktera rozdéleni s lehkymi chvosty (napt. expo-
nencidlni rozdéleni), ale ddvd ndm to nutnou podminku subexponenciality.

Dale plati

F2(x) 1
F(x) F(x)

a protoze pro y > x mame F(x —y) = 1 snadno dostdvdme rovnost

T _

— )

F*2 (93
F(r)

dF'(y),

I
—_
_I_

S —



z které dostaneme

2 (Q?)

lim inf — > 2.
Tedy subexponencidlni rozdéleni jsou takova, ktera dosahuji minimalni mozné
hodnoty podilu Ff?g)

Véta 2.19. Pro kazdé F € S ay > 0 plati

Dikaz. [Rolski et al., 1998] O

Véta 2.20. Je-li rozdeleni nahodné veliciny X suberponencidlni, pak X mad
tézké chvosty.

Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

Véta 2.21. Necht X je nezdpornd ndhodnd velicina, pak X je subexpo-
nencialni prdave tehdy, kdyz pro kazdé n = 2,3, ... plati
T
lim — (z)

Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

Véta 2.22. Logaritmicko-normdini rozdéleni LN (u, 0%), Weibullovo rozdélent
W(a,b) s parametrem b < 1 a Paretovo rozdéleni Par(a,b) jsou subexpo-
nencialni.

Diikaz. [Rolski et al., 1998], k dukazu jsou potieba nékteré pokrocilejsi partie
o rozdeélenich s tézkymi chvosty, které nechceme v tomto textu prezentovat
a ctenare odkazujeme na kapitolu 2.5 citované literatury. O]

Dalsi zajimavé vysledky se daji odvodit pro tzv. pomalu se ménici (slowly
varying) distribucni funkce.

Definice 2.23. Rikdme, 7e kladna lebesgueovsky méfitelnd funkce L na
(0,00) je pomalu se ménici v oo a zna¢ime L € Ry, pokud

lim Z02)

t .
T , V>0
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Pocitame-li konvoluce distribu¢nich funkci s pomalu se ménicimi chvosty
dostavame zajimavy vysledek.

Véta 2.24. Necht Fy, Fy jsou dvé distribucni funkce takové, ze Fy = x7%L;(x)
proit = 1,2 a >0 a L; € Ry. Pak konvoluce G = Fy x Fy md pomalu se
meénici chvost a plati

G(o) = a™(Li(z) + La(x)), «— o0.
Diikaz. [Embrechts et al., 1997]. O

Diisledek 2.25. Necht F(x) = 27*L(z) pro a > 0 a L € Ry, pak pro kazdé
n € N plati: L B

Duvod, pro¢ se zajimame o n-té konvoluéni mocniny, bude zfejmy pozdéji

(viz néasledujici kapitola a také véta 5.9). Pokud uvazujeme Xj, ..., X, iid s
distribu¢ni funkci F' a oznacime S, = X; + ... + X, jejich soucet a M, =
max{ Xy, ..., X,} jejich maximum, pak pro kazdé n > 2 mame:

P(S, > x) = F*(x)

P(M, >zx)= r) = F(z E:FIC F(x), prox — oo.

Pokud budeme navic predpokladat, ze F mé pomalu se ménici chvost, tj.
F(z) =2"*L(x),a > 0, L € Ry muzeme aplikovat dusledek 2.25 a dostdvame

P(S, >z)~ P(M, >zx), x— 0.

Neboli rozdéleni souctu ndhodnych veli¢in s pomalu se ménicim chvostem je
z velké ¢asti uréeno chvostem rozdéleni maxima.

2.4.3 Diskrétni rozdéleni

I diskrétni rozdéleni se daji rozdélit podle jejich vlastnosti.
Definice 2.26. Rikdme, ze pravdépodobnostni funkce {pi, k € No} je
1. logaritmicko-konvexni, pokud p7,; < pjyiopy pro kazdé k € No;

2. logaritnicko-konkavni, pokud p? 41 = DPry2Pr pro kazdé k € Ny.
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Na zaveér jesté zminime v dalsim textu pouzivand diskrétni rozdéleni,
protoze jejich definice se mohou mirné lisit a také jako ujasnéni pouzitého
znaceni.

e Degenerované rozdéleni j,, a € R, kde

P =0={ 7
mpy(s) = e*

e Binomické rozdéleni B(n,p), p € (0,1), n € N kde

n

P(N =k) = <k>pk(1 —p)" % k=0,1,2,...,

mn(s) = (pe’ +1—p)".
e Poissonovo rozdéleni Po()\), A > 0, kde

N
k!’

i (s) = exp{A(e” — 1)},

P(N=k)=e k=0,1,2,...,

e Negativné binomické rozdéleni N Bi(«,p), prop € (0,1), a« € N

k1
P(N:k):<a+k+ )(1—p)apk, k=0,1,2,....

Nékdy se s vyhodou pouziva ekvivalentni definice
—Q @ k
PIN=k = JA-p)*(=p)"

in(s) = (72"

1 — pes

e Geometrické rozdéleni Ge(p) je specidlni varianta negativné bino-
mického pro o = 1.

P(N=Fk) =(1-pp k=0,1,2,...,

. l-p
my(s) = —
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Geometrické rozdeéleni je diskrétni rozdéleni bez paméti, plati P(N >
i+ j|N > j) = P(N >1i) pro kazdé i, j € N.

Bud « € N, pak soucet « iid ndhodnych velicin s Ge(p) rozdélenim ma
N B(a, p) rozdéleni.

Nulové ofiznuti geometrického rozdéleni Ge(p) oznacujeme T'G(p) z
anglického truncated geometric distribution. Pro X s 0-ofiznutym geo-
metrickym rozdélenim plati P(X = k) = (1 —p)p*~t, k=1,2,....

e Logaritmické rozdéleni s parametrem « € (0,1), kde

1 k

(6%
P(N—k)—m?’ k—07172’...,
. ~ log(1 — ae®)

m(s) = el —a)

2.5 Modely rizika v pojistovnictvi

V pojistné matematice se pouzivaji dva zakladni modely pifichodu pojistnych
udélosti.

Individualni model

Uvazujeme portfolio, které se sklada z n jednotek. Kazda jednotka ¢ mé
své individudlni riziko X;, ¢ = 1,...,n (béhem daného casového tseku
napft. jeden rok). Predpokladdame, ze ndhodné veliciny X7, ..., X, jsou ne-
zavislé, ale nemusi byt nutné stejné rozdélené. O rozdéleni Fx, nahodné
veliciny X; predpokladdme, ze je smési Fy, = (1 — 6;)dg + 6,Fy;, kde 0 <
0; <1 a Fy, je rozdéleni kladné ndhodné veliciny V;, ¢ = 1,...,n. V praxi
jsou obvykle ; malé a mohou byt interpretovany jako pravdépodobnost, ze
i-t4 jednotka produkuje kladny prirustek V;. Celkové pojistné plnéni potom
je O? = N X; a jeho rozdélend je Fy, ... * Fy,. Portfolio se nazyva ho-
mogenni pzoliud plati Fy, = ... = Fy,.

O™ je soucet pevného rozsahu, kde séitdame ndhodné veliciny, které v
mnoha pifpadech nabyvaji nulové hodnoty. Rozdéleni C™¢ je ddno vétou o

konvoluci 2.7, ovSsem konkrétni vypocet je pro velkd n obtizny a obvykle se
pouzivaji néjaké aproximace.
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Kolektivni model:

Predpokladame, ze se portfolio skladé z velkého poc¢tu anonymnich jednotek,
které nepozorujeme jednotlivé. Celkovy pocet udalosti N, které nastanou za
dany ¢asovy tsek (napi. jeden rok) je ndhodny (nejcastéji predpokladame,
ze ma Poissonovo, binomické nebo negativné binomické rozdéleni, ale i dalsi
rozdéleni jsou moznd). Dédle predpokldddame, ze piirustky X;, i € N jsou
kladné (tedy nenulové!), nezévislé a stejné rozdélené ndhodné veliciny. Déle
predpokladame, ze velikosti prirustku X; jsou nezavislé na jejich celkovém
poctu N. Celkové pojistné plnéni z takového portfolia je soucet ndhodného

N
rozsahu C*' = Y~ X;.
i=1

Jak bylo feceno, je pro velkd n vypocet C™? v individuadlnim modelu
obtizny, a proto se snazime aproximovat individudlni model vhodnym kolek-
tivnim modelem. Kolektivni model je ve vétsiné pripadu z matematického
hlediska jednodussi.

Celkové pojistné plnéni C* je slozend nahodn4 velicina, o kterych bude
fec¢ v nasledujici kapitole. Sledujeme-li portfolio zalozené na kolektivnim mo-
delu po celou dobu, nejen na konci obdobi, 1ze ho povazovat za slozeny bodovy
proces.
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Kapitola 3

Slozena rozdéleni a jejich
vlastnosti

V této kapitole se budeme vénovat vlastnostem rozdéleni, ktera vznikaji
souc¢tem ndhodného poc¢tu nahodnych velicin.

3.1 Slozené rozdéleni

Definice 3.1. Necht N je nezéporna celo¢iselnd ndhodnd veli¢ina a necht
X1, Xa, ... je posloupnost nezdpornych ndhodnych velicin. Potom nahodné
veli¢ina

C=> X (3.1)

“s 2 . 0 o2 -~ » , , e
(pouzivame konvenci ) ;| = 0) se nazyva sloZzena nadhodna veli¢ina (com-
pound).

V této kapitole budeme casto uvazovat nasledujici predpoklad.

Piedpoklad 1. Nahodné veliciny N, Xy, Xa, ... jsou nezdvislé a ndahodné
veliciny X1, Xo, ... jsou navic stejne rozdélené s distribucni funkci Fx.

Oznacme p, = P(N = k), k € N a Fx distribuéni funkef iid nahodnych
N
velicin X;, @ € N. O ndhodné velicine C' = > X; z predchozi definice za
i=1
predpokladu 1 fikdme, ze m4 slozené rozdéleni dané {p;, k € N} a Fx.

Véta 3.2. Bud C ndhodnd velicina se slozenym rozdélenim dangm {py, k €
N} a Fx, pak pro jeji distribucni funkei plati

Fo = Zka;(k,

k=0
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kde FiF 2naci k-tou konvoluéni mocninu F3F = Fx * ... * Fx k-krdt.

Diikaz. [Cipra, 1991] O

N
Véta 3.3. Bud C = Y_ X, sloZend ndhodnd veli¢ina a necht plati predpoklad 1,
i=1

pak

1. pro Laplace-Stieltjesovu transformact C plati:

le(s) = gn(lx(s)) Vs =0,

me(s) = gn(mx(s)) Vs >0,

kde gn(s) je pravdépodobnostni vytvorugici funkce ndhodné veliciny N .

Diikaz. Pro Laplace-Stieltesovu transformaci je véta dokdzana napt. v
[Rolski et al., 1998] a pro momentovou vytvotujici funkei v [Cipra, 1991]. O

Disledek 3.4. Predpokladejme, Ze prislusné momenty existuji, pak
EC = ENEX, varC = var N(EX)? + ENvar X.

Dikaz. mp(s) = gy(mx(s))m'y(s) a jak znamo EC' = m(0) a dostavame
tedy EC = g (1)t (0) = ENEC.

Vzorec pro rozptyl dostaneme analogicky s vyuzitim var C' = EC? —(EC)?
a EC? = ml.(0). O

Poznamka 3.5. Na zdkladé vlastnosti momentové vytvorujici funkce muzeme
snadno odvodit vzorce i pro dalsi momenty.

3.1.1 Slozené Poissonovo rozdéleni

V literature nejvice studovanou variantou je tzv. slozené Poissonovo rozdélent,
které doztaneme, kdyz N ma Poissonovo rozdéleni.

Definice 3.6. Necht N ~ Po()) a necht plati piedpoklad 1. Potom rozdélen{
N

nédhodné veliciny C' = Y X; se nazyva slozené Poissonovo rozdéleni
i=1
(compound Poisson distribution) s charakteristikou (A, Fx) a znaéi se

CP(\, Fy).
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Véta 3.7. Necht C' ~ CP(\, Fx), pak plati:
o §
1. Fo(z) = kz_oe A FE (),

2. mo(s) = exp{A(mx(s) — 1)},
3. EC = AEX,
4. varC = NEX?2.

Diikaz. Véta je piimym dusledkem véty 3.2 a dusledku 3.4. H
Véta 3.8. Bud n € Na C = C,+ ...+ C,, kde C; ~ CP(\;, F}),
1 = 1,...,n. Pak C ma sloZené Poissonovo rozdeéleni s charakteristikou
(A, F), kde

Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

3.1.2 Slozené geometrické rozdéleni

Dalsim ze slozenych rozdéleni, kterymi se budeme v nasledujicim textu zabyvat
podrobnéji, je slozené geometrické rozdéleni.

Definice 3.9. Necht N ~ Ge(p) a necht plat{ piedpoklad 1. Potom rozdélen{
N

ndhodné veliciny C' = ) X; nazyvame slozené geometrické rozdéleni
i=1

(geometric compound) s charakteristikou (p, Flx).

Véta 3.10. Necht C md sloZené geometrické rozdéleni s charakteristikou
(p, Fx). Pak plati:

1. Folz) = S (1 — p)ptFik(a),

k=0
2 mels) =
3. EC = ﬁEX ,
4. varC = ZBEX? + (2 (EX)2,
Dukaz. Véta je primym dusledkem véty 3.2 a dusledku véty 3.3. n
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3.2 Panjeruv algoritmus a rekurentni metody

V této kapitole si uvedeme nékolik rekurentnich metod pro vypocet rozdéleni
slozené nahodné veliciny C'. Ovsem jejich piimé pouziti je limitované, protoze
jde vétsinou o pomérné slozité formule.

V pojistné matematice je nejvétsi pozornost vénovana tfem specidlnim
pripadum, kdy N mé& Poissonovo, binomické nebo negativné binomické roz-
déleni. C' mé pak slozené Poissonovo, resp. slozené binomické, resp. slozené
negativné binomické rozdéleni zvané ¢astéji slozené Pascalovo rozdéleni (jeho
specidlnim piipadem je slozené geometrické rozdéleni). V této kapitole uké-
zeme, ze prave tato tii rozdéleni maji nékteré piijemné vlastnosti.

Pravdépodobnostni rozdéleni {py,k € N} nezdporné diskrétni ndhodné
veliciny splnuje Panjertv rekurentni vztah, kdyz plati

P = (a—i-%)pkl; k=1,2,... (3.2)

kde a < 1 a b € R jsou konstanty.

Bylo dokéazano, ze pouze Poissonovo, binomické a negativné binomické
rozdéleni spliuji Panjeruv rekurentni vztah (3.2) ptresné. Staci vsak i malé
oslabeni a dostavame mnoho dalsich kandidatu (napf. logaritmické rozdélent
spliuje Panjeruv rekurentni vztah pro k = 2,3,...).

Véta 3.11. Necht N je diskrétni ndhodnd velicina a necht jeji rozdéleni
{pr = P(N = k), k € N} splnuje Panjeruv rekurentni vztah (3.2), pak N md
Poissonovo, binomické nebo negativné binomické rozdéleni. Navic plati

1. kdyza =0, pakb=X>0a N ~ Po()\);

2. kdyza < 0, pak existuje n € N takové, ze b = —a(n+1) a N ~ Bi(n,p),

kde p = 5 an:—g—l;

3. kdyz0<a<1,paka+b>0aN~ NB(a,p), kdep:aaazl—i—g.
Dikaz. [Rolski et al., 1998] O

3.2.1 Panjeruv algoritmus

Panjeruv algoritmus nam umoznuje za platnosti Panjerova rekurentniho

N
vztahu (3.2) pocitat rekurentné pravdépodobnosti P(C' = Y X; = k).
i=1

N
Piedpoklddejme, Ze plati kolektivni model neboli C' = C* = 3" X; a
i=1
plati predpoklad 1 a navic X; jsou diskrétni. Ozna¢me {p, = P(N = k), k €
Nh{g =P(X; =k),keN,i=1,2,...} ap{ = P(C* = k).
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Véta 3.12. (Panjeruv algoritmus)
Necht plati Panjeriv rekurentni vztah (3.2). Pak plati

C[aw pro j =0,
S = J . 3.3
P; (1—aq)™ > (a+ bj—k)qkp]c_k proj=1,2,.... (3.3)
k=1
Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

Nevyhodou této verze Panjerova algoritmu je, ze jednotlivé prirustky musi
byt diskrétni (nebo alespon nabyvat pouze hodnot na néjaké miizce). Tento
nedostatek odstranuje spojita verze Panjerova algoritmu, ktera ovSem vede
na integralni rovnici.

Véta 3.13. (Spojitd verze Panjerova algoritmu)
Necht rozdéleni {py} ndhodné veliciny N spliiuje Panjeriv rekurentni vztah
(3.2) s parametry a, b a necht Fx(0) = 0. Pak slozené rozdéleni Fo =

S peFE spliiuje integrdlnd rovnici
k=0

dFe(y)
dF > 0.
oy x(v) @

Fc(x):p0+an*Fc($)+b/U "
0

0
Pokud Fx(0) = a > 0, pak
ela—1)b a=0

Fe(0) = (11__&)%“’ 020 (3.4)

Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

Predpokladejme, ze distribuéni funkce ptirustki F'x je absolutné spojita a
ze ji prislusnd hustota fx(x) je navic omezend. Potom F¢ () muzeme rozlozit
na absolutné spojitou cast a diskrétni ¢ast, kterou tvoti atom v pocatku. Pak
Feo(B) = podo(B) + 5 fe(z)dz pro kazdou borelovskou mnozinu B € B(R),

oo

kde fo(x) = 3 prfif(z) a f3F je hustota FiF.
k=1

Véta 3.14. Necht {py} spliuje Panjeriv rekurentni vztah (3.2) s parametry
a,b a po. Necht Fx je absolutné spojitd s omezenou hustotou fx(x), po-

tom hustota fo(x) absolutné spojité édsti distribucni funkce Fo = . ppFiF
k=0
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splnuge integrdlni rovnici
- 17 -
o) = 1 [(ar ) fxWole —y)dy =pifx(e) a0, (35)
0

Navic funkce fc(x) je jediné teseni rovnice (3.5) na mnozZiné vsech inte-
grovatelnych funkei na (0,00).

Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

3.2.2 Individualni model

Predpokladéame-li specialni individudlni model, pak pro vypocet pravdépo-
dobnosti p{’ = P(C™ = k) nepotiebuje zadné dalsi predpoklady.
Predpokladejme portfolio n jednotek (pojistnych smluv), o kterém déle
predpokladame, ze se dé rozdélit do nékolika t¥id obsahujicich pojistky se
stejnou pravdépodobnosti pojistné udalosti a se stejnym podminénym roz-
délenim vyse naroku za podminky, ze pojistnd udélost nastala (Fy|X > 0).
Necht tedy n;; je pocet pojistek s pravdépodobnosti skodné udélosti §; < 1 as
podminénym rozdélenim vyse naroku danym {pgi), . p%)i}, tzn. individudln{
distribuéni funkce pro kazdou pojistnou smlouvu je smés F;; = (1 — 6;)do +

0; Z p,(;)ék. Pravdépodobnostni vytvorujici funkce celkovych pojistnych na-
k=1
rokti na pojistovnu C¢ v tomto modelu je
a b m;
. i Mg
ats)=1111 (1 —0;+0; Zpgf)sk) , (3.6)
i=1 j=1 k=1

kde a je pocet moznych podminénych rozdéleni vyse naroku a b je pocet
ruznych pravdépodobnosti pojistné udélosti. S vyuzitim (3.6) muzeme reku-
rentné pocitat pravdépodobnosti pp = P(C" = k) pro k = 0,1,...,m, kde
m=> 15 2221 ni;m; predstavuje maximdlni mozné celkové pojistné plnéni.

Véta 3.15. Pro pravdépodobnosti {p, = P(C™ = k)} plati rekurentni vztah

a b a b
pOZHH(1_0j>mj PE = %ZZnijvij(k), k=1,...,m, (37)

i=1j=1 i=1 j=1
kde |
6, % () _
v (k) =4 179 l;pl (pe—t —vii(k =1)) k=1,....m
0 Jinak.
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Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

Ve specidlnim pripadé, kde individualni pravdépodobnosti pgi) = 1 (napf.
zivotni pojisténi) lze vztah (3.7) zjednodusit a zefektivnit vypocet. Postup

se pak obvykle nazyva De Priluv algoritmus.

Dusledek 3.16. (De Priluv algoritmus)
Kdyz pgl) =1 pro kazdé i =1,...a, pak pro {px} plati vztah (3.7), kde

0;

vi(k) = =5
J

Uvedme jesté jedno zjednoduseni, které umoziuje i aproximaci pravdé-
podobnosti py.

Dusledek 3.17. Kdyz pz(»i) =1 pro kazdé i = 1,...a, pak pro {px} plati

1 alk L%J
Dk = 7 Z Z CilPk—1i, (3.8)
i=1 =1
kde
b N
ca = (=1)"" an (1 _jgj> :
j=1
Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

V praktickych aplikacich jsou koeficienty ¢;; blizké nule pro dostatecné
velké [, protoze pravdépodobnosti §; jsou malé. Rekurentni vyraz (3.8) muze
byt pouzit aproximativneé.

3.3 Lundebergovy meze
N
Presny vypocet rozdéleni slozené ndhodné veliciny C' = > X; je mozny pouze

ve specialnich pripadech, a i v téch je obtizny. V této kaplitlole se budeme proto
zabyvat asymptotickym chovanim chvostu F¢(z) = P(C > x) pro velka x.
V celé kapitole budeme predpokladat predpoklad 1 (tj. X; jsou iid a nezdvislé
na N) a navic také, ze Fxy ma lehké chvosty.
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3.3.1 Slozené geometrické rozdéleni

Necht N mé geometrické rozdéleni s parametrem p € (0, 1) a pfedpoklddejme,
ze rozdéleni Fy je takové, Ze rovnice

L
mx(7) = p (3.9)

ma Feseni v > 0. Takové Teseni obvykle nazyvame vyrovnavaci koeficient
(adjustment coefficient) nebo téz Lundeberguv koeficient. Pak umime
odvodit hornf a dolnf mez pro chvost Fe(z).

Pokud neumime (3.9) tesit explicitné, nebyva tézké vytesit rovnici nu-
mericky. Existuji také statistické metody odhadu ~ z dat. Postup je analo-
gicky jako v kapitole 5.4.1, proto ho zde neuvadime a ¢tenare odkazujeme a
zminénou kapitolu. Pokud fekneme, Ze rovnice (3.9) m4 feseni v > 0, pak
automaticky predpoklddame, ze mx(s) < oo pro kazdé s < .

Véta 3.18. (Lundebergova nerovnost)

Necht C' md slozené geometrické rozdéleni a charakteristikou (p, Fx) takové,
Ze rovnice (3.9) md teSeni v > 0. Oznacme xo = sup{x : Fx(x) < 1}, pak
plati

a_e " < Fo(r) <age ", x>0, (3.10)
kde
'yzf 'yzF
a_ = inf of—x(-%)? a, = sup Oi—X(m). (3.11)
z€[0,z0) fx ewdFx (y) z€[0,z0) fx evdFx (y)
Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

Maji-li prirustky exponencidlni rozdéleni, davd ndm Lundebergova nerov-
nost (3.10) presné rozdéleni chvostu Fc.
Dusledek 3.19. Necht Fx ~ Exp(d), potom v = (1 —p)d, a_ =a, =p a
tedy B
Fe(z) = pe~(-p)oe, x> 0.

Dukaz. Pokud X ~ Exp(d) pak mx(v) = % a vyrovnavaci koeficient ma
splnovat rovnici

6 1
d—v p
Je tedy v =d(1 —p) > 0, nebot § >0 a p € (0,1). Déle je
. B’WCFX(:E) ) e5(1—p)x . 6595
a_ = inf — = inf —
z€[0,20) fx eWdFx(y)  z€0,20) fgg ed(1-p)y . §edy
e_6pm . p€—6pm

= inf ———=

inff ——=p
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a protoze vSechny vyrazy s = se zkrati je zaroven a, = p a v Lundebergové
nerovnosti musi platit rovnost. Tedy Fg(z) = pe=(17P)9%, ]

Poznamka 3.20. Pro konstanty a_,a, z Lundebergovy véty ziejmé plati
a_ < a,. Navic vezmeme-li v ivahu, ze

/ WdFx(y) > e Fx(z)

dostaneme, ze a; < 1.

3.3.2 Obecnéjsi slozena rozdéleni

V této casti se pokusime rozsitit predchozi vysledky i na jina, nejen slozené

geometrické rozdéleni. Necht rozdéleni N je ddno pravdépodobnostmi {py, k €

N} a predpoklddejme, ze existuje 6 € (0, 1) tak, ze N je stochasticky mensi

nez (1 — po)-modifikace offznutého geometrického rozdéleni T'G(6).
Ptipomenme, co rozumime pojmem stochasticky mensi.

Definice 3.21. Necht jsou X, Y redlné ndhodné veliciny, pak fikdme, ze X
je stochasticky mensi nez Y a znacime X < Y, kdyz pro kazdou rostouci
funkci f: R — R je
Ef(X) <Ef(Y),

za predpokladu, ze obé stfedni hodnoty Ef(X), Ef(Y) existuji a jsou konecné.

Uzitecnou klasifikaci stochasticky mensich ndhodnych veli¢in dava nésle-
dujici véta.
Véta 3.22. X <, Y prdvé tehdy, kdyz pro kazdé x € R je Fx(x) < Fy(x).
Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

Vratme se k rozsifovdni Lundebergovych mezi na obecnéjsi rozdéleni.
Ptredpokladejme, ze pro pravdépodobnostni rozdéleni {p, = P(N = k), k €
N} plati

{pe} <st {Pi} = Podo + (1 — po)TG(0), (3.12)

N
pak pro rozdéleni slozené nahodné veliciny C' = >  X; lze odvodit jedno-
i=1
strannou obdobu Lundebergovy nerovnosti.
Véta 3.23. Necht (5.12) plati pro néjaké 6 € (0,1) a necht v spliiuje rovnici
Omx(y) = 1. Pak

— 1—
Feo(x) <
kde ay je definovdno v (3.11).
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Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

Dusledek 3.24. Necht {p.} je logaritmicko-konkdvni a necht py + p1 < 1,
pak

— 1 —po)?
Fo(x) < (1= po) are . x>0, (3.13)
1 —po—m
. . e e . ~ o 1-
kde ay je definovano v (3.11) a v > 0 je eseni rovnice mx(y) = Top -
Diikaz. [Rolski et al., 1998] O
N
Piiklad. Uvazujme slozenou ndhodnou velicinu C' = > X;, kde N md Pois-

i=1
sonovo rozdéleni s parametrem A a prirustky X; jsou iid s Exp(d). Pak na C
miiZeme aplikovat dusledek 3.24, nebot rozdéleni N je logaritmicko-konkdvns.

Zrejmeé také plati po + p1 < 1 a ddle md platit p;_, > pryopr, 4.

(_)\ >\k:+1 )2> . )\k+2 _)\)\k
-

(k + 1) k2l C Tk
nebols
1 1
> )
kE+1 "~ k+2

cozZ plati pro vsechna k € Ny.
Momentovd vutvorujici funkce exponencidlniho rozdéleni je mx(s) = 6‘5:
a koeficient v > 0 dostdvdme reSenim rovnice

) . 1 —pg o 1—e?
§—~v 1—po—p1 1—er=de

e
1—e

a analogickym vypoctem jako v dikazu dusledku 3.19 dostaneme

’y:

e Mo+1)—1
ay = 1_67)\ .

Po dosazeni do (3.13) mdame omezeni pro chvost sloZeného Poissonova rozdélent

— G+ Dle?—e?)+er—1
F <
olw) < l—e?—=Xe?

-e”.
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3.4 Simulacni studie I

V predchozich ¢astech jsem zkoumali chovani slozenych nahodnych veli¢in
teoreticky, v této ¢asti prozkoumame jejich chovani na zakladé simulaci.
Veskeré vysledky jsou ziskané na zakladé 100 000 vybéru. Zamérili jsme
ometrické a Poissonovo. Pro piirustky jsme vybrali rozdéleni exponecidlni
Exp(1), protoze pro néj plati mnoho specidlnich vysledkt, a logaritmicko-
normalni LN(1,1) jako zastupce rozdéleni s tézkymi chvosty. Celd studie
byla provedena v software R2.4.0, zdrojové kody uvadime v ptiloze.

3.4.1 Geometrické rozdéleni

Zajimali jsme se o chovéni slozeného geometrického rozdéleni CGe(p, Fx) v
zavislosti na parametru p.

Hustota CGe(p,F_Exp) Hustota CGe(p,F_LN)
<
S S
— p=0,9 — p:0,9
— p=0,8 — p=0,8
. — p=0,7 o | — p=07
= — p=06 = — p=06
p=0,5 p=0.5
2 o 8 N
= 9 = 8 A
n —
o o 7
o o
o I I I I o I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0 1 2 3 4
X X

Obrazek 3.1: Hustota slozeného geometrického rozdéleni v zéavislosti
na parametru p a na rozdéleni piirustku (vlevo exponencidlni, vpravo
logaritmicko-normélni).

Zduraznéme, ze slozené geometrické rozdéleni méa atom v pocatku P(C' =
0) = 1 —p. Hustoty byly ziskdny jako jadrové odhady, s pomoci standardnich
kédu z R.

Z obrézku 3.1 muzeme vidét, ze s klesajicim parametrem geometrického
rozdéleni klesa stfedni hodnota C' a mnohem vyraznéji rozptyl. Prubéh v
zavislosti na p se pro exponencialni a logaritmicko-normadlni prirustky v
zasadé nelisi, pouze pro logaritmicko-normalni prirustky je stfedni hodnota
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i rozptyl vyrazné vyssi (srovnej tab. 3.1). S klesajicim parametrem p déle
klesa stredni hodnota a rozptyl, jinak se prubéh hustoty nemeéni.

p | ECGe(p, Fryy) var CGe(p, Fryp) | ECGe(p, Fry) varCGe(p, Firn)
0.9 9.03 99,42 40,58 2129.50
0,8 3.98 93.78 17,88 539,20
0,7 9,34 10,19 10,49 240,94
0,6 1,49 5,15 6,78 129,88
0,5 1,00 3,01 4,51 75,55
0,4 0,67 1,77 3,00 45,80
0,3 0,43 1,04 1,93 26,86
0,2 0,25 0,56 1,12 15,00
0,1 0,11 0,23 0,50 6,81

Tabulka 3.1: Odhady stfedni hodnoty a rozptylu pro slozené geometrické
rozdéleni v zavislosti na parametru p.

Lundebergovy meze

Pro exponencidlni prirustky plati Lundebergova nerovnost s rovnosti a dus-
ledek 3.24 davé presné rozdéleni chvostu P(C' > x). To potvrzuje i simulaéni
studie. Odhad kumulované distribucni funkce se prekryva s distribuéni funkei
ziskanou na zakladé dusledku 3.24. Obrézek neuvadime.
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3.4.2 Poissonovo rozdéleni

V této casti jsme se zajimali o chovani slozeného Poissonova rozdéleni C P(\, Fx)
v zavislosti na parametru \.

Hustota CP(1,F_Exp) Hustota CP(lambda,F_Exp)

o

0 _| (=}

-
< | — lambda=2
© — lambda=3

o |

—

g g

o)

9

o

IS \ \ \ \

0 1 2 3 4 5
X X

Obrazek 3.2: Hustota slozeného Poissonova rozdéleni v zavislosti na
parametru A pro exponencialni prirustky, A = 1 vlevo a pro A = 2,3 vpravo.

Prubéh hustoty se méni v zavislosti na parametru A nejen co se tyce
stfedni hodnoty a rozptylu, ale také se méni tvar. Od A = 4 se tvar ustaluje
a pouze se posouva stiedni hodnota a zvysuje rozptyl viz obrazky 3.2 a 3.3.

Pro logaritmicko-normalni ptirustky se tvar hustoty ustaluje uz od A = 3
viz obrazek 3.4. Opét plati, Ze se tvar hustoty slozeného Poissonova rozdéleni
prilis nelisi pro exponencialni a logaritmicko-normélni prirustky, jen pro lo-
garitmicko-normalni prirustky ma vyrazné vyssi rozptyl i stfedni hodnotu
(srovnej tab. 3.2).

Jesté pripomenme, ze slozené Poissonovo rozdéleni ma atom v pocatku
P(C = 0) = e~*. Hustoty byly opét ziskany jako jadrové odhady.

Lundebergovy meze

Pro Poissonovo rozdéleni ¢itaci nahodné veliciny N plati dusledek 3.24, ktery
nam dava pouze horni mez pro rozdéleni chvostu. Jak pfesné je toto omezeni
jsme studovali pomoci simulaci.

Na obrazku 3.5 uvadime porovnani empirické distribuéni funkce a vypoc-
tené meze na zakladé dusledku 3.24 (samoziejmé hodnoty 1-mez, protoze jde
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Hustota CP(lambda,F_Exp)
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Obrazek 3.3: Hustota slozeného Poissonova rozdéleni v zavislosti na
parametru A\ pro exponencidlni prirustky.

o nerovnost pro chvost 1 — F(z) a také z horntho omezeni se stavé dolni
omezeni).

S rostouci hodnotou parametru A kvalita omezeni klesa. Pro A = 6 se
na zvoleném tuseku omezeni ani nedostava do kladnych hodnot. Pro velké
hodnoty x se omezeni vzdy ptiblizi distribu¢ni funkci. Pro slozené Poissonovo
rozdéleni dava Lundebergova mez dobré omezeni az pro velké hodnoty z, ale
to neni az tak prekvapujici, protoze mez byla odvozena pro chvost.
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Obréazek 3.4: Hustota slozeného Poissonova rozdéleni v zavislosti na
parametru A pro logaritmicko-normalni prirustky.

p | ECP(\, Fryp) varCP(A, Fgap) | ECPA(p, Fry) varCP(\, Fry)
1 1,00 2.01 4.50 54,31
2 2,01 4,01 8,97 107,15
2 3,00 6,07 13,43 161,66
4 3,98 7,94 17,95 218,06
5 5,00 9,94 2243 274,54
6 6,01 11,99 26,90 331,08
7 7,00 14,00 31,46 383,80
8 8,01 15,97 36,00 445,12
9 9,00 17,94 40,38 485,84

Tabulka 3.2: Odhady stredni hodnoty a rozptylu pro slozené Poissonovo
rozdéleni v zavislosti na parametru .
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Distribucni funkce CP(1,F_Exp) a Lundebergova mez Distribucni funkce CP(2,F_Exp) a Lundebergova mez
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Obrazek 3.5: Distribuéni funkce (¢ernd) a Lundebergova mez (¢evend) pro
slozené Poissonovo rozdéleni s exponencialnimi piirustky Fzp(1).
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Kapitola 4

Proces rizika a ruinovani

4.1 Proces rizika a s nim spjaté procesy

Pojem riziko muze byt v ruznych oblastech pouzivan ruzné, v teorii rizika se
pouziva velmi obecna definice rizika.

Definice 4.1. Posloupnost R = {X;,i € N}, kde X; jsou nezdporné ndhodné
veli¢iny, se nazyva riziko. Mnozina rizik K = {R;, Ra, ...} se nazyva port-
folio (rizik). Posloupnost {77, X1,T5, Xo, ...}, kde T; a X; jsou nezdporné
nahodné veliciny, se nazyva proces rizika.

V praxi pak realizace X; predstavuje konkrétni pozadavek na pojistovnu,
v nasi praci je nejcastéji nazyvame prirustky. Interpretace procesu rizika je
takova, ze prirustek X, nastava v ¢ase o, = T1+...+T,, neboli T; je mezicas
mezi udalostmi X;_; a X;.

Spise nez samotny vyvoj procesu rizika nas zajima, jaky bude mit celkovy
dopad na pojistovnu.

Definice 4.2. Nechﬁ {on,n € N} je jednoduchy bodovy proces a {N(t),t
0}, kde N(t) = Z I{o, < t} prislusny &itaci proces a necht posloupnost
{Xn,n € N} je rlzlko kde jsou vSechna X,, nenulova. Pak

00 N(t)
=Y X I{on <t} =) X,
n=1 n=1

nazyvame proces celkovych pojistnych naroku (cumulative arrival pro-
cess, total claim process).

Proces celkovych pojistnych naroku je ziejmeé slozeny bodovy proces.
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Obrézek 4.1: Proces celkovych pojistnych naroku C(t).

Dalsi dva procesy, které si definujeme, jsou tzce spjaty s pojistovaci
praxi. Pfedpoklddejme, Ze pojistovna md na pocdtku (své ¢innosti, nebo
sledovaného obdobi) rezervu Ry = u > 0. Déle predpoklddejme, ze celkové
pojistné inkasované do casu t je linedrni funkei casu tvaru p(t) = pt, t > 0,
kde p je konstanta (v nékterych materidlech se dokonce predpokladd p = 1).
Za téchto predpokladu definujeme proces rezerv.

Definice 4.3. Necht {C(t),t > 0} je proces celkovych pojistnych ndrokt a
necht inkasované pojistné do ¢asu t je p(t) = pt. Definujme

R(t) =u+pt — C(t),

pak {R(t),t > 0} nazyvame proces pojistnych rezerv (risk reserve pro-
cess).

Pro matematické ucely byva nékdy vhodnéjsi uvazovat proces vyjadiujici
pfebytek naroku kladenych na pojistovnu nad vys{ inkasovaného pojistného.
Pro tento proces neni, narozdil od anglické terminologie, ustaleny cesky
nazev. My ho budeme oznacovat proces prebytku naroku.
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Definice 4.4. Za stejnych predpokladu jako v definici 4.3 definujeme proces
prebytku naroku (claim surplus process) {S(t),t > 0}, kde

S(t) = C(t) — pt.

Za urcitych predpokladu lze proces {S(t)} povazovat za ndhodnou pro-
chazku a na feseni problému ruinovani aplikovat teorii o nahodnych prochéaz-
kéch.

Na obrazcich 4.1 a 4.2 uvadime pro predstavu jednu realizaci pravé defi-
novanych procesu pro {N(¢)} Poissontuv proces, X; exponencidlné rozdélené
Exp(1), pocatecni rezervu u = 2 a pojistné p = 1.

R(t)
S

Obrézek 4.2: Proces rizikovych rezerv R(t) vlevo a proces prebytku naroku
S(t) vpravo.

4.2 Ruinovani a pribuzné pojmy

O (technickém) ruinovani (portfolia) hovorime, kdyz se proces pojistnych
rezerv { R(t)} dostane do zapornych hodnot nebo ekvivalentné, kdyz proces
{S(t)} prekro¢i pocatecni rezervu u. Zakladni problém, ktery se v teorii rizika
fesi, je nalézt pravdépodobnost ruinovani, je-li pocatecéni rezerva u. Déle se
také casto vysSettuje cas prvniho ruinovani.

Definice 4.5. Pii pocatecni rezervé u > 0 definujeme:

1. ¢as prvniho ruinovéni (time of ruin) 7(u) = inf{t > 0 : R(t) < 0} =
inf{t > 0:S(t) > u},

2. pravdépodobnost ruinovani do ¢asu z < oo (finite-horizon ruin proba-

bility) ¥ (u,x) = P(7(u) < x),
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3. pravdépodobnost ruinovani v nekoneéném ¢ase (infinite-horizon ruin
probability, probability of ultimate ruin) ¢ (u) = xhrgo (u,x),

4. pravdépodobnost pieziti (survival probability) 1 (u) = 1 — 1) (u).

Privlastek ”v nekoneéném case” se obvykle vynechdva a ¢ (u) nazyvame
krétce pravdépodobnost ruinovani. Uvazujeme-li ¢(u) jako funkei u, pak
hovotime o tzv. funkei ruinovéni (ruin function). Zrejme plati ¢(u) = P(7(u) <
00).

Kromé pravdépodobnosti a ¢asu prvniho ruinovani existuji i dalsi charak-
teristiky ruinovani.

Piekroceni hodnoty u (overshoot) procesem {S(t)} nebo téz zdvaznost
ruinovani v case 7(u)

Y+ (u) = { S(t(uw)) —u kdyz 7(u) i

00
00 kdyz 7(u) = oo,
nebo totéz muzeme vyjadiit pomoci procesu rezerv { R(t)}

Y+ (u) = { —R(1(u)) kdyz 7(u) < o0

00 kdyz 7(u) = oc.
Piebytek do doby ruinovani (surplus prior to ruin)

X+ (u) = { u—S(t(u)—) kdyz 7(u) < oo

00 kdyz 7(u) = oc.

Ziejmeé Xt (u)+Y T (u) je velikost piirustku, ktery zpusobi ruinovani v ¢ase 7(u).
Cas v cervenych cislech nebo u nas jiz také pouzivany pojem time in
the red je dalsi charakteristikou popisujici jak vazné bylo ruinovani.

/ T'(u) — 7(u) kdyz 7(u) < oo
T(u) = { 0 kdiz 7(u) = 00,

kde 7'(u) = inf{t > 7(u), R(t) > 0} je cas kdy {R(t)} poprvé piekroc¢i nulu
poté co nastalo ruinovéani. 7"(u) udavé jak dlouho zustal proces v zépornych
hodnotéch, ale nepfinasi zadnou informaci o jeho chovani.

Jako posledni charakteristika se pouziva maximalni celkovy deficit

Zt(u) = max{—R(t) : 7(u) < t}

po case 7(u). Vezmeme-li v tvahu vSechny periody v cervenych éislech,
muZzeme uvazovat maximalni celkovy deficit pro kazdou periodu zvlast.

ZF(u) = max{—R(t) : 7(u) <t < 7'(u)}
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je pak maximélni deficit béhem prvni periody v ¢ervenych ¢islech.

I kdyz se pravdépodobnost ruinovani (a dalsi pravé definované procesy
a nahodné veli¢iny) uvazuji v zavislosti na poc¢atecni rezerveé u, zavisi samo-
ziejmé i na p a na distribucich tvoricich proces pojistnych naroku C'(t).

4.3 Pravdépodobnost ruinovani

Jen v nékolika specialnich ptipadech lze odvodit pravdépodobnost ruinovani
presné, ale bylo odvozeno nékolik asymptotickych a aproximacnich metod.

Definujme si ndhodnou prochézku {S,,n € Ny}, kde
Sp=) Y,  Yi=X,—pT; (4.1)
i=1

Ve znaceni z definic 2.6 a 4.3 T; oznacuji mezicasy mezi jednotlivymi udalostmi
a p je pojistné inkasované za jednotku casu. {S,} je pak diskrétni ndhodn4
prochdzka, kterd nese vétsinu informace o procesu {S(t),t > 0} a nazyva se
diskrétni kostra, nebo téz skeleton procesu {S(t)}. Prirustky {S,,n € Ny}
odpovidaji prirustkum procesu {C(t),t > 0} poniZenym o pojistné inkaso-
vané za obdobi mezi prislusnymi dvéma prirustky. Jak uz znaceni naznacuje,
je S(t) =S, prot=T,.

Ze silného zakona velkych ¢isel plyne, ze % 2 EY a limsup S, = oo

pokud EY > 0. Toto plati dokonce i pro EY = 0, ale tT(L) EOZ neni tak
snadné dokézat. Ctendie odkazujeme napi. na [Rolski et al., 1998], paragraf
6.3. Tedy pro EY > 0 ndhodné prochazka piekroci jakoukoli mez a ruinovani
nastava skoro jisté, tj. ¥ (u) = 1. Pokud EY < 0, lze ukazat, ze ¢(u) < 1 pro
vSechna u (napf. [Asmussen, 2000] kapitola 3).

K stejnému zévéru dojdeme, i kdyz uvazujeme spojity proces {S(t)},
ovSem odvozeni je slozitéjsi a vychdzi z diskretizace procesu (viz
[Asmussen, 2000]).

Na {S(t)} lze také aplikovat centrélni limitni vétu a ukdzat, ze limitn{

. S(t)—ES(t)

rozdéleni NG je normalni.

Véta 4.6. Necht {S(t),t > 0} je proces prebytku ndroki prislusny sloZenému
Poissonovu procesu s charakteristikou (\, Fx) a intenzita pojistného bud p.

Pak
S(t) — t(AEX — p)

Vit

X N(0, \EX?)

pro t — o0.
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Diikaz. [Asmussen, 2000] O

V takto obecném pripadé vice vysledku neodvodime. Nejvice vysledku
bylo odvozeno pro proces, kde se prichody udalosti tidi Poissonovym proce-
sem, ale tomu se vénuje dalsi kapitola.
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Kapitola 5

Slozeny Poissontiv model

V této kapitole budeme uvazovat klasicky slozeny Poissonuv proces jako
model prichodu udélosti. Tento model je sice vhodny spise jako aproximace
praktickych situaci. Jeho piimé pouziti je limitované (obzvlasté v pojistné
praxi), ale ma velmi prijemné vlastnosti a proto je nejvice studovanym pro-
cesem v literature. Je také zakladem pro ruznd zobecnéni.

5.1 Homogenni Poissonuv proces

Nejprve si definujeme homogenni Poissonuv proces.

Definice 5.1. Bud {o,,n € N} jednoduchy bodovy proces, kde T} = 0, a
T, = 0, —0p_1, n = 2,3,... jsou iid ndhodné veli¢iny s exponencidlnim
rozdélenim Fxp(\), A > 0. Potom ¢itaci proces {N(t),t > 0}, N(t) =
o0
> I{o, <t} prislusny {o,} nazyvame homogenni Poissonuv proces s inten-
n=1
zitou A.

Jednou ze zakladnich vlastnosti homogenniho Poissonova procesu je, Ze
ma nezavislé a stacionarni prirustky. Pripomenme pro jistotu definici téchto
pojmu.

Definice 5.2. O redlném ndhodném procesu {X(t),t > 0} fikdme, ze ma

);
1. nezavislé prirastky, kdyz Vn € N a 0 < t) < t; < ... < t,
jsou ndhodné veliciny X (to), X (t1) — X (to), X (t2) — X (t1), ..., X(tn) —
X (t,—1) nezavislé;

2. stacionarni prirtstky, kdyzVn e NaO0 <ty <t; <...<t,ah>0
rozdéleni ndhodného vektoru (X (¢; +h) — X(to + h),..., X(t, +h) —
X(tn—1 + h)) nezavisi na h.
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Homogenni Poissontv proces muzeme definovat ruzné a kazda z definic
zduraznuje jeho jinou vlastnost. Kazdy bod nasledujici véty je ekvivalentni
definici Poissonova procesu.

Véta 5.3. Bud {N(t),t > 0} citaci proces. Potom jsou ndsledujici tvrzend
ekvivalentny.

1. {N(t)} je homogenni Poissoniv proces s intenzitou .

2.¥t > 0 an € N md ndhodnd wvelicina N(t) Poissonovo rozdéleni

Po(At) a je-li N(t) = n, pak body o1, ... ,0, jsou rovnomérné rozdélené
na [0,].

3. {N(t)} md nezavislé prirustky a plati EN(1) = X\ a pro kazdé t > 0,
n € N a dané N(t) = n jsou body o4, ...,0, rovnomérné rozdélené na
[0, ¢].

4. {N(t)} md staciondrni nezdvislé prirustky a pro h \, 0 P(N(h) =0) =
1 —Xh+o(h), P(N(h)=1)= A+ o(h).

5. {N(t)} md staciondrni nezdvislé pririustky a pro kazdé pevné t > 0 md
ndhodnd veli¢ina N(t) Poissonovo rozdéleni Po(At).

Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

5.2 Slozeny Poissontiv proces

Definice 5.4. Necht {N(t),t > 0} je homogenn{ Poissonuv proces s intenzi-
tou A a necht X; jsou iid ndhodné veliciny s distribuén{ funkei Fiy a nezdvislé
na {N(t),t > 0}. Potom slozeny bodovy proces {C(t),t > 0}, kde

N (1)
ct)y=> X
=1

se nazyva slozeny Poissontv proces s charakteristikou (A, Flx), tj. s intenzitou
A a rozdélenim velikosti prirustki danym Fly.

Terminologie je motivovéna faktem, ze C(t) ~ C'P(\t, Fx), nebot podle
véty 5.3 ma N (t) Poissonovo rozdéleni s parametrem At.
Uvedme si néjaké zdkladni vlastnosti slozeného Poissonova procesu.

Véta 5.5. Necht {C(t),t > 0} je slozeny Poissoniiv proces s charakteristikou
()‘7 FX); pak
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1. proces {C(t)} md staciondrni a nezdvislé prirustky,
2. momentovd vytvorugici funkce ndhodné veliciny C(t) je dand vzorcem
Mo (s) = exp{At(mx(s) — 1)},
a stredni hodnota a rozptyl jsou

EC(t) = MEX, var C(t) = MEX?.

Diikaz. Bod 1. muzeme nalézt napi. v [Rolski et al., 1998], bod 2. je pouhym
preformulovanim véty 3.7. [

Stacionarita a nezavislost prirustku slozeného Poissonova procesu nam
dava vlastnost, pro kterou bychom ho mohli nazvat procesem bez paméti.
Uvazujeme-li proces pojistnych rezerv {R(t),t > 0} (z definice 4.3) od casu
t =T dale do budoucnosti, je to jako kdybychom jej restartovali se stejnymi
parametry, jen pocateéni rezerva by byla u = R(T). Navic, pokud do ¢asu
T nenastalo ruinovani, pak pravdépodobnost (podminénd) ruinovéni v bu-

doucnu je ¥(R(T)).

Ve zbytku této kapitoly budeme predpokladat, ze prichod udalosti se tidi
slozenym Poissonovym modelem.

Ptedpoklad 2. (Slozeny Poissoniv model)
Necht {C(t),t > 0} je slozeny Poissoniv proces s charakteristikou (X, Fx) a
pojistné je inkasovdno spojité s intenzitou p za jednotku casu.

5.3 Pravdépodobnosti ruinovani a pravdépo-
dobnosti preziti

Vratme se k ndhodné prochézce {S,,n € Ny} ze (4.1). Jak vime, pokud
EY > 0, pak ruinovani nastava skoro jisté. Predpokladejme tedy EY < 0,
po dosazeni dostavame tzv. podminku €istého zisku (net profit condition)

p > AEX. (5.1)
kterou budeme predpokladat ve zbytku této kapitoly.

Déle budeme studovat pravdépodobnost preziti i (u) = 1—1(u) a ukdzeme,
ze jako funkce u je diferencovatelnd vsude na R, az na spoc¢etné mnoho bod.
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Véta 5.6. Funkce preziti {(u) je spojitd na Ry s jednostranngmi derivacemi

E:r (u) a El_(u) a plati

P, (u) / B~ y)dFx(y)) (52)

PO (u) = A () - / Bl y)AFx()) (53)

Dikaz. [Rolski et al., 1998] O

Poznamka 5.7. Pifmy disledek véty 5.6 je, Ze spojitd funkce v (u) je dife-
rencovatelnd az na spoc¢etnou mnozinu bodu, kde Fx(z) je nespojitd, coz im-
plikuje [ 1/1 Ydv = 1 (u), u > 0, neboli 1 (u) je absolutné spojita vzhledem
k Lebesguové mite.

Bohuzel ve vétsiné piipadu rovnice (5.2) a (5.3) nelze fesit analyticky,
ale pouze numericky. ObtiZznost feSeni spoc¢iva v tom, ze rovnice obsahuji jak
derivaci tak integral. Jejich integrovanim muzeme dostat integralni rovnici.

Véta 5.8. (Defektivni rovnice obnovy - defective renewal equation)
Funkce ruinovani 1 (u) spliuje integralnd rovnici
pb(w) = A( / Fy(z)de + / W(u — a;)FX(x)dx). (5.4)
0

u

Dikaz. [Rolski et al., 1998] O

5.3.1 Pollaczek-Khinchinova formule
Prestoze rovnice (5.4) je jednodussi nez rovnice (5.2) a (5.3), stéle je jeji
feSeni problematické. Oznacme pro prehlednost EX = p a déle ozna¢me
1 ("=
Fy@ = [ Fxtdy, o2 0 (5.5)
0

integrovany chvost, pak lze pravdépodobnost ruinovani reprezentovat jako
soucet konvolucnich mocnin.

Véta 5.9. (Pollaczek-Kinchinova formule)
Pro kazdé u > 0 plati

vl = (1= 24) i () T (5.6

n=
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Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

Poznamka 5.10. Poznamenejme, Ze véta 5.9 mimo jiné také iika, ze 1—1(u)
je distribuéni funkce nahodné veli¢iny se slozenym geometrickym rozdélenim
s charakteristikou (’\ETX, F%) (tedy rozdéleni 1 — ¢(u) ma atom v pocatku

AEX
1 - T).

Existuje nékolik specidlnich piipadu, kdy se Pollaczek-Kinchinova for-
mule zjednodusi, ale v ostatnich pripadech neni pro vypocet 1 (u) dostacujici,
protoze obsahuje nekonecény soucet konvolu¢nich mocnin. Reprezentace jako
nekonecny soucet je vhodné spiSe pro teoretické iivahy nebo pro aproximace,
kdy s¢itame jen nékolik prvnich ¢lenu. Chyba takové aproximace je mensi
nez %, kde p = ’\?” < 1 z podminky ¢istého zisku a vétsinou pujde rychle k
nule.

V pripadé u = 0 dostavame z Pollaczek-Kinchinovy formule (5.6) vyraz,
ktery zavisi pouze na stfedni hodnoté piirustkt EX | nikoli na jejich rozdéleni.
Véta 5.11. 1(0) = 2%

Diikaz. [Asmussen, 2000] O

Pokud jsou prirustky exponencialné rozdélené, ma Pollaczek-Kinnchinova
formule (5.6) analytické feseni.

Véta 5.12. Necht X; ~ Exp(9), i € N, pak

—u(s—2
P(u) = o5€ =%) pro A < dop,
1 pro A > dp.

Je-li A < ép, pak pro ¢as pruniho ruinovdni T(u) plati:
Au
14 r
op—\
Diikaz. [Cipra, 1991] O

El7(u)|7(u) < o] =

Stejny vysledek dostaneme také fesenim rovnice (5.2), kterou lze v tomto
pripadé fesit analyticky, nebo také pomoci Laplaceovy transformace.
Zjednoduseni lze dosahnout také v pripadé deterministickych prirustku.

Véta 5.13. Necht P(X = p) =1 a necht p =1 pak

Lu/k) k
11 —A(kp—u) (Akp — )
P(u) =1— (1= Ay 30 e I
Diikaz. [Asmussen, 2000] O
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5.3.2 Laplaceova transformace

Podivejme se, jaké informace ndm muze prinést Laplaceova transformace
funkce ruinovani, nebo funkce preziti. Snadnym vypoctem dostavame

— /(1 — @(u))e‘s“du = l — IA@(S) s>0

a predpoklddame-li slozeny Poissontiv model (predpoklad 2), pak dostdvame
nasledujici vyjadieni Laplaceovych transformaci.

Véta 5.14. Nechf plati predpoklad 2 a EX = u. Pak pro Laplaceovy trans-
formace Ly(s) a L(s) plati vztahy

. 1 _
Py(s) = Lo P
s ps—A1—1Ix(s))

. — A
Pg(s) = b= s> 0,

ps — A1 —ix(s))

kde Zx(s) znaci Laplaceovu-Stieltjesovu transformaci iid nahodnych velicin
X, 1€ N.

Diikaz. [Rolski et al., 1998] O
Ozna¢me M = sup S(t), pak ¥(u) = P(M > u) a dusledkem predchozi

0<t<oo
véty jsou formule pro momenty M.

Dusledek 5.15. Predpokladame-li sloZeny Poissoniv model (predpoklad 2),
pak pruni dva momenty M jsou

2 3 2 22
oy OEX Eat o OEXY L O(EX?)
2(p — A\EX) 3(p—AEX)  2(p— AEX)?

Diikaz. Vime, ze ¥(u) = P(M < u) je distribuéni funkce ndhodné veliciny se
slozenym geometrickym rozdélenim s parametrem 2EX a rozdélenfm piirastki
danym F%. Pro momentovou vytvorujici funkci M dostavame vyraz

. _ (p — Au)s
Mar(s) = e () = 1)

Podrobnéji najdeme odvozeni v [Asmussen, 2000].
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Dale dostavame

iy (s) =

Alp = A)(siv (s) = rinx(s) + 1)
(ps — Alrnx(s) — 1))

A EM = iEI(I) m'y;(s). Jde o vyraz typu g, a proto pouzijeme I’'Hospitalovo

pravidlo a dostavame

— lim Alp — Ap) st (s)
B = o 2 (s — Ax(3) — D) (p — Mit())

Stale mame vyraz typu % a druhym pouzitim I’Hospitalova pravidla dostavame

lim Alp = ) (x (s) + siiy (s)) _Ap— AEX?
=0 2(p — iy (5))2 + 2(ps — A(inx (s) — 1)) (=N (s)) — 2(p — AEX)?

Staci si uvédomit, ze p = EX a mame pozadovany vysledek.
Vzorec pro EM? dostaneme analogicky.
O

5.4 Asymptotické chovani a aproximace prav-
dépodobnosti ruinovani

Videéli jsme, ze v obecném piipadé mame problémy odvodit ¢(u) presné. To

nas vede ke snaze odvodit néjaké omezeni nebo aproximace pro pravdépo-

dobnost ruinovani. V této ¢asti odvodime analogii Lundebergovy nerovnosti

(3.18) pro pravdépodobnost ruinovani ¢ (u). Nejprve se zabyvejme podrobnéji
Lundebergovym koeficientem.

5.4.1 Lundeberguv koeficient

Uvazujme proces prebytku naroku {S(t),t > 0}, pak ma ndhodnd veli¢ina
S(t) v case t > 0 slozené Poissonovo rozdéleni s charakteristikou (\t, Fx)
posunuté o —pt. Jeji momentova vytvorujici funkce je

s (s) = Be™S® = exp{t(A(rmx(s) — 1) — ps)} = ),

kde

0(s) = A(inx () — 1) — ps.
Pokud mx(sg) < oo pro néjaké sp, potom funkce 6(s) je diferencovatelna
nekonecéné-krat na intervalu (—oo, sg). Jeji druhd derivace je

0" (s) = Mk (s) = MNE(X?e**) > 0
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tedy 6(s) je konvexni funkce. Pro prvni derivaci plati

a 0'(0) = AEX — p < 0, protoze uvazuje podminku ¢istého zisku, aby
pravdépodobnost ruinovani nebyla skoro jisté jedna. Funkce 0(s) je tedy kle-
sajici konvexni v nule a 6(0) = A(mx(0) — 1) = 0. Navic muze existovat dalsi
koten 6(s) = 0. Pokud takovy kofen existuje pak je jednoznacné urceny a
kladny a nazyvame ho Lundeberguv koeficient a znacime jej . v tedy splnuje
rovnici

A(mx(y) —=1) —py =0.

Piiklad. Uvazujme napriklad exponencidlni rozdéleni X ~ Exp(d), jeho mo-
mentovd vytvorujici funkce je mx(s) = ﬁ, s < 0. Resime tedy rovnici

0(s) = A( —1) —ps =0,

0—s5
t.
s(A—=p(d—s))=0.

Protoze hledame kladné reSent, je vy reSenim rovnice

A—p(d—s5)=0

y=0—-—.
p

Pro vétsinu ostatnich rozdéleni neni feseni tak snadné, ale pomérné snadno
zjistime, kdy Lundeberguv koeficient existuje. Zakladni podminkou existence
Lundebergova koeficientu je mx(s) < oo pro néjaké s > 0. To vylucuje
rozdéleni s tézkymi chvosty (v praxi ¢asto pouzivand), protoze pro ty plati
mx(s) = oo pro véechna s > 0. Dalsi podminky existence Lundebergova
koeficientu udava nasledujici véta.

Véta 5.16. Necht ezistuje so. € R takové, Ze mx(s) < oo pokud s < 5o
a lim mx(s) = co. Pak existuje jednoznacné urcené reseni v > 0 rovnice

s,/ S0
0(s) = 0.

Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

I kdyz Lundeberguv koeficient existuje, nemusi byt vzdy snadné ho urcit
presné, a proto bylo odvozeno jeho omezeni.
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Véta 5.17. Plati
2(1 — AEX)

AEX?
Diikaz. [Asmussen, 2000] O

v <

V praxi nastava vsSak jesté jeden problém. V okamziku, kdy vychazime
z realnych dat, nezname ani A ani rozdéleni ptirustku Fly, a presto bychom

potiebovali alespon néjaky odhad . Ozna¢me my odhad mx a Ar odhad A
na zakladé Xy,..., Xy,

T

1 &
mr(s) = =2 e Ar=
=1

Definujme funkci
Or(s) = Ar(mp(s) — 1) — ps

a yr definujme rovnici O7(y7) = 0. Pokud N = 0, pak m a tedy i 7 nejsou
definované. A také pokud %(Ul + ...+ Un,) > 1 pak v < 0. Nicméneé
pravdépodobnosti obou téchto jevu konverguji k nule pro 7" — oc.

Véta 5.18. vp 5 v pro T — oco. Pokud navic mx(27y) < oo pak

0.2
VT_/VNN<O7_PY>7

T
2 _ A0(2y)
kde o3 = GIoER
Diikaz. [Asmussen, 2000] O

Asymptotickd normalita plati i pro odhady momentové vytvorujici funkce
a 0(s).

Véta 5.19. Pro T — oo plati

Diikaz. [Asmussen, 2000] O
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Diky vété 5.18 plati i asymptotickd normalita veliciny e 7% pouzivané v
Lundebergovych nerovnostech a mezich (viz dalsi kapitola).

0.2

e T ~ N(e M, u26_27“%)

a snadno dostavame 1 — « konfidenéni interval pro e= 7"

e ITH u<g> . ue’VT"—Ui’T e 1T 4 u(g) . ue’WT“—Jg’T
2 VT’ 2 VT )’
Ar0(27y7)

kde o2, = Ty Je vybérova varianta o2 a u(§) je kritickd hodnota (tj.

(1 — §)-kvantil) norméalniho rozdéleni.

5.4.2 Lundebergovy meze

V této ¢asti uvedeme ruznd omezeni pravdépodobnosti ruinovani ¢ (u). Pfi-
pomenme, ze stale predpoklddame podminku ¢istého zisku (5.1).

Véta 5.20. (Oboustranné Lundebergovy meze)
Predpokladejme, Ze existuje Lundeberguv koeficient v > 0 a oznacme xy =
sup{z : Fx(x) < 1}. Potom

a_e " <Y(u) <aype ™ Yu > 0,

kde
@ [T Fx(y)dy " [o Fx(y)dy
a_ = inf —/F— , a, = sup —t— .
z€l0) [ eWFx(y)dy zeloao) [, €VFx(y)dy
Dikaz. [Rolski et al., 1998] O

Ziejmé plati a_ < a; a protoze [€WFx(y)dy > € [ Fx(y)dy mdme

ay < 1. Navic lze ukazat, ze nerovnoqéti ve vété 5.20 jsou xostré pokud plati
a_ < (0),ay > 1(0) (viz napf. [Rolski et al., 1998] paragraf 5.4).

V nékterych pripadech si vystac¢ime s jednodussi variantou Lundeber-
govych mezi.

Véta 5.21. (Cramér-Lundebergova nerovnost)
Necht existuje Lundebergiiv koeficient v > 0, potom

P(u) < e .
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Diikaz. [Cipra, 1991] O

Déle se zamérime na asymptotické chovani pravdépodobnosti ruinovani
pro velkd u a ukdzeme, Ze existuje limita pro ¢ (u)e™™.

Véta 5.22. (Cramér-Lundebergova)
Predpoklddejme, Ze ezistuje Lundebergiv koeficient v > 0. Pokud 'y (v) < oo,
pak

) p— AEX
lim ¢(u)e’ = ——.
g v A (7) = p
Pokud m/y () = oo, pak lim t(u)e™ = 0.
Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

Za predpokladu predchozi véty se pouziva Cramér-Lundebergova aprox-
imace \EX
p —
U(u) =

N 5.7
Nt (7) — (5.7)

Véta 5.23. Cramér-Lundebergova aproximace (5.7) plati presné <= prirustky
X;,1 € N majgi exponencidlni rozdéleni.

Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

5.4.3 Rozdéleni s tézkymi chvosty

V predchozi ¢asti jsme predpokladali existenci Lundebergova koeficientu a
tim jsme automaticky vyftadili rozdéleni s tézkymi chvosty jako mozné roz-
déleni prirtustki. Nanestésti rozdéleni s tézkymi chvosty jsou v nékterych
oblastech velmi potiebnd, protoze spise odpovidaji skutec¢nosti, napt. v ura-
zovém pojisténi, nebo pojisténi proti zivelnym katastrofam. Piiklady pouziti
rozdéleni s tézkymi chvosty muzeme najit napt. v [Cipra, 1991] nebo
[Rolski et al., 1998].

V piipadé prirustku s tézkymi chvosty je asymptotické chovani pravde-
podobnosti ruinovani ¢ (u) velmi odlisné od toho z véty (5.22). Vezmeme-li v
tivahu, ze lim e**F(z) = oo (viz (2.1)) a Pollaczek-Kinchinovu formuli (5.6),
dostévémg p?z) u — 00 a pro kazdé s > 0

v(we > (1- M)M(1 _ Fy(w)e™ — oo. (5.9)
p/p
Pro specidlni rozdéleni s tézkymi chvosty mame nésledujici asymptoticky
vysledek.
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Véta 5.24. (Cramér-Lundebergova pro tézké chvosty 1)
Polozme p = );7“ a predpoklddejme, Ze integrovany chvost F5 (definovdno v
(5.5)) je subexponencidlni. Pak

W (u) p

lim = )
wmeo Fy(u)  L=p

Diikaz. [Rolski et al., 1998] O
Na zékladé predchozi véty se pouziva aproximace

V() = (1= Fi (). (5.9)

Véta 5.25. (Cramér-Lundebergova pro tézké chvosty II)
Polozme opét p = ’\7", pak nasledujici torzeni jsou ekvivalentnd.

1. F3 €8.
2. 1—19(u) €8.
o T = 5

Diikaz. [Embrechts et al., 1997]. O

Aproximace Cramér-Lundebergova typu (5.9) je moznad pouze pro roz-
déleni, pro ktera je integrovany chvost F§ subexponencialni, ale nas by
spise zajimalo, jaké podminky musi spliovat distribu¢ni funkce piirastka
Fx. Obecné totiz neplati, ze by Fly € S implikovalo F§ € §. Obecné neplati
ani opacna implikace.

K tomu pottebujeme jesté hloubéji zkoumat rozdéleni s tézkymi chvosty.
Nejprve si proto rozsitime definici pomalu se ménicich funkci.

Definice 5.26. Rikdme, 7ze kladna Lebesgueovsky méfitelnd funkce h na
(0, 00) je reguldrné se ménici (regularly varying) v oo indexu @ € R a znacime
h € R, pokud
h(t
lim (tz)

=t° vVt > 0.
+%e () 7

Reguldrné se ménici funkce indexu « jsou napt. funkce z¢, xlogux,
a e R.
Déle budeme oznacovat

R = {Fdistribuéni funkce na (0,00) : F' € R_,, pro né&jaké a > 0}.
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Uvazujeme-li distribuéni funkce s chvostem tvaru F(x) = x~*L(z) pro
a > 0a L e Ry jako v kapitole 2.4.2 dostavame

lim F_<m) = lim () Lite) _

T—00 F(m) T—00 ilffaL([B) N

a tedy pro takovéto distribuéni funkce plati F € R_,,.
Uvedme jesté podrobnéjsi déleni distribuci s tézkymi chvosty. Oznaéme
si vSechna rozdéleni s tézkymi chvosty

K = {Fdistribu¢ni funkce na (0,00) : m(s) = oo, Vs > 0}.
Dale oznacime

Flr —
L = {Fdistribué¢ni funkce na (0,00) : lim M =1, Yy > 0},

jak uz vime, pokud je F' € L pak F € S, ale tato skupina je Sirsi.
Definujme si jesté posledni uvazovany typ funkci. Pro tyto funkce se

nam nepodafilo nalézt vhodny cesky ekvivalent, proto nam prominte pouziti
anglického terminu.

Definice 5.27. Rikdme, Ze distribuéni funkce nezdporné nahodné veliciny je
dominatedly varying v nekone¢nu pokud

F(x/2
lim sup _(L/)) < 00
T—00 Xz

a mnozinu dominatedly varying distribu¢nich funkci znac¢ime D.

Mezi jednotlivymi tiidami rozdéleni s tézkymi chvosty plati nésledujici
vztahy:

. RcScLcKaRcCcDCcCK,
2. (LND)CS,
3.3.D¢SaS¢D.

Veskeré relace shrnuje obrazek 5.1. R C S a tedy véty 5.24 a 5.25 plati i pro
distribucni funkce, pro které je F'y € R.

Prejdéme nyni k podminkam subexponenciality pro integrovany chvost
F5, kvuli kterym jsme provadéli celou analyzu.
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D

Obrazek 5.1: Tridy rozdéleni s tézkymi chvosty

Véta 5.28. (Podminky subexponenciality)
1. Pokud F € LND, pak F € S.

2. Pokud ndhodnd velicina X s distribucni funkci Fx md konecnou stredni
hodnotu p a Fx € D, pak Fy € LND a diky bodu 1. také F5 € S.

Dikaz. [Embrechts et al., 1997 O

Nésledujici véta uvadi postacujici podminky pro Fx, aby integrovany
chvost F5 byl subexponencialni.

Véta 5.29. (Podminky subexponenciality F'y)

Necht Fx je distribucénd funkce s hustotou fx a kumulovanou rizikovou funkci

A = —logF a oznacme q(z) = %(—?) Pokud plati nekterd z ndsledujicich

(
podminek pak F5 € S.

1. limsup zq(z) < 0o, nebo

Tr—00

2. lim ¢(z) =0, lim zq(x) = oo a plati nékterd z nasledugicich podminek:

T—00

(a) limsup ff((f)) < 1, nebo

T— 00
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(b) g € Rs pro —1 <0 <1, nebo

(c) A€ Rs pro0 < <1 aq(x)jepro dostatecné velkd x nerostouct
nebo

(d) q(x) jde pro dostatecné velka x monotinné k 0, ¢ € Ry a A(zx) —
zq(x) € Ry.

Diikaz. Vétu jsme prevzali z [Embrechts et al., 1997]. Autofi ve vété shrnuji
netrivialni vysledky z nékolika ¢lankt, zdjemce o dukaz odkazujeme na citace
uvedené v [Embrechts et al., 1997]. O

Na zakladé této véty lze dokazat, ze pro logaritmicko-normélni a Weibullovo
rozdéleni s parametrem b < 1 je F§ € S.

5.4.4 Aproximace na zakladé momentt

Pomoci momentové vytvorujici funkce snadno spoc¢teme momenty slozeného
bodového procesu, a proto by nds mohlo napadnout pouzit Cebysovu nerov-
nost jako bodové omezeni. Nanestést{ Cebysova nerovnost je piilis jednoduchs
a omezeni ziskané na jejim zakladé je skutecnym hodnotdm velmi vzdalené
a prakticky nepouzitelné.

V teorii rizika se pouzivaji hlavné dvé metody aproximace pravdépo-
dobnosti ruinovéani ¥ (u), a to De Vylderova a Beekman-Bowersova. V obou
piipadech se snazime nahradit proces {R(t),t > 0} procesem {R'(t),t > 0}
takovym, Ze se shoduji jejich momenty az do fadu n > 1 a {R/(t)} je vybrén
tak, Ze je pro néj snazsi odvodit jeho pravdépodobnost ruinovani ¢’ (u).

1. De Vylderova aproximace

Pro exponencidlné rozdélené piirustky (X ~ Ezp(d)) umime odvodit
pravdépodobnosti ruinovani presné:

Idea De Vylderovy aproximace je nahradit {R(¢)} procesem {R'(t)},
ktery mé exponencidlné rozdélené piirustky s parametrem ¢ a

E(R()) =E(R'(t)* t>0, k=1,2,3.

Snadno spocteme, ze

ER(t) = u+ pt — MEX
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var R(t) = MEX?
E(R(t) — ER(t))* = —MEX?.
Rovnost prvnich t¥{ momentu tedy plati kdyz

N\ 2\ 6\
—MEX =9/ — = AEX? = AEX? = .
p p 5/ (5/)2 (5/)3

Resenfm této soustavy rovnic dostavdme podminky na parametry pro-
cesu {R'(t)}

3EX? AEX2(5')? hY

De Vylderova aproximace pravdépodobnosti ruinovani pak je

N
’QZ)(U) =~ WC ( P )

Samoziejmeé v pripadé exponencialné rozdélenych prirtustku plati aprox-
imace presné a numerické ptriklady ukazuji, ze plati pomérné presné i
pro ostatni rozdéleni (viz [Rolski et al., 1998]).

. Beekman-Bowersova aproximace

Tato metoda je zalozena na zméné disribuéni funkce. Uvazujme néjakou
nédhodnou veli¢inu Z s distribuénf funkei Fiz(z) = 1— IZ’Z]’E(;) (pak ¢(u) =
)‘ETX(l — Fz(u))). Vime, ze ¥(0) = ’\ETX, tedy Fz(0) = 0 a tedy Fz(z)
je distribuéni funkce kladné nahodné veliciny Z. Navic podle diferen-
cidlné-integralni véty 5.6 je funkce F absolutné spojitd a mé tedy
hustotu fz(z) = ﬁ@;(m‘) Momentovéd vytvorujici funkce ndhodné

veliciny Z je

mz(s) = e’ = /e“dFZ(:U) = /esxm%ﬂ;(x)dx.
0 0

Integraci per-partes a dalsimi standardnimi upravami dostaneme

. p —s(p — AEX) AEX
mzs) = Ex (—ps M1 —x(s)) (- T))’

coz snadno prevedeme na tvar

__p_ plp=AEX) s
AEX AEX  ps— A(mx(s) — 1)

mz(s) =1
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Idea Beekman-Bowersovy aproximace je nahradit distribucni funkci
Fz(x) distribuéni funkei F’'(x) gamma rozdéleni I'(a,b) tak, aby se
shodovaly prvni dva momenty.

Momenty ndhodné veli¢iny Z odvodime derivaci jeji momentové vytvoru-
jict funkce 1z (s).
ooy P(p— AEX) ps — A(ix(s) — 1) — s(p — Ay (s))
mz(8) = TEx ; 2
(ps — Alrix (s) — 1))
p(p — AEX) sy (s) —mx(s) +1

= . 5.10
EX (ps - Ainx(s) - L)’ o1
L’Hospitalovym pravidlem snadno spo¢teme lir% % =
p— AEX a pak
oy Pp— AEX) 1 sy (s) —mix(s) + 1
BZ = lmma(s) = =g poomx)e 52
pEX?2
= . 5.11
SEX(p — AEX) (5.11)
Analogicky spocteme
A p(p — AEX) . A
'y (s) (sm%(s)(ps — A(mx(s) — 1)) —
) = Xl () ST (s (5) (ps = Alx (s)
— st (s) = (nx(s) = D)p — Mty (s))) (5.12)
a
o “OEX) (EXP(p— AEX)  A(EX?)?
EZ2 -1 " — p(p
M7 T EX(p— AEX)? ( 3 + =5
EX3 ANEX?)?
P ( L MEXY) ) (5.13)
EX \3(p— \EX) ' 2(p — \EX)?

Jak zndmo, prvni dva momenty gamma rozdéleni I'(a, b) jsou EX = ¢

aEX? = % Parametry a, b jsou tedy dany rovnicemi:

a pEX? bb+1)  p ( EX? | AEXY? )
3(p— \EX) ' 2(p — \EX )2/

b 2EX(p— AEX) @2  EX

Beekman-Bowersova aproximace pravdépodobnosti ruinovani i (u) =
% (1 = Fz(u)) pak je

i) & (1= )
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kde F'(u) je distribu¢ni funkce rozdéleni I'(a, b).

Jesté poznamenejme, ze pokud pro parametr a plati 2a € N pak
nahodnd veli¢ina 2bZ mé y3, rozdéleni a Beekman-Bowersovu aproxi-
maci si muzeme jesté zjednodusit aproximaci parametru 2a prirozenymi
¢isly a vypoctem pomoci x? rozdéleni.

Poznamka 5.30. Uplné jiné odvozeni Beekman-Bowersovy aproximace nabizi
[Asmussen, 2000] v 7. kapitole.

5.4.5 Dalsi aproximacni metody

Dalsi dvé aproximacni metody predpokladaji, ze intenzita prichodu pozadavku
A je blizka nékteré z krajnich hodnot 0 nebo A,,.., kde A4 je hodnota,
pro kterou je podminka ¢istého zisku splnéna s rovnosti, a pravdépodobnost
ruinovani aproximuji pomoci téchto meznich ptipadu. Treti aproximacni me-
toda vyuziva interpolaci mezi témito krajnimi pripady.

1. Heavy traffic aproximace

Pojem heavy traffic pochazi z teorie front, ale ma interpretaci i v teorii
rizika. V pojistovaci praxi se béZné muZzeme setkat se situaci, kdy po-
jistné v pruméru jen mirné prevysuje ocekavané pozadavky. Heavy traf-
fic podminka znamena, Ze je sice splnéna podminka ¢istého zisku (5.1),
ale p je jen o malo vétsi nez AEX. Formalné toto budeme reprezentovat
pomoci limity, kdy A konverguje k maximalni hodnoté A 7 A4z, Pro
kterou plati p = A\, EX. Rozdéleni prirustku zustava neménné, dané
distribu¢ni funkei Fly.

Véta 5.31. Oznacme M = sup S(t), pak pro X\ /" Apaz ndhodnd

0<t<oo
velicing (Apaz—A) M konverguje v distribuci k exponencidlnimu rozdéleni
s parametrem § = Q%E;((Q)Q.
Diikaz. [Asmussen, 2000] O

Dusledek 5.32. Necht X /" Mpae a u — 00 tak, Ze (Apmaz — AU — v,
pak (u) — e

Diikaz. Staci si uvédomit, ze ¥ (u) = P((Amaz — A)M > (Ajpaz — A)u).
O]

Na zakladé uvedenych vysledku se pouziva aproximace

¢(u) % e—é(Amam—/\)u.
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2. Light traffic aproximace

Pojem light traffic také pochazi z teorie front a oznacuje situaci, kdy po-
jistné je v pruméru mnohem vétsi nez ocekavané prirustky. Light traffic
podminka znamena, ze A je malé ve srovnani s EX. Matematicky tuto
skutecnost opét reprezentujeme limitou A N\, 0 a rozdéleni prirustku
zustava pevné dané distribuéni funkei Fy. Samoziejmé v teorii rizika
je mnohem castéjsi situace blizici se stavu popsanému v heavy traffic
aproximaci, nez situace, kdy je A < EX. Light traffic situace je v teorii
rizika povazovana spise za doplnék k heavy traffic stavu a jeji vyuziti
je hlavné pro interpolaci.

Véta 5.33. Pro A\, 0 plati
Y(u) ~ A/Fx(x)dx = AE[X —u; X > u] = AE(X —u)™.

u

Diikaz. [Asmussen, 2000] O

Heuristicky aproximace na zakladé véty 5.33 znamend, ze ruinovani
miize nastat pouze v ¢ase oy prvnfho pifristku, tedy o (u) ~ P(X —
oL >u)a

P(X -0y >u)= /Fx(x +u)he Mdx ~ A/Fx(x)dm.
0 U

3. Interpolace mezi light a heavy traffic aproximaci
Pokud parametr A neni blizky ani jedné z krajnich hodnot, mizeme
si predstavu o pravdépodobnosti ruinovnani udélat pomoci interpolace
mezi light traffic a heavy traffic aproximaci. Prvni myslenka by mohla
byt polozit

~ : A :
P(u) =~ (1-— )\mw) }\1{% (u) + -~ )\/h}\mmam Y(u)  (5.14)
A A A
= 1 — . . 1 = 1

coz je ovSem naprosto nepouzitelnd aproximace.

Pouzitelné vysledky dostaneme, zkombinujeme-li pravdépodobnost
ruinovani ¢(u) pro exponencialni piirustky, kterou zname presné, s vyse
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uvedenymi heavy a light traffic aproximacemi. Po ipravach dostdavame
odhad ve tvaru:

W (u) & Ml = M)A / Fx(x)dz + (Ap)?e0uCmes=d),

u(1=Ap)

kde 6 = 2%&)){(2)2 je parametr z heavy traffic aproximace. Odvozeni uvadi

[Asmussen, 2000].

5.5 Ruinovani v koneéném case

Jak uz bylo zminéno, pro pravdépodobnosti ruinovani v koneéném case je

vvvvvv

Poissonuv proces s deterministickymi a exponencidlnimi prirustky ma ¢ (u, x)
pomeérné jednoduchy tvar.

5.5.1 Deterministické prirastky
N(t)
Predpokladejme, ze P(X = u) = 1 pro néjaké u > 0, potom C(t) = > pu=
i=1
N (t) a ruinovani nastava, kdyz C(t) ptekroci hranici u 4 pt. Zajimame se
tedy o pravdépodobnost P(uN(t) > u + pt) = P(N(t) > %”t) pro néjaké
t <z ao N(t) vime ze mé Poissonovo rozdéleni s parametrem At.

Véta 5.34. Predpoklddejme, Ze P(X = p) = 1 pro néjaké p > 0. Bud
o(u,z,y) = P(1(u) >z, R(z) = y).

1. Pak proy > 0 je ¢(u,0,y) = d,(y). A ddle, kdyz - % € N, pak pro y
takové, Ze % e N, plati

w/p .
-y Y AV B
¢(U,$7y) - — € 5(?) ¢(U (Z 1)M,$ pay) (516)

2. Necht z = Lﬁj +1-2a predpokladejme, Ze “Jr% € N. Pak pro y takové,
Ze % e N, plati
[w/ 1] 1

o 1o Az , %3
¢(u7x7y) = ; e’ 5(7) ¢(u - (Z - Z),U,,J] - ?7y) (517)
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3. Necht jsou u,x > 0 libovolné a necht z = @ — [%J Pak pro

pravdépodobnost preziti 1 (u, x) plati

|42
B(u,z) = kZ ¢(u,x — =L, kp) P(N(z2p1) < pk)  pro pz > zp,
=1
P(N(t)p > u) Jinak.
(5.18)
Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

Poznamka 5.35. Uvédomme si, ze Plu,2) =1 —(u,z) =1 — P(r(u) <
z) = P(r(u) > z) a(u,z) =) ¢(u, z,y), kde s¢itdme pies vsechny mozné
v

hodnoty y (je-li jich pouze spocetné mnoho). Pokud je y € N pak rovnice
(5.16) a (5.17) ziistéavaji v platnosti i kdyz ¢(u, z,y) nahradime v (u, ). V
pripadé kdy # ¢ 7 se bez ¢(u,x,y) neobejdeme. Navic pokud ruinovéani
nastalo pred casem z, kdy @ € 7, ale nikoli pred casem T — %, nejsme pro
z € (2 — £, ) schopni rozhodnout, zda ruinovéni nastalo pred ¢asem z nebo
az po ném.

5.5.2 Exponencialni prirtstky

Exponencidlné rozdélené prirustky jsou druhou variantou, kdy jsme schopni
urcit pravdépodobnosti ruinovani analyticky.
Nejprve si definujme pomocnou funkci

n

Tlw) = Z nx'n'

n=0

Tato funkce je tizce spjata s modifikovanou Besselovou funkei

e 1 N\ 2k+v
I(z) = (—)  r€RvER.
() ]; KT(v+ k + 1) \2 rEEY

Plati J(z) = [y(2y/x). J méa nékolik zajimavych vlastnosti, ale ty jsou
potieba jen pro dukaz nasledujici véty a proto je nebudeme uvadét a zajemce
odkazujeme na [Rolski et al., 1998].

Véta 5.36. Necht X ~ Exp(0), pak
Y(u,x) =1— exp{ —ou — (1 + %)/\x}g(éu + dpzx, Ax),
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kde

z

g(z,0) = J(@Z)—l—@J’(Hz)—I—/ez”J(@v)dv—i /exp{%—v}J(ﬁ>dv.

op
0

Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

Vzorec pro ¢(u, x) je sice jednoduchy, ale vypocet g(z,#) muze byt prob-
lematicky.
Uved'me jesté alternativni reprezentaci pravdépodobnosti ruinovani ¢ (u, x).

Véta 5.37. Necht X ~ Exp(0), pak

Y(u, z) = %exp{ - w} - %exp{—éu — (1+c)z} ]g(éu, Az, y)dy,

C
0

kde ¢ = 22

Y a
; exp{(20+/c + ~ )Cos vy} W
g(w,0,y) = 1+c—2\/Ecosy (smysm(y+7081ny)).
Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

5.5.3 Sealova formule

V této casti nepredpoklddame zadné specialni rozdéleni prirustku a pravdeé-
podobnost preziti ¢ (u,x) vyjddiime pomoci rozdéleni slozeného bodového

N(t)
procesu C'(t) = > X;.
i—1

Necht X; mé hustotu fx, pak rozdélen{ C'(t) muzeme vyjadiit jako

Feo (t) e N4 / x>0,
0

kde fou(y) = Z (’\t e M f3(y). Formule (5.19) a (5.20) jsou dobfe znamé

vV pojistné matematlce pod nazvem Sealova formule.

Véta 5.38. (Sealova formule)
Predpokladejme, ze P(X > 0) = 1.
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1. Pak pro pocdtecni rezervu u = 0 je

B0.0) = ~ERE@) = [ Fowl)d. (519
0
2. Prou >0 apro X s hustotou fx(y) je
B(u,2) = Fow(u+pa) / 900, ~ ) few(u+ pr)dy. (5:20)
Diikaz. [Rolski et al., 1998] O

5.6 Kdy a jak nastava ruinovani

V této casti nadale predpoklddame slozeny Poissontuv model (predpoklad 2)
a zajimame se o to, jestli je realizace vedouci k ruinovani né¢im zvlastni a
dé se na zakladé jejiho vyvoje usoudit, ze prijde ruinovani diive nez opravdu
nastane. I v této ¢asti budeme predpokladat, ze plati podminka ¢istého zisku
(5.1). Pokud by neplatila podminka ¢istého zisku, vime, Ze ruinovani nastéava
diive nebo pozdéji pro skoro kazdou realizaci.

Ruinovani ziejmé muze nastat pouze v okamziku, kdy nastava néjaka
udalost, tj. v case 0, =11 + ...+ T}, pro n € N, proto v této casti budeme
s vyhodou uvazovat ndhodnou prochazku {S,,n € N}, kterd tvori diskrétni
kostru spojitého procesu {S(t),t > 0}. Pfipomenme, ze

a zavedme jesté nové oznaceni, které souvisi s tzv. procesy rekordu (ladder
heights process). Definujme casy rekordu (ladder indices)

7(0) = 0,
7+(1) = inf{t >0:5(t) >0},
To(n+1) = inf{t >7.(n): S(t) > S(1:(n))}, neN,
tradicné uvazujeme inf() = oco. A definujme ndhodné veliciny S(7(n)),
které se obvykle nazyvaji rekordy, a maji presné takovy vyznam. V casech
7(n), n = 1,2,... realizace procesu {S(t)} dosahuje své nové nejvyssi hod-
noty (n-tého rekordu) ve svém dosavadnim vyvoji a hodnota rekordu je
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S()
2

Obrazek 5.2: Realizace nahodného procesu {S(t)} pro pocatecni rezervu u =
2 a pojistné p = 1. Dosazené rekordy S(7,(n))
jsou oznaceny body, ruinovani zpusobi treti rekord.

S(74+(n)). Realizaci procesu {S(t)} s vyznac¢enymi rekordy uvadime na
obrazku 5.2.

Diky stacionarité a nezavislosti prirustku, se zrejmé v kazdém rekordu
(14 (k), S(m4(k))), k=1,2... proces {S(t)} restartuje. Standardni vysledek
z teorie rekordu je, ze tseky procesu {S(t)} mezi jednotlivymi rekordy pred-
stavuji nezavislé stochastické procesy, které maji stejnou intenzitu ptrichodu
udalosti a shodné rozdéleni prirustku.

Pro prvni rekord definujme

V= S(r) a Z=-S(r(1)-).
Veliciny V a Z odpovidaji difve definovanym veli¢indm Y+ (u), resp. X+ (u)
popisujicim prekroceni hodnoty w resp. prebytek do doby ruinovéani, pro
pocatetni rezervu u = 0. A = V + Z je velikost prirustku, ktery zpusobi
ruinovani. Nésledujici vysledek o rozdéleni V je klasicky. Pripomenime, ze
7(u) oznacuje ¢as ruinovani pii poc¢atecni rezervée wu.
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Veéta 5.39. Pro pocatecni rezervu uw = 0 plati ndsledujici tvrzend.

1. P(V < z|7(0) < 00) = P(Z < z|7(0) < 00) = F§ ().
2. P(A<z|7(0) < 0) = iofde(y).

3. Necht U je ndhodnd veli¢ina rovnomérné rozdélend na (0,1) nezdvisld
na A, pak vektory (V,Z) a (UA, (1 —U)A) jsou stejné rozdélené vzhle-
dem k podminéné mire P(-|7(0) < 00).

Diikaz. [Feller, 1971] O

Oznacme M = sup S(t) = sup S, pak rekordy S(74(n)) urcuji rozdéleni M.
>0 n>1
Néhodné veliciny S(7y(n))—S(74(n—1)) jsou nezéporné iid [Embrechts et al., 1997]

a podle véty 5.39 pro rozdéleni jejich chvostu plati
P(S(14(1)) > x) = P(7(0) < 00)P(V > z|7(0) < 00) = ¢(0)F5(z), x> 0.

Pokud 7(0) = oo pak S(t) < 0 pro kazdé t > 0.

5.6.1 Lehké chvosty

V této podkapitole budeme predpoklddat, ze prirustky X; maji lehké chvosty,
tj. jejich momentovd vytvorujici funkce myx(s) < oo pro néjaké s > 0.
Budeme také predpoklddat, ze existuje Lundeberguv koeficient v a navic

piedpokléddejme, ze [ e F(z)dr < co. Za téchto predpokladi plati véta
0

5.22 a lim ¢(u)e™ = C, kde C je kladna konstanta zdvisld na parametrech
procesu.

Uvazujme piirustky Y; = X;—pT; ndhodné prochézky {5, } a Hy oznac¢me
jejich distribuéni funkei. Déle oznacme H,, ji piislusnou Esscherovu transfor-
maci distribuéni funkce,

x

H.,(x) = /ewdHy(y), r € R.

— 00

H., je pak distribu¢ni funkce ndhodné velic¢iny s kladnou konecnou stiedni
hodnotou [Embrechts et al., 1997]. Ozna¢me {Y;} posloupnost iid nahodnych
veli¢in s distribu¢ni funkei H,,. Hlavni myslenka jak zkoumat trajektorie {.S, },
ve kterych nastava ruinovani, je zkoumat trajektorie ptridruzené nahodné
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prochdzky {S, = . Y;,n = 1,2,...}. Zduraznéme, ze pridruzend ndhodnd
i=1

prochazka {S”nA} ma narozdil od {S,} kladny trend.
Oznacme H,, empirickou distribuéni funkeci ndhodnych veli¢in Y7, ... Y.
Podle Glivenko-Cantelliho véty (uvedena déle v textu, viz 7.3) plati

sup | H,(x) — Hy ()] — 0
zeR
s pravdépodobnosti jedna. OvSem tato skutecnost se uplné zméni, kdyz n
nahradime ¢asem ruinovani.
Vsechny dale uvedené vysledky jsou podminéné tim, Zze nastalo ruinovani,
oznacme si proto pro zjednoduseni zapisu

PW() = P(:|t(u) < 00), u>0.

Déle si oznacme N poradi prirustku, ktery zpusobi ruinovani. Uvazujeme-li
Hy empirickou distribuéni funkei Y7y, ..., Yy, pak plati nasledujici véta.

Veéta 5.40. Pro u — oo plati

sup |[Hy(z) — H.(x)| — 0 v pravdépodobnosti P™.
zeR

Veéta 5.41. Pro u — oo plati:

1. sup |29 it (4)] — 0 v pravdépodobnosti P™).

t€[0,1] 7(u)

2. Velicina %W — N v distribuci dané pravdépodobnosti P,
kde N ~ N(0,1) a s(7) je funkce zdvisld pouze na Lundebergové koefi-

cientu a momentech X.

3. Veliciny S(t(u)) —u a u— S(7(u)—) konverguji spolecné v distribuci
dané pravdépodobnosti P k nedegenerovanému sdruzenému rozdélent.
Navic T(u) a S(7(u)) — u jsou asymptoticky nezdvislé.

Dukazy uvedenych tvrzeni vedou na slozité partie teorie front. Celd tato
partie je shrnutim kapitoly 8.3 z [Embrechts et al., 1997] a z&jemce o po-
drobnéjsi studium odkazujeme na tuto literaturu a citace uvedené v ni.

Pro nés dilezity vysledek uvedenych tvrzeni je, Zze tésné nez nastane
ruinovani se rozdéleni piirustku Y; méni z Hy na H~y. Trajektorie vedouci
k ruinovani maji lokdlné rostouci trend se smérnici mi () > 0, narozdil od
globalniho klesajiciho trendu procesu {S(t)}.
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5.6.2 Teézké chvosty

V piipadé, ze prirtustky X; maji rozdéleni s tézkymi chvosty je situace naprosto
odlisna. Proces se vyviji naprosto standardné az do ¢asu ruinovani a ruino-
vani nastava jako dusledek jednoho extrémmné velkého prirustku.

Jako i dfive budeme uvazovat jen specidlni tfidu rozdéleni s tézkymi
chvosty a to rozdéleni subexponencidlni. Pro pravdépodobnost ruinovani
pak plati obdoba Cramér-Lundebergovy aproximace pro rozdéleni s tézkymi
chvosty (5.9).

Zavedme si oznacent:

o —7(u) = S(7(u)—) necht oznacuje rezervu tésné nez nastane ruinovani,
o V,=S5(14(n)) — S(r+(n — 1)) piirustky mezi rekordy,

o V(u) = S5(7(u)) rezervu v okamziku ruinovani a

e V(u) — u presah nad pocéatecni rezervu u v Case ruinovani 7(u).

Klesajici trend procesu {S(t)} zarucuje, ze s pravdépodobnosti jedna
mé proces {S(t)} jen koneéné mnoho rekordu a ruinovani zfejmé nastava
v okamziku néjakého rekordu. Oznacme proto

K(u) = inf{k € N, S(r4 (k)) > u}

poradi rekordu, ktery zpusobi ruinovani.
Pifriistky mezi rekordy V,, jsou iid a PO (V} < z) = F§(z) podle véty 5.39.
Dale plati

P(K(u)=n) = P(K(u)=n,7(u) < )
= P(r4(n) < o00)P(V} AV <u,Vi4 ...+ V> ur(u) < 00)
= P(74(n) < o0)pa(u )

po(u) =~ P(max(Vy,...,V, 1) <wu,max(Vy,...,V,) > u|lri(n) < oo)
~ PV, >u|r.(n) =7 (n—1) < 00) = POV, >u) = Fi(u), u— oo

Pro dukaz uvedenych tvrzeni ¢tenéie opét odkazujeme na knihu [Embrechts et al., 1997]
a v ni uvedené citace. Poznamenejme také, ze

P(r(u) < o00) = P(kmax (T4(k) = 1o(k—1)) < 00)

=1,...,n

— P(r(1) < o0) = ($(0))". (5.21)
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Kombinaci s 5.24 dostaneme

P(K (u)

n, 7(u) < 00)
(u)
(1(0))"Fx (u)

W(u)
— (1=(0)(x(0))", (5.22)

Q

a vidime, ze pocet rekordu nez nastane ruinovani ma asymptoticky geomet-
rické rozdéleni s parametrem 1 — ¢(0).

Jednotlivé rekordy déli trajektorie {S(t),t € [0,7(u))} do K(u) tseku,
kde K (u) mé asymptoticky geometrické rozdéleni s parametrem 1 — (0).
Prvnich K (u)—1 segmentu se chové ustdlenym zpusobem podle véty 5.39, ale
posledni tsek je odlisny. Ruinovani je zpusobeno jednim velkym priristkem
a dalo by se ocekavat, ze ruinovani pro subexponencidlni piirustky bude
popisovat teorie extrémnich hodnot.

Necht (Z(u),V(u)) je ndhodny vektor, ktery ma vzhledem k P®) stejné
rozdéleni jako vektor (—R(7(u)—), R(7(u))), pak chovéni trajektorie do ¢asu
ruinovani a ruinovani popisuje nésledujici véta. M DA(A) oznacuje specidlni
rozdéleni, tzv. maximum domain of attraction, kde normované rozdéleni ma-
xima konverguje k Gumbelové rozdéleni. Vice o téchto rozdélenich uvadi
napf. [Embrechts et al., 1997] ve tfeti kapitole.

Véta 5.42. (Ruinovdni v subexponencidlnim pripadé)
Predpoklddejme, Ze Fy € R_1/¢ pro § € (0,00) nebo Fy € MDA(A) NS (to
odpovidd & = 0) a polozme a(u) = [ F(x)dx/F(u). Pak

S(tr(u))

) )] =0

sup
t€[0,1]

(a(u) ™ (e(X = ()7 (), Z(w), V(u) —u) — (Ze, Z¢, Ve)

pro u — 00 v pravdépodobnosti P . Ndhodné veliciny Ve a Z¢ maji obé
zobecnéné Paretovo rozdéleni kde

P(Ve>v,Z: > 2)=Ge(v+2) v,2>0,

kde
— x 71/ o0
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Z veéty 5.42 okamzité dostdvame, ze pro kazdé £ € [0, 00) plati

Z(u)+V(u) —u
a(u)

— Ze + Ve

v distribuci dané pravdépodobnosti P™. Toto nese informaci o velikosti
piirustku R(7(u)) — R(7(u)—) = V(u) + Z(u), ktery zpusobi ruinovani.
Dusledek 5.43. (Velikost prirustku, ktery zpisobi ruinovdani v subexponen-

cidlnim pripadé)

1. Nechf Fg € Ryje pro € € (0,00), pak a(u) ~ &u a

lim P(“)(M > ) = (1+1(1 - 1)>x—é, x> 0.

u—00 U & T

2. Necht Fy € MDA(A) NS a a(u) je jako ve vété 5.42, pak
V(u)+ Z(u) —u
a(u)

lim P (

U— 00

> 33) =(14x)e*z>0.

5.7 Presné reseni

Samoziejme idedlni variantou feseni jsou presné vzorce pro pravdépodobnosti
ruinovani 1(u) nebo ¥ (u,z), ovSem to je mozné jen v nékolika specidlnich
piipadech a vesmés jde o slozeny Poissonuv proces.

e Slozeny Poissonuv model, kde se piichody udélosti #idi homogennim
Poissonovym procesem s intenzitou A a ptirustky maji exponencialni
rozdéleni Exzp(d), pak je pravdépodobnost ruinovani ¢ (u) = p%e_“(‘s_%).

Tento vysledek se dd odvodit ruzné napf. feSenim integralné difer-

encialni rovnice (5.2), tento postup nabizi [Rolski et al., 1998] v piikladu

na str. 163. Jednoduseji se dostaneme k témuz vysledku vypoctem Lun-

debergovych mezi (5.20).
Pro exponencidlni rozdélenf Ezp(5) snadno spocteme rmx(s) = 2 a
Lundeberguv koeficient dostaneme reSenim rovnice

)
0—s

0(s) = Alx(s) — 1) — ps = A(=2—) — ps =0
v=40— % a Fx(z) = e dosadime do

. 0 T Fx(y)dy
a_ = inf —F—
zel0z0) [ eWF x (y)dy
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a dostavame

. € k)
a_ = inf S ,
CEE[OJ?O) 6751
)
P
. ’ ‘s “ sy A .
vsechny vyrazy s  se zkrati a ziejme tedy a_ = a4 = Js a v nerovnosti

nastava rovnost.

Pro jina rozdéleni tento postup nevede k vysledku, protoze nejsme ob-
vykle schopni analitycky spoé¢ist ani Lundeberguv koeficient.

Slozeny Poissonuv model, kde se ptichody udélosti idi homogennim
Poissonovym procesem s intenzitou A a prirustky jsou deterministické,
feknéme P(X = p) = 1. Potom pravdépodobnost ruinovani

[u/p] B ()\M(k_ ﬁ))k
o) = 1= (1= 30 MR

Odvozeni muzeme nalézt napi. v [Asmussen, 2000].

Explicitni formule existuje i pro slozeny Poissonuv model s exponen-
cidlnimi prirustky (X ~ Exp(d)), kde intenzita pojistného zavisi na
aktualni rizikové rezervé R(t). Predpokladejme, ze intenzita pojistného
v case t je p(r), pokud R(t) = r. Potom za rozumnych predpokladu

kladenych na p(r) je pravdépodobnost ruinovani ¢ (u) = [ g(y)dy, pro

(LU) — /YO/\ eAw(:p)f&r
p(x)

Y

kde

xT

1
w(z) zo/@dy

1 <A
—=1 +/ M@0y
70 o p(z)

Diikaz a predpoklady tvrzeni lze nalézt v [Asmussen, 2000].

Analytické feSeni lze odvodit také pro slozeny Poissonuv model, kde
rozdéleni prirustku je tzv. phase-type, a to jak pro konstantni pojistné
tak pro pojistné zavislé na aktudlni rizikové rezervé. Phase-type dis-
tribuce je rozdéleni casu absorpce v Markovském procesu s konecné
mnoho stavy, kde jeden stav je absorpéni a ostatni jsou prechodné.
Zajemce odkazujeme na [Asmussen, 2000].
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e Piesné feseni existuje i pro slozeny Poissonuv model, kde piirustky maji
nekteré specidlni rozdélent s tézkymi chvosty. viz [Boxma and Cohen, 1998]
a rozsiteni jejich préce v [Abate and Whitt, 1999].

e Pro pravdépodobnost ruinovéni v konectném case 1 (u,z) existuji for-
mule, které by se daly nazvat presnym feSenim, pouze pro determini-
stické a exponencialni prirustky, viz kapitola 5.5.
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Kapitola 6

Simulace

V mnoha pfipadech neexistuje piesné feseni ani numerické metody vypoctu
pravdépodobnosti ruinovani a predstavu si nemuzeme udélat ani pomoci
néjakych omezeni. Potom ndm pomérné presnou piedstavu o chovani prav-
dépodobnosti ruinovani mohou dat simulace. Zajima-li nas pravdépodobnost
ruinovani v koneéném case, je situace pomérné jednoducha a fesenim jsou
bézné Monte Carlo metody. V piipadé pravdépodobnosti ruinovani v neko-
necném case vyvstdvd problém, nebot sebedels{ tisek procesu {R(¢)} ndm
nefekne zda nenastane ruinovani nékdy v budoucnu. Omezeni na konecny
horizont bylo v minulosti pouzito, ale podle [Asmussen, 2000] nedava us-
pokojivé vysledky. Nastésti i zde existuje TfeSeni a nejjednodussi metody pro
slozeny Poissonuv model popiseme v dalsim textu. V praxi nastava jesté
jeden problém. A to, ze ruinovani je obvykle malo casta udélost tedy ma
malou pravdépodobnost a dostavame se do problému s ¢asem potiebnym na
vygenerovani dostatecného poctu realizaci.

6.1 Prima Monte Carlo metoda

Tato metoda je oznacovand CMC z anglického Crude Monte Carlo. Necht
Z je néjaka nahodna velicina a predpokladejme, ze chceme zjistit z = EZ v
situaci, kdy z nemuzeme zjistit analyticky, ale muzeme simulovat Z. CMC
metoda spociva v simulaci iid ndhodnych velicin Z;,..., 7, a odhadu z
vybérovym prumeérem
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Rozptyl Z odhadujeme také jeho vybérovou variantou

1 < I
S==>(Zi—zP==> 7} -7
{Cr {C—
Aplikaci centralni limitni véty dostavame

Vi(z = 2) % N(0,0%),
kde 0% = var Z. Snadno odvodime interval spolehlivosti (2 =+ Slﬁ)), kterym
se nejcastéji reprezentuji vysledky.

Pokud jde o simulaci pravdépodobnosti ruinovani, lze CMC metodu napro-
sto piimocare pouzit k simulaci pravdépodobnosti ruinovani v koneé¢ném case
¥ (u, x). Simulujeme proces {R(t)} do ¢asu t = x a Z polozime rovno in-
dikatoru jevu, ze nastalo ruinovani

Z =I(min R(t) <0)=I(1(u) < z).

<tz

6.1.1 Metody redukce rozptylu

Ale pii simulovani mélo pravdépodobnych jevii nastdvé problém ¢asu. Cas
potiebny pro simulaci se snazime zkratit zmensenim rozptylu simulované
veli¢iny Z. Obvykle modifikujeme Z na 7’ tak, ze var 2’ < var Z aEZ' = EZ.
Toto je klasické téma literatury o simulacich, my popiseme jen dvé nejzna-
meéjsi metody pouzivané pro simulaci pravdépodobnosti ruinovani. Typicky
problém metod redukce rozptylu je, ze je potieba delsi ¢as na vygenerovani
jedné realizace Z'. Pristoupit na néjakou metodu redukce rozptylu méa smysl
pokud je var Z’ vyznamné mensi nez var Z. Pokud napiiklad var 7/ = %
pak 5 opakovani prinese stejnou presnost CMC metody jako n realizaci bez
redukce rozptylu.

Podminéna Monte Carlo metoda

Bud Z ndhodné velicina z CMC metody a Y bud néjakd dalsi ndhodnd
veli¢ina generovand ve stejny cas jako Z. Polozme Z' = E[Z|Y], pak EZ' =
EZ a plati

var Z = var (E[Z|Y]) + E(var [Z]Y]).

Druhy ¢len je ziejmé nezdporny a tedy var Z' < var Z a podminénd Monte
Carlo metoda vede vzdy k redukci rozptylu.
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Importance sampling

Idea této metody spocivd v simulaci z jiného rozdéleni, reknéme P, nez je
puvodni rozdéleni P nahodné velic¢iny Z. Miru P vybirdame tak, aby existovala
nahodna veli¢ina L takova, ze

I{Z(w) # 0} P(dw) = I{Z(w) # 0} L(w)P(dw).
Pro simulovany odhad z pak mame
»=EZ =E(LZ), (6.1)

kde E je stiedni hodnota piislusné pravdépodobnostni mite P.
Realizace CMC metody pii pouziti této metody redukce roptylu znamena
generovani iid dvojic (21, L1),...,(Zn, Ly) z P a z odhadujeme jako

Z1s = % Z LiZ;
i=1

a jeho rozptyl jako
1 < )
S%S = ﬁ Z(LZZZ — Z[S)Q.
=1
Redukce rozptylu muze byt dosazena, ale také nemusi. Zélezi to na volbé
miry P a problém spociva v optimalni volbé P.

Poznamka 6.1. Existuje optimélni volba P. P definujeme vztahem S—I; =
éz%,atedyL:%. Pak
~ ~ ~ 22 ~ [/ Z 2
var (LZ) = B(LZ)? — (ELZ)? = E<ﬁZ2> - E(EZ> =22 =0

Mohlo by se zdat, ze jsme dosahli nahodné veli¢iny s nulovym rozptylem.
Ovsem veskeré simulace a nasledné pokusy o redukei rozptylu jsme provadéli,
protoZze z nelze urcit analyticky a nemuzeme tedy spocitat L = Z.

V obecnéjsim kontextu je existence volby zarucujici redukci rozptylu
dokdzana v [Asmussen and Glynn, 2007].

I kdyz optimdln{ volbu P nemtzeme aplikovat v praxi, déva nam ndvod,
jak dosahnout velké redukce rozptylu. Snazime se volit P tak, aby 3—113 co
nejvice odpovidalo Z. To muze byt nékdy také obtizné, pak se snazime vybrat

P tak, aby velké hodnoty Z byly vice pravdépodobné.
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6.2 Simulace pomoci Pollaczek-Kinchinovy
formule

Pro slozeny Poissontuv model mame Pollaczek-Kinchinovu formuli (5.6).
1 — 4 (u) je distribuéni funkce slozené geometrické ndhodné veliciny, a tedy

Y(u) = P(Cy > u),

N
kde Cy = > X;, kde N ma geometrické rozdéleni s parametrem % a je

=1
nezavislé na X;. X, X, ... jsou nezdporné iid nahodné veli¢iny s distribu¢ni
funkei F§. CMC metodu muzeme aplikovat na ¢ (u) = z = EZ, kde Z =
I(Cy > u). Popisme jesté postup algoritmicky.

Algoritmus I
1. Generuj N; ~ Ge(’\?“).
2. Generuj Xi, ... ,X}(i z rozdéleni daného F%§ a poloz

Cn, = X{+ ...+ X},

3. Pokud Cy, > u poloz Z; =1 jinak poloz Z; = 0.

W

. Opakuj kroky 1 -3 proi=1,...n.

5. Odhadni ¢ (u) = z = EZ vybérovym prumérem 2 =z = = 3~ Z,.
i=1
Tento algoritmus dava feseni pro pravdépodobnosti ruinovani v neko-
necném case, ale pro velka u je velmi ¢asové narocény. ZlepSeni muzeme
dosdhnout redukei rozptylu.
Podminéna Monte Carlo metoda vzdy vede k redukei rozptylu. Uvazujme

Pu) = PXi+...+Xy>u)
= EP(Xi+...+Xn>u)|Xy, ..., Xy
= E[F}S((U—Xl——XN_l)]
Generujeme tedy jen Xi,...,Xy_1 a spocteme ¥ =u — Xy — ... — Xy_1

a polozime Z = 1 — F5(Y), pravdépodobnost, ze dalsi prirustek zpusobi
ruinovani.
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Algoritmus II
1. Generuj N; ~ Ge(24).
P

2. Generuj Xi,..., X} _; z rozdéleni daného F a poloz

Y:U—Xl—...—XN_l.

3. Poloz Z; =1 — F3(Y) (Z; = 1 pokud Y; < 0).

4. Opakuj kroky 1 -3 proi=1,...n.

ot

. Odhadni ¢(u) = z = EZ vybérovym prumérem 2 =z = 1 3~ Z,.
i=1

Rozptyl tohoto odhadu musi byt jako podminény Monte Carlo mensi nez

vvvvv

VVVVV

algoritmus.

6.3 Importance sampling pomoci Lundeber-
govy aproximace

[ v tomto ptipadé predpokladame slozeny Poissonuv model. Déle predpoklé-
dejme, ze jsou splnény podminky Cramér-Lundebergovy aproximace (5.7)
(tj. je splnéna podminka ¢istého zisku, mx(y) < oo a existuje Lundeberguv
koeficient). Polozme

2(u) = Plu) m L AEX

N ————¢ M =Ce "
iy () = p

¥ (u) muzeme reprezentovat pomoci procesu pirebytku naroku {S(¢)}, pak
Y(u) = e "EpeST (W74 kde 7(u) je ¢as prvniho ruinovéni a Ey je stiedni
hodnota ptislusna pozménéné mire Fy definované

Ox
Fy(da) = -5

(podrobnéji viz [Asmussen, 2000]).

Piitom ¢ (u) = 2(u) = EZ(u), kde Z(u) = e75"™)_Spojity proces {S(t)}
v praxi generujeme jen v ¢asech o,, kdy nastava n-ta udalost. Pak postup
pti generovéani ndhodnych velicin Z = Z(u) popisuje algoritmus I11.
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Algoritmus III

1. Vypocitej Lundeberguv koeficient v > 0 jako feSeni rovnice

AMmx(y) =1) —=py=0

a definuj

A= Nhx(v),  Fx(dz) = F(dz).

2. Poloz S = 0.
3. Generuj T ~ Exzp(\) a U z Fx. Poloz S = S+ U —T.

4. Pokud S > u, poloz Z = e, jinak se vrat do bodu 3.

6.4 Generovani nahodnych veli¢in

Ve vySe uvedenych algoritmech potfebujeme generovat ndhodné velic¢iny,
které pochazi z ponékud nestandardniho rozdéleni daného integrovanym
chvostem F%. Zékladni metoda pouzivana pro generovani ndhodnych velicin,
které nepochazeji z rovnomérného rozdéleni, vychazi z inverze distribucni
funkce F'.

Definice 6.2. Bud F(z) distribu¢n{ funkce néjaké ndhodné veliciny, pak jeji
inverze I je

F~(u)=inf{z: F(z) >u}, 0<u<l

Vyuziti inverzni funkce pro generovani ndhodnych veli¢in vychéazi z nésle-
dujici véty.

Véta 6.3. Bud X ndhodnd veli¢ina s distribucni funkci F, pak plati ndsledu-
jict turzend.

1. u<F(zx)<~= F~(u) <.
2. Pokud U ~ R(0,1), pak F~(U) md distribucni funkci F'.

3. Pokud je F spojitd funkce, pak F(X) je rovnomérné rozdélené na in-
tervalu (0,1).

Diikaz. [Asmussen and Glynn, 2007] O
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Pokud chceme vygenerovat nahodnou veli¢inu X z rozdéleni s distribuéni
funkei F', generujeme nahodnou veli¢inu U z rovnomérného rozdéleni R(0, 1)
a polozime X = F—(U).

Samoziejmeé existuje mnoho dalsich sofistikovanéjsich metod pro genero-
vani nahodnych velicin, nékteré dalsi metody muzeme najit v
[Asmussen and Glynn, 2007], véetné piikladu jejich pouziti. My je v textu
uvadét nebudeme. Kdykoli je to mozné pouzivame standardni metody napro-
gramované v pouzitém software R, v ostatnich piipadech si vystacime s vyse
uvedenou metodou zalozenou na inverzi distribu¢ni funkce.

6.5 Simulacni studie 11

V této ¢asti prozkoumame chovani pravdépodobnosti ruinovani pro slozeny
Poissonuv model s intenzitou A = 1 v zavislosti na ruznych parametrech,
a to vzdy pro degenerované (P(X = 1) = 1), exponencidlni (Exp(1)) a
logaritmicko-normélni (LN (u,1), kde u je voleno tak, aby stfedni hodnota
prirustku byla EX = 1) piirustky, tedy ve vSech piipadech maji prirustky
stejnou stiedni hodnotu.

Integrovany chvost je F§(z) = % fox Fx(y)dy a snadnym vipoétem dosta-
neme, ze pro degenerované piirustky s EX =1 je F§ distribuéni funkce rov-
nomérného rozdéleni na intervalu (0, 1), pro exponencidlni prirustky Exp(1)
dostdvame, ze F§ je distribuéni funkce téhoz exponencidlniho rozdéleni Exp(1).
Pro lagaritmicko-normalni prirustky neexistuje analytické vyjadreni distri-
buéni funkce a tedy ani jejitho integrovaného chvostu. V praci jsme pouzili
nejjednodussi pristup, kdy F§ pocitame numericky na miizce. Nahodnou
velicinu s rozdélenim danym F% generujeme na zakladé véty 6.3 opét num-
ericky.

Hodnoty F§ jsme generovali na miizce s krokem 0,0001. Posledni hodnota
ma miizce byla volena tak, aby pravdépodobnost ze logaritmicko-normalni
rozdéleni dosdahne hodnoty vyssi, nez je posledni bod mrizky, byla mensi
nebo rovna nez pozadovana hodnota «, kde a bylo zvoleno 0,0001. Tvar
integrovaného chvostu na zvoleném intervalu muzeme vidét na obrazku 6.1.
Pro malé hodnoty = F§(x) velmi rychle roste a proto byla zvolena pomérné
hust4 sit.

Pro vygenerovani nahodné velic¢iny s rozdélenim danym F%§ jsme gene-
rovali U z rovnomérného rozdéleni na intervalu (0,1). Nésledné alokovali
interval [i,7 + 1) takovy, ze F5 (i) < U < F%(i+ 1) a hodnotu X jsme urcili
linearni interpolaci krajnich bodu prislusného intervalu.

Pravdépodobnosti ruinovani ¢ (u) byly ziskany pfimou Monte Carlo me-
todou (algoritmus I) na zdkladé 50000 opakovéani pro degenerované a expo-
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Obréazek 6.1: Integrovany chvost logaritmicko-normélniho rozdéleni LN (y, 1)

nencialni prirustky. Numericky pristup k logaritmicko-normalnim prirustkum
vyzaduje vyssi cas pro vygenerovani jednoho vybéru, a proto jsme pravdépo-
dobnosti ruinovani ziskaly na zédkladé pouchych 10000 opakovani v CMC al-
goritmu. I pro tento pocet opakovani trvala simulace na pouzitém pocitacovém
vybaveni nékolik hodin. Uvédomujeme si, ze zvoleny pocet opakovani muze
byt pro nékteré kombinace parametru nedostatecny, ale nasim zamérem neni
urcit co nejpresnéji pravdépodobnosti ruinovani, ale udélat si predstavu o je-
jich chovani v zavislosti na ruznych parametrech.

Nejprve jsme zkoumali zavislost pravdépodobnosti ruinovani na vysi po-
jistného p pro pocatecni rezervu v = 0. Hodnoty p byly zvoleny od jedné,
kdy je ¥(0) = 1 s.j. z podminky ¢istého zisku, do hodnoty p = 4 s krokem
0,1. Simulaé¢ni studie potvrdila platnost véty 5.11. Mirna odlisnost pravdépo-
dobnosti ruinovani v tabulce 6.1 pro ruzné rozdéleni prirustku je zpusobena
nepresnosti simulace. V grafickém zobrazeni se jednotlivé kiivky prekryvaji,
a proto na obrazku 6.2 uvadime jen tu pro degenerované prirustky.

Pravdépodobnost ruinovéani klesa z hodnoty 1 na hodnotu presahujici
20%. To je az prekvapivé vysokd hodnota, kdyz si uvédomime, ze (pro p = 4)
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Obrazek 6.2: Pravdépodobnost ruinovani v zavislosti na vysi pojistného p
pro pocatecni rezervu u = 0.

je ve stiedni hodnoté ptijem za jedno obdobi ¢tyinasobny oproti ocekavané
vysi naroku. Problém je pravdépodobné v nulové pocateéni rezerve. K rui-
novani muze velmi snadno dojit na zacatku vyvoje procesu, nez rezervy
dostatecné narostou.

Pro u # 0 je uz pravdépodobnost ruinovani pro ruzné rozdéleni prirustku
ruznd. Na obrazku 6.3 uvadime pravdépodobnost ruinovani pro u = 10.
Na zékladé véty 5.22 a vztahu (5.8) bychom ocekavali, Zze pro logaritmicko-
normalni prirustky, jako reprezentanta rozdéleni s tézkymi chvosty, bude
pravdépodobnost ruinovani nejvyssi. Jde sice o asymptoticky vysledek, ale
nase ocekavani se potvrzuje i pro malé hodnoty u.

Dale muzeme vidét, ze se pravdépodobnosti ruinovani dostévaji rychle
do do velmi malych hodnot. Pro degenerované ptirustky simulace dokonce
déva od p = 1,8 (viz tabulka 6.1) nulovou pravdépodobnost ruinovéni. To je
ale zpusobeno nepresnosti a nedostate¢nym poc¢tem opakovani pro takovouto
kombinaci parametru. Pro exponencialni a logaritmicko-normalni prirustky
jsou pravdépodobnosti ruinovani nenulové pro vSechny hodnoty p. Od p =
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50) %(10)

P deg exp LN D deg exp LN
1 1 1 1 1 1 1 1
1,11 0,91064 0,90988 0,9092 1,1 ] 0,14228 0,36848 0,4454
1,21 0,83230 0,83532 0,8323 1,21 0,02660 0,15732 0,2401
1,3 ] 0,76990 0,76848 0,7700 1,3 ] 0,00516 0,07626 0,1467
1,41 0,71662 0,71440 0,7091 1,41 0,00156 0,04144 0,0952
1,5 ] 0,66602 0,66688 0,6666 1,5 ] 0,00028 0,02312 0,0720
1,6 | 0,62158 0,62326 0,6238 1,6 | 0,00010 0,01424 0,0486
1,71 0,58480 0,58818 0,5891 1,7 | 0,00008 0,00914 0,0384
1,8 | 0,55630 0,55486 0,5564 1,8 0 0,00684 0,0308
1,91 0,52730 0,52582 0,5274 1,9 0 0,00460 0,0256
2,0 | 0,50020 0,50162 0,5009 2,0 0 0,00306 0,0212
2,110,47346 0,47220 0,4814 2,1 0 0,00218 0,0198
2,21 0,45422 0,45244 0,4542 2,2 0 0,00214 0,0177
2,3 10,43284 0,43450 0,4358 2,3 0 0,00130 0,0155
24 10,41274 0,41638 0,4157 24 0 0,00126 0,0143
2,51 0,39540 0,40050 0,4029 2,5 0 0,00066 0,0123
2,6 | 0,38814 0,38530 0,3847 2,6 0 0,00102 0,0097
2,7 10,36926 0,36522 0,3679 2,7 0 0,00060 0,0113
2,8 10,35462 0,36000 0,3513 2,8 0 0,00070 0,0093
2,9 | 0,34422 0,34364 0,3475 29 0 0,00046 0,0070
3,0 | 0,33442 0,33236 0,3386 3,0 0 0,00042 0,0079
3,110,32192 0,32382 0,3243 3,1 0 0,00050 0,0073
3,2 | 0,31586 0,31420 0,3109 3,2 0 0,00030 0,0058
3,3 | 0,30104 0,30440 0,3031 3,3 0 0,00018 0,0059
3,4 10,29418 0,29152 0,2934 3.4 0 0,00020 0,0052
3,5 | 0,28876 0,28488 0,2833 3,5 0 0,00022 0,0058
3,6 | 0,27960 0,27858 0,2743 3,6 0 0,00030 0,0054
3,71 0,26950 0,27024 0,2632 3,7 0 0,00018 0,0056
3,8 1 0,26044 0,26190 0,2624 3.8 0 0,00016 0,0058
3,9 | 0,25754 0,25448 0,2494 3,9 0 0,00020 0,0041
4,0 1 0,24854 0,24776 0,2501 4,0 0 0,00014 0,0031

Tabulka 6.1: Pravdépodobnost ruinovani pro pocatecni rezervu u = 0 vlevo a
u = 10 vpravo v zavislosti na vysi pojistného, pro degenrované P(X = 1) =
1, exponencidlni Exp(1) a logaritmicko-normalni prirustky LN (u, 1).

2,7 je rozdil dokonce celého tadu, ale musime opét zduraznit nedostate¢nost
simulace pro takto malé hodnoty ©(u). Pro exponencidlni piirtustky klesa
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Obrazek 6.3: Pravdépodobnost ruinovani v zavislosti na vysi pojistného p
pro pocatecni rezervu u = 10.

Y (u) az do f4du 107, pro logaritmicko-normdlni do fadu 1073.

Nakonec jsme se zabyvali jesté zavislosti pravdépodobnosti ruinovani
¥ (u) na pocatecni rezervé u. Vybrali jsme prostiedni hodnotu pojistného
p = 2. Prou = 0 je pravdépodobnost ruinovani pro vSechny tii typy prirustku
stejnd (viz véta 5.11), s rostoucim u klesé nejrychleji pro degenerované pii-
rustky a nejpomaleji dle o¢ekavani pro logaritmicko-normalni prirustky.
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Obrazek 6.4: Pravdépodobnost ruinovani v zavislosti na vysi pocatecni re-
Zervy u pro p = 2.

(u)

deg exp LN
0,17716 0,30338 0,3062
0,05306 0,18134 10,2116
0,01566 0,11382 0,1456
0,00442 0,06748 0,0990
0,00114 0,04048 0,0807
0,00026 0,02560 0,0570
0,00010 0,01456 0,0493
0,00002 0,00884 0,0341
0,00000 0,00560 0,0268
0,00002 0,00334 0,0222

© 00 O UL Wi+

—_
e}

Tabulka 6.2: Pravdépodobnost ruinovani pro pojistné p = 2 v zavislosti na
pocétecni rezervé u, pro degenrované P(X = 1) = 1, exponencidlni Exp(1)
a logaritmicko-normalni prirustky LN (u, 1).
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Kapitola 7

Statistické metody odhadu
parametru a testy hypotéz pro
slozené bodové procesy

Predpokladejme, ze pozorujeme proces {R(t)}, ktery spliiuje predpoklad 2,
tj. {C(t)} je slozeny Poissonuv proces a pojistné je inkasovédno spojité s
konstantni intenzitou p. Pak z vyvoje procesu { R(t)} snadno dostaneme ¢asy
on, kdy nastava n-ta udalost a stejné tak velikost skoku X, v ¢ase o,,. Vime,
ze prirustky X;, ¢ € N jsou iid a nezavislé na ¢itacim procesu {N(t) =
Y. I{o; < t},t > 0}. Diky vzdjemné nezdvislosti muzeme charakteristiky

i=1
¢itactho procesu {N(t)} a prirustku X; odhadovat oddélené.

7.1 Odhad parametri v homogennim Pois-
SONove procesu

Pozorujeme casy udalosti o;, které tvori homogenni Poissonuv proces s in-
tenzitou \. Proces pozorujeme do néjakého ¢asu t, tedy mame vektor ¢asu
o= (01,...,0), kde 0, <t. Odvodime vektor mezicasua T' = (T3, ...T,), kde
Th=o01aTl,=0;—0;_1, 1 =2,3,.... O T; vime, zZe jsou iid s exponencidlnim
rozdélenim Exp()), tj. s hustotou fi(z) = Ae ™ pro A > 0,2 > 0.

Odhad parametru A odvodime metodou maximalni vérohodnosti.

n

L)) = H fal) = A e

=1
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Logaritmicka vérohodnost je

[(\) =log L(\) = nlog A= A Y T,
=1
Derivaci

ol n "
a2

polozime rovnu nule a dostavame

ps
I
=

7.2 Testovani hypotéz o homogennim Pois-
sonove procesu

Na zakladé nasich predpokladu by 7; méli tvorit ndhodny vybér z expo-
nencidlniho rozdéleni. To mimo jiné také znamenad, ze 7; jsou nezavislé na
case. Tuto hypotézu muzeme testovat ruzné.

1. Méame-li dostatek pozorovani, muzeme parametr A\ odhadovat v po-
suvném okné. Dostdvame tak odhad A(t), ktery je funkei ¢asu, a pokud
je splnén predpoklad nezavislosti, méla by tato funkce byt piriblizné
konstantni. Tato metoda je vhodn& jako orientacni a muze nas vést
k néjaké domnénce o tom, jakym zpusobem je porusen predpoklad
nezavislosti a v nasledném testovani muzeme volit vhodnéjsi testy.

2. Vektor pozorovani si rozdélime na dvé casti a testujeme nulovou hy-
potézu Fy = Fjy, ze distribu¢ni funkce v obou ¢astech jsou shodné. Exis-
tuje mnoho ruznych testu a kazdy z nich je citlivy na jiny druh poruseni
nulové hypotézy. My uvedeme dvouvybérovy Kolmogorov-Smirnovuv
test a dvouvybérovy Wilcoxonuv test.

Nez si presné formulujeme jednotlivé testy definujme si formalné empir-
ickou distribuéni funkci a uved me nékteré jeji vlastnosti.

Definice 7.1. Polozme
1 n
F, = — HX,; < s
(0= X <o)

pak F}, je empiricka distribucni funkce nahodné veli¢iny X ziskand na zakladé
pozorovani Xi,...,X,.
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S rostoucim n se empirickd distribu¢ni funkce blizi skutec¢né distribuéni
funkci F'. Formalné tuto skutecnost uvadi nasledujici véta.

Véta 7.2. Pro kaZdé x € R a pro n — oo plati F,(x) =, F(z).
Diikaz. [Andél, 2005]. O
Jesté silnéjsi tvrzeni nam dava znama Glivenko-Cantelliho véta.

Véta 7.3. (Glivenko-Cantelli)
Oznaéme D,, = sup |F,(z) — F(z)|, pak
zeR

P( lim Dn:()> — 1.

n—oo

7.2.1 Testy nezavislosti na case
Dvouvybérovy Kolmogorov-Smirnoviv test

Necht X1,..., X,, je ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou distribuéni funkef
F anecht Yi,...,Y, je na ném nezdvisly ndhodny vybér z rozdéleni se spo-
jitou distribuc¢ni funkei G. Kolmogorov-Smirnovovym testem ovérujeme hy-
potézu Hy : F' = G proti alternativée Hy : F' # G. Oznacme F), empirickou
distribuéni funkci na zakladé X, ..., X,, a G,, empirickou distribu¢ni funkci
na zakladé Y7, ..., Y,. Dédle ozna¢me

Dy = sup |Fp(x) — Go(2)).

z€R

Z véty 7.3 dostavame D,, ,, LA pro m,n — oo. Smirnov odvodil presnéjsi
vysledek, na kterém je zalozen test hypotézy.

Véta 7.4. (Smirnov)

Oznacme M = " a poloZme
K(z)=1-s 2:(—1)]“Jrl exp{—2k*z?}.
k=1

Pak pro kazdé x plati

lim P(VMD,,, <z)=K(x).

m,n— o0
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Ptesné rozdéleni a kritické hodnoty pro konecné m,n jsou tabelované.
Pro velké hodnoty m,n se pouziva aproximativni piistup. Funkce K(z) se
aproximuje pomoc{ prvnich élentt K (z) ~ 1 —2e~2%" (grafické posouzeni kva-
lity aproximace muzeme najit v [Andél, 2005]). Pouzijeme-li tuto aproximaci,
dostaneme

P(Di < —=) =1 2¢72,

VM
Pro test hypotézy pozadujeme, aby se vyraz na pravé strané rovnal 1 — «,

coz plati pro z, = %log % Aproximativni kritickd hodnota pak je

T 1 2
D* == =4/=—1log—.
m,n(a) \/M 2M OgO{

Praktické provedeni Kolmogorov-Smirnovova testu spociva ve vypoctu
empirickych distribuénich funkei F),,, G, a nésledné veliciny D,, ,,. Pro malé
rozsahy vybéra m,n se D,,, porovna s presnymi kritickymi hodnotami, pro
velké m,n se vyuzije aproximace na zakladé Smirnovovy véty 7.4. Polozi se
Ty = \/MDm,n a spocte se K (xg). Pokud vyjde K(zg) > 1 — o zamitd se Hy
na hladiné pfiblizné «. Druhou moznosti je porovnat D,, , s aproximativni
kritickou hodnotou D, , ().

Kolmogorov-Smirnovuv test je standardné naprogramovan snad v kazdém
statistickém software. V R ho najdeme pod ptikazem ks.test.

Dvouvybérovy Wilcoxontuv test

Necht Xi,...,X,, je, stejné jako v pifpadé Kolmogorov-Smirnovova testu,
ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou distribuén{ funkei F a necht Y3, ...,Y,
je na ném nezavisly ndhodny vybér z rozdéleni se spojitou distribucni funkei G.
Chceme testovat hypotézu Hy : F' = G proti alternativée Hy : F # G.
Sdruzeny nahodny vybér, tj. vSech m + n nahodnych velicin X1, ..., X,,,
Yy, ..., Y, usporadame vzestupné podle velikosti. Oznac¢ime T7 soucet poradi
hodnot X;,...,X,, a T, oznac¢ime soucet poradi hodnot Yi,...,Y,. Ziejmé

(m+n)(m+n+1)

h+1;= 5

a za platnosti nulové hypotézy Hy : F' = G je

mmAntl) g _mnmintl) (7.1)

ET, =
! 2 ’ 12

Misto ndhodné veliciny T} se castéji k testu hypotézy pouziva velicina
U, = mn+@—ﬂ. Testu zalozenému na U, se fika také Mann-Whitneyuv
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test. Oznac¢me déle Us = mn + @ —T5, pak Uy + Uy = mn. Nulovou
hypotézu o rovnosti distribu¢nich funkei zamitame, pokud min{U;, Us} je
mensi nebo rovno nez tabelovana kritickd hodnota.

Pro velké hodnoty m a n se pouziva asymptoticky test. Bylo dokazano,
ze pro m — 0o a n — oo ma ndhodna velicina T} asymptoticky normaélni

rozdéleni. Z definice U a z vzorce (7.1) dostaneme
m(m+1) m(m+n+1) mn

EU, = - _mn
p=mnt 2 2

1
varU; = varT] = mn(ml—;n—i— )

Jednoduchymi tpravami dostaneme U, = mn—U; a tedy EU, = mn—EU; =

ot = EU; a var Uy = var Uy, a nakonec

Ul - EUl Ul - % as
Unw = = ~ N(0,1
MW Nar U, mn(mtntl) (0,1)

12

a pokud |Upyw| > u(%), pak nulovou hypotézu zamitdme na hladiné blizici
se a. [Andél, 2005] uvadi, ze asymptoticky test zalozeny na Upy se dé pouzit
pro m > 10,n > 10.

V R najdeme Wilcoxonuv test ve standardni knihovné stats pod piikazem
wilcox.test.

I kdyz je Wilcoxonuv test formulovan proti obecné alternative, je citlivy
hlavné na alternativu posunuti, tj. F'(z) = G(x — xy), xo # 0. Pokud se
distribuéni funkce F' a G lisi spiSe tvarem nebo rozptylem je vhodnéjsi pouzit
vyse uvedeny Kolmogorov-Smirnovuv test.

7.2.2 Testy exponenciality

Déle muzeme testovat zda casy T; pochézi z exponencidlniho rozdéleni.
Obvykle ovsem nezname parametry exponencidlniho rozdéleni a nemuzeme
pouzit bézny jednovybérovy Kolmogorov-Smirnovuv test. Ale muzeme pouzit
Lillieforsuv test, coz je obdoba jednovybérového Kolmogorov-Smirnovova
testu, pro parametry odhadované z dat.

Lillieforsuv test

Jednovybérovy Kolmogorov-Smirnovuv test se pouziva pro testovani hy-
potézy, ze dana pozorovani jsou realizaci nahodné veli¢iny s distribuéni funkei
Fy, pricemz Fjy musi byt spojita a kompletné specifikovana, tzn. musi byt
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znamé jeji parametry. Pokud jsou parametry odhadované z dat, nelze Kolmo-
gorov-Smirnovuv test pouzit, alespon ne s klasickymi kritickymi hodnotami.
Nastésti pro exponencidlni rozdéleni existuje teseni viz [Lilliefors, 1969].

Uvazujme nahodny vybér X1, ..., X,, a jeho empirickou distribuéni funkci
F,,. Chceme testovat hypotézu, ze Xi,...,X, je ndhodny vybér z expo-
nencidlniho rozdéleni a parametrem A, kde A > 0 je libovolné.

Oznacme F), distribu¢ni funkci exponencidlniho rozdéleni s parametrem
A= % odhadnutym z Xi,..., X, a definujme

D,, = sup |F,, — F)|.
z€R

Pokud D,, prekroci tabelované kritické hodnoty pak zamitame nulovou hy-
potézu, ze vybér pochézi z exponencialniho rozdéleni.

Test exponenciality zalozeny na Kullback-Leiblerové informaci

Zajimavy a silny test exponenciality uvadi [Ebrahimi et al., 1992]. Opét pred-
pokladdme nahodny vybeér z rozdéleni s distribuéni funkei F a hustotou f(x)
pro z > 0 a zajimame se o test hypotézy Hy : f = fo = Ae™>* proti alterna-
tive Hy : f # fo. Parametr A miuze, ale nemusi byt specifikovan.

Rozhodovani mezi hypotézou a alternativou je zalozeno na Kullback-
Leiblerové diskriminac¢ni informac¢ni funkei

f(z)
fo(x)>dx. (7.2)

I(f, fo) je nezépornd a I(f, fo) = 0 prave tehdy kdyz f(x) = fo(x) pro skoro
vSechna z. Kullback-Leiblerova diskrimina¢ni funkce métri miru nepodobnosti
mezi f a fo. Za platnosti nulové hypotézy by méla byt I(f, fo) = 0 a velké
hodnoty I(f, fo) svédéi pro alternativu. Nanestésti pro presny vypocet in-
tegralu v (7.2) potiebujeme znat obé hustoty f i fo. Ale test muzeme zalozit
na odhadu.

Definujeme entropii f

1.4 = [ o (

H(f) = - /0 " f (@) log f(a)da

pak za platnosti Hy mame

I(f.fo) = —H(f) - / " f (@) log fo(w)de =

:—H(f)—log)\+/\/ooozvf(:n)dx:—H(f)—log)\+1. (7.3)
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Odhadem entropie se zabyvalo mnoho studii. Autofi si pro svij test vybiraji
Vasickiuv odhad

Z 10g < X(1+m) - X(zfm))>a

kde se entropie odhaduje v posuvném okné a velikost okna m se voli 0 < m <
5. X1y < ... < X(y) jsou poradové statistiky nahodného vybéru a polozime
X (i) = X(1) pokud i < 1 a X5y = X,y pokud i > n.

Pokud parametr A\ neni specifikovan v nulové hypotéze, odhadneme ho v
rovnici (7.3) na zdkladé vybéru X,..., X, jako A = % a odhad Kullback-
Leiblerovy informace I(f, fy) mezi daty a nespecifikovanym exponencidlnim
rozdélenim je

Ly = —Hmn—logS\le: - mn—i—log7+1.

Velké hodnoty [,,, naznacuji, ze ndhodny vybér Xi,..., X, nepochéazi z
exponencialniho rozdéleni. Autorfi ¢lanku uvazuji monoténni transformaci
K Ly, = e 1™ ktera normuje hodnoty na interval [0, 1]. Na zdkladé Monte
Carlo simulaci tabelovali kritické hodnoty pro tento test a ¢ast jich uvadi i
v citovaném clanku ([Ebrahimi et al., 1992]).

Konkrétm’ provedeni testu je velmi jednoduché Autoti uvadi i tabulku,
Pro pevné m se velmi snadno spocte odhad I,,, a nasledné jeho normal—
izace K L,,,. Tato hodnota se porovna s tabelovanymi kritickymi hodnotami
Crun (). Nulové hypotéza se zamita na hladiné o pokud je K Ly, < Cpn(a).

Autori v ¢lanku porovnavaji svuj test z hlediska sily s nékolika dalsimi
testy a ukazuji, ze mnohdy dosahuje vétsi sily, nebo je jeho sila alespon
srovnatelna s jinymi testy exponenciality.

7.3 Odhady rozdéleni prirustka X,

Do casu t pozorujeme konecnou posloupnost udalosti X; a zajima nas z
jakého pochéazeji rozdéleni. Prvni fazi odhadu bude uré¢ité histogram nebo
jadrovy odhad hustoty. Jadrovy odhad hustoty narozdil od histogramu dava
ruznym bodum ruznou vahu a jeho vysledkem je hladka funkce, ktera byva
pro grafickou predstavu vhodnéjsi.

. ] — —
fule) = o LK)
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kde K je néjakd vahova funkce. Bezné se pouziva nékolik ruznych tvaru
vahové funkce. Pii samotném vypoctu ve statistickém software si musime
dat pozor, aby byly zakazané zaporné hodnoty x, protoze prirustky X; jsou
z definice nezdporné a pro jejich hustotu tedy musi platit f(x) = 0 pro X < 0.

7.4 'Testovani hypotéz o prirtstcich X;

Odhad hustoty nas muze vést k néjaké domnénce o typu rozdéleni a tuto
domnénku pak muzeme testovat, nejcastéji pomoci empirické distribuéni
funkce. Opét si musime déat pozor na to, ze obvykle nezname parametry
daného rozdéleni.

Nez se pustime do néjakych odhadu, méli bychom otestovat zda jsou
jednotlivd pozorovani nezavisla a pochézi ze stejného rozdéleni (a zda méa
vubec smysl se zabyvat odhadem rozdéleni). O X; predpokldadame jednak, ze
jsou pozorovani nezavisla mezi sebou a jednak, Ze jsou nezavislé na ¢itacim
procesu N(t).

7.4.1 Testy nezavislosti a ndhodnosti prirustku X;

Podpurnou grafickou metodou muze byt odhad EX; a var X; v posuvném
okné. Pokud popisné statistiky vykazuji néjaky trend svédci to pro zavislost
pzorovani na case.

Znaménkové testy

Zakladni a Siroce pouzitelné testy nezavislosti jsou tzv. znaménkové testy.
O X, predpokladame, Ze jsou iid a ze pochazi ze spojitého rozdéleni. Pak jsou
jejich hodnoty skoro jisté ruzné. V praxi se samoziejmeé ¢asto stava, ze jsou v
datech nékteré hodnoty shodné, to neni vylucujici pro pouziti znaménkovych
testu. Podstatné je, aby tento jev neprevladal.

1. Chceme testovat hypotézu Hy, ze pozorovani X, ..., X, jsou iid, proti
obecné aletrenative Hy; = non H,. Z pozorovanych hodnot Xi,..., X,
spocteme medidn X a vytvoifme posloupnost znamének s; = sign(X; —
)~(), t=1,...,n, pokud jsou v ni nuly, pak je vynechdme. Dostavame
posloupnost délky N < n, kde je m ¢isel +1 a n cisel -1. Spocteme P
pocet skupin stejnych znamének (sérif).

Piiklad. V posloupnosti -1,-1,-1,-1,1,1,-1,1,1,1,-1,-1 je P =5 sérii.
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Za platnosti Hy je EP = Qan +lavarP = —Qmﬁgmi)m

Yay — % s.7. Naopak pokud Hy neplati da se ¢ekat, ze P bude hodné
malé ¢ hodné velké. Kritické hodnoty pro P(m,n) jsou tabelovany.

a samoziejmeé

Pro velky rozsah vybéru (uvadi se n > 20) ma za platnosti Hy ndhodné

veli¢ina Z = 5% ~ VN <% — ) asymptoticky normaln{ rozdéleni
N(0,1). V testu pak porovnavame Z s kritickymi hodnotami pro nor-

malni rozdéleni na hladiné a.

2. Druha varianta znaménkového testu vyuziva porovnani dvou sousednich
realizaci ndhodné veliciny X. Spocteme s; = sign(X;11 — X;), i =
1,...,n —1 a necht opét P znac¢i pocet sérii v posloupnosti s, ..., sy,
kde jsme vynechali vSechny nuly (N < n —1). Pii Hy je EP = 2271 a
var P = %. Pro velké hodnoty n (n > 20) se opét pouziva normalni

aproximace. Z = P;;Ei < N(0,1).

7.4.2 Nezavislost na N(t)

Pokud jsou X; nezdvislé na N(t) musi{ byt nezdvislé i na case, nebot N (t)
je neklesajici transformace ¢asu. Proto jakykoli trend v pozorovanich bude
svedcit spiSe pro zamitnuti nezavislosti. Jako statisticky test ndm muze po-
slouzit Spearmanuv test, ktery testuje nezavislost dvou nahodnych velic¢in, a
to z pouhé znalosti potadi sledovanych hodnot.

Pozorujeme ndhodny vybeér (N(t1), X1),...,(N(t,), X,,) usporadany po-
dle velikosti N (t;) a i odpovidé potadi jednotlivych N (¢;) v (N(t1), ..., N(t,)).
Poté usporadame podle velikosti prirustky Xi,..., X, a stanovime jejich
poradi R; v usporadané posloupnosti. Spearmannuv korela¢ni koeficient se
definuje jako korelac¢ni koeficient poradi, tj.

n

cov (i, R;) 6 : 2
r¢g=-—m———m—>"=1—- —— i— R;)*.
8 Vvarivar R; n(n? —1) ;< )

Skutecné méa vlastnosti korelacniho koeficientu, tedy nabyva hodnot od -1 do
+1. Pro test nulové hypotézy Hy : N(t) a X jsou nezavislé ndhodné veli¢iny
jsou tabelované kritické hodnoty. Pro n > 30 se pouziva asymptoticka nor-
malita U = rgv/n—1 ~ N(0,1) a nulovou hypotézu zamitame pokud |U|
presdhne kritické hodnoty normélniho rozdéleni na pozadované hladiné a.
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Kapitola 8
Zaveér

V préci jsme co nejpiehlednéji shrnuli mnozstvi znamych vysledku pro slozené
nahodné velic¢iny a slozené bodové procesy, které jsou roztiisténé v rozsahlé
literature. Zamérem bylo vytvorit text, ktery bude srozumitelny kazdému,
kdo ma alespon zakladni znalosti z teorie pravdépodobnosti a matematické
statistiky. Text, ktery bude dostatecny pro prvni seznameni se slozenymi
bodovymi procesy a procesy rizika. Tato oblast matematiky je ale natolik
rozsahla, ze se ndm nepodarilo do prace zahrnout mnohé dalsi pristupy k
slozenym bodovym procesum, jako jsou napiiklad martingalové techniky c¢i
vyuziti markovskych fetézcu. Do textu se také neveslo rozsiteni vysledku na
jiné modely piichodu udélosti, nez je slozeny Poissonuv model.

Pomoci simula¢nich technik jsme si udélali predstavu o chovani slozenych
¢itaci nahodné veli¢iny. Rozdéleni prirustku jsme volili exponencialni, protoze
pro néj plati nejvice specialnich vysledku a omezeni, a logaritmicko-normalni
jako zastupce rozdéleni s tézkymi chvosty. Porovnavame-li slozené nahodné
veliciny v zavislosti na typu prirustku, je prubéh jejich hustoty podobny,
ale ve stfedni hodnoté je rozdil priblizné jednoho fadu. Dale jsme zkoumali
kvalitu nékterych aproximaci ¢i omezeni pro slozené ndhodné veli¢iny.

Druhé polovina prace je vénovana slozenym bodovym procesum a pro-
cesum rizika. Opét na zdkladé simulaci jsme zkoumali zavislost pravdépo-
dobnosti ruinovani na ruznych parametrech modelu. Piirustky jsme volili
degenerované, exponencialni a logaritmicko-normélni jako zastupce rozdéleni
s tézkymi chvosty. Rozsah simulaci rozhodné nebyl dostatecny, aby ziskany
vysledek odpovidal teoretickym hodnotam pravdépodobnosti ruinovani. Ale
to ani nebylo zamérem. Simulace davaji predstavu o tom, jak se méni pravdé-
podobnost ruinovani v zavislosti na poc¢atecni rezervé u a v zavislosti na po-
jistném p. V obou pripadech podavame také srovnani vyvoje pro uvazované
rozdéleni prirustku.
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Snazili jsme se porovnat i stfedni hodnotu casu ruinovani, ale kvuli velké
casové narocnosti simulaci jsme nedospéli k pouzitelnym vysledkum. Do
textu jsme také nezahrnuli studie pravdépodobnosti ruinovani v koneéném
case.

V zavéru prace jsme ukézali jak se daji pouzit bézné statistické metody a
testy pfi analyze realnych dat pochazejicich z néjakého slozeného bodového
procesu.
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Prilohy

Slozené geometrické rozdéleni

- slozene geometricke rozdeleni -----------------
geom<-function(n,p,prirustky=c("deg", "exp","log_norm"),
EX=1,varX=1){ # generuje nahodny vyber ze slozeneho geometrickeho
rozdeleni # p = parametr geom rozdeleni # n = delka vyberu

# EX = stredni hodnota prirustku, resp. parametr LN rozdeleni #
deg = degenerovane prirustky # exp = exponencialni prirustky
Exp(1/EX) # log-norm = logarotmicko normalni prirustky LN(EX,varX)
neni veskuteckosti stredni hodnota a rozptyl

C<-c() for (i in 1:n){
N<-rgeom(1,1-p) # rozdilna definice geometrickeho rozdeleni v R a v textu

#PRIRUSTKY

if (prirustky=="deg"){
#degenerovane prirustky
X<-seq(EX, by=0, length=N)
+

if (prirustky=="exp"){
#exponencialni prirustky
X<-rexp(N, (1/EX))
X

if (prirustky=="log_norm"){
#logaritmicko-normalni prirustky
X<-rlnorm(N,EX,varX)



C<-c(C,sum(X))
}
return(C) }

Slozené Poissonovo rozdéleni

- slozene Poissonovo rozdeleni —-—-—--—----——----------
pois<-function(n,lambda,prirustky=c("deg", "exp","log_norm"),
EX=1,varX=1){ # generuje nahodny vyber ze slozeneho geometrickeho
rozdeleni

# lambda = parametr Poissonova rozdeleni # n velikost vyberu

# EX = stredni hodnota prirustku, resp. parametr LN rozdeleni #
deg = degenerovane prirustky # exp = exponencialni prirustky
Exp(1/EX) # log-norm = logarotmicko normalni prirustky LN(EX,varX)
neni veskuteckosti stredni hodnota a rozptyl

C<-c() for (i in 1:n){
N<-rpois(1,lambda)

#PRIRUSTKY

if (prirustky=="deg"){
#degenerovane prirustky - kontrola
X<-seq(EX, by=0, length=N)
b

if (prirustky=="exp"){
#exponencialni prirustky
X<-rexp (N, (1/EX))
}

if (prirustky=="log_norm"){
#logaritmicko-normalni prirustky
X<-rlnorm(N,EX,varX)

}
# ________________________________________________________
C<-c(C,sum(X))
+
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return(C) }

CMC algoritmus pro ¢ (u)

#-—————- CMC algoritmus pro psi(u)-------—————————————-
# simulace pravdepodobnosti ruinovani v nekonecnem case
# na zaklade Algoritmu I z textu

CMC <- function(n,u=0,p=1,lambda=1,prirustky=c("deg",
"exp","log_norm") ,EX=1,b=1){ parametr<-lambda*EX/p  #parametr
geometrickeho rozdeleni

#pokud >=1 pak ruinovani skoro jiste
if (parametr>=1) return(l) else { # lambda=parametr Poissonova
procesu # EX=stredni hodnota prirustku # b jen pro log-norm
prirustky b druhy param LN(a,b)

Z<-c() for (i in 1:n){
N<-rgeom(1, (1-parametr))
s#rozdilna definice geom rozdeleni v R a v textu

#PRIRUSTKY

if (prirustky=="deg"){
#degenerovane prirustky
X<-seq(EX, by=0, length=N)
b

if (prirustky=="exp"){
#exponencialni prirustky, F°s zustava stejne exp rozdeleni
X<-rexp(N, (1/EX))
b

if (prirustky=="LN"){
#logaritmicko-normalni prirustky
a<-log(EX)-(1/2*%b"~2)
X<-rlnorm(N,a,b)

CC<-sum(X)

if (CC>u) x<-1 else x<-0
Z<-c(Z,x)
pravdepodobnost<-mean (Z)
rozptyl<-var(Z)
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}
return(data.frame(pravdepodobnost,rozptyl)) } }

Stfedni hodnota ¢asu ruinovani

- stredni hodnota casu ruinovani--------—-—-—----—-
Etau<-function(n,u=0,p=1,lambda=1,prirustky=c("deg",
"exp","log_norm") ,EX=1,b=1){ #simuluje proces R(t) dokud nenastane
ruinovani, vraci vyberovy prumer a rozptyl casu ruinovani #pro
urcite kombinace parametru a poctu opakovani trva neunosne dlouho

#n pocet opakovani realizace procesu #lambda intenzita Poissona
(casy mezi udalostmi exp(lambda)) #prirustky '"deg"=degenerovane
velikosti lambdaX # "exp'"=exponencialni Exp(lambdaX)
EX=1/lambdaX

tau<-c()

for (i in 1:n){
sigma<-0
R<-u

while (R>=0){
t<-rexp(l,lambda) #cas mezi udalostmi
sigma<-sigmatt
#cas udalosti (na konci cyklu je cas udalosti, ktera zpusobila ruinovani)

#PRIRUSTKY

if (prirustky=="deg"){
#degenerovane prirustky
X<-EX
b

if (prirustky=="exp"){
#exponencialni prirustky
X<-rexp(1, (1/EX))
i

if (prirustky=="LN"){
#logaritmicko-normalni prirustky
a<-log(EX)-(1/2%b"2)
X<-rlnorm(1,a,b)
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# _____________________________________________
R<-R+p*t-X
}

tau<-c(tau,sigma)

3

E<-mean(tau) rozptyl<-var(tau)

return(data.frame(E, rozptyl)) }

Pravdépodobnost ruinovani v konecném case

#-— pravdepodobnost ruinovani do casu T --—---=———=——————--—-
pst<-function(n,T,u=0,p=1,lambda=1,prirustky=c("deg",
"exp","log_norm") ,EX=1,b=1){ #simuluje proces do casu T, sleduje
zda nastalo ruinovani a vraci v jakem pomeru nastalo ruinovani

#n pocet opakovani realizace procesu #lambda intenzita Poissona
(casy mezi udalostmi exp(lambda)) #prirustky "deg"=degenerovane
velikosti lambdaX # "exp"=exponencialni Exp(1/EX) #
"log_norm"=logaritmicko-normalni LN(a,b), a voleno tak aby stredni
hodnota =EX

pravdepodobnost<-c ()

for (i in 1:n){

#POISSONUV PROCES N(t)
t<-0
sigma<-c() #casy udalosti

while (t<=T) A
t<-t+rexp(1l,lambda)
sigma<-c(sigma,t)

¥

# po pruchodu cyklem je posledni cas udalosti v sigma vetsi nez T
# orizneme
sigma<-sigma[-(length(sigma))]
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# pokud sigma prazdny vektor dava varovani ale je to 0K

#PRIRUSTKY

if (prirustky=="deg"){
#degenerovane prirustky
X<-seq(EX, by=0, length=length(sigma))
}

if (prirustky=="exp"){
#exponencialni prirustky
X<-rexp(length(sigma), (1/EX))
}

if (prirustky=="LN"){
#logaritmicko-normalni prirustky
a<-log(EX)-(1/2*%b"~2)
X<-rlnorm(length(sigma),a,b)

#SLOZENY POISSONUV PROCES C(t)
C<-cumsum (X)
# PROCES RIZIKA R(t)=u+pt-C(t)

P<-p*sigma #pojistne
R<-u+P-C  #risk reserve proces
# __________________________________________________

if (min(R)<0) x<-1 else x<-0
pravdepodobnost<-c(pravdepodobnost,x)

3

return(mean (pravdepodobnost)) }

111



Cebysova nerovnost

Omezeni pravdépodobnosti ruinovani na zakladé CebySovy nerovnosti

10

C()
6
!

112



