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bodových proces̊u
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3.4 Simulačńı studie I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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4.2 Ruinováńı a př́ıbuzné pojmy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
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5.4.5 Daľśı aproximačńı metody . . . . . . . . . . . . . . . . 65
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6.5 Simulačńı studie II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
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Rejstř́ık 104
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Použité značeńı a konvence

C množina komplexńıch č́ısel
D
EX, varX středńı hodnota, rozptyl náhodné veličiny X, použ́ıváno

také jako označeńı společné středńı hodnoty či rozptylu iid
náhodných veličin Xi, i ∈ N

FX , GX distribučńı funkce náhodné veličiny X
fX(x) hustota náhodné veličiny X
FX chvost FX(x) = 1− FX(x) = P (X > x)
F1 ∗ F2, F

∗k konvoluce distribučńıch funkćı, k-tá konvoluce distribučńı
funkce F (též k-tá konvolučńı mocnina)

F s
X integrovaný chvost rozděleńı, F s

X = 1
EX

∫ x
0
F (y)dy

ĝ(s) pravděpodobnostńı vytvořuj́ıćı funkce
I{A} indikátor množiny, jevu A
iid nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny (independent

identically distributed)
K rozděleńı s těžkými chvosty

L množina distribučńıch funkćı, kde limx→∞
F (x−y)

F
= 1 ∀y > 0

l̂(s) Laplace-Stieltjesova transformace
m̂(s) momentová vytvořuj́ıćı funkce
N,N0 množina přirozených č́ısel, N ∪ {0}
P pravděpodobnost
p intenzita pojistného

R,R,R+ množina reálných č́ısel, R ∪ {∞}, interval [0,∞)
R0,Rα,R pomalu se měńıćı funkce, regulárně se měńıćı funkce, množina

distribučńıch funkćı, pro které F ∈ R−α, α ≥ 0
S subexponenciálńı rozděleńı
u počátečńı rezerva
u(α) kritická hodnota normálńıho rozděleńı N(0, 1) na hladině α
Z množina celých č́ısel

γ Lundeberg̊uv koeficient
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λ intenzita Poissonova procesu
µ středńı hodnota př́ır̊ustk̊u ve složeném Poissonovu modelu
τ(u) čas ruinováńı
ψ(s) charakteristická funkce
ψ(u), ψ(u, x) pravděpodobnost ruinováńı, pravděpodobnost ruinováńı do

času x

| · | absolutńı hodnota
∧ min
∨ max
bxc dolńı celá část x bxc = max{n ∈ N : n ≤ x}
≤st stochasticky menš́ı (viz definice 3.21)
∼ použ́ıváno pouze ve smyslu, že náhodná veličina má určité

rozděleńı

≈ a(x) ≈ b(x) ⇐⇒ lim
x→∞

a(x)
b(x)

= 1
·
≈ použ́ıváno ve smyslu aproximace, ale nikoli tak přesná, poměr

veličiny vlevo a vpravo už neńı v limitě jedna, např. aproxi-
mace nekonečného součtu několika prvńımi členy

Dále použ́ıváme konvence:

inf ∅ = ∞
0∑
i=1

ai = 0

EX, varX použ́ıváme jako označeńı společné středńı hodnoty iid náhodných
veličin Xi, i ∈ N
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Kapitola 1

Úvod

V této práci se budeme zabývat složenými bodovými procesy, tj. procesy
{C(t), t ∈ T}, kde T ⊆ [0,∞) je nějaká indexová množina a C(t) je pro
každé t ∈ T složená náhodná veličina. Složené náhodné veličiny vznikaj́ı ku-

mulaćı náhodného počtu náhodných veličin, tedy C(t) =
N(t)∑
i=1

Xi, kde N(t) a

Xi, i ∈ N jsou náhodné veličiny. My se omeźıme pouze na př́ıpad, kdyXi jsou
nezávislé stejně rozdělené a nav́ıc nezávislé na N(t). N(t) muśı být zřejmě
diskrétńı, ale Xi mohou být libovolné, ovšem obvykle se uvažuj́ı nezáporné.

Pro jednoduchou představu uved’me př́ıklad z pojǐst’ovnictv́ı, kdy do
pojǐst’ovny přicházej́ı během dne (měśıce, roku) hlášeńı o pojistných udá-
lostech a z nich plyne pro pojǐst’ovnu nějaké pojistné plněńı (Xi) a my se
zaj́ımáme jaká celková suma bude potřeba k uhrazeńı všech závazk̊u za celý
den (měśıc, rok). Je zřejmé, že předem nev́ıme kolik pojistných událost́ı
(N(t)) nastane a jaká bude jejich výše (Xi).

Sṕı̌se než samotný složený bodový proces budeme analyzovat tzv. proces
rizikových rezerv {R(t), t ∈ T}, pro R(t) = u + p(t) − C(t), kde C(t) je
složený bodový proces, u je nějaká počátečńı rezerva, p(t) je př́ıjem do času
t. V našem př́ıkladu s pojǐst’ovnou je to pojistné inkasované do času t. Pokud
zkoumáme pravděpodobnost, že {R(t)} klesne do záporných hodnot je to
ekvivalentńı situaci, kdy {C(t)} překroč́ı určitou mez. Tento jev se obvykle
nazývá ruinováńı.

Takovýto model lze použ́ıt k popisu mnoha situaćı z reálného života.
Kromě zmı́něné pojǐst’ovaćı praxe, např́ıklad také v ekonomii, biologii, medi-
ćıně, ale i v oblastech jako je životńı prostřed́ı.

Pro zjednodušeńı vyjadřováńı budeme v práci v některých př́ıpadech
použ́ıvat terminologii z pojǐst’ovnictv́ı a náhodné veličiny Xi budeme nazývat
nejčastěji př́ır̊ustky, ale také pojistné události a množinu T budeme interpre-
tovat jako čas (at’ už spojitý nebo diskrétńı), i když jej́ı faktický význam
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může být r̊uzný. Dále použ́ıváme EX jako označeńı společné středńı hod-
noty iid náhodných veličin Xi a analogicky i pro daľśı iid náhodné veličiny a
všechny momenty.

Ćılem práce je předevš́ım shrnout a přehledně uspořádat známé výsledky
pro složené náhodné veličiny a složené bodové procesy, které jsou sice popsané
v rozsáhlé literatuře, ale tato literatura neńı př́ılǐs systematická a některé
výsledky jsou odvozené pro jiné partie matematiky, jako třeba náhodné pro-
cházky či teorie front, a jejich aplikace v teorii rizika nemuśı být hned zřejmá.
Některé z teoretických a aproximativńıch výsledk̊u ověřujeme simulačně a
zkoumáme jejich kvalitu. Tato práce má ambice být dostačuj́ıćım textem
pro prvńı seznámeńı s teoríı rizika, pro každého kdo má základńı znalosti
teorie pravděpodobnosti a matematické statistiky. Snahou bylo vytvořit text
přehledný, ve kterém se bude snadno vyhledávat, proto je součást́ı rejstř́ık pro
diplomové práce poněkud netypický. U některých pojmů uvád́ıme v závorce
jejich anglické ekvivalenty pro snadněǰśı návaznost na anglicky psanou lite-
raturu.

Nejprve v práci připomeneme některé definice souvisej́ıćı s náhodnými
procesy, r̊uzné transformace náhodných veličin a také definice některých
pravděpodobnostńıch rozděleńı, které jsou dále v textu použ́ıvány (kapitola
2). Zmiňujeme i základńı modely, které se použ́ıvaj́ı k popisu pojistných
událost́ı v pojistné matematice. Ve třet́ı kapitole se budeme zabývat složenými
náhodnými veličinami. Největš́ı pozornost je věnována složenému geomet-
rickému a složenému Poissonovu rozděleńı, nebot’ právě pro tato dvě rozděleńı
existuj́ı nejzaj́ımavěǰśı teoretické výsledky. Uvedeme několik zp̊usob̊u jak
spoč́ıtat rozděleńı složené náhodné veličiny nebo ho alespoň omezit. Kvalitu
uvedených omezeńı zkoumáme simulačně. Pomoćı simulaćı se také snaž́ıme
udělat si obrázek o závislosti chováńı složené náhodné veličiny na rozděleńı
př́ır̊ustk̊u a daľśıch parametrech.

Čtvrtá kapitola se již zabývá procesy rizika. Definujeme v ńı proces rizika
a daľśı př́ıbuzné procesy. Dále definujeme pojem ruinováńı a odvod́ıme prav-
děpodobnost ruinováńı v nejobecněǰśım př́ıpadě. V páté kapitole zavedeme
složený Poisson̊uv model a podrobně se budeme zabývat pravděpodobnost́ı
ruinováńı v tomto modelu. Odvod́ıme r̊uzné formule a omezeńı pro prav-
děpodobnost ruinováńı v závislosti na typu př́ır̊ustk̊u. V této kapitole také
uvád́ıme situace, v jakých umı́me určit pravděpodobnost ruinováńı přesně.

V šesté kapitole uvedeme několik postup̊u pro simulaci pravděpodobnosti
ruinováńı v nekonečném časovém horizontu a prozkoumáme chováńı prav-
děpodobnosti ruinováńı a kvalitu omezeńı z předchoźı kapitoly simulačně.
Závěrečná sedmá kapitola je věnována některým statistickým metodám pro
analýzu složených bodových proces̊u.
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Kapitola 2

Definice a základńı pojmy

Na začátek si připomeneme některé základńı definice a věty, týkaj́ıćı se
proces̊u a součt̊u náhodných veličin. Tato kapitola má také sloužit jako
upřesněńı pož́ıvané varianty definice v př́ıpadech, kdy se vyskytuj́ı definice
r̊uzně modifikované. Všechny pojmy najdeme v základńıch učebnićıch teorie
pravděpodobnosti, statistiky a náhodných proces̊u, my vycháźıme hlavně z
[Prášková and Lachout, 2005], [Jacobsen, 2006], [Rolski et al., 1998],
[Anděl, 2005].

2.1 Náhodný proces, bodový proces a složený

bodový proces

V této části si definujeme náhodný proces a některé jeho charakterictiky,
bodový a č́ıtaćı proces a nakonec složený bodový proces.

Definice 2.1. Necht’ (Ω,A, P ) je pravděpodobnostńı prostor a necht’

T ⊆ R. Potom soubor náhodných veličin {X(t), t ∈ T} definovaných na
(Ω,A, P ) nazýváme náhodný proces.

Nebude-li hrozit nedorozuměńı, budeme použ́ıvat zkrácený zápis {X(t)},
kde množinu T budeme vynechávat. V př́ıpadě, že je T ⊆ Z použ́ıváme
častěji zápis pomoćı index̊u {Xt, t ∈ T}.
Definice 2.2. Necht’ {X(t), t ∈ T} je náhodný proces takový, že pro každé
t ∈ T existuje středńı hodnota EX(t). Potom funkce µt = EX(t), defino-
vaná na T se nazývá středńı hodnota náhodného procesu {X(t)}. Jestliže
E|X(t)|2 <∞ pro všechna t ∈ T , potom funkce dvou proměnných definovaná
na T ×T předpisem R(s, t) = E(X(s)−µs)(X(t)−µt) se nazývá autokova-
riančńı funkce procesu {X(t)}. HodnotaR(t, t) se nazývá rozptyl procesu
{X(t)} v čase t.
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Definice 2.3. Necht’ T = {Tn, n ∈ N} je posloupnost náhodných veličin
definovaných na (Ω,A, P ), které nabývaj́ı hodnot z intervalu [0,∞]. Pak T
nazýváme jednoduchý bodový proces pokud splňuje:

1. P (0 < T1 ≤ T2 ≤ . . .) = 1,

2. pro n ≥ 1 je P (Tn < Tn+1, Tn <∞) = P (Tn <∞),

3. P ( lim
n→∞

Tn = ∞) = 1.

Jednoduchý bodový proces tedy definujeme jako skoro jistě rostoućı pos-
loupnost kladných, ne nutně konečných náhodných veličin (bod 1. definice
2.3). Tato posloupnost je rostoućı dokud jsou Tn konečné (bod 2. definice 2.3)
přičemž jejich limita je skoro jistě nekonečná (bod 3. definice 2.3). Pokud je
náhodná veličina Tn konečná, interpretujeme ji jako čas, kdy nastává n-tá
událost. Pokud je Tn = ∞ znamená to, že nastává méně než n událost́ı. Podle
této definice žádná událost nemůže nastat v čase 0 (i když jako časovou osu
použ́ıváme interval [0,∞)).

V teorii bodových proces̊u se obvykle použ́ıvá obecněǰśı definice, ale pro
naše účely je tato dostačuj́ıćı a názorněǰśı.

Chceme-li poč́ıtat r̊uzné události a rozlǐsovat je, dáme každé nějakou
značku. Dostáváme tak značkovaný bodový proces. Celou teorii složených
bodových proces̊u můžeme řešit v obecněǰśım kontextu značkovaných bodo-
vých proces̊u. To sice neńı záměrem této práce, ale přesto nám dovolte uvést
definici značkovaného bodového procesu.

Nejprve si definujeme prostor značek jako měřitelný prostor (E, E). Defin-
ujeme si značku ∇, která bude popisovat událost, která má v konečném čase
nulovou pravděpodobnost a jej́ıž význam je vidět v následuj́ıćı definici. A dále
označme E = E ∪ {∇} a E = σ(E , {∇}) označme σ-algebru generovanou E.

Definice 2.4. Značkovaný bodový proces s prostorem značek E defin-
ujeme jako posloupnost (T, Y ) =

(
{Tn, n ∈ N}, {Yn, n ∈ N}

)
náhodných

veličin Tn s hodnotami v [0,∞] a náhodných veličin Yn s hodnotami v E
takovou, že T = {Tn} je jednoduchý bodový proces a plat́ı:

1. P (Yn ∈ E, Tn <∞) = P (Tn <∞),

2. pro n ≥ 1 je P (Yn = ∇, Tn = ∞) = P (Tn = ∞).

Tato definice nám dává posloupnost časových okamžik̊u, kdy nastává
nějaká událost a d́ıky značkám můžeme rozlǐsovat r̊uzné typy událost́ı. Dı́ky
značce ∇ můžeme definovat Yn pro všechna n dokonce i když n-tá událost v
konečném čase nenastává (Tn = ∞).
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Chceme-li složený bodový proces (definováno dále, viz definice 2.6) převést
na značkovaný bodový proces, je to velmi jednoduché. Tn budou časové
okamžiky, kdy nastává událost a značky necht’ označuj́ı velikost př́ır̊ustku
Xn v čase Tn.

Definice 2.5. Necht’ T = {Tn, n ∈ N} je jednoduchý bodový proces. Pak
definujeme č́ıtaćı proces N = {N(t), t ≥ 0} př́ıslušný bodovému procesu T
jako:

N(t) =
∞∑
n=1

I{Tn ≤ t}.

Plat́ı N(0) = 0 a N(t) udává počet událost́ı v intervalu [0, t]. Zřejmě N(t)
nabývá pouze hodnot z N0. Předpoklad, že Tn jsou (striktně) rostoućı dokud
jsou konečné zaručuje, že funkce t 7→ N(t) je skokovitá se skokem velikosti 1.

Při definici můžeme postupovat také opačně a jednoduchý bodový proces
identifikovat pomoćı př́ıslušného č́ıtaćıho procesu, pak plat́ı:

Tn = inf{t ≥ 0 : N(t) = n},

kde tradičně definujeme inf ∅ = ∞. Dále plat́ı rovnost jev̊u

(Tn ≤ t) = (N(t) ≥ n).

Složený bodový proces můžeme formálně definovat r̊uzně, ale interpretace
jako kumulace náhodných př́ır̊ustk̊u v náhodných časech 0 < T1 < T2 < . . .
z̊ustává vždy v platnosti.

Definice 2.6. (Složený bodový proces)
Položme C(0) = 0 a pro dané t ∈ (0,∞) definujme

C(t) =
∞∑
i=1

Xi · I{Ti ≤ t},

kde Xi jsou náhodné veličiny a T = {Ti, i ∈ N} je jednoduchý bodový proces,
potom {C(t), t ∈ [0,∞]} nazýváme složený bodový proces s př́ır̊ustky Xi.

Nejčastěǰśı bývá časová interpretace, proto Ti, i ∈ N nabývaj́ı hodnot
z intervalu [0,∞) nebo nějaké jeho podmnožiny, např. hodnot 0, 1, 2, . . ., v
takovém př́ıpadě mluv́ıme o složeném bodovém procesu s diskrétńım časem.
Ovšem t nemuśı mı́t jen časovou interpretaci. Může j́ıt např. o pořad́ı nebo
vzdálenost sledovaných jednotek. Př́ır̊ustky Xi se často uvažuj́ı kladné, ze
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smyslu věci (např. označuj́ı vzniklou škodu nebo naopak vyprodukovaný
zisk).

Ekvivalentńı definici složeného bodového procesu dostaneme pomoćı č́ı-
taćıho procesu {N(t), t ≥ 0} př́ıslušného bodovému procesu {Tn, n ∈ N}.
C(t) pro t > 0 pak maj́ı tvar:

C(t) =

N(t)∑
i=1

Xi.

Tento zápis je dále častěji použ́ıvaný.

2.2 Konvoluce

Věty o konvoluci řeš́ı rozděleńı součtu dvou či v́ıce náhodných veličin.

Věta 2.7. (O konvoluci)
Necht’ náhodné veličiny X a Y jsou nezávislé a necht’ maj́ı distribučńı funkce
FX a FY , pak náhodná veličina Z = X + Y má distribučńı funkci

FZ(z) =

∞∫
−∞

FY (z − x)dFX(x).

D̊ukaz. [Anděl, 2005]

Funkci FZ z předchoźı věty nazýváme konvoluce distribučńıch funkćı
FX a FY a znač́ıme FZ = FX ∗ FY . Plat́ı FX ∗ FY = FY ∗ FX .

Věta 2.8. Necht’ X a Y jsou nezávislé diskrétńı náhodné veličiny. Označme
pk = P(X = k), qk = P(Y = k), k ∈ Z. Pak náhodná veličina Z = X + Y
nabývá rovněž jen celoč́ıselných hodnot a plat́ı

P (Z = k) =
∞∑

i=−∞

piqk−i.

D̊ukaz. [Anděl, 2005]

Nám budou stačit tyto dva př́ıpady, ale existuj́ı věty pro r̊uzné speciálńı
situace. Zájemce odkazujeme na [Anděl, 2005] paragraf 3.4.
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2.3 Transformace náhodných veličin a jiné

operace s rozděleńımi

V této části připomeneme definice r̊uzných transformaćı náhodných veličin,
které se využ́ıvaj́ı při výpočtech rozděleńı složených náhodných veličin nebo
při řešeńı problému ruinováńı, o kterém bude řeč později.

Definice 2.9. Bud’ X náhodná veličina pak definujeme:

1. momentovou vytvořuj́ıćı funkci m̂ : R → R náhodné veličiny X
danou vztahem m̂(s) = EesX ,

2. Laplace-Stieltjesovu transformaci l̂ : R → R náhodné veličiny X
danou vztahem l̂(s) = Ee−sX ,

3. charakteristickou funkci ψ : R → C reálné náhodné veličiny X
danou vztahem ψ(s) = EeisX .

Pokud má X diskrétńı rozděleńı pak definujeme

4. pravděpodobnostńı vytvořuj́ıćı funkci ĝ : [−1, 1] → R náhodné

veličiny X vztahem ĝ(s) =
∞∑
k=0

P (X = k)sk = EsX .

Mimo Laplace-Stieljesovy transformace náhodné veličiny uvažujeme někdy
také Laplaceovu transformaci funkce.

Definice 2.10. Bud’ c : R → R+ funkce. Pak jej́ı Laplaceova transfor-

mace je L̂(s) =
∞∫
−∞

e−sxc(x)dx.

Pokud náhodná veličina X má absolutně spojité rozděleńı s hustotou f
pak jej́ı Laplace-Stieltjesova transformace je rovna Laplaceově transformaci
funkce f .

Pro funkce z definice 2.9 zřejmě plat́ı m̂(s) = l̂(−s) = ĝ(es) a ψ(s) =
m̂(is) = l̂(−is) = ĝ(eis) jsou-li všechny funkce definované.

Věta 2.11. Pokud n-té momenty náhodné veličiny |X| jsou konečné, pak
existuj́ı n-té derivace m̂(n)(0), l̂(n)(0) a plat́ı EXn = m̂(n)(0) = (−1)nl̂(n)(0) =
(−i)nψ(n)(0).

D̊ukaz. V [Lachout, 2004] můžeme nalézt d̊ukaz pro charakteristickou funkci,
zbytek dostaneme snadno ze vztahu mezi jednotlivými funkcemi.
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Věta 2.12. Mezi rozděleńım náhodné veličiny a jej́ı charakteristickou funkćı
je vzájemně jednoznačný vztah.

D̊ukaz. [Lachout, 2004]

Pro momentovou vytvořuj́ıćı funkci, Laplace-Stieltjesovu transformaci a
pravděpodobnostńı vytvořuj́ıćı funkci náhodné veličiny je potřeba zavést
daľśı předpoklady, aby vztah mezi rozděleńım náhodné veličiny a př́ıslušnou
transformaćı byl vzájemně jednoznačný.

Definice 2.13. Bud’te X1, X2, . . . reálné náhodné veličiny a F1, F2, . . . jim
př́ıslušné distribučńı funkce a {pn, n ∈ N} necht’ je pravděpodobnostńı funkce.

Potom rozděleńı dané distribučńı funkćı F =
∞∑
n=1

pnFn nazýváme směs dis-

tribućı F1, F2, . . . daná pravděpodobnostmi {pn, n ∈ N}.

Definice 2.14. Bud’ X náhodná veličina s distribučńı funkćı F , pak definu-
jeme následuj́ıćı operace s rozděleńım X.

1. Oř́ıznut́ı (truncation). Bud’ C nějaká borelovská podmnožina R, pak
definujeme oř́ıznuté rozděleńı

FC(B) = P (X ∈ B|X /∈ C), B ∈ B(R).

2. Modifikace. Je-li X diskrétńı náhodná veličina s pravděpodobnostmi
{pk = P (X = k), k ∈ N0} a 0 < θ < 1, pak θ-modifikaćı F rozumı́me
G = (1− θ)δ0 + θF a pro Y s distribučńı funkćı G plat́ı

P (Y = k) =

{
1− θ + θp0 k = 0
θpk k ≥ 0.

Oř́ıznuté rozděleńı FC je podmı́něné rozděleńı dané restrikćı hodnot X
na doplněk množiny C. Modifikace je v některých př́ıpadech inverzńı operaćı
k nulovému oř́ıznut́ı.

Př́ıklad. Pokud X má geometrické rozděleńı X ∼ Ge(p) a uvažujeme jeho
nulové oř́ıznut́ı pak P (X = k|X ≥ 1) = (1− p)pk−1, k = 1, 2, . . . a v daľśım
textu ho označujeme jako TG(p). Naopak p-modifikace TG(p) je rovna Ge(p).
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2.4 Rozděleńı s lehkými × těžkými chvosty

Některé výsledky týkaj́ıćı se složených bodových proces̊u plat́ı jen pro roz-
děleńı s lehkými chvosty. Uved’me proto v jakém smyslu je tento pojem
použ́ıván a také která rozděleńı to splňuj́ı. Obecně můžeme ř́ıci, že rozděleńı
s těžkými chvosty bývaj́ı problematické, a to nejen při analýze složených
bodových proces̊u, ale už existence moment̊u neńı zaručena, problematická je
i platnost limitńıch vět. K podrobněǰśı klasifikaci rozděleńı s těžkými chvosty
se dostaneme v kapitole 5.

2.4.1 Rozděleńı s lehkými chvosty

Definice 2.15. O rozděleńı náhodné veličinyX ř́ıkáme, že má lehké chvosty
(light-tailed distribution) pokud FX(x) = P (X > x) ≤ ae−bx pro každé
x > 0, kde a, b > 0 jsou konstanty.

Ekvivalentńı definice rozděleńı s lehkými chvosty je pomoćı momentové
vytvořuj́ıćı funkce. Rozděleńı s lehkými chvosty jsou taková, pro která exis-
tuje s > 0 takové, že m̂X(s) <∞.

Mezi rozděleńı s lehkými chvosty použ́ıvané jako rozděleńı př́ır̊ustk̊u v
pojǐst’ovaćı praxi patř́ı např.

• Exponenciálńı rozděleńı Exp(λ) s hustotou

f(x) = λe−λx

pro x > 0, λ > 0. Exponenciálně rozdělené př́ır̊ustky maj́ı obvykle velmi
př́ıjemné vlastnosti a v teorii rizika, jako i v jiných oblastech matem-
atiky, bývá nejsnazš́ı pro ně naj́ıt nějaké řešeńı. Často jsou jediným
typem př́ır̊ustk̊u, pro které explicitńı řešeńı v̊ubec existuje.

Exponenciálńı rozděleńı bývá nazýváno rozděleńı bez paměti, nebot’

pro exponenciálně rozdělené X plat́ı P (X > u+v|X > v) = P (X > u)
pro každé u, v ≥ 0.

EX =
1

λ
, varX =

1

λ2
, m̂(s) =

λ

λ− s
, s < λ.

• Normálńı rozděleńı N(µ, σ2) s hustotou

f(x) =
1√
2πσ

exp
{
− (x− µ)2

2σ2

}
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pro x ∈ R, µ ∈ R a σ > 0. Normálńı rozděleńı se jako rozděleńı
př́ır̊ustk̊u nepouž́ıvá, protože nesplňuje podmı́nku nezápornosti. Ale
d́ıky centrálńı limitńı větě se použ́ıvá jako rozděleńı pr̊uměr̊u.

EX = µ, varX = σ2 m̂(s) = exp
{
µs+

1

2
σ2s2

}
.

• Gamma rozděleńı Γ(a, b) s hustotou

f(x) =
ab

Γ(b)
xb−1e−ax

pro x ≥ 0, a > 0, b > 0.

EX =
b

a
, varX =

b

a2
m̂(s) =

( a

a− s

)b
, s < a.

Rozděleńı Γ(λ, 1) je totožné s rozděleńım Exp(λ).

• Erlangovo rozděleńı Erl(a, n) je speciálńı př́ıpad gamma rozděleńı
Γ(a, b), kdy parametr b je přirozené č́ıslo.

• Beta rozděleńı B(a, b, c) s hustotou

f(x) =
1

B(a, b)

xa−1(c− x)b−1

ca+b−1

pro 0 < x < c a a > 0, b > 0, c > 0, kde B(a, b) označuje beta funkci.

EX =
a

a+ b
, varX =

ab

(a+ b)2(a+ b+ 1)
.

2.4.2 Rozděleńı s těžkými chvosty

Definice 2.16. O rozděleńı náhodné veličinyX ř́ıkáme, že má těžké chvosty
(heavy-tailed distribution) pokud jej́ı momentová vytvořuj́ıćı funkce m̂X(s) =
∞ pro každé s > 0.

Označme si Λ(x) = − logF (x) v analýze přežit́ı známé jako kumulovaná
riziková funkce a definujme

αF = lim sup
x→∞

Λ(x)

x
.

Věta 2.17. Pokud αF = 0, pak F má těžké chvosty.
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D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Pro rozděleńı s těžkými chvosty plat́ı

lim
x→∞

esxF (x) = ∞. (2.1)

Mezi rozděleńı s těžkými chvosty použ́ıvané jako rozděleńı př́ır̊ustk̊u v
pojǐst’ovaćı praxi patř́ı např.

• Logaritmicko-normálńı rozděleńı LN(µ, σ2) s hustotou

f(x) =
1√

2πσx
exp

{
− (log x− µ)2

2σ2

}
pro x > 0, µ ∈ R, σ > 0. Logaritmicko-normálńı rozděleńı má náhodná
veličina eX , kde X má normálńı rozděleńı.

EX = exp
{
µ+

σ2

2

}
, varX = e2µ+σ2

(eσ
2 − 1).

• Weibullovo rozděleńı W (a, b) s hustotou

f(x) = abxb−1e−ax
b

pro x > 0, a > 0, b > 0. Weibullovo rozděleńı W (λ, 1) je totožné s
exponenciálńım Exp(λ). Weibullovo rozděleńı má těžké chvosty pouze
pro b < 1, jinak je to rozděleńı s lehkými chvosty.

EX = a−
1
b Γ
(1

b
+ 1
)
, varX = a−

2
b

(
Γ
(2
b

+ 1
)
−
(
Γ
(1
b

+ 1
))2)

.

• Paretovo rozděleńı Par(a, b) s hustotou

f(x) =
a

b

( b
x

)a+1

pro x ≥ b, a > 0, b > 0. Chvost Paretova rozděleńı je F (x) = ( b
x
)a,

x ≥ b.

EX =
ab

a− 1
, a > 1, varX =

ab2

(a− 1)2(a− 2)
, a > 2.
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• Cauchyovo rozděleńı C(a, b) s hustotou

f(x) =
1

π

b

b2 + (x− a)2

pro x ∈ R, a ∈ R, b > 0. Pro Cauchyovo rozděleńı neexistuj́ı momenty
(dokonce ani středńı hodnota). Nejznáměǰśı reprezentace Cauchyova
rozděleńı je pod́ıl dvou normálńıch rozděleńı (X ∼ N(0, 1), Y ∼ N(0, 1),
pak X

Y
∼ C(0, 1)). Jako rozděleńı př́ır̊ustk̊u se použ́ıvá jednostranná

varianta Cauchyova rozděleńı s hustotou f(x) = 2
π

b
b2+(x−a)2 , x ∈ [a,∞),

a ∈ R, b > 0.

Definice rozděleńı s těžkými chvosty je př́ılǐs obecná na to, aby umožňovala
nějaké obecně platné netriviálńı výsledky. Proto se použ́ıvá jemněǰśı děleńı a z
rozděleńı z těžkými chvosty se ještě vyděluj́ı tzv. subexponenciálńı rozděleńı.

Definice 2.18. Ř́ıkáme, že rozděleńı nezáporné náhodné veličiny X s dis-
tribučńı funkćı F je subexponenciálńı pokud

lim
x→∞

1− F ∗2(x)

1− F (x)
= 2 (2.2)

a množinu distribučńıch funkćı, které př́ısluš́ı nějakému subexponenciálńımu
rozděleńı označujeme S.

Jako triviálńı d̊usledek (2.2) dostáváme F (x) > 0 pro každé x ≥ 0.
To samozřejmě plat́ı i pro některá rozděleńı s lehkými chvosty (např. expo-
nenciálńı rozděleńı), ale dává nám to nutnou podmı́nku subexponenciality.

Dále plat́ı

F ∗2(x)

F (x)
=

1

F (x)

∞∫
0

F (x− y)dF (y)

=
1

F (x)

(∫ x

0

F (x− y)dF (y) +

∫ ∞
x

F (x− y)dF (y)
)

a protože pro y > x máme F (x− y) = 1 snadno dostáváme rovnost

F ∗2(x)

F (x)
= 1 +

x∫
0

F (x− y)

F (x)
dF (y),
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z které dostaneme

lim inf
x→∞

F ∗2(x)

F (x)
≥ 2.

Tedy subexponenciálńı rozděleńı jsou taková, která dosahuj́ı minimálńı možné

hodnoty pod́ılu F ∗2(x)

F (x)
.

Věta 2.19. Pro každé F ∈ S a y > 0 plat́ı

lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Věta 2.20. Je-li rozděleńı náhodné veličiny X subexponenciálńı, pak X má
těžké chvosty.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Věta 2.21. Necht’ X je nezáporná náhodná veličina, pak X je subexpo-
nenciálńı právě tehdy, když pro každé n = 2, 3, . . . plat́ı

lim
x→∞

F ∗n(x)

F (x)
= n.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Věta 2.22. Logaritmicko-normálńı rozděleńı LN(µ, σ2), Weibullovo rozděleńı
W (a, b) s parametrem b < 1 a Paretovo rozděleńı Par(a, b) jsou subexpo-
nenciálńı.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998], k d̊ukazu jsou potřeba některé pokročileǰśı partie
o rozděleńıch s těžkými chvosty, které nechceme v tomto textu prezentovat
a čtenáře odkazujeme na kapitolu 2.5 citované literatury.

Daľśı zaj́ımavé výsledky se daj́ı odvodit pro tzv. pomalu se měńıćı (slowly
varying) distribučńı funkce.

Definice 2.23. Ř́ıkáme, že kladná lebesgueovsky měřitelná funkce L na
(0,∞) je pomalu se měńıćı v ∞ a znač́ıme L ∈ R0, pokud

lim
x→∞

L(tx)

L(x)
= 1, ∀t > 0.
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Poč́ıtáme-li konvoluce distribučńıch funkćı s pomalu se měńıćımi chvosty
dostáváme zaj́ımavý výsledek.

Věta 2.24. Necht’ F1, F2 jsou dvě distribučńı funkce takové, že F i = x−αLi(x)
pro i = 1, 2 α ≥ 0 a Li ∈ R0. Pak konvoluce G = F1 ∗ F2 má pomalu se
měńıćı chvost a plat́ı

G(x) ≈ x−α(L1(x) + L2(x)), x→∞.

D̊ukaz. [Embrechts et al., 1997].

Důsledek 2.25. Necht’ F (x) = x−αL(x) pro α ≥ 0 a L ∈ R0, pak pro každé
n ∈ N plat́ı:

F ∗n(x) ≈ nF (x), x→∞.

Důvod, proč se zaj́ımáme o n-té konvolučńı mocniny, bude zřejmý později
(viz následuj́ıćı kapitola a také věta 5.9). Pokud uvažujeme X1, . . . , Xn iid s
distribučńı funkćı F a označ́ıme Sn = X1 + . . . + Xn jejich součet a Mn =
max{X1, . . . , Xn} jejich maximum, pak pro každé n ≥ 2 máme:

P (Sn > x) = F ∗n(x)

a

P (Mn > x) = F n(x) = F (x)
n−1∑
k=0

F k(x) ≈ nF (x), pro x→∞.

Pokud budeme nav́ıc předpokládat, že F má pomalu se měńıćı chvost, tj.
F (x) = x−αL(x), α ≥ 0, L ∈ R0 můžeme aplikovat d̊usledek 2.25 a dostáváme

P (Sn > x) ≈ P (Mn > x), x→∞.

Neboli rozděleńı součtu náhodných veličin s pomalu se měńıćım chvostem je
z velké části určeno chvostem rozděleńı maxima.

2.4.3 Diskrétńı rozděleńı

I diskrétńı rozděleńı se daj́ı rozdělit podle jejich vlastnost́ı.

Definice 2.26. Ř́ıkáme, že pravděpodobnostńı funkce {pk, k ∈ N0} je

1. logaritmicko-konvexńı, pokud p2
k+1 ≤ pk+2pk pro každé k ∈ N0;

2. logaritnicko-konkávńı, pokud p2
k+1 ≥ pk+2pk pro každé k ∈ N0.
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Na závěr ještě zmı́ńıme v daľśım textu použ́ıvaná diskrétńı rozděleńı,
protože jejich definice se mohou mı́rně lǐsit a také jako ujasněńı použitého
značeńı.

• Degenerované rozděleńı δa, a ∈ R, kde

P (N = x) =

{
1 x = a
0 x 6= a.

m̂N(s) = eas

• Binomické rozděleńı B(n, p), p ∈ (0, 1), n ∈ N kde

P (N = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, 2, . . . ,

m̂N(s) = (pes + 1− p)n.

• Poissonovo rozděleńı Po(λ), λ > 0, kde

P (N = k) = e−λ
λk

k!
, k = 0, 1, 2, . . . ,

m̂N(s) = exp{λ(es − 1)}.

• Negativně binomické rozděleńı NBi(α, p), pro p ∈ (0, 1), α ∈ N

P (N = k) =

(
α+ k + 1

k

)
(1− p)αpk, k = 0, 1, 2, . . . .

Někdy se s výhodou použ́ıvá ekvivalentńı definice

P (N = k) =

(
−α
k

)
(1− p)α(−p)k.

m̂N(s) =
( 1− p

1− pes

)α
.

• Geometrické rozděleńı Ge(p) je speciálńı varianta negativně bino-
mického pro α = 1.

P (N = k) = (1− p)pk, k = 0, 1, 2, . . . ,

m̂N(s) =
1− p

1− pes
.
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Geometrické rozděleńı je diskrétńı rozděleńı bez paměti, plat́ı P (N ≥
i+ j|N ≥ j) = P (N ≥ i) pro každé i, j ∈ N.

Bud’ α ∈ N, pak součet α iid náhodných veličin s Ge(p) rozděleńım má
NB(α, p) rozděleńı.

Nulové oř́ıznut́ı geometrického rozděleńı Ge(p) označujeme TG(p) z
anglického truncated geometric distribution. Pro X s 0-oř́ıznutým geo-
metrickým rozděleńım plat́ı P (X = k) = (1− p)pk−1, k = 1, 2, . . ..

• Logaritmické rozděleńı s parametrem α ∈ (0, 1), kde

P (N = k) =
1

− log(1− α)

αk

k
, k = 0, 1, 2, . . . ,

m̂N(s) =
log(1− αes)

log(1− α)
.

2.5 Modely rizika v pojǐst’ovnictv́ı

V pojistné matematice se použ́ıvaj́ı dva základńı modely př́ıchodu pojistných
událost́ı.

Individuálńı model

Uvažujeme portfolio, které se skládá z n jednotek. Každá jednotka i má
své individuálńı riziko Xi, i = 1, . . . , n (během daného časového úseku
např. jeden rok). Předpokládáme, že náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou ne-
závislé, ale nemuśı být nutně stejně rozdělené. O rozděleńı FXi

náhodné
veličiny Xi předpokládáme, že je směśı FXi

= (1 − θi)δ0 + θiFVi
, kde 0 <

θi ≤ 1 a FVi
je rozděleńı kladné náhodné veličiny Vi, i = 1, . . . , n. V praxi

jsou obvykle θi malé a mohou být interpretovány jako pravděpodobnost, že
i-tá jednotka produkuje kladný př́ır̊ustek Vi. Celkové pojistné plněńı potom

je Cind =
n∑
i=1

Xi a jeho rozděleńı je FX1 ∗ . . . ∗ FXn . Portfolio se nazývá ho-

mogenńı pokud plat́ı FV1 = . . . = FVn .
Cind je součet pevného rozsahu, kde sč́ıtáme náhodné veličiny, které v

mnoha př́ıpadech nabývaj́ı nulové hodnoty. Rozděleńı Cind je dáno větou o
konvoluci 2.7, ovšem konkrétńı výpočet je pro velká n obt́ıžný a obvykle se
použ́ıvaj́ı nějaké aproximace.
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Kolektivńı model:

Předpokládáme, že se portfolio skládá z velkého počtu anonymńıch jednotek,
které nepozorujeme jednotlivě. Celkový počet událost́ı N , které nastanou za
daný časový úsek (např. jeden rok) je náhodný (nejčastěji předpokládáme,
že má Poissonovo, binomické nebo negativně binomické rozděleńı, ale i daľśı
rozděleńı jsou možná). Dále předpokládáme, že př́ır̊ustky Xi, i ∈ N jsou
kladné (tedy nenulové!), nezávislé a stejně rozdělené náhodné veličiny. Dále
předpokládáme, že velikosti př́ır̊ustk̊u Xi jsou nezávislé na jejich celkovém
počtu N . Celkové pojistné plněńı z takového portfolia je součet náhodného

rozsahu Ckol =
N∑
i=1

Xi.

Jak bylo řečeno, je pro velká n výpočet Cind v individuálńım modelu
obt́ıžný, a proto se snaž́ıme aproximovat individuálńı model vhodným kolek-
tivńım modelem. Kolektivńı model je ve většině př́ıpad̊u z matematického
hlediska jednodušš́ı.

Celkové pojistné plněńı Ckol je složená náhodná veličina, o kterých bude
řeč v následuj́ıćı kapitole. Sledujeme-li portfolio založené na kolektivńım mo-
delu po celou dobu, nejen na konci obdob́ı, lze ho považovat za složený bodový
proces.
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Kapitola 3

Složená rozděleńı a jejich
vlastnosti

V této kapitole se budeme věnovat vlastnostem rozděleńı, která vznikaj́ı
součtem náhodného počtu náhodných veličin.

3.1 Složené rozděleńı

Definice 3.1. Necht’ N je nezáporná celoč́ıselná náhodná veličina a necht’

X1, X2, . . . je posloupnost nezáporných náhodných veličin. Potom náhodná
veličina

C =
N∑
i=1

Xi (3.1)

(použ́ıváme konvenci
∑0

1 = 0) se nazývá složená náhodná veličina (com-
pound).

V této kapitole budeme často uvažovat následuj́ıćı předpoklad.

Předpoklad 1. Náhodné veličiny N,X1, X2, . . . jsou nezávislé a náhodné
veličiny X1, X2, . . . jsou nav́ıc stejně rozdělené s distribučńı funkćı FX .

Označme pk = P (N = k), k ∈ N a FX distribučńı funkćı iid náhodných

veličin Xi, i ∈ N. O náhodné veličině C =
N∑
i=1

Xi z předchoźı definice za

předpokladu 1 ř́ıkáme, že má složené rozděleńı dané {pk, k ∈ N} a FX .

Věta 3.2. Bud’ C náhodná veličina se složeným rozděleńım daným {pk, k ∈
N} a FX , pak pro jej́ı distribučńı funkci plat́ı

FC =
∞∑
k=0

pkF
∗k
X ,
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kde F ∗kX znač́ı k-tou konvolučńı mocninu F ∗kX = FX ∗ . . . ∗ FX k-krát.

D̊ukaz. [Cipra, 1991]

Věta 3.3. Bud’ C =
N∑
i=1

Xi složená náhodná veličina a necht’ plat́ı předpoklad 1,

pak

1. pro Laplace-Stieltjesovu transformaci C plat́ı:

l̂C(s) = ĝN(l̂X(s)) ∀s ≥ 0,

2. pro momentovou vytvořuj́ıćı funkci plat́ı:

m̂C(s) = ĝN(m̂X(s)) ∀s ≥ 0,

kde ĝN(s) je pravděpodobnostńı vytvořuj́ıćı funkce náhodné veličiny N .

D̊ukaz. Pro Laplace-Stieltesovu transformaci je věta dokázána např. v
[Rolski et al., 1998] a pro momentovou vytvořuj́ıćı funkci v [Cipra, 1991].

Důsledek 3.4. Předpokládejme, že př́ıslušné momenty existuj́ı, pak

EC = ENEX, varC = varN(EX)2 + ENvarX.

D̊ukaz. m̂′C(s) = ĝ′N(m̂X(s))m̂′X(s) a jak známo EC = m̂′C(0) a dostáváme
tedy EC = ĝ′N(1)m̂′X(0) = ENEC.

Vzorec pro rozptyl dostaneme analogicky s využit́ım varC = EC2−(EC)2

a EC2 = m̂′′C(0).

Poznámka 3.5. Na základě vlastnost́ı momentové vytvořuj́ıćı funkce můžeme
snadno odvodit vzorce i pro daľśı momenty.

3.1.1 Složené Poissonovo rozděleńı

V literatuře nejv́ıce studovanou variantou je tzv. složené Poissonovo rozděleńı,
které doztaneme, když N má Poissonovo rozděleńı.

Definice 3.6. Necht’ N ∼ Po(λ) a necht’ plat́ı předpoklad 1. Potom rozděleńı

náhodné veličiny C =
N∑
i=1

Xi se nazývá složené Poissonovo rozděleńı

(compound Poisson distribution) s charakteristikou (λ, FX) a znač́ı se
CP (λ, FX).
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Věta 3.7. Necht’ C ∼ CP (λ, FX), pak plat́ı:

1. FC(x) =
∞∑
k=0

e−λ λ
k

k!
F ∗kX (x),

2. m̂C(s) = exp{λ(m̂X(s)− 1)},

3. EC = λEX,

4. varC = λEX2.

D̊ukaz. Věta je př́ımým d̊usledkem věty 3.2 a d̊usledku 3.4.

Věta 3.8. Bud’ n ∈ N a C = C1 + . . . + Cn, kde Ci ∼ CP (λi, Fi),
i = 1, . . . , n. Pak C má složené Poissonovo rozděleńı s charakteristikou
(λ, F ), kde

λ =
n∑
i=1

λi a F =
n∑
i=1

λi
λ
Fi.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

3.1.2 Složené geometrické rozděleńı

Daľśım ze složených rozděleńı, kterými se budeme v následuj́ıćım textu zabývat
podrobněji, je složené geometrické rozděleńı.

Definice 3.9. Necht’ N ∼ Ge(p) a necht’ plat́ı předpoklad 1. Potom rozděleńı

náhodné veličiny C =
N∑
i=1

Xi nazýváme složené geometrické rozděleńı

(geometric compound) s charakteristikou (p, FX).

Věta 3.10. Necht’ C má složené geometrické rozděleńı s charakteristikou
(p, FX). Pak plat́ı:

1. FC(x) =
∞∑
k=0

(1− p)pkF ∗kX (x),

2. m̂C(s) = 1−p
1−p+m̂X(s)

,

3. EC = p
1−pEX,

4. varC = 2p−p2
(1−p)2 EX2 + p

1−p(EX)2.

D̊ukaz. Věta je př́ımým d̊usledkem věty 3.2 a d̊usledku věty 3.3.
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3.2 Panjer̊uv algoritmus a rekurentńı metody

V této kapitole si uvedeme několik rekurentńıch metod pro výpočet rozděleńı
složené náhodné veličiny C. Ovšem jejich př́ımé použit́ı je limitované, protože
jde většinou o poměrně složité formule.

V pojistné matematice je největš́ı pozornost věnována třem speciálńım
př́ıpad̊um, kdy N má Poissonovo, binomické nebo negativně binomické roz-
děleńı. C má pak složené Poissonovo, resp. složené binomické, resp. složené
negativně binomické rozděleńı zvané častěji složené Pascalovo rozděleńı (jeho
speciálńım př́ıpadem je složené geometrické rozděleńı). V této kapitole uká-
žeme, že právě tato tři rozděleńı maj́ı některé př́ıjemné vlastnosti.

Pravděpodobnostńı rozděleńı {pk, k ∈ N} nezáporné diskrétńı náhodné
veličiny splňuje Panjer̊uv rekurentńı vztah, když plat́ı

pk =
(
a+

b

k

)
pk−1, k = 1, 2, . . . (3.2)

kde a < 1 a b ∈ R jsou konstanty.
Bylo dokázáno, že pouze Poissonovo, binomické a negativně binomické

rozděleńı splňuj́ı Panjer̊uv rekurentńı vztah (3.2) přesně. Stač́ı však i malé
oslabeńı a dostáváme mnoho daľśıch kandidát̊u (např. logaritmické rozděleńı
splňuje Panjer̊uv rekurentńı vztah pro k = 2, 3, . . .).

Věta 3.11. Necht’ N je diskrétńı náhodná veličina a necht’ jej́ı rozděleńı
{pk = P (N = k), k ∈ N} splňuje Panjer̊uv rekurentńı vztah (3.2), pak N má
Poissonovo, binomické nebo negativně binomické rozděleńı. Nav́ıc plat́ı

1. když a = 0, pak b = λ > 0 a N ∼ Po(λ);

2. když a < 0, pak existuje n ∈ N takové, že b = −a(n+1) a N ∼ Bi(n, p),
kde p = a

a−1
a n = − b

a
− 1;

3. když 0 < a < 1, pak a+ b > 0 a N ∼ NB(α, p), kde p = a a α = 1 + b
p
.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

3.2.1 Panjer̊uv algoritmus

Panjer̊uv algoritmus nám umožňuje za platnosti Panjerova rekurentńıho

vztahu (3.2) poč́ıtat rekurentně pravděpodobnosti P (C =
N∑
i=1

Xi = k).

Předpokládejme, že plat́ı kolektivńı model neboli C = Ckol =
N∑
i=1

Xi a

plat́ı předpoklad 1 a nav́ıc Xi jsou diskrétńı. Označme {pk = P (N = k), k ∈
N}, {qk = P (Xi = k), k ∈ N, i = 1, 2, . . .} a pCk = P (Ckol = k).
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Věta 3.12. (Panjer̊uv algoritmus)
Necht’ plat́ı Panjer̊uv rekurentńı vztah (3.2). Pak plat́ı

pCj =


ĝN(q0) pro j = 0,

(1− aq0)
−1

j∑
k=1

(a+ bk
j
)qkp

C
j−k pro j = 1, 2, . . . .

(3.3)

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Nevýhodou této verze Panjerova algoritmu je, že jednotlivé př́ır̊ustky muśı
být diskrétńı (nebo alespoň nabývat pouze hodnot na nějaké mř́ıžce). Tento
nedostatek odstraňuje spojitá verze Panjerova algoritmu, která ovšem vede
na integrálńı rovnici.

Věta 3.13. (Spojitá verze Panjerova algoritmu)
Necht’ rozděleńı {pk} náhodné veličiny N splňuje Panjer̊uv rekurentńı vztah
(3.2) s parametry a, b a necht’ FX(0) = 0. Pak složené rozděleńı FC =
∞∑
k=0

pkF
∗k
X splňuje integrálńı rovnici

FC(x) = p0 + aFX ∗ FC(x) + b

x∫
0

v

x−v∫
0

dFC(y)

v + y
dFX(v) x > 0.

Pokud FX(0) = α > 0, pak

FC(0) =

 e(α−1)b a = 0(
1−a
1−aα

)a+b
a

a 6= 0.
(3.4)

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Předpokládejme, že distribučńı funkce př́ır̊ustk̊u FX je absolutně spojitá a
že j́ı př́ıslušná hustota fX(x) je nav́ıc omezená. Potom FC(x) můžeme rozložit
na absolutně spojitou část a diskrétńı část, kterou tvoř́ı atom v počátku. Pak
FC(B) = p0δ0(B) +

∫
B
f̃C(x)dx pro každou borelovskou množinu B ∈ B(R),

kde f̃C(x) =
∞∑
k=1

pkf
∗k
X (x) a f ∗kX je hustota F ∗kX .

Věta 3.14. Necht’ {pk} splňuje Panjer̊uv rekurentńı vztah (3.2) s parametry
a, b a p0. Necht’ FX je absolutně spojitá s omezenou hustotou fX(x), po-

tom hustota f̃C(x) absolutně spojité části distribučńı funkce FC =
∞∑
k=0

pkF
∗k
X
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splňuje integrálńı rovnici

f̃C(x)− 1

x

x∫
0

(ax+ by)fX(y)f̃C(x− y)dy = p1fX(x) x > 0. (3.5)

Nav́ıc funkce f̃C(x) je jediné řešeńı rovnice (3.5) na množině všech inte-
grovatelných funkćı na (0,∞).

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

3.2.2 Individuálńı model

Předpokládáme-li speciálńı individuálńı model, pak pro výpočet pravděpo-
dobnost́ı pCk = P (Cind = k) nepotřebuje žádné daľśı předpoklady.

Předpokládejme portfolio n jednotek (pojistných smluv), o kterém dále
předpokládáme, že se dá rozdělit do několika tř́ıd obsahuj́ıćıch pojistky se
stejnou pravděpodobnost́ı pojistné události a se stejným podmı́něným roz-
děleńım výše nároku za podmı́nky, že pojistná událost nastala (FX |X > 0).
Necht’ tedy nij je počet pojistek s pravděpodobnost́ı škodné události θj < 1 a s

podmı́něným rozděleńım výše nároku daným {p(i)
1 , . . . , p

(i)
mi}, tzn. individuálńı

distribučńı funkce pro každou pojistnou smlouvu je směs Fij = (1− θj)δ0 +

θj
mi∑
k=1

p
(i)
k δk. Pravděpodobnostńı vytvořuj́ıćı funkce celkových pojistných ná-

rok̊u na pojǐst’ovnu Cind v tomto modelu je

ĝ(s) =
a∏
i=1

b∏
j=1

(
1− θj + θj

mi∑
k=1

p
(i)
k s

k
)nij

, (3.6)

kde a je počet možných podmı́něných rozděleńı výše nároku a b je počet
r̊uzných pravděpodobnost́ı pojistné události. S využit́ım (3.6) můžeme reku-
rentně poč́ıtat pravděpodobnosti pk = P (Cind = k) pro k = 0, 1, . . . ,m, kde
m =

∑a
i=1

∑b
j=1 nijmi představuje maximálńı možné celkové pojistné plněńı.

Věta 3.15. Pro pravděpodobnosti {pk = P (Cind = k)} plat́ı rekurentńı vztah

p0 =
a∏
i=1

b∏
j=1

(1− θj)
nij pk =

1

k

a∑
i=1

b∑
j=1

nijvij(k), k = 1, . . . ,m, (3.7)

kde

vij(k) =

 θj

1−θj

mi∑
l=1

p
(i)
l (lpk−l − vij(k − l)) k = 1, . . . ,m

0 jinak.
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D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Ve speciálńım př́ıpadě, kde individuálńı pravděpodobnosti p
(i)
i = 1 (např.

životńı pojǐstěńı) lze vztah (3.7) zjednodušit a zefektivnit výpočet. Postup
se pak obvykle nazývá De Pril̊uv algoritmus.

Důsledek 3.16. (De Pril̊uv algoritmus)

Když p
(i)
i = 1 pro každé i = 1, . . . a, pak pro {pk} plat́ı vztah (3.7), kde

vij(k) =
θj

1− θj

(
ipk−i − vij(k − i)

)
.

Uved’me ještě jedno zjednodušeńı, které umožňuje i aproximaci pravdě-
podobnost́ı pk.

Důsledek 3.17. Když p
(i)
i = 1 pro každé i = 1, . . . a, pak pro {pk} plat́ı

pk =
1

k

a∧k∑
i=1

b k
i
c∑

l=1

cilpk−li, (3.8)

kde

cil = (−1)l+1i
b∑

j=1

nij

( θj
1− θj

)l
.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

V praktických aplikaćıch jsou koeficienty cil bĺızké nule pro dostatečně
velké l, protože pravděpodobnosti θj jsou malé. Rekurentńı výraz (3.8) může
být použit aproximativně.

3.3 Lundebergovy meze

Přesný výpočet rozděleńı složené náhodné veličiny C =
N∑
i=1

Xi je možný pouze

ve speciálńıch př́ıpadech, a i v těch je obt́ıžný. V této kapitole se budeme proto
zabývat asymptotickým chováńım chvostu FC(x) = P (C > x) pro velká x.
V celé kapitole budeme předpokládat předpoklad 1 (tj. Xi jsou iid a nezávislé
na N) a nav́ıc také, že FX má lehké chvosty.
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3.3.1 Složené geometrické rozděleńı

Necht’N má geometrické rozděleńı s parametrem p ∈ (0, 1) a předpokládejme,
že rozděleńı FX je takové, že rovnice

m̂X(γ) =
1

p
(3.9)

má řešeńı γ > 0. Takové řešeńı obvykle nazýváme vyrovnávaćı koeficient
(adjustment coefficient) nebo též Lundeberg̊uv koeficient. Pak umı́me
odvodit horńı a dolńı mez pro chvost FC(x).

Pokud neumı́me (3.9) řešit explicitně, nebývá těžké vyřešit rovnici nu-
mericky. Existuj́ı také statistické metody odhadu γ z dat. Postup je analo-
gický jako v kapitole 5.4.1, proto ho zde neuvád́ıme a čtenáře odkazujeme a
zmı́něnou kapitolu. Pokud řekneme, že rovnice (3.9) má řešeńı γ > 0, pak
automaticky předpokládáme, že m̂X(s) <∞ pro každé s ≤ γ.

Věta 3.18. (Lundebergova nerovnost)
Necht’ C má složené geometrické rozděleńı a charakteristikou (p, FX) takové,
že rovnice (3.9) má řešeńı γ > 0. Označme x0 = sup{x : FX(x) < 1}, pak
plat́ı

a−e
−γx ≤ FC(x) ≤ a+e

−γx, x ≥ 0, (3.10)

kde

a− = inf
x∈[0,x0)

eγxFX(x)∫∞
x
eγydFX(y)

, a+ = sup
x∈[0,x0)

eγxFX(x)∫∞
x
eγydFX(y)

. (3.11)

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Maj́ı-li př́ır̊ustky exponenciálńı rozděleńı, dává nám Lundebergova nerov-
nost (3.10) přesné rozděleńı chvostu FC .

Důsledek 3.19. Necht’ FX ∼ Exp(δ), potom γ = (1 − p)δ, a− = a+ = p a
tedy

FC(x) = pe−(1−p)δx, x ≥ 0.

D̊ukaz. Pokud X ∼ Exp(δ) pak m̂X(γ) = δ
δ−γ a vyrovnávaćı koeficient má

splňovat rovnici
δ

δ − γ
=

1

p
.

Je tedy γ = δ(1− p) > 0, nebot’ δ > 0 a p ∈ (0, 1). Dále je

a− = inf
x∈[0,x0)

eγxFX(x)∫∞
x
eγydFX(y)

= inf
x∈[0,x0)

eδ(1−p)x · eδx∫∞
x
eδ(1−p)y · δeδy

= inf
x∈[0,x0)

e−δpx

δ
∫∞
x
e−δpy

= inf
x∈[0,x0)

pe−δpx

e−δpx
= p
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a protože všechny výrazy s x se zkrát́ı je zároveň a+ = p a v Lundebergově
nerovnosti muśı platit rovnost. Tedy FC(x) = pe−(1−p)δx.

Poznámka 3.20. Pro konstanty a−, a+ z Lundebergovy věty zřejmě plat́ı
a− ≤ a+. Nav́ıc vezmeme-li v úvahu, že∫ ∞

x

eγydFX(y) ≥ eγxFX(x)

dostaneme, že a+ ≤ 1.

3.3.2 Obecněǰśı složená rozděleńı

V této části se pokuśıme rozš́ı̌rit předchoźı výsledky i na jiná, nejen složené
geometrické rozděleńı. Necht’ rozděleńıN je dáno pravděpodobnostmi {pk, k ∈
N} a předpokládejme, že existuje θ ∈ (0, 1) tak, že N je stochasticky menš́ı
než (1− p0)-modifikace oř́ıznutého geometrického rozděleńı TG(θ).

Připomeňme, co rozumı́me pojmem stochasticky menš́ı.

Definice 3.21. Necht’ jsou X, Y reálné náhodné veličiny, pak ř́ıkáme, že X
je stochasticky menš́ı než Y a znač́ıme X ≤st Y , když pro každou rostoućı
funkci f : R → R je

Ef(X) ≤ Ef(Y ),

za předpokladu, že obě středńı hodnoty Ef(X),Ef(Y ) existuj́ı a jsou konečné.

Užitečnou klasifikaci stochasticky menš́ıch náhodných veličin dává násle-
duj́ıćı věta.

Věta 3.22. X ≤st Y právě tehdy, když pro každé x ∈ R je FX(x) ≤ F Y (x).

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Vrat’me se k rozšǐrováńı Lundebergových meźı na obecněǰśı rozděleńı.
Předpokládejme, že pro pravděpodobnostńı rozděleńı {pk = P (N = k), k ∈
N} plat́ı

{pk} ≤st {p′k} = p0δ0 + (1− p0)TG(θ), (3.12)

pak pro rozděleńı složené náhodné veličiny C =
N∑
i=1

Xi lze odvodit jedno-

strannou obdobu Lundebergovy nerovnosti.

Věta 3.23. Necht’ (3.12) plat́ı pro nějaké θ ∈ (0, 1) a necht’ γ splňuje rovnici
θm̂X(γ) = 1. Pak

FC(x) ≤ 1− p0

θ
a+e

−γx, x ≥ 0,

kde a+ je definováno v (3.11).
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D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Důsledek 3.24. Necht’ {pk} je logaritmicko-konkávńı a necht’ p0 + p1 < 1,
pak

FC(x) ≤ (1− p0)
2

1− p0 − p1

a+e
−γx, x ≥ 0, (3.13)

kde a+ je definováno v (3.11) a γ > 0 je řešeńı rovnice m̂X(γ) = 1−p0
1−p0−p1 .

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Př́ıklad. Uvažujme složenou náhodnou veličinu C =
N∑
i=1

Xi, kde N má Pois-

sonovo rozděleńı s parametrem λ a př́ır̊ustky Xi jsou iid s Exp(δ). Pak na C
m̊užeme aplikovat d̊usledek 3.24, nebot’ rozděleńı N je logaritmicko-konkávńı.
Zřejmě také plat́ı p0 + p1 < 1 a dále má platit p2

k+1 ≥ pk+2pk, tj.(
e−λ

λk+1

(k + 1)!

)2

≥ e−λ
λk+2

(k + 2)!
· e−λλ

k

k!

neboli
1

k + 1
≥ 1

k + 2
,

což plat́ı pro všechna k ∈ N0.
Momentová vutvořuj́ıćı funkce exponenciálńıho rozděleńı je m̂X(s) = δ

δ−s
a koeficient γ > 0 dostáváme řešeńım rovnice

δ

δ − γ
=

1− p0

1− p0 − p1

=
1− e−λ

1− e−λ − λe−λ
.

γ =
δλe−λ

1− e−λ

a analogickým výpočtem jako v d̊ukazu d̊usledku 3.19 dostaneme

a+ =
e−λ(δ + 1)− 1

1− e−λ
.

Po dosazeńı do (3.13) máme omezeńı pro chvost složeného Poissonova rozděleńı

FC(x) ≤ (δ + 1)(e−λ − e−2λ) + e−λ − 1

1− e−λ − λe−λ
· eγx.
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3.4 Simulačńı studie I

V předchoźıch částech jsem zkoumali chováńı složených náhodných veličin
teoreticky, v této části prozkoumáme jejich chováńı na základě simulaćı.
Veškeré výsledky jsou źıskané na základě 100 000 výběr̊u. Zaměřili jsme
se jen na dvě nejd̊uležitěǰśı rozděleńı č́ıtaćı náhodné veličiny N a to ge-
ometrické a Poissonovo. Pro př́ır̊ustky jsme vybrali rozděleńı exponeciálńı
Exp(1), protože pro něj plat́ı mnoho speciálńıch výsledk̊u, a logaritmicko-
normálńı LN(1, 1) jako zástupce rozděleńı s těžkými chvosty. Celá studie
byla provedena v software R2.4.0, zdrojové kódy uvád́ıme v př́ıloze.

3.4.1 Geometrické rozděleńı

Zaj́ımali jsme se o chováńı složeného geometrického rozděleńı CGe(p, FX) v
závislosti na parametru p.
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Obrázek 3.1: Hustota složeného geometrického rozděleńı v závislosti
na parametru p a na rozděleńı př́ır̊ustk̊u (vlevo exponenciálńı, vpravo
logaritmicko-normálńı).

Zd̊urazněme, že složené geometrické rozděleńı má atom v počátku P (C =
0) = 1−p. Hustoty byly źıskány jako jádrové odhady, s pomoćı standardńıch
kód̊u z R.

Z obrázku 3.1 můžeme vidět, že s klesaj́ıćım parametrem geometrického
rozděleńı klesá středńı hodnota C a mnohem výrazněji rozptyl. Pr̊uběh v
závislosti na p se pro exponenciálńı a logaritmicko-normálńı př́ır̊ustky v
zásadě nelǐśı, pouze pro logaritmicko-normálńı př́ır̊ustky je středńı hodnota
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i rozptyl výrazně vyšš́ı (srovnej tab. 3.1). S klesaj́ıćım parametrem p dále
klesá středńı hodnota a rozptyl, jinak se pr̊uběh hustoty neměńı.

p ECGe(p, FExp) varCGe(p, FExp) ECGe(p, FLN) varCGe(p, FLN)
0,9 9,03 99,42 40,58 2129,50
0,8 3,98 23,78 17,88 539,20
0,7 2,34 10,19 10,49 240,94
0,6 1,49 5,15 6,78 129,88
0,5 1,00 3,01 4,51 75,55
0,4 0,67 1,77 3,00 45,80
0,3 0,43 1,04 1,93 26,86
0,2 0,25 0,56 1,12 15,00
0,1 0,11 0,23 0,50 6,81

Tabulka 3.1: Odhady středńı hodnoty a rozptylu pro složené geometrické
rozděleńı v závislosti na parametru p.

Lundebergovy meze

Pro exponenciálńı př́ır̊ustky plat́ı Lundebergova nerovnost s rovnost́ı a d̊us-
ledek 3.24 dává přesné rozděleńı chvostu P (C > x). To potvrzuje i simulačńı
studie. Odhad kumulované distribučńı funkce se překrývá s distribučńı funkćı
źıskanou na základě d̊usledku 3.24. Obrázek neuvád́ıme.
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3.4.2 Poissonovo rozděleńı

V této části jsme se zaj́ımali o chováńı složeného Poissonova rozděleńı CP (λ, FX)
v závislosti na parametru λ.
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Obrázek 3.2: Hustota složeného Poissonova rozděleńı v závislosti na
parametru λ pro exponenciálńı př́ır̊ustky, λ = 1 vlevo a pro λ = 2, 3 vpravo.

Pr̊uběh hustoty se měńı v závislosti na parametru λ nejen co se týče
středńı hodnoty a rozptylu, ale také se měńı tvar. Od λ = 4 se tvar ustaluje
a pouze se posouvá středńı hodnota a zvyšuje rozptyl viz obrázky 3.2 a 3.3.

Pro logaritmicko-normálńı př́ır̊ustky se tvar hustoty ustaluje už od λ = 3
viz obrázek 3.4. Opět plat́ı, že se tvar hustoty složeného Poissonova rozděleńı
př́ılǐs nelǐśı pro exponenciálńı a logaritmicko-normálńı př́ır̊ustky, jen pro lo-
garitmicko-normálńı př́ır̊ustky má výrazně vyšš́ı rozptyl i středńı hodnotu
(srovnej tab. 3.2).

Ještě připomeňme, že složené Poissonovo rozděleńı má atom v počátku
P (C = 0) = e−λ. Hustoty byly opět źıskány jako jádrové odhady.

Lundebergovy meze

Pro Poissonovo rozděleńı č́ıtaćı náhodné veličiny N plat́ı d̊usledek 3.24, který
nám dává pouze horńı mez pro rozděleńı chvostu. Jak přesné je toto omezeńı
jsme studovali pomoćı simulaćı.

Na obrázku 3.5 uvád́ıme porovnáńı empirické distribučńı funkce a vypoč-
tené meze na základě d̊usledku 3.24 (samozřejmě hodnoty 1-mez, protože jde
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Obrázek 3.3: Hustota složeného Poissonova rozděleńı v závislosti na
parametru λ pro exponenciálńı př́ır̊ustky.

o nerovnost pro chvost 1 − F (x) a také z horńıho omezeńı se stává dolńı
omezeńı).

S rostoućı hodnotou parametru λ kvalita omezeńı klesá. Pro λ = 6 se
na zvoleném úseku omezeńı ani nedostává do kladných hodnot. Pro velké
hodnoty x se omezeńı vždy přibĺıž́ı distribučńı funkci. Pro složené Poissonovo
rozděleńı dává Lundebergova mez dobré omezeńı až pro velké hodnoty x, ale
to neńı až tak překvapuj́ıćı, protože mez byla odvozena pro chvost.
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Obrázek 3.4: Hustota složeného Poissonova rozděleńı v závislosti na
parametru λ pro logaritmicko-normálńı př́ır̊ustky.

p ECP (λ, FExp) varCP (λ, FExp) ECPλ(p, FLN) varCP (λ, FLN)
1 1,00 2,01 4,50 54,81
2 2,01 4,01 8,97 107,15
2 3,00 6,07 13,43 161,66
4 3,98 7,94 17,95 218,06
5 5,00 9,94 22,43 274,54
6 6,01 11,99 26,90 331,08
7 7,00 14,00 31,46 383,80
8 8,01 15,97 36,00 445,12
9 9,00 17,94 40,38 485,84

Tabulka 3.2: Odhady středńı hodnoty a rozptylu pro složené Poissonovo
rozděleńı v závislosti na parametru λ.
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Obrázek 3.5: Distribučńı funkce (černá) a Lundebergova mez (čevená) pro
složené Poissonovo rozděleńı s exponenciálńımi př́ır̊ustky Exp(1).
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Kapitola 4

Proces rizika a ruinováńı

4.1 Proces rizika a s ńım spjaté procesy

Pojem riziko může být v r̊uzných oblastech použ́ıván r̊uzně, v teorii rizika se
použ́ıvá velmi obecná definice rizika.

Definice 4.1. Posloupnost R = {Xi, i ∈ N}, kde Xi jsou nezáporné náhodné
veličiny, se nazývá riziko. Množina rizik K = {R1, R2, . . .} se nazývá port-
folio (rizik). Posloupnost {T1, X1, T2, X2, . . .}, kde Ti a Xi jsou nezáporné
náhodné veličiny, se nazývá proces rizika.

V praxi pak realizace Xi představuje konkrétńı požadavek na pojǐst’ovnu,
v naš́ı práci je nejčastěji nazýváme př́ır̊ustky. Interpretace procesu rizika je
taková, že př́ır̊ustek Xn nastává v čase σn = T1+. . .+Tn, neboli Ti je mezičas
mezi událostmi Xi−1 a Xi.

Sṕı̌se než samotný vývoj procesu rizika nás zaj́ımá, jaký bude mı́t celkový
dopad na pojǐst’ovnu.

Definice 4.2. Necht’ {σn, n ∈ N} je jednoduchý bodový proces a {N(t), t ≥
0}, kde N(t) =

∞∑
n=1

I{σn ≤ t} př́ıslušný č́ıtaćı proces a necht’ posloupnost

{Xn, n ∈ N} je riziko, kde jsou všechna Xn nenulová. Pak

C(t) =
∞∑
n=1

XnI{σn ≤ t} =

N(t)∑
n=1

Xn

nazýváme proces celkových pojistných nárok̊u (cumulative arrival pro-
cess, total claim process).

Proces celkových pojistných nárok̊u je zřejmě složený bodový proces.
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Obrázek 4.1: Proces celkových pojistných nárok̊u C(t).

Daľśı dva procesy, které si definujeme, jsou úzce spjaty s pojǐst’ovaćı
prax́ı. Předpokládejme, že pojǐst’ovna má na počátku (své činnosti, nebo
sledovaného obdob́ı) rezervu R0 = u ≥ 0. Dále předpokládejme, že celkové
pojistné inkasované do času t je lineárńı funkćı času tvaru p(t) = pt, t ≥ 0,
kde p je konstanta (v některých materiálech se dokonce předpokládá p = 1).
Za těchto předpoklad̊u definujeme proces rezerv.

Definice 4.3. Necht’ {C(t), t ≥ 0} je proces celkových pojistných nárok̊u a
necht’ inkasované pojistné do času t je p(t) = pt. Definujme

R(t) = u+ pt− C(t),

pak {R(t), t ≥ 0} nazýváme proces pojistných rezerv (risk reserve pro-
cess).

Pro matematické účely bývá někdy vhodněǰśı uvažovat proces vyjadřuj́ıćı
přebytek nárok̊u kladených na pojǐst’ovnu nad výš́ı inkasovaného pojistného.
Pro tento proces neńı, narozd́ıl od anglické terminologie, ustálený český
název. My ho budeme označovat proces přebytku nárok̊u.
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Definice 4.4. Za stejných předpoklad̊u jako v definici 4.3 definujeme proces
přebytku nárok̊u (claim surplus process) {S(t), t ≥ 0}, kde

S(t) = C(t)− pt.

Za určitých předpoklad̊u lze proces {S(t)} považovat za náhodnou pro-
cházku a na řešeńı problému ruinováńı aplikovat teorii o náhodných procház-
kách.

Na obrázćıch 4.1 a 4.2 uvád́ıme pro představu jednu realizaci právě defi-
novaných proces̊u pro {N(t)} Poisson̊uv proces, Xi exponenciálně rozdělené
Exp(1), počátečńı rezervu u = 2 a pojistné p = 1.
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Obrázek 4.2: Proces rizikových rezerv R(t) vlevo a proces přebytku nárok̊u
S(t) vpravo.

4.2 Ruinováńı a př́ıbuzné pojmy

O (technickém) ruinováńı (portfolia) hovoř́ıme, když se proces pojistných
rezerv {R(t)} dostane do záporných hodnot nebo ekvivalentně, když proces
{S(t)} překroč́ı počátečńı rezervu u. Základńı problém, který se v teorii rizika
řeš́ı, je nalézt pravděpodobnost ruinováńı, je-li počátečńı rezerva u. Dále se
také často vyšetřuje čas prvńıho ruinováńı.

Definice 4.5. Při počátečńı rezervě u ≥ 0 definujeme:

1. čas prvńıho ruinováńı (time of ruin) τ(u) = inf{t > 0 : R(t) < 0} =
inf{t > 0 : S(t) > u},

2. pravděpodobnost ruinováńı do času x <∞ (finite-horizon ruin proba-
bility) ψ(u, x) = P (τ(u) ≤ x),
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3. pravděpodobnost ruinováńı v nekonečném čase (infinite-horizon ruin
probability, probability of ultimate ruin) ψ(u) = lim

x→∞
ψ(u, x),

4. pravděpodobnost přežit́ı (survival probability) ψ(u) = 1− ψ(u).

Př́ıvlastek ”v nekonečném čase” se obvykle vynechává a ψ(u) nazýváme
krátce pravděpodobnost ruinováńı. Uvažujeme-li ψ(u) jako funkci u, pak
hovoř́ıme o tzv. funkci ruinováńı (ruin function). Zřejmě plat́ı ψ(u) = P (τ(u) <
∞).

Kromě pravděpodobnosti a času prvńıho ruinováńı existuj́ı i daľśı charak-
teristiky ruinováńı.

Překročeńı hodnoty u (overshoot) procesem {S(t)} nebo též závažnost
ruinováńı v čase τ(u)

Y +(u) =

{
S(τ(u))− u když τ(u) <∞
∞ když τ(u) = ∞,

nebo totéž můžeme vyjádřit pomoćı procesu rezerv {R(t)}

Y +(u) =

{
−R(τ(u)) když τ(u) <∞
∞ když τ(u) = ∞.

Přebytek do doby ruinováńı (surplus prior to ruin)

X+(u) =

{
u− S(τ(u)−) když τ(u) <∞
∞ když τ(u) = ∞.

ZřejměX+(u)+Y +(u) je velikost př́ır̊ustku, který zp̊usob́ı ruinováńı v čase τ(u).
Čas v červených č́ıslech nebo u nás již také použ́ıvaný pojem time in

the red je daľśı charakteristikou popisuj́ıćı jak vážné bylo ruinováńı.

T ′(u) =

{
τ ′(u)− τ(u) když τ(u) <∞
0 když τ(u) = ∞,

kde τ ′(u) = inf{t > τ(u), R(t) > 0} je čas kdy {R(t)} poprvé překroč́ı nulu
poté co nastalo ruinováńı. T ′(u) udává jak dlouho z̊ustal proces v záporných
hodnotách, ale nepřináš́ı žádnou informaci o jeho chováńı.

Jako posledńı charakteristika se použ́ıvá maximálńı celkový deficit

Z+(u) = max{−R(t) : τ(u) ≤ t}

po čase τ(u). Vezmeme-li v úvahu všechny periody v červených č́ıslech,
můžeme uvažovat maximálńı celkový deficit pro každou periodu zvlášt’.

Z+
1 (u) = max{−R(t) : τ(u) ≤ t ≤ τ ′(u)}

45



je pak maximálńı deficit během prvńı periody v červených č́ıslech.
I když se pravděpodobnost ruinováńı (a daľśı právě definované procesy

a náhodné veličiny) uvažuj́ı v závislosti na počátečńı rezervě u, záviśı samo-
zřejmě i na p a na distribućıch tvoř́ıćıch proces pojistných nárok̊u C(t).

4.3 Pravděpodobnost ruinováńı

Jen v několika speciálńıch př́ıpadech lze odvodit pravděpodobnost ruinováńı
přesně, ale bylo odvozeno několik asymptotických a aproximačńıch metod.

Definujme si náhodnou procházku {Sn, n ∈ N0}, kde

Sn =
n∑
i=1

Yi, Yi = Xi − pTi. (4.1)

Ve značeńı z definic 2.6 a 4.3 Ti označuj́ı mezičasy mezi jednotlivými událostmi
a p je pojistné inkasované za jednotku času. {Sn} je pak diskrétńı náhodná
procházka, která nese většinu informace o procesu {S(t), t ≥ 0} a nazývá se
diskrétńı kostra, nebo též skeleton procesu {S(t)}. Př́ır̊ustky {Sn, n ∈ N0}
odpov́ıdaj́ı př́ır̊ustk̊um procesu {C(t), t ≥ 0} pońıženým o pojistné inkaso-
vané za obdob́ı mezi př́ıslušnými dvěma př́ır̊ustky. Jak už značeńı naznačuje,
je S(t) = Sn pro t = Tn.

Ze silného zákona velkých č́ısel plyne, že Sn

n

sj→ EY a lim sup
n→∞

Sn = ∞
pokud EY > 0. Toto plat́ı dokonce i pro EY = 0, ale to už neńı tak
snadné dokázat. Čtenáře odkazujeme např. na [Rolski et al., 1998], paragraf
6.3. Tedy pro EY ≥ 0 náhodná procházka překroč́ı jakoukoli mez a ruinováńı
nastává skoro jistě, tj. ψ(u) ≡ 1. Pokud EY < 0, lze ukázat, že ψ(u) < 1 pro
všechna u (např. [Asmussen, 2000] kapitola 3).

K stejnému závěru dojdeme, i když uvažujeme spojitý proces {S(t)},
ovšem odvozeńı je složitěǰśı a vycháźı z diskretizace procesu (viz
[Asmussen, 2000]).

Na {S(t)} lze také aplikovat centrálńı limitńı větu a ukázat, že limitńı

rozděleńı S(t)−ES(t)√
t

je normálńı.

Věta 4.6. Necht’ {S(t), t ≥ 0} je proces přebytku nárok̊u př́ıslušný složenému
Poissonovu procesu s charakteristikou (λ, FX) a intenzita pojistného bud’ p.
Pak

S(t)− t(λEX − p)√
t

as.∼ N(0, λEX2)

pro t→∞.
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D̊ukaz. [Asmussen, 2000]

V takto obecném př́ıpadě v́ıce výsledk̊u neodvod́ıme. Nejv́ıce výsledk̊u
bylo odvozeno pro proces, kde se př́ıchody událost́ı ř́ıd́ı Poissonovým proce-
sem, ale tomu se věnuje daľśı kapitola.
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Kapitola 5

Složený Poisson̊uv model

V této kapitole budeme uvažovat klasický složený Poisson̊uv proces jako
model př́ıchodu událost́ı. Tento model je sice vhodný sṕı̌se jako aproximace
praktických situaćı. Jeho př́ımé použit́ı je limitované (obzvláště v pojistné
praxi), ale má velmi př́ıjemné vlastnosti a proto je nejv́ıce studovaným pro-
cesem v literatuře. Je také základem pro r̊uzná zobecněńı.

5.1 Homogenńı Poisson̊uv proces

Nejprve si definujeme homogenńı Poisson̊uv proces.

Definice 5.1. Bud’ {σn, n ∈ N} jednoduchý bodový proces, kde T1 = σ1 a
Tn = σn − σn−1, n = 2, 3, . . . jsou iid náhodné veličiny s exponenciálńım
rozděleńım Exp(λ), λ > 0. Potom č́ıtaćı proces {N(t), t ≥ 0}, N(t) =
∞∑
n=1

I{σn ≤ t} př́ıslušný {σn} nazýváme homogenńı Poisson̊uv proces s inten-

zitou λ.

Jednou ze základńıch vlastnost́ı homogenńıho Poissonova procesu je, že
má nezávislé a stacionárńı př́ır̊ustky. Připomeňme pro jistotu definici těchto
pojmů.

Definice 5.2. O reálném náhodném procesu {X(t), t ≥ 0} ř́ıkáme, že má

1. nezávislé př́ır̊ustky, když ∀n ∈ N a 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn
jsou náhodné veličiny X(t0), X(t1)−X(t0), X(t2)−X(t1), . . . , X(tn)−
X(tn−1) nezávislé;

2. stacionárńı př́ır̊ustky, když ∀n ∈ N a 0 ≤ t0 < t1 < . . . < tn a h ≥ 0
rozděleńı náhodného vektoru (X(t1 + h)−X(t0 + h), . . . , X(tn + h)−
X(tn−1 + h)) nezáviśı na h.
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Homogenńı Poisson̊uv proces můžeme definovat r̊uzně a každá z definic
zd̊urazňuje jeho jinou vlastnost. Každý bod následuj́ıćı věty je ekvivalentńı
definićı Poissonova procesu.

Věta 5.3. Bud’ {N(t), t ≥ 0} č́ıtaćı proces. Potom jsou následuj́ıćı tvrzeńı
ekvivalentńı.

1. {N(t)} je homogenńı Poisson̊uv proces s intenzitou λ.

2. ∀t ≥ 0 a n ∈ N má náhodná veličina N(t) Poissonovo rozděleńı
Po(λt) a je-li N(t) = n, pak body σ1, . . . , σn jsou rovnoměrně rozdělené
na [0, t].

3. {N(t)} má nezávislé př́ır̊ustky a plat́ı EN(1) = λ a pro každé t ≥ 0,
n ∈ N a dané N(t) = n jsou body σ1, . . . , σn rovnoměrně rozdělené na
[0, t].

4. {N(t)} má stacionárńı nezávislé př́ır̊ustky a pro h↘ 0 P (N(h) = 0) =
1− λh+ o(h), P (N(h) = 1) = λh+ o(h).

5. {N(t)} má stacionárńı nezávislé př́ır̊ustky a pro každé pevné t ≥ 0 má
náhodná veličina N(t) Poissonovo rozděleńı Po(λt).

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

5.2 Složený Poisson̊uv proces

Definice 5.4. Necht’ {N(t), t ≥ 0} je homogenńı Poisson̊uv proces s intenzi-
tou λ a necht’ Xi jsou iid náhodné veličiny s distribučńı funkćı FX a nezávislé
na {N(t), t ≥ 0}. Potom složený bodový proces {C(t), t ≥ 0}, kde

C(t) =

N(t)∑
i=1

Xi

se nazývá složený Poisson̊uv proces s charakteristikou (λ, FX), tj. s intenzitou
λ a rozděleńım velikosti př́ır̊ustk̊u daným FX .

Terminologie je motivována faktem, že C(t) ∼ CP (λt, FX), nebot’ podle
věty 5.3 má N(t) Poissonovo rozděleńı s parametrem λt.

Uved’me si nějaké základńı vlastnosti složeného Poissonova procesu.

Věta 5.5. Necht’ {C(t), t ≥ 0} je složený Poisson̊uv proces s charakteristikou
(λ, FX), pak
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1. proces {C(t)} má stacionárńı a nezávislé př́ır̊ustky,

2. momentová vytvořuj́ıćı funkce náhodné veličiny C(t) je daná vzorcem

m̂C(t)(s) = exp{λt(m̂X(s)− 1)},

a středńı hodnota a rozptyl jsou

EC(t) = λtEX, varC(t) = λtEX2.

D̊ukaz. Bod 1. můžeme nalézt např. v [Rolski et al., 1998], bod 2. je pouhým
přeformulováńım věty 3.7.

Stacionarita a nezávislost př́ır̊ustk̊u složeného Poissonova procesu nám
dává vlastnost, pro kterou bychom ho mohli nazvat procesem bez paměti.
Uvažujeme-li proces pojistných rezerv {R(t), t ≥ 0} (z definice 4.3) od času
t = T dále do budoucnosti, je to jako kdybychom jej restartovali se stejnými
parametry, jen počátečńı rezerva by byla u = R(T ). Nav́ıc, pokud do času
T nenastalo ruinováńı, pak pravděpodobnost (podmı́něná) ruinováńı v bu-
doucnu je ψ(R(T )).

Ve zbytku této kapitoly budeme předpokládat, že př́ıchod událost́ı se ř́ıd́ı
složeným Poissonovým modelem.

Předpoklad 2. (Složený Poisson̊uv model)
Necht’ {C(t), t ≥ 0} je složený Poisson̊uv proces s charakteristikou (λ, FX) a
pojistné je inkasováno spojitě s intenzitou p za jednotku času.

5.3 Pravděpodobnosti ruinováńı a pravděpo-

dobnosti přežit́ı

Vrat’me se k náhodné procházce {Sn, n ∈ N0} ze (4.1). Jak v́ıme, pokud
EY ≥ 0, pak ruinováńı nastává skoro jistě. Předpokládejme tedy EY < 0,
po dosazeńı dostáváme tzv. podmı́nku čistého zisku (net profit condition)

p > λEX. (5.1)

kterou budeme předpokládat ve zbytku této kapitoly.

Dále budeme studovat pravděpodobnost přežit́ı ψ(u) = 1−ψ(u) a ukážeme,
že jako funkce u je diferencovatelná všude na R+ až na spočetně mnoho bod̊u.
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Věta 5.6. Funkce přežit́ı ψ(u) je spojitá na R+ s jednostrannými derivacemi

ψ
′
+(u) a ψ

′
−(u) a plat́ı

pψ
′
+(u) = λ

(
ψ(u)−

u∫
0

ψ(u− y)dFX(y)
)

(5.2)

pψ
′
−(u) = λ

(
ψ(u)−

u−∫
0

ψ(u− y)dFX(y)
)

(5.3)

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Poznámka 5.7. Př́ımý d̊usledek věty 5.6 je, že spojitá funkce ψ(u) je dife-
rencovatelná až na spočetnou množinu bod̊u, kde FX(x) je nespojitá, což im-

plikuje
∫∞
u
ψ
′
(v)dv = ψ(u), u ≥ 0, neboli ψ(u) je absolutně spojitá vzhledem

k Lebesguově mı́̌re.

Bohužel ve většině př́ıpad̊u rovnice (5.2) a (5.3) nelze řešit analyticky,
ale pouze numericky. Obt́ıžnost řešeńı spoč́ıvá v tom, že rovnice obsahuj́ı jak
derivaci tak integrál. Jejich integrováńım můžeme dostat integrálńı rovnici.

Věta 5.8. (Defektivńı rovnice obnovy - defective renewal equation)
Funkce ruinováńı ψ(u) splňuje integrálńı rovnici

pψ(u) = λ
( ∞∫
u

FX(x)dx+

u∫
0

ψ(u− x)FX(x)dx
)
. (5.4)

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

5.3.1 Pollaczek-Khinchinova formule

Přestože rovnice (5.4) je jednodušš́ı než rovnice (5.2) a (5.3), stále je jej́ı
řešeńı problematické. Označme pro přehlednost EX = µ a dále označme

F s
X(x) =

1

µ

∫ x

0

FX(y)dy, x ≥ 0 (5.5)

integrovaný chvost, pak lze pravděpodobnost ruinováńı reprezentovat jako
součet konvolučńıch mocnin.

Věta 5.9. (Pollaczek-Kinchinova formule)
Pro každé u ≥ 0 plat́ı

ψ(u) =
(
1− λµ

p

) ∞∑
n=0

(λµ
p

)n
(F s

X)∗n(u). (5.6)
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D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Poznámka 5.10. Poznamenejme, že věta 5.9 mimo jiné také ř́ıká, že 1−ψ(u)
je distribučńı funkce náhodné veličiny se složeným geometrickým rozděleńım
s charakteristikou (λEX

p
, F s

X) (tedy rozděleńı 1 − ψ(u) má atom v počátku

1− λEX
p

).

Existuje několik speciálńıch př́ıpad̊u, kdy se Pollaczek-Kinchinova for-
mule zjednoduš́ı, ale v ostatńıch př́ıpadech neńı pro výpočet ψ(u) dostačuj́ıćı,
protože obsahuje nekonečný součet konvolučńıch mocnin. Reprezentace jako
nekonečný součet je vhodná sṕı̌se pro teoretické úvahy nebo pro aproximace,
kdy sč́ıtáme jen několik prvńıch člen̊u. Chyba takové aproximace je menš́ı

než ρk+1

1−ρ , kde ρ = λµ
p
< 1 z podmı́nky čistého zisku a většinou p̊ujde rychle k

nule.

V př́ıpadě u = 0 dostáváme z Pollaczek-Kinchinovy formule (5.6) výraz,
který záviśı pouze na středńı hodnotě př́ır̊ustk̊u EX, nikoli na jejich rozděleńı.

Věta 5.11. ψ(0) = λEX
p
.

D̊ukaz. [Asmussen, 2000]

Pokud jsou př́ır̊ustky exponenciálně rozdělené, má Pollaczek-Kinnchinova
formule (5.6) analytické řešeńı.

Věta 5.12. Necht’ Xi ∼ Exp(δ), i ∈ N, pak

ψ(u) =

{
λ
pδ
e−u(δ−

λ
p
) pro λ ≤ δp,

1 pro λ > δp.

Je-li λ < δp, pak pro čas prvńıho ruinováńı τ(u) plat́ı:

E[τ(u)|τ(u) <∞] =
1 + λu

p

δp− λ
.

D̊ukaz. [Cipra, 1991]

Stejný výsledek dostaneme také řešeńım rovnice (5.2), kterou lze v tomto
př́ıpadě řešit analyticky, nebo také pomoćı Laplaceovy transformace.

Zjednodušeńı lze dosáhnout také v př́ıpadě deterministických př́ır̊ustk̊u.

Věta 5.13. Necht’ P (X = µ) = 1 a necht’ p = 1 pak

ψ(u) = 1− (1− λµ)

bu/µc∑
k=0

e−λ(kµ−u) (λ(kµ− u))k

k!
.

D̊ukaz. [Asmussen, 2000]
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5.3.2 Laplaceova transformace

Pod́ıvejme se, jaké informace nám může přinést Laplaceova transformace
funkce ruinováńı, nebo funkce přežit́ı. Snadným výpočtem dostáváme

L̂ψ(s) =

∞∫
0

(1− ψ(u))e−sudu =
1

s
− L̂ψ(s) s > 0

a předpokládáme-li složený Poisson̊uv model (předpoklad 2), pak dostáváme
následuj́ıćı vyjádřeńı Laplaceových transformaćı.

Věta 5.14. Necht’ plat́ı předpoklad 2 a EX = µ. Pak pro Laplaceovy trans-
formace L̂ψ(s) a L̂ψ(s) plat́ı vztahy

L̂ψ(s) =
1

s
− p− λµ

ps− λ(1− l̂X(s))
, s > 0

L̂ψ(s) =
p− λµ

ps− λ(1− l̂X(s))
, s > 0,

kde l̂X(s) znač́ı Laplaceovu-Stieltjesovu transformaci iid náhodných veličin
Xi, i ∈ N.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Označme M = sup
0≤t<∞

S(t), pak ψ(u) = P (M > u) a d̊usledkem předchoźı

věty jsou formule pro momenty M .

Důsledek 5.15. Předpokládáme-li složený Poisson̊uv model (předpoklad 2),
pak prvńı dva momenty M jsou

EM =
λEX2

2(p− λEX)
EM2 =

λEX3

3(p− λEX)
+

λ2(EX2)2

2(p− λEX)2
.

D̊ukaz. Vı́me, že ψ(u) = P (M ≤ u) je distribučńı funkce náhodné veličiny se
složeným geometrickým rozděleńım s parametrem λEX

p
a rozděleńım př́ır̊ustk̊u

daným F s
X . Pro momentovou vytvořuj́ıćı funkci M dostáváme výraz

m̂M(s) =
(p− λµ)s

ps− λ(m̂X(s)− 1)
.

Podrobněji najdeme odvozeńı v [Asmussen, 2000].
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Dále dostáváme

m̂′M(s) =
λ(p− λµ)(sm̂′X(s)− m̂X(s) + 1)(

ps− λ(m̂X(s)− 1)
)2 .

A EM = lim
s→0

m̂′M(s). Jde o výraz typu 0
0
, a proto použijeme l’Hospitalovo

pravidlo a dostáváme

EM = lim
s→0

λ(p− λµ)sm̂′′X(s)

2(ps− λ(m̂X(s)− 1))(p− λm̂′X(s))
.

Stále máme výraz typu 0
0

a druhým použit́ım l’Hospitalova pravidla dostáváme

lim
s→0

λ(p− λµ)(m̂′′X(s) + sm̂′′′X(s))

2(p− λm̂′X(s))2 + 2(ps− λ(m̂X(s)− 1))(−λm̂′′X(s))
=
λ(p− λµ)EX2

2(p− λEX)2
.

Stač́ı si uvědomit, že µ = EX a máme požadovaný výsledek.
Vzorec pro EM2 dostaneme analogicky.

5.4 Asymptotické chováńı a aproximace prav-

děpodobnosti ruinováńı

Viděli jsme, že v obecném př́ıpadě máme problémy odvodit ψ(u) přesně. To
nás vede ke snaze odvodit nějaké omezeńı nebo aproximace pro pravděpo-
dobnost ruinováńı. V této části odvod́ıme analogii Lundebergovy nerovnosti
(3.18) pro pravděpodobnost ruinováńı ψ(u). Nejprve se zabývejme podrobněji
Lundebergovým koeficientem.

5.4.1 Lundeberg̊uv koeficient

Uvažujme proces přebytku nárok̊u {S(t), t ≥ 0}, pak má náhodná veličina
S(t) v čase t ≥ 0 složené Poissonovo rozděleńı s charakteristikou (λt, FX)
posunuté o −pt. Jej́ı momentová vytvořuj́ıćı funkce je

m̂S(t)(s) = EesS(t) = exp{t(λ(m̂X(s)− 1)− ps)} = etθ(s),

kde
θ(s) = λ(m̂X(s)− 1)− ps.

Pokud m̂X(s0) < ∞ pro nějaké s0, potom funkce θ(s) je diferencovatelná
nekonečně-krát na intervalu (−∞, s0). Jej́ı druhá derivace je

θ′′(s) = λm̂′′X(s) = λE(X2eXs) > 0
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tedy θ(s) je konvexńı funkce. Pro prvńı derivaci plat́ı

θ′(s) = λm̂′X(s)− p

a θ′(0) = λEX − p < 0, protože uvažuje podmı́nku čistého zisku, aby
pravděpodobnost ruinováńı nebyla skoro jistě jedna. Funkce θ(s) je tedy kle-
saj́ıćı konvexńı v nule a θ(0) = λ(m̂X(0)−1) = 0. Nav́ıc může existovat daľśı
kořen θ(s) = 0. Pokud takový kořen existuje pak je jednoznačně určený a
kladný a nazýváme ho Lundeberg̊uv koeficient a znač́ıme jej γ. γ tedy splňuje
rovnici

λ(m̂X(γ)− 1)− pγ = 0.

Př́ıklad. Uvažujme např́ıklad exponenciálńı rozděleńı X ∼ Exp(δ), jeho mo-
mentová vytvořuj́ıćı funkce je m̂X(s) = δ

δ−s , s < δ. Řeš́ıme tedy rovnici

θ(s) = λ(
δ

δ − s
− 1)− ps = 0,

tj.
s(λ− p(δ − s)) = 0.

Protože hledáme kladné řešeńı, je γ řešeńım rovnice

λ− p(δ − s) = 0

a

γ = δ − λ

p
.

Pro většinu ostatńıch rozděleńı neńı řešeńı tak snadné, ale poměrně snadno
zjist́ıme, kdy Lundeberg̊uv koeficient existuje. Základńı podmı́nkou existence
Lundebergova koeficientu je m̂X(s) < ∞ pro nějaké s > 0. To vylučuje
rozděleńı s těžkými chvosty (v praxi často použ́ıvaná), protože pro ty plat́ı
m̂X(s) = ∞ pro všechna s > 0. Daľśı podmı́nky existence Lundebergova
koeficientu udává následuj́ıćı věta.

Věta 5.16. Necht’ existuje s∞ ∈ R takové, že m̂X(s) < ∞ pokud s < s∞
a lim
s↗s∞

m̂X(s) = ∞. Pak existuje jednoznačně určené řešeńı γ > 0 rovnice

θ(s) = 0.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

I když Lundeberg̊uv koeficient existuje, nemuśı být vždy snadné ho určit
přesně, a proto bylo odvozeno jeho omezeńı.
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Věta 5.17. Plat́ı

γ <
2(1− λEX)

λEX2
.

D̊ukaz. [Asmussen, 2000]

V praxi nastává však ještě jeden problém. V okamžiku, kdy vycháźıme
z reálných dat, neznáme ani λ ani rozděleńı př́ır̊ustk̊u FX , a přesto bychom
potřebovali alespoň nějaký odhad γ. Označme m̂T odhad m̂X a λT odhad λ
na základě X1, . . . , XNT

:

m̂T (s) =
1

NT

NT∑
i=1

esXi , λT =
NT

T
.

Definujme funkci
θT (s) = λT (m̂T (s)− 1)− ps

a γT definujme rovnićı θT (γT ) = 0. Pokud NT = 0, pak m̂T a tedy i γT nejsou
definované. A také pokud λT

NT
(U1 + . . . + UNT

) > 1 pak γT < 0. Nicméně
pravděpodobnosti obou těchto jev̊u konverguj́ı k nule pro T →∞.

Věta 5.18. γT
as→ γ pro T →∞. Pokud nav́ıc m̂X(2γ) <∞ pak

γT − γ ∼ N
(
0,
σ2
γ

T

)
,

kde σ2
γ = λθ(2γ)

(θ′(γ))2
.

D̊ukaz. [Asmussen, 2000]

Asymptotická normalita plat́ı i pro odhady momentové vytvořuj́ıćı funkce
a θ(s).

Věta 5.19. Pro T →∞ plat́ı

m̂T (γ) ∼ N
(
m̂X(γ),

m̂X(2γ)− m̂X(γ)2

λT

)
,

θT (γ) ∼ N
(
0,
θ(2γ)

T

)
.

D̊ukaz. [Asmussen, 2000]
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Dı́ky větě 5.18 plat́ı i asymptotická normalita veličiny e−γTu použ́ıvané v
Lundebergových nerovnostech a meźıch (viz daľśı kapitola).

e−γTu ∼ N(e−γu, u2e−2γu
σ2
γ

T
)

a snadno dostáváme 1− α konfidenčńı interval pro e−γu(
e−γTu − u

(α
2

)
· ue−γTu

σ2
γ,T√
T
, e−γTu + u

(α
2

)
· ue−γTu

σ2
γ,T√
T

)
,

kde σ2
γ,T = λT θ(2γT )

(θ′T (γT ))2
je výběrová varianta σ2

γ a u
(
α
2

)
je kritická hodnota (tj.

(1− α
2
)-kvantil) normálńıho rozděleńı.

5.4.2 Lundebergovy meze

V této části uvedeme r̊uzná omezeńı pravděpodobnosti ruinováńı ψ(u). Při-
pomeňme, že stále předpokládáme podmı́nku čistého zisku (5.1).

Věta 5.20. (Oboustranné Lundebergovy meze)
Předpokládejme, že existuje Lundeberg̊uv koeficient γ > 0 a označme x0 =
sup{x : FX(x) < 1}. Potom

a−e
−γu ≤ ψ(u) ≤ a+e

−γu ∀u ≥ 0,

kde

a− = inf
x∈[0,x0)

eγx
∫∞
x
FX(y)dy∫∞

x
eγyFX(y)dy

, a+ = sup
x∈[0,x0)

eγx
∫∞
x
FX(y)dy∫∞

x
eγyFX(y)dy

.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Zřejmě plat́ı a− ≤ a+ a protože
∞∫
x

eγyFX(y)dy ≥ eγx
∞∫
x

FX(y)dy máme

a+ ≤ 1. Nav́ıc lze ukázat, že nerovnosti ve větě 5.20 jsou ostré pokud plat́ı
a− < ψ(0), a+ > ψ(0) (viz např. [Rolski et al., 1998] paragraf 5.4).

V některých př́ıpadech si vystač́ıme s jednodušš́ı variantou Lundeber-
gových meźı.

Věta 5.21. (Cramér-Lundebergova nerovnost)
Necht’ existuje Lundeberg̊uv koeficient γ > 0, potom

ψ(u) ≤ e−γu.
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D̊ukaz. [Cipra, 1991]

Dále se zaměř́ıme na asymptotické chováńı pravděpodobnosti ruinováńı
pro velká u a ukážeme, že existuje limita pro ψ(u)eγu.

Věta 5.22. (Cramér-Lundebergova)
Předpokládejme, že existuje Lundeberg̊uv koeficient γ > 0. Pokud m̂′X(γ) < ∞,
pak

lim
u→∞

ψ(u)eγu =
p− λEX

λm̂′X(γ)− p
.

Pokud m̂′X(γ) = ∞, pak lim
u→∞

ψ(u)eγu = 0.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Za předpoklad̊u předchoźı věty se použ́ıvá Cramér-Lundebergova aprox-
imace

ψ(u) ≈ p− λEX
λm̂′X(γ)− p

e−γu. (5.7)

Věta 5.23. Cramér-Lundebergova aproximace (5.7) plat́ı přesně⇐⇒ př́ır̊ustky
Xi, i ∈ N maj́ı exponenciálńı rozděleńı.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

5.4.3 Rozděleńı s těžkými chvosty

V předchoźı části jsme předpokládali existenci Lundebergova koeficientu a
t́ım jsme automaticky vyřadili rozděleńı s těžkými chvosty jako možné roz-
děleńı př́ır̊ustk̊u. Naneštěst́ı rozděleńı s těžkými chvosty jsou v některých
oblastech velmi potřebná, protože sṕı̌se odpov́ıdaj́ı skutečnosti, např. v úra-
zovém pojǐstěńı, nebo pojǐstěńı proti živelným katastrofám. Př́ıklady použit́ı
rozděleńı s těžkými chvosty můžeme naj́ıt např. v [Cipra, 1991] nebo
[Rolski et al., 1998].

V př́ıpadě př́ır̊ustk̊u s těžkými chvosty je asymptotické chováńı pravdě-
podobnosti ruinováńı ψ(u) velmi odlǐsné od toho z věty (5.22). Vezmeme-li v
úvahu, že lim

x→∞
esxF (x) = ∞ (viz (2.1)) a Pollaczek-Kinchinovu formuli (5.6),

dostáváme pro u→∞ a pro každé s > 0

ψ(u)esu ≥
(
1− λµ

p

)λµ
p

(
1− F s

X(u)
)
esu →∞. (5.8)

Pro speciálńı rozděleńı s těžkými chvosty máme následuj́ıćı asymptotický
výsledek.
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Věta 5.24. (Cramér-Lundebergova pro těžké chvosty I)
Položme ρ = λµ

p
a předpokládejme, že integrovaný chvost F s

X (definováno v

(5.5)) je subexponenciálńı. Pak

lim
u→∞

ψ(u)

F s
X(u)

=
ρ

1− ρ
.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Na základě předchoźı věty se použ́ıvá aproximace

ψ(u) ≈ ρ

1− ρ
(1− F s

X(u)). (5.9)

Věta 5.25. (Cramér-Lundebergova pro těžké chvosty II)
Položme opět ρ = λµ

p
, pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

1. F s
X ∈ S.

2. 1− ψ(u) ∈ S.

3. lim
u→∞

ψ(u)

F s
X

(u) = ρ
1−ρ .

D̊ukaz. [Embrechts et al., 1997].

Aproximace Cramér-Lundebergova typu (5.9) je možná pouze pro roz-
děleńı, pro která je integrovaný chvost F s

X subexponenciálńı, ale nás by
sṕı̌se zaj́ımalo, jaké podmı́nky muśı splňovat distribučńı funkce př́ır̊ustk̊u
FX . Obecně totiž neplat́ı, že by FX ∈ S implikovalo F s

X ∈ S. Obecně neplat́ı
ani opačná implikace.

K tomu potřebujeme ještě hlouběji zkoumat rozděleńı s těžkými chvosty.
Nejprve si proto rozš́ı̌ŕıme definici pomalu se měńıćıch funkćı.

Definice 5.26. Ř́ıkáme, že kladná Lebesgueovsky měřitelná funkce h na
(0,∞) je regulárně se měńıćı (regularly varying) v∞ indexu α ∈ R a znač́ıme
h ∈ Rα, pokud

lim
x→∞

h(tx)

h(x)
= tα ∀t > 0.

Regulárně se měńıćı funkce indexu α jsou např. funkce xα, xα log x,
α ∈ R.

Dále budeme označovat

R = {Fdistribučńı funkce na (0,∞) : F ∈ R−α pro nějaké α ≥ 0}.
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Uvažujeme-li distribučńı funkce s chvostem tvaru F (x) = x−αL(x) pro
α ≥ 0 a L ∈ R0 jako v kapitole 2.4.2 dostáváme

lim
x→∞

F (tx)

F (x)
= lim

x→∞

(tx)−αL(tx)

x−αL(x)
= t−α

a tedy pro takovéto distribučńı funkce plat́ı F ∈ R−α.
Uved’me ještě podrobněǰśı děleńı distribućı s těžkými chvosty. Označme

si všechna rozděleńı s těžkými chvosty

K = {Fdistribučńı funkce na (0,∞) : m̂(s) = ∞, ∀s > 0}.

Dále označ́ıme

L = {Fdistribučńı funkce na (0,∞) : lim
x→∞

F (x− y)

F (x)
= 1, ∀y > 0},

jak už v́ıme, pokud je F ∈ L pak F ∈ S, ale tato skupina je širš́ı.
Definujme si ještě posledńı uvažovaný typ funkćı. Pro tyto funkce se

nám nepodařilo nalézt vhodný český ekvivalent, proto nám promiňte použit́ı
anglického termı́nu.

Definice 5.27. Ř́ıkáme, že distribučńı funkce nezáporné náhodné veličiny je
dominatedly varying v nekonečnu pokud

lim sup
x→∞

F (x/2)

F (x)
<∞

a množinu dominatedly varying distribučńıch funkćı znač́ıme D.

Mezi jednotlivými tř́ıdami rozděleńı s těžkými chvosty plat́ı následuj́ıćı
vztahy:

1. R ⊂ S ⊂ L ⊂ K a R ⊂ D ⊂ K,

2. (L ∩ D) ⊂ S,

3. D * S a S * D.

Veškeré relace shrnuje obrázek 5.1. R ⊂ S a tedy věty 5.24 a 5.25 plat́ı i pro
distribučńı funkce, pro které je F s

X ∈ R.
Přejděme nyńı k podmı́nkám subexponenciality pro integrovaný chvost

F s
X , kv̊uli kterým jsme prováděli celou analýzu.
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Obrázek 5.1: Tř́ıdy rozděleńı s těžkými chvosty

Věta 5.28. (Podmı́nky subexponenciality)

1. Pokud F ∈ L ∩ D, pak F ∈ S.

2. Pokud náhodná veličina X s distribučńı funkćı FX má konečnou středńı
hodnotu µ a FX ∈ D, pak F s

X ∈ L ∩ D a d́ıky bodu 1. také F s
X ∈ S.

D̊ukaz. [Embrechts et al., 1997]

Následuj́ıćı věta uvád́ı postačuj́ıćı podmı́nky pro FX , aby integrovaný
chvost F s

X byl subexponenciálńı.

Věta 5.29. (Podmı́nky subexponenciality F s
X)

Necht’ FX je distribučńı funkce s hustotou fX a kumulovanou rizikovou funkćı
Λ = − logF a označme q(x) = f(x)

F (x)
. Pokud plat́ı některá z následuj́ıćıch

podmı́nek pak F s
X ∈ S.

1. lim sup
x→∞

xq(x) <∞, nebo

2. lim
x→∞

q(x) = 0, lim
x→∞

xq(x) = ∞ a plat́ı některá z následuj́ıćıch podmı́nek:

(a) lim sup
x→∞

xq(x)
Λ(x)

< 1, nebo
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(b) q ∈ Rδ pro −1 ≤ δ ≤ 1, nebo

(c) Λ ∈ Rδ pro 0 < δ < 1 a q(x) je pro dostatečně velká x nerostoućı
nebo

(d) q(x) jde pro dostatečně velká x monotónně k 0, q ∈ R0 a Λ(x)−
xq(x) ∈ R1.

D̊ukaz. Větu jsme převzali z [Embrechts et al., 1997]. Autoři ve větě shrnuj́ı
netriviálńı výsledky z několika článk̊u, zájemce o d̊ukaz odkazujeme na citace
uvedené v [Embrechts et al., 1997].

Na základě této věty lze dokázat, že pro logaritmicko-normálńı a Weibullovo
rozděleńı s parametrem b < 1 je F s

X ∈ S.

5.4.4 Aproximace na základě moment̊u

Pomoćı momentové vytvořuj́ıćı funkce snadno spočteme momenty složeného
bodového procesu, a proto by nás mohlo napadnout použ́ıt Čebyšovu nerov-
nost jako bodové omezeńı. Naneštěst́ı Čebyšova nerovnost je př́ılǐs jednoduchá
a omezeńı źıskané na jej́ım základě je skutečným hodnotám velmi vzdálené
a prakticky nepoužitelné.

V teorii rizika se použ́ıvaj́ı hlavně dvě metody aproximace pravděpo-
dobnosti ruinováńı ψ(u), a to De Vylderova a Beekman-Bowersova. V obou
př́ıpadech se snaž́ıme nahradit proces {R(t), t ≥ 0} procesem {R′(t), t ≥ 0}
takovým, že se shoduj́ı jejich momenty až do řádu n ≥ 1 a {R′(t)} je vybrán
tak, že je pro něj snažš́ı odvodit jeho pravděpodobnost ruinováńı ψ′(u).

1. De Vylderova aproximace

Pro exponenciálně rozdělené př́ır̊ustky (X ∼ Exp(δ)) umı́me odvodit
pravděpodobnosti ruinováńı přesně:

ψ(u) =
λ

pδ
e−u(δ−

λ
p
).

Idea De Vylderovy aproximace je nahradit {R(t)} procesem {R′(t)},
který má exponenciálně rozdělené př́ır̊ustky s parametrem δ′ a

E(R(t))k = E(R′(t))k t ≥ 0, k = 1, 2, 3.

Snadno spočteme, že

ER(t) = u+ pt− λtEX
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varR(t) = λtEX2

E(R(t)− ER(t))3 = −λtEX3.

Rovnost prvńıch tř́ı moment̊u tedy plat́ı když

p− λEX = p′ − λ′

δ′
λEX2 =

2λ′

(δ′)2
λEX3 =

6λ′

(δ′)3
.

Řešeńım této soustavy rovnic dostáváme podmı́nky na parametry pro-
cesu {R′(t)}

δ′ =
3EX2

EX3
λ′ =

λEX2(δ′)2

2
p′ = p− λEX +

λ′

δ′
.

De Vylderova aproximace pravděpodobnosti ruinováńı pak je

ψ(u)
·
≈ λ′

p′δ′
e
−u(δ′−λ′

p′ ).

Samozřejmě v př́ıpadě exponenciálně rozdělených př́ır̊ustk̊u plat́ı aprox-
imace přesně a numerické př́ıklady ukazuj́ı, že plat́ı poměrně přesně i
pro ostatńı rozděleńı (viz [Rolski et al., 1998]).

2. Beekman-Bowersova aproximace
Tato metoda je založena na změně disribučńı funkce. Uvažujme nějakou
náhodnou veličinu Z s distribučńı funkci FZ(x) = 1− pψ(x)

λEX (pak ψ(u) =
λEX
p

(1 − FZ(u))). Vı́me, že ψ(0) = λEX
p

, tedy FZ(0) = 0 a tedy FZ(x)
je distribučńı funkce kladné náhodné veličiny Z. Nav́ıc podle diferen-
ciálně-integrálńı věty 5.6 je funkce FZ absolutně spojitá a má tedy
hustotu fZ(x) = p

λEXψ
′
+(x). Momentová vytvořuj́ıćı funkce náhodné

veličiny Z je

m̂Z(s) = EesZ =

∞∫
0

esxdFZ(x) =

∞∫
0

esx
p

λEX
ψ
′
+(x)dx.

Integraćı per-partes a daľśımi standardńımi úpravami dostaneme

m̂Z(s) =
p

λEX

( −s(p− λEX)

−ps− λ(1− m̂X(s))
−
(
1− λEX

p

))
,

což snadno převedeme na tvar

m̂Z(s) = 1− p

λEX
+
p(p− λEX)

λEX
s

ps− λ(m̂X(s)− 1)
.
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Idea Beekman-Bowersovy aproximace je nahradit distribučńı funkci
FZ(x) distribučńı funkćı F ′(x) gamma rozděleńı Γ(a, b) tak, aby se
shodovaly prvńı dva momenty.

Momenty náhodné veličiny Z odvod́ıme derivaćı jej́ı momentové vytvořu-
j́ıćı funkce m̂Z(s).

m̂′Z(s) =
p(p− λEX)

λEX
ps− λ(m̂X(s)− 1)− s(p− λm̂′X(s))(

ps− λ(m̂X(s)− 1)
)2

=
p(p− λEX)

EX
sm̂′X(s)− m̂X(s) + 1(
ps− λ(m̂X(s)− 1)

)2 . (5.10)

L’Hospitalovým pravidlem snadno spočteme lim
s→0

ps−λ(m̂X(s)−1)
s

=

p− λEX a pak

EZ = lim
s→0

m̂′Z(s) =
p(p− λEX)

EX
1

(p− λEX)2
· lim
s→0

sm̂′X(s)− m̂X(s) + 1

s2

=
pEX2

2EX(p− λEX)
. (5.11)

Analogicky spočteme

m̂′′Z(s) =
p(p− λEX)

EX
(
ps− λ(m̂X(s)− 1)

)3 · (sm̂′′X(s)(ps− λ(m̂X(s)− 1))−

− 2(sm̂′X(s)− (m̂X(s)− 1))(p− λm̂′X(s))
)

(5.12)

a

EZ2 = lim
s→0

m̂′′Zs =
p(p− λEX)

EX(p− λEX)3

(EX3(p− λEX)

3
+
λ(EX2)2

2

)
=

p

EX

( EX3

3(p− λEX)
+

λ(EX2)2

2(p− λEX)2

)
. (5.13)

Jak známo, prvńı dva momenty gamma rozděleńı Γ(a, b) jsou EX = a
b

a EX2 = b(b+1)
a2 . Parametry a, b jsou tedy dány rovnicemi:

a

b
=

pEX2

2EX(p− λEX)

b(b+ 1)

a2
=

p

EX

( EX3

3(p− λEX)
+

λ(EX2)2

2(p− λEX)2

)
.

Beekman-Bowersova aproximace pravděpodobnosti ruinováńı ψ(u) =
λEX
p
· (1− FZ(u)) pak je

ψ(u)
·
≈ λEX

p
· (1− F ′(u)),
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kde F ′(u) je distribučńı funkce rozděleńı Γ(a, b).

Ještě poznamenejme, že pokud pro parametr a plat́ı 2a ∈ N pak
náhodná veličina 2bZ má χ2

2a rozděleńı a Beekman-Bowersovu aproxi-
maci si můžeme ještě zjednodušit aproximaćı parametru 2a přirozenými
č́ısly a výpočtem pomoćı χ2 rozděleńı.

Poznámka 5.30. Úplně jiné odvozeńı Beekman-Bowersovy aproximace nab́ıźı
[Asmussen, 2000] v 7. kapitole.

5.4.5 Daľśı aproximačńı metody

Daľśı dvě aproximačńı metody předpokládaj́ı, že intenzita př́ıchodu požadavk̊u
λ je bĺızká některé z krajńıch hodnot 0 nebo λmax, kde λmax je hodnota,
pro kterou je podmı́nka čistého zisku splněna s rovnost́ı, a pravděpodobnost
ruinováńı aproximuj́ı pomoćı těchto mezńıch př́ıpad̊u. Třet́ı aproximačńı me-
toda využ́ıvá interpolaci mezi těmito krajńımi př́ıpady.

1. Heavy traffic aproximace
Pojem heavy traffic pocháźı z teorie front, ale má interpretaci i v teorii
rizika. V pojǐst’ovaćı praxi se běžně můžeme setkat se situaćı, kdy po-
jistné v pr̊uměru jen mı́rně převyšuje očekávané požadavky. Heavy traf-
fic podmı́nka znamená, že je sice splněna podmı́nka čistého zisku (5.1),
ale p je jen o málo větš́ı než λEX. Formálně toto budeme reprezentovat
pomoćı limity, kdy λ konverguje k maximálńı hodnotě λ ↗ λmax, pro
kterou plat́ı p = λmaxEX. Rozděleńı př́ır̊ustk̊u z̊ustává neměnné, dané
distribučńı funkćı FX .

Věta 5.31. Označme M = sup
0≤t<∞

S(t), pak pro λ ↗ λmax náhodná

veličina (λmax−λ)M konverguje v distribuci k exponenciálńımu rozděleńı

s parametrem δ = 2(EX)2

EX2 .

D̊ukaz. [Asmussen, 2000]

Důsledek 5.32. Necht’ λ↗ λmax a u→∞ tak, že (λmax − λ)u→ v,
pak ψ(u) → e−δv

D̊ukaz. Stač́ı si uvědomit, že ψ(u) = P ((λmax − λ)M > (λmax − λ)u).

Na základě uvedených výsledk̊u se použ́ıvá aproximace

ψ(u)
·
≈ e−δ(λmax−λ)u.
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2. Light traffic aproximace
Pojem light traffic také pocháźı z teorie front a označuje situaci, kdy po-
jistné je v pr̊uměru mnohem větš́ı než očekávané př́ır̊ustky. Light traffic
podmı́nka znamená, že λ je malé ve srovnáńı s EX. Matematicky tuto
skutečnost opět reprezentujeme limitou λ ↘ 0 a rozděleńı př́ır̊ustk̊u
z̊ustává pevné dané distribučńı funkćı FX . Samozřejmě v teorii rizika
je mnohem častěǰśı situace bĺıž́ıćı se stavu popsanému v heavy traffic
aproximaci, než situace, kdy je λ� EX. Light traffic situace je v teorii
rizika považována sṕı̌se za doplněk k heavy traffic stavu a jej́ı využit́ı
je hlavně pro interpolaci.

Věta 5.33. Pro λ↘ 0 plat́ı

ψ(u)
·
≈ λ

∞∫
u

FX(x)dx = λE[X − u;X > u] = λE(X − u)+.

D̊ukaz. [Asmussen, 2000]

Heuristicky aproximace na základě věty 5.33 znamená, že ruinováńı

může nastat pouze v čase σ1 prvńıho př́ır̊ustku, tedy ψ(u)
·
≈ P (X −

σ1 > u) a

P (X − σ1 > u) =

∞∫
0

FX(x+ u)λe−λxdx
·
≈ λ

∞∫
u

FX(x)dx.

3. Interpolace mezi light a heavy traffic aproximaćı
Pokud parametr λ neńı bĺızký ani jedné z krajńıch hodnot, můžeme
si představu o pravděpodobnosti ruinovnáńı udělat pomoćı interpolace
mezi light traffic a heavy traffic aproximaćı. Prvńı myšlenka by mohla
být položit

ψ(u)
·
≈ (1− λ

λmax
) lim
λ↘0

ψ(u) +
λ

λmax
lim

λ↗λmax

ψ(u) (5.14)

= (1− λ

λmax
) · 0 +

λ

λmax
· 1 =

λ

λmax
, (5.15)

což je ovšem naprosto nepoužitelná aproximace.

Použitelné výsledky dostaneme, zkombinujeme-li pravděpodobnost
ruinováńı ψ(u) pro exponenciálńı př́ır̊ustky, kterou známe přesně, s výše
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uvedenými heavy a light traffic aproximacemi. Po úpravách dostáváme
odhad ve tvaru:

ψ(u)
·
≈ λµ(1− λµ)λmax

∞∫
u(1−λµ)

FX(x)dx+ (λµ)2e−δu(λmax−λ),

kde δ = 2(EX)2

EX2 je parametr z heavy traffic aproximace. Odvozeńı uvád́ı
[Asmussen, 2000].

5.5 Ruinováńı v konečném čase

Jak už bylo zmı́něno, pro pravděpodobnosti ruinováńı v konečném čase je
ještě mnohem složitěǰśı odvodit prakticky použitelné vzorce, ale pro složený
Poisson̊uv proces s deterministickými a exponenciálńımi př́ır̊ustky má ψ(u, x)
poměrně jednoduchý tvar.

5.5.1 Deterministické př́ır̊ustky

Předpokládejme, že P (X = µ) = 1 pro nějaké µ > 0, potom C(t) =
N(t)∑
i=1

µ =

µN(t) a ruinováńı nastává, když C(t) překroč́ı hranici u + pt. Zaj́ımáme se
tedy o pravděpodobnost P (µN(t) > u + pt) = P (N(t) > u+pt

µ
) pro nějaké

t ≤ x a o N(t) v́ıme že má Poissonovo rozděleńı s parametrem λt.

Věta 5.34. Předpokládejme, že P (X = µ) = 1 pro nějaké µ > 0. Bud’

φ(u, x, y) = P (τ(u) > x,R(x) = y).

1. Pak pro y > 0 je φ(u, 0, y) = δu(y). A dále, když u
µ
, xp
µ
∈ N, pak pro y

takové, že y
µ
∈ N, plat́ı

φ(u, x, y) =

u/µ∑
i=0

e−
λµ
p

1

i!

(λµ
p

)i
φ(u− (i− 1)µ, x− µ

p
, y). (5.16)

2. Necht’ z = bu
µ
c+1− u

µ
a předpokládejme, že u+px

µ
∈ N. Pak pro y takové,

že y
µ
∈ N, plat́ı

φ(u, x, y) =

bu/µc∑
i=0

e−
λµ
p

1

i!

(λµz
p

)i
φ(u− (i− z)µ, x− µz

p
, y). (5.17)
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3. Necht’ jsou u, x ≥ 0 libovolné a necht’ z = u+xp
µ

− bu+xp
µ
c. Pak pro

pravděpodobnost přežit́ı ψ(u, x) plat́ı

ψ(u, x) =


bu+xp

µ
c∑

k=1

φ(u, x− zµ
p
, kµ)P (N(zµ) ≤ pk) pro px ≥ zµ,

P (N(t)µ > u) jinak.
(5.18)

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Poznámka 5.35. Uvědomme si, že ψ(u, x) = 1 − ψ(u, x) = 1 − P (τ(u) ≤
x) = P (τ(u) > x) a ψ(u, x) =

∑
y

φ(u, x, y), kde sč́ıtáme přes všechny možné

hodnoty y (je-li jich pouze spočetně mnoho). Pokud je y ∈ N pak rovnice
(5.16) a (5.17) z̊ustávaj́ı v platnosti i když φ(u, x, y) nahrad́ıme ψ(u, x). V

př́ıpadě kdy R(x)
µ

/∈ Z se bez φ(u, x, y) neobejdeme. Nav́ıc pokud ruinováńı

nastalo před časem x̃, kdy R(x̃)
µ
∈ Z, ale nikoli před časem x̃− µ

p
, nejsme pro

x ∈ (x̃− µ
p
, x̃) schopni rozhodnout, zda ruinováńı nastalo před časem x nebo

až po něm.

5.5.2 Exponenciálńı př́ır̊ustky

Exponenciálně rozdělené př́ır̊ustky jsou druhou variantou, kdy jsme schopni
určit pravděpodobnosti ruinováńı analyticky.

Nejprve si definujme pomocnou funkci

J(x) =
∞∑
n=0

xn

n!n!
.

Tato funkce je úzce spjata s modifikovanou Besselovou funkćı

Iν(x) =
∞∑
k=0

1

k!Γ(ν + k + 1)

(x
2

)2k+ν

, x ∈ R, ν ∈ R.

Plat́ı J(x) = I0(2
√
x). J má několik zaj́ımavých vlastnost́ı, ale ty jsou

potřeba jen pro d̊ukaz následuj́ıćı věty a proto je nebudeme uvádět a zájemce
odkazujeme na [Rolski et al., 1998].

Věta 5.36. Necht’ X ∼ Exp(δ), pak

ψ(u, x) = 1− exp
{
− δu−

(
1 +

δp

λ

)
λx
}
g(δu+ δpx, λx),
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kde

g(z, θ) = J(θz)+θJ ′(θz)+

z∫
0

ez−vJ(θv)dv− λ

δp

δpθ
λ∫

0

exp
{δpθ
λ
−v
}
J
(zλv
δp

)
dv.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

Vzorec pro ψ(u, x) je sice jednoduchý, ale výpočet g(z, θ) může být prob-
lematický.

Uved’me ještě alternativńı reprezentaci pravděpodobnosti ruinováńı ψ(u, x).

Věta 5.37. Necht’ X ∼ Exp(δ), pak

ψ(u, x) =
1

c
exp

{
− (c− 1)δu

c

}
− 1

π
exp{−δu− (1 + c)x}

π∫
0

g(δu, λx, y)dy,

kde c = δp
λ

a

g(ω, θ, y) = 2
√
c
exp{(2θ

√
c+ ω√

c
) cos y}

1 + c− 2
√
c cos y

(
sin y sin(y +

ω√
c

sin y)
)
.

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

5.5.3 Sealova formule

V této části nepředpokládáme žádné speciálńı rozděleńı př́ır̊ustk̊u a pravdě-
podobnost přežit́ı ψ(u, x) vyjádř́ıme pomoćı rozděleńı složeného bodového

procesu C(t) =
N(t)∑
i−1

Xi.

Necht’ Xi má hustotu fX , pak rozděleńı C(t) můžeme vyjádřit jako

FC(t)(x) = e−λx +

x∫
0

f̃C(t)(y)dy x ≥ 0,

kde f̃C(t)(y) =
∞∑
n=1

(λt)n

n!
e−λtf ∗nX (y). Formule (5.19) a (5.20) jsou dobře známé

v pojistné matematice pod názvem Sealova formule.

Věta 5.38. (Sealova formule)
Předpokládejme, že P (X > 0) = 1.
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1. Pak pro počátečńı rezervu u = 0 je

ψ(0, x) =
1

px
E(R(x)+) =

1

px

px∫
0

FC(x)(y)dy. (5.19)

2. Pro u > 0 a pro X s hustotou fX(y) je

ψ(u, x) = FC(x)(u+ px)− p

u∫
0

ψ(0, x− y)f̃C(y)(u+ py)dy. (5.20)

D̊ukaz. [Rolski et al., 1998]

5.6 Kdy a jak nastává ruinováńı

V této části nadále předpokládáme složený Poisson̊uv model (předpoklad 2)
a zaj́ımáme se o to, jestli je realizace vedoućı k ruinováńı něč́ım zvláštńı a
dá se na základě jej́ıho vývoje usoudit, že přijde ruinováńı dř́ıve než opravdu
nastane. I v této části budeme předpokládat, že plat́ı podmı́nka čistého zisku
(5.1). Pokud by neplatila podmı́nka čistého zisku, v́ıme, že ruinováńı nastává
dř́ıve nebo později pro skoro každou realizaci.

Ruinováńı zřejmě může nastat pouze v okamžiku, kdy nastává nějaká
událost, tj. v čase σn = T1 + . . . + Tn pro n ∈ N, proto v této části budeme
s výhodou uvažovat náhodnou procházku {Sn, n ∈ N}, která tvoř́ı diskrétńı
kostru spojitého procesu {S(t), t ≥ 0}. Připomeňme, že

Sn =
n∑
i=1

Yi, Yi = Xi − pTi

a zaved’me ještě nové označeńı, které souviśı s tzv. procesy rekord̊u (ladder
heights process). Definujme časy rekord̊u (ladder indices)

τ+(0) = 0,

τ+(1) = inf{t > 0 : S(t) > 0},
τ+(n+ 1) = inf{t > τ+(n) : S(t) > S(τ+(n))}, n ∈ N,

tradičně uvažujeme inf ∅ = ∞. A definujme náhodné veličiny S(τ+(n)),
které se obvykle nazývaj́ı rekordy, a maj́ı přesně takový význam. V časech
τ(n), n = 1, 2, . . . realizace procesu {S(t)} dosahuje své nové nejvyšš́ı hod-
noty (n-tého rekordu) ve svém dosavadńım vývoji a hodnota rekordu je

70



0 5 10 15

−
2

0
2

4
6

t

S
(t

)

●

●

●

●

●

●

Obrázek 5.2: Realizace náhodného procesu {S(t)} pro počátečńı rezervu u =
2 a pojistné p = 1. Dosažené rekordy S(τ+(n))
jsou označeny body, ruinováńı zp̊usob́ı třet́ı rekord.

S(τ+(n)). Realizaci procesu {S(t)} s vyznačenými rekordy uvád́ıme na
obrázku 5.2.

Dı́ky stacionaritě a nezávislosti př́ır̊ustk̊u, se zřejmě v každém rekordu
(τ+(k), S(τ+(k))), k = 1, 2 . . . proces {S(t)} restartuje. Standardńı výsledek
z teorie rekord̊u je, že úseky procesu {S(t)} mezi jednotlivými rekordy před-
stavuj́ı nezávislé stochastické procesy, které maj́ı stejnou intenzitu př́ıchodu
událost́ı a shodné rozděleńı př́ır̊ustk̊u.

Pro prvńı rekord definujme

V = S(τ+(1)) a Ẑ = −S(τ+(1)−).

Veličiny V a Ẑ odpov́ıdaj́ı dř́ıve definovaným veličinám Y +(u), resp. X+(u)
popisuj́ıćım překročeńı hodnoty u resp. přebytek do doby ruinováńı, pro
počátečńı rezervu u = 0. A = V + Ẑ je velikost př́ır̊ustku, který zp̊usob́ı
ruinováńı. Následuj́ıćı výsledek o rozděleńı V je klasický. Připomeňme, že
τ(u) označuje čas ruinováńı při počátečńı rezervě u.
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Věta 5.39. Pro počátečńı rezervu u = 0 plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

1. P (V ≤ x|τ(0) <∞) = P (Ẑ ≤ x|τ(0) <∞) = F s
X(x).

2. P (A ≤ x|τ(0) <∞) = 1
µ

x∫
0

ydF (y).

3. Necht’ U je náhodná veličina rovnoměrně rozdělená na (0, 1) nezávislá
na A, pak vektory (V, Ẑ) a (UA, (1−U)A) jsou stejně rozdělené vzhle-
dem k podmı́něné mı́ře P (·|τ(0) <∞).

D̊ukaz. [Feller, 1971]

OznačmeM = sup
t≥0

S(t) = sup
n≥1

Sn, pak rekordy S(τ+(n)) určuj́ı rozděleńıM .

Náhodné veličiny S(τ+(n))−S(τ+(n−1)) jsou nezáporné iid [Embrechts et al., 1997]
a podle věty 5.39 pro rozděleńı jejich chvostu plat́ı

P (S(τ+(1)) > x) = P (τ(0) <∞)P (V > x|τ(0) <∞) = ψ(0)F s
X(x), x > 0.

Pokud τ(0) = ∞ pak S(t) ≤ 0 pro každé t > 0.

5.6.1 Lehké chvosty

V této podkapitole budeme předpokládat, že př́ır̊ustky Xi maj́ı lehké chvosty,
tj. jejich momentová vytvořuj́ıćı funkce m̂X(s) < ∞ pro nějaké s > 0.
Budeme také předpokládat, že existuje Lundeberg̊uv koeficient γ a nav́ıc

předpokládejme, že
∞∫
0

xeγxF (x)dx < ∞. Za těchto předpoklad̊u plat́ı věta

5.22 a lim
u→∞

ψ(u)eγu = C, kde C je kladná konstanta závislá na parametrech
procesu.

Uvažujme př́ır̊ustky Yi = Xi−pTi náhodné procházky {Sn} aHY označme
jejich distribučńı funkci. Dále označme Hγ j́ı př́ıslušnou Esscherovu transfor-
maci distribučńı funkce,

Hγ(x) =

x∫
−∞

eγydHY (y), x ∈ R.

Hγ je pak distribučńı funkce náhodné veličiny s kladnou konečnou středńı
hodnotou [Embrechts et al., 1997]. Označme {Ỹi} posloupnost iid náhodných
veličin s distribučńı funkćıHγ. Hlavńı myšlenka jak zkoumat trajektorie {Sn},
ve kterých nastává ruinováńı, je zkoumat trajektorie přidružené náhodné
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procházky {S̃n =
n∑
i=1

Ỹi, n = 1, 2, . . .}. Zd̊urazněme, že přidružená náhodná

procházka {S̃n} má narozd́ıl od {Sn} kladný trend.
Označme Ĥn empirickou distribučńı funkci náhodných veličin Y1, . . . , Yn.

Podle Glivenko-Cantelliho věty (uvedena dále v textu, viz 7.3) plat́ı

sup
x∈R

|Ĥn(x)−HY (x)| → 0

s pravděpodobnost́ı jedna. Ovšem tato skutečnost se úplně změńı, když n
nahrad́ıme časem ruinováńı.

Všechny dále uvedené výsledky jsou podmı́něné t́ım, že nastalo ruinováńı,
označme si proto pro zjednodušeńı zápisu

P (u)(·) = P (·|τ(u) <∞), u ≥ 0.

Dále si označme N pořad́ı př́ır̊ustku, který zp̊usob́ı ruinováńı. Uvažujeme-li
ĤN empirickou distribučńı funkci Y1, . . . , YN , pak plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 5.40. Pro u→∞ plat́ı

sup
x∈R

|ĤN(x)−Hγ(x)| → 0 v pravděpodobnosti P (u).

Věta 5.41. Pro u→∞ plat́ı:

1. sup
t∈[0,1]

|S(tτ(u))
τ(u)

− tm̂′Y (γ)| → 0 v pravděpodobnosti P (u).

2. Veličina
τ(u)−u/m̂′

Y (γ)√
us(γ)

→ N v distribuci dané pravděpodobnost́ı P (u),

kde N ∼ N(0, 1) a s(γ) je funkce závislá pouze na Lundebergově koefi-
cientu a momentech X.

3. Veličiny S(τ(u)) − u a u − S(τ(u)−) konverguj́ı společně v distribuci
dané pravděpodobnost́ı P (u) k nedegenerovanému sdruženému rozděleńı.
Nav́ıc τ(u) a S(τ(u))− u jsou asymptoticky nezávislé.

Důkazy uvedených tvrzeńı vedou na složité partie teorie front. Celá tato
partie je shrnut́ım kapitoly 8.3 z [Embrechts et al., 1997] a zájemce o po-
drobněǰśı studium odkazujeme na tuto literaturu a citace uvedené v ńı.

Pro nás d̊uležitý výsledek uvedených tvrzeńı je, že těsně než nastane
ruinováńı se rozděleńı př́ır̊ustk̊u Yi měńı z HY na Hγ. Trajektorie vedoućı
k ruinováńı maj́ı lokálně rostoućı trend se směrnićı m̂′Y (γ) > 0, narozd́ıl od
globálńıho klesaj́ıćıho trendu procesu {S(t)}.
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5.6.2 Těžké chvosty

V př́ıpadě, že př́ır̊ustkyXi maj́ı rozděleńı s těžkými chvosty je situace naprosto
odlǐsná. Proces se vyv́ıj́ı naprosto standardně až do času ruinováńı a ruino-
váńı nastává jako d̊usledek jednoho extrémně velkého př́ır̊ustku.

Jako i dř́ıve budeme uvažovat jen speciálńı tř́ıdu rozděleńı s těžkými
chvosty a to rozděleńı subexponenciálńı. Pro pravděpodobnost ruinováńı
pak plat́ı obdoba Cramér-Lundebergovy aproximace pro rozděleńı s těžkými
chvosty (5.9).

Zaved’me si označeńı:

• −Z(u) = S(τ(u)−) necht’ označuje rezervu těsně než nastane ruinováńı,

• Vn = S(τ+(n))− S(τ+(n− 1)) př́ır̊ustky mezi rekordy,

• V (u) = S(τ(u)) rezervu v okamžiku ruinováńı a

• V (u)− u přesah nad počátečńı rezervu u v čase ruinováńı τ(u).

Klesaj́ıćı trend procesu {S(t)} zaručuje, že s pravděpodobnost́ı jedna
má proces {S(t)} jen konečně mnoho rekord̊u a ruinováńı zřejmě nastává
v okamžiku nějakého rekordu. Označme proto

K(u) = inf{k ∈ N, S(τ+(k)) > u}

pořad́ı rekordu, který zp̊usob́ı ruinováńı.
Př́ır̊ustky mezi rekordy Vn jsou iid a P (0)(V1 < x) = F s

X(x) podle věty 5.39.
Dále plat́ı

P (K(u) = n) = P (K(u) = n, τ(u) <∞)

= P (τ+(n) <∞)P (V1 + . . .+ Vn−1 ≤ u, V1 + . . .+ Vn > u|τ+(u) <∞)

= P (τ+(n) <∞)pn(u),

kde

pn(u) ≈ P (max(V1, . . . , Vn−1) ≤ u,max(V1, . . . , Vn) > u|τ+(n) <∞)

≈ P (Vn > u|τ+(n)− τ+(n− 1) <∞) = P (0)(V1 > u) = F s
X(u), u→∞

Pro d̊ukaz uvedených tvrzeńı čtenáře opět odkazujeme na knihu [Embrechts et al., 1997]
a v ńı uvedené citace. Poznamenejme také, že

P (τ+(u) <∞) = P ( max
k=1,...,n

(τ+(k)− τ+(k − 1)) <∞)

= P n(τ+(1) <∞) = (ψ(0))n. (5.21)
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Kombinaćı s 5.24 dostaneme

P (u)(K(u) = n) =
P (K(u) = n, τ(u) <∞)

ψ(u)

≈ (ψ(0))nF s
X(u)

ψ(u)

→ (1− ψ(0))(ψ(0))n−1, (5.22)

a vid́ıme, že počet rekord̊u než nastane ruinováńı má asymptoticky geomet-
rické rozděleńı s parametrem 1− ψ(0).

Jednotlivé rekordy děĺı trajektorie {S(t), t ∈ [0, τ(u))} do K(u) úsek̊u,
kde K(u) má asymptoticky geometrické rozděleńı s parametrem 1 − ψ(0).
PrvńıchK(u)−1 segment̊u se chová ustáleným zp̊usobem podle věty 5.39, ale
posledńı úsek je odlǐsný. Ruinováńı je zp̊usobeno jedńım velkým př́ır̊ustkem
a dalo by se očekávat, že ruinováńı pro subexponenciálńı př́ır̊ustky bude
popisovat teorie extrémńıch hodnot.

Necht’ (Z(u), V (u)) je náhodný vektor, který má vzhledem k P (u) stejné
rozděleńı jako vektor (−R(τ(u)−), R(τ(u))), pak chováńı trajektorie do času
ruinováńı a ruinováńı popisuje následuj́ıćı věta. MDA(Λ) označuje speciálńı
rozděleńı, tzv. maximum domain of attraction, kde normované rozděleńı ma-
xima konverguje k Gumbelově rozděleńı. Vı́ce o těchto rozděleńıch uvád́ı
např. [Embrechts et al., 1997] ve třet́ı kapitole.

Věta 5.42. (Ruinováńı v subexponenciálńım př́ıpadě)
Předpokládejme, že F s

X ∈ R−1/ξ pro ξ ∈ (0,∞) nebo F s
X ∈MDA(Λ) ∩ S (to

odpov́ıdá ξ = 0) a položme a(u) =
∫∞
u
F (x)dx/F (u). Pak

sup
t∈[0,1]

∣∣∣S(tτ(u))

τ(u)
+ pt(1− ψ(0))

∣∣∣→ 0

a
(a(u))−1(c(1− ψ(0))τ(u), Z(u), V (u)− u) → (Zξ, Zξ, Vξ)

pro u → ∞ v pravděpodobnosti P (u). Náhodné veličiny Vξ a Zξ maj́ı obě
zobecněné Paretovo rozděleńı kde

P (Vξ > v,Zξ > z) = Gξ(v + z) v, z ≥ 0,

kde

Gξ(x) =

{
(1 + ξx)−1/ξ, ξ ∈ (0,∞)
e−x, ξ = 0.

(5.23)

75



Z věty 5.42 okamžitě dostáváme, že pro každé ξ ∈ [0,∞) plat́ı

Z(u) + V (u)− u

a(u)
→ Zξ + Vξ

v distribuci dané pravděpodobnost́ı P (u). Toto nese informaci o velikosti
př́ır̊ustku R(τ(u))−R(τ(u)−) = V (u) + Z(u), který zp̊usob́ı ruinováńı.

Důsledek 5.43. (Velikost př́ır̊ustku, který zp̊usob́ı ruinováńı v subexponen-
ciálńım př́ıpadě)

1. Necht’ F s
X ∈ R1/ξ pro ξ ∈ (0,∞), pak a(u) ∼ ξu a

lim
u→∞

P (u)
(V (u) + Z(u)

u
> x

)
=
(
1 +

1

ξ

(
1− 1

x

))
x−

1
ξ , x ≥ 0.

2. Necht’ F s
X ∈MDA(Λ) ∩ S a a(u) je jako ve větě 5.42, pak

lim
u→∞

P (u)
(V (u) + Z(u)− u

a(u)
> x

)
= (1 + x)e−x, x ≥ 0.

5.7 Přesné řešeńı

Samozřejmě ideálńı variantou řešeńı jsou přesné vzorce pro pravděpodobnosti
ruinováńı ψ(u) nebo ψ(u, x), ovšem to je možné jen v několika speciálńıch
př́ıpadech a vesměs jde o složený Poisson̊uv proces.

• Složený Poisson̊uv model, kde se př́ıchody událost́ı ř́ıd́ı homogenńım
Poissonovým procesem s intenzitou λ a př́ır̊ustky maj́ı exponenciálńı

rozděleńı Exp(δ), pak je pravděpodobnost ruinováńı ψ(u) = λ
pδ
e−u(δ−

λ
p
).

Tento výsledek se dá odvodit r̊uzně např. řešeńım integrálně difer-
enciálńı rovnice (5.2), tento postup nab́ıźı [Rolski et al., 1998] v př́ıkladu
na str. 163. Jednodušeji se dostaneme k témuž výsledku výpočtem Lun-
debergových meźı (5.20).

Pro exponenciálńı rozděleńı Exp(δ) snadno spočteme m̂X(s) = δ
δ−s a

Lundeberg̊uv koeficient dostaneme řešeńım rovnice

θ(s) = λ(m̂X(s)− 1)− ps = λ(
δ

δ − s
)− ps = 0.

γ = δ − λ
p

a FX(x) = e−δx dosad́ıme do

a− = inf
x∈[0,x0)

eγx
∫∞
x
FX(y)dy∫∞

x
eγyFX(y)dy
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a dostáváme

a− = inf
x∈[0,x0)

e(δ−
λ
p
)x · e−δx

δ

e
−λ

p x

λ
p

,

všechny výrazy s x se zkrát́ı a zřejmě tedy a− = a+ = λ
pδ

a v nerovnosti
nastává rovnost.

Pro jiná rozděleńı tento postup nevede k výsledku, protože nejsme ob-
vykle schopni analitycky spoč́ıst ani Lundeberg̊uv koeficient.

• Složený Poisson̊uv model, kde se př́ıchody událost́ı ř́ıd́ı homogenńım
Poissonovým procesem s intenzitou λ a př́ır̊ustky jsou deterministické,
řekněme P (X = µ) = 1. Potom pravděpodobnost ruinováńı

ψ(u) = 1− (1− λµ)

bu/µc∑
k=0

eλµ(k−u
µ

)

(
λµ(k − u

µ
)
)k

k!
.

Odvozeńı můžeme nalézt např. v [Asmussen, 2000].

• Explicitńı formule existuje i pro složený Poisson̊uv model s exponen-
ciálńımi př́ır̊ustky (X ∼ Exp(δ)), kde intenzita pojistného záviśı na
aktuálńı rizikové rezervě R(t). Předpokládejme, že intenzita pojistného
v čase t je p(r), pokud R(t) = r. Potom za rozumných předpoklad̊u

kladených na p(r) je pravděpodobnost ruinováńı ψ(u) =
∞∫
u

g(y)dy, pro

g(x) =
γ0λ

p(x)
eλω(x)−δx,

kde

ω(x) =

x∫
0

1

p(y)
dy

a
1

γ0

= 1 +

∫ ∞
0

λ

p(x)
eλω(x)−δxdx.

Důkaz a předpoklady tvrzeńı lze nalézt v [Asmussen, 2000].

• Analytické řešeńı lze odvodit také pro složený Poisson̊uv model, kde
rozděleńı př́ır̊ustk̊u je tzv. phase-type, a to jak pro konstantńı pojistné
tak pro pojistné závislé na aktuálńı rizikové rezervě. Phase-type dis-
tribuce je rozděleńı času absorpce v Markovském procesu s konečně
mnoho stavy, kde jeden stav je absorpčńı a ostatńı jsou přechodné.
Zájemce odkazujeme na [Asmussen, 2000].
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• Přesné řešeńı existuje i pro složený Poisson̊uv model, kde př́ır̊ustky maj́ı
některé speciálńı rozděleńı s těžkými chvosty. viz [Boxma and Cohen, 1998]
a rozš́ı̌reńı jejich práce v [Abate and Whitt, 1999].

• Pro pravděpodobnost ruinováńı v konečném čase ψ(u, x) existuj́ı for-
mule, které by se daly nazvat přesným řešeńım, pouze pro determini-
stické a exponenciálńı př́ır̊ustky, viz kapitola 5.5.
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Kapitola 6

Simulace

V mnoha př́ıpadech neexistuje přesné řešeńı ani numerické metody výpočtu
pravděpodobnosti ruinováńı a představu si nemůžeme udělat ani pomoćı
nějakých omezeńı. Potom nám poměrně přesnou představu o chováńı prav-
děpodobnosti ruinováńı mohou dát simulace. Zaj́ımá-li nás pravděpodobnost
ruinováńı v konečném čase, je situace poměrně jednoduchá a řešeńım jsou
běžné Monte Carlo metody. V př́ıpadě pravděpodobnosti ruinováńı v neko-
nečném čase vyvstává problém, nebot’ sebedeľśı úsek procesu {R(t)} nám
neřekne zda nenastane ruinováńı někdy v budoucnu. Omezeńı na konečný
horizont bylo v minulosti použito, ale podle [Asmussen, 2000] nedává us-
pokojivé výsledky. Naštěst́ı i zde existuje řešeńı a nejjednodušš́ı metody pro
složený Poisson̊uv model poṕı̌seme v daľśım textu. V praxi nastává ještě
jeden problém. A to, že ruinováńı je obvykle málo častá událost tedy má
malou pravděpodobnost a dostáváme se do problémů s časem potřebným na
vygenerováńı dostatečného počtu realizaćı.

6.1 Př́ımá Monte Carlo metoda

Tato metoda je označovaná CMC z anglického Crude Monte Carlo. Necht’

Z je nějaká náhodná veličina a předpokládejme, že chceme zjistit z = EZ v
situaci, kdy z nemůžeme zjistit analyticky, ale můžeme simulovat Z. CMC
metoda spoč́ıvá v simulaci iid náhodných veličin Z1, . . . , Zn a odhadu z
výběrovým pr̊uměrem

z̄ =
1

n

n∑
i=1

Zi.
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Rozptyl Z odhadujeme také jeho výběrovou variantou

s2 =
1

n

n∑
i=1

(Zi − z̄)2 =
1

n

n∑
i=1

Z2
i − z̄2.

Aplikaćı centrálńı limitńı věty dostáváme

√
n(z − z̄)

d→ N(0, σ2
Z),

kde σ2
Z = varZ. Snadno odvod́ıme interval spolehlivosti (ẑ ± su(α

2
)√

n
), kterým

se nejčastěji reprezentuj́ı výsledky.
Pokud jde o simulaci pravděpodobnost́ı ruinováńı, lze CMC metodu napro-

sto př́ımočaře použ́ıt k simulaci pravděpodobnost́ı ruinováńı v konečném čase
ψ(u, x). Simulujeme proces {R(t)} do času t = x a Z polož́ıme rovno in-
dikátoru jevu, že nastalo ruinováńı

Z = I( min
0≤t≤x

R(t) < 0) = I(τ(u) ≤ x).

6.1.1 Metody redukce rozptylu

Ale při simulováńı málo pravděpodobných jev̊u nastává problém času. Čas
potřebný pro simulaci se snaž́ıme zkrátit zmenšeńım rozptylu simulované
veličiny Z. Obvykle modifikujeme Z na Z ′ tak, že varZ ′ < varZ a EZ ′ = EZ.
Toto je klasické téma literatury o simulaćıch, my poṕı̌seme jen dvě nejzná-
měǰśı metody použ́ıvané pro simulaci pravděpodobnost́ı ruinováńı. Typický
problém metod redukce rozptylu je, že je potřeba deľśı čas na vygenerováńı
jedné realizace Z ′. Přistoupit na nějakou metodu redukce rozptylu má smysl
pokud je varZ ′ významně menš́ı než varZ. Pokud např́ıklad varZ ′ = varZ

2

pak n
2

opakováńı přinese stejnou přesnost CMC metody jako n realizaćı bez
redukce rozptylu.

Podmı́něná Monte Carlo metoda

Bud’ Z náhodná veličina z CMC metody a Y bud’ nějaká daľśı náhodná
veličina generovaná ve stejný čas jako Z. Položme Z ′ = E[Z|Y ], pak EZ ′ =
EZ a plat́ı

varZ = var (E[Z|Y ]) + E(var [Z|Y ]).

Druhý člen je zřejmě nezáporný a tedy varZ ′ ≤ varZ a podmı́něná Monte
Carlo metoda vede vždy k redukci rozptylu.
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Importance sampling

Idea této metody spoč́ıvá v simulaci z jiného rozděleńı, řekněme P̃ , než je
p̊uvodńı rozděleńı P náhodné veličiny Z. Mı́ru P̃ vyb́ıráme tak, aby existovala
náhodná veličina L taková, že

I{Z(ω) 6= 0}P (dω) = I{Z(ω) 6= 0}L(ω)P̃ (dω).

Pro simulovaný odhad z pak máme

z = EZ = Ẽ(LZ), (6.1)

kde Ẽ je středńı hodnota př́ıslušná pravděpodobnostńı mı́̌re P̃ .
Realizace CMC metody při použit́ı této metody redukce roptylu znamená

generováńı iid dvojic (Z1, L1), . . . , (Zn, Ln) z P̃ a z odhadujeme jako

z̄IS =
1

n

n∑
i=1

LiZi

a jeho rozptyl jako

s2
IS =

1

n

n∑
i=1

(LiZi − z̄IS)
2.

Redukce rozptylu může být dosažena, ale také nemuśı. Zálež́ı to na volbě
mı́ry P̃ a problém spoč́ıvá v optimálńı volbě P̃ .

Poznámka 6.1. Existuje optimálńı volba P̃ . P̃ definujeme vztahem dP̃
dP

=
Z

EZ = Z
z
, a tedy L = z

Z
. Pak

ṽar (LZ) = Ẽ(LZ)2 − (ẼLZ)2 = Ẽ
( z2

Z2
Z2
)
− Ẽ

( z
Z
Z
)2

= z2 − z2 = 0.

Mohlo by se zdát, že jsme dosáhli náhodné veličiny s nulovým rozptylem.
Ovšem veškeré simulace a následné pokusy o redukci rozptylu jsme prováděli,
protože z nelze určit analyticky a nemůžeme tedy spoč́ıtat L = z

Z
.

V obecněǰśım kontextu je existence volby zaručuj́ıćı redukci rozptylu
dokázána v [Asmussen and Glynn, 2007].

I když optimálńı volbu P̃ nemůžeme aplikovat v praxi, dává nám návod,
jak dosáhnout velké redukce rozptylu. Snaž́ıme se volit P̃ tak, aby dP̃

dP
co

nejv́ıce odpov́ıdalo Z. To může být někdy také obt́ıžné, pak se snaž́ıme vybrat
P̃ tak, aby velké hodnoty Z byly v́ıce pravděpodobné.
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6.2 Simulace pomoćı Pollaczek-Kinchinovy

formule

Pro složený Poisson̊uv model máme Pollaczek-Kinchinovu formuli (5.6).
1− ψ(u) je distribučńı funkce složené geometrické náhodné veličiny, a tedy

ψ(u) = P (CN > u),

kde CN =
N∑
i=1

Xi, kde N má geometrické rozděleńı s parametrem λµ
p

a je

nezávislé na Xi. X1, X2, . . . jsou nezáporné iid náhodné veličiny s distribučńı
funkćı F s

X . CMC metodu můžeme aplikovat na ψ(u) = z = EZ, kde Z =
I(CN > u). Popǐsme ještě postup algoritmicky.

Algoritmus I

1. Generuj Ni ∼ Ge(λµ
p

).

2. Generuj X i
1, . . . , X

i
Ki

z rozděleńı daného F s
X a polož

CNi
= X i

1 + . . .+X i
NI
.

3. Pokud CNi
> u polož Zi = 1 jinak polož Zi = 0.

4. Opakuj kroky 1 - 3 pro i = 1, . . . n.

5. Odhadni ψ(u) = z = EZ výběrovým pr̊uměrem ẑ = z̄ = 1
n

n∑
i=1

Zi.

Tento algoritmus dává řešeńı pro pravděpodobnosti ruinováńı v neko-
nečném čase, ale pro velká u je velmi časově náročný. Zlepšeńı můžeme
dosáhnout redukćı rozptylu.

Podmı́něná Monte Carlo metoda vždy vede k redukci rozptylu. Uvažujme

ψ(u) = P (X1 + . . .+XN > u)

= E[P (X1 + . . .+XN > u)|X1, . . . , XN−1]

= E[F s
X(u−X1 − . . .−XN−1)].

Generujeme tedy jen X1, . . . , XN−1 a spočteme Y = u − X1 − . . . − XN−1

a polož́ıme Z = 1 − F s
X(Y ), pravděpodobnost, že daľśı př́ır̊ustek zp̊usob́ı

ruinováńı.
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Algoritmus II

1. Generuj Ni ∼ Ge(λµ
p

).

2. Generuj X i
1, . . . , X

i
Ki−1 z rozděleńı daného F s

X a polož

Y = u−X1 − . . .−XN−1.

3. Polož Zi = 1− F s
X(Y ) (Zi = 1 pokud Yi < 0).

4. Opakuj kroky 1 - 3 pro i = 1, . . . n.

5. Odhadni ψ(u) = z = EZ výběrovým pr̊uměrem ẑ = z̄ = 1
n

n∑
i=1

Zi.

Rozptyl tohoto odhadu muśı být jako podmı́něný Monte Carlo menš́ı než
rozptyl CMC odhadu. Podrobněǰśı infromace o algoritmech I a II a lze nalézt
v [Asmussen and Binswanger, 1997]. Je zde také uvedeno jejich porovnáńı z
hlediska rozptylu. Autoři uvád́ı ještě jeden komplikovaněǰśı, ale efektivněǰśı
algoritmus.

6.3 Importance sampling pomoćı Lundeber-

govy aproximace

I v tomto př́ıpadě předpokládáme složený Poisson̊uv model. Dále předpoklá-
dejme, že jsou splněny podmı́nky Cramér-Lundebergovy aproximace (5.7)
(tj. je splněna podmı́nka čistého zisku, m̂X(γ) <∞ a existuje Lundeberg̊uv
koeficient). Položme

z(u) = ψ(u) ≈ p− λEX
λm̂′X(γ)− p

e−γu = Ce−γu.

ψ(u) můžeme reprezentovat pomoćı procesu přebytku nároku {S(t)}, pak
ψ(u) = e−γuEθe

S(τ(u))−u, kde τ(u) je čas prvńıho ruinováńı a Eθ je středńı
hodnota př́ıslušná pozměněné mı́̌re Fθ definované

Fθ(dx) =
eθx

m̂X(θ)
FX(dx)

(podrobněji viz [Asmussen, 2000]).
Přitom ψ(u) = z(u) = EZ(u), kde Z(u) = eγS(τ(u)). Spojitý proces {S(t)}

v praxi generujeme jen v časech σn, kdy nastává n-tá událost. Pak postup
při generováńı náhodných veličin Z = Z(u) popisuje algoritmus III.
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Algoritmus III

1. Vypoč́ıtej Lundeberg̊uv koeficient γ > 0 jako řešeńı rovnice

λ(m̂X(γ)− 1)− pγ = 0

a definuj

λ̃ = λm̂X(γ), F̃X(dx) =
eγx

m̂X(γ)
F (dx).

2. Polož S = 0.

3. Generuj T ∼ Exp(λ̃) a U z F̃X . Polož S = S + U − T .

4. Pokud S > u, polož Z = e−γS, jinak se vrat’ do bodu 3.

6.4 Generováńı náhodných veličin

Ve výše uvedených algoritmech potřebujeme generovat náhodné veličiny,
které pocháźı z poněkud nestandardńıho rozděleńı daného integrovaným
chvostem F s

X . Základńı metoda použ́ıvaná pro generováńı náhodných veličin,
které nepocházej́ı z rovnoměrného rozděleńı, vycháźı z inverze distribučńı
funkce F .

Definice 6.2. Bud’ F (x) distribučńı funkce nějaké náhodné veličiny, pak jej́ı
inverze F← je

F←(u) = inf{x : F (x) ≥ u}, 0 < u < 1.

Využit́ı inverzńı funkce pro generováńı náhodných veličin vycháźı z násle-
duj́ıćı věty.

Věta 6.3. Bud’ X náhodná veličina s distribučńı funkćı F , pak plat́ı následu-
j́ıćı tvrzeńı.

1. u ≤ F (x) ⇐⇒ F←(u) ≤ x.

2. Pokud U ∼ R(0, 1), pak F←(U) má distribučńı funkci F .

3. Pokud je F spojitá funkce, pak F (X) je rovnoměrně rozdělené na in-
tervalu (0, 1).

D̊ukaz. [Asmussen and Glynn, 2007]
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Pokud chceme vygenerovat náhodnou veličinu X z rozděleńı s distribučńı
funkćı F , generujeme náhodnou veličinu U z rovnoměrného rozděleńı R(0, 1)
a polož́ıme X = F←(U).

Samozřejmě existuje mnoho daľśıch sofistikovaněǰśıch metod pro genero-
váńı náhodných veličin, některé daľśı metody můžeme naj́ıt v
[Asmussen and Glynn, 2007], včetně př́ıklad̊u jejich použit́ı. My je v textu
uvádět nebudeme. Kdykoli je to možné použ́ıváme standardńı metody napro-
gramované v použitém software R, v ostatńıch př́ıpadech si vystač́ıme s výše
uvedenou metodou založenou na inverzi distribučńı funkce.

6.5 Simulačńı studie II

V této části prozkoumáme chováńı pravděpodobnosti ruinováńı pro složený
Poisson̊uv model s intenzitou λ = 1 v závislosti na r̊uzných parametrech,
a to vždy pro degenerované (P (X = 1) = 1), exponenciálńı (Exp(1)) a
logaritmicko-normálńı (LN(µ, 1), kde µ je voleno tak, aby středńı hodnota
př́ır̊ustk̊u byla EX = 1 ) př́ır̊ustky, tedy ve všech př́ıpadech maj́ı př́ır̊ustky
stejnou středńı hodnotu.

Integrovaný chvost je F s
X(x) = 1

µ

∫ x
0
FX(y)dy a snadným výpočtem dosta-

neme, že pro degenerované př́ır̊ustky s EX = 1 je F s
X distribučńı funkce rov-

noměrného rozděleńı na intervalu (0, 1), pro exponenciálńı př́ır̊ustky Exp(1)
dostáváme, že F s

X je distribučńı funkce téhož exponenciálńıho rozděleńı Exp(1).
Pro lagaritmicko-normálńı př́ır̊ustky neexistuje analytické vyjádřeńı distri-
bučńı funkce a tedy ani jej́ıho integrovaného chvostu. V práci jsme použili
nejjednodušš́ı př́ıstup, kdy F s

X poč́ıtáme numericky na mř́ıžce. Náhodnou
veličinu s rozděleńım daným F s

X generujeme na základě věty 6.3 opět num-
ericky.

Hodnoty F s
X jsme generovali na mř́ıžce s krokem 0,0001. Posledńı hodnota

ma mř́ıžce byla volena tak, aby pravděpodobnost že logaritmicko-normálńı
rozděleńı dosáhne hodnoty vyšš́ı, než je posledńı bod mř́ıžky, byla menš́ı
nebo rovna než požadovaná hodnota α, kde α bylo zvoleno 0,0001. Tvar
integrovaného chvostu na zvoleném intervalu můžeme vidět na obrázku 6.1.
Pro malé hodnoty x F s

X(x) velmi rychle roste a proto byla zvolena poměrně
hustá śıt’.

Pro vygenerováńı náhodné veličiny s rozděleńım daným F s
X jsme gene-

rovali U z rovnoměrného rozděleńı na intervalu (0, 1). Následně alokovali
interval [i, i+ 1) takový, že F s

X(i) ≤ U ≤ F s
X(i+ 1) a hodnotu X jsme určili

lineárńı interpolaćı krajńıch bod̊u př́ıslušného intervalu.
Pravděpodobnosti ruinováńı ψ(u) byly źıskány př́ımou Monte Carlo me-

todou (algoritmus I) na základě 50000 opakováńı pro degenerované a expo-
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Obrázek 6.1: Integrovaný chvost logaritmicko-normálńıho rozděleńı LN(µ, 1)

nenciálńı př́ır̊ustky. Numerický př́ıstup k logaritmicko-normálńım př́ır̊ustk̊um
vyžaduje vyšš́ı čas pro vygenerováńı jednoho výběru, a proto jsme pravděpo-
dobnosti ruinováńı źıskaly na základě pouchých 10000 opakováńı v CMC al-
goritmu. I pro tento počet opakováńı trvala simulace na použitém poč́ıtačovém
vybaveńı několik hodin. Uvědomujeme si, že zvolený počet opakováńı může
být pro některé kombinace parametr̊u nedostatečný, ale naš́ım záměrem neńı
určit co nejpřesněji pravděpodobnosti ruinováńı, ale udělat si představu o je-
jich chováńı v závislosti na r̊uzných parametrech.

Nejprve jsme zkoumali závislost pravděpodobnosti ruinováńı na výši po-
jistného p pro počátečńı rezervu u = 0. Hodnoty p byly zvoleny od jedné,
kdy je ψ(0) = 1 s.j. z podmı́nky čistého zisku, do hodnoty p = 4 s krokem
0,1. Simulačńı studie potvrdila platnost věty 5.11. Mı́rná odlǐsnost pravděpo-
dobnosti ruinováńı v tabulce 6.1 pro r̊uzné rozděleńı př́ır̊ustk̊u je zp̊usobena
nepřesnost́ı simulace. V grafickém zobrazeńı se jednotlivé křivky překrývaj́ı,
a proto na obrázku 6.2 uvád́ıme jen tu pro degenerované př́ır̊ustky.

Pravděpodobnost ruinováńı klesá z hodnoty 1 na hodnotu přesahuj́ıćı
20%. To je až překvapivě vysoká hodnota, když si uvědomı́me, že (pro p = 4)
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Obrázek 6.2: Pravděpodobnost ruinováńı v závislosti na výši pojistného p
pro počátečńı rezervu u = 0.

je ve středńı hodnotě př́ıjem za jedno obdob́ı čtyřnásobný oproti očekávané
výši nárok̊u. Problém je pravděpodobně v nulové počátečńı rezervě. K rui-
nováńı může velmi snadno doj́ıt na začátku vývoje procesu, než rezervy
dostatečně narostou.

Pro u 6= 0 je už pravděpodobnost ruinováńı pro r̊uzné rozděleńı př́ır̊ustk̊u
r̊uzná. Na obrázku 6.3 uvád́ıme pravděpodobnost ruinováńı pro u = 10.
Na základě věty 5.22 a vztahu (5.8) bychom očekávali, že pro logaritmicko-
normálńı př́ır̊ustky, jako reprezentanta rozděleńı s těžkými chvosty, bude
pravděpodobnost ruinováńı nejvyšš́ı. Jde sice o asymptotický výsledek, ale
naše očekáváńı se potvrzuje i pro malé hodnoty u.

Dále můžeme vidět, že se pravděpodobnosti ruinováńı dostávaj́ı rychle
do do velmi malých hodnot. Pro degenerované př́ır̊ustky simulace dokonce
dává od p = 1,8 (viz tabulka 6.1) nulovou pravděpodobnost ruinováńı. To je
ale zp̊usobeno nepřesnost́ı a nedostatečným počtem opakováńı pro takovouto
kombinaci parametr̊u. Pro exponenciálńı a logaritmicko-normálńı př́ır̊ustky
jsou pravděpodobnosti ruinováńı nenulové pro všechny hodnoty p. Od p =
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ψ(0)
p deg exp LN
1 1 1 1

1,1 0,91064 0,90988 0,9092
1,2 0,83230 0,83532 0,8323
1,3 0,76990 0,76848 0,7700
1,4 0,71662 0,71440 0,7091
1,5 0,66602 0,66688 0,6666
1,6 0,62158 0,62326 0,6238
1,7 0,58480 0,58818 0,5891
1,8 0,55630 0,55486 0,5564
1,9 0,52730 0,52582 0,5274
2,0 0,50020 0,50162 0,5009
2,1 0,47346 0,47220 0,4814
2,2 0,45422 0,45244 0,4542
2,3 0,43284 0,43450 0,4358
2,4 0,41274 0,41638 0,4157
2,5 0,39540 0,40050 0,4029
2,6 0,38814 0,38530 0,3847
2,7 0,36926 0,36522 0,3679
2,8 0,35462 0,36000 0,3513
2,9 0,34422 0,34364 0,3475
3,0 0,33442 0,33236 0,3386
3,1 0,32192 0,32382 0,3243
3,2 0,31586 0,31420 0,3109
3,3 0,30104 0,30440 0,3031
3,4 0,29418 0,29152 0,2934
3,5 0,28876 0,28488 0,2833
3,6 0,27960 0,27858 0,2743
3,7 0,26950 0,27024 0,2632
3,8 0,26044 0,26190 0,2624
3,9 0,25754 0,25448 0,2494
4,0 0,24854 0,24776 0,2501

ψ(10)
p deg exp LN
1 1 1 1

1,1 0,14228 0,36848 0,4454
1,2 0,02660 0,15732 0,2401
1,3 0,00516 0,07626 0,1467
1,4 0,00156 0,04144 0,0952
1,5 0,00028 0,02312 0,0720
1,6 0,00010 0,01424 0,0486
1,7 0,00008 0,00914 0,0384
1,8 0 0,00684 0,0308
1,9 0 0,00460 0,0256
2,0 0 0,00306 0,0212
2,1 0 0,00218 0,0198
2,2 0 0,00214 0,0177
2,3 0 0,00130 0,0155
2,4 0 0,00126 0,0143
2,5 0 0,00066 0,0123
2,6 0 0,00102 0,0097
2,7 0 0,00060 0,0113
2,8 0 0,00070 0,0093
2,9 0 0,00046 0,0070
3,0 0 0,00042 0,0079
3,1 0 0,00050 0,0073
3,2 0 0,00030 0,0058
3,3 0 0,00018 0,0059
3,4 0 0,00020 0,0052
3,5 0 0,00022 0,0058
3,6 0 0,00030 0,0054
3,7 0 0,00018 0,0056
3,8 0 0,00016 0,0058
3,9 0 0,00020 0,0041
4,0 0 0,00014 0,0031

Tabulka 6.1: Pravděpodobnost ruinováńı pro počátečńı rezervu u = 0 vlevo a
u = 10 vpravo v závislosti na výši pojistného, pro degenrované P (X = 1) =
1, exponenciálńı Exp(1) a logaritmicko-normálńı př́ır̊ustky LN(µ, 1).

2,7 je rozd́ıl dokonce celého řádu, ale muśıme opět zd̊uraznit nedostatečnost
simulace pro takto malé hodnoty ψ(u). Pro exponenciálńı př́ır̊ustky klesá
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Obrázek 6.3: Pravděpodobnost ruinováńı v závislosti na výši pojistného p
pro počátečńı rezervu u = 10.

ψ(u) až do řádu 10−4, pro logaritmicko-normálńı do řádu 10−3.
Nakonec jsme se zabývali ještě závislost́ı pravděpodobnosti ruinováńı

ψ(u) na počátečńı rezervě u. Vybrali jsme prostředńı hodnotu pojistného
p = 2. Pro u = 0 je pravděpodobnost ruinováńı pro všechny tři typy př́ır̊ustk̊u
stejná (viz věta 5.11), s rostoućım u klesá nejrychleji pro degenerované př́ı-
r̊ustky a nejpomaleji dle očekáváńı pro logaritmicko-normálńı př́ır̊ustky.
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Obrázek 6.4: Pravděpodobnost ruinováńı v závislosti na výši počátečńı re-
zervy u pro p = 2.

ψ(u)
u deg exp LN
1 0,17716 0,30338 0,3062
2 0,05306 0,18134 0,2116
3 0,01566 0,11382 0,1456
4 0,00442 0,06748 0,0990
5 0,00114 0,04048 0,0807
6 0,00026 0,02560 0,0570
7 0,00010 0,01456 0,0493
8 0,00002 0,00884 0,0341
9 0,00000 0,00560 0,0268
10 0,00002 0,00334 0,0222

Tabulka 6.2: Pravděpodobnost ruinováńı pro pojistné p = 2 v závislosti na
počátečńı rezervě u, pro degenrované P (X = 1) = 1, exponenciálńı Exp(1)
a logaritmicko-normálńı př́ır̊ustky LN(µ, 1).
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Kapitola 7

Statistické metody odhadu
parametr̊u a testy hypotéz pro
složené bodové procesy

Předpokládejme, že pozorujeme proces {R(t)}, který splňuje předpoklad 2,
tj. {C(t)} je složený Poisson̊uv proces a pojistné je inkasováno spojitě s
konstantńı intenzitou p. Pak z vývoje procesu {R(t)} snadno dostaneme časy
σn, kdy nastává n-tá událost a stejně tak velikost skoku Xn v čase σn. Vı́me,
že př́ır̊ustky Xi, i ∈ N jsou iid a nezávislé na č́ıtaćım procesu {N(t) =
∞∑
i=1

I{σi ≤ t}, t ≥ 0}. Dı́ky vzájemné nezávislosti můžeme charakteristiky

č́ıtaćıho procesu {N(t)} a př́ır̊ustk̊u Xi odhadovat odděleně.

7.1 Odhad parametr̊u v homogenńım Pois-

sonově procesu

Pozorujeme časy událost́ı σi, které tvoř́ı homogenńı Poisson̊uv proces s in-
tenzitou λ. Proces pozorujeme do nějakého času t, tedy máme vektor čas̊u
σ = (σ1, . . . , σn), kde σn ≤ t. Odvod́ıme vektor mezičas̊u T = (T1, . . . Tn), kde
T1 = σ1 a Ti = σi−σi−1, i = 2, 3, . . .. O Ti v́ıme, že jsou iid s exponenciálńım
rozděleńım Exp(λ), tj. s hustotou fλ(x) = λe−λx pro λ > 0, x ≥ 0.

Odhad parametru λ odvod́ıme metodou maximálńı věrohodnosti.

L(λ) =
n∏
i=1

fλ(x) = λn
n∏
i=1

e−λTi .
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Logaritmická věrohodnost je

l(λ) = logL(λ) = n log λ− λ
n∑
i=1

Ti.

Derivaci
∂l

∂λ
=
n

λ
−

n∑
i=1

Ti

polož́ıme rovnu nule a dostáváme

λ̂ =
1

T
.

7.2 Testováńı hypotéz o homogenńım Pois-

sonově procesu

Na základě našich předpoklad̊u by Ti měli tvořit náhodný výběr z expo-
nenciálńıho rozděleńı. To mimo jiné také znamená, že Ti jsou nezávislé na
čase. Tuto hypotézu můžeme testovat r̊uzně.

1. Máme-li dostatek pozorováńı, můžeme parametr λ odhadovat v po-
suvném okně. Dostáváme tak odhad λ(t), který je funkćı času, a pokud
je splněn předpoklad nezávislosti, měla by tato funkce být přibližně
konstantńı. Tato metoda je vhodná jako orientačńı a může nás vést
k nějaké domněnce o tom, jakým zp̊usobem je porušen předpoklad
nezávislosti a v následném testováńı můžeme volit vhodněǰśı testy.

2. Vektor pozorováńı si rozděĺıme na dvě části a testujeme nulovou hy-
potézu F1 = F2, že distribučńı funkce v obou částech jsou shodné. Exis-
tuje mnoho r̊uzných test̊u a každý z nich je citlivý na jiný druh porušeńı
nulové hypotézy. My uvedeme dvouvýběrový Kolmogorov-Smirnov̊uv
test a dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test.

Než si přesně formulujeme jednotlivé testy definujme si formálně empir-
ickou distribučńı funkci a uved’me některé jej́ı vlastnosti.

Definice 7.1. Položme

Fn(x) =
1

n

n∑
i=1

I{Xi < x},

pak Fn je empirická distribučńı funkce náhodné veličinyX źıskaná na základě
pozorováńı X1, . . . , Xn.
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S rostoućım n se empirická distribučńı funkce bĺıž́ı skutečné distribučńı
funkci F . Formálně tuto skutečnost uvád́ı následuj́ıćı věta.

Věta 7.2. Pro každé x ∈ R a pro n→∞ plat́ı Fn(x)
sj→ F (x).

D̊ukaz. [Anděl, 2005].

Ještě silněǰśı tvrzeńı nám dává známá Glivenko-Cantelliho věta.

Věta 7.3. (Glivenko-Cantelli)
Označme Dn = sup

x∈R
|Fn(x)− F (x)|, pak

P
(

lim
n→∞

Dn = 0
)

= 1.

7.2.1 Testy nezávislosti na čase

Dvouvýběrový Kolmogorov-Smirnov̊uv test

Necht’ X1, . . . , Xm je náhodný výběr z rozděleńı se spojitou distribučńı funkćı
F a necht’ Y1, . . . , Yn je na něm nezávislý náhodný výběr z rozděleńı se spo-
jitou distribučńı funkćı G. Kolmogorov-Smirnovovým testem ověřujeme hy-
potézu H0 : F = G proti alternativě H1 : F 6= G. Označme Fm empirickou
distribučńı funkci na základě X1, . . . , Xm a Gn empirickou distribučńı funkci
na základě Y1, . . . , Yn. Dále označme

Dm,n = sup
x∈R

|Fm(x)−Gn(x)|.

Z věty 7.3 dostáváme Dm,n
sj→ 0 pro m,n → ∞. Smirnov odvodil přesněǰśı

výsledek, na kterém je založen test hypotézy.

Věta 7.4. (Smirnov)
Označme M = mn

m+n
a položme

K(x) = 1− s
∞∑
k=1

(−1)k+1 exp{−2k2x2}.

Pak pro každé x plat́ı

lim
m,n→∞

P (
√
MDm,n < x) = K(x).
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Přesné rozděleńı a kritické hodnoty pro konečné m,n jsou tabelované.
Pro velké hodnoty m,n se použ́ıvá aproximativńı př́ıstup. Funkce K(x) se
aproximuje pomoćı prvńıch člen̊u K(x) ≈ 1−2e−2x2

(grafické posouzeńı kva-
lity aproximace můžeme naj́ıt v [Anděl, 2005]). Použijeme-li tuto aproximaci,
dostaneme

P
(
Dm,n <

x√
M

)
.
= 1− 2e−2x2

.

Pro test hypotézy požadujeme, aby se výraz na pravé straně rovnal 1 − α,

což plat́ı pro xα =
√

1
2
log 2

α
. Aproximativńı kritická hodnota pak je

D∗m,n(α) =
xα√
M

=

√
1

2M
log

2

α
.

Praktické provedeńı Kolmogorov-Smirnovova testu spoč́ıvá ve výpočtu
empirických distribučńıch funkćı Fm, Gn a následně veličiny Dm,n. Pro malé
rozsahy výběr̊u m,n se Dm,n porovná s přesnými kritickými hodnotami, pro
velké m,n se využije aproximace na základě Smirnovovy věty 7.4. Polož́ı se
x0 =

√
MDm,n a spočte se K(x0). Pokud vyjde K(x0) ≥ 1− α zamı́tá se H0

na hladině přibližně α. Druhou možnost́ı je porovnat Dm,n s aproximativńı
kritickou hodnotou D∗m,n(α).

Kolmogorov-Smirnov̊uv test je standardně naprogramován snad v každém
statistickém software. V R ho najdeme pod př́ıkazem ks.test.

Dvouvýběrový Wilcoxon̊uv test

Necht’ X1, . . . , Xm je, stejně jako v př́ıpadě Kolmogorov-Smirnovova testu,
náhodný výběr z rozděleńı se spojitou distribučńı funkćı F a necht’ Y1, . . . , Yn
je na něm nezávislý náhodný výběr z rozděleńı se spojitou distribučńı funkćıG.
Chceme testovat hypotézu H0 : F = G proti alternativě H1 : F 6= G.

Sdružený náhodný výběr, tj. všech m+n náhodných veličin X1, . . . , Xm,
Y1, . . . , Yn uspořádáme vzestupně podle velikosti. Označ́ıme T1 součet pořad́ı
hodnot X1, . . . , Xm a T2 označ́ıme součet pořad́ı hodnot Y1, . . . , Yn. Zřejmě

T1 + T2 =
(m+ n)(m+ n+ 1)

2

a za platnosti nulové hypotézy H0 : F = G je

ET1 =
m(m+ n+ 1)

2
, varT1 =

mn(m+ n+ 1)

12
. (7.1)

Mı́sto náhodné veličiny T1 se častěji k testu hypotézy použ́ıvá veličina
U1 = mn+m(m+1)

2
−T1. Testu založenému na U1 se ř́ıká také Mann-Whitneẙuv
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test. Označme dále U2 = mn + n(n+1)
2

− T2, pak U1 + U2 = mn. Nulovou
hypotézu o rovnosti distribučńıch funkćı zamı́táme, pokud min{U1, U2} je
menš́ı nebo rovno než tabelovaná kritická hodnota.

Pro velké hodnoty m a n se použ́ıvá asymptotický test. Bylo dokázáno,
že pro m → ∞ a n → ∞ má náhodná veličina T1 asymptoticky normálńı
rozděleńı. Z definice U1 a z vzorce (7.1) dostaneme

EU1 = mn+
m(m+ 1)

2
− m(m+ n+ 1)

2
=
mn

2

a

varU1 = varT1 =
mn(m+ n+ 1)

12
.

Jednoduchými úpravami dostaneme U2 = mn−U1 a tedy EU2 = mn−EU1 =
mn
2

= EU1 a varU2 = varU1, a nakonec

UMW =
U1 − EU1√

varU1

=
U1 − mn

2√
mn(m+n+1)

12

as∼ N(0, 1)

a pokud |UMW | ≥ u(α
2
), pak nulovou hypotézu zamı́táme na hladině bĺıž́ıćı

se α. [Anděl, 2005] uvád́ı, že asymptotický test založený na UMW se dá použ́ıt
pro m > 10, n > 10.

V R najdeme Wilcoxon̊uv test ve standardńı knihovně stats pod př́ıkazem
wilcox.test.

I když je Wilcoxon̊uv test formulován proti obecné alternativě, je citlivý
hlavně na alternativu posunut́ı, tj. F (x) = G(x − x0), x0 6= 0. Pokud se
distribučńı funkce F a G lǐśı sṕı̌se tvarem nebo rozptylem je vhodněǰśı použ́ıt
výše uvedený Kolmogorov-Smirnov̊uv test.

7.2.2 Testy exponenciality

Dále můžeme testovat zda časy Ti pocháźı z exponenciálńıho rozděleńı.
Obvykle ovšem neznáme parametry exponenciálńıho rozděleńı a nemůžeme
použ́ıt běžný jednovýběrový Kolmogorov-Smirnov̊uv test. Ale můžeme použ́ıt
Lilliefors̊uv test, což je obdoba jednovýběrového Kolmogorov-Smirnovova
testu, pro parametry odhadované z dat.

Lilliefors̊uv test

Jednovýběrový Kolmogorov-Smirnov̊uv test se použ́ıvá pro testováńı hy-
potézy, že daná pozorováńı jsou realizaćı náhodné veličiny s distribučńı funkćı
F0, přičemž F0 muśı být spojitá a kompletně specifikovaná, tzn. muśı být
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známé jej́ı parametry. Pokud jsou parametry odhadované z dat, nelze Kolmo-
gorov-Smirnov̊uv test použ́ıt, alespoň ne s klasickými kritickými hodnotami.
Naštěst́ı pro exponenciálńı rozděleńı existuje řešeńı viz [Lilliefors, 1969].

Uvažujme náhodný výběr X1, . . . , Xn a jeho empirickou distribučńı funkci
Fn. Chceme testovat hypotézu, že X1, . . . , Xn je náhodný výběr z expo-
nenciálńıho rozděleńı a parametrem λ, kde λ > 0 je libovolné.

Označme Fλ distribučńı funkci exponenciálńıho rozděleńı s parametrem
λ = 1

X
odhadnutým z X1, . . . , Xn a definujme

Dn = sup
x∈R

|Fn − Fλ|.

Pokud Dn překroč́ı tabelované kritické hodnoty pak zamı́táme nulovou hy-
potézu, že výběr pocháźı z exponenciálńıho rozděleńı.

Test exponenciality založený na Kullback-Leiblerově informaci

Zaj́ımavý a silný test exponenciality uvád́ı [Ebrahimi et al., 1992]. Opět před-
pokládáme náhodný výběr z rozděleńı s distribučńı funkćı F a hustotou f(x)
pro x ≥ 0 a zaj́ımáme se o test hypotézy H0 : f = f0 = λe−λx proti alterna-
tivě H1 : f 6= f0. Parametr λ může, ale nemuśı být specifikován.

Rozhodováńı mezi hypotézou a alternativou je založeno na Kullback-
Leiblerově diskriminačńı informačńı funkci

I(f, f0) =

∫ ∞
0

f(x) log
( f(x)

f0(x)

)
dx. (7.2)

I(f, f0) je nezáporná a I(f, f0) = 0 právě tehdy když f(x) = f0(x) pro skoro
všechna x. Kullback-Leiblerova diskriminačńı funkce měř́ı mı́ru nepodobnosti
mezi f a f0. Za platnosti nulové hypotézy by měla být I(f, f0) = 0 a velké
hodnoty I(f, f0) svědč́ı pro alternativu. Naneštěst́ı pro přesný výpočet in-
tegrálu v (7.2) potřebujeme znát obě hustoty f i f0. Ale test můžeme založit
na odhadu.

Definujeme entropii f

H(f) = −
∫ ∞

0

f(x) log f(x)dx

pak za platnosti H0 máme

I(f, f0) = −H(f)−
∫ ∞

0

f(x) log f0(x)dx =

= −H(f)− log λ+ λ

∫ ∞
0

xf(x)dx = −H(f)− log λ+ 1. (7.3)
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Odhadem entropie se zabývalo mnoho studíı. Autoři si pro sv̊uj test vyb́ıraj́ı
Vaš́ıčk̊uv odhad

Hmn =
1

n

n∑
i=1

log
( n

2m
(X(i+m) −X(i−m))

)
,

kde se entropie odhaduje v posuvném okně a velikost okna m se voĺı 0 < m <
n
2
. X(1) ≤ . . . ≤ X(n) jsou pořadové statistiky náhodného výběru a polož́ıme
X(i) = X(1) pokud i < 1 a X(i) = X(n) pokud i > n.

Pokud parametr λ neńı specifikován v nulové hypotéze, odhadneme ho v
rovnici (7.3) na základě výběru X1, . . . , Xn jako λ̂ = 1

X
a odhad Kullback-

Leiblerovy informace I(f, f0) mezi daty a nespecifikovaným exponenciálńım
rozděleńım je

Imn = −Hmn − log λ̂+ 1 = −Hmn + logX + 1.

Velké hodnoty Imn naznačuj́ı, že náhodný výběr X1, . . . , Xn nepocháźı z
exponenciálńıho rozděleńı. Autoři článku uvažuj́ı monotónńı transformaci
KLmn = e−Imn, která normuje hodnoty na interval [0, 1]. Na základě Monte
Carlo simulaćı tabelovali kritické hodnoty pro tento test a část jich uvád́ı i
v citovaném článku ([Ebrahimi et al., 1992]).

Konkrétńı provedeńı testu je velmi jednoduché. Autoři uvád́ı i tabulku,
podle které se zvoĺı pro daný rozsah výběru n nejvhodněǰśı š́ı̌rka okna m.
Pro pevné m se velmi snadno spočte odhad Imn a následně jeho normal-
izace KLmn. Tato hodnota se porovná s tabelovanými kritickými hodnotami
Cmn(α). Nulová hypotéza se zamı́tá na hladině α pokud je KLmn < Cmn(α).

Autoři v článku porovnávaj́ı sv̊uj test z hlediska śıly s několika daľśımi
testy a ukazuj́ı, že mnohdy dosahuje větš́ı śıly, nebo je jeho śıla alespoň
srovnatelná s jinými testy exponenciality.

7.3 Odhady rozděleńı př́ır̊ustk̊u Xi

Do času t pozorujeme konečnou posloupnost událost́ı Xi a zaj́ımá nás z
jakého pocházej́ı rozděleńı. Prvńı fáźı odhadu bude určitě histogram nebo
jádrový odhad hustoty. Jádrový odhad hustoty narozd́ıl od histogramu dává
r̊uzným bod̊um r̊uznou váhu a jeho výsledkem je hladká funkce, která bývá
pro grafickou představu vhodněǰśı.

f̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

K(
x− xi
h

),
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kde K je nějaká váhová funkce. Bežně se použ́ıvá několik r̊uzných tvar̊u
váhové funkce. Při samotném výpočtu ve statistickém software si muśıme
dát pozor, aby byly zakázané záporné hodnoty x, protože př́ır̊ustky Xi jsou
z definice nezáporné a pro jejich hustotu tedy muśı platit f(x) = 0 proX ≤ 0.

7.4 Testováńı hypotéz o př́ır̊ustćıch Xi

Odhad hustoty nás může vést k nějaké domněnce o typu rozděleńı a tuto
domněnku pak můžeme testovat, nejčastěji pomoćı empirické distribučńı
funkce. Opět si muśıme dát pozor na to, že obvykle neznáme parametry
daného rozděleńı.

Než se pust́ıme do nějakých odhad̊u, měli bychom otestovat zda jsou
jednotlivá pozorováńı nezávislá a pocháźı ze stejného rozděleńı (a zda má
v̊ubec smysl se zabývat odhadem rozděleńı). O Xi předpokládáme jednak, že
jsou pozorováńı nezávislá mezi sebou a jednak, že jsou nezávislé na č́ıtaćım
procesu N(t).

7.4.1 Testy nezávislosti a náhodnosti př́ır̊ustk̊u Xi

Podp̊urnou grafickou metodou může být odhad EXi a varXi v posuvném
okně. Pokud popisné statistiky vykazuj́ı nějaký trend svědč́ı to pro závislost
pzorováńı na čase.

Znaménkové testy

Základńı a široce použitelné testy nezávislosti jsou tzv. znaménkové testy.
O Xi předpokládáme, že jsou iid a že pocháźı ze spojitého rozděleńı. Pak jsou
jejich hodnoty skoro jistě r̊uzné. V praxi se samozřejmě často stává, že jsou v
datech některé hodnoty shodné, to neńı vylučuj́ıćı pro použit́ı znaménkových
test̊u. Podstatné je, aby tento jev nepřevládal.

1. Chceme testovat hypotézu H0, že pozorováńı X1, . . . , Xn jsou iid, proti
obecné aletrenativě H1 = non H0. Z pozorovaných hodnot X1, . . . , Xn

spočteme medián X̃ a vytvoř́ıme posloupnost znamének si = sign(Xi−
X̃), i = 1, . . . , n, pokud jsou v ńı nuly, pak je vynecháme. Dostáváme
posloupnost délky N ≤ n, kde je m č́ısel +1 a n č́ısel -1. Spočteme P
počet skupin stejných znamének (séríı).

Př́ıklad. V posloupnosti -1,-1,-1,-1,1,1,-1,1,1,1,-1,-1 je P = 5 séríı.
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Za platnosti H0 je EP = 2mn
N

+ 1 a varP = 2mn(2mn−N)
N2(N−1)

a samozřejmě
m
N

a n
N
→ 1

2
s.j. Naopak pokud H0 neplat́ı dá se čekat, že P bude hodně

malé či hodně velké. Kritické hodnoty pro P (m,n) jsou tabelovány.

Pro velký rozsah výběru (uvád́ı se n > 20) má za platnosti H0 náhodná

veličina Z = P−EP√
varP

≈
√
N
(
NP
2mn

− 1
)

asymptoticky normálńı rozděleńı

N(0, 1). V testu pak porovnáváme Z s kritickými hodnotami pro nor-
málńı rozděleńı na hladině α.

2. Druhá varianta znaménkového testu využ́ıvá porovnáńı dvou sousedńıch
realizaćı náhodné veličiny X. Spočteme si = sign(Xi+1 − Xi), i =
1, . . . , n− 1 a necht’ opět P znač́ı počet séríı v posloupnosti s1, . . . , sN ,
kde jsme vynechali všechny nuly (N ≤ n− 1). Při H0 je EP = 2n−1

3
a

varP = 16n−29
90

. Pro velké hodnoty n (n > 20) se opět použ́ıvá normálńı

aproximace. Z = P−EP√
varP

as∼ N(0, 1).

7.4.2 Nezávislost na N(t)

Pokud jsou Xi nezávislé na N(t) muśı být nezávislé i na čase, nebot’ N(t)
je neklesaj́ıćı transformace času. Proto jakýkoli trend v pozorováńıch bude
svědčit sṕı̌se pro zamı́tnut́ı nezávislosti. Jako statistický test nám může po-
sloužit Spearman̊uv test, který testuje nezávislost dvou náhodných veličin, a
to z pouhé znalosti pořad́ı sledovaných hodnot.

Pozorujeme náhodný výběr (N(t1), X1), . . . , (N(tn), Xn) uspořádaný po-
dle velikostiN(ti) a i odpov́ıdá pořad́ı jednotlivýchN(ti) v (N(t1), . . . , N(tn)).
Poté uspořádáme podle velikosti př́ır̊ustky X1, . . . , Xn a stanov́ıme jejich
pořad́ı Ri v uspořádané posloupnosti. Spearmann̊uv korelačńı koeficient se
definuje jako korelačńı koeficient pořad́ı, tj.

rS =
cov(i, Ri)√
var ivarRi

= 1− 6

n(n2 − 1)

n∑
i=1

(i−Ri)
2.

Skutečně má vlastnosti korelačńıho koeficientu, tedy nabývá hodnot od -1 do
+1. Pro test nulové hypotézy H0 : N(t) a X jsou nezávislé náhodné veličiny
jsou tabelované kritické hodnoty. Pro n > 30 se použ́ıvá asymptotická nor-
malita U = rS

√
n− 1 ∼ N(0, 1) a nulovou hypotézu zamı́táme pokud |U |

přesáhne kritické hodnoty normálńıho rozděleńı na požadované hladině α.
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Kapitola 8

Závěr

V práci jsme co nejpřehledněji shrnuli množstv́ı známých výsledk̊u pro složené
náhodné veličiny a složené bodové procesy, které jsou roztř́ı̌stěné v rozsáhlé
literatuře. Záměrem bylo vytvořit text, který bude srozumitelný každému,
kdo má alespoň základńı znalosti z teorie pravděpodobnosti a matematické
statistiky. Text, který bude dostatečný pro prvńı seznámeńı se složenými
bodovými procesy a procesy rizika. Tato oblast matematiky je ale natolik
rozsáhlá, že se nám nepodařilo do práce zahrnout mnohé daľśı př́ıstupy k
složeným bodovým proces̊um, jako jsou např́ıklad martingalové techniky či
využit́ı markovských řetězc̊u. Do textu se také nevešlo rozš́ı̌reńı výsledk̊u na
jiné modely př́ıchodu událost́ı, než je složený Poisson̊uv model.

Pomoćı simulačńıch technik jsme si udělali představu o chováńı složených
náhodných veličin pro dvě nejd̊uležitěǰśı a v praxi nejpouž́ıvaněǰśı rozděleńı
č́ıtaćı náhodné veličiny. Rozděleńı př́ır̊ustk̊u jsme volili exponenciálńı, protože
pro něj plat́ı nejv́ıce speciálńıch výsledk̊u a omezeńı, a logaritmicko-normálńı
jako zástupce rozděleńı s těžkými chvosty. Porovnáváme-li složené náhodné
veličiny v závislosti na typu př́ır̊ustk̊u, je pr̊uběh jejich hustoty podobný,
ale ve středńı hodnotě je rozd́ıl přibližně jednoho řádu. Dále jsme zkoumali
kvalitu některých aproximaćı či omezeńı pro složené náhodné veličiny.

Druhá polovina práce je věnována složeným bodovým proces̊um a pro-
ces̊um rizika. Opět na základě simulaćı jsme zkoumali závislost pravděpo-
dobnosti ruinováńı na r̊uzných parametrech modelu. Př́ır̊ustky jsme volili
degenerované, exponenciálńı a logaritmicko-normálńı jako zástupce rozděleńı
s těžkými chvosty. Rozsah simulaćı rozhodně nebyl dostatečný, aby źıskaný
výsledek odpov́ıdal teoretickým hodnotám pravděpodobnosti ruinováńı. Ale
to ani nebylo záměrem. Simulace dávaj́ı představu o tom, jak se měńı pravdě-
podobnost ruinováńı v závislosti na počátečńı rezervě u a v závislosti na po-
jistném p. V obou př́ıpadech podáváme také srovnáńı vývoje pro uvažované
rozděleńı př́ır̊ustk̊u.
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Snažili jsme se porovnat i středńı hodnotu času ruinováńı, ale kv̊uli velké
časové náročnosti simulaćı jsme nedospěli k použitelným výsledk̊um. Do
textu jsme také nezahrnuli studie pravděpodobnosti ruinováńı v konečném
čase.

V závěru práce jsme ukázali jak se daj́ı použ́ıt běžné statistické metody a
testy při analýze reálných dat pocházej́ıćıch z nějakého složeného bodového
procesu.
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(1997). Modelling Extremal Events for Insurance and Finance. Springer
Verlag, Berlin.

[Feller, 1971] Feller, W. (1971). An Introduction to Probability Theory and
Its Applications I. Wiley, New York.

102



[Jacobsen, 2006] Jacobsen, M. (2006). Point Process Theory and Applica-
tions, Marked Point and Piecewise Deterministic Processes. Birkhäuser,
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přebytek do doby ruinováńı, 46
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ruinováńı, 45
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Př́ılohy

Složené geometrické rozděleńı

#----------- slozene geometricke rozdeleni -----------------

geom<-function(n,p,prirustky=c("deg", "exp","log_norm"),

EX=1,varX=1){ # generuje nahodny vyber ze slozeneho geometrickeho

rozdeleni # p = parametr geom rozdeleni # n = delka vyberu

# EX = stredni hodnota prirustku, resp. parametr LN rozdeleni #

deg = degenerovane prirustky # exp = exponencialni prirustky

Exp(1/EX) # log-norm = logarotmicko normalni prirustky LN(EX,varX)

neni veskuteckosti stredni hodnota a rozptyl

C<-c() for (i in 1:n){

N<-rgeom(1,1-p) # rozdilna definice geometrickeho rozdeleni v R a v textu

#-----------------------------------------------------------

#PRIRUSTKY

if (prirustky=="deg"){

#degenerovane prirustky

X<-seq(EX, by=0, length=N)

}

if (prirustky=="exp"){

#exponencialni prirustky

X<-rexp(N,(1/EX))

}

if (prirustky=="log_norm"){

#logaritmicko-normalni prirustky

X<-rlnorm(N,EX,varX)

}

#--------------------------------------------------------
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C<-c(C,sum(X))

}

return(C) }

Složené Poissonovo rozděleńı

#--------------- slozene Poissonovo rozdeleni --------------------

pois<-function(n,lambda,prirustky=c("deg", "exp","log_norm"),

EX=1,varX=1){ # generuje nahodny vyber ze slozeneho geometrickeho

rozdeleni

# lambda = parametr Poissonova rozdeleni # n velikost vyberu

# EX = stredni hodnota prirustku, resp. parametr LN rozdeleni #

deg = degenerovane prirustky # exp = exponencialni prirustky

Exp(1/EX) # log-norm = logarotmicko normalni prirustky LN(EX,varX)

neni veskuteckosti stredni hodnota a rozptyl

C<-c() for (i in 1:n){

N<-rpois(1,lambda)

#-----------------------------------------------------------

#PRIRUSTKY

if (prirustky=="deg"){

#degenerovane prirustky - kontrola

X<-seq(EX, by=0, length=N)

}

if (prirustky=="exp"){

#exponencialni prirustky

X<-rexp(N,(1/EX))

}

if (prirustky=="log_norm"){

#logaritmicko-normalni prirustky

X<-rlnorm(N,EX,varX)

}

#--------------------------------------------------------

C<-c(C,sum(X))

}
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return(C) }

CMC algoritmus pro ψ(u)

#----------- CMC algoritmus pro psi(u)---------------------

# simulace pravdepodobnosti ruinovani v nekonecnem case

# na zaklade Algoritmu I z textu

CMC <- function(n,u=0,p=1,lambda=1,prirustky=c("deg",

"exp","log_norm"),EX=1,b=1){ parametr<-lambda*EX/p #parametr

geometrickeho rozdeleni

#pokud >=1 pak ruinovani skoro jiste

if (parametr>=1) return(1) else { # lambda=parametr Poissonova

procesu # EX=stredni hodnota prirustku # b jen pro log-norm

prirustky b druhy param LN(a,b)

Z<-c() for (i in 1:n){

N<-rgeom(1,(1-parametr))

s#rozdilna definice geom rozdeleni v R a v textu

#------------------------------------------

#PRIRUSTKY

if (prirustky=="deg"){

#degenerovane prirustky

X<-seq(EX, by=0, length=N)

}

if (prirustky=="exp"){

#exponencialni prirustky, F^s zustava stejne exp rozdeleni

X<-rexp(N,(1/EX))

}

if (prirustky=="LN"){

#logaritmicko-normalni prirustky

a<-log(EX)-(1/2*b^2)

X<-rlnorm(N,a,b)

}

#---------------------------------------------

CC<-sum(X)

if(CC>u) x<-1 else x<-0

Z<-c(Z,x)

pravdepodobnost<-mean(Z)

rozptyl<-var(Z)
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}

return(data.frame(pravdepodobnost,rozptyl)) } }

Středńı hodnota času ruinováńı

#------------- stredni hodnota casu ruinovani----------------

Etau<-function(n,u=0,p=1,lambda=1,prirustky=c("deg",

"exp","log_norm"),EX=1,b=1){ #simuluje proces R(t) dokud nenastane

ruinovani, vraci vyberovy prumer a rozptyl casu ruinovani #pro

urcite kombinace parametru a poctu opakovani trva neunosne dlouho

#n pocet opakovani realizace procesu #lambda intenzita Poissona

(casy mezi udalostmi exp(lambda)) #prirustky "deg"=degenerovane

velikosti lambdaX # "exp"=exponencialni Exp(lambdaX)

EX=1/lambdaX

tau<-c()

for (i in 1:n){

sigma<-0

R<-u

while (R>=0){

t<-rexp(1,lambda) #cas mezi udalostmi

sigma<-sigma+t

#cas udalosti (na konci cyklu je cas udalosti, ktera zpusobila ruinovani)

#------------------------------------------

#PRIRUSTKY

if (prirustky=="deg"){

#degenerovane prirustky

X<-EX

}

if (prirustky=="exp"){

#exponencialni prirustky

X<-rexp(1,(1/EX))

}

if (prirustky=="LN"){

#logaritmicko-normalni prirustky

a<-log(EX)-(1/2*b^2)

X<-rlnorm(1,a,b)

109



}

#---------------------------------------------

R<-R+p*t-X

}

tau<-c(tau,sigma)

}

E<-mean(tau) rozptyl<-var(tau)

return(data.frame(E, rozptyl)) }

Pravděpodobnost ruinováńı v konečném čase

#------- pravdepodobnost ruinovani do casu T -------------------

pst<-function(n,T,u=0,p=1,lambda=1,prirustky=c("deg",

"exp","log_norm"),EX=1,b=1){ #simuluje proces do casu T, sleduje

zda nastalo ruinovani a vraci v jakem pomeru nastalo ruinovani

#n pocet opakovani realizace procesu #lambda intenzita Poissona

(casy mezi udalostmi exp(lambda)) #prirustky "deg"=degenerovane

velikosti lambdaX # "exp"=exponencialni Exp(1/EX) #

"log_norm"=logaritmicko-normalni LN(a,b), a voleno tak aby stredni

hodnota =EX

pravdepodobnost<-c()

for (i in 1:n){

#-----------------------------------------

#POISSONUV PROCES N(t)

t<-0

sigma<-c() #casy udalosti

while (t<=T) {

t<-t+rexp(1,lambda)

sigma<-c(sigma,t)

}

# po pruchodu cyklem je posledni cas udalosti v sigma vetsi nez T

# orizneme

sigma<-sigma[-(length(sigma))]
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# pokud sigma prazdny vektor dava varovani ale je to OK

#------------------------------------------

#PRIRUSTKY

if (prirustky=="deg"){

#degenerovane prirustky

X<-seq(EX, by=0, length=length(sigma))

}

if (prirustky=="exp"){

#exponencialni prirustky

X<-rexp(length(sigma),(1/EX))

}

if (prirustky=="LN"){

#logaritmicko-normalni prirustky

a<-log(EX)-(1/2*b^2)

X<-rlnorm(length(sigma),a,b)

}

#---------------------------------------------

#SLOZENY POISSONUV PROCES C(t)

C<-cumsum(X)

# PROCES RIZIKA R(t)=u+pt-C(t)

P<-p*sigma #pojistne

R<-u+P-C #risk reserve proces

#--------------------------------------------------

if(min(R)<0) x<-1 else x<-0

pravdepodobnost<-c(pravdepodobnost,x)

}

return(mean(pravdepodobnost)) }
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Čebyšova nerovnost

Omezeńı pravděpodobnosti ruinováńı na základě Čebyšovy nerovnosti
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