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Anotace:

Kvalitativni vyzkum prosttfedi souctovych trojuhelnikd zaloZzeny na experimentu.
Zadani parametr naroCnosti Ulohy, popis a analyza feSitelskych strategii,
charakteristika a analyza chyb, reedukacni postupy. Zpracovani tématu
z pohledu vyukovych a diagnostickych moznosti.

Cilem prace je kvalitativné navysit vyznam prostfedi souctovych trojuhelnik pfi

vyucovani aritmetiky na 1. stupni ZS.

Anotace v anglickém jazyce:

Qualitative research of the environment of Summing triangles based on an
experiment. Exercise 's level parameters determination, description and analysis
of solving strategies, characteristics and analysis of mistakes, re-education
process. The theme treated from the aspect of didactic and diagnostic
potentials.

The purpose of this work is to enhance qualitatively the importance of the

environment of Summing triangles in arithmetics for primary schools.
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1. Uvod

Kdyz se rekne ,souctovy trojuhelnik®, drtiva vétSina nezasvécené populace si
navzdory jisté pochybnosti predstavi geometricky Utvar. Trojuhelnik je to ovsem
pouze diky tvaru tabulky. Proto tomuto prostiedi mizeme fikat také ,hrozny"
nebo ,pyramidy®, a to podle toho, jestli vrchol trojuhelnikové tabulky
sméfujeme doll nebo nahoru. S geometrii nema tedy toto matematické
prostfedi nic spoleCného. A jak se ktomuto prostfedi stavi ,zasvécena"
populace (studentky 4.ro¢niku oboru Ugitelstvi pro 1.st.ZS), se mdzeme podivat
v priloze. S klidnym svédomim mohu konstatovat, Ze prostfedi souctovych
trojuhelnikd skryva mnohé zaludnosti i pro tuto skupinu. Zalezi pouze na Urovni
obtiZznosti, ktera se v tomto prostredi da velice bohaté stupnovat. Ja jsem ale
své zkoumdani zaméfila predevéim pro vyuZiti na prvnim stupni ZS. Jak jsem
zjistila, neni toto prostredi obecné prilis znamé, vétSina dotazovanych se s nim
na zakladni skole nesetkala. Ze 13 dotazovanych spoluzacek se jich s timto
typem Uloh 8 setkalo aZz b&hem svého studia na VS.

Fakt, Ze se prostfedi oznacuje nékolika rlznymi nazvy, neni podstatny. DllezZité
je umét vyuZzivat moznosti tohoto prostfedi. A to byl cil mé diplomové prace.
Jednd se totiz o velice variabilni prostfedi, kde od jednoduchého scitani a
odcitani mdzeme dojit az k zapornym Cislim, zlomkdm, celym cislim a hledani
dalSich zakonitosti fungujicich v ramci souctového trojuhelniku (dale jen
trojuhelnik). Zalezi pouze na véku, zkuSenostech a schopnostech Zzakd.
V kombinaci s dalSimi prostfedimi (napf. krokovani) mlze byt i zdanlivé
jednoduchy trojuhelnik mistem matematickych objevd. Cilem je kultivovat zakdv
vhled do aritmetiky, udit jej objevovat experimentovanim.

Abych pronikla do tajd tohoto prostfedi, musela jsem se nejdfive sama seznamit
se vSemi zakonitostmi a pravidly. Byla to cesta dlouha, tézka, plna padd.
Problémy, s kterymi jsem se musela vyporadat a vysledky mého snazeni jsem
zachytila ve 2. kapitole. Pozorné jsem také sledovala vypocetni postupy u dvou

74kl 2. rocniku. Ti fesili tlohy, které jsem pro né predem pfipravila. Zavéry, ke



kterym jsem v rozborech experimentl dosla, byly pro mé Casto prekvapuijici (3.
kapitola). K experimentdim s zaky mam pisemné povoleni od jejich rodic¢d tyto
materidly pouzit pro svou diplomovou praci. Trojuhelniky jsem vyuZila i pro
jednu hodinu matematického krouzku, kde byla zadouci ,zabavna — hrava"
forma. Napriklad v prostredi ,autobus" to neni tézké, zaci maji pocit, ze si hraji
pripravu. Vysledek mého snazeni najdete ve 4. kapitole, stejné jako dalSi
moznosti tohoto prostredi vcéetné vyzkousenych a funkénich kaskad
pripravenych k vyuziti v praxi.

Ve své diplomové praci jsem se snazila predevsim o SirSi vyuzitelnost mych
poznatkll. Nabizim zde prehled forem zadani Uloh, Zadouci prace s nimi,
nastrahy a problémy prostredi, moznosti jejich prekonani a v neposledni fadé
také pripravené experimentované kaskady uloh. Preji si, aby ma diplomova

prace dobre poslouZila predevéim (budoucim) ucitelém 1. stupné ZS.



2. Teoreticky zaklad

2.1.  Didakticka Cast

2.1.1. Terminy

Souctovym trojuhelnikem rozumime aritmetické prostredi, soubor oken
usporadanych do tvaru trojuhelnika. Pfitom v kaZzdém okné je pravé jedno Cislo
a plati zakladni pravidlo, ze pod kazdymi dvéma sousednimi Cisly lezi jejich
soucet.

Podle poctu oken v horni fadce budeme trojuhelniky oznacovat 3-4, 44, .... Je
zrejmé, jak vypada n-Apron=5,n=6, ...

Obecné jsou n-A pro n =3 a n = 4 zapsany pomoci pismen takto (obr.1,
obr.2):

a o c a b | c d
d e e f g
f h [
i
Obr. 1 Obr. 2
Z&kladni vazby jsou fii: Z&kladnich vazeb je Sest:

a+b=d (1) a+tb=e (4
b+rc=e (2 b+c=f ()
d+e=f (3 c+td=g (¢)
e+f=h (7)
f+g=i (8)
h+i=] (%)

Horni radkou 3-A rozumime trojici Cisel a, b, c. Jeho dolnim Cislem nazveme
Cislo v okné f. Pro 4-A je horni radkou ctverice Cisel a, b, ¢, d, dolnim cislem je
Cislo v okné j.

Strukturou n-A rozumime soubor vSech zakonitosti, jimz jsou podfizena Cisla n-

A. Pro n = 3 jsou to vazby (1) - (3) a vSechny dalsi, z nich plynouci. Napriklad



e=f-d, a+b+e=f, ap. Pron =4jsou to vazby (4) - (9) a vSechny dalsi,
z nich plynouci. Napriklad vztahya + d + 3f =h +i=j, j-e=2b+ 3c +d,

ap.
Kromé téchto vazeb popisuji strukturu 3-A také tato tvrzeni:

1. Jsou-li (a1, b1, C1, C|1, €1, f1) d (az, bz, Cy, dz, ey, fz) dva dobré 3'A,
paki (a1 + ay b1+ by, c1+ ¢, di + dy, €1+ &, f1 + ) je dobry 3-A.
Jinak: souctem dvou 3-A dostaneme opét 3-A.

2. Jsou-li vSechna Cisla 3-A prirozend, pak aspon dvé z nich jsou suda.

Vstupem Ulohy nazveme soubor vSech znamych disel v n-trojuhelniku.

Vystupem Ulohy nazveme soubor vSech neznamych Cisel, véetné jejich
umisténi do oken.

Vstup ulohy o n-A, tvoreny nezavislou skupinou n cisel, nazyvame Uplnym
neboli bazi. Problematice bazi jsem se vénovala v ¢asti ,moje matematika".

Vstup Ulohy tvoreny nezavislou skupinou k < n Cisel, nazyvame neuplnym.

2.1.2. Typy uloh

V prostredi souctovych trojihelnikti mizeme ulohy rozdélit takto:

. Ulohy s tplnym vstupem.
zakladni

s roztrouSenym vstupem

w N PP

neprimé
B. Ulohy s netiplnym vstupem.

1. kombinatorické ulohy

2. Ulohy o funkéni zavislosti
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C. Ulohy na vkladani.

1. skoro vSechna cisla se rozutekla

2. jedno z utikajicich se ztratilo

3. mezi utikajici se vetrelo jedno faleSné

2.1.2.A Ulohy s tGplnym vstupem (tlohy explicitni)

Ul: ReSeni:d=2+1=3,e=1+3=4,f=3+4=7.
U2: ReSeni:e=12-7=5b=5-2=3,a=7-3=4.

U3: Redeni nelze najit pfimo. Je tfeba experimentovat.

Vysledek b =4,d =6, e = 9.

12
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U1 U2

U3

Kazda z Uloh ma na vstupu dana tfi
Cisla a pripousti pravé jedno reseni.
Pritom zak treti tfidy umi Ulohy 1 a
2 fesit primo, ale Ulohu 3 musi resit

metodou pokus-omyl.

Rekneme, 7e Uloha s Uplnym vstupem byla feSena pFimou strategii

(explicitng), jestlize nebylo nutno nic hadat a proces reSeni mél tfi (v pripadé

n=3) resp. Sest ( v pripadé n=4) krokl z nichz kazdy byl sitanim nebo

odecitdnim dvou jiz zndmych &isel. Uloha, kterd pripousti primou strategii se

nazyva prima. Jinak mluvime o Uloze (i strategii) nepfimé.

Nastat mohou tedy tyto situace:

1.Vstupem je horni radka.

2.Vstup je roztrouseny. Tim rozumime, ze aspon jedno Cislo vstupu lezi mimo

horni fadku a Ulohu lIze fesSit pomoci primé strategie.

3.Vstup je neprimy. Tim rozumime, Ze Uloha nema primou strategii.

11



Reseni pfimych Gloh se vstupem v horni Fadce je prvni etapou seznamovani
se s prostfedim souctovych trojuhelnikl vhodné pro druhé pololeti prvniho
roCniku. Strategie vychazi ze zakladniho pravidla a jsou jeho operacionalizaci.
Jsou dany instrukci. ,Najdi dvé sousedni Cisla a secti je. Soucet napisS do okna
leZiciho uprostfed pod obéma sousednimi Cisly. To opakuj, dokud je néjaké
okno n-trojuhelnika prazdné." Zak zapliiuje prazdna okna 4-A v poradi e, f, g,
h, i, j. DGvod je nasnadé: je to postup jako pfi Cteni - zleva doprava a shora
doll. Stejné postupuji Zaci i u n-A. Jiné poradi vypoctu se vyskytuje pouze v
dobé, kdyZ se zak prvniho rocniku seznamuije s prostredim trojuhelnikd. Objevi-
li se i pozdéji, pak to ma obycejné svoji priCinu. Poté jsou pridany ulohy
s roztrousenym vstupem. Zici feSenim desitek Uloh s &isly stdle se
zvétsujicimi ziskaji vhled do situace a umi se v ni bezpecné orientovat.
Diagnostickym znakem Uspésného ukonceni této etapy je minimalni vyskyt chyb
strategie.

Druha etapa poznavani tohoto prostredi zacina s Ulohami nepfimymi. Tim, Ze
jiz neni mozné na reSeni nasadit az doposud dobre funguijici algoritmus, Ze je
nutné experimentovat, zkouset a hledat, otevira se novy prostor pro poznavani.
Ulohy s nepfimym vstupem vyZzaduji nepfimy postup a jsou naro¢néjdi. Zak,
ktery neovlada jazyk algebry, musi pouZit strategii pokus-omyl. Presnéji
reCeno, jde o rozvoj zakovych schopnosti efektivné hledat reSitelskou strategii.
Zkousi dopliiovat prazdna okna trojuhelniku tak dlouho, az se “trefi”. Pritom
bud’ tipuje néjaké Cislo horni fadky, nebo zacind rozkladem dolniho cisla.
Castéjdi byva cesta druhd. Nékdy je to cesta pomérné rychld, jindy mdZe byt
cesta rozkladu dolniho Cisla neSikovna. Je to v pripadech, kdy mezi dolnim
Cislem a ostatnimi Cisly je znacny odstup. Zde se cesta hadani Cisla v horni
radce jevi jako efektivnéjsi.

Resitel znaly jazyka algebry najde feeni lehce pomoci proménné.
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Vyvoj metody pokus-omyl:

Proces postupného vylepsovani metody pokus-omyl rozdélime do tfi fazi.
Poznani téchto fazi pomdze uciteli diagnostikovat Uroven jednotlivych zakl a
napomahat jejich rlstu.

1. Nahodné tipovani hledanych Cisel.

2. Tipovani s vhledem. Z&k si véimne, Ze jeho tip ved| na &islo vétsi (menéi) nez
bylo treba a proto nasleduijici jeho tip je mensi (vétsi) nez byl typ predchozi.

3. Evidence tabulkou. Zak si do tabulky zapisuje dvojice tip-vysledek. Tim
urychli hledani. Zak pfi praci s tabulkou nabyvé zku$enost se systemizaci
souboru dat a objevuje zakonitosti ukryté v prostiedi souctovych trojuhelnikd a
zviditelnéné tabulkou. NejdUlezitéjSi zakonitosti je “vSudypfitomna” linearita.
,KdyZ nahore pfidam 10, bude dole o 30 vice. Kdyz prfiddam 1, bude dole o 3
vice." Tato znalost, ktera plati u mnoha dalSich uloh, dovoli zakovi hledat rychla
reSeni.

Intuitivni poznavani linedrni zavislosti pomoci tabulky ma tfi dllezité disledky:
a) je propedeutikou pro neformalni poznavani jazyka algebry,

b) je propedeutikou funkéniho mysleni a

c) dava zakiim nastroj na objevovani zapornych a racionalnich cisel.

Problémy a reedukace

Pfi seznamovani se s jednoduchymi ulohami se Zaci dopoustéji chyby
dezorientace. Ta spociva ve Spatném urceni sousednich oken.

Pro odstranéni chyby pouzijeme tento reedukacni postup: pred kazdym krokem
zak nejprve uciteli fekne, které okno doplni a ktera Cisla bude scitat. Po dvou
takto vyreSenych Ulohach pracuje jiz zak sam, ale u kazdého kroku nahlas
opakuje “pocitam toto Cislo; sectu tato dvé”. Reedukaci provadime s malymi
Cisly, aby energie Zaka byla zamérena na nabyti orientace.

Zaci druhé nebo treti tfidy poprvé setkaji s GUlohami s roztrousenym vstupem,

dopoustéji se kromé dezorientace jeSté zamény operace. Spociva v tom, ze
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zak misto odcitani scita, nebo naopak. Pri¢inou chyby neni nepozornost Zaka,
ale jistd setrvacnost. Zak vnimd trojuhelnik nikoli jako strukturu, ve které je
nutno doplnit schazejici prvky, ale jako nacvik na scitani. Scita kazda dvé Cisla
stojici vedle sebe. Nezridka i dvé Cisla, ktera bezprostredné nesousedi, ale jsou
blizka. Dalsi chyba je strategicka, ktera je zavaznéjsi, protoze je dlsledkem
nepevné znalosti struktury souctového trojuhelnika.

Pro napravu této chyby funguje metoda “zlomysiného skritka”. Poté, co uz
zaci ovladaji ulohy, kdy vstupem je horni fadka, predlozi ucitel tfidé dlohu
s roztrousenym vstupem spolu s timto pribéhem. ,Tonik dobre vyfresil
trojuhelnik, ktery mél za domaci Ukol. V noci se vSak do jeho seSitu vioudil
potmésily skritek a vygumoval mu tfi z napsanych Cisel. Tonik na to priSel az ve
Skole a ted’ place. Pomlizete mu najit tfi vygumovana cisla?"

Zaci hledaji schazejici tfi &isla. Kdyz jsou hotovi, vyzve je ucitel, aby si Fedeni
zkontrolovali tak, ze vyresi domnélou plvodni Tondovu Ulohu. Tuto Ulohu Zaci
jiz umi fesit. Ti Zaci, ktefi chybili, dostanou dva rdizné trojuhelniky. Ktery z nich
byl ten plvodni? Zak pochopi, Ze ma v Ffedeni chybu a ma navod na to, jak

pripadné dalSi feSeni kontrolovat.

Komentar: Zkusenost s hledanim a opravovanim chyb ve vlastnim mysleni je
mimoradné daleZita. Jeji nabyti je narocné jak intelektualné tak i citové. Zadny
z nas nema z vlastnich chyb radost a lehci je spokoijit se konstatovanim “ma to
byt takto”, nez hledat ve svém mysleni priCinu chyby. Ale pravé schopnost
umeéni hledat vlastni chyby, a dokazat se z nich poucit, patfi k vysokym lidskym
kvalitam. Jestlize matematika tuto kvalitu v mladém clovéku péstuje, prispiva

vyznamné k jeho osobnostnimu ristu.
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2.1.2.B Ulohy s netplnym vstupem (tlohy implicitni)

Uloha je dana vstupem, ktery tvori nezavisla skupina k < n Cisel.

V  kombinatorickych dlohach se zaméfujeme na propedeutiku
kombinatorického mysleni. Existuje v nich koneCny pocet reSeni a Ukolem
resitele je zjistit, kolik jich je. ReSeni sama viak najit nemusi. Podstatné je, ze
obor Cisel ve kterém pracujeme, je N. Pro jiné obory by ulohy nemély smysl.
Pocet feSeni Ulohy zadané nelplnym vstupem vyrazné zavisi na tom, v jakém
Ciselném oboru pracujeme. V oboru pfirozenych cisel No m{ze byt pocet feSeni
konecny. V oboru celych ¢isel Z a v oboru racionalnich nezapornych Cisel Q+ je
tento pocet skoro vzdy nekonecny. Kazda uloha je dana svym vstupem, ktery
pro n = 3 ma bud 2, nebo 1 Cislo a pro n = 4 ma nejvyse 3 Cisla. Na prvni
pohled by se mohlo zdat, ze Uloha s nelplnym vstupem nutné pripousti vice,
nebo dokonce nekonecné mnoho resSeni. To neni pravda. Napriklad kdyzZ je v n-
A dano pouze dolni ¢islo a to je nula, pak (pracujeme-li v oboru nezapornych
Cisel) ma uloha jediné resSeni: vSechna Cisla trojuhelnika jsou nuly.

Ulohy, které bud’ viibec nemaji feseni, nebo maji, ale jenom v rozsifeném
kontextu, je vhodné zaradit v druném pololeti tretiho ro¢niku. Naptiklad Uloha
“sestroj ze Sesti sirek Ctyri trojuhelniky” je v roviné neresitelna, ale v prostoru
ma FeSeni. V tomto véku jsou Zaci ochotni pripustit, Ze i polovina, tretina, ...jsou
pravoplatnd disla. Prostfedi souctovych trojuhelnikl je velmi vhodné pro
otevieni svéta zlomki. Narocné pojmy je nutné otevirat Zakiim po kouscich
a dlouhodobé. Narocny svét zlomk( otevieme jiz v prvnim rocniku, kdyz
spravedlivé délime jablko nebo Cokoladu na dvé casti. Ve tretim rocniku se k
pojmu “polovina” mlZeme priblizit, jak ukazano vyse, pomoci n-A. V zadném
pripadé nepouzijeme s détmi slovo ,zlomek™ a jeho zapis ponechame na détech
(napf. 2 zapiSi pismenem p, Va pismenem ¢ ..). Prvni setkani se Zaka
s Ulohou, v niZ se na vystupu objevi zaporné Cislo nebo zlomek byva odmitavé -
“to se neda resit”. Nepovazuji polovinu za dislo. UCitel uvita, kdyz se najde Zak,

ktery tuto myslenku vyslovi a mlze tak ve tfidé probéhnout diskuze, zda -
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Cislo je nebo neni. Rozhodnuti nechame na détech. Je mozné i to, Ze polovina
tridy zlomky za Cisla povazovat nebude, druha polovina ano.

Pristup pres krajeni je sémanticky - je zaméren na otazku “co to je polovina
(néceho)?”. Pristup pres trojuhelniky je syntakticky - je zaméfen na otazku
“jak se s polovinou zachazi?” Syntakticky pristup je vyrazné narocnéjsi..
Prostfedi ndm stejné dobre poslouzi také pro otevieni svéta zapornych Cisel,
prestoze zaporna Cisla se budou udit az v 5.ro¢niku. Nejlépe to pljde s détmi,
kterym jako propedeutika zapornych cisel bylo jiz dfive nabidnuto prostredi
krokovani.

V Ulohach o funkcni zavislosti je Ukolem reSitele v Castecné vyplnéném
trojuhelniku najit funkéni zavislost Cisel ve dvou urcenych oknech trojuhelnika.
Tento typ Uloh je zaméren na propedeutiku funkéniho mysleni a je zadouci
postupné rozsifovani Ciselnych obord N—Z, N - Q.+, N - Q — R . Je vhodné

pouZit evidenci tabulkou. (viz 1.1.2.a)
Tvrzeni:
Jsou-li v 3-A Cisla a, ¢, f celd, pak Cisla 2b, 2d, 2e jsou téz cela.

Jsou-li v 4-A Cisla a, d, h, i celd, paki Cisla f, j, 3b, 3c, 3e, 3f, 3g jsou cela.

2.1.2.C Ulohy o béZencich

Pokud k Uloze rozsSifim zadani o doplhovana Cisla, stava se zni Uloha o
b&Zencich. Uloha je tedy v 3-A dana jednim nebo dvémi &isly a souborem m
bézencd.

Zadani by tedy mohlo znit: ,Dopli Cisla do Ctyr prazdnych oken 3-A. Pritom vis,
7e tfi z doplfiovanych ¢isel jsou 2, 5, 5. Redeni najde zék zkousenim. (Mohu
zadat i vSechny 4 béZence nebo také 5 a jeden z nich bude falesny.)

Uloha miZe mit dvé feSeni a ta jsou navzajem soumérna.
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Z hodiny matematiky na toto téma vyplynuly terminy, které sami Zaci vymysieli.
Cislo, které “uteklo” z nékterého okna n-A se nazyva bézencem. Cislo, které
setrvalo, se nazyva hrdinou. KdyZ je do souboru béZencl pfipsano i Cislo, které
neni bézencem, pak se toto Cislo (jako prvek souboru bézenci), nazyva falesny
béZenec.

Nastat mohou tedy 3 situace:

1. Soubor bézenctl je uplny, t.j. m=n- 1.

2. V souboru béZencl jeden schazi, t.j. m=n-2.

3. V souboru béZencl jeden falesny prebyva, t.j. m = n.

Ulohy o b&%encich pati mezi Glohy vkladaci. Jsou to dlohy, v nichZ je dan
soubor prvkl P a hraci plan H - jakysi soubor “pfihradek”, nebo “mistnosti”,
nebo “oken”, nebo “krabic”. Ulohou feditele je povkladat prvky souboru P do
jednotlivych prihradek planu H tak, aby byly spinény jisté podminky. Vkladaci
ulohy rozvijeji schopnost Zaka organizovat soubor jevll. Je to schopnost
Zivotné dllezita, pro néktera povolani pfimo zasadni. Proto ji vénujeme vice
pozornosti. Pro seznameni se s témito Ulohami je dobré motivovat dramatizaci:
déti jsou Cisla, kterd utekla z trojuhelnika nakresleného na podlaze. Z&ci brzy
objevi, Ze nejvétsi utikajici Cislo nutno dat vzdy dole. Pak mizeme prejit

k pohyblivym cisliim (na kartickach) pro snadnou manipulaci.

Problémy a reedukace

Casto se zejména druhaci dopoustéli chyby setrvacnosti. Jde o to, Ze nékteré
Spatné napsané Cislo se tak silné vryje do védomi zaka, ze je opakuje pri vSech
dalSich pokusech.

Zaci, ktefi maji s Feenim uloh o béZencich potize, jsou Uspé$né dvé reedukacni
technologie. Prvni je zalozena na materializaci béZzencl. Utikajici Cisla jsou
napsané na listeCcich. Zak s listetky manipuluje, vklddd je do oken, nic
nedopisuje. Vyhodou je rychla moznost zmény pozice. Znatelné se snizi chyba

setrvacnosti.
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Druha technologie je zaloZzena na alternativnim nacviku strategie vkladani.
7akdm predlozime Ulohy na vkladani jiné, vice algoritmické. Napriklad zak
dostane soubor listeckll, na kazdém je jedno zvitatko (pes, kocka, slepice) v
jedné ze tfi barev (Cervend, zelend, zlutd) a Ukolem Zaka je ulozit listecky na
planek maijici 3 x 3 = 9 oken, priemz sloupce jsou oznaceny zviraty a radky
barvami.

Vkladaci ulohy dobre diagnostikuji miru Zakova vhledu do souctovych
trojuhelnikd. ZAci (tfetiho rocniku), ktefi maji dobry vhled, okamzité pouZiji
strategii dolniho Cisla a pak po chvili divani se na zadani pisi celé feSeni. Naproti
tomu Zaci (tfetiho i Ctvrtého rocniku), ktefi do souctovych trojahelnikd vhled
nemaji, experimentuji nékdy dosti neSikovné. Vtomto pripadé pouzijeme

materializaci béZencu.

KomentaF: Pro vétsSinu 7akd jsou ulohy o béZencich slozitéjSi nez ulohy
s roztrouSenym vstupem a pro nékteré zaky jsou naroCnéjSi nez Ulohy se
vstupem neprfimym. PriCina tkvi v tom, ze neni zalozeno na pocitani, ale na
organizovani souboru dat. To je na Urovni Zaka 1. stupné ¢innost nealgoritmicka
a pro algoritmické typy zakl tim padem sloZita. Vhodné obdobi pro tyto ulohy je

druhé pololeti druhého rocniku.

2.1.3. Cile prostfedi souctovych trojuhelnikd

Prvnim a hlavnim cilem feSeni Uloh je nacvik operace scitani Cisel napsanych
vedle sebe a odcitani. Druhym (vedlejSim) cilem je nabyvani vhledu do
prostredi, které je vhodné pro experimentovani, zkoumani vztahd, tridéni
jevi, objevovani, oddivodiiovani i tvorbu struktur.

Vyznam druhého cile narlistd pouze s ¢asem. Zak, ktery se (byt sporadicky)
setkava s prostfedim n-A nabyva zkuSenost, kterou bude mozné pozdéji vyuzit

pfi vykladu a objevovani naroénych matematickych myslenek. Zakova zkugenost
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se tyka dvou véci: jistoty orientace v prostiedi trojuhelnikl a tuseni jistych

zakonitosti.

Napriklad:

1. Kazdy n-A mzeme “preklopit kolem svislé osy”, t.j. zménit jej na soumérny.
Pro n = 3 jde o dvé vymény: a<>c, d<>e. Pro n = 4 jsou vymeény Ctyfi: a<d,
b<>c, e<>g, hei.

2. V horni fadce jsou cisla mala a dolni Cislo je v trojuhelniku nejvétsi.

3. K dolnimu dislu pfispivaji krajni Cisla horni radky méne, a prostredni Cisla

vice.

Zvédomovani tusenych zakonitosti

Kazdy objev, k némuz zak dospéje, je vysledkem dlouhého procesu nabyvani a
tfidéni zkuSenosti. UcCitel musi na takovy objev trpélivé cekat. Snaha
netrpélivého ucitele navadét Zaky k objevu, nebo dokonce jim cast objevu
pfimo ukazat, ni¢i to nejcennéjsi, co souctové trojuhelniky zakdm nabizi -

rozvoj kognitivnich schopnosti.

v _ 7

Dilci cile serazené podle pInéni chronologicky:

a) procvicovani operace scitani Cisel, ktera nejsou zapsana pod sebou a

b) nabyvani vhledu do prostredi souctového trojuhelnika.

c) procviCovani operace scitani i odcitani Cisel, ktera nejsou zapsana pod sebou a
d) otevreni pojmu zaporné Cislo v kontextu strukturalnim (ne sémantickém)

e) rozvoj schopnosti experimentovat (tipovat mozné reSeni, kontrolovat jeho
spravnost a v pripadé chyby udélat jeji analyzu a zvolit novy, nadéjnéjsi tip
reseni),

f) rozvoj schopnosti experiment organizovat, pripadné i néjak evidovat,

g) rozvoj schopnosti objevovat, formulovat a ovérovat hypotézy.

h) poznani, Ze Uloha mlze nemit Zadné feSeni a Ze existuje cesta jak to

nahlédnout,
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i) poznani, ze Uloha miZe mit vice feSeni a Ze dobry feSitel je chce najit
vSechna.

j) otevieni pojml polovina a tfetina v kontextu strukturdlnim (ne
sémantickém).

k) nabyvani vhledu do kombinatorickych situaci a

) rozvoj schopnosti tabulkou evidovat soubor experimentalné ziskanych udaj;

m) nabyvani vhledu do situaci obsahujici funkéni zavislost

2.1.4. Vyuziti souctovych trojuhelniki ve vyuce

Souctové trojuhelniky nechapeme jako tematicky celek, ale jako prostredi.
Zakladni Ulohy o souctovych trojuhelnicich pouzivdme nejprve jen jako
pritazlivéjsi formu Uloh na nacvik operace scitani. V tomto duchu je mozné se
zakladnimi Ulohami seznamit zaky jiz v druhém pololeti prvniho ro¢niku a to v
podstaté bez Casové zatéZe, protoZe nacviku scitani se stejné vénuje mnoho
Casu. Sta¢i cast takového nacviku uskutecnit v prostiedi souctovych
trojuhelnikd.

Ve druhém rocniku pfiddme Ulohy s roztrousenym vstupem. Ted' jiz jista
narocnost na c¢as vystoupi, protoze to chvili trva, nez se zaci zorientuji ve
strukture trojuhelnika. Ale ani tento cas nelze povaZovat za ztraceny.
Ziskavanim orientace v trojuhelnicich zaci rozvijeji svoji schopnost prechazet od
procesualniho vidéni jevd k vidéni konceptualnimu.

Dalsi ulohy pak zarazujeme mimo vyuku. Série Uloh o souctovych trojuhelnicich
predkladame Zakim jako vyzvy k dobrovolné cinnosti. Jednou za ¢as dame
zakdm nékolik zajimavych uUloh. Zajemci je FeSi a davaji sva feSeni uciteli. Ten
je opravi a ohodnoti. To vSechno probiha bez jakéhokoli ¢asového naroku na
vyuku. Naopak, Zaci ze svého volného cCasu vénuji matematice vice, nez
standardni vyuka Zzada. Jen kdyz se v nékterém reSeni objevi zajimava

myslenka, da ucitel prostor autorovi k prezentaci myslenky i ve vyucovani.
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Obycejné je takova situace vstupem do diskuse celé tfidy. Ta zacina jiz tim, ze
autorova formulace myslenky byva nejasna a tfida se snazi prijit na to, co jejich
spoluzak chce fici. V zadném pripadé vSak diskuse neni ztratou casu. Tridni
diskuze je velice cennd a pfispiva k rozvoji matematického mysleni zakd. A to
nejen téch, kteri se aktivné na diskusi podili, ale i téch, ktefi ji jen sleduiji.
Velikou vyhodou takto vedené vyuky je to, ze ani ucitel, ani zaci nejsou tlaceni
Casem. Kazdy 7ak se do prace zapoji podle své vile a voli si ty typy uloh, které
se mu libi a v narocnosti sobé primérené. Mira narocnosti Ulohy je dana velikosti
Cisel vstupu i vystupu, poCtem operaci a naroCnosti operaci (prechod pres
desitku), narocnost Cisel vystupu (napf. zaporna cisla, zlomky) a narocnost
strategie.

Ucitel si nemusi priliS lamat hlavu tim, které typy Gloh zverejni na nasténce ted,
a které az o mésic. Zde se nemlze dopustit chyby nepfimérenosti. UCitel
nabidne Uloh mnoho a Zaci si voli ty, které je oslovuji. Tim vlastné ucitel vidi,
které Ulohy jak na Zaky plsobi. Bézné se stava, ze v jednu dobu se jisty typ
uloh stane ve tfidé hitem a ucitel pak musi vyrabét tucty Gloh. Nastésti v tomto
prostredi to neni véc tézka.

Neklamnym znakem zajmu 7Zakd o danou problematiku je to, Ze oni sami
zatnou vymyslet Ulohy - at’ jiz jeden pro druhého, nebo, Castéji, pro pana
ucitele. Na zplsobu jakym jsou Ulohy konstruovany ucitel dobre vidi nejen
zakdv vhled do problematiky, ale i jeho celkovou matematickou vyspélost,
kulturu jeho matematického mysleni. Ti Zaci, ktefi se s prostfedim souctovych
trojuhelniku intimné sprateli, budou mnohé matematické myslenky vnimat
pravé pres toto prostredi. Jako priklad Ize uvést porozumeéni strukture celych
Cisel, porozuméni pojmu zlomek, porozuméni funkéni zavislosti, nebo

porozumeéni nékterym kombinatorickym situacim.
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2.2. Matematicka Cast

2.2.1. Uvod

Prostredi souctovych trojuhelnikd jsem znala uz ze zakladni Skoly. Nepamatuiji si
na jakykoliv vztah k témto uloham. Nebyly pro mne vyznamné. Vnimala jsem je
jako zcela obycejné Ulohy. Kdyz jsem se timto prostfedim zacala zajimat kvdli
diplomové praci, myslela jsem, ze mé nemlze nic prekvapit a Ze na tomto
prostredi jist€ nenajdu nic zcela zavratného. Zkratka jsem toto prostredi
podcenila a vnimala ho jako obycejné scitani, odcitani bez vedlejSich
zakonitosti. A Ze jsem se mylila, dokazuji pravé v této kapitole, kde popisuji
svou vlastni cestu poznavani prostfedi souctovych trojuhelnikli, snazim se
charakterizovat problémy sni spojené a poznatky pozdé€ji aplikovat v

experimentech.

2.2.2. Bazev 3-A

A | B|C

Zacala jsem nejprve zkoumat baze v 3-Uroviiovém trojuhelniku, Cili 3-A. Ten je
nejmensi mozny, pokud chceme pozorovat vztahy Cisel priznacné pro toto
prostiedi. Otazka tedy zni: Které trojice tvori bazi? Neorganizované jsem
kreslila jeden trojuhelnik za druhym a nahodné do né&j vyznacila néjakou trojici
Cisel. Vzniklo tak 8 samostatnych modell. S tim bych ale daleko nedosla, ve
vicetroviiovych trojuhelnicich uz vlbec ne. Uvédomila jsem si, Ze nutné
potfebuiji zvolit systém a na zavér pripsala ,Musi v tom byt systém. Znowvu!",

podtrhla a zacala systematicky. Od pozice a jako prvniho Cisla hledané baze
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smérem zleva doprava jsem prirazovala dalSi dvé Cisla (Cili abc, abd, abe, abf,
...) Byla jsem presvédcena, ze takhle nemohu Zadnou bazi minout.

Mé pocinani proslo tremi etapami:

1. V prostiedi trojuhelnik{ se objevi nova otazka. Najit baze.

2. Tvorba nékolika izolovanych modeld (k Cislu a = 3 dopisuji dalsi dvé vhodna
Cisla) — ziskani prvnich vhledd — potteba systému.

3. Zvoleny systém.

Prvni problém nastal u kombinace acf. Je to baze? Zjistila jsem, ze to je baze,
ale kdyz jsou Cisla a, ¢, f dana, tak neni okamzité vidét, jak se budou hledat
Cisla b, d , e. Musi se déle premyslet, zkouset nebo pouzit jednu neznamou do
rovnice, coz zak 3. rocniku neumi. Je to tedy Uloha implicitni. Jedina v 3- A.
Také tady doslo k velkému poznani, Ze je ddlezité vymezit obor, pro ktery Glohu
reSime. Pokud reSime v oboru pfirozenych Cisel s nulou, nemusi mit tato Uloha
reSeni. V oboru redlnych Cisel ma vzdy jedno. Rozhodla jsem se, ze se budu
soustredit na obor prirozenych Cisel s nulou.

Vysledkem systematického snazeni vyjmenovat vSechny baze je prvnich 10

moznosti se zndmym &islem a. Cili trojice abc, abd, abe, abf, acd, ace, acf,

ade, adf, aef. Prechazim na baze, kde nikdy nebude znama a a vzdy bude

znama na pozici b. Nasla jsem 6 bazi: bcd, bce, bcf, bde, bdf, bef. Nasleduji

baze, kde neznam a ani b a vzdy znam c. Jsou 3: cde, cdf, cef. A nakonec baze
def. Celkem tedy pro 3- A existuje 20 bazi (10+6+3+1). Z toho pouze jedna

je implicitni.

Komentar:

Chyba: Pri konzultaci jsem v této Uvaze objevila chybu. Omylem jsem trojici abd
povaZzovala za bazi. Jakmile jsem to zjistila, hned mne napadlo, ze chyba se
bude opakovat i dale. Celkem jsem se dopustila tfi chyb. T¥i trojice jsem
povaZovala za baze, prestoze nebyly. Ted' nechapu, jak je mozné, ze jsem si
toho nevsimla hned. Jedinym vysvétlenim je pro mne situace, kdy jsem problém

reSila. LeZela jsem v Cervenci na louce, slunce palilo a ja se na baze
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nesoustredila naplno. Jakmile byla pri konzultaci tato chyba odhalena, velice
mne to prekvapilo a byla jsem si jista, ze se ta sama chyba bude opakovat. A
taky ze ano. Dvakrat. Opravuji tedy své tvrzeni z predchoziho odstavce. Pro 3-
A existuje 17 bazi.

Vyplyva z toho pro mne ale pouceni. Je tieba kazdy genericky model provérit

izolovanym.

2.2.3. Bazev4-A

Predpokladam, Ze kazda baze se bude skladat ze 4 Cisel. V pripadé, kdy jich je
zadano méné, uloha ma vice reseni. Pokud zname vice Cisel, usnadfiujeme praci
zakovi — dobré pro zacatek prace v tomto prostredi.

Baze abcd se nabizi hned.

Chyba: Pri hledani dalSi jsem ale znejistila, jestli mam u 3-A opravdu vsechny
baze. Neni nahodou baze také jenom ab? Nebo ad? Vzapéti zjist'uji, ze neni a
nechapu, jak jsem mohla vahat, kdyz je to prece jasné.

Snazim se o jiny zplisob zapisu:
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NejdelsSi cesta pouze s operaci odcitani:
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Tento zapis mi ale nevyhovuje, neni pro mé prehledny, dale jej nepouzivam.

Nasla jsem pouze pro zajimavost nejdelsi proces se samymi minusy. Je to pro
bazi aehj. Na konzultaci jsem byla vyzvana, abych nasla vSechny mozné cesty
se samymi minusy a nasla obecny vzorec pro n-A. Zde mohu pouZit poznatkd
z kombinatoriky a bez vétSiho Uskali jsem po chvili méla na svété obecny
vzorec. Pocet bazi, kdy pro vypocet prazdnych oken pouZiji pouze operaci
odCitanije: n-A=2x3x4x.xn

Pro 4-A jich je 2x3x4=24 a pro 5-A jich je 2x3x4x5=120.

Komentar:

U baze bchi zjistuji, Ze délam velkou chybu, kdyZ z b a ¢ dopocitavam kromé f
také e a g.

Objev: Jednou provzdy si fixuji do hlavy, ze toto nedopocitam. Jediné, co mohu

dopoditat, jsem si nakreslila takto:
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Co tedy baze je a co neni? Pii hledani odpovédi jsem si nalezla jiny zplsob
zapisu — pro mé prehlednéjsi a rychlejsi. Vysrafovana pole jsou znama a cisla

znamenaji poradi vypoctd.

Objev:
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Aby Uloha méla jen jedno feSeni, musim znat alespon jedno Cislo ve vrchnim
radku.
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Pro ujiSténi sama sebe jsem reSila Ulohu, kde neni zadané ani jedno vrchni

Cislo:

V 4-A v druhém radku s cisly 20, 1, 8 pak nastavaji pro prvni radek tyto
moznosti: 19, 1, 0, 8 a 20, 0, 1, 7. Ano, potvrdilo se mi tvrzeni. Pokud neznam
ani jedno Ccislo ve vrchnim radku, v d ruhém znam vSechna a pocitam v oboru
prirozenych Cisel bez nuly, ma Uloha dvé reseni.

Pokud pocitdm s nulou, ma 3 Feseni.

Dale mé zajimalo, jestli je néjaka zakonitost mezi danymi Cisly ve druhém radku

a poctem reSeni. Co kdyz nebudu znat Zadné Cislo v prvni ani v druhé radé?

Vymyslela jsem si tedy vyhranéna zadani a vysledky psala do jednoho policka:
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Objev: 10 reSeni jen v druhém fradku... dal jsem nepocitala, ztratila jsem
motivaci, neni to pro mé ddlezité. Kdybych znala aspori jedno Cislo v prvnim
radku, pocet reSeni by se omezil. Bylo by o jedno vice feSeni nez je velikost

Cisla v prvnim radku.

Objev: Pocitame-li v oboru prirozenych cisel véetné nuly, pocet reSeni je vzdy o
jedno vétsi nez je nejmensi Cislo ve druhém Fadku.

(Ukazalo se pozdéji jako chybné tvrzeni — tedy spiSe nelplné ***)

Najednou mé zacalo trapit, zda jsem neudélala chybu na zacatku. Zda
opravdu musim znat 4 Cisla. Nestadi tri?

Ujisténi jsem hledala v konkrétnich vymyslenych Ulohach. Zde je par z nich.
Zplsob zapisu postupu v mysleni jsem zase zménila v dobré vife, Ze k lepSimu.
Psala jsem k doplnénym cislim malé Cislice, které odpovidaji poradi ve

vypliovani.

2 2 31 23|22 3 |26
4 2| 5 41| 5 |55 4 52| 5
93 9 (104 91|10
19 19
Neni baze Je baze Neni baze(5 feseni)

Zavér: Baze v 4-A je vzdy tvorena ze 4 Cisel, z nichz alespon jedno musi byt ve

vrchnim radku.
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2.2.4. Bazev5-A

MUj predpoklad je, Ze baze bude tvorena péti Cisly. X znaci zadana dCisla a Cislice

znadi poradi v jakém byla doplfiovana.

X X X 3 X X X 8 9
1 2 X 1 2 6 7
4 5 3 4 5
6 X X
10
Neni baze Je baze

Zajima mé, jestli opravdu nezalezi na pozici zadanych Cisel. Vyberu pozice co

nejdale od sebe, jestli to pljde dopocitat... Ted uZ radéji s konkrétnimi Cisly.

Vavrs

mnoha problémy a také s chybou.
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0 Zacala jsem rozkladem cisla 4, protoze

je nejmensi.Do policek jsem si psala

1234 vSechny moznosti. Na pozici F neméze

byt 0, protoze na pozici A je 1. Kdyz

jsem zjistila, Ze ma Uloha 4 resSeni, dal

jsme uZ nepoCitala. Byla jsem v tu

chvili demotivovana a nevédéla jsem si

19 s Ulohou rady.

Kdyz jsem se sulohou vyporadavala dalsi den, postupovala jsem
experimentalné: Na pozice jsem si psala vSechny moznosti, které jsem
postupné Skrtala. Narocné na soustfedéni a jak se pozdéji ukazalo — Uplné

zbytecné!
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Na konzultaci jsem potom dostala tuto reedukacni Ulohu: Znam ACF. Jak z nich

najdu B? Tuto Ulohu jsem si prenesla do své tak, ze A=4, C=5, F=19 a B=K.

A

B

C

Objev: Kterékoliv jedno jediné Cislo z dvou vrchnich fadkd bude jednoznacné,

ostatni hned dopocitam. Tady jsem zjistila, ze cela procedura (az 5 reSeni) byla

Uplné zbytecna. Vse vyjadfim pomoci K:

K+5=M L+M=19

4+K=L 4+K+5+K=19

L+M=19 9+2K=19
K=5

Kdyz uz byla pozice K znama, omezily se moznosti ve vrchnich radcich. Jako

prvni jsem se ,proskrtala® k Cislu 3

explicitni.

Finalni podoba s Cisly podle poradi doplnéni. Jedno jediné reSeni, ale dlouha a

bolava cesta k nému.

na pozici H. Vtu chvili uz Gloha byla
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2.2.5. Problém baze z hlediska Ciselnych obor{ a vztahy v n-A

o mnoho feSeni v N Zzadné reSeni v Q mdze v No nemit feSeni,

ale v Z mit reseni

Nyni ale feSim baze pouze z hlediska pozic.

Snazim se najit vSechny baze pro 4-A, zainam bez systému, takze jsem po
chvili nucena zavést znacky, pomoci kterych se v nahodnych modelech orientuiji,
abych na néktery nezapomnéla.

Za zminku stoji snad jen pochybnost u této verze, kde tapam, kolik bude mit
uloha feSeni. Hledam jen takové baze, kde mlzu v No najit pouze jedno Feseni.
Dopoustim se pfi feSeni mnoha chyb. Zde je presny postup mého myslenkového
pochodu. Z jedné chyby jdu do druhé....

(X znaci znamou a Cislice poradi vypInéni)

***Chyba: Diky této Uloze jsem zjistila, ze jsem udélala chybu kdyz jsem
zjiStovala pocet reSeni a Ze moje tvrzeni bylo nelplné. Kdyby totiz toto tvrzeni
platilo, znamenalo by to, Ze tato Uloha ma pouze 2 fesSeni, coz je malo. Ma jich

vice. Mohu tedy diky této nalezené chybé upresnit své tvrzeni:

X X X | ! Zname-li vSechna cisla v druhém radku ! ,

v prvnim ani jedno a pocitame-li v oboru

prirozenych cisel véetné nuly, pocet reseni je

vzdy o jedno vétsi nez je nejmensi Cislo ve
X druhém radku.
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Zde pocet feSeni zavisi na tom, kolika zplisoby mohu cislo na pozici J rozlozit
aniz bych porusila vztahy v trojuhelniku. Zalezi tedy na velikosti vSech znamych
Cisel.

Jen co jsem toto tvrzeni chtéla potvrdit na konkrétnim prikladu, sesypalo se jak

domedek z karet. Opét chyba! Uloha ma jediné fedeni.

E F G
H I
]
H=E+F I=]-H B+C+C+D=]-E+B+C
F=B+C F+G=J-H B+2C+D=J-E+B+C
I=F+G B+C+G=J]-H B+C+D=J-E+B
G=C+D B+C+G=J-E+F C=J-E+B-D-B

C=J-E-D

Na konkrétnim prikladu:

20

C=J-E-D
C=20-3-5

Chybu jsem nasla rychle. Zapomnéla jsem na zavorky! Tak tedy znovu:
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H=E+F I=J-H B+C+C+D=]-(E+B+C)

F=B+C F+G=J-H B+2C+D=J-(E+B+C)
I=F+G B+C+G=J-H B+C+D=J-E-B-C
G=C+D B+C+G=J-(E+F) C=J-E-B-C-B-D
C=J-E-2B-C-D
2C=J-E-2B-D

C=(3-E-2B-D) : 2

Ovéreni na konkrétnim prikladu:

1 2 4 5

20

C=(20-3-4-5):2

E

Zase Spatné!!!! Nevychazi! Kde je chyba ted? UZ mi dochazi trpélivost. Co kdyz
jen tato Uloha nema reSeni? Zkusim ovéfit na jiné....Bohuzel také bez Uspéchu.
Vzala jsem to tedy za jiny konec a vyuzila poznatku o zavislosti ADF]. Kdyz

znam ADJ, snadno dopocitam F. Jakmile znam F, dopocitam cely trojuhelnik.

20 -1-5= 14, 14:3 neni N, to znamena, Ze tato Uloha nema v oboru N FesSeni.

Zkusim na jiné Uloze, o které vim, Ze reSeni ma. 2 5 8 1
42-3=39 39:3=13

7 |13 | 9
Vyborné! Kone¢né!! Uloha méa tedy jediné fedeni. 20 | 22

To znamena, ze je to baze!
42
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Toto pravidlo o zavislosti v ADFJ v 4-A pro mé znamenalo dlouhou a bolestivou
cestu. Dlouho jsem totiz hledala vztah Cisel v 5-A a troufam si fici, ze tam zadny
vztah AEKO neni. Protoze ale Ukol znél jasné, lamala jsem si hlavu a ztracela
sebedlveéru. Az pozdéji jsem si vSimla, Ze 4-A ma také jedno Cislo ,uprostied" a
vysvitla ve mné nadéje, ze jsem treba Spatné pochopila zadani. Zkusila jsem
tedy najit vztah v 4-A a nasla jsem ho. Tim pro mé byl kol spinén a jsem si
jista, Ze jsem si Spatné vylozila zadani. SpiSe jsem si ho Spatné pamatovala.
KdyZ jsem totiz tento problém zacala resit, neméla jsem u sebe zadani a patrala
jsem v paméti. Védéla jsem, ze trojuhelnik musi mit jedno z policek ,uprostied"
a nenapadlo mé&, Ze ho ma i 4-A. Tim byl problém vyiesen. Ze jsem se u toho
umoznovala zakdim na toto pravidlo pfijit. Ja jsem védéla, ze tam vztah bude,
protoZe jsem dostala zadani Ukolu jasné : ,Najdi vztah mezi pozicemi ADFJ", ale
dité toto védét nebude a ja ho musim spravné zvolenymi Ulohami navézt tak,
aby zakonitost odhalil sam. Sestavila jsem tedy kaskadu, ale nebyla jsem o ni
zdaleka presvédcena. Vyzkousela jsem ji na bratrovi a jeho pritelkyni a kaskada
se ukazala byt nevyhovuijici. Hledala jsem tedy jiné ulohy, vice navadéjici. Bylo
to pro mne ale velice obtizné. Neuméla jsem se dobre vzit do situace, Ze o tom
pravidlu nevim. Nedokazala jsem se od toho oprostit.

Stejné obtizné pro mé bylo vyresit Gkol kvdli tomu, Ze doslo k nedorozumeéni pfi
komunikaci. Ja jsem si potom lamala hlavu a nakonec jsem Zzjistila, ze uplné
zbytecné. Hledala jsem vSechna implicitni zadani Uloh pro 3-A, 4-A, 5-A, ... A to
se ukazalo byt témér nemozné. Pro 3-A a 4-A to jde, ale pro 5-A je asi pres 200
moznosti, kazda se musi vypisovat zvlast, protoZze na to neexistuje zadny
kombinatoricky vzorec. Zajimavé je, ze o smyslu zadani jsem zacala pochybovat
az po dvou dnech snazeni. Nicméné jsem v praci pokraCovala. Sice nevedla

k zadnému vysledku, ale pfinesla mi nékolik poznatkd:

3-A

Existuje jediné implicitni zadani : ACF

35



4-A

Aby Uloha byla implicitni s jedinym moznym FeSenim, nesmi spolu sousedit vice
nez 2 Cisla. MOZe AB, AE, ale ne zaroven s GF, GI, IJ nebo HI. KdyZ znam AB,
nebudu zadavat jako jedno ze 4 Cisel E. To neni plnohodnotné, kdyz jeho
nalezeni je bezprostredné dano Cisly na pozicich AB.

V 4-A existuje 26 implicitnich zadani.

5-A

Jakakoliv 3 cisla budu znat ve vyznaceném trojuhelniku,

musim pak znat jesté jedno Cislo a to na jedné z téchto I I I E
pozic: EILNO | | | I
Abych ziskala nadhled pro 4-A, musela jsem se chvili trapit L
ve vétSich trojuhelnicich. Potom mi pripadal 4-A mnohem N
prehlednéjsi a jasnéjsi nez predtim. 0

Aby Uloha méla jediné feSeni, musim znat alespon jedno

Cislo z vrchniho rfadku.
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3. Experimenty

3.1. Experiment Ivetka

3.1.1. Uvod

Experiment jsem provedla osobné, 9.4.08, kamerou natacela moje spoluzacka a
kamaradka Jana Herautova. Pro Zaka 2.ro¢niku jsme méla pripraveno nékolik
listl s Ulohami (viz piiloha). Experiment probihal na ZS v Jindfigské ulici v Praze,
kde jsme s homogenni variantou pripravovali matematicky krouzek pro druhaky.
Jedno dité jsem si vzala do jiné mistnosti, takze pfiSlo o program tam. Vybrala
jsem nejprve Janicku, ktera ale nebyla pro experiment vhodna. Rusila ji kamera
a predvadéla se pred ni. Nepodafrilo se mi ji dostatecné namotivovat. Nevypadlo
z ni nic, co bych mohla pouzit. Jediné, ¢im mé obohatila bylo to, ze po péti
minutach mého snazeni a jeji ignorace prinesla svij pracovni sesit z matematiky
a ukazovala mi v ném samé jednicky. Domnivam se tedy, ze jeji ignorace
nebyla v nezajmu o matematiku, ale nejspiSe momentalnimi podminkami,
prostfedim. Po deseti minutach jsem experiment s ni vzdala a Sla pro jiného
zaka. Vybrala jsem Ivetku a udélala jsem dobre. Ivetka je velmi bystra a hlavné
u experimentu miluvila, coz pro mne jako pro experimentatora je klicové. Obé
jsme byly v dobré naladé, s Ivetkou jsem pred experimentem prohodila par
slov, abych navodila dlvérnou atmosféru. Ivetka je komunikativni a je mi
sympaticka.

Protokol experimentu viz. priloha.

3.1.2. Analyza

Analyzuji tu Cast experimentu, které se vénuji také ve zpracované video

nahravce. Jedna se o Cast experimentu v ¢asovém Useku od 03:45 do 09:05.
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Pouziji také jiné Casti a to za Ucelem objasnéni nékterych jevd, konkrétné tyto
Casové Useky experimentu: 10:50-10:55 a 12:12-12:16.

Protokol ke 4.uloze:

Ctvrta Uloha pFichazi na fadu v dobré naladé, po dobré motivaci, pochvale, obé
se sméjeme, atmosféra je dlvérna a prijemna. Je to prvni tloha s roztrousenym
vstupem. Do této chvile si vystacila se sc¢itanim.

03:45 Predkladam pred Ivetku 4.ulohu.

I1: Ctyri plus tfi je sedm, tfi plus ss ss.....(premysli 24s) Co je dvanactka? Sedm
plus....(5s ticho) Pét. Ne! (5 s ticho) Jo! Pétka.

Ex 1: Jak jsi na to pfisla?

I12: (sebejisté) Sedm plus pét je dvanact. Ja jsem si n&jak spocitala, Ze sedm
plus tfi je deset a plus dva je dvanact. ...a to je dva.

Ex2: A to jak jsi pfiSla na dvojku?

I3: T¥i plus dva je pét. (sebejisté)

Ex3: (nevédéla jsem, jak na ni prisla) A tu dvojku jsi tam neméla, tak sis
nemohla Fict tfi plus dva je pét. Tak jak jsi na ni prisla?

14: Protoze pét minus tfi je dva, takze tam napiSu dvojku. (pritom tuzkou

ukazuje na ta Cisla)

Analyza projevi I. ve 4. uloze:

03:48 Z prvni chvile mlzeme poznat, ze 1. feSi Ulohu procesualné. Ukazuje si
tuzkou na dCisla, ktera jsou vstupni: 4+3=7. Kdyby resila konceptualné, vidéla
by hned, ze jako prvni musi pocitat pozici c. Soustredila by se na ta okna, ktera
jsou potreba vypocitat.

Jeji upovidanost je vnéjsi projev, ktery ma 2 vnitfni zakonitosti:

1: Nema strach z neuspéchu.
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2: Kognitivni — pro mnohé (i pro I.) je velkou pomoci, kdyZz své mysleni
artikuluji (graficky nebo akusticky). Odhaluiji tak své mozné chyby.

03:52 Pro lepsi orientaci oznacime cislo na pozici ¢ pismenem A a na pozici e
pismenem B. Premysli, jaké Cislo by mohlo byt A. OCi ji sméfuji vpravo nahoru,
aby ji Cisla na papire nerusila. Rychly kmitavy pohyb tuzkou a Usmév na tvari
nam napovida, ze v jejim mysleni dochazi k posunu z procesudlniho na
konceptudlni. V duchu si zkousi dosazovat A, dopocitat B a zkontrolovat.
Nevychazi ji to. Zajimavé a dlleZité je to, Ze nesetrvava v metodé pokus-omyl,
ale hleda pricinu selhani. Tzn. Zjisténi, Ze jeji pokusy krachuji na tom, ze B+7
neni 12, ji vede ke zméné strategie. Z procesualni na konceptualni.

KdyZ doplnila pétku, zeptala jsem se ji, jak na to pfisla. Zajimalo mne, zda svoje
mysleni bude umét vyjadrit. Zda poditala odecitanim nebo dopocitavanim. Jak
to zformuluje? Ona sebejisté odpovida, ze sedm plus pét je dvanact. Mezi radky
Ctu jeji prekvapeni, ze se na to ptam, kdyz je to prece jasné. Jeji gesta a slovni
projev mi pomahaji chapat jeji postup. Pocitala v hlavé 7 a kolik je do 12? 5.
Zaroven kontroluje, jestli to vyjde s A. Potom pocita 3 a kolik je 5? Nechapala
jsem ale jeji hlasku: , Sedm plus tri je deset a plus dva je dvanact." Moje
domnénka je, ze aby dopocitala, kolik ji schazi do 12, musela jit pres desitku,
coz ve Skole reSi dopocitanim do desitky a naslednym prictenim zbytku. Myslim,
Ze pocitala asi takto: ,Do desitky potrebuiji tfi, do dvanacti jesté dva, takze
sectu dva plus tfi a mam pétku. Kontrola: Sedm plus pét je dvanact. Ano, ma to
dobre. Na B je urcité pétka." Stejnym postupem dosla i k A. Uz méla zkuSenost
s vypoctem B a Cislo dvé méla uz v predstavé, takze pro ni toto nebyl problém.
Navic uz pracovala s malymi Cisly. Rychle proto doplnila za A dvojku. Tato
dvojka ale neméla s predchozi dvojkou nic spole¢ného, coz jsem nepochopila.
Proto jsem se ji znovu zeptala, jak na to prisla. Odpovédéla stejné jako predtim,
akorat ted’ uz jsem se sjeji odpoveédi nespokojila. Chci to vysvétlit jinak,
poradné. I. nechape, proC se ji ptam, kdyz je to jasné a uz mi to rekla. Doslo
mezi nami k nedorozuméni. Potom jsem dostala necekanou odpovéd: ,Pét

MINUS tfi je dva.* To mé& prekvapilo, protoZe jeété do této chvile nepouzila
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slovo ,minus", ale dopocitavala. Myslim si, Ze jde o Skolni deformaci.
Premyslela, co CHCI slySet. Pouzila formulaci, se kterou by byla spokojena pani
ucitelka. Zfejmé je na takova odGvodnéni zvykla ze skoly.

Je ale znat, Ze chdape strukturu trojuhelniku, protoze pocitala odspoda a
spravné. Presla od procesualniho ke konceptualnimu postupu.

05:00 konec této Ulohy

Protokol k 5.uloze:

Ivetku jsem mezi Glohami pochvalila a povzbudila. Cekala ji totiz kombinatoricka
Uloha s nelplnym vstupem.

05:05 Predkladam pred Ivetku papir s 5.Ulohou. (Ze ma Uloha vice fedeni, jsem
ji nerekla, coz se pozdeji ukazalo jako velka chyba a pricina Ivetciny Unavy.)

(30 s Ivetka premysli)

05:34 Ex4: Co té napada?

I5: Ted jsem myslela jako....mmmm..ted" jsem to zapomnéla...mmmmm
devét plus dva...ne, to by se neveslo. (5s ticha) Sedm plus dva je devét. No a
ted’ nemUzZu pfijit na to, kolik by to bylo z ty devitky. (5 s ticho)

Dva a treba...nevim. To je tézky! Tady by mohlo byt deset jesté. Tady je
dvojka. Ale to by fakt neslo, co? (ukazuje na a, c) vepredu....nula. (Uchychtne
se, 9s jesté kouka na ulohu, premysli, tuzkou si ukazuje na jednotliva okna a
pak rika, co piSe) Osm, deset,... (nulu a dvojku piSe uz bez mluveni)

6:52 Ex5: To je zvlastni, protoze ja kdyz jsem to pocitala, tak jsem tady méla
sedmicku.

16: Sedmicku, jo??

Ex6:Tak jsem to méla Spatné?

I7: No Ja nevim, mné to takhle prislo, no.

Ex7: Jo, ono Ti to takhle vychazi. Ale jestli by to neSlo néjak jinak, protoZze mné

to taky vychazelo.
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I8: Sedm a dva je devét, dva a jedna je tfi. To by taky Slo takhle, ze sedm plus
dva je devét, dva plus jedna je tfi, devét plus tfi je dvanact. Mné to ale takhle
napadlo.

Ex8: Takze to by taky Slo. Je to taky spravné, jak jsem to pocitala ja?

I9: Hm.

Ex9 : A Slo by to teda jesté néjak jinak vypocitat?

I10: Jesté jinak? (Otocim papir, I. vykuli oci a podle mé instrukce si dopiSe 2 a
12 do oken, 40s premysli. Pak pise Cisla v tomto poradi: 5, 3, 7 a 5.) Takhle.
(bez emoci)

Ex10: Jo. Taky to jde. (pochvalné) A jesté jinak?

I11: To je tézky!!

Ex11: No, ale jde Ti to, Ivetko, jsi Sikovna! Uz jsi nasla tfi!

I12 : (Automaticky bez mého upozornovani dopisuje do dalSiho trojuhelniku
Cisla 2 a 12. Po 20ti s ticha, kdy I. koukala chvili do papiru a chvili vpravo

nahoru.) Mé nic nenapada. (nestastné, unavene)

Analyza projevi 1. v 5. uloze:

Naro¢nost prvnich okamzikd této Ulohy tkvi v tom, Ze je UpIné jiného typu.
Najednou se I. nema kde ,odpichnout®. Proto ta dlouha pomlka. Prerusila jsem
ji, protoZe jsem se bala, jestli vibec premysli (nemanipulovala tuzkou nad Cisly
jako predtim). Udélala jsem ale chybu — skocila jsem ji do myslenky. Této chyby
se dopoustim pri experimentech opakované. Kladu si tak zasadni otazku: ,Jak
mam poznat, zda premysli nebo lelkuje?"

Na tomto zakladnim jevu se odehravaji dvé myslenky.

1. Diagnostikovat psychické pochody Ivetky na zakladé jeji mimiky a pohybl
(pustim si nékolikrdt za sebou video a porovnam chvile, kdy lelkuje s timto
okamzikem). Ma smysl| pfi opakované praci s jednim ditétem, poznatky mohu

aplikovat pfi dalsi praci.
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2. Sama musim propracovat Iépe neverbalni komunikacni signaly. Pohybem dat
najevo svou netrpélivost. Lze vyuzit okamzité a prirozené.

Uloha presahuje jeji pamét’ a typ ulohy zvy$uje narocnost. Kratkodobd pamét’
pracuje impulsivné, existuji v ni iradiacni chvile — opak soustfedéni. Iradiace je
specificky projev Unavy. Energie byla vynalozena v predchozi Uloze také
nedorozuménim, takze momentalné schazi.

Mlzeme se domnivat, Ze v hlavé ji nakonec probéhne tato myslenka
metakognitivniho charakteru: ,Mozna tam mdZe byt néco jiného, ale urcité ja to
mam spravné" a rozjede se.

Na mé preruseni Ivetka nastésti rychle reaguje, ale po chvili fekne : “Ted jsem
to zapomnéla." To vnimam jako znameni toho, Ze I. vSe pocita v hlavé, nic
nepiSe, dokud si neni jista. V tomto pfipadé jeji kapacita kratkodobé paméti
ziejmé nestacila.

Zjevné podita nejprve levé kiidlo Ulohy a teprve potom prizpGisobuje pravé. Cili
postup jako pri Cteni. Ivetka ma uz do prostredi ziskany castecny vhled, proto
stale premysli a neztraci viru v reSeni. Nefika, Zze to nejde, jen ze je to tézké.
Z jejiho vyrazu obliceje ve chvili, kdy ji napadlo dosadit nulu, usuzuji, Ze nulu
povazuje za specifické Cislo. Nevaha ji ale pouzit.

Nez zacne psat, vSe si jesté jednou v hlavé prepocita, jestli to opravdu vyjde.
Opét pozorujeme Ivetéinu dobrou pamét. Aritmetika Ivetce nedéla problémy,
veskera energie je vlozena do strategie. Nakonec napiSe Cisla a uz si je nemusi
kontrolovat, vi, Ze to je spravné.

Kdyz ji ale reknu, ze mné to vyslo jinak, nezpochybni svoje reseni, ale prepocita
to moje. V této chvili je velice zajimavé, Zze po vétSinu ¢asu kouka na mé.
Nikoliv do papiru. Opét svédci o jeji vyborné kratkodobé paméti. Poznatek, Ze i
moje varianta je spravna, ji moc neprekvapuie.

Ve chvili, kdy po ni chci dalsi feSeni, je znat, Ze to Ivetku nebavi. Statecné se
ale pusti do hledani dalsiho feseni. Bylo by lepsi, kdyby to své plvodni feseni
méla pred sebou. Méla jsem prazdné trojuhelniky napsat na jiny papir.

Ponauceni pro priste.
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Nez zaCne psat, stfidavé kouka do papiru, stridavé vpravo nahoru, aby ji Cisla
na papire nerusila, protoze zadani uz méla v paméti.

Tuzkou manipuluje nad papirem, ukazuje na jednotliva okna, z ¢ehoz mizeme
usuzovat, co prave v hlavé pocita. VSe chova v paméti a az kdyz si je jista, ze to
vyjde, zacne psat.

Pétku piSe jako prvni velmi nejisté. Zacne ji psat pomalu a po prvnim tahu se
zastavi a dopiSe ji jen ve vzduchu. Po 10ti s piSe velmi slabounce a nejisté
sedmicku a pétku v okné e. Pak docela jisté dopisuje pétku v okné a. Trojku
v okné c piSe jako posledni, rychle a jisté. Domnivam se (soudé také podle
situace v Case 12:12-12:16), ze byla oslabena pamét’ tnavou. A jak zacala psat
pétku (do okna a), znejistila, jestli si to pamatuje dobre a radéji se zastavila a
doplnila Cisla v oknech d, e slabé&, protoze si nebyla jista, ze je to spravné. Kdyz
méla napsanou sedmicku a pétku v oknech d, e slab&, prekontrolovala si, jestli
to vyjde celé a pak uz s jistotou dopsala plvodni nedopsanou pétku v okné a.
Trojku v okné ¢ napsala uz bez poditani, tu méla v paméti. Jakmile ji dopsala,
byla s ulohou hotova, uz ji nekontrolovala, byla si jista. Presto vysledek
neohlasuje s nadSenim. Je to nejspiSe z nejistoty, obav, co bude dal. Vidi pred
sebou dalSi nevyplnéné trojuhelniky, coz v ni budi obavy. Pfi pocitani dalSiho
reSeni se znacné zpomalilo tempo a i pamét’ je vyrazné horSi. Nasla reSeni
zrcadlové otocené k predchozimu. Presto, Ze Cisla byla stejna, dlouho ji trvalo,
nez ulohu zpracovala. Zajimavé je, Ze ani nevidi, ze ta dvé reSeni jsou podobna
a je si spravnosti posledniho reSeni velice nejistda — viz 10:50-10:55. Jeji
reSitelsky proces postrada konceptualni vidéni (nevidi zrcadlové otoceni).
Jedinym dlvodem byla Unava, ktera méla nékolik pfic¢in. Neni zvyklad na ulohy
svice reSenimi. Velice ji to prekvapuje. Je ziejmé, Ze ve Skole
s kombinatorickymi Ulohami nepracuji. Kdybychom chtéli tento jeji nedostatek
odstranit, procviCovali bychom s I. kombinatorické Ulohy. Hlavnim problémem
ale bylo moje vedeni. Kdybych ji na za¢atku rekla, ze ma uloha vice feSeni, at’
jich najde co nejvice, bylo by to urcité lepsi. Takto se ji po kazdé ptam ,Slo by

to jinak?" a to Ivetku unavuje, protoze je tento zplsob zdlouhavy a postrada
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spad. Po nalezeni tretiho feSeni je vyCerpana a moje nabidka, zda chce uz
skoncit, byla vysvobozenim a s radosti ji vyuzila. Tomuto problému by pritom
Slo zabranit jednoduSe. Predchazela by napr. tato Uloha: Ze dvou modrych a
dvou cervenych kostek postav véz. I. by postavila véz a ja bych rekla: ,Ano,
dobre. Takze Cervena, modra, modra, Cervena. Jde to i jinak?" Tato Uloha by
Ivetku nezatizila. Cilem neni Ulohu doresit, ale ziskat zkuSenost. Zkousela by
pouze jinak stavét véz a ja bych na zavér rekla: ,, Vidis, tak to v matematice je.
Uloha mlze mit i 2, 3, 4, ...10 feSeni. Kolik Fedeni ma tato Gloha?" A teprve
v tuto chvili bych pred ni predlozila 5. Ulohu. Problémy s ni spojené, by nemély
nastat.

3.2. Experiment Ivan

3.2.1. Uvod

Experiment jsem provedla osobné, 9.4.08, kamerou natacela moje spoluzacka
a kamaradka Sysa Chaloupkova. Experiment probihal na ZS v Jindfidské ulici
v Praze, kde jsme s homogenni variantou pripravovali matematicky krouzek pro
druhaky. Jedno dité jsem si vzala do jiné mistnosti, takze pfiSlo o program
krouzku. Pro Honzika, bystrého zaka 2.rocniku, jsem méla pripraveno nékolik
listd s Glohami (viz pfiloha). Honzik chybél. Proto jsem se rozhodla zrealizovat
experiment s Ivanem, jeho spoluzakem. Moje predpoklady se nezménily. Mozna
jsem byla trochu skeptictéjSi co se tyCe ulohy C.5. Ivana jsem namotivovala,
takze byl stastny, ze mlZe pocitat moje pfiklady zrovna on, to na ném bylo
vidét. A byl odhodlany zdolat i tu nejtézsi Ulohu. PGda pro experiment
pripravena dobre.

(Ulohy jsem pripravovala pro Honzika, tedy pro konkrétniho chlapce, s kterym

jsem uz jednou na matematickém krouzku pracovala individualné, protoze byl
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oproti ostatnim détem napred a potreboval individualni péci. Prozili jsme spolu
jednu hodinu matematiky, kdy ja jsem ho motivovala, aby mél stale chut’
pocitat dal a dal, ikdyz to prevySovalo jeho samotného. Honzika hodina velice
bavila, na moje prani premyslel nahlas a ani nechtél skoncit. Rozhodla jsem se
proto na tomto zakladé, Ze experiment na souctové trojuhelniky zrealizuji
s Honzikem. Na svij vék je velmi bystry, trpélivy a rychly. Proto jsou také tyto
ulohy pro ,bézného" druhdka tézké a nejspiS by ani nemél motivaci je resit.
Obzvlasté ulohy €. 3 a 5. Ivan je Honziklv kamarad, ktery se k ndm v pribéhu
hodiny pfidal. PrestoZe jeho myslenkové procesy byly o poznani pomalejsi, stale

je vysoko nad prlmérem tfidy.)

3.2.2. Predpoklady

1) s prostredim se velmi rychle seznami. VSechny Ulohy v prvni fazi budou pro
néj explicitni. Jedinym oriSkem u kazdé ulohy je zjistit, které ¢islo mohu doplnit

jako prvni.

2) Zvladne (troufne si) vyplnit prvni policko na nejisto? Bude ochotny riskovat
nebo fekne, Zeto nejde? Prijde na to, ze mlze byt vice feseni? Pfredpokladam,
Ze €. 12 rozlozi na néjaka Cisla (pokus- omyl), ktera pak bude rozdélovat na 2 a

(néco). Dokud mu to nebude pasovat, bude rozkladat ¢. 12.
Reknu mu o vice fedeni. Na kolik jich prijde? Tak na 2?
3) Ovlivni 4. droven trojuhelnika odhodlani tlohu pocitat?

Opét predpokladam, Ze ulohu bude resSit metodou pokus- omyl rozkladanim ¢.
12, s kterym uz bude it zkuSenost z predchozi tlohy. To pak bude napasovavat
na trojku, to pak na dvojku.Ostatni dopocita explicitné.Prijde na vice reSeni?
Napadne ho vibec, Ze to mdze mit vice feSeni — po zkusSenosti z predchozi

ulohy?
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4) Tato Uloha pro néj bude velmi jedoducha. Predpokladam, Ze nahoru vyplni
samé jednicky a pak dopocita rychle celou ulohu. Slozitosti sem Uloha nepatfi,

ale zaradila jsem ji sem schvalné rpo spestreni.

5) Na prvni pohled nejjednodussi uloha — jakobychom se vratili na zacatek.
Bude to komentovat? Predpokladam, ze fekne, Ze to nema resSeni.Ale mozna mé

Honzik prekvapi. Jsem sama velmi zvédava.

Priprava experimentu:

Na zacatek jsem si kladla za cil Ivana hodné namotivovat! M{j experiment je
dlouhy a narocny, proto motivace bude jedinou hnaci silou. Ivan by si mél
pripadat ddlezité, Ze je vybran pravé on a zaroven by nemél byt stresovan touto
pro néj nezvyklou situaci. Je nutné, aby védél, ze to déla pro mé aze nejde o

zkouseni jeho védomosti. Ze je pro mne nejdaleZitéjsi postup.

Tento experiment byl m{j prvni v Zivoté. Kazdou Ulohu jsem pfipravila na

samostatny papir, aby ostatni plohy Ivana nerozptylovaly.

3.2.3. Protokol, evidence, komentare experimentu
Uloha 1a) Ukazala jsem mu 1. papir s tlohami.
Ex01: ,Co mysliS, Ivane? Jak tyto Ulohy asi funguji? Jaka Cisla tady doplnime?*

101 : ,Ctyfi, pét, Sest" (prstem ukézal na d, e, f pozice, prestoze na pozici d uz

trojka napsana byla — zajimavé)

Ex02: ,Vzdyt tady uz je ale trojka napsand“ ( prstem jsem ukazovala na

jednotlivé pozice poporadé: a, b, d ; b, ¢, e ; d, e, f pomalu, s pomlkami na

vysledném Ccisle)
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102: ,Dva plus tfi je pet?"

Ex03: ,Noo, skvélé!"

103: ,Tri plus pét je osm."

Ex04: ,Presné tak, Ivane! Dobry!

Komentar: Stejné ale resil Spatné. SecCetl 2+3 na pozicich b a d, coz se ale

ukazalo az pri uloze b...

Ex05: (Jesté jednou jsem po ném zopakovala, jak tedy pocital) ,Jedna plus dva
je tfi, dva plus tri je pét a ti plus pét je osm. Spravné, sedi to, tak pokracujeme

dal, jo?*

Uloha 1b) Tady pro mé nastalo piekvapen.

104: (Polital 10+15 =25, 15+25 =40)

Ex06: (reagovala jsem spontanné, prekvapenég, s ismévem a hned) ,Proc?!?"
105: ,No, patnact plus dvacet pét rovna se Ctyricet."

Ex07: ,A proC patnact plus dvacet pét?"

106: (Ukazal prstem na ta Cisla, ktera scital ( b+d=e) )

.....

107: Ivan ukazal opravdu Spatné. Ukazal na pozice b+d=e.
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Evidence 01:

Ivan pocital 10+15 =25, 15+25 =40. KdyZ jsem po ném chtéla vysvétleni,
ukazal na ta Cisla, ktera sCital Spatné. Ukazal na pozice b+d=e. KdyZ jsem to
samé chtéla ukazat u ulohy a), chyba se potvrdila. Byla stejna jako v Uloze b).
Jak se ukdazalo, Uloha a nebyla pro zacitek viibec vhodna. Opakovala se Cislice 3
a to Ivana zmatlo. PFisté musim vymyslet takovou Ulohu, aby kazdé cislo bylo
jiné a nesla ta Cisla po sobg, aby v tom nevidél jiné pravidlo a neodvadélo ho to

na Spatnou cestu.
Komentar 01:

Redila jsem, jak mu to mam vysvétlit, aby pochopil, zaroven, abychom tim
zbytecné neztraceli ¢as. Co je pro mé ddlezitéjsi, aby na pravidlo priSel sam
nebo abychom se co nejrychleji dostali k tézSim Uloham. Zvitézilo druhé, proto

jsem mu rekla sama, jak to je spravné.

Ivanova pozornost byla upnuta na Cislo 25 nejen proto, ze to v predchozi Uloze
vyslo i s timto Spatnym postupem, ale zirejmé také proto, ze to Cislo pravé
doplnil, sam na né&j priSel, proto ho chtél vyuZit i v nasledujicich vypoctech.

Upnul se na néj, protoze to byl jeho ,,produkt".

Uvédomila jsem si zakefnost a nedomyslenost této Ulohy, ktera jako prvni ma
byt vzorova, jednoducha, snadno pochopitelnd a bez jakychkoliv zaludnosti.
Nakonec jsem nedorozuméni reSila takto: ,No, Ivane, to jsem ale taky, vid?
Hned na zacatek jsem Ti dala takovou osklivou Ulohu, na které to moc nejde
pochopit, vid?:) Tak koukej." Ukazovala jsem pfi tom na ta spravna disla
v tomto poradi beze slov: 2+3=5, 3+5=8 (= gestikulacni naznak). Ivan je
Sikovny a rychle se pres nedorozuméni preklenul, kyvnul hlavou na znameni

porozumeéni a mohli jsme pokracovat v Uloze b.
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108: ,TakZze patnact plus jedna rovna se Sestnact, Sestnact plus dvacet

pét...."(chvili premyslel) ,Padesat jedna."

Ex09: ,Jo? Padesat jedna?"

109: ,No!" (s presvédcenim)

Ex10: ,Sestnact plus dvacet pét je padesat jedna?"
110: ,Ctyficet jedna!™

Ex11: (Pochvalila jsem ho.)

Uloha 1c)

UzZ si bohuzel presné nepamatuji, v jakém poradi Cislice napsal. Ale v kontextu
s nasledujicimi Ulohami s nejvétsi pravdépodobnosti nejprve napsal 2. Vzdycky
pocital odshora. (proto pro néj byly ulohy casto implicitni). Nejprve chtél zjistit
Cislo na pozici c. To je ale narocné&jsi. Musel si v hlavé pocitat mezisoucty. Co

musim dosadit, abych na e mél pétku?

Pochvalila jsem ho, ze uz to chape a Ze je Sikovny.
d) Nejprve napsal Sestku, pak jedni¢ku, potom az 7.
I11: ,Tady musi byt Sestka!™

Ex12: ,Proc?"

I12: ,Protoze jedna plus Sest je sedm."

e) Zkusmo dosazoval prvni dvé Cisla nahlas ale bez psani a az pak vypocital 8 —

nakonec!

I13: ,Pét plus Ctyfi?? Mbze?"
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Ex13: ,To zalezi, aby Ti to vyslo tady." (prstem jsem ukazala na pozice b, ¢, €, f)
I114: ,Takze devét plus nula, jedna a osm?"
Ex14: ,]a nevim, zkus."

I15: ,NE!!! Takze nula a devét? Ne! To je 15.....nmmmmmmm......,..,.. Osm a

jedna JO!!! ProtoZe jedna a sedm je osm a osm a devét je sedmnact.”
Evidence02:

Ivan dosazuje jako prvni Cisla, ktera chybi v hornim fadku. A to i presto, ze tim
se pro n&j stava uloha implicitni a musi si v hlavé vypocitavat mezisoucty, které
si pamatuje. Je to mnohem naro¢néjSi na mysleni, nez kdyby ulohu podital

odspoda odecitanim.
Komentar 02:

Zajimavé!! To mé nenapadlo! Byla to pro néj necekané implicitni uloha. Tyto
ulohy nabizi podobny problém, proto Ivan pouzil stejnou strategii. Vzdy zacina
dopliovat Cisla odshora. Nenapadne ho pocitat odspoda odecitanim, natolik do
ulohy jesté nepronikl. Presto se ale domnivam, ze uz v tom vidi systém, chape
souvislosti, ze si vduchu pocita 5-4=1, tady bych potieboval 7, takze tady bude
6. Napadlo mé, ze bych mu mohla vysvétlit, jak to mlze pocitat jednoduse (f-
d=e), ale to jsem okamzité zavrhla, to bych nic nezjistila. To by pro mé nemél

experiment zadnou hodnotu.

ZaCala jsem mit strach z nadchazejicich uloh a byla jsem v{ci nim dosti
skepticka. Nechtéla jsem ho unavit, znechutit mu matematiku. A tak jsem se
Ivana zeptala, jestli chce pokracovat, Ze dalsi Uloha je trochu tézsi. On byl ale
presvédcen, ze CHCE! dalSi a Ze ho to bavi....pokracovali jsme tedy dal. VSechny
ulohy z prvniho listu pocital Ivan velmi rychle az mozna zbrkle, plny energie.

Tésil se na teézsi, védél, zZe tohle je nejjednodussi, pro zacatek.
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Ukazala jsem mu druhy list s jednou ulohou.

I116: ,000, jajaj.....8a2 je 10 a 0 je 2. No, takze (ted’ uz zacina psat) 8 a 2 je 10

a0t

Ex15: ,Ja to mam jinak" (prekvapen€) , Ja tady mam pétku." (ukazala jsem

prstem na pozici a) ,To mam Spatné?"

I17: Ulohu si napsal, na pozici a dosadil 5 a dopocital stejnym zplsobem jako u
uloh predchozich (odshora) ,Ne, nemate! Pét a dva je sedm — no, taky to tak

mdze byt."
Ex16: ,, A Slo by teda jesté néjak jinak?"

I118: zkusil dosadit na pozici a 7. ,Sedm a dva je devét......jooo, to mlze!! Dva
plus jedna je tfi ...no!!! Taky to jde!!" (Stastné a s usmévem) ,Osmicka...to je

deset...joooo!! Né, to uz mam."
Ex17: ,Takze jen tfi moznosti a konec? Uz to jinak nejde?"

119: ,Nevim, jesté jsem to nefesil. Sets plus dav je osm, dva plus dva...jooo, to
vychazi! A jesté napriklad tfi myslim. P..p...p...trojka, tady je pétka, takze pét a

pak dva a pét je sedm a ....je dvanact! Dva a pét je sedm."

Ex18: , Tak dalsi jsi nasel!!:-) A jesté néco bude? Jesté prijdes na néjaké? Nebo

uz Té to neba?"

120: ,Bavi!!l" otoCil papir, protoZze se mu tam uz nevesel trojuhelnik. Jakmile ale
nemél pred sebou vzor, nevédél najednou, jak si to ma nakreslit... ,Jak to
bylo?" Papir otocil, prohlédI si to a nakreslil novy trojuhelnik. ,Potfebuju védét,
co uz jsme méli. Osm, pét, sedm, Sest, tfi.....dva! Dva a dva je Ctyfi* (2 a 4
psal vedle linky, na linku doplnil az kdyZz mu vysli i mezisoucty pocitané

vduchu.) Psal tedy v tomto poradi s komentarem: ,Dvojka, Ctyrka, , Sestka a
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osmicka. No?!™ (s radosti, Ze nasel dalsi s tdbnem v hlase jako — to nebylo tézké,

co bude dal?)
Evidence03:

VSechny ulohy Ivan pocital od pozice a. Kdyz si vedl evidenci, které moznosti uz
vycCerpal, psal si seznam Cisel na pozici a. Zaroven mu ale nedélalo problémy

trojuhelniky pocitat.
Komentar03:

Ivan si potfrebné mezisouCty prepocitdva v hlavé, chape souvislosti
v trojuhelniku, ale nedokaze je pojmenovat, zjednodusit si praci. Bylo zajimavé
pozorovat, jak si vytvoril svlij vlastni systém, Ze si zacal psat, co uz ma a Ze si

psal Cisla z pozic a. Priklada jim nejvétsi vahu.
Ex19: ,Dalsi mas, jo? A nemas uz to?"

121:, Ne"

Ex20: ,, A mysliS, Ze je teda jesté néjaké dalsi?"
122:,, Myslim." (a zacal si linkovat dalSi trojuhelnik)

Ex21: Pochvalila jsem ho: , Ty jsi pfiSel na 6 spravnych feseni!! Tak zkus jesté

néjaké najit, teda. Nebo uz Té to nebavi?"

123: ,hmm, ..bavi" (uz to ale zdaleka nezni tak presvédcivé jako predtim)

»Tohle dodélam a uz.....
Ex22: ,, UZ budeS mit zavarenej mozek" (z legrace)

124: ,Neee, a pak budu délat tyhlety." (ukdzal na moje papiry s dalSimi

Ulohami)
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Ex23: ,, No, takze posledni pokus, jo?"
125: ,]o"
Ex24: ,Dobre, tak jo, tak zkus jesté vymyslet"

126: , A pak tady jesté mam dvojku" ( dopsal 2 do sloupecku s jiz pouzitymi
Cisly na pozici a) Premysli nad dalSim trojuhelnikem: ,Takze takze takze
takze....."(dlouha pomlka ticha) ,Jedna, tfi....." (piSe zase vedle linky a zase
ticho)

Ex25: ,, Rikej mi nahlas, jak premyslig"

127: ,Ze jedna a dva je tfi, a dva @ ............ sedm je devét, a devét a tfi je

dvanact."

Ex26: ,, Jak jsi hnedka prisel na 7, ¢ovece? No jooo, mas pravdu."
128: dopisuije Cisla na linky.,, UZ to mam!"

Evidence04:

Nepockala jsem na odpovéd’ Ivana na otazku, jak prisel na 7.
Komentar04:

Moje chyba. Odradila mé chvile ticha. PFisté mu dam cas, aby si mohl urovnat
mysSlenky a odpovédél. Predpokladam, Ze by odpovédél, Zze potrebuje na pozici
e Cislo 9, proto na pozici ¢ bude 7, aby to dalo tu devitku. Kdybych mu dala
prostor, mohl si toto lépe uvédomit a tfeba by to byl krok k tomu, aby si
uvédomil, ze mze pocitat 12-3 je 9, 9-2 je 7 a ulohy by se pro néj tak staly

explicitnimi.

PokraCovani protokolu v priloze.
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4. Zaveéry, vysledky

4.1. Uvod

Zabyvala jsem se témito Ulohami pomérné dlouho sama, pocitala jsem,
zkoumala jsem toto prostiedi z rlznych hledisek, na vlastni kiZi jsem zaZila
neuspéch, problémy, zdanlivé bezvychodné situace. Pro experimentovani jsem
se snazila volit vzdy takové ulohy, aby mi co nejvice pomohly proniknout do
mysleni ditéte. Zajimalo mne, jestli bude mit problémy s pochopenim vztah(
v trojuhelnikach, kde narazi, co pro né&j bude nejobtiznéjsi a hlavné jakych chyb
se dopusti. Ja jsem se dopustila spousta chyb a diky nim jsem se vzdy posunula
dale a prostredi mi bylo diky nim ¢im dal blizsi. Po zrealizovani prvniho
experimentu jsem zjistila, 7e zadavané Ulohy nebyly dobfe vybrané. Casto
odvadeély pozornost ditéte jinam nez jsem zamyslela nebo jej matly. Po vSech
téchto zkuSenostech, Uspésich i nelspésich jsem zhotovila takové kaskady uloh,
u nichz véfim, ze jsou zbaveny co mozna nejvice uskali a které nam mohou
pomoci pochopit détské mysleni.

Z pocatku zaci objevuji zakonitosti v trojuhelniku. Zakladnim pravidlem je, ze
pod kazdymi dvéma sousednimi Cisly je jejich soucet. Tuto prvotni Uroven
mdzeme zvysit zvétSenim zadanych Cisel nebo celych trojuhelnikd. Az poté se
seznami s Ulohami, kde je tfeba experimentovat. Trojuhelniky napomahaji
objevu zlomkd. Dale je mozné nalézt tato pravidla: “kdyz v 3-A od dolniho cisla
odectu obé krajni horni a z toho vezmu polovinu, mam horni prostredni Cislo”
nebo ,dolni Cislo je nejmensSi/nejvétsi kdyz stfedni Cislo prvni fadky je
nejmensi/nejvétsit nebo ,dolni Cislo je sudé/liché kdyz soucet obou krajnich
Cisel prvni fadky je Ccislo sudé/liché". Pomoci trojuhelnikl mdzeme Zzaka
pripravovat také na funkcni mysleni, kdy eviduje zavislosti mezi Cisly do tabulky.
Jak je vidét, moznosti vyuZiti nabizi toto prostiedi vice nez dost. NemlZeme
samoziejmé postavit matematiku na prvnim stupni na tomto prostredi, to by

zaky asi nebavilo a ani by nam nepostacovalo. Nicméné jsem si jista, Ze s citem
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jej vkladat do hodin, je pfinosné, ackoliv by se na prvni pohled mohlo zdat, ze

toto prostredi je jiz prezitkem.

4.2. Kaskada I.

Prvni kaskada je zamérena na vztahy v trojuhelniku. Od explicitnich 3-A pres
implicitni 4-A a 5-A s vice feSenimi az po Ulohy s feSenim pouze v oboru celych
Cisel. Neni zaméfeno na pocitani s velkymi Cisly. Cilem je zkoumat pouze

orientaci v tomto prostredi, nikoliv zdatnost v pocetnich operacich.

1) Cilem prvnich péti uloh je seznamit se s prostfedim. Volim proto jednoduché
explicitni Ulohy.

V prvni Uloze je dosazena i pétka, ktera by se dala jednoduse dopocitat. Je tam
dopInéna jako vzor, jestli zakovi samotnému dojde, jaké pravidlo v trojuhelniku
asi bude fungovat. Kdyby na to nemohl pfijit, m&zu dosadit dalsi Cislo, kdyz ani

pak ne, tak doplnim dalsi....

V druhé uloze staci pouze scitani vzdy sousednich Cisel. Nejjednodussi varianta.

Na prvni pohled zrejmé, jak postupovat.

V treti Uloze poprvé zak musi odecitat. Predpokladam, ze zak bude postupovat
odspoda. Cili 12-7=5, 5-3=2. Jestli se toto ocekavani naplnéni nebo ne, bude
ziejmé zaviset na zkuSenostech jednotlivell. Nékomu mize trvat delSi dobu

proniknout do tohoto prostredi.

Ctvrta dloha vyzaduje stejny mySlenkovy proces jako Uloha treti, je véak trochu
tézsi, protoze ke zdarnému cili Zak musi udélat vice krokd. Na rozdil od treti
tlohy ale méze zadit odshora. Cili 5-4=1, 12-5=7 a nakonec 7-1=6. Nebo mizZe
pocitat 12-5=7, 5-4=1, 7-1=6. Jestli bude zak postupovat tak nebo tak, je

jedno, myslim, Ze to nic neuréuje a pljde o nahodu, kde zacne.
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V paté Uloze predpokladam jedinou moznost postupu. 17-9=8, 8-7=1, 9-1=8.

VSechny tyto predpoklady budou platit jen v pfipad€, Ze Ulohy budou pro zaka
explicitni. Pokud budou pro néj implicitni, vSechny tyto predpoklady jsou liché a
zak bude Cisla dosazovat metodou pokus - omyl. V takovém pripadé nevyvodim
zadné zaveéry a vratim se k Uloham nejjednodussim (typ prvni a druhé dlohy) a
budu procvicovat tak dlouho, dokud se nestanou explicitnimi. Az kdyz pro zaka

budou vSechny tyto Ulohy explicitni, mohu pokracovat dal. Dfive to nema smysl.

4 1 2 10 15 1 4 3
5 7
12
1 2 3
4 7
4 9
12 17
4 5

2) V druhé fazi se zak seznami p)

s implicitni Ulohou, kterd ma vice reseni.

V souctovém trojuhelniku zna pouze dvé disla.

Pocita zatim bez nuly. 12
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feseni:

12 12 12 12

Jestli jsou to vSechna feSeni zjisti tak, Ze si najde vSechny rozklady Cisla 12.

12: 646, 5+7, 448, 3+9, 2+10, 1+11. Potom Zzjisti, ze rozklady 10+2 a 11+1
této Uloze nevyhovuji, protoze Cislo 2 a 1 uz dale nemlze rozkladat na 2+? .

Opét bez pouziti nuly.

Dale mlze kazdé z téchto moznych feSeni zrcadlové otocit a ziska tak dalsi
spravné reSeni. Protoze nam na poradi ve slozitéjSich Ulohach zalezi, budu
takové dvé Fedeni (kterd jsou jen zrcadlové otocend) povazovat za rizna. Uloha

ma tedy 8 reSeni v oboru prirozenych Cisel bez nuly.

Protoze nepocitame podle dohody s nulou, prichdzime o néktera reseni, ale
cilem této Ulohy nebylo ziskat Uplné vSechna feSeni (mohli bychom zahrnout i
Cisla celd, ...), nybrz pochopit, jak se daji resit implicitni Ulohy. A Ze nemusi
existovat vzdy jen jediné reSeni. Jediné reSeni existuje pouze v pfipadé, kdyz

jsou zadana 3 Cisla ze 6.

3)  Slozitost Ulohy spocivd vijeji velikosti. Uloha je opét implicitni.
Predpokladam, ze tato Uloha bude délat trochu problémy a Zak zacne doplfiovat
metodou pokus- omyl. Proto jsem doplnila na misto F Cislo 3 a tim omezila
pocet moznych Cisel na misté C na pouhd 4 Cisla. Proto jsou 4 mozna reseni.

Neni véak cilem této dlohy hledat vechna fedeni. Uspéchem bude i jedno.
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12

feseni:

12 12 12 12

4) Pro kontrolu, jestli zak pochopil princip souctového trojuhelniku jsem zaradila

tuto Ulohu, ktera se lisi od ostatnich tim, Ze neni zadané jediné Cislo.

Snulou v této Uloze nepoditdme. Uloha by tak mohla ztratit vyznam, pokud

pouziti nuly Zaka napadne...

Otazka zni: Jaké nejmensi Cislo mlze byt na misté otazniku (pocitame-li

v oboru prirozenych Cisel bez nuly)?

feseni:
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5) Pata uloha je ,nadstandartni®, protoze ma reSeni pouze v oboru celych
Cisel. Zajima mne, jak bude 73k na ulohu reagovat. Jaka slova pouzije pro

vyjadreni svého vysledku.

feseni:

4.3. Kaskada II

Kaskada uloh je vytvorena pro zabavnou vyucovaci jednotku. Experimentovala
jsem ji na krouzku matematiky pro 12 déti. Organizacné mél experiment tu
vyhodu, Ze kazdé dité mélo u sebe moji spoluzacku, ktera zapisovala postup
jeho feSeni Uloh a za kazdé spravné heslo mu dala listeCek s pismenkem.
Spravné heslo vzdy koncilo na pismeno A. Pokud byly dvé mozna reSeni, i
v nabidce byla dvé hesla koncici na pismeno A. Kdyz se listecky spravné
poskladaly, daly dohromady slovo, které odhalilo, kde je skryty poklad. Po
spravném vypocitani vSech uloh mélo dité 11 indicii, hra konci nalezenim
pokladu. Ja jsem byla ,védma", ktera jim mohla pomoci. Tuto pomoc ale mohl
kazdy zak vyuzit pouze 3x. Za kazdou navstévu jsem jim udélala na ruku caru
fixem, coz mélo motivacni funkci. Kaskada se ale da, myslim, vyuzit i v bézné
vyucCovaci jednotce. Je vytvorena pro zaky druhého rocniku. V priloze ¢.2
naleznete feSeni dvou Zzakd s popisy postupu, které vypracovaly ,jejich
experimentatorky". Tyto experimenty nejsou dale analyzovany, jsou jen

moznym zdrojem pro dalSi vyzkum.
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11

Potrebujes znat nejmensi a nejvétsi Cislo, které jsi doplnil. Jaka to jsou?
4 a31=kdn 5a 51 = potok 5a 41 = voda

PoSeptej svému radci spravné heslo.

12 17

Kolik sudych Cisel jsi musel doplnit?

3 = pritel 4=alka 6= znameni. PoSeptej svému radci dalsi tajné heslo.

KOLIK SUDYCH CISEL JSI DOPLNIL?
6=HRADBA 7 =OHEN 8=LED PoSeptej svému radci dalsi tajné heslo.
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11 9

19 22

36

KOLIK CISEL VETSICH NEZ 10 JSI DOPLNIL?
2 = PODZEMI 4= ODVAHA 6= ERB Podeptej svému radci dalsi tajné heslo.

18 3 4 15 15 3 4 18

15 4 3 18 18 15 4 3

KOLIK POLICEK S HVEZDICKOU MA V SOBE STEINE CISLO?
2=KAT 3 =MAPA 4 = TAIJNE CHODBY
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11 13

23

51

JAKE CISLO JE NA MISTE HVEZDICKY?
Mengi nez 80= KAMEN

Menéi nez 90= HNEV

Mensi nez 100= ZRADA

16

20 | 26

100

KOLIK CISEL MA NA MISTE
JEDNOTEK SUDE CISLO?
5= VRBA 9= HRAD 7= POTOK

Ceka Té& tajny Ukol. Bud’ nenapadny a tichy at’ se neprozradis. Délej, Ze jde$ na

zachod. Jdi na chodbu a vezmi si tam jeden vzkaz. (Vzkaz obsahoval jeden

prazdny trojuhelnik, pouze v jednom policku byla *. Déle sadu 15 ¢isel. Ukolem

bylo poskladat Cisla do trojuhelniku tak, aby byla zachovana vSsechna pravidla.

Tuto Ulohu Ize zaradit kdykoliv pro odreagovani.)

KTERE CISLO JE NA POLICKU S *?

6= BROD 10= LASKA 15= STATECNOST

JAKE NEJMENSI CiSLO MUZE BYT
NA MISTE HVEZDICKY?

MENSI NEZ 18 = STEZKA

18 A VICE = KRAL

JAKE NEJMENSI CisLO MUZE BYT
NA MISTE HVEZDICKY?
20=LAVKA 25= PYCHA

VETSI NEZ 30=POKLA
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5. Sebereflexe

V Cervnu roku 2007 jsem premyslela o své diplomové praci. Matematika mi je
od détstvi velmi blizka diky mému tatinkovi a za cely mdj dosavadni Zivot se na
tom nic nezménilo, takze o katedfe jsem neméla nejmensi pochybnosti.
Rozhodovala jsem se podle Clovéka, ktery by ji vedl. Pan profesor Hejny byl
jasna volba. Byl a je pro mé velkou autoritou. Odbornikem ve svém oboru na
slovo vzaty. Velmi si ho vazim a uznavam. Kdyz jsem si k nému Sla ,zamluvit
misto", byla jsem posledni, koho jeSté prijal za svého diplomanta pro nas
ro¢nik. Téma jsem dostala pridéleno. Souctové trojuhelniky. Neméla jsem moc
jasnou predstavu o tom, jak se na takové téma da napsat diplomova prace.
Byla jsem v rozpacich. A vSak s postupem casu jsem s prekvapenim Zzjistila, Ze
celé téma ani neobsahnu, ze je velmi podnétné. Cesta, kterou jsem prosSla
béhem posledniho uplynulého roku pfi zpracovavani zadaného tématu, byla
Casto velmi trnitd, plna neuspéchl. Velice mé ale obohatila, protoze nalézani
vlastnich chyb mé posouvalo dal nejrychleji. Vibec objeveni chyby znamenalo
radostny krok vpred. Nikdy bych do tohoto prostredi nepronikla natolik, kdybych
prijimala vSechny poznatky bez vlastni cesty hledani. OvSem zasah z vnéjsku
v podobé komentard a pripominek pana profesora Hejného byl nutny. Sméroval
mou cestu hledani, abych dosla stastné k cili. Jeho zplsob navigace byl ale
natolik profesionalni, ze jsem nikdy neméla pocit, Zze by mé svym zasahem
ochudil o proces nalézani. Nikdy mi nerekl je to tak a tak. Jeho reakci Casto byla
reedukacni Uloha nebo otazka, nikoliv imperativ. Tim jsem se od néj naucila
mnohé pro svou drahu ucitelky i matky. V nasi komunikaci jsme narazili i na
nedorozumeéni, kdy jsem napriklad velice dlouho reSila zadanou ulohu bez
uspéchu, abych prfi dalsi konzultaci zjistila, Ze moje Usili bylo zbytecné. Kolik
papird jsem ale popsala!

(Snazila jsem se nalézt vSechny mozné implicitni baze v n-A, coz je zfejmé
nemozné. Ja jsem ale véfila, ze chyba je ve mné, Ze postupuji asi Spatné a stale

jsem se snazila prijit véci na kloub. KdyZz jsem se trapila feSenim vice dni,
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ztratila jsem motivaci hledat dal a vzdala jsem to. Na konzultaci jsem Zzjistila, ze
jsme si nerozuméli.)

Takova rizika uz komunikace dvou lidi obnasi. Nutno fici, Ze kazda konzultace
byla pfinosem. Pomahalo mi povidani na toto téma s kymkoliv. I
s nezasvécenym Cloveékem, protoZze jeho otazky mé také posouvaly dal.
Zanedlouho jsem totiz nebyla schopna podivat se na problém z odstupem. Byla
jsem v ném ponorena natolik, Ze mi jednoduché otazky napr. mych bratfi
pomahaly vracet se ,nohama na zem" a pfipominat si cil mé prace.

Musela jsem se naucit vést experiment, protokolovat ho a analyzovat, coz bylo
podrobng. Casto jsem byla bezradnd. Rikala jsem si:“Jak mam védét, pro¢ to
dité déla zrovna to a ne ono a co tim ja mam zjistit?" Nebo: ,Premysli jesté
nebo uz chyta lelky?" Zjistila jsem, Ze sice umim pracovat s hlasem, motivovat
zaka, ale ze mam nedostatky v neverbalni komunikaci. Pod vedenim pana
profesora jsem vlastné objevovala sama sebe. Zjistila jsem také, ze abych
mohla fici, ze v hlavé zaka pravé probiha urcity proces, nestaci mi nacist knihy.
Je potfeba mnoho a mnoho zkuSenosti. Diky zpracovavani této diplomové prace
jsem néjaké zkusSenosti ziskala. Zdaleka mi ale nestaci k tomu, abych dokazala
bezpecné analyzovat reakce ditéte. To je zaleZitost dlouhodoba a vyzaduje
trpélivost a villi na sobé pracovat. Ted' uz to alespon vim. A jesté jedna velka
zkusenost: Kdybych nékdy méla chut’ svému Zakovi pfi nedostatku trpélivosti
rict: ,Vzdyt je to jasné, Ty to nevidis?" a budu si myslet, Ze je hloupy,

pfipomenu si své neuspéchy na cesté poznani.

64



6. Pouzita literatura

Hejny, M., Jirotkova D., Slezakova-Kratochvilova, S. Matematika I/1. dil:

Pracovni ucebnice pro 1. roCnik zakladni Skoly. Plzen: Fraus, 2007

Hejny, M., Jirotkova D., Slezdkova-Kratochvilova, S. Matematika I/2. dil:

Pracovni ucebnice pro 1. rocnik zakladni Skoly. Plzen: Fraus, 2007

Hejny, M., Jirotkova D., Slezakova-Kratochvilova, S. Matematika: prirucka

ucitele pro 1. rocnik zakladni skoly. Plzen: Fraus, 2007

Gray, E.M., Tall, D.O. Duality, Ambiguity, and Flexibility: A "Proceptual" View of
Simple Arithmetic. In Journal for Research in Mathematics Education, 25 No.
No. 2 (Mar., 1994)

Hejny, M., Hejna, M.: Souctové trojuhelniky. Praha: Raabe, 1998

Materialy z prednasek Prof. M. Hejného

65



7. Prilohy

7.1. Priloha 1: Protokol experimentu ,Ivetka"

Ex1: (Pred divku kladu obrazek 1) Koukni se na tohle. Vidéla jsi nékdy néco
podobného?

I1: (Divka otoci obrazek vzhlru nohama a je ve tvaru pyramidy) Kdyz nékdo
vitézi, tak jakoZe tohle jsou ty...

Ex2: Kdyz se kouknes na ta Cisla, co té u toho napada?

I12: Srovnat je. Jako jedna, dvé, tri, Ctyri, pét, Sest, sedm,

Ex3: A maji néjakou souvislost takhle jak jsou?

I3: Hmmmmmm (10 vtefin ticho, premysili)

Ex4: Se na né podivej, co tam je za Cisla.

14: No, souvisi jako to, no. Ze jsou podle toho jako jedna, dvé, t¥i, ¢tyfi, pét,
ale jesté tam chybi néjaka Cisla do devitky

Ex5: (Ukazi prstem vzdy na ta 3 Cisla, ktera spolu souvisi. Divka mlci.)

I5: (po deviti vtefinach s tsmévem) Nepochopila.

Ex6: Tyhle dvé Cisla maji néco spolecného s timto.

16: Jako tfi plus dva je pét, jedna plus tfi je Ctyri. Jak jste to Fikala?

Ex7: Tak zkus na to pfijit.

17: Jo! (vitézné) Treba tii a dva je pét, Ctyri plus pét je devét, jo! TakZe jedna
plus tfi je Ctyri, tfi plus dva je pét, pét plus Ctyri je devét. (vzdy na Cisla, ktera
vyslovovala, tukala prstem)

Ex8: Hm, plati to, vid? No, tak jo. (pochvalné)

02:05 prvni uloha - bez problému . Pri vysvétlovani, jak na to priSla mi
zopakuje vsechno, nejen 2+3 je 5, ale i ostatni vypocty v celém trojuhelniku.
02:33 2. Uloha bez problému — opét pfi vysvétlovani poita Gplné vie, ne jen

to, co je nutné.



03:08 3. Uloha - trva déle, ale to je tim, Ze musi poditat s vétsimi &isly. Zacina
nejmensimi Cisly: 1+16 je 17, prestoze to neni na zacatku trojuhelniku, kde se
nabizi zaCit. Nejvétsi problém 26 + 16...napiSe chybné 31 s komentarem “teda
myslim, no".

03:45 4. Uloha

I8: Ctyri plus tfi je sedm, tfi plus ss ss.....(pfemysli 24s) Co je dvanactka? Sedm
plus....(5s ticho) Pét. Ne! (5 s ticho) Jo! Pétka.

Ex 9: Jak jsi na to prisla?

I: (sebejisté) Sedm plus pét je dvanact. Ja jsem si néjak spocitala, ze sedm plus
tfi je deset a plus dva je dvanact. ...a to je dva.

Ex10: A to jak jsi prisla na dvojku?

I11: Tri plus dva je pét. (sebejisté)

Ex12: (nevédéla jsem, jak na ni priSla) A tu dvojku jsi tam neméla, tak sis
nemohla Fict tfi plus dva je pét. Tak jak jsi na ni prisla?

I12: ProtoZe pét minus tfi je dva, takze tam napiSu dvojku.

Komentar:

V tomto Useku doslo k nedorozuméni, které mi v tu chvili nedoslo. To jsem
zjistila az pti rozboru zaznamu.

05:05 5. Uloha- zrada - Gloha s vice fesenimi

(30 s premysili)

05:34 Ex13: Co té napada?

I13: Ted jsem myslela jako.....mmmm...ted’ jsem to zapomnéla....mmmmm
9+2..ne, to by se neveslo. (5s ticha) 7+2 je 9. no a ted’ nem{zu pfijit na to,
kolik by to bylo z ty devitky. (5 s ticho)

2 a tfeba...nevim. To je tézky! Tady by mohlo byt deset jesté. Tady je dvojka.
Ale to by fakt neslo, co? (ukazuje na a, c) vepredu....nula. (Uchychtne se, 9s
jesté kouka na ulohu, premysli a pise 8, 10, 0, 2.)

6:52 Ex14: To je zvlastni, protoze ja kdyz jsem to pocitala, tak jsem tady méla

sedmicku.



114: sedmicku, jo??

Ex15:Tak jsem to méla Spatné?

I15: No Ja nevim, mné to takhle prislo, no.

Ex16: Jo, ono Ti to takhle vychazi. Ale jestli by to neslo néjak jinak, protoze
mné to taky vychazelo.

116: 7a2 je 9, 2 a 1 je tfi. To by taky Slo takhle, ze 7plus2 je 2 plus 1 je tfi
9+3 je 12. Mné to ale takhle napadlo.

Ex17: Takze to by taky Slo. Je to taky spravné, jak jsem to pocitala ja?

I17: hm.

Ex18 : A Slo by to teda jesté néjak jinak vypocitat?

I118: jesté jinak? (Otocim papir, podle mé instrukce si dopiSe 2 a 12 do oken,
40s premysli. Pak pise 5, 3, 7 a 5.) Takhle. (bez emoci)

(Pétku piSe jako prvni velmi nejisté. Zacne ji psat pomalu a po prvnim tahu se
zastavi a dopiSe ji jen ve vzduchu. Tuzkou jezdi nad papirem, ukazuje na
jednotlivd okna, z ¢ehoz mlizeme usuzovat, co pravé v hlavé pocita. Po 10ti
s piSe velmi slabounce a nejisté sedmicku a pétku v okné e. Pak docela jisté
dopisuje pétku v okné a. Trojku v okné c piSe jako posledni, energicky a jisté.)
Ex19: Jo. Taky to jde. (pochvalné) A jesté jinak?

119: To je tézky!!

Ex20: No, ale jde Ti to, Ivetko, jsi Sikovna! Uz jsi nasla tfi!

120 : (Automaticky bez mého upozoriiovani dopisuje do dalSiho trojuhelniku
Cisla 2 a 12. Po 20ti s ticha, kdy I. Koukala chvili do papiru a chvili vpravo
nahoru, aby ji papir nerusil, protoze zadani uz méla v paméti.) Mé nic

nenapada. (nestastné, unavené)

Nakonec na to prisla. Nasledovalo Ctvrté reSeni — stejné jako predchozi, ale

zrcadlové otocené. Tento Usek uz neprotokoluji, protoze neni zajimavy.



Moje postiehy letmo (exp. Ivetka cely):

01:04 ,jsem nepochopila" — zbytecné nechat ji, méla jsem ji to fict, nejde o nic.
Akorat plytvam jeji energii

01:46

02:15 ?? proc si ukazuje na vSechna cisla? VSechno kontroluje

02:48 Zas si ukazovala!

03:07 uz ne, jde rovnou k vypoctu chybéjiciho — posun v mysleni od zacatku
(kdyz tam nebylo co pocitat) k pozici bce — zajimavé

03:51

03:54 — zase pocita vypocitané

04:20

04:37 nedorozumeéni

05:00 nakonec fekla, co jsem chtéla slyset

05:15-05:40 dlouho ticho. Nevi? Méla jsem ji prerusovat?

06:20 zajimavé, Ze nepiSe, jen uchovava v hlavé

06:40 uz ma v hlavé — dobra pamét’ — piSe na Cisto

07:05

07:36 zase v hlavé — dobra pamét’ — silna v aritmetice

08:48 taky nad papirem — jeji myslenky — zase pamét’

10:14 to samé, ale zrcadlové

10:21 ,ja to cely UpIné zapomnéla!™ Jde ji to znatelné pomaleji nez ten predtim
11:18 ,Nic mé nenapadad"= jsem unavena a nebavi mé to!

11:58 unavena, uz nepremysli, jen kouka

12:41 az po dlouhé dobé koukani...unava

13:44 moje chyba — radim

14:00 skvély zapis — lomitko

15:27 dojde az nahoru, vyhyba se, minus nechava nakonec

16:09 zoufala, uz hleda jiné strategie, opomiji pravidla trojuhelniku — nechce se

vzdat vSech vypoctl predtim?



17:00 obdivuji — pocita znovu! Je trpéliva!

19:02 nafixovana na c . nehodla se ji vzdat — pfizplsobuije se ji

19:33 vysvobozeni

20:20 uz mozek mimo provoz — uz jsem neméla davat. Tato Uloha by nemohla
nasledovat, pokud by predtim prisla na minus

22:00 error — to jsem uz prehnala!

22:53 pretim na to prisla a ted’ najednou ne

23:16 prekvapeni, ze neni unavena!!!

24:38 jaktoZe najednou piSe nulu?? ProC nejsou vsude?



7.2.  Priloha 2: Redeni kaskady II s popisem postupu

Kéja i Honza jsou zaky 2.ro¢niku ZS Vodickova. Reseni této kaskady bylo
obsahem jednoho krouzku matematiky. K jednomu pfikladam i originalni zapis

postupu feseni (sepsany mou spoluzackou).

‘5‘.’.‘4‘ ’1231 ’1U15 1‘

6 3 r‘

11 : /

Potfebuje$ znat nejmensi a nejvétsi islo, které jsi doplnil. Jaka to jsou?
4 a31=kan 5abl=potok | 5a4l=voda

Pogeptej svému radci spravné heslo. ~——

Kolik sudych ¢isel jsi musel doplnit?

3= pritel [ 4=alka /6= znameni
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7.3. Priloha 3: Souctové trojuhelniky a studentky Pedf

Souctové trojuhelniky jsem predlozila i svym spoluzackam. Zajimal mé jejich

pohled na toto prostredi o¢ima budoucich ucitelek.

7.3.1. Prizkum

Tyto listy jsem dala k vypInéni tfinacti svym spoluzackam v ramci kurzu
~Matematicka homogenni varianta™ na nasi pedagogické fakulté. Cilem bylo
zjistit, co o souctovych trojuhelnicich vi, kde se s nimi seznamily a jak jsou
pripravené je pouzit v praxi. Vysledky byly Casto velice zajimavé, ale dale je
neanalyzuiji, jsou pouze moznym podnétem k dalSimu potencionalnimu

vyzkumu. Jako ukazku prikladam 3 vypracovené soubory listd.
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x Tento typ tloh znas ze :

Souctové trojuhelniky

homogenni varianta 16.4.08

Oz8 w3

x Povazuje$ ho tak jak ho znas za kreativni a pfinosné matematické prostredi?

x Co potfebujes umét, abys mohla pocitat takove tlohy?
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V policku, které doplnite jako 1., udélejte, prosim vas, tecku.

U vSech lloh pocitejte v oboru prirozenych éisel bez nuly!l

1. Kolik nejméné potrebujes znat

cisel, abys dokazala jednoznacné
vyfesit ulohu? (tzn. jediné reeni)
Zakrouzkuj:

2 (3V4 5 & 7

ZakrouZkuj ta 4 poli¢ka, kterd bys
chtéla mit v zadani dlohy jako

zadana.

Ktery typ uloh Ti je sympatictejsi?
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4. Zakrouzkuj policko, které bys jesté
chtéla znat, aby se Ti Gloha pocitala
co nejlépe.
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5. Urci rozmeazi cisel, ktera je moine
doplnit do policka s *, aby uloha
méla jediné reseni.
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6. Jaké nejmensi ¢islo miZe byt na
misté *? '
7. Atady?
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11. Pridél &isla 1-6 k uloham tak, jak bys je dévala Zakim poporadé. (1=nejjednodussi)
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Napi$ do policek ¢isla, kterd odpovidaji
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Souctové trojuhelniky
homogenni varianta 16.4.08
x Tento typ tloh znas ze : Uzs «@\G
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V poliéku, které doplnite jako 1., udélejte, prosim vas, tecku.

U vsech uloh poéitejte v oboru pfirozenych ¢isel bez nuly!!
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11. Prideél ¢isla 1-6 k uloham tak, jak b\mﬁjvala zaklm poporfadé. (1=nejjednodussi)
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14. Vypocitej: Napis do policek cisla, ktera odpovidaji
poradi doplnéni do ulohy. (1-7)
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Souctové trojuhelniky
homogenni varianta 16.4.08

P
x Tento typ uloh znas ze : (Jz8 %/5

x Povaiujes ho tak jak ho znds za kreativni a pfinosné matematické prostredi? '\ano - he
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x Co potfebujes umét, abys mohla pocitat takové Ulohy? _ACUCLL | AU
V policku, které doplnite jako 1., udélejte, prosim vas, tecku.

U vsech uloh poditejte v oboru pfirozenych Eisel bez nuly!!
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tisel, abys dokazala jednoznatné
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4. Zakrouzkuj policko, které bys jesté
chtéla znat, aby se Ti uloha pocitala
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10. Vymysli vstupni Ulohu zakovi 1. tridy, ktery zna prostfedi jen teoreticky.

XXVIII



7.3.2. Uloha,cg,j"

Ukazka reSeni jedné a té samé ulohy nékolika mymi spoluzackami ve 4. rocniku
oboru Ucitelstvi pro 1.st.ZS. Zadani znélo: Jaké nejmensi &islo mize byt ve
spodnim okné? V policku, kde doplnily Cislo jako prvni, udélaly tecku. Nejvice
mé zajimalo, jestli budou mit potrebu vypliovat i policka a, b, f, ktera jsou pro

vysledek zcela zbytecna.
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7.4. Priloha 4: Experiment z pohledu kameramana a radce

Kdyz jsem stdla za kamerou pfi experimentu Majdy, nebyl mi bohuzel priibéh
Majdiny prace lhostejny, protoze nejsem profesional a nesoustredila jsem se
tolik na kvalitu nataceni jako na to, co Majda s Ivetkou fikaji, délaji. Byla jsem
tam ale od toho, abych poridila pouzitelny videozaznam, takze jsem myslela na
spravné drzeni kamery, aby se mi netrasla ruka, ... a resila jsem tyto otazky a
hlavné jsem védéla, Ze nemU0Zu Majdé do experimentu vstupovat. Ale v jedné
Casti experimentu jsem se nemohla ubranit a na Majdu jsme reagovala.

Zrejmé mé ovlivnila také skuteCnost, Zze jsem predtim Majdé rikala, at’ Ivetce nic
neprozrazuje, at’ ji necha i bez komentare chybovat, Ze cilem neni ji to naucit,
ale zjistit jeji myslenkové pochody, tudiz chyby jsou naopak vitany. Majda tedy
zacala experiment v prostfedi ,Vystavisté" tim, Ze ji nechala samotnou prijit na
to, co se tam aasi odehrava, jak toto prostredi funguje. Ivetka ale na nic
neprisSla a Majda to zkousela na jiné Uloze, kombinovala je, snaZila se vSéemozné
a velice Sikovné Ivetce pomoci, aby na to pfiSla sama. Ivetka ale porad nic a
kdyZ uz tato situace trvala asi 10 minut, méla jsem pocit, Ze jsou obé dvé uz

z toho unavené a je nejvyssi Cas Ivetce prostredi predstavit. Prece jen nas cil je
jiny a unavovat Ivetku timto je Skoda, protoze uz pak nebude mit energie na
pocitani kaskady Uloh, coz nas zajima nejvic. V té chvili mi zkratka bylo lito
Majdy a fikala vycitala jsem si, Ze jsem to Majdé rekla asi Spatné, Ze to bere
moc doslov mou radu, at’ nic neprozrazuje. Proto jsem feSila, zda mam do
experimentu né&jakym zpdsobem vstoupit. Nakonec jsem ani nevypinala kameru
a Majdé jsem posunky a vyraznou artikulaci naznacila, aby uz ji to fekla. Majda
to pochopila a Ivetce prostiedi predstavila. Rekla ji, Ze to policka jsou jako
mistnosti, ....Na Ivetce bylo vidét, ze byl nejvyssi ¢as. Ulevilo se ji a myslim, ze

byla opravdu rada:-)
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Skolitelsky pohled na situaci:

Prof.Hejny si neuvédomil jednu véc. Kdyz nam dava k experimentu instrukci,
abychom ditéti nic neprozrazovali a ze cilem je poznat jeho mysleni nikoliv ho
ucit, bereme z nedostatku zkusSenosti tuto instrukci doslova. V experimentu se
snazime tento pozadavek dodrzet, prestoze nam samotnym je to Casto
neprijemné a citime potrebu ditéti vysvétlovat.

Na zakladé této zkuSenosti si Skolitel uvédomil nasi omezenost. Ted' uz bude
vzdy dodavat, Ze pokud je pro dité béhem experimentu dlouhé ticho a citime,

Ze je dité bezradné a frustrované, je nutné zakrocit.
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