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4.3 Rekonstrukce tlaku . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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A.1 Přehled nerovnost́ı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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A.5 Ostatńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

Literatura 63

3
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něných Newtonovských tekutin zahrnuj́ıćı předevš́ım r̊uzné varianty moc-
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Kapitola 1

Úvod

V této práci budeme studovat vlastnosti řešeńı systémů nelineárńıch parci-
álńıch diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćı nestacionárńı rovinné prouděńı jisté
tř́ıdy zobecněných Newtonovských tekutin zahrnuj́ıćı předevš́ım r̊uzné vari-
anty mocninných model̊u. Prouděńı je popsáno systémem rovnic

∂u

∂t
+ div(u⊗ u)− div S = −∇p + f , div u = 0 v QT (1.1)

Rovnice (1.1) uvedeme na tomto mı́stě bez toho, aniž bychom defino-
vali nebo bĺıže specifikovali jednotlivé členy. V následuj́ıćı sekci nejprve
shrneme historii matematického zkoumáńı systému rovnic (1.1), poté v sekci
1.2 zavedeme značeńı, ve kterém se částečně ozřejmı́, co které členy zname-
naj́ı. Dále bude následovat kapitola 2, kde stručně nast́ıńıme odvozeńı a
význam systému rovnic (1.1) a přesně specifikujeme požadavky na člen S.
Tento tenzor napět́ı má p-potenciálńı strukturu. Zaměř́ıme se speciálně na
př́ıpad p = 2. Aby byl systém (1.1) dobře uchopitelný, doplńıme ho počátečńı
a hraničńı podmı́nkou. Budeme studovat rovnice (1.1) spolu s hraničńımi
podmı́nkami dokonalého skluzu.

Třet́ı kapitola je věnována existenci slabého řešeńı systému (1.1). Budeme
postupovat podobně jako v páté kapitole knihy [25], kde autoři ukazuj́ı ex-
istenci obecněǰśıho řešeńı než je slabé řešeńı (tzv. řešeńı v mı́rách) systému
(1.1) spolu s periodickými okrajovými podmı́nkami pro dimenzi d ≥ 2 a
parametr p > 2d

d+2
.

Hlavńı část práce (kapitola 4) se zabývá regularitou řešeńı u. Nejprve
se ukáže časová regularita, poté se studuje regularita druhých prostorových
derivaćı u. Zde je potřeba překonat nové obt́ıže spojené s užit́ım hraničńıch

5



podmı́nek dokonalého skluzu. V př́ıpadě prostorové regularity se standardně
postup rozděĺı na vnitřńı regularitu a regularitu u hranice. Vnitřńı regular-
itou se zabývat nebudeme. Jak je uvedeno ńıže, jednoduchou modifikaćı
výpočtu provedeného v rámci regularity u hranice dostaneme též výsledky
uvnitř oblasti Ω. U hranice nejprve źıskáme informace o tečných derivaćıch,
informace o normálovém směru poté dostaneme z rovnice (1.1). Máme dvě
možnosti, jak postupovat.

Prvńı možnost využ́ıvá faktu, že pokud je hranice rovná, źıskáme snadno
informace o tečných derivaćıch. Proto se hranice lokálně narovnává lokálńı
změnou souřadnic. Řeš́ıme potom problém na pěkné oblasti, ale změna
souřadnic ovlivńı diferenciálńı operátory a také eliptický člen. Tento postup
využ́ıvá C. Ebmeyer v článku [2]. Studuje stacionárńı variantu systému
(1.1) ve třech dimenźıch spolu s hraničńımi podmı́nkami dokonalého skluzu.
Předpokládá rovněž p−strukturu tenzoru S a zaj́ımá se předevš́ım o př́ıpad
p < 2. Źıskává regularitu v Sobolevových prostorech s neceloč́ıselnou derivaćı
a v Nikolského prostorech. Využ́ıvá toho, že hraničńı podmı́nky dokonalého
skluzu umožňuj́ı rozš́ı̌rit řešeńı přes rovnou hranici. Formuluje výsledky pro
rovnou hranici a v závěru vraćı lokálńı změnou souřadnic rovnou hranici do
obecného tvaru. V článku [2] ovšem neńı zcela pr̊ukazné, že výsledky źıskané
pro rovnou hranici plat́ı i pro obecný tvar hranice.

Alternativńı metoda ponechává oblast takovou, jaká je a uvažuje derivace
v tečném směru k ∂Ω. Vzhledem k tomu, že tyto tečné derivace nekomu-
tuj́ı s klasickými derivacemi, objev́ı se zde daľśı nepř́ıjemné členy, které
je potřeba odhadnout. Tato metoda se objevuje v článku [26], kde autoři
studuj́ı systém (1.1) ve třech dimenźıch spolu s homogenńı Dirichletovou
hraničńı podmı́nkou. Eliptický člen má p−potenciálńı strukturu. Pro př́ıpad
př́ıpad p > 2 je zde dokázána existence slabého řešeńı a pro p ≥ 9/4 je
ukázáno, že slabé řešeńı je silné a jednoznačné ve tř́ıdě všech slabých řešeńı.

V sekci 4.2 Regularita druhých prostorových derivaćı budeme postupo-
vat dle metody vyvinuté v článku [26]. Vzhledem k tomu, že uvažujeme jiné
hraničńı podmı́nky, vyskytnou se jisté nové problémy. Muśıme brát takovou
testovaćı funkci, aby respektovala hraničńı podmı́nky dokonalého skluzu.
To zajist́ıme přidáńım dodatečných člen̊u k testovaćı funkci, t́ım se však
poruš́ı nulovost divergence. To vyřeš́ıme korekćı pomoćı Bogovského lem-
matu. Tedy je vidět, že postup v [26] bude třeba jistým zp̊usobem modifiko-
vat. Podobný d̊ukaz, jaký předkládáme v sekci 4.2 Regularita druhých pros-
torových derivaćı, je proveden v článku [14]. Autoři pracuj́ı mimo jiné i s pod-
mı́nkami dokonalého skluzu. Kombinuj́ı regularitu v tečných a normálových
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směrech. Co se týče tečného směru, d̊ukaz je velice strohý.
Superkvadratický př́ıpad (p > 2) vyžaduje někdy odlǐsný př́ıstup než sub-

kvadratický př́ıpad (p < 2). Dále se tyto dva př́ıpady lǐśı t́ım, jaké fyzikálńı
jevy zachycuj́ı. O fyzikálńı motivaci se stručně zmı́ńıme v sekci 2.5 Formulace
problému. Vı́ce lze nalézt např́ıklad v článku [24] nebo v knize [25]. Mohlo by
se zdát, že pro p = 2 se rovnice (1.1) pouze redukuje na Navier-Stokesovy
rovnice a je tedy zbytečné postupovat obecně, když je možno využ́ıt jisté
výsledky a metody vyvinuté př́ımo pro Navier-Stokesovy rovnice.

Některé články (např. [12], [13], [14]) ukazuj́ı, že pro obecný r̊ust p je
výhodné ukázat nejprve existenci a regularitu pro pro p = 2 a poté pro
p 6= 2 udělat kvadratickou aproximaci tenzoru S:

Sλ := (1 + λ|D(u)|2) 2−p
2 S(D(u)).

Následně se provedou odhady pro aproximativńı řešeńı uλ př́ıslušej́ıćı Sλ

stejnoměrně vzhledem k λ. Využij́ı se již ukázané odhady pro p = 2. Tento
postup se zakonč́ı limitńım přechodem λ → 0. Z toho je zřejmé, že neńı
zbytečné provádět pro p = 2 tento obecný postup, ale dokázaná tvrzeńı pro
p = 2 otev́ıraj́ı daľśı možnosti studia problému.

1.1 Historie zkoumáńı problému

Tekutiny tvoř́ı ned́ılnou součást našeho života. Studium vlastnost́ı tekutin z
r̊uzných úhl̊u pohledu je tedy velmi přirozené a sahá hluboko do minulosti.
Je proto zaj́ımavé, že k matematickému popisu tekutin se přistoupilo rela-
tivně pozdě. V roce 1822 navrhl francouzský inženýr C.M.L.H. Navier sous-
tavu parciálńıch diferenciálńıch rovnic, které popisovaly prouděńı viskózńıch
nestlačitelných tekutin. Fyzikálńı předpoklady nevypadaly realisticky, a tak
tomuto modelu nebyla věnována pozornost. V roce 1945 odvodil G.H. Stokes
mnohem rigorózněǰśım zp̊usobem model lineárně viskózńı tekutiny. Dostal
stejné rovnice jako Navier. C.W. Oseen [28] byl prvńı, kdo tento problém
seriózně matematicky studovat. Na jeho práci navázal J. Leray v článćıch
[20] [21] z let 1933-1934. Po druhé světové válce německý matematik E.
Hopf [8] dále rozš́ı̌ril výsledky J. Leraye. Na konci šedesátých let vstoupila
na scénu O.A. Ladyženská, která se až do své nedávné smrti zabývala Navier-
Stokesovými rovnicemi.1

1Tento odstavec týkaj́ıćı se historie Navier-Stokesových rovnic vznikl zkráceńım his-
torického úvodu v [29]. Zde je možno naj́ıt plno daľśıch referenćı týkaj́ıćıch se zkoumáńı
Navier-Stokesových rovnic.
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Historie matematického zkoumáńı modelu mocninného typu sahá právě
k O. A. Ladyženské. Na své přednášce na Mezinárodńım matematickém
kongresu v roce 1966 spolu s daľśımi navrhovala studovat systém rovnic
(1.1) pro r̊ust p = 4. Později tyto prvńı výsledky rozš́ı̌rila a prezentovala v
článćıch [16], [17] a [18]. Podobné výsledky uveřejnil také Lions [22], který
využil jiného postupu. Zat́ımco Ladyženská odvodila nelineárńı závislost S
na D pomoćı kinetické teorie, Lions použil nelineárńı p−Laplace̊uv operátor.
Kombinaćı teorie monotónńıch operátor̊u a kompaktnosti oba ukázali ex-
istenci slabého řešeńı mocninného modelu pro p ≥ 1 + 2d

d+2
. Využije se

p−koercivita, podmı́nka (p − 1) r̊ustu a monotonie nelineárńıho operátoru.
Tyto výsledky plat́ı jak pro homogenńı Dirichletovy hraničńı podmı́nky, tak
pro periodické hraničńı podmı́nky.

Mnoho vynikaj́ıćıch matematik̊u navazovalo na tyto výsledky a dále je
rozšǐrovalo. Bylo by možné dále diskutovat o tom, pro jaké hodnoty para-
metru p a dimenze d (d = 2, 3) je známa jednoznačnost, př́ıpadně existence
silného řešeńı, existence silného řešeńı pro malá data nebo lokálńı existence
silného řešeńı pro libovolná data. V knize [25] lze naj́ıt plno referenćı a
podrobný rozbor toho, co je známo pro r̊uzné hodnoty p a kdo se o tyto
výsledky prvně zasloužil.

Zmı́nili jsme některé autory, kteř́ı se zasadili o d̊ukaz existence slabého
řešeńı rovnic typu (1.1). Protože se v naš́ı práci budeme zabývat regularitou
řešeńı, uved’me alespoň krátce několik referenćı na články v této oblasti.
Prvńı, kdo úspěšně ukázal globálńı C1,α−regularitu řešeńı (1.1) byl Seregin
[32]. Dokázal regularitu řešeńı pro p = 2 za předpokladu omezenosti druhých
a třet́ıch derivaćı potenciálu Φ k tenzoru S. Za stejných předpoklad̊u na Φ
byly tyto výsledky rozš́ı̌reny v publikaci [19], kde je ukázáno, že gradient u
je dokonce Lipschitzovsky spojitý.

Jiný př́ıstup byl použit v [27]. Zde autoři ukázali, že každé řešeńı
u : QT 7→ R2 problému

∂u

∂t
− div(a(∇u)) = 0 v QT (1.2)

má lokálně Hölderovsky spojitý gradient. Na a byly kladeny podobné po-
žadavky jako na S pro p = 2. Ukázali nejprve regularitu časové derivace u
a poté pro každou časovou hladinu využili stacionárńı Lq teorii pro (1.2) s
časovou derivaćı u na pravé straně.

Tato metoda byla modifikována a aplikována v článku [13] na rovnici
(1.1) pro periodické okrajové podmı́nky. Autoři zde ukázali, že pro nulovou
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počátečńı podmı́nku a dostatečně hladkou pravou stranu existuje pro p ∈
(4/3, 2] řešeńı u, které má Hölderovsky spojitý gradient. Toto řešeńı je jediné
ve tř́ıdě slabých řešeńı splňuj́ıćıch energetickou nerovnost. Spodńı hranice
na p je zde d́ıky tomu, že rozd́ıl mezi (1.1) a 1.2 nedovoluje ukázat nejprve
regularitu časové derivace, ale je potřeba postupovat současně pro časovou
i prostorovou derivaci.2.

Na závěr této sekce zmiňme bez nároku na úplnost některé významné
články týkaj́ıćı se regularity řešeńı rovnice typu (1.1). V nich lze naj́ıt plno
daľśıch zaj́ımavých referenćıch. Publikace [12] se zabývá dvoudimenzionálńım
stacionárńım problémem s homogenńımi Dirichletovými hraničńımi podmı́n-
kami, v [14] stejńı autoři rozšǐruj́ı výsledky pro nehomogenńı Dirichletovy
hraničńı podmı́nky a podmı́nky dokonalého skluzu. Evolučńı variantu s pe-
riodickými hraničńımi podmı́nkami studuj́ı stejńı autoři v [13]. V [11] je stu-
dován evolučńı problém ve dvou dimenźıch s homogenńımi Dirichletovými
hraničńımi podmı́nkami, v [9] stacionárńı varianta problému, tenzor S má
však nestandardńı r̊ust.

1.2 Značeńı

Necht’ T je kladná konstanta. Označme I = (0, T ) ⊂ R časový interval,
během kterého studujeme prouděńı tekutiny. Oblast okupovanou tekutinou
znač́ıme Ω ⊂ Rd, kde d ∈ N. V celé práci budeme předpokládat, že Ω
neńı kruhová oblast. Z teoretického hlediska lze rovnice popisuj́ıćı tekutinu
studovat pro obecné d, ale největš́ı praktický význam má d = 3 nebo v
př́ıpadě rovinného prouděńı d = 2. V naš́ı práci se zaměř́ıme právě na
tento dvoudimenzionálńı př́ıpad. Od ted’ d = 2. Veličiny popisuj́ıćı prouděńı,
např́ıklad rychlost u, tlak π, hustota % jsou funkcemi času a souřadnic. Tedy
f = f(x, t), kde x = (x1, ..., xd) a t ∈ I znač́ı čas. Oblast QT = I × Ω, na
ńıž jsou veličiny popisuj́ıćı prouděńı definovány, se nazývá časoprostorový
válec. Tedy

QT = {(t, x), t ∈ (0, T ), x ∈ Ω, } ⊂ Rd+1.

Pokud je Ω otevřená, potom i QT je otevřený.
Běžně se použ́ıvaj́ı dva druhy popisu prouděńı tekutin, Lagrange̊uv a

Euler̊uv. Zde použijeme Euler̊uv, který je založený na určeńı rychlosti u(x, t)
částice tekutiny procházej́ıćı bodem x v čase t.

2Historické souvislosti obsažené v posledńıch třech odstavćıch jsou převzaté z [11]
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Necht’ (X(Ω), ‖ · ‖X(Ω)) je Banach̊uv prostor skalárńıch funkćı defino-
vaných v Ω. Symbolem X∗ budeme značit duálńı prostor k X, tj. prostor
všech spojitých lineárńıch funkcionál̊u ϕ : X 7→ R. Necht’ ϕ ∈ X∗, x ∈ X.
Potom 〈ϕ, x〉X znač́ı hodnotu ϕ v bodě x, respektive ř́ıkáme, že 〈·, ·〉X znač́ı
dualitu mezi X a X∗. Normu na X definujeme jako

‖x‖X = sup
‖ϕ‖∗X≤1

|〈ϕ, x〉X |,

normu na X∗ přirozeně

‖ϕ‖X∗ = sup
‖x‖X≤1

|〈ϕ, x〉X |.

X(Ω)2 reprezentuje vektorové funkce, jejichž složky patř́ı do X(Ω). Podobně
X(Ω)2×2 znač́ı tenzorové funkce se složkami v X(Ω). Normu definujeme ob-
dobně jako v př́ıpadě prostoru skalárńıch funkćı. Pro přehlednost budeme
vektorové a tenzorové funkce značit tlustými ṕısmeny, skalárńı funkce stan-
dardně.3 Prostor všech symetrických matic druhého řádu označme R2×2

sym.
Tedy R2×2

sym = {B ∈ R2×2 : Bij = Bji, i, j = 1, 2}.
Necht’ p > 1. Potom (Lp(Ω), ‖ · ‖p) standardně znač́ı Lebesgue̊uv pros-

tor. Prostor L2(Ω) je Hilbert̊uv, můžeme tedy zavést skalárńı součin (·, ·)
následovně: pro f, g ∈ L2(Ω) definujme (f, g) :=

∫
Ω

fg dx. Necht’ p > 1 a
k ∈ N, potom (W k,p(Ω), ‖ · ‖k,p) je obvyklé značeńı pro Sobolev̊uv prostor.
Dále (

Lp(I; X(Ω)),
( ∫ T

0

‖ · ‖p
X(Ω)dt

) 1
p
)

znač́ı Bochner̊uv prostor. Nebude-li uvedeno jinak, předpokládáme Ω ∈
C0,1, Ω ⊂ R2 otevřená. Nyńı definujme některé prostory funkćı, které dále
využijeme:

D(Ω) = {ψ ∈ C∞(Ω), supp ψ ⊂ Ω je kompaktńı},
W 1,p

0 (Ω)2 = {ψ ∈ D(Ω)2}‖·‖1,p
,

W 1,p
0,div(Ω)2 = {ψ ∈ D(Ω)2, div ψ = 0}‖·‖1,p

,

3Pro bod x = (x1, x2) připoušt́ıme nekonzistenci s právě zavedeným značeńım. Tj.
mı́sto abychom psali x, budeme psát pouze x, ačkoli se jedná o vektor.
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W 1,p
n (Ω)2 = {ψ ∈ W 1,p(Ω)2, tr ψ · n = 0 na ∂Ω},

W 1,p
n,div(Ω)2 = {ψ ∈ W 1,p(Ω)2, div ψ = 0, tr ψ · n = 0 na ∂Ω},

Lp
n,div(Ω)2 = {ψ ∈ W 1,p

n,div(Ω)2}‖·‖p

,

Lp
0(Ω) = {ψ ∈ Lp;

∫

Ω

ψ dx = 0}.

V celé práci budeme velmi často využ́ıvat Einsteinovu sumačńı konvenci,
tj. kdekoli se ve výrazu vyskytne dvakrát stejný index, sč́ıtáme přes něj.
Např. uknkni =

∑2
k=1 uknkni = [(u · n)n]i.

Symbolem D(ψ) rozumı́me symetrickou část ∇ψ, tj. D(ψ) ≡ 1
2
[(∇ψ)+

(∇ψ)>]. Neuvedeme-li u D žádný argument, budeme předpokládat, že se
jedná a symetrickou část gradientu rychlosti. Tedy D = D(u).
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Kapitola 2

Model

2.1 Rovnice kontinuity

Oblast Ω může obecně záviset na čase. Abychom s t́ımto faktem mohli lépe
pracovat, definujme veličinu zvanou kontrolńı objem. Bud’ V(0) ⊂ Ω objem,
který zauj́ımá část kapaliny v čase t = 0, V(t) znač́ı objem, který zauj́ımá
kapalina v čase t ∈ I. Plat́ı V(t) ⊂ V(t) ⊂ Ω.

Rovnice kontinuity vyjadřuje zákon zachováńı hmotnosti, který ř́ıká, že
hmotnost m objemu tekutiny V(t) nezáviśı na čase t. Vyjádř́ıme-li hmotnost
pomoćı hustoty %, dostáváme

m(V(t), t) =

∫

V(t)

%(x, t) dx. (2.1)

Necht’ % ∈ C1(QT ) a rychlost u ∈ C1(QT )d. Zákon zachováńı hmotnosti lze
zaspat v diferenciálńım tvaru 1

∂%

∂t
+ div(%u) = 0. (2.2)

Uvažujeme-li nestlačitelné prouděńı homogenńı tekutiny, tedy hustota % je
konstantńı, rovnice kontinuity se redukuje na

div u = 0. (2.3)

1Diferenciálńı vyjádřeńı zákona zachováńı hmotnosti dostaneme derivaćı vztahu 2.1
podle času a aplikaćı tzv. věty o transportu. Ta se použ́ıvá z toho d̊uvodu, že integračńı
oblast záviśı na čase, a tak nelze použ́ıt standardńı větu o derivaci integrálu dle parametru.
Podrobné odvozeńı lze nalézt např́ıklad v [4] nebo v [5].
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2.2 Pohybové rovnice tekutin

Nyńı velmi stručně nast́ıńıme odvozeńı pohybových rovnic, které budou v
této práci studovány. Následuj́ıćı postup lze nalézt prakticky v každé učebnici
mechaniky tekutin, např. v prvńı kapitole [4] nebo v prvńı kapitole [5].

Pohybové rovnice jsou odvozeny ze zákona zachováńı hybnosti: Okamžitá
změna celkové hybnosti objemu tekutiny tvořeného v každém časovém okam-
žiku týmiž částicemi a vyplňuj́ıćıho v čase t objem V(t) je rovna śıle p̊usob́ıćı
na V(t). Předpokládejme, že % ∈ C1(QT ) a v ∈ C1(QT )d. Zákon zachováńı
hybnosti lze zapsat v diferenciálńım tvaru následovně2:

∂(%u)

∂t
+ div(%u⊗ u) = F . (2.4)

Śıly v tekutinách lze rozdělit dle jejich charakteru na objemové a plošné.
Tedy

F =

∫

V(t)

F dx =

∫

V(t)

%f(x, t) dx +

∫

∂V(t)

s(x, t, n(x)) dx, (2.5)

kde f ∈ C(QT )d je hustota objemových sil, n je jednotková vněǰśı normála
k ∂V(t) v bodě x a s(x, n(x), t) je vektor napět́ı, který vyjadřuje p̊usobeńı
tekutiny vně oblasti V(t) v čase t na kontrolńı objem V(t). Předpokládáme,
že s ∈ C1(QT×S1)

d, kde S1 je povrch jednotkové koule se středem v počátku.
Abychom mohli upravit integrál vyjadřuj́ıćı plošné śıly, využijeme následuj́ıćı
větu:

Věta 2.2.1 (Cauchy). Pokud s(x, n) je spojitý v x, pak s(x, n) záviśı na n
lineárně, tj. existuje tensor T takový, že s(x, n) = T (x)n(x) pro všechna
x ∈ V a libovolnou normálu n.

Důkaz: Lze naj́ıt např. v [7].
Poznámka: Tensor T se nazývá (Cauchyho) tensor napět́ı. Lze ukázat,
že tensor napět́ı T je symetrický, právě tehdy když plat́ı zákon zachováńı
momentu hybnosti. Důkaz lze naj́ıt v [4],[5] i [7].

Použit́ım Cauchyho věty a Greenovy věty dostáváme ze vztah̊u (2.4) a
(2.5) pohybové rovnice obecných tekutin ve tvaru:

∂(%u)

∂t
+ div(%u⊗ u) = %f + div T . (2.6)

2K vyjádřeńı diferenciálńıho tvaru se využ́ıvá věta o transportu. Podrobné odvozeńı
viz [4], [5] nebo [7].
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Vztahy mezi tenzorem napět́ı a ostatńımi veličinami popisuj́ıćımi prou-
děńı tekutin jsou charakterizovány tzv. rheologickými rovnicemi tekutin.
Nejjednodušš́ı vztah popisuj́ıćı nevazké prouděńı je

T = −πI, (2.7)

kde π je tlak a I je jednotkový tensor. Tekutinám, kde tensor napět́ı je
dán vztahem (2.7) se ř́ıká Eulerovy tekutiny. Vedle tlakových sil p̊usob́ı v
tekutinách také třećı śıly, které jsou d̊usledkem vazkosti. Proto uvažujme T
v obecněǰśım tvaru

T = −πI+ T ′. (2.8)

Dosazeńım do (2.6) dostáváme

∂(%u)

∂t
+ div(%u⊗ u) = %f −∇π + div T ′. (2.9)

Budeme-li předpokládat, že tekutina je homogenńı a nestlačitelná, tedy hus-
tota % je konstantńı, můžeme proto rovnici hustotou vydělit a dostáváme

∂u

∂t
+ div(u⊗ u) = f −∇p + div S, (2.10)

kde p := π/% je kinematický tlak a tenzor S se lǐśı od T ′ pouze o přenásobeńı
hustotou %.

2.3 Nenewtonovské tekutiny

Symetrická část gradientu rychlosti D má význam rychlosti deformace.
Uvažujme konstitučńı vztah pro S ve tvaru

S = S(D). (2.11)

Tekutina se nazývá newtonovská, pokud S záviśı na D lineárně. V opačném
př́ıpadě mluv́ıme o nenewtonovských nebo o zobecněných newtonovských
tekutinách. Nejjednodušš́ım př́ıkladem vztahu (2.11) je lineárńı Stokes̊uv
zákon

S = 2ν0D, (2.12)

kde ν0 je kladná konstanta nazývaná kinematická vazkost. Rovnice (2.10)
se poté nazývá Navierova-Stokesova rovnice pro nestlačitelnou tekutinu.
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Uvažujme zobecněńı Stokesova zákona ve tvaru3

S = 2ν(|D|2)D, (2.13)

kde ν : [0,∞) → [0,∞) je obecně nelineárńı funkce nazývaná zobecněná
vazkost.

Dř́ıve než specifikujeme předpoklady na tenzor S, uved’me některé kon-
krétńı př́ıklady relace (2.13):

S = 2ν0|D|p−2D, (2.14)

S = 2ν0(1 + |D|2) p−2
2 D, (2.15)

S = 2ν0(1 + |D|)p−2D, (2.16)

S = 2ν0(1 + |D|p−2)D, (2.17)

kde ν0 je kladná konstanta. Na prvńı pohled jsou patrné některé společné
rysy. Všechny modely (2.14) - (2.17) splňuj́ı podmı́nku p−koercivity, tj.

S ·D ≥ 2ν0D
p (2.18)

a maj́ı r̊ust (p− 1), tj.

|S| ≤ C(1 + D)p−1, C > 0 (2.19)

Pro p = 2 se všechny vztahy (2.14) - (2.17) redukuj́ı na Stokes̊uv zákon, tj.
S = 2ν0D. Dále můžeme k S velmi snadno zkonstruovat skalárńı potenciál
Φ : [0,∞) → [0,∞) následuj́ıćım zp̊usobem

Φ(|D|2) ≡ ν0

∫ |D|2

0

ν(s) ds, (2.20)

tedy pro i, j = 1, 2 plat́ı

Sij(·) = ∂ijΦ(·) ≡ ∂Φ(·)
∂Dij

, Φ(0) = ∂ijΦ(0) = 0. (2.21)

Navzdory výše uvedeným podobným rys̊um maj́ı jednotlivé modely (2.14)-
(2.17) odlǐsné asymptotické chováńı ν(s) pro s → 0+ nebo s → ∞ (viz
obrázky 1.1 a 1.2 v [25]). Z toho je vidět, že tř́ıda model̊u popisovaná vztahy
typu (2.14)-(2.17) je velmi bohatá.

3Symbolem |Du| se rozumı́ obvyklá eukleidovská maticová norma.

15



Na závěr této sekce krátce shrneme, které vlastnosti je možné popsat
užit́ım uvažovaných konstitutivńıch vztah̊u. Model (2.13) zachycuje schop-
nost tekutiny zesilovat nebo zeslabovat rychlost smyku v jednoduchém smy-
kovém poli (zesilovat, je-li ν rostoućı, zeslabovat, je-li ν klesaj́ıćı funkce).
Model ovšem nezachycuje některé daľśı jevy charakteristické pro nenewto-
novské tekutiny, jako např́ıklad př́ıtomnost nenulových rozd́ıl̊u normálových
napět́ı v jednoduchém smykovém poli, schopnost tekutiny měnit vlastnosti
po dosažeńı aktivačńıho kritéria, relaxace napět́ı, schopnost tekutiny vykazo-
vat nelineárńı creep a protože jsme neuvažovali závislost zobecněné vazkosti
na tlaku, tak také schopnost tekutiny ześılit nebo zeslabit tlak v jednoduchém
smykovém poli. Na druhou stranu schopnost tekutiny zeslabit rychlost smyku
je vykazována značným množstv́ım materiál̊u, jako jsou polymery, chemické
roztoky, krev, geologické materiály, ledovce aj. Tento model tedy popisuje
daleko širš́ı tř́ıdu tekutin než klasické Navierovy-Stokesovy rovnice.

2.4 Hraničńı podmı́nky

V této sekci stručně shrneme z článku [24] některé poznatky týkaj́ıćı se
hraničńıch podmı́nek. V [24] je možné naj́ıt podrobněǰśı rozbor, než uvedeme
zde.

Hraničńı podmı́nky vyžaduj́ı porozuměńı povahy těles, které jsou oddě-
leny hranićı. Kdybychom uvažovali hranici mezi dvěmi kapalinami, př́ıpadně
mezi kapalinou a plynem, bylo by nutné do hraničńı podmı́nky zahrnout fakt,
že zde může docházet k molekulárńı výměně. Pokud se zaměř́ıme na př́ıpad
tekutiny a nepropustné pevné hranice, k molekulárńı výměně nedocháźı.
Nepropustnost hranice je vyjádřena podmı́nkou u · n = 0 na ∂Ω.

Stokes sám navrhnul plno hraničńıch podmı́nek. Z DuBuatova experi-
mentu věděl, že pokud proud́ı voda v trubce pomalu, je tekutina v bĺızkosti
vnitřńıho povrchu trubky v klidu. V tomto př́ıpadě se mu zdálo zcela při-
rozené použ́ıt podmı́nku nulového skluzu (”no-slip condition”), která vy-
jadřuje přilnavost tekutiny k pevné hranici (tj. u = 0 na ∂Ω). Byl si však
vědom toho, že pro vyšš́ı rychlosti docháźı ke klouzáńı vody po vnitřńım
povrchu trubky a tečná śıla, která t́ımto vstupuje do hry, je př́ımo úměrná
druhé mocnině rychlosti. Určeńı vhodné hraničńı podmı́nky bylo pro Stokese
otevřeným problémem.

Bylo vypracováno mnoho návrh̊u podmı́nek, jež by měly být aplikovány
na hranici mezi kapalinou a nepropustnou pevnou látkou. Nyńı krátce shr-
neme nejčastěji uvažované hraničńı podmı́nky pro kapalinu proud́ıćı podél
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pevné nepropustné hranice. Navier odvodil obecněǰśı variantu hraničńı pod-
mı́nky

u.τ + K(T n)τ = 0, K ≥ 0 na ∂Ω× I, (2.22)

kde n je vněǰśı jednotková normála, τ je tečný vektor a K je obvykle kladná
konstanta. Někdy je možné uvažovat K jako funkci K = K(T n·n, |D|2). Pro
K > 0 se podmı́nka (2.22) nazývá Navierova podmı́nka částečného skluzu
(”Navier slip boundary condition”). Pokud K = 0, redukuje se (2.22) na
podmı́nku nulového skluzu.

Pokud vztah (2.22) uprav́ıme do tvaru 1
K

u.τ + (T n)τ = 0 a pošleme
K →∞, dostáváme

(T n)τ = 0 na ∂Ω× I. (2.23)

Tato podmı́nka bývá často označována jako podmı́nka dokonalého skluzu
(”perfect slip” nebo též ”free-stick”).

V mnoha př́ıpadech nás zaj́ımá pouze to, co se děje uvnitř oblasti, v
ńıž uvažujeme prouděńı tekutiny. Z toho d̊uvodu je pohodlné eliminovat
př́ıtomnost hranice a hraničńıch podmı́nek. Toho lze dosáhnout dvěma zp̊u-
soby.

Za prvé je možné předpokládat, že tekutina zauj́ımá celý n-dimenzionálńı
prostor (n = 2, 3) a rychlost zmiźı pro |x| → ∞. Zaj́ımáme se tedy o vlast-
nosti rychlosti a tlaku v libovolném čase t > 0 a libovolném bodě x ∈ Rn.

Za druhé můžeme předpokládat, že pro T, L ∈ (0,∞) ui, p : [0, T ]×Rn →
R jsou L−periodické v každém směru xi a plat́ı

∫
Ω

ui dx = 0,
∫

Ω
p dx = 0

i = 1 . . . n. V tomto př́ıpadě je Ω = (0, L)n. Výhoda tohoto př́ıstupu je v
tom, že pracujeme s oblast́ı s kompaktńım uzávěrem.

2.5 Formulace problému

V předchoźıch sekćıch jsme stručně nast́ınili odvozeńı a význam rovnice
kontinuity a pohybových rovnic obecných tekutin. Určili jsme konstitučńı
vztah pro S. Vzali jsme v úvahu zjednodušuj́ıćı předpoklad nestlačitelnosti
tekutin. Nikde jsme neuvažovali závislost na teplotě, tedy předpokládali jsme
izotermický děj, neuvažovali jsme žádné energetické změny a proto pro popis
prouděńı nemuśıme přidávat daľśı termodynamické rovnice jako zákon za-
chováńı energie. To je platné pro obecnou dimenzi d. Nyńı se zaměř́ıme na
rovinné prouděńı, tj. d = 2. Aby byl systém dobře popsán, je potřeba přidat
k pohybové rovnici (2.10) a rovnici kontinuity (2.3) hraničńı a počátečńı
podmı́nku u(0, x) = u0 pro všechna x v Ω.
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Abychom mohli aplikovat teorii monotónńıch operátor̊u, budeme poža-
dovat splněńı jistých předpoklad̊u na tenzor napět́ı S. Jak bylo zmı́něno
výše, předpokládáme existenci potenciálu Φ ∈ C2(R2×2) k tenzoru napět́ı S
tak, že je splněno následuj́ıćı:

Necht’ existuj́ı konstanty C1, C2 > 0, že pro nějaké p > 1 a pro všechny
i, j, k, l = 1, 2, A,B ∈ R2×2

sym plat́ı

Sij(A) = ∂ijΦ(|A|2), Φ(0) = ∂ijΦ(0) = 0, (P1)

∂ij∂klΦ(|A|2)BijBkl ≥ C1(1 + |A|2) p−2
2 |B|2, (P2)

|∂ij∂klΦ(|A|2)| ≤ C2(1 + |A|2) p−2
2 . (P3)

Jak je psáno v [12], můžeme z těchto předpoklad̊u odvodit některé užitečné
d̊usledky pro tenzor S, které později využijeme. Tyto d̊usledky jsou shrnuty
v následuj́ıćım lemmatu.

Lemma 2.5.1. Necht’ S a Φ splňuj́ı požadavky (P1)-(P3). Pak existuj́ı
konstanty Ci, i = 3, 4, 5 že pro všechny A,B ∈ R2×2

sym a nějaké p ∈ (1,∞)
plat́ı

S(A) : A ≥ C3

(
(1 + |A|2) p

2 − 1
)|A|, (2.24)

|S(A)| ≤ C4(1 + |A|2) p−2
2 |A|, (2.25)

[S(A)− S(B)] : (A−B) ≥ C5(|A−B|2), (2.26)

kde C5 ≡ C1

∫ 1

0
(1 + |B + s(A−B)|2) p−2

2 ds.

Důkaz: Lze nalézt v [25], 5. kapitola, lemma 1.19 a 1.35.
Vlastnost (2.24) zachycuje p−koercivitu operátoru S, výraz (2.25) jeho

r̊ust řádu (p− 1) a ve vztahu (2.26) je zahrnuta monotonie operátoru S.
Nyńı můžeme definovat problém, jež bude předmětem studia této práce.

Nazvěme jej (NSp.slip)
p. Necht’ f : QT → R2 a u0 : Ω → R2 jsou dané.

Předpokládejme, že tensor S : R2×2
sym → R2×2

sym splňuje pro nějaké p ∈ (1,∞)
předpoklady (P1), (P2) a (P3). Zkoumáme vlastnosti rychlosti u = (u1, u2) :
QT → R2 a tlaku p : QT → R řeš́ıćı systém rovnic:

∂u

∂t
+ div(u⊗ u)− div S = −∇p + f v QT , (2.27)

div u = 0 v QT , (2.28)

u(0, ·) = u0 v Ω, (2.29)

u · n = 0 & (Sn) · τ = 0 na I × ∂Ω. (2.30)
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Kapitola 3

Existence slabého řešeńı

Na konci druhé kapitoly jsme formulovali problém (NSp.slip)
p. V této kapi-

tole definujeme slabé řešeńı problému (NSp.slip)
2, vyslov́ıme větu o existenci

slabého řešeńı a dokážeme ji. Omeźıme na na př́ıpad, kdy v předpokladech
problému (P1)-(P3) je p = 2.

Definice 3.0.1. Řekneme, že funkce u je slabé řešeńı problému (NSp.slip)
2,

pokud u ∈ C(I, L2
n,div(Ω)2) ∩ L2(I, W 1,2

n,div(Ω)2), ∂u
∂t
∈ L2(I, (W 1,2

n,div(Ω)2)∗),
u(0, x) = u0 pro všechna x v Ω a slabá formulace

∫

I

〈∂u

∂t
,ϕ

〉
dt +

∫

I

∫

Ω

S(D(u)) :D(ϕ) dx dt−

−
∫

I

∫

Ω

(u⊗ u) :∇ϕ dx dt =

∫

I

〈f ,ϕ〉 dt

(3.1)

je splněna pro všechna ϕ ∈ L2(I, W 1,2
n,div(Ω)2).

Věta 3.0.1. Necht’ tenzor S splňuje předpoklady (P1) - (P3), Ω ∈ C0,1, u0 ∈
L2

n,div(Ω)2, f ∈ L2(I, (W 1,2
n,div(Ω)2)∗). Pak existuje slabé řešeńı problému

(NSp.slip)
2.

Důkaz: Budeme následovat postup použitý v knize [25, kapitola 5, věta
2.17], kde je dokázána existence řešeńı obecněji formulovaného problému s
periodickými okrajovými podmı́nkami. Existenci slabého řešeńı dokážeme
tak, že zkonstruujeme nejprve přibližné řešeńı, konkrétně Galerkinovské ap-
roximace, a poté provedeme limitńı proces. Důkaz rozděĺıme do čtyřech
krok̊u: Galerkin̊uv systém, apriorńı odhady, limitńı procesy a nabýváńı po-
čátečńı podmı́nky.
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(i) Galerkin̊uv systém

Vezměme si {wk}∞k=1 ortogonálńı bázi v prostoru L2
n,div a zároveň or-

togonálńı bázi prostoru W 1,2
n,div. Uvažujme např́ıklad takovou bázi, která je

tvořena vlastńımi funkcemi Stokesova problému s hraničńımi podmı́nkami
dokonalého skluzu. Taková báze lze sestrojit bez problémů, pokud Ω neńı
kruhová oblast. Řeš́ıćı operátor Stokesova problému s hraničńımi podmı́n-
kami dokonalého skluzu je jakožto operátor z L2

n,div(Ω)2 do L2
n,div(Ω)2 kom-

paktńı (kompaktnost se źıská vnořeńım W 1,2
n,div(Ω)2 do L2

n,div(Ω)2). Vlastńı
funkce řeš́ıćıho operátoru lze normovat tak, že tvoř́ı ortonormálńı bázi pros-
toru L2

n,div(Ω)2. Dále d́ıky regularitě řešeńı Stokesova problému plat́ı: je-li

Ω ∈ C2, pak wk ∈ W 2,2(Ω)2 (to by se ukázalo stejně jako regularita druhých
prostorových derivaćı ńıže). Konstrukce báze prostoru solenoidálńıch funkćı
sestávaj́ıćı z vlastńıch funkćı eliptického operátoru lze nalézt v dodatku knihy
[25]. Dále zaved’me ortogonálńı spojitý projektor PN : L2

n,div 7→ HN , kde
HN = span{w1, . . . , wN}, následuj́ıćım zp̊usobem:

PNu ≡
N∑

k=1

(u,wk)wk. (3.2)

Definujme uN(t, x) ≡ ∑N
k=1 cN

k (t)wk(x), kde koeficienty cN
k (t) řeš́ı Galerkin̊uv

systém

〈∂uN

∂t
,wk

〉
+

∫

Ω

S(D(uN)) :D(wk) dx +

∫

Ω

(uN ⊗ uN) :∇wk dx = 〈f , wk〉
uN(0) = uN

0 = PNu0 1 ≤ k ≤ N,

(3.3)

což lze d́ıky ortonormalitě báze v L2
n,div(Ω)2 přepsat do tvaru

d

dt
cN
k = Gk(c

N
1 , ..., cN

N , t),

cN
k (0) = (u0,w

k),
(3.4)

kde

Gk(c
N
1 , ..., cN

2 , t) ≡ 〈f , wk〉 − cN
r cN

s

∫

Ω

wr
i w

s
j

∂wk
j

∂xi

dx−

−
∫

Ω

Sij(c
N
l D(wl))Dij(w

k) dx k = 1, . . . , N.

(3.5)
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Snadno můžeme nahlédnout, že funkce G splňuje Carathéodoryho pod-
mı́nku, tj. že je měřitelná vzhledem k t, spojitá vzhledem k cN a že dokážeme
naj́ıt integrabilńı majorantu (viz dodatek, definice A.2.1). To nám zaručuje
lokálńı existenci řešeńı problému (3.4) na intervalu (0, T ′) (viz věta A.2.1
v dodatku). Je-li maximálńı časový interval (0, T ′), na kterém toto řešeńı
existuje, takový, že T ′ < T , pak nutně max |cN(t)| → +∞ pro t → (T ′)−
(viz věta A.2.2 v dodatku). Ukážeme, že toto nenastane a proto T ′ = T .
V následuj́ıćım dokážeme odhad ‖uN‖L∞(I,L2(Ω)2) ≤ C, jehož okamžitým
d̊usledkem je

|cN(t)|2 ≤ C ∀t ∈ (0, T ). (3.6)

Dı́ky spojitosti cN a stejnoměrné omezenosti (3.6) dostáváme existenci na
celém intervalu (0, T ).

(ii) Apriorńı odhady

Nyńı odvod́ıme apriorńı odhady, které shrnuje následuj́ıćı lemma.

Lemma 3.0.2. Existuje konstanta C závislá na T, Ω, ‖u0‖L2(Ω)2 a
‖f‖L2(I,(W 1,2

n,div(Ω)2)∗), že pro všechna N = 1, 2, . . . plat́ı:

‖uN‖L∞(I,L2(Ω)2) ≤ C, (3.7)

‖uN‖L2(I,W 1,2
n,div(Ω)2) ≤ C, (3.8)

∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
L2(I,(W 1,2

n,div(Ω)2)∗)
≤ C. (3.9)

Důkaz:
Abychom dokázali platnost prvńıch dvou odhad̊u, vynásob́ıme Galerkin̊uv

systém (3.3) cN
k (t), sečteme a dostaneme:

1

2

d

dt
‖uN‖2

2 +

∫

Ω

S(D(uN)) :D(uN) dx = 〈f ,uN〉. (3.10)

V rovnici (3.10) by měl být ještě člen
∫

Ω
(uN⊗uN) :∇uN dx, ale ten je roven

nule, jak se lze přesvědčit rozepsáńım do složek a užit́ım rovnice kontinuity
div u = 0 a okrajové podmı́nky u · n = 0:
∫

Ω

uiuj
∂ui

∂xj

dx =
1

2

∫

Ω

uj
∂|u|2
∂xj

dx =
1

2

∫

∂Ω

|u|2ujnj dx−1

2

∫

Ω

|u|2 div u dx = 0.

(3.11)
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S využit́ım r̊ustového předpokladu (2.25) tenzoru S a odhadu pravé
strany dostaneme ze vztahu (3.10)

1

2

d

dt
‖uN‖2

2 + C4‖D(uN)‖2
2 ≤ ‖f‖−1,2‖uN‖1,2. (3.12)

Použijeme Cauchyho nerovnost s ε > 0, Kornovu nerovnost (věta A.1.1):

1

2

d

dt
‖uN‖2

2 + C4‖D(uN)‖2
2 ≤

1

4ε
‖f‖2

−1,2 + ε‖uN‖2
1,2

≤ 1

4ε
‖f‖2

−1,2 +
ε

K2

(‖D(uN)‖2 + ‖uN‖2)
2

≤ 1

4ε
‖f‖2

−1,2 +
4ε

K2

‖D(uN)‖2
2 +

4ε

K2

‖uN‖2
2,

(3.13)

což můžeme přepsat do tvaru

d

dt
‖uN‖2

2 + (2C4 − 8ε

K2

)‖D(uN)‖2
2 ≤

1

2ε
‖f‖2

−1,2 +
8ε

K2

‖uN‖2
2. (3.14)

Pokud označ́ıme η(t) := ‖uN(t)‖2
2, ψ(t) := 1

2ε
‖f‖2

−1,2 a η(0) = ‖uN(0)‖2
2 =

‖uN
0 ‖2

2, tak vztah (3.14) implikuje

η′(t) ≤ φ(t)η(t) + Cψ(t) (3.15)

pro skoro všechny t ∈ (0, T ). Užit́ım Gronwallovy nerovnosti (věta A.1.3)
dostáváme odhad

η(t) ≤ exp
( ∫ t

0

φ(s) ds
)(

η(0) + C2

∫ t

0

ψ(s) ds
)
, t ∈ (0, T ), (3.16)

a po navráceńı do p̊uvodńıch proměnných

sup
t∈(0,T )

‖uN(t)‖2
2 ≤ C ′

(
‖uN

0 ‖2
2 + C ′′

∫ T

0

‖f(s)‖2
−1,2 ds

)
≤ C, (3.17)

což je (3.7). Nyńı přeintegrujeme vztah (3.14), využijeme Kornovu nerovnost
(věta A.1.1), vztah (3.17) a dostáváme

∫ T

0

‖uN(τ)‖2
1,2 dτ ≤ C, (3.18)
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což dokazuje odhad (3.8). Zbývá dokázat posledńı odhad (3.9).
Vezměme si ϕ ∈ L2(I,W 1,2

n,div(Ω)2), že plat́ı ‖ϕ‖L2(I,W 1,2
n,div(Ω)2) ≤ 1. Potom

〈∂uN

∂t
,ϕ

〉
=

〈∂uN

∂t
, PNϕ

〉
= −

∫

Ω

S(DuN) :D(PNϕ) dx−

−
∫

Ω

(uN ⊗ uN) :∇(PNϕ) dx + 〈f , PNϕ〉.
(3.19)

Dále odhadujme

∣∣∣
∫

I

∫

Ω

(uN ⊗ uN) :∇(PNϕ) dx dt
∣∣∣ ≤

∫

I

∫

Ω

|uN |2|∇(PNϕ)| dx dt

≤
∫

I

‖uN‖2
4‖∇(PNϕ)‖2 dt ≤ C

∫

I

‖uN‖2‖uN‖1,2‖∇ϕ‖2 dt ≤ C,

(3.20)

kde v posledńım kroku jsme využili interpolačńı nerovnost (lemma A.28),
již dokázané apriorńı odhady (3.7) a (3.8) a faktu, že

‖∇(PNϕ)‖2
2 =

N∑

k=1

|(ϕ,wk)|2‖∇wk‖2
2 ≤

≤
∞∑

k=1

|(ϕ,wk)|2‖∇wk‖2
2 = ‖∇ϕ‖2

2.

(3.21)

∣∣∣
∫

I

∫

Ω

S(D(uN)) :D(PNϕ) dx dt
∣∣∣ ≤

≤ C4

∫

I

∫

Ω

(1 + |D(uN |))|D(PNϕ)| dx dt

≤ C4

∫

I

‖1 + |DuN |‖2‖D(PNϕ)‖2 dt ≤

≤ C
( ∫

I

‖∇(PNϕ)‖2
2 dt

) 1
2 ≤ C,

(3.22)

kde jsme použili r̊ust S (2.25), Hölderovu nerovnost a apriorńı odhad
(3.7).

∫

I

|〈f , PNϕ〉| dt ≤ ‖f‖L2(I,(W 1,2
n,div(Ω)2)∗)‖PNϕ‖L2(I,W 1,2

n,div(Ω)2) ≤ C. (3.23)
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Protože
∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
L2(I,(W 1,2

n,div(Ω)2)∗)
= sup

ϕ∈L2(I,W 1,2
n,div(Ω)2),

‖ϕ‖
L2(I,W

1,2
n,div

(Ω)2)
≤1

∣∣∣
∫

I

〈∂uN

∂t
,ϕ

〉
dt

∣∣∣, (3.24)

je odhad (3.9) dokázán. ¥

(iii) Limitńı procesy

Vezměme si Galerkin̊uv systém (3.3) jako na začátku d̊ukazu :

〈∂uN

∂t
,wk

〉
+

∫

Ω

S(D(uN)) :D(wk) dx +

∫

Ω

(uN ⊗ uN) :∇wk dx = 〈f , wk〉
uN(0) = uN

0 = PNu0 1 ≤ k ≤ N,

Uvažujme pevné M ∈ N. Prvńı rovnici vynásob́ıme funkćı gk(t) ∈ D(I),
poté sečteme přes k od jedné do M a integrujeme přes časový interval I.
Pro N > M dostáváme vztah∫

I

〈∂uN

∂t
,ψM

〉
dt +

∫

I

∫

Ω

S(D(uN)) :D(ψM) dx dt+

+

∫

I

∫

Ω

(uN ⊗ uN) :∇ψM dx dt =

∫

I

〈f ,ψM〉 dt ∀ψM ∈MM ,

(3.25)

kde množina MM je definovaná takto:

MM := {ψM ; ψM =
M∑

k=1

gk(t)w
k(x), gk(t) ∈ D(I)}. (3.26)

Pokud mı́sto obecné funkce gk(t) budeme uvažovat cN
k (t), tak pro M = N

ze vztahu (3.25) dostaneme
∫

I

∫

Ω

S(D(uN)) :D(uN) dx dt =

∫

I

〈f , uN〉 dt− 1

2
‖uN(T )‖2

2 +
1

2
‖uN

0 ‖2
2.

(3.27)
Našim ćılem bude nyńı ukázat, že pro jedno pevné M přejde vztah (3.25)

v limitě pro N →∞ na
∫

I

〈∂u

∂t
,ψM

〉
dt +

∫

I

∫

Ω

S(D(u)) :D(ψM) dx dt+

+

∫

I

∫

Ω

(u⊗ u) :∇ψM dx dt =

∫

I

〈f ,ψM〉 dt ∀ψM ∈MM .

(3.28)
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Zamysleme se nejprve nad konvergenćı konvektivńıho členu. Z apriorńıch
odhad̊u (3.7) a (3.8) plyne existence u, že pro všechna r > 1

uN ⇀ u slabě ve Lr(I, L2(Ω)2) ∩ L2(I, W 1,2
n,div(Ω)2) (3.29)

(alespoň pro vybranou podposloupnost). Abychom mohli dokázat

∫

I

∫

Ω

(uN ⊗ uN) :∇ψ dx dt →
∫

I

∫

Ω

(u⊗ u) :∇ψ dx dt (3.30)

pro všechna ψ ∈ L2(I, W 1,2
n,div(Ω)2), potřebujeme silnou konvergenci

uN → u v L2(I, L4(Ω)2). (3.31)

Źıskáme ji pomoćı Aubin-Lionsova lemmatu (lemma A.4.1 v dodatku),
které použijeme d́ıky kompaktńımu vnořeńı W 1,2(Ω)2 ↪→↪→ L4(Ω)2, pro
X0 = W 1,2

n,div(Ω)2, X = L4(Ω)2, X1 = (W 1,2
n,div(Ω)2)∗ a α, β = 2. Jako d̊usledek

dostáváme vztah (3.31), alespoň pro nějakou podposloupnost, stále značenou
uN .

∫

I

∫

Ω

[(uN ⊗ uN)− (u⊗ u)] :∇ψM dx dt =

=

∫

I

∫

Ω

[(uN − u)⊗ uN ] :∇ψM dx dt+

+

∫

I

∫

Ω

[u⊗ (uN − u)] :∇ψM dx dt ≡ I1 + I2.

(3.32)

I1 ≤
∫

I

‖∇ψM‖2‖uN − u‖4‖uN‖4 dt ≤
≤ C‖∇ψM‖L∞(I,L2(Ω)2×2)‖uN − u‖L2(I,L4(Ω)2) → 0,

(3.33)

kde posledńı krok je dán d́ıky silné konvergenci (3.31). Integrál I2 jde k nule
d́ıky slabé konvergenci pro N →∞. Máme tedy

∫

I

∫

Ω

(uN ⊗ uN) :∇ψM dx dt →
∫

I

∫

Ω

(u⊗ u) :∇ψM dx dt ∀ψM ∈MM .

(3.34)
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Nyńı uvažujme konvergenci prvńıho členu rovnice (3.25). Plat́ı

∫

I

(∂uN

∂t
,ψM

)
dt = −

∫

I

(
uN ,

∂ψM

∂t

)
dt ∀ψM ∈MM . (3.35)

Dı́ky slabé konvergenci (3.29) okamžitě dostáváme

∫

I

(∂uN

∂t
, ψM

)
dt → −

∫

I

(
u,

∂ψM

∂t

)
dt ∀ψM ∈MM . (3.36)

Zbývá naj́ıt limitu pro člen obsahuj́ıćı tenzor S, tj. chceme ukázat
∫

I

∫

Ω

S(D(uN)) :D(ψM) dx dt →
∫

I

∫

Ω

S(D(u)) :D(ψM) dx dt ∀ψM ∈MM .

(3.37)
Vı́me, že ‖uN‖1,2 < C. S užit́ım podmı́nky na r̊ust tenzoru S (2.25) dostáváme

‖S(D(uN))‖2 < C, (3.38)

a tedy můžeme vybrat podposloupnost, že

S(D(uN)) ⇀ S v L2(Ω)2×2. (3.39)

Doposud se nám povedlo dostat rovnici (3.28) do tvaru
∫

I

〈∂u

∂t
, ψ

〉
dt +

∫

I

∫

Ω

S :D(ψ) dx dt+

+

∫

I

∫

Ω

(u⊗ u) :∇ψ dx dt =

∫

I

〈f ,ψ〉 dt ∀ψ ∈M,

(3.40)

kde M := {ψ; ∃M ∈ N : ψ =
∑M

k=1 gk(t)w
k(x), gk(t) ∈ D(I), ∀M ∈ N}.

Protože (3.40) reprezentuje spojitý lineárńı funkcionál na (M, ‖·‖L2(I,W 1,2
n,div(Ω)2))

a M je hustá v L2(I, W 1,2
n,div(Ω)2), existuje jednoznačné spojité rozš́ı̌reńı na

L2(I, W 1,2
n,div(Ω)2). Máme tedy

∫

I

〈∂u

∂t
,ψ

〉
dt +

∫

I

∫

Ω

S :D(ψ) dx dt +

∫

I

∫

Ω

(u⊗ u) :∇ψ dx dt =

=

∫

I

〈f ,ψ〉 dt ∀ψ ∈ L2(I, W 1,2
n,div(Ω)2).

(3.41)

Zbývá už jen ověřit, že S = S(D(u)). K tomu využijeme tzv. Mintyho trik
(lze nalézt např. v [31]).
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Protože u ∈ L2(I,W 1,2
n,div(Ω)2), můžeme rovnici (3.41) mı́sto libovolného

ψ ∈ L2(I, W 1,2
n,div(Ω)2) testovat řešeńım u. Po úpravě dostaneme

∫

I

∫

Ω

S :D(u) dx dt =

∫ T

0

〈f ,u〉 dt− 1

2
‖u(T )‖2

2 +
1

2
‖u0‖2

2. (3.42)

Z vlastnosti tenzoru S (2.26) využijeme monotonii:

[S(D)− S(B)] : (D −B) ≥ 0.

Tedy

0 ≤ lim sup
N→∞

∫

I

∫

Ω

[S(D(uN))− S(D(ϕ))] : [D(uN)−D(ϕ)] dx dt =

= lim sup
N→∞

∫

I

∫

Ω

S(D(uN)) : D(uN) dx dt−
∫

I

∫

Ω

S : D(ϕ) dx dt−

−
∫

I

∫

Ω

S(D(ϕ)) : [D(u)−D(ϕ)] dx dt ≡ I1 − I2 − I3.

(3.43)

Za I1 dosad́ıme z (3.27):

I1 = lim sup
N→∞

( ∫

I

〈f , uN〉 dt− 1

2
‖uN(T )‖2

2 +
1

2
‖uN

0 ‖2
2

)

≤
∫

I

〈f ,u〉 dt− 1

2
‖u(T )‖2

2 +
1

2
‖u0‖2

2,

(3.44)

kde nerovnost plyne ze slabé zdola polospojitosti normy. Porovnáńım s (3.42)
dostáváme

I1 ≤
∫

I

∫

Ω

SD(u) dx dt. (3.45)

Vztah (3.43) přejde na tvar

0 ≤
∫

I

∫

Ω

[S − S(D(ϕ))][D(u)−D(ϕ)] dx dt. (3.46)

Nyńı položme ϕ = u± λz, λ > 0, z ∈ D(−∞, 0,W 1,2
n,div(Ω)2).

0 ≤
∫

I

∫

Ω

[S − S(D(u± λz))]D(∓λz) dx dt. (3.47)
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Proved’me limitu λ → 0 (což lze provést, např. d́ıky Lebesgueově větě, viz
věta A.5.1)

0 ≤ ∓
∫

I

∫

Ω

[S − S(D(u))]D(z) dx dt, (3.48)

z čehož plyne
∫

I

∫

Ω

SD(z) dx dt =

∫

I

∫

Ω

S(D(u))D(z) dx dt ∀z ∈ D(−∞, 0,W 1,2
n,div(Ω)2),

(3.49)
č́ımž je limitńı proces hotov.

Z apriorńıch odhad̊u (3.8) a (3.9) v́ıme, že

u ∈ L2(I, W 1,2
n,div(Ω)2),

∂u

∂t
∈ L2(I, (W 1,2

n,div(Ω)2)∗). (3.50)

Protože W 1,2
n,div je hustě vnořeno do L2

n,div, můžeme využ́ıt větu A.4.4 a
dostáváme

u ∈ C(I, L2
n,div(Ω)2). (3.51)

(iv) Nabýváńı počátečńı podmı́nky

Vztah (3.51) dává existenci û ∈ L2
n,div(Ω)2 tak, že limt→0+ ‖u(t)− û‖2 =

0. Je potřeba ověřit, že û = u0.
Vezměme si Galerkin̊uv systém a přeintegrujme jej přes časový interval

(0, t). Dostáváme

∫

Ω

uN(t) ·wk dx +

∫ t

0

∫

Ω

S(D(uN)) :D(wk) dx dτ+

+

∫ t

0

∫

Ω

(uN ⊗ uN) :∇wk dx dτ =

∫ t

0

〈f ,wk〉 dτ +

∫

Ω

PNu0 ·wk dx,

(3.52)

kde prvńı a posledńı člen jsme dostali provedeńım časové integrace ve členu∫ t

0

〈∂uN (t)
∂t

, wk
〉
dτ . Nyńı provedeme limitu N → ∞ (z limitńıho procesu

provedeného výše už v́ıme, že v žádném členu nenastane problém). Máme

∫

Ω

u(t) ·wk dx +

∫ t

0

∫

Ω

S(D(u)) :D(wk) dx dτ+

+

∫ t

0

∫

Ω

(u⊗ u) :∇wk dx dτ =

∫ t

0

〈f , wk〉 dτ +

∫

Ω

u0 ·wk dx.

(3.53)
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Nyńı pošleme t → 0+. Druhý, třet́ı a čtvrtý člen v (3.53) jdou k 0 pro t → 0+

d́ıky absolutńı spojitosti integrálu. Dostáváme

∫

Ω

u(t) ·wk dx →
∫

Ω

u0 ·wk dx pro t → 0+ ∀k ∈ N. (3.54)

Protože wk je báze W 1,2
n,div, která je hustá v L2

n,div, dostáváme

u(t) ⇀ u0 v L2
n,div(Ω)2 pro t → 0+. (3.55)

Z jednoznačnosti limity máme û = u0, tj. plat́ı

lim
t→0

‖u(t)− u0‖2
2 = 0. (3.56)

T́ımto je d̊ukaz existence slabého řešeńı problému (NSp.slip)
2 hotov.

¥
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Kapitola 4

Regularita

4.1 Časová regularita

Z apriorńıho odhadu (3.9) v́ıme, že ∂uN

∂t
∈ L2(I, (W 1,2

n,div(Ω)2)∗). Pokud bu-
deme mı́t lepš́ı pravou stranu, tj. pokud budeme vědět, že časová derivace
funkce f lež́ı v prostoru L2(I, (W 1,2

n,div(Ω)2)∗), tak dokážeme tento odhad
vylepšit. Nav́ıc źıskáme odhad na druhé časové derivace řešeńı u.

Věta 4.1.1. Necht’ jsou splněny předpoklady věty 3.0.1 o existenci slabého
řešeńı problému (NSp.slip)

2. Necht’ u je slabé řešeńı konstruované v této větě.
Předpokládejme nav́ıc, že ∂f

∂t
∈ L2(I, (W 1,2

n,div(Ω)2)∗) a u0 ∈ W 2,2(Ω)2 ∩
W 1,2

n,div(Ω)2. Potom

∂u

∂t
∈ L∞(I, L2(Ω)2) ∩ L2(I, (W 1,2

n,div(Ω)2)∗). (4.1)

∂2u

∂t2
∈ L2(I, (W 1,2

n,div(Ω)2)∗). (4.2)

Důkaz:
Vyjdeme z Galerkinova systému jako v d̊ukazu věty 3.0.1. Vı́me

〈∂uN

∂t
,wk

〉
+

∫

Ω

S(D(uN)) :D(wk) dx+

∫

Ω

(uN ⊗uN) :∇wk dx = 〈f ,wk〉.

Je vidět, že derivovat podle času lze. Po proderivováńı podle času, vynásobeńı
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d
dt

cN
k a sečteńı dostáváme

〈∂2uN

∂t2
,
∂uN

∂t

〉
+

∫

Ω

∂Sij(D(uN))

∂Dkl

Dij

(∂uN

∂t

)
Dkl

(∂uN

∂t

)
dx−

−
∫

Ω

[ ∂

∂t
div(uN ⊗ uN)

]∂uN

∂t
dx =

〈∂f

∂t
,
∂uN

∂t

〉
.

(4.3)

Na druhý člen (4.3) můžeme použ́ıt předpoklad (P2) pro p = 2, třet́ı člen
můžeme upravit:

∫

Ω

[ ∂

∂t
div(uN ⊗ uN)

]∂uN

∂t
dx =

∫

Ω

(∂uN

∂t
.∇

)
uN ∂uN

∂t
dx+

+

∫

Ω

(uN .∇)
∂uN

∂t

∂uN

∂t
dx,

(4.4)

kde
∫

Ω
(uN .∇)∂uN

∂t
∂uN

∂t
dx = 0, což lze snadno nahlédnout užit́ım stejných

úprav (viz 3.11) jako u podobného členu v apriorńıch odhadech. Máme tedy

1

2

d

dt

∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
2

2
+C1

∫

Ω

∣∣∣D
(∂uN

∂t

)∣∣∣
2

dx−
∫

Ω

(∂uN

∂t
.∇

)
uN ∂uN

∂t
dx ≤

〈∂f

∂t
,
∂uN

∂t

〉
,

(4.5)

1

2

d

dt

∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
2

2
+ C1

∥∥∥D
(∂uN

∂t

)∥∥∥
2

2
≤

∥∥∥∂f

∂t

∥∥∥
−1,2

∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
1,2

+
∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
2

4
‖∇uN‖2.

(4.6)
Na posledńı člen použijeme interpolačńı nerovnost (A.28), využijeme

apriorńı odhad (3.8), dále využijeme Cauchyho nerovnost a Kornovu nerovnost:

1

2

d

dt

∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
2

2
+ C1

∥∥∥D
(∂uN

∂t

)∥∥∥
2

2
≤

≤ 1

2ε

∥∥∥∂f

∂t

∥∥∥
2

−1,2
+

ε

2

∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
2

1,2
+ C

∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
1,2

∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
2
‖∇uN‖2 ≤

≤ 1

2ε

∥∥∥∂f

∂t

∥∥∥
2

−1,2
+

ε

K2
2

(∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
2
+

∥∥∥D
(∂uN

∂t

)∥∥∥
2

)2

+
C2

2ε

∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
2

2
‖∇uN‖2

2.

(4.7)

Pokud využijeme vztah (a + b)2 ≤ 4a2 + 4b2 na druhý člen na pravé straně,
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tak po úpravě dostáváme:

1

2

d

dt

∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
2

2
+ (C1 − 4ε

K2
2

)
∥∥∥D

(∂uN

∂t

)∥∥∥
2

2
≤

≤ 1

2ε

∥∥∥∂f

∂t

∥∥∥
2

−1,2
+

(C2

2ε
+

4ε

K2
2

)
(‖∇uN‖2

2 + 1)
∥∥∥∂uN

∂t

∥∥∥
2

2
,

(4.8)

což má podobnou strukturu jako výraz (3.14), z kterého jsme vycházeli při
dokazováńı prvńıch dvou apriorńıch odhad̊u. Chceme stejně jako dř́ıve použ́ıt
Gronwallovu nerovnost (věta A.1.3). Abychom j́ı na tomto mı́stě mohli

použ́ıt, potřebujeme znát
∥∥∂uN

∂t
(0)

∥∥2

2
. Vı́me, že je konečná, nebot’

∥∥∥∂uN

∂t
(0)

∥∥∥
2

2
=

∫

Ω

∣∣∣
N∑

k=1

dcN
k

dt
(0)wk

∣∣∣
2

dx ≤
N∑

k=1

∣∣∣ dcN
k

dt
(0)

∣∣∣
2

=

=
N∑

k=1

|Gk(c
N
1 , . . . , cN

N , 0)|2 ≤
N∑

k=1

〈f + div S(D(uN
0 )) + div(uN

0 ⊗ uN
0 ),wk〉2

≤ C(‖f‖2
2 + ‖ div S(D(uN

0 ))‖2
2 + ‖ div(uN

0 ⊗ uN
0 )‖2

2)

≤ C(‖f‖2
2 + ‖uN

0 ‖2
2,2) ≤ C(‖f‖2

2 + ‖u0‖2
2,2) < +∞,

(4.9)

kde jsme využili omezenosti projekce PN : W 2,2(Ω)2 ∩ W 1,2
n,div(Ω)2 7→ HN ,

která je stejnoměrná vzhledem k N , viz [25, Lemma 4.26]. Můžeme tedy
opět použ́ıt Gronwallovu nerovnost (věta A.1.3) a následně integraćı vztahu
(4.8) a užit́ım Kornovy nerovnosti (věta A.1.1) dostáváme

sup
t∈(0,T )

∥∥∥∂uN(t)

∂t

∥∥∥
2

2
+ C ′

∫ T

0

∥∥∥ ∂uN(τ)

∂t

∥∥∥
2

1,2
dτ ≤ C, (4.10)

což spolu s limitńım přechodem dává (4.1).
Abychom ověřili platnost (4.2), proderivujeme Galerkin̊uv systém (3.3)

podle času a mı́sto wk vezměme PNϕ, kde ϕ ∈ L2(I, W 1,2
n,div(Ω)2) jsou

takové, že ‖ϕ‖L2(I,W 1,2
n,div(Ω)2) ≤ 1. Máme

〈∂2uN

∂t2
,ϕ

〉
=

〈∂2uN

∂t2
, PNϕ

〉
=

〈∂f

∂t
, PNϕ

〉
−

−
∫

Ω

∂Sij(D(uN))

∂Dkl

Dij(P
Nϕ)Dkl

(∂uN

∂t

)
dx−

∫

Ω

[ ∂

∂t
div(uN ⊗ uN)

]
PNϕ dx.

(4.11)
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V odhadu člen̊u na pravé straně (4.11) budeme postupovat stejně jako v
př́ıpadě odhadu apriorńıho odhadu (3.9) a jeho vylepšeńı (4.1). Dostáváme

∥∥∥∂2uN

∂t2

∥∥∥
L2(I,(W 1,2

n,div(Ω)2)∗)
= sup

ϕ∈L2(I,W 1,2
n,div(Ω)2),

‖ϕ‖
L2(I,W

1,2
n,div

(Ω)2)
≤1

∣∣∣
∫

I

〈∂2uN

∂t2
,ϕ

〉
dt

∣∣∣ ≤ C,

(4.12)
což spolu s limitńım přechodem dává (4.2).

Limitńı přechod by prob́ıhal stejným zp̊usobem jako v př́ıpadě existenčńı
věty, proto jej zde nebudeme opakovat.

¥

4.2 Regularita druhých prostorových derivaćı

Ćılem této sekce bude dokázat omezenost druhých prostorových derivaćı
řešeńı u.

Věta 4.2.1. Necht’ Ω ⊂ R2, Ω ∈ C3 a jsou splněny předpoklady věty 4.1.1.
Potom pro každé slabé řešeńı u konstruované jako ve větě 3.0.1 plat́ı

u ∈ L∞(I, W 2,2(Ω)2). (4.13)

Důkaz
Ukázali jsme, že plat́ı (4.1)

∂u

∂t
∈ L∞(I, L2(Ω)2) ∩ L2(I, W 1,2

n,div(Ω)2).

Dı́ky tomu můžeme vźıt jedno pevné t ∈ (0, T ), časovou derivaci řešeńı
přesunout na pravou stranu, definovat f̂ := f − ∂u

∂t
a nahĺıžet na problém

jako na stacionárńı. Toto je možné provést pro s.v. t ∈ (0, T ). S užit́ım
výsledk̊u lemmatu 4.2.1 (formulováno ńıže), které nám dává u ∈ W 2,2(Ω)2

pro stacionárńı problém, dostáváme

sup
t∈I

‖∇2u‖2 ≤ C, (4.14)

což dává platnost (4.13). ¥

Formulujme nyńı stacionárńı problém, který označ́ıme (NSp.slip)
2
stac.
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Necht’ f : Ω → R2 je daná. Předpokládejme, že tensor S : R2×2
sym → R2×2

sym

splňuje pro p = 2 předpoklady (P1), (P2) a (P3). Zkoumáme vlastnosti
rychlosti u = (u1, u2) : Ω → R2 a tlaku p : Ω → R řeš́ıćı systém rovnic:

div(u⊗ u)− div S = −∇p + f v Ω (4.15)

div u = 0 v Ω (4.16)

u · n = 0 & (Sn) · τ = 0 na ∂Ω. (4.17)

Definice 4.2.1. Řekneme, že funkce u je slabé řešeńı problému (NSp.slip)
2
stac,

pokud u ∈ W 1,2
n,div(Ω)2 a slabá formulace

∫

Ω

S(D(u)) :D(ϕ) dx−
∫

Ω

(u⊗ u) :∇ϕ dx = 〈f , ϕ〉 (4.18)

je splněna pro všechna ϕ ∈ W 1,2
n,div(Ω)2.

K d̊ukazu věty 4.2.1 zbývá formulovat a dokázat lemma o omezenosti
druhých prostorových derivaćı u pro stacionárńı problém (NSp.slip)

2
stac.

Lemma 4.2.1. Necht’ Ω ⊂ R2, ∂Ω ∈ C3, f ∈ L2(Ω)2. Necht’ jsou splněny
předpoklady (P1)-(P3) pro p = 2. Potom pro každé slabé řešeńı u problému
(NSp.slip)

2
stac konstruované jako ve větě 3.0.1 plat́ı

u ∈ W 2,2(Ω)2. (4.19)

Důkaz: Budeme postupovat podle článku [26], kde je dokázána regu-
larita řešeńı systému rovnic, který je velmi podobný (NSp.slip)

p. Autoři zde
pracuj́ı s evolučńım problémem ve třech dimenźıch a uvažuj́ı homogenńı
Dirichletovy okrajové podmı́nky. Zaj́ımaj́ı se o situaci p ≥ 2.

Obvyklým zp̊usobem je třeba d̊ukaz rozdělit na vnitřńı regularitu a regu-
laritu u hranice. V př́ıpadě regularity u hranice budeme postupovat odlǐsně v
tečném a normálovém směru. Užijeme metodu tečných diferenćı, která je de-
tailně popsaná právě ve 3. kapitole článku [26]. Výpočet provedený v tomto
článku modifikujeme s přihlédnut́ım k charakteru našeho problému. Fakt,
že zkoumáme stacionárńı situaci a jsme pouze ve dvou dimenźıch, umožńı
zjednodušit některé kroky. Můžeme aplikovat znalosti a metody, které jsou
použity např. v článćıch [9] nebo [14]. Hlavńı rozd́ıl oproti [26] je v tom,
že muśıme věnovat zvýšenou pozornost hraničńım podmı́nkám. Navierovy
podmı́nky dokonalého skluzu nedovoluj́ı stejně př́ımočarý postup jako ho-
mogenńı Dirichletovy podmı́nky. Předně je potřeba zvolit testovaćı funkci

34



s ohledem na tyto hraničńı podmı́nky. Dále je v pr̊uběhu výpočtu třeba
uvažovat jisté korekce, abychom měli stále testovaćı funkce s nulovou di-
vergenćı. Dı́ky tomu se výpočet prodlouž́ı. V př́ıpadě normálového směru
postupujeme zcela v souladu s [26], jen s ohledem na to, že jsme ve dvou
dimenźıch. Hlavńı idea spoč́ıvá ve využit́ı znalost́ı źıskaných z tečného směru
a dopoč́ıtáńı zbývaj́ıćıch informaćı z rovnice (4.15). Stejné modifikace, jaké
budeme provádět zde, byly již použity např́ıklad v článćıch [12] a [14].
V článku [14] je proveden podobný d̊ukaz, jako předkládáme zde. Autoři
pracuj́ı s nehomogenńımi Dirichletovými hraničńımi podmı́nkami i podmı́n-
kami dokonalého skluzu. Regularitu dávaj́ı dohromady z tečných a normá-
lových směr̊u. Co se týče tečného směru, d̊ukaz je velice stručný. My zde
provedeme detailńı rozbor.

Vnitřńı regularitou se zabývat nebudeme. Jak je napsáno v poznámce na
konci této sekce, následuj́ıćı výpočet lze velmi snadno upravit a zjednodušit
pro př́ıpad vnitřńı regularity. Budeme se věnovat tedy pouze regularitě u
hranice a začneme nejprve tečným směrem.

(i) Tečný směr

Jak je uvedeno v dodatku Popis hranice, existuj́ı systémy množin V l,
V l

h0
2

a V l
h0

, V l
h0
⊂ V l

h0
2

⊂ V l, l = 1 . . . k, pokrývaj́ıćı hranici ∂Ω. Budeme

pracovat na množinách Ωh0 := V l
h0
2

∩ Ω. Vezměme jedno pevné l, pro něž

budeme provádět následuj́ıćı výpočty. Pro přehlednost tento index nebudeme
uvádět. Definujme seřezávaćı funkci ξl(x) ∈ D(V l

h0
2

) následovně:

ξ(x)





= 1 x ∈ V l
h0

∈ (0, 1) x ∈ V l
h0
2

\ V l
h0

= 0 ∈ R2 \ V l
h0
2

.
(4.20)

Rovněž seřezávaćı funkce ξl(x) záviśı na množině V l
h0
2

(supp ξl(x) ⊂ V l
h0
2

). I

zde budeme psát ξ(x) mı́sto ξl(x). Stejně tak jako a(x1) mı́sto al(x1). Funkce
a popisuj́ıćı hranici záviśı vždy pouze na prvńı složce, tj. na x1 repsektive
y1. Proto zde tento argument uvádět nebudeme.

Vyjdeme ze slabé formulace (viz definice 4.18)
∫

Ωh0

S(D(u))(y) :D(ψ(y)) dy+

∫

Ωh0

(u·∇)u(y)·ψ(y) dy =

∫

Ωh0

f(y)·ψ(y) dy,

(4.21)
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která je splněna pro ψ ∈ W 1,2
n,div(Ωh0)

2, supp ψ ⊂ Vh0
2

. Ćılem je nyńı odvodit

identitu, ve které by se vyskytovaly diference jednotlivých člen̊u rovnice
(4.15). Abychom toho dosáhli, potřebovali bychom otestovat mı́sto ψ(y)
funkćı ϕ(T−1y). Tato funkce ovšem nelež́ı ve W 1,2

n,div(Ωh0)
2, protože

div ϕ(T−1y) 6= 0 ani ϕ(T−1y) · n 6= 0 na ∂Ωh0 . Z toho d̊uvodu je nutné
provést následuj́ıćı korekci:

ϕkor(y) := ϕ(T−1y)− (ϕ(T−1y) ·∆−n(y))n(y) + zϕ(y), (4.22)

kde zϕ(y) je řešeńım (viz Bogovského lemma A.4.5 v dodatku)

div zϕ(y) = div[−ϕ(T−1y) + (ϕ(T−1y) ·∆−n(y))n(y)] v Ωh0 , (4.23)

zϕ(y) = 0 na ∂Ωh0 . (4.24)

Vztah (4.23) můžeme bĺıže specifikovat

div zϕ =− (∆−a′)∂2ϕ1 − (∆−a′)a′∂1ϕ1 + [1− (∆−a)′a′](∆−a′)∂2ϕ1+

+ (∆−a′)2∂2ϕ2 − [a′′(∆−a′) + a′(∆−a′′)]ϕ1.
(4.25)

Protože je splněna podmı́nka kompatibility

∫

∂Ωh0

[−ϕ(T−1y) + (ϕ(T−1y) ·∆−n(y))n(y)] · n(y) dy = 0, (4.26)

tak dle lemmatu A.4.5 plat́ı odhad

‖zϕ‖r
1,r ≤ Chr‖ϕ‖r

1,r. (4.27)

Dı́ky zϕ(y) plat́ı div ϕkor(y) = 0 a snadno též můžeme nahlédnout, že
ϕkor(y)·n(y) = 0 na ∂Ω. Tedy ϕkor(y) je dobrá testovaćı funkce. Po dosazeńı
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ϕkor(y) do (4.18) dostáváme

∫

Ωh0

S(D(u))(y) :D(ϕ(T−1y)) dy−

−
∫

Ωh0

S(D(u))(y) : [(D(ϕ(T−1y))∆−n(y))⊗ n(y)] dy−

−
∫

Ωh0

S(D(u))(y) : [(ϕ(T−1y)D(∆−n(y)))⊗ n(y)] dy−

−
∫

Ωh0

S(D(u))(y) : (ϕ(T−1y) ·∆−n(y))D(n(y)) dy+

+

∫

Ωh0

S(D(u))(y) :D(zϕ(y)) dy +

∫

Ωh0

(u · ∇)u(y)ϕ(T−1y) dy−

−
∫

Ωh0

(u · ∇)u(y)(ϕ(T−1y) ·∆−n(y))n(y) dy +

∫

Ωh0

(u · ∇)u(y)zϕ(y) dy =

=

∫

Ωh0

f(y)ϕ(T−1y) dy −
∫

Ωh0

f(y)(ϕ(T−1y) ·∆−n(y))n(y) dy+

+

∫

Ωh0

f(y)zϕ(y) dy.

(4.28)

V prvńım členu (4.28) se vyskytuje derivace složené funkce D(ϕ(T−1(y))).
My bychom potřebovali Dϕ(T−1y). K úpravě tohoto členu využijeme lemma
(A.3.3) z dodatku. Dostáváme

D(ϕ(T−1(y))) = Dϕ(T−1(y)) +
∂ϕ

∂n
(x)⊗S (∆−∇a).

V některých členech použijeme substituci y = Tx (Z dodatku v́ıme, že
dy = dx, protože Jakobián zobrazeńı T i T−1 je rovný jedné.), polož́ıme

37



ϕ(x) = ψ(y) a odečteme (4.21) od výsledné rovnice a dostáváme identitu

0 =

∫

Ωh0

∆+S(D(u))(x) :D(ϕ(x)) dx+

+

∫

Ωh0

S(D(u))(Tx) :
[∂ϕ

∂n
(x)⊗S (∆−∇a)

]
dx−

−
∫

Ωh0

S(D(u))(y) : [(D(ϕ(T−1y))∆−n(y))⊗ n(y)] dy−

−
∫

Ωh0

S(D(u))(y) : [(ϕ(T−1y)D(∆−n(y)))⊗ n(y)] dy−

−
∫

Ωh0

S(D(u))(y) : (ϕ(T−1y) ·∆−n(y))D(n(y)) dy+

+

∫

Ωh0

S(D(u))(y) :D(zϕ(y)) dy +

∫

Ωh0

∆+(u · ∇)u(x)ϕ(x) dx−

−
∫

Ωh0

(u · ∇)u(y)(ϕ(T−1y) ·∆−n(y))n(y) dy +

∫

Ωh0

(u · ∇)u(y)zϕ(y) dy−

−
∫

Ωh0

∆+f(x)ϕ(x) dx +

∫

Ωh0

f(y)(ϕ(T−1y) ·∆−n(y))n(y) dy−

−
∫

Ωh0

f(y)zϕ(y) dy ≡ A1 + · · · − A12

(4.29)

platnou pro testovaćı funkci ϕ ∈ W 1,2
n,div(Ωh0)

2, supp ϕ ⊂ Vh0
2

. Pokud za ϕ

zvoĺıme funkci

1

h2
∆+u(x)ξ2(x) +

1

h2
nu(x)ξ2(x) = ϕ1 + ϕ2, (4.30)

kde nu(x) := (u(Tx) · ∆+n(x))n(x), snadno nahlédneme, že je splněna
podmı́nka (ϕ1+ϕ2)·n = 0 na ∂Ωh0 . Ovšem obecně neplat́ı, že div(ϕ1+ϕ2) =
0. Proto podobně jako výše zavedeme korekci z ∈ W 1,2

n,div(Ωh0)
2, která je defi-

novaná jako řešeńı problému (viz Bogovského lemma A.4.5)

div z = div(−ϕ1 −ϕ2) v Ωh0 (4.31)

z = 0 na ∂Ωh0 . (4.32)
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Chováńı na hranici je nyńı opět v pořádku, nebot’

0 =

∫

∂Ωh0

z · n dx =

∫

Ωh0

div z dx =

∫

Ωh0

div(−ϕ1 −ϕ2) dx =

= −
∫

∂Ωh0

(ϕ1 + ϕ2) · n dx = 0.

(4.33)

Z Bogovského lemmatu A.4.5 v́ıme, že pro funkci z plat́ı následuj́ıćı odhad:

‖z‖r
1,r ≤ C‖ div(ϕ1 + ϕ2)‖r

r. (4.34)

Po úpravě:

‖z‖r
1,r ≤

C

hr
‖u‖r

1,r +
C

hr
‖∇ξ‖r

∞‖u‖r
1,r. (4.35)

Uvažujeme tedy testovaćı funkci ve tvaru ϕ := ϕ1 + ϕ2 + z. Se znalost́ı
(4.30) a (4.35) můžeme nyńı dostat odhad na zϕ:

‖zϕ‖r
1,r ≤ K

(∥∥∥∇∆−u
h

ξ
∥∥∥

r

r
+ ‖u‖r

1,r + ‖∇ξ‖r
∞‖u‖r

1,r

)
. (4.36)

Pro větš́ı přehlednost budeme v následuj́ıćıch výpočtech uvádět u mı́sto u(x)
(stejně tak i u ostatńıch funkćı). V př́ıpadě výskytu argument̊u Tx nebo
T−1x je vyṕı̌seme podrobně, pokud to bude mı́t vliv na daľśı postup. Dále
konstanta C, která se vyskytuje v odhadech, neńı všude stejná, může se lǐsit
odhad od odhadu. Pro větš́ı přehlednost budeme explicitně uvádět pouze
výskyt konstant z předpoklad̊u (P1)-(P3), tj. budeme sledovat konstanty
Ci, i = 1, . . . , 4. Ostatńı méně zaj́ımavé konstanty jako např́ıklad Cn, C(r),
C(ε) sdruž́ıme pod jednu obecnou konstantu C = C(a, ε, r). Pokud budeme
cht́ıt zd̊uraznit, že se konstanty lǐśı, užijeme v odhadech např. C ′, C ′′. Z
d̊uvod̊u, jež ozřejmı́me později nebudeme výraz ‖∇ξ‖∞ zahrnovat do obecné
konstanty C.

Odhadujme:

A1 =

∫

Ωh0

∫ 1

0

∂ijSkl(D(u) + λ∆+D(u))∆+Dij(u)Dkl(ϕ) dλ dx. (4.37)
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S užit́ım lemmatu A.3.3 dostáváme

A1 =

∫

Ωh0

∫ 1

0

∂ijSkl(D(u) + λ∆+D(u))[Dij(∆
+u)−

− (
(∂nu)(Tx)⊗S ∆+∇a

)
ij
]Dkl(ϕ) dλ dx =

=

∫

Ωh0

∫ 1

0

∂ijSkl(D(u) + λ∆+D(u))Dij(∆
+u)Dkl(ϕ) dλ dx−

−
∫

Ωh0

∫ 1

0

∂ijSkl(D(u) + λ∆+D(u))
(
(∂nu)(Tx)⊗S ∆+∇a

)
ij
Dkl(ϕ) dλ dx

≡ A1.1 −A1.2,

(4.38)

A1.1 =
1

h2

∫

Ωh0

∫ 1

0

∂ijSkl(D(u) + λ∆+D(u))Dij(∆
+u)

[
Dkl(∆

+u)ξ2(x)+

+ 2[∆+u]kξ
∂ξ

∂xl

+ Dkl(n
u)ξ2 + [nu]kξ

∂ξ

∂xl

+ Dkl(z) dx
]
dλ dx

≡ B1 + · · ·+ B5.

(4.39)

S užit́ım předpokladu (P2) a lemmatu A.4.2 můžeme člen B1 odhadnout
následovně:

B1 ≥ 2C1

h2

∫

Ωh0

|D(∆+u)|2ξ2 dx ≥

≥ 2C1C0

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx− 2C1C01

∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣
2

|∇ξ|2 dx.

(4.40)

Na druhý člen B2 využijeme předpoklad (P3) a Cauchyho nerovnost s
ε > 0

|B2| ≤ 2C2

h2

∫

Ωh0

|∇∆+u|ξ|∆+u||∇ξ| dx ≤ εC2
2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx+

+ C

∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣
2

|∇ξ|2 dx ≤ εC2
2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx + C‖∇u‖4
2 + C‖∇ξ‖4

∞.

(4.41)
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Ve třet́ım členu B3 využijeme následuj́ıćı:

Dij(n
u(x)) =

∂

∂xj

{uk(Tx)[∆+n]kni(x)} =

=
∂uk(Tx)

∂xj

[∆+n]kni(x) + uk(Tx)
∂[∆+n]

∂xj

ni(x) + uk(Tx)[∆+n]
∂ni(x)

∂xj

.

(4.42)

Jak je uvedeno v lemmatu A.3.2, můžeme velikost gradientu normály
nebo i velikost diference gradientu normály odhadnou pomoćı konstanty
Cn, kterou zahrneme do obecné konstanty C.

|B3| ≤ C2

h2
|
∫

Ωh0

Dij(∆
+u)Dij(n

u)ξ2 dx| ≤

≤ C2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣(|∇u|Cn + |u|Cn + |u|C2
n)ξ2 dx

≤ 3εC2
2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx + C

∫

Ωh0

|∇u|2ξ2 dx + C

∫

Ωh0

|u|2ξ2 dx.

(4.43)

|B4| ≤ 2C2

h2

∫

Ωh0

|∇∆+u||nu|ξ|∇ξ| dx ≤

≤ C2
2ε

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx + C

∫

Ωh0

|u|2|∇ξ|2 dx ≤

≤ C2
2ε

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx + C‖∇ξ‖4
∞ + C‖u‖4

2,

(4.44)

|B5| ≤ C2

∫

Ωh0

Dij(∆
+u)Dij(z) dx ≤ εC2

2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

dx + C

∫

Ωh0

h2|∇z|2 ≤

εC2
2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

dx + C‖u‖2
1,2 + C‖∇ξ‖4

∞ + C‖u‖4
1,2.

(4.45)

Na člen A1.2 využijeme předpoklad (P3) a dále upravujeme obdobně jako
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v předchoźıch členech.

|A1.2| = |
∫

Ωh0

∫ 1

0

∂ijSkl(D(u) + λ∆+D(u))

(
(∂nu)(Tx)⊗S ∆+∇a

)
ij
Dkl(ϕ) dλ dx| ≤

≤ C2

h2
|
∫

Ωh0

(
(∂nu)(Tx)⊗S ∆+∇a

)
ij

[
Dij(∆

+u)ξ2 + 2[∆+u]iξ
∂ξ

∂xj

+

+ Dij(n
u)ξ2 + [nu]iξ

∂ξ

∂xj

+ Dji(z)
]
dx| ≡ B6 + · · ·+ B10.

(4.46)

S užit́ım lemmatu A.3.2 a odhadu (4.35) na korekci z máme

|B6| ≤ C2

∫

Ωh0

|∇u|Cn

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣ξ2 dx ≤ C

∫

Ωh0

|∇u|2ξ2 dx+

+ εC2
2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx,

(4.47)

|B7| ≤ C2

∫

Ωh0

|∇u|Cn

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣ξ||∇ξ| dx ≤ C‖∇ξ‖2
∞

∫

Ωh0

|∇u|2 dx+

+ C2
2C

∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx ≤ C‖∇ξ‖4
∞ + C‖∇u‖4

2 + C2
2C‖∇u‖2

2,

(4.48)

|B8| ≤ C2

∫

Ωh0

|∇u|Cn(|∇u|Cn + |u|Cn + |u|C2
n)ξ2 dx ≤ C2

2C‖u‖2
1,2, (4.49)

|B9| ≤ C2

∫

Ωh0

|∇u|Cn|u|Cnξ|∇ξ| dx ≤ C2
2C‖u‖4

1,2 + C‖∇ξ‖4
∞, (4.50)

Na člen B10 použijeme (4.35).

|B10| ≤ C2

∫

Ωh0

|∇u|Cnh|∇z| dx ≤ C2
n

2

∫

Ωh0

|∇u|2 dx +
C2

2h
2

2

∫

Ωh0

|∇z|2 dx ≤

≤ C‖∇u‖2
2 + C2

2C‖∇ξ‖4
∞ + C2

2C‖u‖4
1,2,

(4.51)
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|A2| = |
∫

Ωh0

Skl(D(u))(Tx)
(
(∂nϕ)(x)⊗S ∆+∇a

)
kl

dx| =

= |
∫

Ωh0

∫ 1

0

∂ijSkl(λD(u)(Tx))Dij(u)(Tx)
(
(∂nϕ)(x)⊗S ∆+∇a

)
ij

dλ dx|

≤ C2

∫

Ωh0

|∇u|
∣∣∣∇

(∆+u

h
ξ2 +

nu

h
ξ2 + hz

)
Cn

∣∣∣ dx ≤

≤ C2

∫

Ωh0

|∇u|
(∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣ξ2 +
∣∣∣∆

+u

h

∣∣∣2ξ∇ξ + |∇u|Cnξ
2 + |u|Cnξ

2+

+ |u|C2
nξ2 + |u|Cn2ξ∇ξ + h∇z

)
Cn dx ≤ C2

2ε

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx+

+ C‖u‖2
1,2 + C‖u‖4

1,2 + C‖∇ξ‖4
∞,

(4.52)

|A3| ≤ C2|
∫

Ωh0

D(u)D
[ 1

h2
∆−uξ2(T−1y) +

1

h2
nu(T−1y)ξ2(T−1y) + z

]

(∆−n)n dy| ≤ C2

∫

Ωh0

|∇u|
[∇∆−u

h
ξ2 +

∆−u
h

2ξ∇ξ +∇u
∆−n
h

nξ2+

+ u
∇∆−n

h
nξ2 + u

∆−n
h
∇nξ2 + u

∆−n
h

n2ξ∇ξ + h∇z
]
Cn dy ≤

≤ εC2
2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆−u
h

∣∣∣
2

ξ2 dy + C‖u‖2
1,2 + C‖u‖4

1,2 + ‖∇ξ‖4
∞,

(4.53)

|A4|+ |A5| ≤ C2|
∫

Ωh0

D(u)(y)
[ 1

h2
∆−uξ2(T−1y) +

1

h2
nu(T−1y)ξ2(T−1y) + z

]

(
∇(∆−n)n + (∆−n)∇n

)
dy| ≤ εC2

2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆−u
h

∣∣∣
2

ξ2 dy + C2
2C‖u‖2

1,2+

+ C‖∇ξ‖4
∞ + C‖∇u‖4

1,2.

(4.54)
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V následuj́ıćım členu využijeme odhad na zϕ (4.36):

|A6| ≤ C2|
∫

Ωh0

D(u) :D(zϕ) dy| ≤ C‖∇u‖2
2 + C2

2ε‖∇zϕ‖2
2 ≤

≤ C‖∇u‖2
2 + C2

2εK

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆−u
h

∣∣∣
2

ξ2 dy + C2
2εK‖u‖2

1,2+

+ C2
2εK‖∇ξ‖4

∞ + C2
2εK‖u‖4

1,2.

(4.55)

U členu A7 vyṕı̌seme argumenty, aby byl názorněǰśı postup.

A7 =

∫

Ωh0

[
uj

∂ui

∂xj

(Tx)− uj
∂ui

∂xj

(x)
]
ϕi(x) dx =

=

∫

Ωh0

(
uj(Tx)

[∂ui(Tx)

∂xj

−
(∂u

∂n
(Tx)⊗S (∆+∇a)

)
ij

]
− uj

∂ui

∂xj

(x)±

± uj(x)
∂ui(Tx)

∂xj

)
ϕi(x) dx =

∫

Ωh0

(
[∆+u]j(x)

∂ui(Tx)

∂xj

+

+ uj(x)
∂[∆+u]i(x)

∂xj

)
ϕi(x) dx−

∫

Ωh0

uj(Tx)
(∂u

∂n
(Tx)⊗S (∆+∇a)

)
ij
ϕi dx

≡ A7.1 −A7.2.

(4.56)

A7.1 =

∫

Ωh0

(
[∆+u]j

∂ui(Tx)

∂xj

+ uj(x)
∂[∆+u]i

∂xj

)
ϕi(x) dx =

=
1

h2

∫

Ωh0

[∆+u]j
∂ui(Tx)

∂xj

[∆+u]iξ
2(x) dx+

+
1

h2

∫

Ωh0

[∆+u]j
∂ui(Tx)

∂xj

[nu]iξ
2(x) dx +

∫

Ωh0

[∆+u]j
∂ui(Tx)

∂xj

zi dx+

+
1

h2

∫

Ωh0

uj(x)
∂[∆+u]i

∂xj

[∆+u]iξ
2(x) dx+

+
1

h2

∫

Ωh0

uj(x)
∂[∆+u]i

∂xj

[nu]iξ
2(x) dx +

∫

Ωh0

uj(x)
∂[∆+u]i

∂xj

zi dx ≡

≡ B11 + · · ·+ B16,

(4.57)
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Na člen B11 použijeme Cauchyho nerovnost s ε > 0 a interpolačńı nerovnost
(A.28). Dostáváme

|B11| ≤
∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣
2

|∇u|ξ2 dx ≤ ε

∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣
4

ξ4 dx + C

∫

Ωh0

|∇u|2 dx ≤

≤ εC

∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx

∫

Ωh0

(∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣ξ +
∣∣∣∆

+u

h

∣∣∣|∇ξ|
)2

dx+

+ C

∫

Ωh0

|∇u|2 dx ≤ εC‖∇u‖8
2 + C‖∇ξ‖4

∞+

+ εC‖∇u‖2
2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx + C‖∇u‖2
2,

(4.58)

U členu B12 postupujeme podobně jako v předchoźım př́ıpadě, použijeme
opět Cauchyho nerovnost s ε > 0 interpolačńı nerovnost (A.28) a vnořeńı
W 1,2 ↪→↪→ L4.

|B12| ≤
∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣|∇u||u|Cnξ
2 dx ≤ ε

∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣
4

ξ4 dx + C

∫

Ωh0

|u|4 dx+

+ C

∫

Ωh0

|∇u|2ξ2 dx ≤ εC‖∇u‖8
2 + C‖∇ξ‖4

∞+

+ εC‖∇u‖2
2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx + C‖u‖4
1,2 + C‖∇u‖2

2,

(4.59)

|B13| ≤
∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣|∇u|hz dx ≤ ε

∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣
4

dx + Ch4

∫

Ωh0

z4 dx+

+ C

∫

Ωh0

|∇u|2 dx ≤ εC‖∇u‖4
2 + εC‖∇u‖2

2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

dx+

+ Ch4‖z‖2
1,2‖z‖2

2 + C‖∇u‖2
2 ≤ εC‖∇u‖2

2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

dx+

+ C‖u‖4
1,2 + C‖∇u‖2

2 + C‖∇ξ‖8
∞ + C‖u‖8

1,2,

(4.60)
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|B14| ≤ 2

h2

∫

Ωh0

|u||∆+u|2ξ|∇ξ| dx ≤

≤ ε

∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣
4

dx + C

∫

Ωh0

|u|2ξ2|∇ξ|2 dx ≤

≤ εC‖∇u‖4
2 + εC‖∇u‖2

2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

dx + C‖∇ξ‖4
∞ + C‖u‖4

2,

(4.61)

|B15| ≤
∫

Ωh0

|u(x)|
∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣|u(Tx)|Cnξ2 dx ≤

≤ ε

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx + C

∫

Ωh0

|u|4ξ2 dx.

(4.62)

Člen B16 integrujeme per partes, využijeme div u = 0 a dále postupujeme
jako v předešlých členech.

|B16| ≤
∫

Ωh0

|u|
∣∣∣∆

+u

h

∣∣∣|h∇z| ≤

≤ C

∫

Ωh0

|u|4 dx + ε

∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣
4

dx + Ch2

∫

Ωh0

|∇z|2 dx ≤

≤ C‖u‖4
1,2 + εC‖∇u‖2

2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

dx + C‖u‖2
1,2 + C‖∇ξ‖4

∞,

(4.63)

A7.2 =
1

h2

∫

Ωh0

uj(Tx)
(∂u

∂n
(Tx)⊗S (∆+∇a)

)
ij
[(∆+u)iξ

2 + [nu]iξ
2 + zi] dx

≡ B17 + B18 + B19.

(4.64)
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U členu B17 provedeme podobné úpravy jako u B11

|B17| ≤
∫

Ωh0

|u||∇u|Cn

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣ξ2 dx ≤ ε

∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣
4

ξ4 dx+

+ C

∫

Ωh0

|∇u|2ξ2 + C

∫

Ωh0

|u|4 dx ≤ εC‖∇u‖2
2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx+

+ C‖∇ξ‖4
∞ + εC‖∇u‖8

2 + C‖∇u‖2
2 + C‖u‖4

1,2,

(4.65)

|B18| ≤ C2
n

∫

Ωh0

|u|2|∇u|ξ2 dx ≤ C‖u‖4
1,2 + C‖∇u‖2

2, (4.66)

|B19| ≤ Cn

∫

Ωh0

|u||∇u||hz| dx ≤ C

∫

Ωh0

|u|4 dx + C

∫

Ωh0

|∇u|2 dx+

+εh4

∫

Ωh0

|z|4 dx ≤ C‖∇u‖2
2 + C‖u‖4

1,2 + C‖∇ξ‖8
∞ + C‖u‖8

1,2.

(4.67)

A8 =

∫

Ωh0

u∇u[
1

h2
∆−uξ2(T−1y) +

1

h2
nu(T−1y)ξ2(T−1y) + z](∆−n)n dy

≡ B20 + B21 + B22.

(4.68)

Následuj́ıćı člen odhadneme stejně jako B12. Tedy

|B20| ≤ C

∫

Ωh0

|u||∇u||
∣∣∣∆

−u
h

∣∣∣ξ2 dy ≤ εC‖∇u‖8
2 + C‖∇ξ‖4

∞+

+ εC‖∇u‖2
2

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆−u
h

∣∣∣
2

ξ2 dy + C‖u‖4
1,2 + C‖∇u‖2

2,

(4.69)

|B21| ≤
∫

Ωh0

|u|2|∇u|Cnξ2Cn dy ≤ C(‖∇u‖2
2 + ‖u‖4

1,2), (4.70)

|B22| ≤ C

∫

Ωh0

|u||∇u|hzCn dy ≤ C(‖∇u‖2
2 + ‖u‖4

1,2 + ‖∇ξ‖8
∞ + ‖u‖8

1,2).

(4.71)
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Zde využijeme odhad na zϕ (4.36)

|A9| ≤ ‖∇u‖2‖u‖4‖zϕ‖4 ≤ ε‖zϕ‖2
1,2 + C‖∇u‖2

2‖u‖2
4 ≤

≤ εK

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆−u
h

∣∣∣
2

ξ2 dy + εK‖u‖2
1,2 + +εK‖∇ξ‖4

∞ + C‖u‖4
1,2.

(4.72)

Daľśı člen identity (4.29) si vyjádř́ıme v ekvivalentńı podobě

A10 =

∫

Ωh0

∆+f ·ϕ dx =

∫

Ωh0

f ·∆−ϕ dx. (4.73)

Po dosazeńı testovaćı funkce a přičteńı a odečteńı výraz̊u

1

h2

∫

Ωh0

fi[∆
−u]iξ

2 dx,
1

h2

∫

Ωh0

fi[n
u]iξ

2(T−1x) dx

dostáváme

A10 =
1

h2

∫

Ωh0

fi[∆
+u−∆−u]iξ

2 dx +
1

h2

∫

Ωh0

fi[∆
−u]i[ξ

2 − ξ2(T−1x)] dx−

− 1

h2

∫

Ωh0

fi[∆
+nu]iξ

2(T−1x) dx− 1

h2

∫

Ωh0

fi[n
u]i[ξ

2 − ξ2(T−1x)] dx+

+

∫

Ωh0

fi[∆
−z]i ≡ B23 + · · ·+ B27.

(4.74)

|B23| ≤ C

∫

Ωh0

|f |2ξ2 dx + ε

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx, (4.75)

|B24| ≤ C‖f‖2
2 + C‖∇ξ‖4

∞ + C‖∇u‖4
2, (4.76)

|B25| ≤
∫

Ωh0

|f |Cn

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣ξ2 ≤ ε

∫

Ωh0

∣∣∣∆
+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx + C

∫

Ωh0

|f |2ξ2 dx, (4.77)

|B26| ≤ C‖f‖2
2 + C‖∇ξ‖4

∞ + C‖u‖4
2, (4.78)

|B27| ≤ 1

2
‖f‖2

2 +
h2

2
‖∇z‖2

2 ≤ C(‖f‖2
2 + ‖u‖2

1,2 + ‖∇ξ‖4
∞ + ‖u‖4

1,2). (4.79)
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A11 ≤
∫

Ωh0

|f |
(∣∣∣∆

−u
h

∣∣∣ξ2 + |u|Cnξ2 + z
)
Cn dy ≤

≤ C(‖f‖2
2 + ‖u‖2

1,2 + ‖∇ξ‖4
∞ + ‖u‖4

1,2).

(4.80)

A12 ≤ C‖f‖2
2 + ε‖zϕ‖2

2 ≤ C‖f‖2
2 + εK

( ∫

Ωh0

∣∣∣∇∆−u
h

∣∣∣
2

ξ2 dy + ‖u‖2
1,2+

+‖∇ξ‖4
∞ + ‖u‖4

1,2

)
.

(4.81)

Dáme-li výše provedené výpočty dohromady, máme

[
2C1C0 − ε

(
4 + C2

2(9 + K) + 2K + 5C‖∇u‖2
2

)] ∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

ξ2 dx ≤

≤ ε(C2
2 + 2C‖∇u‖2

2)

∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

dx + C‖f‖2
2 + C(C2

2 + 1)‖u‖2
1,2+

+ C(C2
1 + C2

2 + 1)‖u‖4
1,2 + C‖u‖8

1,2 + C(C2
2 + 1)‖∇ξ‖4

∞ + C‖∇ξ‖8
∞.

(4.82)

Protože ε > 0 můžeme volit libovolně, jistě najdeme takové, že levá strana
výrazu (4.82) z̊ustane kladná. Z prvńıho apriorńıho odhadu (3.8) v́ıme, že
‖u‖1,2 < C.

Vid́ıme tedy, že celý postup selhává na tom, že v prvńım integrálu na
pravé straně v (4.82) chyb́ı seřezávaćı funkce ξ(x). Muśıme proto celý postup
modifikovat. Vezměme h ∈ (0, h0/2) pevně. Tedy na Ωh je definovaný výraz
∇∆+u

h
. Fixujme r, R tak, že 0 < r < R < h0/2 a x0 ∈ ∂Ωh0 . Necht’ ξ(x) ∈

C∞(BR(x0)) a nabývá hodnot

ξ(x)





= 1 x ∈ Br(x0)
∈ (0, 1) x ∈ BR(x0) \Br(x0)
= 0 ∈ R2 \BR(x0).

(4.83)

Jistě můžeme zvolit seřezávaćı funkci ξ tak, aby C(C2
2 + 1)‖∇ξ‖4

∞ ≤ A(R−
r)−α pro nějaké A,α > 0 a C‖∇ξ‖8

∞ ≤ B. Dále definujme Ωr := Br(x0)∩Ω
pro x0 ∈ ∂Ωh0 . Nyńı zopakujeme výše uvedené odhady jednotlivých člen̊u
identity (4.29), tentokráte pro oblast ΩR mı́sto Ωh0 . V tomto výpočtu budou
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všechny uvedené konstanty nezávislé na r, R, h. Aplikujeme lemma A.5.1 z
dodatku pro

f(r) := sup
x∈Ωh0

∫

Ωr

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

dx,

Protože plat́ı již zmiňovaný vztah C(C2
2 +1)‖∇ξ‖4

∞ ≤ A(R−r)−α, A, α >
0, C‖∇ξ‖8

∞ ≤ B, tak dokážeme splnit předpoklad lemmatu A.5.1

∫

Ωr

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

dx ≤ε

∫

ΩR

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

dx + A(R− r)−α + B

∀x0 ∈ Ωh0 ∀0 < r < R < h0/2.

(4.84)

Tedy dle lemmatu A.5.1 máme

∫

Ωr

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

dx ≤ c[A(R− r)−α + B] ∀x0 ∈ Ωh0 ∀0 < r < R < h0/2,

(4.85)

kde konstanty A,B záviśı pouze na normě f v L2(Ω)2 a normě u ve W 1,2(Ω)2.
Stejně tak celá pravá strana (4.82) nyńı záviśı pouze na ‖f‖2 a ‖u‖1,2. Po
úpravě ∫

Ωh0

∣∣∣∇∆+u

h

∣∣∣
2

dx ≤ C(‖f‖2, ‖u‖1,2). (4.86)

Dı́ky (A.18) a (A.19) dostáváme

2∑
i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂2u

∂xi∂τ

∣∣∣
2

dx ≤ C(‖f‖2, ‖u‖1,2). (4.87)

Poznámka: V př́ıpadě vnitřńı regularity, necht’ V ⊂⊂ Ω0 ⊂⊂ Ω a
dist(∂Ω0, ∂Ω) = h0 > 0. Necht’ er, r = 1, 2 je báze souřadného systému v R2.
Pro h ∈ (0, h0) definujme zobrazeńı T : Ω0 → Ω následuj́ıćım předpisem:

T : x 7→ x + her, r = 1, 2. (4.88)

Z výše uvedeného je vidět, že v př́ıpadě vnitřńı regularity a regularity u hran-
ice v tečném směru můžeme postupovat velmi podobně. Testovaćı funkce
bude mı́t jednodušš́ı tvar a odhady jednotlivých člen̊u identity (4.29) budou
velmi podobné, v mnoha př́ıpadech početně méně náročné.
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(ii) Normálový směr

Budeme postupovat podle [26], kde je problém normálového směru řešen
ve třech dimenźıch pro evolučńı variantu. Tento výpočet je rovněž užit v
článćıch [12] a [14], kde je výpočet proveden pro stacionárńı dvoudimen-
zionálńı problém.

Abychom odhadli celý ∇2u, stač́ı se zaměřit d́ıky (4.87) na ∂2u1

∂x2
2

a ∂2u2

∂x2
2
.

Druhý člen může být vyjádřen př́ımo z podmı́nky div u = 0 (po aplikaci
∂

∂x2
)

∂2u2

∂x2
2

= − ∂u1

∂x1∂x2

. (4.89)

Informaci o ∂2u1

∂x2
2

źıskáme z rovnice (4.15). Formálńı aplikaćı1 operátoru curl

curl g =
∂g2

∂x1

− ∂g1

∂x2

pro g : Ω 7→ R2 (4.90)

z rovnice (4.15) vypadne tlak. Dostáváme

∂2

∂x2
1

∂21Φ(|D|2) +
∂2

∂x1∂x2

∂22Φ(|D|2)− ∂2

∂x2∂x1

∂11Φ(|D|2)−

− ∂2

∂x2
2

∂12Φ(|D|2) +
∂

∂x1

[uk
∂u2

∂xk

]− ∂

∂x2

[uk
∂u1

∂xk

]− ∂f2

∂x1

+
∂f1

∂x2

= 0.

(4.91)

Položme G ≡ ∂
∂x2

∂12Φ(|D|2). Plat́ı

‖ξG‖−1,2 ≤ C‖∂12Φ(|D|2)‖2 ≤ C‖D(u)‖2 ≤ C. (4.92)

Dále, d́ıky (P3)

∥∥∥ ∂

∂x1

(ξG)
∥∥∥
−1,2

≤
∥∥∥ ∂

∂x1

∂12Φ(|D|2)
∥∥∥

2
≤ C + C ′

2∑
i=1

∥∥∥ ∂2u

∂x1∂xi

∥∥∥
2
. (4.93)

Z rovnice (4.91) dostáváme
∥∥∥ ∂

∂x2

(ξG)
∥∥∥
−1,2

≤ C
(∥∥∥ ∂

∂x1

(∂21Φ(|D|2) + ∂22Φ(|D|2)− ∂11Φ(|D|2))
∥∥∥

2
+

+
∥∥∥uk

∂u

∂xk

∥∥∥
2
+ ‖f‖2

)
.

(4.94)

1Postup je založen na testováńı rovnice (4.15) funkćı rot g. Výsledek je stejný, tj.
dostaneme rovnici (4.91) ve smyslu distribućı.
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Nyńı můžeme aplikovat Nečasovu větu o negativńıch normách (viz věta A.4.2
v dodatku) abychom dostali

‖ξG‖2 ≤ C(‖ξG‖−1,2 + ‖∇ξG‖−1,2) ≤ C + C ′
2∑

i=1

∥∥∥ ∂2u

∂x1∂xi

∥∥∥
2
. (4.95)

Z definice G a symetrie D(u) máme

∂

∂x2

∂12Φ(|D|2) = ∂11∂12Φ(|D|2) ∂

∂x2

D11(u) + ∂22∂12Φ(|D|2) ∂

∂x2

D22(u)+

+ 2∂12∂12Φ(|D|2) ∂

∂x2

D12(u).

(4.96)

Po úpravě

∂12∂12Φ(|D|2)∂D12(u)

∂x2

=
G

2
− 1

2
∂11∂12Φ(|D|2)∂D11(u)

∂x2

−

−1

2
∂22∂12Φ(|D|2)∂D22(u)

∂x2

.

(4.97)

Užijeme-li toho, že D12(
∂u
∂x2

) = ∂2∂u1

∂x2
2

+ ∂2u2

∂x1∂x2
, dále d́ıky předpokladu (P2)

v́ıme, že ∂12∂12Φ(|D|2) ≥ 2C1. Pokud posledńı člen (4.97) uprav́ıme pomoćı
(4.89), tak z (4.95) a z (4.97) dostaneme

∥∥∥ξ
∂2u1

∂x2
2

∥∥∥
2
≤ C + C ′

2∑
i=1

∥∥∥ ∂2u

∂x1∂xi

∥∥∥
2
. (4.98)

Dı́ky vnitřńı regularitě v́ıme, že pravá strana (4.98) je konečná. Abychom
mohli využ́ıt výsledky vnitřńı regularity, provedeme celý postup pro normá-
lový směr na otevřené množině U , kde U ⊂ Vh0 . Protože odhady, které takto
dostaneme, nezáviśı na U , lze při vhodné volbě U udělat limitńı přechod na
celé Vh0 .

Ze vztahu (4.98) užit́ım definice tečné derivace, vztahu (4.87) a (4.89)
odvod́ıme

2∑
i=1

∥∥∥ξ
∂2uj

∂x2
2

∥∥∥
2
≤ C +

∥∥∥∂∇u

∂τ

∥∥∥
2
+ Ĉ sup

x1∈(−α,α)

|(a(x1))
′|

2∑
i=1

∥∥∥ξ
∂2uj

∂x2
2

∥∥∥
2
. (4.99)
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Zvoĺıme- li α tak, že

Ĉ max
l

sup
x1∈(−α,α)

|a′(x1)| ≤ 1

2
, (4.100)

můžeme potom posledńı člen v (4.99) přesunout na levou stranu a máme

∥∥∥∂2uj

∂x2
2

∥∥∥
2
≤ C, (4.101)

č́ımž je normálový směr hotov. Spolu s tečným směrem a vnitřńı regularitou
tedy dostáváme, že u ∈ W 2,2(Ω). ¥

4.3 Rekonstrukce tlaku

Dı́ky právě dokázanému lemmatu 4.2.1 v́ıme, že rovnice (4.15) je splněna
skoro všude. To nám umožńı jednoduchým zp̊usobem zrekonstruovat tlak.

Doposud jsme se zabývali slabou formulaćı problému (at’ už stacionárńıho
(NSp.slip)

2
stac nebo evolučńıho (NSp.slip)

2) ve které se nevyskytoval tlak, protože
jsme uvažovali testovaćı funkce z prostoru s nulovou divergenćı. Nyńı nás
zaj́ımá otázka, zda existuje tlak p ∈ D′(Ω), že

〈∂u

∂t
,ϕ

〉
+

∫

Ω

S(D(u)) :D(ϕ) dx−
∫

Ω

(u⊗ u) :∇ϕ dx + 〈∇p,ϕ〉 = 〈f ,ϕ〉
∀ϕ ∈ D(Ω) a s.v. t ∈ (0, T ).

(4.102)

Z De Rhamova lemmatu (lemma A.4.6) v́ıme, že pravou stranu rovnice

∇p = f − ∂u

∂t
+ div S − div(u⊗ u) (4.103)

můžeme napsat ve tvaru gradientu. Protože z dř́ıve dokázaného v́ıme, že
u ∈ L∞(I, W 2,2(Ω)2) a ∂u

∂t
∈ L∞(I, L2(Ω)2), tak rovnice (4.103) je splněna

skoro všude a jej́ı pravá strana lež́ı v L2(Ω)2. Použijeme li Poincarého nerov-
nost A.1.2 s dodatečným předpokladem

∫
Ω

p dx = 0, dostáváme, že existuje
tlak p ∈ W 1,2(Ω) pro s.v. t, tedy p ∈ L∞(I, W 1,2(Ω)),

∫
Ω

p dx = 0.

53



Dodatek A

Přehled použité teorie

A.1 Přehled nerovnost́ı

Tvrzeńı A.1.1 (Youngova nerovnost). Necht’ 1 < p, q < ∞, 1
p
+ 1

q
= 1. Pak

ab ≤ ap

p
+

bq

q
, a, b > 0, (A.1)

ab ≤ εap + C(ε)bq, a, b, ε > 0, C(ε) = (εp)−q/pq−1. (A.2)

Poznámka: Pro p = q = 2 se nerovnost nazývá Cauchyho (zde m̊užeme brát
a, b ∈ R).

Tvrzeńı A.1.2 (Hölderova nerovnost). Necht’ 1 ≤ p, q ≤ ∞, 1
p

+ 1
q

= 1.

Pokud u ∈ Lp(Ω), v ∈ Lq(Ω), pak plat́ı
∫

Ω

|uv| dx = ‖u‖Lp(Ω)‖v‖Lq(Ω). (A.3)

Věta A.1.1 (Kornova nerovnost). Necht’ p ∈ (1,∞). Pak existuje kladná
konstanta Kp = Kp(p, Ω), že ∀u ∈ W 1,p(Ω)d plat́ı:

Kp‖u‖1,p ≤ ‖D(u)‖p + ‖u‖p. (A.4)

Poznámka: Pokud u ∈ W 1,p
0 (Ω)d, plat́ı dokonce Kp‖u‖1,p ≤ ‖D(u)‖p.

Věta A.1.2 (Poincarého nerovnost). Necht’ Ω ⊂ Rd je oblast s Lipschit-
zovskou hranićı. Necht’ p ∈ [1,∞). Pak existuje konstanta C závislá pouze
na p, n a Ω tak, že plat́ı

‖f‖p
W 1,p(Ω) ≤ C

(
‖∇f‖p

Lp(Ω) +
∣∣∣
∫

Ω

f dx
∣∣∣
p)

∀f ∈ W 1,p(Ω). (A.5)
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Věta A.1.3 (Gronwallova nerovnost). Necht’ η(·) je nezáporná absolutně
spojitá funkce na [0, T ], která splňuje pro s.v. t diferenciálńı rovnici

η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t), (A.6)

kde φ(t), ψ(t) ∈ L1((0, T )) jsou nezáporné funkce na [0, T ]. Pak

η(t) ≤ exp
( ∫ t

0

φ(s)ds
) [

η(0) +

∫ t

0

ψ(s) ds
]

(A.7)

pro všechna 0 ≤ t ≤ T .

Důkaz: Lze nalézt v [3].

A.2 Řešeńı ODR

Definice A.2.1 (Carathéodoryho podmı́nka). Uvažujme c : Iδ ≡ (t0−δ, t0+
δ) → Rd a funkci F (t, c(t)) : Iδ × K → Rd, kde K ≡ {c ∈ Rd; |c − c0| <
∆} pro nějaké ∆. Řekneme, že funkce F splňuje Carathéodoryho podmı́nku,
pokud

• t → Fi(t, c) je měřitelná pro všechna i = 1 . . . d a pro všechna c ∈ K

• c → Fi(t, c) je spojitá pro skoro všechna t ∈ Iδ

• Existuje integrabilńı funkce G : Iδ → R, že

|Fi(t, c)| ≤ G(t) ∀(t, c) ∈ Iδ ×K ∀i = 1 . . . d

Věta A.2.1. Necht’ F splňuje Carathéodoryho podmı́nku. Pak existuje δ′ ∈
(0, δ) a spojitá funkce c : Iδ′ → Rd, že

• dc
dt

existuje pro skoro všechna t ∈ Iδ′

• c řeš́ı problém

d

dt
c(t) = F (t, c(t)) t ∈ Iδ′ (A.8)

c(t0) = c0 ∈ Rd
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Definice A.2.2. Necht’ c1 : Iδ1 7→ Rn a c2 : Iδ2 7→ Rn jsou řešeńı problému
(A.8). Budeme psát c1 ≤ c2, jestlǐze Iδ1 ⊂ Iδ2 a c1(t) = c2(t) pro t ∈ Iδ1.
Řešeńı c1 problému A.8 se nazývá maximálńı, jestlǐze z podmı́nek

• c2 je řešeńı A.8

• c1 ≤ c2

plyne c1 = c2.

Věta A.2.2 (O ut́ıkáńı z kompaktu). Necht’ c : Iδ 7→ Rn je maximálńı
řešeńı problému A.8. Bud’ A ⊂ Iδ × K, A kompaktńı. Pak existuje δ′ > 0
tak, že δ′ < δ a (c(t), t) 6∈ A pro t ∈ Iδ\Iδ′.

Důkaz: Lze nalézt v [15].

A.3 Popis hranice

Obecný popis hranice oblasti typu Ck,µ lze nalézt např́ıklad v [3] nebo [30],
konkrétńı popis bĺızký našemu př́ıpadu v [14] nebo [9].

Necht’ je hranice ∂Ω lokálně popsaná C3 zobrazeńımi a1, a2, . . . , ak, k ∈ N
splňuj́ıćımi a′l(0) = 0. V př́ıslušej́ıćım l−tém souřadném systému předpoklá-
dáme, že pro pevné kladné α a x1 ∈ (−α, α) plat́ı

a(x1) ∈ W 3,∞((−α, α)), (i)

(x1, x2) ∈ ∂Ω ⇔ x2 = al(x1), (ii)

V l
+ = {(x1, x2); x1 ∈ (−α, α), x2 ∈ (al(x1), al(x1) + α)} ⊂ Ω, (iii)

V l
− = {(x1, x2); x1 ∈ (−α, α), x2 ∈ (al(x1)− α, al(x1))} ⊂ R2 \ Ω. (iv)

Dále definujme

V l := {(x1, x2); x1 ∈ (−α, α), x2 ∈ (al(x1)− α, al(x1) + α)}.
Pro dané α > 0 existuje systém V l, l = 1, . . . , k pokrývaj́ıćı hranici ∂Ω. Ex-
istuje h0 > 0 tak, že lze zvolit konečný systém množin V l

h0
, jejichž sjednoceńı

pokrývá ∂Ω a plat́ı V l
h0
⊂ V l a dist(∂V l

h0
, ∂V l) ≥ h0. Dále uvažujme systém

množin V l
h0
2

, že V l
h0
⊂ V l

h0
2

⊂ V l, l = 1, . . . , k a dist(∂V l
h0
2

, ∂V l
h0

) = h0

2
. Lze

vybrat otevřenou hladkou množinu V 0, že dokážeme pokrýt celou oblast Ω:

Ω ⊂
k⋃

l=0

V l
h0
⊂

k⋃

l=0

V l
h0
2

⊂
k⋃

l=0

V l.
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Definujme Ωl
h0

:= V l
h0
2

∩ Ω. Vezměme pevné l a pro přehlednost tento index

ve výpočtech neuvádějme.
Vněǰśı normála1 k ∂Ω je definována jako

n = (−a′(x1), 1).

Tečnou derivaci na V zavedeme následuj́ıćım zp̊usobem

∂

∂τ
=

∂

∂x1

+ a′(x1)
∂

∂x2

.

Necht’ h ∈ (0, h0), definujme zobrazeńı T : Ωh0 7→ V následuj́ıćım předpisem:

T : x 7→ (x1 + h, x2 + a(x1 + h)− a(x1)) = (y1, y2). (A.9)

Potom inverzńı zobrazeńı T−1 je dáno

T−1 : y 7→ (y1 − h, y2 + a(y1 − h)− a(y1)) = (x1, x2). (A.10)

S užit́ım právě definovaného zobrazeńı T zaved’me pro větš́ı přehlednost
značeńı pro diference

∆+g(x) := g(Tx)− g(x), (A.11)

∆−g(x) := g(x)− g(T−1x). (A.12)

V př́ıpadě, že budeme pracovat se skalárńı funkćı a(x1), budeme vektorem
∇a(x1) rozumět vektor (a′(x1), 0). Posunut́ım T se zde rozumı́ pouze re-
strikce T na prvńı složku, t́ım pádem i označeńı ∆+a bude mı́t význam
rozd́ılu posunut́ı funkce a ve směru x1 a funkce a v bodě x1. Tedy

∆+a(x1) = a(x1 + h)− a(x1). (A.13)

Obdobně pro ∆−a. Plat́ı

(∂Ti(x)

∂xj

)
i,j=1,2

=

(
1 0

(∆+a(x1))
′ 1

)
, (A.14)

1Obecně se nejedná o jednotkový vektor. Ve všech výpočtech budeme k n přistupovat,
jako by se jednalo v jednotkovou normálu. Konstanta, kterou by se n muselo normalizovat,
nemá na provedené výpočty vliv, respektive lze zahrnout do obecné konstanty vyskytuj́ıćı
se v odhadech.
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(∂T−1
i (y)

∂yj

)
i,j=1,2

=

(
1 0

(∆−a(y1))
′ 1

)
. (A.15)

Obě matice (A.14) a (A.15) maj́ı determinant rovný 1. Tečnou derivaci
funkce g můžeme pomoćı zobrazeńı T zapsat jako

∂g

∂τ
(x) = lim

h→0

∆+g

h
. (A.16)

Následuj́ıćı lemma popisuje vztah mezi diferenćı a gradientem, respektive
mezi diferenćı a derivaćı v tečném směru (viz [26]):

Lemma A.3.1. Necht’ p > 1. Potom pro všechna g ∈ W 1,p
n (Ω) plat́ı

∫

Ωh0

∣∣∣∆
+g

h

∣∣∣
p

dx ≤ c(a)‖∇g‖p
p. (A.17)

Dále je-li g ∈ Lp(Ω) a pokud pro všechny h ∈ (0, h0) plat́ı

∫

Ωh0

∣∣∣∆
+g

h

∣∣∣
p

dx ≤ C, (A.18)

potom ∂g
∂τ

existuje ve smyslu distribućı a

∫

Ωh0

∣∣∣∂g

∂τ

∣∣∣
p

dx ≤ C. (A.19)

Důkaz: Lze nalézt v [26].
Následuj́ıćı lemma usnadňuje práci s normálou n v odhadech.

Lemma A.3.2. Necht’ n(x) = (−a′(x1), 1) je vněǰśı normála k ∂Ω v bodě
x ∈ ∂Ω, Ω ∈ C3. Potom existuje konstanta Cn, že pro všechna h ∈ (0, h0)
plat́ı: ∥∥∥∆±a

h

∥∥∥
3,∞

≤ Cn, (A.20)

Důkaz: Zřejmý z (A.17) a vlastnost́ı funkce a(x1).
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Lemma A.3.3. Necht’ supp u ⊂ supp ξ. Pak

∇(u(Tx)) = (∇u)(Tx) + (∂nu)(Tx)⊗∆+∇a, (A.21)

∇∆+u = ∆+∇u + (∂nu)(Tx)⊗∆+∇a, (A.22)

D(u(Tx)) = (Du)(Tx) + (∂nu)(Tx)⊗S ∆+∇a, (A.23)

D∆+u = ∆+Du + (∂nu)(Tx)⊗S ∆+∇a, (A.24)

div ∆+u = ∆+div u + (∂nu)(Tx)∆+∇a, (A.25)

kde symbolem u⊗S v rozumı́me 1
2
(u⊗ v + (u⊗ v)T ) a jak už bylo zmı́něno

výše ∇a = (a′, 0).

Toto lemma lze nalézt v [10].

A.4 Prostory funkćı

Lemma A.4.1 (Aubin-Lions). Necht’ 1 < α, β < +∞. Necht’ X je Ba-
nach̊uv prostor a X0, X1 jsou separabilńı a reflexivńı Banachovy prostory a
necht’ X0 ↪→↪→ X ↪→ X1. Potom plat́ı

{v ∈ Lα(I, X0),
∂v

∂t
∈ Lβ(I,X1)} ↪→↪→ Lα(I, X). (A.26)

Důkaz: Lze nalézt v [29].

Věta A.4.1. Necht’ Ω ∈ C0,1, f ∈ W 1,s(Ω) ∩ Lq(Ω), 1 ≤ q < ∞.
a) Je-li s < d, potom f ∈ Lr(Ω), r < ds

d−s
a pro q < r < ds

d−s
existuje

CI = CI(Ω, d, s, q, r):

‖f‖r ≤ CI‖f‖α
1,s‖f‖1−α

q , α ∈ [0, 1],

1

r
= α

(1

s
− 1

d

)
+ (1− α)

1

q
.

(A.27)

b) Je-li s = d, potom lze brát v (A.27) q ≤ r < ∞ a r ≤ ∞ pro s > d.
Speciálně pro d = 2, r = 4, s = q = 2 je α = 1

2
, tj. existuje CI = CI(d) :

∀u ∈ W 1,2(Ω):

‖u‖4 ≤ CI‖u‖1/2
1,2 ‖u‖1/2

2 , Ω ⊂ R2. (A.28)

Důkaz: Lze nalézt v [29].
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Věta A.4.2 (Nečasova věta o negativńıch normách). Necht’ p ∈ (1,∞) a
necht’ u ∈ W 1,p

0 (Ω)d. Potom existuje konstanta c, že plat́ı

c‖u‖p ≤ ‖u‖−1,p + ‖∇u‖−1,p. (A.29)

Důkaz: Lze nalézt např. v [25].

Lemma A.4.2. Necht’ Ω ⊂ Rd je oblast tř́ıdy C1 a necht’ u ∈ W 1,2(Ω)d,
ξ ∈ D(Ω). Potom

∫

Ω

|D(u)|2ξ2 dx ≥ C0

∫

Ω

|∇u|2ξ2 dx− C01

∫

Ω

|u|2|∇ξ|2 dx. (A.30)

Důkaz: Lze nalézt v [26].

Lemma A.4.3. Necht’ u ∈ Lp(Ω), p ≥ 1. Pak u ∈ W 1,p(Ω) právě tehdy,
když u má reprezentanta ū, který je absolutně spojitý na skoro všech úsečkách
v Ω rovnoběžných se souřadnými osami a jehož klasické parciálńı derivace
patř́ı do Lp(Ω).

Důkaz: Lze nalézt např́ıklad v [33].

Lemma A.4.4. Necht’ X(Ω)d a Y (Ω)d jsou dva Hilbertovy prostory, (X(Ω)d)∗

a (Y (Ω)d)∗ jsou př́ıslušné duálńı prostory. Necht’ X ↪→ Y hustě. Necht’

u ∈ Lp(I, X(Ω)d), u′ ∈ Lp′(I, (X(Ω)d)∗). Potom u je rovno s.v. na (0, T )
spojité funkci z [0, T ] do Y . Nav́ıc

d

dt
‖u‖2

Y = 2〈u′,u〉X vD(I). (A.31)

Důkaz: Lze nalézt v [29].

Lemma A.4.5 (Bogovského lemma). Necht’ Ω ⊂ R2, Ω ∈ C0,1. Necht’ m ≥
0, q ∈ (1,∞) a f ∈ Wm,q

0 (Ω) splňuje podmı́nku kompatibility

∫

Ω

f dx = 0. (A.32)

Potom existuje u ∈ Wm+1,q
0 (Ω)2 řeš́ıćı

div u = f v Ω (A.33)

u = 0 na ∂Ω. (A.34)
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Nav́ıc, existuje konstanta C nezávislá na f , že plat́ı

‖∇u‖m,q ≤ C‖f‖m,q. (A.35)

Máme-li g ∈ W 1,q(Ω)2 takové, že f = div g a je splněna podmı́nka kompati-
bility ∫

∂Ω

g · n dx = 0, (A.36)

pak také
‖u‖q ≤ C‖g‖q. (A.37)

Důkaz: Obecněǰśı d̊ukaz (pro nehomogenńı Dirichletovu hraničńı pod-
mı́nku) lze nalézt v [1] nebo např́ıklad v [6].

Lemma A.4.6 (De Rhamovo lemma). Necht’ Ω je otevřená podmnožina Rd

a f distribuce na D′(Ω)d splňuj́ıćı ∀u ∈ D(Ω), div u = 0

〈f ,u〉 = 0. (A.38)

Pak existuje distribuce p v D′(Ω), že f = ∇p.

Toto lemma lze nalézt např́ıklad v [1].

A.5 Ostatńı

Věta A.5.1 (Lebesgueova věta). Necht’ uk ⊂ L1(Ω) je posloupnost konver-
guj́ıćı skoro všude k nějakému u a plat́ı |uk(x)| ≤ v(x) pro nějaké v ∈ L1(Ω).
Potom u ∈ L1(Ω) a limk→∞

∫
A

uk(x) dx =
∫

A
u(x) dx pro libovolné A ⊂ Ω

měřitelné.

Důkaz: Lze nalézt např́ıklad v [23].

Lemma A.5.1. Necht’ f : [a, b] 7→ R+ je omezená. Předpokládejme, že
existuj́ı konstanty A,B, α > −1 a ε ∈ (0, 1), že

f(r) ≤ εf(R) + A(R− r)−α + B ∀a ≤ r ≤ R ≤ b. (A.39)

Pak existuje kladná konstanta c = c(α, ε), že plat́ı

f(r) ≤ c[A(R− r)−α + B] ∀a ≤ r ≤ R ≤ b. (A.40)
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Důkaz: Volme r ∈ [a, b) a hledejme δi tak, že R = r +
∑∞

i=1 δi. Dle
předpokladu v́ıme, že plat́ı

f(r) ≤ εf(r + δ1) + Aδ−α
1 + B ≤ ε[εf(r + δ1 + δ2) + Aδ−α

2 + B] + Aδ−α
1 + B =

= ε2f(r + δ1 + δ2) + A(δ−α
1 + εδ−α

2 ) + B(1 + ε)

≤ εkf(r +
k∑

i=1

δi) +
A

ε

k∑
i=1

δ−α
i εi +

B

ε

k∑
j=1

εi ≡ RHS.

(A.41)

Pro k jdoućı do nekonečna máme

f(r) ≤ lim
k→∞

RHS =
A

ε

∞∑
i=1

δ−α
i εi +

B

1− ε
. (A.42)

Pokud za δi vezmeme:

δi := ε
i

α+1
1− ε

1
α+1

ε
1

α+1

(R− r) =
(
ε

i−1
α+1 − ε

i
α+1

)
(R− r), α > −1, (A.43)

pak plat́ı vztah

R = r +
∞∑
i=1

δi. (A.44)

Pokud (A.43) dosad́ıme do (A.42), dostáváme

f(r) ≤ A

ε
(R− r)−α

(1− ε
1

α+1

ε
1

α+1

)−α
∞∑
i=1

ε
−αi
α+1

+i +
B

1− ε
=

=
A

ε
(R− r)−α

( ε
1

α+1

1− ε
1

α+1

)α+1

+
B

1− ε
=

= A(R− r)−α
(
1− ε

1
α+1

)−α−1
+

B

1− ε
≤

≤ c(ε, α)[A(R− r)−α + B],

(A.45)

kde c(ε, α) = max
(

1
1−ε

,
(
1− ε

1
α+1

)−α−1
)
.

¥
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