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Regresńı modely pro intenzity poruch v
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Studijńı program: Matematika
Studijńı obor:
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4.2 Reálné problémy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Závěr 61
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Title: Regression Models for Failure Intensities in Reliability Analysis
Author: Petr Novák
Department: Department of Probability and Mathematical Statistics
Supervisor: Doc. Petr Volf, CSc., ÚTIA AV ČR
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Úvod

Analýza spolehlivosti respektive analýza přežit́ı je d̊uležitým nástrojem ma-
tematické statistiky, který umožňuje vyhodnocovat data reprezentuj́ıćı čas
přežit́ı nebo výdrže jedinc̊u ve sledovaném výběru, at’ pacient̊u v lékařských
studíıch nebo součástek v pr̊umyslových testech. V této práci se zaměř́ıme
na studováńı a porovnáváńı regresńıch model̊u pro spolehlivost, tedy metod
popisuj́ıćıch vliv vysvětluj́ıćıch proměnných na čas do sledované události.
V medicinských studíıch mohou mı́t na délku dožit́ı vliv např. věk, pohlav́ı
nebo výška, při pr̊umyslovém testováńı součástek může mı́t na výdrž vliv
např. zátěžový tlak, použitý materiál nebo teplota.

V prvńı kapitole shrneme teoretické základy analýzy spolehlivosti, kde hraje
d̊uležitou roli teorie č́ıtaćıch proces̊u a martingal̊u.

Vliv vysvětluj́ıćıch proměnných je možné interpretovat mnoha zp̊usoby. Ve
druhé kapitole poṕı̌seme tři základńı modely, kterými jsou Cox̊uv model pro-
porcionálńıho rizika, model se zrychleným časem a Aalen̊uv aditivńı model.
U každého modelu uvád́ıme metody, jak odhadovat jeho parametrické a ne-
parametrické části a zp̊usoby, jak testovat vhodnost modelu, tj. jak provést
test dobré shody modelu s daty.

Ve třet́ı kapitole zkoumáme kombinace základńıch model̊u. Věnujeme se po-
drobněji rozd́ıl̊um mezi Coxovým modelem a modelem se zrychleným časem
a uvád́ıme také Cox-Aalen̊uv model kombinuj́ıćı proporcionálńı a aditivńı
vlivy na riziko.

Ve čtvrté kapitole předvedeme implementaci představených model̊u. Na si-
mulovaných datech demonstrujeme funkčnost testových procedur. Pro reál-
ná data z praxe vyzkouš́ıme hledáńı a interpretaci nejvhodněǰśıho modelu.
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Kapitola 1

Základy analýzy přežit́ı

Zabýváme se studiem nezáporných náhodných veličin, které reprezentuj́ı čas
od počátku sledováńı do nějaké předem definované události. Základńı úlohou
bude odhadnout rozděleńı těchto veličin na základě pozorovaných dat. Často
se takto analyzuj́ı data z lékařských výzkumů, např. čas od projeveńı vážné
nemoci do smrti pacienta, nebo data z technických studíı týkaj́ıćı se např.
životnosti součástek.

Mějme tedy hodnoty T1, ..., Tn, o nichž předpokládáme, že jsou nezávislé a
stejně rozdělené (iid) s distribučńı funkćı F(t). V analýze spolehlivosti se
obvykle pracuje s funkćı přežit́ı - pravděpodobnost́ı, že se subjekt dožije
určitého času:

S(t) := P (T ≥ t) = 1 − F (t),

rizikovou funkćı:

α(t) := lim
h→0+

P (t ≤ T < t + h|T ≥ t)

h

a kumulativńı rizikovou funkćı:

A(s) :=
∫ t

0
α(s)ds

Pokud je rozděleńı dat spojité s hustotou f , zjist́ıme, že

α(t) = lim
h→0+

P (t ≤ T < t + h ∧ T ≥ t)/h

P (T ≥ t)
=

f(t)

S(t)
,

dále plat́ı

S(t) = exp(−
∫ t

0
α(s)ds).
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Většinu model̊u nav́ıc sestavujeme tak, aby zahrnovaly i cenzorovaná data,
tj. data, kdy ne všechny jedince pozorujeme kompletně od začátku až do
události. Zde budeme pracovat se zprava cenzorovanými daty, kdy u ně-
kterých jedinc̊u bylo sledováńı ukončeno, aniž by se projevila událost. Když
testujeme např́ıklad životnost součástek, neńı často možné čekat s uzavřeńım
studie až do doby, než se porouchá posledńı sledovaná. Proto se studie ukonč́ı
po určitém čase s t́ım, že u zbylých součástek v́ıme jen, že se do tohoto času
neporouchaly.

Formálně pak uvažujeme skutečné časy událost́ı T ∗
1 , ..., T ∗

n , časy cenzorováńı
C1, ..., Cn, časy ukončeńı pozorováńı Ti = min(T ∗

i , Ci) a indikátory událost́ı
∆i = I(T ∗

i < Ci). V př́ıpadě nezávislého cenzorováńı, tedy že T ∗
i a Ci jsou

navzájem nezávislé, pozorujeme nezávislé, stejně rozdělené dvojice (Ti, ∆i)
n
i=1.

Zde se budeme zabývat regresńımi modely, tedy chováńım dat v závislosti na
vysvětluj́ıćıch proměnných - kovariátách. Data proto budeme mı́t ve tvaru
(Ti, ∆i,X i)

n
i=1, kde X i představuje vektor hodnot kovariát. Časy událost́ı

pak uvažujeme nezávislé podmı́něně na X i. V některých modelech budeme
pracovat i s kovariátami měńıćımi se v čase X i(t).

Č́ıtaćı procesy pro události

Užitečným nástrojem v analýze přežit́ı je teorie č́ıtaćıch proces̊u a mar-
tingal̊u. Pro pozorovaná data můžeme zavést procesy

Ni(t) = I(Ti ≤ t, ∆i = 1),

tj. proces, který bude nejprve nulový a v okamžiku necenzorované události
i-tého jedince skoč́ı na jedničku, dále

N•(t) =
n∑

i=1

Ni(t),

udávaj́ıćı počet necenzorovaných událost́ı do času t v celém souboru, a N(t)
n-rozměrný proces se složkami Ni(t). Všechny procesy necht’ jsou definovány
na t ∈ [0, τ ], často se uvažuje τ = ∞.

Historii (filtraci) událost́ı do času t označ́ıme Ft = σ{Ni(s), Yi(s), 0 ≤ s ≤ t},
kde Yi(t) = I(t ≤ Ti), tedy indikátor, zda je i-tý jedinec v čase t ještě v ri-
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ziku. Budeme také pracovat s Ft− = σ{Ni(s), Yi(s), 0 ≤ s < t}.

Dále budeme pracovat s př́ır̊ustkovými procesy. Pro č́ıtaćı proces Ni(t) bude
dNi(t) procesem, který v př́ıpadě změny Ni(t) nabývá hodnoty př́ıslušného
skoku, jinak je nulový.

K č́ıtaćımu procesu lze ve standardńıch př́ıpadech nalézt kompenzátor. Bu-
deme pracovat se spojitým rozděleńım dat, kdy existence kompenzátoru
plyne z faktu, že Ni(t) je zprava spojitý Ft-submartingal. Označ́ıme-li Λi(t)
kompenzátor procesu Ni(t), dostaneme martingaly

Mi(t) = Ni(t) − Λi(t).

Existuje-li λi(t) tak, že Λi(t) se daj́ı zapsat ve tvaru

Λi(t) =
∫ t

0
λi(s)ds,

nazveme jej procesem intenzity procesu Ni(t). Ukáže se (Flemming & Harring-
ton, 1992), že

λi(t) = Yi(t)αi(t),

kde αi představuje rizikovou funkci pro i-tého jedince.

Martingaly Mi(t) = Ni(t) − Λi(t), kde Λi(t) =
∫ t
0 Yi(s)αi(s)ds si můžeme

představit jako reziduálńı proces rozd́ılu mezi pozorovanými a očekávanými
daty, rovnosti

Ni(t) = Λi(t) + Mi(t), i = 1, ..., n

chápeme jako
data = model + chyba.

Vliv kovariát zahrnujeme do αi(t). Často se testováńı vhodnosti modelu
zakládá na martingalových reziduálech Mi(t), přesněji na porovnáńı jejich
rozděleńı za platnosti modelu a hodnot jejich odhad̊u M̂i(t).
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Věrohodnost v analýze spolehlivosti

Většinou ale neznáme předem Λi(t) resp. αi(t), proto je potřeba je nejdř́ıv
odhadnout z dat. Budeme uvažovat př́ıpady parametrických, neparamet-
rických i semiparametrických odhad̊u. Základem je zde teorie maximálńı
věrohodnosti. Když máme n pozorováńı (Ti, ∆i, Xi), věrohodnostńı funkci
můžeme psát jako

L =
n∏

i=1

fi(Ti)
∆iSi(Ti)

1−∆i ,

kde prvńı část odpov́ıdá necenzorovaným čas̊um a druhá cenzorovaným. fi(t)
a Si(t) znač́ı hustotu resp. funkci přežit́ı při daných hodnotách kovariát. Lo-
garitmická věrohodnost má tvar

l =
n∑

i=1

∆i log(fi(Ti)) +
n∑

i=1

(1 − ∆i) log Si(Ti).

Vzhledem k tomu, že fi(t) = αi(t)Si(t) ∀i = 1, ..., n, máme

l =
n∑

i=1

∆i log(αi(Ti)) +
n∑

i=1

log Si(Ti),

l =
n∑

i=1

∆i log(αi(Ti)) −
n∑

i=1

∫ Ti

0
αi(t)dt.

Věrohodnost v řeči č́ıtaćıch proces̊u

Věrohodnost je dobré přepsat pomoćı č́ıtaćıch proces̊u. Pro každého jedince
máme Ni(t) =

∫ t
0 dNi(s), kde dNi(t) = Yi(t)I(Ti = t) je proces, který je

jedna v čase, kdy i-tý jedinec měl necenzorovanou událost, jinak je vždy
nula. Zjist́ıme, že logaritmická věrohodnost má tvar

l =
n∑

i=1

∫ τ

0
log αi(t)dNi(t) −

n∑

i=1

∫ τ

0
Yi(t)αi(t)dt.

Pro prvńı část totiž plat́ı:

∫ τ

0
log αi(t)dNi(t) =

{
log αi(Ti) ∆i = 1
0 ∆i = 0
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a pro druhou část plat́ı

∫ τ

0
Yi(t)αi(t)dt =

∫ Ti

0
αi(t)dt = − log S(Ti).

Vyjádřeńı log-věrohodnosti můžeme odvodit alternativně. Vyjdeme z toho,
že

P (dN(t)|Ft) =
n∏

i=1

αi(t)
dNi(t)(1 − αi(t))

Yi(t)(1−dNi(t)).

Pomoćı součinového integrováńı

L =
n∏

i=1

τ∏

t=0

αi(t)
dNi(t)(1 − αi(t))

Yi(t)(1−dNi(t)),

z vlastnost́ı součinového integrálu pak

L =
n∏

i=1

(
τ∏

t=0

αi(t)
dNi(t)

)
exp

(
−
∫ τ

0
Yi(t)αi(t)dt

)
.

Logaritmováńım se tak dostaneme ke stejnému výrazu jako předt́ım. Pro
parametrické odhady dostaneme skórovou funkci derivováńım podle para-
metr̊u:

U(β) =
∂

∂β

n∑

i=1

(∫ τ

0
log αi(t)dNi(t) − Yi(t)αi(t)dt

)
.

Odhad kumulované rizikové funkce:

Uvažujme př́ıpad bez regrese, tedy pouze iid data (Ti, ∆i), i = 1, ..., n.
Označme

N•(t) =
n∑

i=1

Ni(t), Y•(t) =
n∑

i=1

Yi(t), Λ•(t) =
n∑

i=1

Λi(t).

Č́ıtaćı proces N•(t) bude mı́t kompenzátor

Λ•(t) =
∫ t

0
Y•(s)α(s)ds,

a tedy
M•(t) = N•(t) − Λ•(t)
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je martingal, přičemž M•(t) =
∑n

i=1 Mi(t).

Př́ır̊ustkový proces dM•(t) má nulovou středńı hodnotu, můžeme proto psát

E(dN•(t)|Ft−) = Y•(t)dA(t) = dN•(t).

Protože A(t) =
∫ t
0 α(s)ds, můžeme kumulovanou rizikovou funkci odhadnout

jako:

Â(t) =
∫ t

0

J(s)

Y•(s)
dN•(s),

kde J(s) = I(Y•(s) > 0). Tento odhad se nazývá Nelson-Aalen̊uv (Aalen,
1975). Ve skutečnosti se jedná o součet

Â(t) =
∑

Ti<t

∆i

Y•(Ti)
.
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Kapitola 2

Základńı regresńı modely v
analýze spolehlivosti

Naš́ım hlavńım úkolem bude modelovat intenzitu událost́ı v závislosti na
r̊uzných regresorech. U medicinských dat můžeme zkoumat, zda má vliv
váha, věk, pohlav́ı nebo jiné veličiny. Při testováńı technických součástek
můžeme objekty vystavovat r̊uznému tlaku, napět́ı apod. Prozkoumáme
nejdř́ıv několik nejzákladněǰśıch model̊u, včetně toho, jak testovat, zda dobře
popisuj́ı data.

Necht’ máme data ve tvaru (Ti, ∆i,X i(t)), kde Ti jsou nezávislé podmı́něně
na X i(t). Uvažujme nezávislé cenzorováńı zprava. X i(t) je vektor kovariát
i-tého jedince, přitom připoušt́ıme, že regresory mohou nabývat r̊uzných
hodnot v pr̊uběhu pozorováńı.

2.1 Cox̊uv model proporcionálńıho rizika

Model proporcionálńıho rizika (Cox, 1972) vyjadřuje, že jednotlivé kovariáty
p̊usob́ı multiplikativně př́ımo na rizikovou funkci, resp. intenzitu. Konkrétně
tedy uvažujeme rizikovou funkci ve tvaru:

αi(t) = α0(t) exp(XT
i (t)β), t ∈ [0, τ ],

kde α0(t) je základńı riziková funkce. Nejčastěji se uvažuj́ı X i konstantńı
v čase. Můžeme model přepsat také pomoćı intenzity:

λi(t) = Yi(t)α0(t) exp(XT
i (t)β).
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Mı́ru vlivu jednotlivých složek popisuj́ı hodnoty koeficient̊u β, při pevných
ostatńıch kovariátách můžeme psát:

exp(β1) =
α(t,X1 + 1)

α(t,X1)
.

Tento model je možné zobecnit t́ım, že závislost mı́sto lineárńı formou XT (t)β
modelujeme jinou funkćı:

αi(t) = α0(t)r(X i(t)).

Základńım Coxovým modelem můžeme zjistit, zda je vliv dané kovariáty
významný, popř́ıpadě jaký je trend vlivu. Závislost ale může být složitěǰśı.

Odhad parametr̊u

Abychom mohli odhadovat parametry, je potřeba vyjádřit věrohodnost a
skórovou funkci. Zavedeme nejdř́ıve

S(0)(s,β) =
∑

Yi(s)e
βT Xi(s),

S(1)(s,β) =
∑

X i(s)Yi(s)e
βT Xi(s),

S(2)(s,β) =
∑

X i(s)(X i(s))
T Yi(s)e

βT Xi(s),

E(s,β) =
S(1)(s,β)

S(0)(s,β)
.

Použijeme takzvanou parciálńı věrohodnost. Věrohodnost má tvar

L =
n∏

i=1

αi(Ti,β)∆iSi(Ti,β) =

=
n∏

i=1

(∫ τ

0
αi(s,β)dNi(s)

)∆i

exp
(
−
∫ τ

0
Yi(s)αi(s,β)

)
=

=
n∏

i=1



∫ τ

0

eβT Xi(s)dNi(s)

S(0)(s,β)




∆i n∏

i=1

∫ τ

0

(
α0(s)S

(0)(s,β)dNi(s)
)∆i ×

× exp
(
−
∫ τ

0
α0(s)S

(0)(s,β)ds
)

.
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Budeme maximalizovat prvńı součin, protože záviśı na β, ale nezáviśı na
základńı rizikové funkci α0(t). Budeme jej nazývat parciálńı věrohodnostńı
funkćı, L̃(β). Můžeme ji přepsat jako

L̃(β) =
∏

∆i=1

eβT Xi(Ti)

S(0)(Ti,β)
.

Logaritmováńım pak

l̃(β) =
n∑

i=1

∆i

(
βT X i(Ti) − log S(0)(Ti,β)

)
,

skórová funkce má tvar:

Ũ(β) =
n∑

i=1

∆i

(
X i(Ti) −

S(1)(Ti,β)

S(0)(Ti,β)

)
=

=
n∑

i=1

∆i (xi(Ti) − E(Ti,β)) =
n∑

i=1

∫ τ

0
(xi(s) − E(s,β)) dNi(s).

Koeficienty β můžeme odhadnout řešeńım soustavy skórových rovnic

Ũ(β) = 0.

Derivujeme-li opačnou hodnotu skóre ještě jednou podle všech parametr̊u,
źıskáme Fisherovu informačńı matici:

Ĩ(β) = −
n∑

i=1

∫ τ

0

δ

δβ

(
xi(t) −

S(1)(s,β)

S(0)(s,β)

)
dNi(s) =

=
n∑

i=1

∫ τ

0


S(2)(s,β)

S(0)(s,β)
−
(

S(1)(s,β)

S(0)(s,β)

)⊗2

 dNi(s) =

∫ τ

0
V (s,β)dN•(s).

Za určitých podmı́nek můžeme použ́ıt výsledky jako u klasické teorie ma-
ximálńı věrohodnosti:

Věta 1. Budǐz β0 skutečná hodnota parametru β. Necht’ existuje B okoĺı
bodu β0 tak, že:

(a) E
(
supt∈[0,τ ],β∈BYi(t) |Xij(t)Xik(t)| exp(XT

i (t)β)
)

< ∞ ∀j, k = 1, ..., p

(b) P (Yi(t) = 1∀t ∈ [0, τ ]) > 0
(c) Existuje pozitivně definitńı matice Σ, že

n−1
∫ τ

0
V (t,β0)S

(0)(t,β0)dΛ0(t)
P→ Σ.
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Pak pro n→∞ plat́ı:

n−1/2U(β0)
D→ N(0, Σ),

n−1/2(β̂ − β0)
D→ N(0, Σ−1),

nav́ıc n−1I(β̂) je konzistentńım odhadem matice Σ.

D̊ukaz: Viz Andersen & Gill (1982), Martinussen & Scheike (2006), kap.6,
str.184.

Máme tedy zaručenou konzistenci a asymptotickou normalitu odhad̊u. Může-
me proto aplikovat asymptotické metody pro testováńı hypotéz o hodnotách
parametr̊u (H0 : β = β0):
Skórová statistika:

Ũ(β0)
T I(β0)

−1Ũ(β0),

Waldova statistika:
(β̂ − β0)

T I(β̂)(β̂ − β0)

a věrohodnostńı poměr:

−2 log

(
L̃(β0)

L̃(β̂)

)

maj́ı totiž za platnosti hypotézy asymptoticky rozděleńı χ2
p.

Odhad základńı rizikové funkce

Vyjdeme z martingalové dekompozice za platnosti modelu:

Ni(t) = Mi(t) + Λi(t).

Z martingalové vlastnosti máme

E(Ni(t)) = E(Λi(t)) = E(
∫ t

0
Yi(s)αi(s, β)ds) = E(

∫ t

0
Yi(s)e

βT Xi(s)dA0(s)),

pro všechna data potom

E(N•(t)) = E(
∫ t

0
S(0)(s,β)dA0(s)).

Kdybychom od odhadu Â0(t,β) chtěli, aby

N•(t) =
∫ t

0
S(0)(s,β)dÂ0(s, β),
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dostaneme tzv. Bresloẘuv odhad ve tvaru

Â0(t, β) =
∫ t

0

1

S0(s,β)
dN•(s).

Za stejných předpoklad̊u jako ve Větě 1 pro n → ∞ plat́ı (Andersen & Gill,
1982):

n1/2(Â0(t, β̂) − A0(t))
D→ U(t),

kde U(t) je Gaussovský proces s nulovou středńı hodnotou a variančńı funkćı
odhadnutelnou jako

φ̂(t) = n
∫ t

0
S0(s, β̂)−2dN•(s)+

+n
∫ t

0
E(s, β̂)T dÂ0(s, β̂)(n−1I(β̂))−1

∫ t

0
E(s, β̂)dÂ0(s, β̂).

Testy dobré shody modelu s daty

Může nastat několik možnost́ı, při nichž by Cox̊uv model nevystihoval cho-
váńı dat dobře. Chyba může být např́ıklad v předpokladu exponenciálńı
závislosti. Je také možné, že se s časem měńı mı́ra vlivu jednotlivých ko-
variát. Tuto možnost bychom museli ošetřit zavedeńım koeficient̊u závislých
na čase. Zde se zaměř́ıme na testováńı proporcionality rizika při r̊uzných
úrovńıch jednotlivých kovariát, což je podstatou modelu.

Grafické testy - stratifikovaná data

Uvažujme kovariáty konstantńı v čase. Stratifikujme data do K skupin podle
př́ıbuzných hodnot kovariát, tedy že v rámci každé ze skupin bude XT β

relativně podobné. Protože αi(t) = eXT
i βα0(t), je Ai(t) = eXT

i βA0(t), tedy

log Ai(t) = XT
i β + log A0(t).

V každé z našich K skupin spoč́ıtáme Nelson-Aalen̊uv odhad základńı ku-
mulované rizikové funkce Ak(t) a vyneseme do jednoho grafu hodnoty

(t, log Ak(t)) , k = 1, ..., K.
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Obrázek 2.1: Odhady kumulované rizikové funkce pro data rozdělená podle
kvartil̊u kovariáty X

Pokud Cox̊uv model odpov́ıdá chováńı dat, měly by být jednotlivé křivky
zhruba rovnoběžné. Źıskáme tak přibližný náhled, ale ne přesné zhodnoceńı
kvality modelu.

Na obr.2.1 jsou odhadnuté kumulované rizikové funkce pro data generovaná
z Coxova modelu se základńım rozděleńım Γ(20, 1/100), parametrem β = 1
a Xi generovanými z N(0, 1). Data jsme rozdělili do čtyř skupin podle kvar-
til̊u X.

Martingalové reziduály

Za platnosti Coxova modelu máme martingaly

Mi(t) = Ni(t) −
∫ t

0
Yi(s) exp(XT

i (s)β)α0(s)ds,

dosazeńım β̂ a Breslowova odhadu základńı rizikové funkce dostaneme jejich

17



odhad

M̂i(t) = Ni(t) −
∫ t

0
Yi(s) exp(XT

i (s)β̂)dÂ0(s)ds =

= Ni(t) −
∫ t

0
Yi(s) exp(XT

i (s)β̂)
1

S0(s, β̂)
dN•(s).

Pro př́ır̊ustky martingalových reziduál̊u tedy plat́ı

dM̂i(s) = dNi(s) −
Yi(s) exp(XT

i (s)β̂)

S0(s, β̂)
dN•(s).

Vynásob́ıme rovnosti kovariátami X i(t), vyintegrujeme do času t a sečteme
přes všechny jedince:

n∑

i=1

∫ t

0
X i(s)dM̂i(s) =

=
n∑

i=1

∫ t

0
X i(s)dNi(s) +

∫ t

0

∑n
i=1 Yi(s) exp(XT

i (s)β̂)XT
i (s)

S0(s, β̂)
dN•(t) =

=
n∑

i=1

∫ t

0

(
X i(s) − E(s, β̂)

)
dNi(s) = Ũ(β̂, t).

Uvedený součet přesně odpov́ıdá skórovému procesu do času t v bodě β̂.

Asymptotické rozděleńı skórového procesu za platnosti modelu je možné od-
hadnout dle následuj́ıćıho tvrzeńı:

Věta 2. Pokud existuje e(t,β0) limita v pravděpodobnosti E(t,β0), je proces
n−1/2Ũ(β̂, t) v Coxově modelu asymptoticky ekvivalentńı procesu

n−1/2(M1(t) − I(t, β̂)I−1(τ, β̂)M1(τ)),

kde jsme označili

M1(t) =
∑

M1i(t) =
n∑

i=1

∫ t

0
(X i(u) − e(u, β̂0))dMi(u).

Proces n−1/2M1(t), t ∈ [0, τ ] je asymptoticky ekvivalentńı (tj. má stejnou
limitu v distribuci) s:

n−1/2
n∑

i=1

∫ t

0
(X i(u) − E(u, β̂))dNi(u)Gi,
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respektive s

n−1/2
n∑

i=1

∫ t

0
(X i(u) − E(u, β̂))dM̂i(u)Gi,

kde Gi jsou iid N(0, 1).

D̊ukaz: Viz Bagdonavičius & Nikulin (2002), kap.12, str.239.

Nyńı můžeme generovat hodnoty M1(t) pro odhad asymptotického rozděleńı
n−1/2Ũ(β̂, t) za předpokladu Coxova modelu. Jako testovou statistiku pro
ověřeńı modelu můžeme vźıt např.

supt∈[0,τ ]|Ũj(β̂, t)| nebo

supt∈[δ,τ−δ]|
Ũj(β̂, t)

v̂arŨj(β̂, t)
|, j = 1, ..., p,

kde δ bereme malé kladné, abychom předešli problémům na kraj́ıch intervalu
[0, τ ] a v̂arŨj(β̂, t) je nějaký konzistentńı odhad rozptylu skórového procesu.

V př́ıpadě konstantńıch kovariát máme vlastně součet reziduál̊u

Ũ(β̂, t) =
n∑

i=1

X iM̂i(t).

Cox̊uv model s koeficienty proměnlivými v čase

Jako vsuvku uved’me rozš́ı̌reńı Coxova modelu. Je totiž možné, že vliv re-
gresor̊u se během času měńı. Cox̊uv model potom lze rozš́ı̌rit tak, že mı́sto
konstantńıch koeficient̊u budeme brát koeficienty β(t) jako funkce času:

αi(t) = α0(t)exp(XT
i (t)β∗(t)).

Za předpokladu α0(t) > 0 lze rizikovou funkci přepsat jako

αi(t) = exp(XT
i (t)β(t)),

protože základńı riziková funkce je obsažena v koeficientech. Pomoćı iteračńıch
algoritmů je možné odhadnout kumulované koeficienty

B(t) =
∫ t

0
β(s)ds

19



a daj́ı se i určit asymptotické vlastnosti jejich odhad̊u.
Pak lze testovat hypotézy jako

H1 : βj(t) ≡ βj,

H2 : βj(t) ≡ 0.

Odhady jsou ale relativně složité, uved’me proto jen speciálńı př́ıpad:

Jednoduchou závislost koeficient̊u na čase můžeme do modelu vnést tak, že
zavedeme

βj(t) = β1j + β2jt

(Therneau & Grambsch, 2000). Uvědomme si, že

αi(t) = exp(XT
i (β1 + β2t))α0(t) = exp(XT

i β1 + XT
i tβ2)α0(t),

což je vlastně stále Cox̊uv model, jen u β2 je kovariáta závislá na čase X it.
Můžeme tedy odhadnout jednotlivé parametry a testovat nezávislost na čase
jako test H0 : β2j = 0, j = 1, ..., p.

Když rozděĺıme skórovou funkci na část pro β1 a pro β2, tj. Ũ = (Ũ1, Ũ2),
bude statistika skórového testu nulovosti vektoru β2

ŨT
2 (β̂1, 0)I−1

22 (β̂1, 0)Ũ2(β̂1, 0),

kde I−1
22 je př́ıslušný blok inverze výběrové informačńı matice. Statistika

bude mı́t za nulové hypotézy rozděleńı χ2
p. Můžeme také testovat nulovost

jednotlivých parametr̊u zvlášt’, stejně jako ve standardńım Coxově modelu.
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2.2 Model se zrychleným časem

Model se zrychleným časem (Accelerated Failure Time - AFT, Miller (1976),
Buckley & James (1979)) vycháźı z představy, že hodnota kovariát určuje,
jak rychle pro daného jedince subjektivně běž́ı čas. Např́ıklad když testu-
jeme výdrž součástek, můžeme si představit, že pro součástku zat́ıženou
vyšš́ım napět́ım, tlakem, teplotou apod. poběž́ı čas jakoby rychleji než pro
součástku zat́ıženou méně, a proto v́ıce zat́ıžená součástka vydrž́ı v pr̊uměru
objektivně kratš́ı dobu. V běžném př́ıpadě máme formálně vpodstatě lineárńı
regresńı model pro log(T ∗) s kovariátami Zi = (Zi1, ..., Zip), parametry
β = (β1, ..., βp) a neznámým rozděleńım ǫ:

log(T ∗
i ) = −ZT

i β + ǫi,

což odpov́ıdá transformaci času t → t exp(ZT β). T ∗
i představuj́ı skutečné

časy událost́ı. Pokud je výběr cenzorovaný, máme ale k dispozici pouze hod-
noty Ti = min(T ∗

i , Ci), neńı proto možné použ́ıt standardńı regresńı metody.

Když označ́ıme F0 distribučńı funkci exp(ǫ), máme

F (t) = P (T ∗ < t) = P (exp(−ZT β) exp(ǫ) < t) =

= P (exp(ǫ) < t exp(ZT β)) = F0(t exp(ZT β)),

f(t) = F ′(t) = f0(t exp(ZT β)) exp(ZT β),

αi(t) =
f(t)

1 − F (t)
= α0(t exp(ZT

i β)) exp(ZT
i β).

Rizikovou funkci uvažujme pro t ∈ [0, τ ]. Při pevných ostatńıch kovariátách
můžeme mı́ru vlivu jedné složky vyjádřit jako:

exp(β1) =
E(T ∗

Z1
)

E(T ∗
Z1+1)

.

Model můžeme zobecnit t́ım, že mı́sto logaritmické transformace budeme
uvažovat monotónńı transformaci h:

h(T ∗) = −ZT β + ǫ.

Obecná transformace by mohla vystihovat data lépe, odhad parametr̊u by
ale byl složitěǰśı.

AFT model se dá rozš́ı̌rit i pro práci s kovariátami, které se měńı v čase, ale
pak se složitěji interpretuj́ı regresńı koeficienty i motivace modelu.
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Odhad parametr̊u

Vedle č́ıtaćıch proces̊u událost́ı Ni(t) a indikátor̊u rizika Yi(t) definujme jejich
transformované varianty:

N∗
i (t) = Ni(t exp(−ZT

i β)), i = 1, ..., n,

Y ∗
i (t,β) = Yi(t exp(−ZT

i β)), i = 1, ..., n.

Kumulovaná intenzita procesu N∗
i (t) pak je

Λ∗
i (t) = Λi(t exp(−ZT

i β)),

proto intenzita bude vypadat:

λ∗
i (t) =

∂

∂t
Λ∗

i (t) = exp(−ZT
i β)λi(t exp(−ZT

i β)) =

= Yi(t exp(−ZT
i β)) exp(−ZT

i β)α0(t exp(ZT
i β) exp(−ZT

i β)) exp(ZT
i β) =

= Y ∗
i (t,β)α0(t).

Označme ještě M∗
i (t) transformované varianty martingal̊u Mi. Protože

N∗
• (t) − Λ∗

•(t) = M∗
• (t)

a M∗
i (t) maj́ı nulovou středńı hodnotu, bude Y ∗

• (t,β)dA0(t) ≈ dN∗
• (t).

Základńı kumulovanou rizikovou funkci můžeme proto odhadnout jako:

Â0(t) =
∫ t

0

J(s)

Y ∗
• (s,β)

dN∗
• (s),

kde J(s) = I(Y ∗
• (s,β) > 0). Označme

S∗
0(t,β) =

n∑

i=1

Y ∗
i (t,β), S∗

1(t,β) =
n∑

i=1

Y ∗
i (t,β)Zi,

E∗(t,β) =
S∗

1(t,β)

S∗
0(t,β)

, W (t) =

(
α′

0(t)t

α0(t)
+ 1

)
.

Pro odhad parametr̊u β vyjdeme ze standardńı skórové funkce (viz kapitola
1):

U(β) =
∂

∂β

n∑

i=1

∫ τ

0
(log(αi(t))dNi(t) − Yi(t)αi(t)dt) =
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=
n∑

i=1

∫ τ

0

∂

∂β
(αi(t))

1

αi(t)
(dNi(t) − Yi(t)αi(t)dt) =

=
n∑

i=1

∫ τ

0

∂

∂β

(
α0(t exp(ZT

i β)) exp(ZT
i β)

)
×

×dNi(t) − Yi(t)α0(t exp(ZT
i β)) exp(ZT

i β)dt

α0(t exp(ZT
i β)) exp(ZT

i β)
=

=
n∑

i=1

∫ τ

0

(
α′

0(t exp(ZT
i β))t exp(ZT

i β)Zi + α0(t exp(ZT
i β))Zi

α0(t exp(ZT
i β))

)
×

×(dNi(t) − Yi(t)α0(t exp(ZT
i β)) exp(ZT

i β)dt)

Pro s = t exp(ZT
i β) dostaneme

U(β) =
n∑

i=1

∫ τ

0

(
α′

0(s)s

α0(s)
+ 1

)
Zi(dN∗

i (s) − Y ∗
i (s,β)dA0(s)).

Když dosad́ıme za dA0(s) odhad dÂ0(s, β), máme

UW (β) =
n∑

i=1

∫ τ

0
W (s)Zi(dN∗

i (s) − Y ∗
i (s,β)

S∗
0(s,β)

dN∗
• (s)) =

=
n∑

i=1

∫ τ

0
W (s)(Zi − E∗(s,β))dN∗

i (s).

Abychom mohli použ́ıt skórovou funkci k odhad̊um, muśıme bud’to odhad-
nout α0 a α′

0 a dosadit do W (s), př́ıpadně použ́ıt jinou váhovou funkci, např.
W (s) ≡ 1 nebo W (s) = n−1S∗

0(s,β). Zde budeme pracovat s W (s) ≡ 1.
Uvědomme si, že

Ũ(β) =
n∑

i=1

∫ τ

0
(Zi − E∗(t exp(ZT

i β),β))dNi(t) =

=
n∑

i=1

∆i

(
Zi −

∑n
j=1 I(Ti exp(ZT

i β) ≤ Tj exp(ZT
j β))Zj

∑n
j=1 I(Ti exp(ZT

i β) ≤ Tj exp(ZT
j β))

)
.

Skórová funkce tedy neńı spojitá v β, což znamená, že nemuśı existovat
řešeńı rovnic Ũ(β) ≡ 0. Jako odhad je možné vźıt např́ıklad takové β̂, které

minimalizuje vzdálenost skóre od nuly, tedy
∥∥∥Ũ(β)

∥∥∥.

Pro inferenci o parametrech je dobré odhadnout asymptotické vlastnosti
odhad̊u:
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Věta 3. Za podmı́nek regularity (Lin a kol., 1998) plat́ı, že pokud je β0

skutečná hodnota parametru β a existuje ϕ(s,β0), pro kterou je splněno

n−1
n∑

i=1

(Zi − E∗(s,β0))
⊗2 Y ∗

i (s)
P→ ϕ(s,β0),

a pozitivně definitńı matice Σ taková, že

Σ =
∫ τ

0
ϕ(s,β0)dA0(s),

pak pro n→∞:

n−1/2Ũ(β0)
D→ N(0, Σ),

n−1/2(β̂ − β0)
D→ N(0, C−1ΣC−1),

kde C = ∂
∂β

(U(β0)) a β̂ jsou odhady parametr̊u β.

D̊ukaz: Viz Lin a kol. (1998), Bagdonavičius & Nikulin (2003), kap.6 str.140.

Matici Σ můžeme odhadnout dosazeńım odhadu kumulované základńı rizi-
kové funkce, tj.

Σ̂ = n−1
n∑

i=1

∫ τ

0
(Zi − E∗(s, β̂))⊗2Y ∗

i (s, β̂)dÂ0(s).

Derivujeme-li skóre ještě jednou podle β, zjist́ıme po několika úpravách, že

C =
∫ τ

0
sϕ(s,β0)α

′
0(s)ds + Σ.

C můžeme odhadnout dosazeńım podobně jako B až na člen α′
0(s). Ten je

možné aproximovat pomoćı jádrového odhadu z odhadu A0(t), ale to nemuśı
být moc šikovné.

Rozděleńı odhadu β lze taky odhadnout resamplingem. Plat́ı totiž, že když
vezmeme β̂

∗

jako řešeńı rovnice

U(β) =
n∑

i=1

∫ τ

0
(Zi − E∗(t, β̂))dM̂∗

i (t, β̂)Gi,

kde Gi jsou iid N(0, 1), bude asymptotické rozděleńı n1/2(β̂ − β̂
∗

) shodné
s rozděleńım n1/2(β̂ − β0) (Lin a kol., 1998). Když tedy budeme opakovaně
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simulovat Gi a řešit uvedenou soustavu, dostaneme odhad rozděleńı β̂
∗

a
tedy i β̂.

Test dobré shody modelu s daty

AFT model může být nedostačuj́ıćı z mnoha d̊uvod̊u, předevš́ım proto, že
by závislost času na kovariátách byla jiná než log-lineárńı.

Grafické testy

Stratifikujme data jako při grafických testech Coxova modelu do K skupin,
ve kterých budou mı́t jedinci podobné hodnoty kovariát. Na základě hodnot
log Ti v každé skupině spočtěme Nelson-Aalen̊uv odhad kumulativńı rizikové
funkce Â

(log)
k (log t). Protože

F
(log)
i (log t) = P (log T ∗

i < log t) = P (−ZT
i β + ǫi < log t) =

= P (ǫi < log t + ZT
i β) = F

(log)
0 (log t + ZT

i β),

plat́ı
A

(log)
i (log t) = A

(log)
0 (log t + ZT

i β).

V každé ze skupin by člen ZT
i β měl mı́t podobné hodnoty. Když vyneseme

do jednoho grafu hodnoty
(
log t, Â

(log)
k (log t)

)
, k = 1, ..., K

pro všechny skupiny, měly by být za platnosti modelu jednotlivé křivky
přibližně rovnoběžné, navzájem posunuté ve vodorovné ose. Źıskáme tak
obecnou představu, zda je model v pořádku.

Na obr.2.2 jsou odhadnuté kumulované rizikové funkce pro data generovaná
z AFT modelu se základńım rozděleńım Γ(5, 1/100), parametrem β = 1 a Xi

generovanými z N(0, 1). Data jsme rozdělili do čtyř skupin podle kvartil̊u X.

Regresńı testy

AFT model lze do jisté mı́ry otestovat podobnými metodami jako se testuj́ı
lineárńı regresńı modely. Uvažujme model bez cenzorováńı

log Ti = −ZT
i β + ǫi.
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Obrázek 2.2: Odhady kumulované rizikové funkce pro data rozdělená podle
kvartil̊u kovariáty X

Když dosad́ıme maximálně věrohodný odhad β̂, dostaneme rezidua

log Ti + ZT
i β̂ = ri.

Pokud budeme předpokládat konečné druhé momenty ǫi, měly by mı́t rezi-
dua za platnosti modelu shodnou středńı hodnotu a rozptyl. Můžeme tedy
rozdělit data do skupin, např. podle hodnot jedné z kovariát, a následně
testovat shodu rozptylu a středńı hodnoty rezidúı ri.

Kdyby ri odpov́ıdaly normálńımu rozděleńı, můžeme použ́ıt v př́ıpadě dvou
skupin t-test na shodu středńıch hodnot a F-test na shodu rozptyl̊u, př́ıpadně
analýzu rozptylu pro v́ıce skupin. Normalitu nemůžeme obecně předpokládat,
muśıme ji otestovat. Kdyby rezidua testem normality neprošla, museli by-
chom použ́ıt neparametrické metody. V př́ıpadě rezidúı rozdělených do dvou
skupin nejlépe Wilcoxon̊uv test proti alternativě posunut́ı a Kolmogorov-
Smirnov̊uv test proti alternativě r̊uzného rozptylu nebo tvaru, pro v́ıce sku-
pin pak Kruskal-Wallis̊uv test.
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Pokud ale máme cenzorovaná data, nelze použ́ıt rezidua př́ımo. Bud’to je
možné testovat pouze na necenzorovaných pozorováńıch, nebo můžeme od-
hadnout skutečné časy událost́ı T ∗

i (Buckley & James, 1979):

log T̂ ∗
i = ∆i log Ti + (1 − ∆i)E(log T ∗

i |Zi, T
∗
i > Ti).

Rezidua pak odhadneme tak, že dosad́ıme za log T ∗
i a odečteme −ZT

i β:

ǫ̂i = ∆iǫi + (1 − ∆i)E(ǫi|ǫi > ǫC
i ),

r̂i = ∆iri + (1 − ∆i)E(ǫ|ǫ > rC
i ),

kde ǫC
i = log Ti + ZT

i β a rC
i = log Ti + ZT

i β̂ pro cenzorované časy. Odhad
rozděleńı ǫ źıskáme bud’ z odhadu A0(t), nebo E(ǫ|ǫ > rC

i ) odhadneme jako
pr̊uměr všech rezidúı vyšš́ıch než rC

i (pouze z necenzorovaných pozorováńı).
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2.3 Aalen̊uv aditivńı model

Model aditivńıho rizika (Aalen, 1980) vycháźı z myšlenky, že každá kovariáta
ovlivňuje část rizikové funkce. Rizikovou funkci v tomto př́ıpadě uvažujeme
jako součet

αi(t) = XT
i (t)β(t), t ∈ [0, τ ],

kde X i(t) = (Xi1(t), ..., Xip(t))
T jsou hodnoty kovariát pro i-tého jedince.

Nevýhodou tohoto modelu je, že narozd́ıl od předchoźıch př́ıpad̊u muśıme
jednotlivé části rizikové funkce a β(t) = (β1(t), ..., βp(t))

T odhadovat nepa-
rametricky.

Aditivńı model dobře vystihuje situaci, kdy uvažujeme sériový systém ne-
závislých komponent, např. zapojeńı technologického obvodu, ve kterém
selháńı jedné části znamená poruchu celého systému. Totiž pokud i-tá sou-
částka bude mı́t funkci přežit́ı Si(t) a rizikovou funkci βi(t), pro celý systém
plat́ı:

S(t) =
p∏

i=1

Si(t),

α(t) = − ∂

∂t
log S(t) =

p∑

i=1

− ∂

∂t
log Si(t) =

p∑

i=1

βi(t).

Součtový tvar rizika si taky můžeme představit jako Taylor̊uv rozvoj prvńıho
řádu okolo nuly vzhledem k hodnotám kovariát, tj.

α(t,X(t)) = α(t, 0) + X(t)T α′(t,X(t)∗).

Odhad rizikové funkce

Předpokládejme, že
∫ τ
0 |βj(t)|dt < ∞, j = 1, ..., p. Metodou vážených nej-

menš́ıch čtverc̊u budeme odhadovat kumulované části rizikové funkce

Bj(t) =
∫ t

0
βj(s)ds.

Za platnosti modelu chceme Ni(t) = Λi(t) + Mi(t). Za této podmı́nky plat́ı

dNi(t) = λi(t)dt + dMi(t) = Yi(t)X i(t)β(t)dt + dMi(t).
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Když označ́ıme XY (t) = (Y1(t)X1(t), ..., Yn(t)Xn(t))T , můžeme zapsat rov-
nost vektorově jako

dN(t) = XY (t)β(t)dt + dM(t) = XY (t)dB(t) + dM(t).

Označme X−
Y (t) = (XY (t)T (t)W (t)XY (t))−1XY (t)T (t)W (t) váženou pseu-

doinverzńı matici k XY (t). (W (t) budiž pozitivně definitńı váhová matice,
k tomu jak ji volit se vrát́ıme později.) V bodech, kde pseudoinverze neexis-
tuje, dodefinujeme nulovou matićı. Budiž tedy J(t) indikátor, že pseudoin-
verze v daném bodě existuje. Vynásob́ıme obě strany rovnosti zleva matićı
X−

Y (t) a dostaneme

X−
Y (t)dN(t) = X−

Y (t)XY (t)dB(t) + X−
Y (t)dM(t).

Protože X−
Y (t)XY (t) = J(t)Ip a M(t) je martingal s nulovou středńı hodno-

tou, můžeme použ́ıt odhad

dB̂(t) = X−
Y (t)dN(t),

tedy

B̂(t) =
∫ t

0
X−

Y (s)dN(s).

Když bude mı́t matice XY (t) plnou hodnost, bude B̂(t) nestranným odha-
dem B(t), protože M(t) má nulovou středńı hodnotu a

B̂(t) =
∫ t

0
J(s)dB(s) +

∫ t

0
X−

Y (s)dM(s).

Za určitých podmı́nek odhadnuté hodnoty asymptoticky konverguj́ı ke Gaus-
sovskému procesu:

Věta 4. Necht’ plat́ı
(a) supt∈[0,τ ]E(Yi(t)W

2
i (t)Xij(t)Xik(t)Xil(t)) < ∞ ∀j, k, l = 1, ..., p

(b) r2(t) = E(Yi(t)Wi(t)X
⊗2
i (t)) je regulárńı ∀t ∈ [0, τ ]

potom pro n → ∞ plat́ı:

n1/2(B̂(t) − B(t))
D→ U,

kde U je Gaussovský martingal s kovariančńı funkćı

Φ(t) =
∫ t

0
φ(s)ds,
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kde
Φ(t) = r−1

2 (t)E(Yi(t)W
2
i (t)X⊗2

i (t)XT
i (t)β(t))r−1

2 (t).

Dále plat́ı, že

Φ̂(t) = n
∫ t

0
X−

Y (s)diag(dN(s))(X−
Y (s))T

je konzistentńım odhadem Φ(t).

D̊ukaz: Viz Martinussen & Scheike (2006), kap.5, str.110.

Konfidenčńı pás pro jednotlivé Bj(t) o spolehlivosti 1 − α tedy můžeme
sestavit jako

B̂j(t) ± n−1/2u1−α/2(Φ̂
1/2
jj (t)),

kde u1−α/2 znač́ı kvantil normálńıho rozděleńı N(0, 1).

Kdybychom vyšli z log-věrohodnostńı funkce, derivovali podle β(t) a před-
pokládali v prvńı části věrohodnosti λi(t) známé, dostaneme stejný odhad
jako metodou vážených nejmenš́ıch čtverc̊u s t́ım, že

W (t) = diag(Yi(t)/λi(t)).

Protože tento výraz ale záviśı na neznámých λi(t), doporučuje se nejprve
odhadnout β(t) užit́ım W (t) = I, a pak znovu spoč́ıst odhady s dosazenou
Ŵ (t) = diag(Yi(t)/λ̂i(t)).

Test dobré shody modelu s daty

Aalen̊uv model je velmi flexibilńı, protože je neparametrický. Může se však
stát, že by nevystihoval situaci dobře, např́ıklad proto, že by vliv kovariát
na jednotlivé části rizika nebyl lineárńı, nebo v situaci, kdy by bylo potřeba
přidat do modelu interakce mezi kovariátami.

Martingalové reziduály

Za platnosti modelu máme následuj́ıćı martingaly:

Mi(t) = Ni(t) −
∫ t

0
Yi(s)X i(s)

T β(s)ds = Ni(t) −
∫ t

0
Yi(s)X i(s)

T dB(s).
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Dosad́ıme odhad komponent rizikové funkce a dostaneme (vektorově):

M̂(t) = N(t) −
∫ t

0
XY (s)dB̂(s) =

= N(t) −
∫ t

0
XY (s)X−

Y (s)dN(s) =
∫ t

0
G(s)dN(s)

kde G(t) = I − XY (t)XY (t)−. Protože ale N(t) = XY (t)β(t) + M(t) a
G(t)XY (t) = 0, dostaneme

M̂(t) =
∫ t

0
G(s)dM(s).

Derivováńım zjist́ıme, že dM̂(t) = G(t)dM(t). Vynásob́ıme-li rovnost zleva
XT

Y (t), dostaneme:

XT
Y (t)dM̂(t) = XT

Y (t)G(t)dM(t) = 0.

Pokud budou kovatiáty nezávislé na čase, tj. XY (t) = diag(Yi(t))X, bude

XT diag(Yi(t))dM̂(t) = XT
Y (0)G(t)dM(t) = 0.

Proto muśı platit
n∑

i=1

Yi(t)dM̂i(t) = 0,

tedy že součet př́ır̊ustk̊u reziduál̊u prvk̊u, které jsou v čase t v riziku, bude
nulový. Odsud vyjdeme při testováńı, zda model dobře vystihuje data. Od-
hadneme rozděleńı r̊uzných kumulativńıch součt̊u martingalových reziduál̊u.

Zvolme n×m rozměrný proces (maticově) K(t) = (Ki,j(t)), i = 1, ..., n, j =
1, ...,m a definujme K-kumulativńı residuálńı proces

MK(t) =
∫ t

0
KT (s)dM̂(s) =

∫ t

0
KT (s)G(s)dM(s).

Rozděleńı MK(t) můžeme odhadnout pomoćı simulaćı. Za platnosti mo-
delu a za předpoklad̊u věty 4 je totiž asymptotické rozděleńı MK(t) shodné
s asymptotickým rozděleńım

n∑

i=1

Gi

∫ t

0

(
Ki(s)

T − KT (s)XY (s)(XT
Y (s)XY (s))−1X i(s)

)
dM̂i(s),
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kde Gi, i = 1...n jsou iid N(0, 1). (viz Martinussen & Scheike (2006), kap.5,
str.153)

Vhodnost modelu pak lze ověřit např. pomoćı statistik

sup
t∈[0,τ ]

|MKj
(t)|, resp.

∫ τ

0
(MKj

(t))2dt, j = 1, ...,m.

Chceme, aby vysoké hodnoty testových statistik vypov́ıdaly o porušeńı nu-
lové hypotézy ve prospěch konkrétńı alternativy, např. že závislost dat na
k-té kovariátě neńı modelem dobře vysvětelná. Pro takový test můžeme vźıt
K konstantńı v čase jako matici obsahuj́ıćı indikátory hodnot př́ıslušné ko-
variáty zdiskretizované do skupin, např. po kvartilech.

Kk
i = (I(Xik < 1.q(Xk)), I(1.q(Xk) < Xik < 2.q(Xk)),

I(2.q(Xk) < Xik < 3.q(Xk)), I(3.q(Xk) < Xik)), i = 1, ..., n.

Potom

Mk
Kj

(t) =
∫ t

0

n∑

i=1

Kk
i dM̂(s) =

∑

i:Xik∈j.q(Xk)

XikM̂i(t), j = 1, ..., 4,

což představuje součty reziduál̊u pro jedince s hodnotami zkoumané ko-
variáty spadaj́ıćımi do daného kvartilu. Pokud statistiky supt∈[0,τ ] |Mk

K(t)|
respektive

∫ τ
0 (Mk

K(t))2dt spoč́ıtané z dat přesáhnou 1 − α − kvantil simu-
lovaných statistik, neńı závislost na k-té kovariátě na hladině α modelem
dostatečně vysvětlena.

Testováńı submodelu

Protože odhady jednotlivých komponent β(t) mohou být relativně složité,
můžeme otestovat, zda by se nedal model zjednodušit, např.

H01 : βj(t) ≡ 0 nebo H02 : βj(t) ≡ γ

pro nějakou konstantu γ. Pro kumulované koeficienty lze hypotézu přepsat
jako

H01 : Bj(t) ≡ 0, resp. H02 : Bj(t) ≡ γt.

Pro test H01 můžeme vźıt např. statistiku

supt∈[0,τ ]|B̂j(t)|, resp. supt∈[0,τ ]|
B̂j(t)

v̂ar(B̂j(t))
|,
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pro test H02

supt∈[0,τ ]|B̂j(t) + B̂j(τ)
t

τ
|.

Konstantnost př́ıslušné části rizikové funkce testujeme pro odhad γ̂ = B̂j(τ)/τ .

Rozděleńı těchto statistik můžeme odhadnout resamplingem podle následuj́ıćı
věty:

Věta 5. Pokud plat́ı předpoklady Věty 4 a nav́ıc Yi(t)X i(t) jsou stejně ome-
zené s omezeným rozptylem a Gi, i = 1, ..., n je iid výběr z N(0, 1), má pak
statistika

n1/2(B̂(t) − B(t))

stejné asymptotické rozděleńı jako

∆1(t) = n−1/2
n∑

i=1

ǫ̂i(t)Gi,

kde

ǫ̂i(t) =
∫ t

0
(n−1XT

Y (s)XY (s))−1X i(s)dM̂i(s).

D̊ukaz: Viz Martinussen & Scheike (2006), kap.5, str.117.

Nulovost nebo konstantnost j-té části rizikové funkce tak můžeme testovat
porovnáńım př́ıslušné statistiky poč́ıtané z odhadu se simulovaným rozděle-
ńım ∆1j(t) nebo jeho transformaćı.
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Kapitola 3

Kombinace regresńıch model̊u

V této kapitole se budeme zabývat možnostmi, jak spojit základńı modely
dohromady a jak v takových př́ıpadech rozlǐsit, podle kterého modelu se
data chovaj́ı. Uvedeme také některé situace ve kterých se modely shoduj́ı.

3.1 Proporcionálńı riziko vs. zrychlený čas

Cox̊uv model vycháźı z toho, že hodnota kovariát p̊usob́ı na rizikovou funkci
tak, že pro jedince s vyšš́ımi hodnotami kovariát momentálńı mı́ra rizika pro-
porcionálně roste (pro β > 0) respektive klesá. Model se zrychleným časem
se zakládá na myšlence, že jedinci s vyšš́ımi hodnotami kovariát budou mı́t
poměrně nižš́ı (pro β > 0) resp. vyšš́ı středńı dobu dožit́ı.

Shoda Coxova a AFT modelu

Ačkoliv jsou oba př́ıstupy odlǐsné co se týče motivace, dá se ukázat, že
v určitých př́ıpadech modely splývaj́ı. Budeme pracovat s kovariátami kon-
stantńımi v čase. Připomeňme rizikové funkce. Pro Cox̊uv model

αi(t) = exp(XT
i βC)α0(t),

pro AFT
αi(t) = α0(t exp(XT

i βA)) exp(XT
i βA).

Když bude základńı rozděleńı Weibullovo, tj. s hustotou

f0(t) = γδtδ−1 exp(−γtδ),

34



budou oba modely vpodstatě totožné. Totiž

α0(t) =
f0(t)

1 − F0(t)
=

γδtδ−1 exp(−γtδ)

exp(−γtδ)
= γδtδ−1.

Dosad́ıme do rizikových funkćı. Pro Cox̊uv model:

αi(t) = exp(XT
i βC)δγtδ−1,

a pro AFT

αi(t) = exp(XT
i βA)δγtδ−1(exp(XT

i βA))δ−1 = δγtδ−1(exp(XT
i δβA)).

Rizikové funkce se shoduj́ı pro βC = δβA.

Abychom otestovali, zda je základńı rozděleńı skutečně Weibullovo, odhad-
neme nejprve základńı rizikovou funkci v jednom nebo druhém modelu.
Z ńı spočteme odhad základńı distribučńı funkce a otestujeme jej́ı shodu
s distribučńı funkćı Weibullova rozděleńı pro vhodné γ a δ, např. pomoćı
Kolmogorovova-Smirnonova testu. Alternativně můžeme základńı distribučńı
funkci odhadnout v AFT modelu jako empirickou distribučńı funkci exp(r̂i)
z necenzorovaných pozorováńı.

Teprve když test shodu zamı́tne, je třeba rozhodnout, který z model̊u použ́ıt.

Grafické testy

Podobně jako v prvńı kapitole můžeme rozdělit pozorováńı do K skupin
s podobnými hodnotami kovariát. At’ bychom uvažovali Cox̊uv nebo AFT
model, v rámci každé skupiny by měly být tedy hodnoty XT

i β zhruba po-
dobné. Skloub́ıme grafické postupy pro oba modely. Pro kumulovanou rizi-
kovou funkci pro T a log T plat́ı:

A(t) = − log S(t) = − log S(log)(log t) = A(log)(log t).

V Coxově modelu je

log Ai(t) = XT
i β + log A0(t) = XT

i β + log A
(log)
0 (log t),

v AFT modelu
log Ai(t) = log A

(log)
0 (log t + XT

i β)
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V každé skupině tedy spočtěme Nelson-Aalen̊uv odhad kumulované rizikové
funkce založený na log Ti a do jednoho grafu vynesme hodnoty

(log t, log Â
(log)
k (log t)), k = 1, ..., K.

Pokud jeden z model̊u popisuje data dobře, měly by být křivky zhruba rov-
noběžné. Jak jsme ukázali, pro Cox̊uv model by měly být navzájem posunuty
vertikálně, pro AFT model horizontálně. Pokud se oba modely shoduj́ı, tj.
pokud je základńı rozděleńı Weibullovo, budou křivky zhruba lineárńı.

Model kombinuj́ıćı zrychlený čas a proporcionálńı riziko

Jako vsuvku uved’me model, který kombinuje Cox̊uv a AFT model tak, že
intenzita je vyjádřena jako

λi(t) = Yi(t)α0(t exp(XT
i β1)) exp(XT

i β2)

(Chen & Jewell, 2001). Model je v jistém smyslu přeurčený, protože odha-
dujeme dva parametry u každé kovariáty, hlavńım ćılem je zde ale testováńı

H01 : β1j = 0 j = 1, ..., p,

H02 : β2j = β1j j = 1, ..., p.

Kdyby platila H01 pro všechny kovariáty, máme Cox̊uv model, naopak kdyby
platila H02, máme model se zrychleným časem.

Odhad parametr̊u

Použijeme transformované č́ıtaćı procesy podobně jako pro model se zrych-
leným časem:

N∗
i (t) = Ni(t exp(−XT

i β1)), Y ∗
i (t) = Yi(t exp(−XT

i β1)),

dále

Λ∗
i (t) = Λi(t exp(−XT

i β1)), M∗
i (t) = Mi(t exp(−XT

i β1)).

Zjist́ıme, že

λ∗
i (t) =

∂

∂β
Λ∗

i (t) = e−XT
i β1λi(te

−XT
i β1) = Y ∗

i (t)eXT
i (β2−β1)α0(t).
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Protože M∗
i (t) = N∗

i (t) − Λ∗
i (t) je martingal s nulovou středńı hodnotou,

chceme, aby

dN∗
i (t) ≈ dΛ∗

i (t) = Y ∗
i (t)eXT

i (β2−β1)dA0(t).

Základńı riziko proto můžeme odhadnout jako

Â0(t) =
∫ t

0

J(t)

S∗
0(t,β1,β2)

dN∗
• (t),

kde S∗
0(t,β1,β2) =

∑n
i=1 Y ∗

i (t)eXT
i (β2−β1) a J(t) = I(S0(t,β1,β2)) > 0.

Označme ještě

S∗
1(t,β1,β2) =

n∑

i=1

Y ∗
i (t)eXT

i (β2−β1)Xi E∗(t,β1,β2) =
S∗

1(t,β1,β2)

S∗
0(t,β1,β2)

.

Dosad́ıme odhad Â(t) do věrohodnostńı funkce (viz kapitola 1, max. věro-
hodnost). Zjist́ıme, že derivováńım podle β1 a β2 dostaneme:

U1(β) =
n∑

i=1

∫ ∞

0
W (t)(X i − E∗(t,β1,β2))dN∗

i (t),

U2(β) =
n∑

i=1

∫ ∞

0
(X i − E∗(t,β1,β2))dN∗

i (t),

kde W (t) ≡ tα′

0
(t)

α0(t)
. Řešeńım rovnic U(β) ≡ 0 źıskáme požadované odhady.

Problém je, že α0 a α′
0 pro W (t) neznáme, odhady ale budou dávat smysl i

pro jiné volby, např. W (t) = t, resp. W(t)=t/(1+t).

Podobně jako u AFT modelu, U(β) neńı spojitá v β1, proto často neńı možné
naj́ıt přesné řešeńı skórových rovnic. Jako odhad můžeme vźıt např. takové
β̂, aby ‖U(β)‖ bylo co nejmenš́ı.

Za podmı́nek regularity pro n → ∞ plat́ı:

n−1/2U(β0)
D→ N(0, Σ−1(β0)),

n1/2(β̂ − β0)
D→ N(0, D−1Σ(β̂)D−1),

kde Σ(β) je Fisherova matice, kterou můžeme odhadnout pomoćı
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Σ̂(β) = n−1
n∑

i=1

∫ ∞

0
((XT

i , Ŵ (t)XT
i )T +

−(E∗(t,β1,β2)
T , Ŵ (t)E∗(t,β1,β2)

T )T )⊗2dN∗
i (t).

Přesnou formulaci podmı́nek regularity a d̊ukaz asymptotických vlastnost́ı
je možné nalézt v Chen & Jewell (2001), stejně jako tvar matice D. Ten je
ale relativně složitý a nav́ıc obsahuje člen α0(t) a α′

0(t), které je potřeba
aproximovat pomoćı jádrových odhad̊u, což může zp̊usobit nepřesnosti po-
kud počet pozorováńı neńı velký.
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3.2 Cox-Aalen̊uv model

Relativně obecnou kombinaćı model̊u je spojeńı Coxova modelu se základńı
rizikovou funkćı α0(t), kovariátami Zi(t), i = 1, ..., n a vektorovým parame-
trem β = (β1, ..., βp)

λi(t) = Yi(t) exp(βT Zi(t))α0(t)

a Aalenova aditivńıho modelu s kovariátami X i(t), i = 1, ..., n a komponen-
tami rizika α(t) = (α1(t), ..., αq(t))

λi(t) = Yi(t)X
T
i (t)α(t).

Jednou z možnost́ı jak spojit proporcionálńı a aditivńı vliv je Cox-Aalen̊uv
model (Scheike & Zhang, 2002) s intenzitou

λi(t) = Yi(t) exp(ZT
i (t)β)XT

i (t)α(t), t ∈ [0, τ ],

tedy vpodstatě Cox̊uv model, kde základńı intenzita záviśı na daľśıch ko-
variátách v aditivńım tvaru. Tento model je prvńım členem Taylorova roz-
voje modelu

λ(t) = Y (t) exp(βT Z(t))λ(t,X(t)),

podle hodnot kovariáty X, který byl navržen pro zkoumáńı proporcionálńıho
vlivu kovariát Zi(t) oproštěného od vlivu hodnot kovariát X i(t).

Odhad parametr̊u

Budeme postupovat podobně jako u Aalenova modelu. Definujme matici

Y (β, t) = (Y1(t) exp(Z1(t)
T β)X1(t), ..., Yn(t) exp(Zn(t)T β)Xn(t)).

Log-věrohodnost bude mı́t tvar

l(β) =
n∑

i=1

∫ τ

0
log(Yi(t) exp(Zi(t)

T β)X i(t)
T dA(t))dNi(t)

−
n∑

i=1

∫ τ

0
Yi(t) exp(Zi(t)

T β)X i(t)
T dA(t).

Derivováńım se dostaneme ke skórovým rovnićım pro β a dA(t):
∫ τ

0
Z(t)T dN(t) − Y (β, t)dA(t) = 0,
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Y (β, t)T W (t)(dN(t) − Y (β, t)dA(t)) = 0,

kde W (t) je diagonálńı matice s prvky wi(t) = Yi(t)
λi(t)

=
Yi(t) exp(−ZT

i β)

XT
i α(t)

. Když

označ́ıme

Y −(β, t) = (Y (β, t)T W (t)Y (β, t))−1Y (β, t)T W (t)

váženou pseudoinverzi matice Y (β, t), můžeme ze druhé skórové rovnice
odhadnout složky vektoru kumulované základńı intenzity jako

Â(β, t) =
∫ t

0
Y −(β, s)dN(s).

Dosazeńım do prvńı rovnice źıskáme

U(β) =
∫ τ

0
ZT (t)(I − Y (β, t)Y −(β, t))dN(t) =

∫ τ

0
ZT (t)G(β, t)dN(t),

kde jsme označili G(β, t) = I −Y (β, t)Y −(β, t). Problémem je, že Y − záviśı
jak na parametrech β, tak na neznámých α(t) skrz váhy wi(t). Váhy můžeme
přepsat jako

wi(t) = Yi(t)hi(t)exp(−Zi(t)
T β).

Když mı́sto p̊uvodńı části hi(t) = (X i(t)
T α(t))−1 použijeme pro odhad

hi(t) ≡ 1, nebude skórová funkce pro β záviset na α(t).

Doporučuje se spoč́ıst β̂ na základě skórových rovnic se zjednodušenými va-
hami a tyto odhady pak použ́ıt k odhad Â(β̂, t). Dále je pak možné odhady
dosadit do p̊uvodńıch vah a vyjádřit odhady založené na p̊uvodńıch vahách.

Asymptotické vlastnosti odhad̊u β̂ a Â(t) shrnuj́ı následuj́ıćı tvrzeńı, přesné
zněńı předpoklad̊u lze naj́ıt v Scheike & Zhang (2002):

Věta 6. Za podmı́nek regularity v Cox-Aalenově modelu plat́ı, že

n1/2(β̂ − β0)
D→ N(0, Σ),

kde Σ lze odhadnout jako

Σ̂ = nI−1(β̂, τ)

{
n∑

i=1

ǫ̂⊗2
1i (τ)

}
I−1(β̂, τ),
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přičemž I je odhad informačńı matice o β a ǫ̂1i je odhadem

ǫ1i =
∫ t

0
(Zi(s) − ZT (s)Y (β0, s)(Y

T (β0, s)W (s)Y (β0, s))
−1X i(s)

T )dMi(s).

D̊ukaz: Viz Scheike & Zhang (2002).

Když tedy odhadneme variančńı matici odhad̊u, můžeme testovat např́ıklad,
zda βj = 0, tedy zda je vliv jednotlivých kovariát v proporcionálńı části mo-
delu významný.

Věta 7. Za podmı́nek regularity v Cox-Aalenově modelu plat́ı, že

n1/2(Â(β̂, t) − A(t))

konverguje ke Gaussovskému procesu s variančńı funkćı Ψ(t), kterou lze od-
hadnout jako

Ψ̂ = n
n∑

i=1

ǫ̂⊗2
2i (t),

přičemž
ǫ2i(t) = ǫ3i(t) + HT (β0, t)I(β0, t)

−1ǫ1i(t),

ǫ3i(t) =
∫ t

0
(Y T (β0, s)W (s)Y (β0, s))

−1X i(s)dMi(s),

H(β, t) =
∫ t

0
Y −(β, s)diag

(
Y (β, s)Y −(β, s)dN(s)

)
Z(s)

a ǫ̂ij jsou př́ıslušné odhady, tj. při dosazeńı β̂, Âj resp. α̂j a M̂i.

D̊ukaz: Viz Scheike & Zhang (2002).

Dále plat́ı, že asymptotické rozděleńı n1/2(Â(β̂, t) − A(t)) bude stejné jako
asymptotické rozděleńı

n1/2
n∑

i=1

ǫ̂2i(t)Gi,

kde Gi, i = 1, ..., n jsou iid N(0, 1). Pro inferenci o komponentách A(t) je
tedy možné jako u samotného Aalenova modelu simulacemi testovat, zda
αj(t) ≡ 0 pomoćı statistiky

supt∈[0,τ ]|Âj(t)| resp. supt∈[0,τ ]|
Âj(t)

v̂arÂj(t)
|,
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nebo zda αj(t) ≡ γ, tj. Aj(t) = γt pomoćı

supt∈[0,τ ]|Âj(t) −
Âj(t)

τ
t|,

kde γ odhadneme jako γ̂ = Âj(t)

τ
.

Test dobré shody modelu s daty

Testováńım hypotéz o nulovosti parametr̊u a komponent můžeme model
významně zjednodušit, nezbavili jsme se ale nutnosti na začátku určit, které
kovariáty maj́ı mı́t aditivńı a které proporcionálńı vliv.

Můžeme např. kovariáty postupně přesouvat a porovnat, při jakém sestaveńı
kovariát model vystihuje data nejlépe. Počet možnost́ı jak kovariáty rozdělit
mezi aditivńı a proporcionálńı část roste ale exponenciálně s počtem ko-
variát, takže při větš́ım počtu by už vyzkoušeńı všech variant modelu trvalo
relativně dlouho.

Protože proporcionálńı vliv kovariát se interpretuje snáze, budeme upřed-
nostňovat následuj́ıćı postup: Nejprve sestav́ıme Cox̊uv model pro všechny
kovariáty, otestujeme u kterých můžeme použ́ıt porporcionalitu, ty pak použi-
jeme v proporcionálńı části Cox-Aalenova modelu a ostatńı dosad́ıme do
aditivńı části.

Odvozeńı následuj́ıćıch testových statistik je relativně složité, uvád́ıme zde
proto jen základńı myšlenky. Přesné odvozeńı a d̊ukazy asymptotických
vlastnost́ı jsou k nalezeńı v Scheike & Zhang (2002).

Test pro aditivńı část

Chceme otestovat, jestli model vystihuje dobře závislost dat na kovariátách
obsažených v aditivńı části modelu. Z martingalové dekompozice máme

Mi(t) = Ni(t) −
∫ t

0
Yi(t) exp(Zi(s)

T β0)X i(s)
T dA(s).

Když dosad́ıme odhady β̂ a Â(t), dostaneme odhad

M̂(t) = N(t) −
∫ t

0
Y (β̂, s)Y −(β̂, s)dN(s) =

∫ t

0
G(β̂, s)dN(s).
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Pomoćı Taylorova rozvoje dostaneme po několika úpravách aproximaci

M̃(t) =
∫ t

0
G(β̂, t)dM(s) + B(β̂, t)U(β̂),

kde

B(β, t) = −
∫ t

0
G(β, s)diag

{
Y (β, s)Y −(β, s)dN(s)

}
Z(s)I−1(β, τ).

Podobně jako u Aalenova modelu můžeme zkusit seč́ıst martingalové re-
ziduály přes r̊uzné úrovně jednotlivých kovariát, tj. zavést n × m rozměrný
proces K(t) (nebo jen n × m matici K) a kumulativńı reziduálńı proces

MK(t) =
∫ t

0
KT (s)dM̂(s).

Když bude K matice konstant, dostaneme lineárńı kombinace martinga-
lových reziduál̊u, protože pak

MK(t) = KT
∫ t

0
dM̂(s) = KT M̂(t).

Dá se ukázat, že rozděleńı MK(t) je asymptoticky ekvivalentńı s rozděleńım

n−1/2
n∑

i=1

∫ t

0
Gi

{
Ki(s) − KT (s)

(
Y (β̂, s)W (s)Y (β̂, s)

)−1
X i(s)

}
dM̂i(s)+

−n−1/2BK(β̂, t)
n∑

i=1

ǫ̂1i,

kde

BK(β, t) =
∫ t

0
KT (s)G(β, s)diag

{
Y (β, s)Y −(β, s)dN(s)

}
Z(s)I−1(β)

a Gi, i = 1, ..., n jsou iid z N(0, 1).

Jako testovou statistiku použijeme

sup
t∈[0,τ ]

|MKj
(t)|, resp.

∫ τ

0
(MKj

(t))2dt, j = 1, ...,m.

Můžeme tedy pro každou kovariátu v aditivńı části zvlášt’ vźıt Mk
Kj

(t) jako
součet martingalových reziduál̊u přes jednotlivé kvartily jej́ıch hodnot. Když
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testová statistika přesáhne konfidenčńıch meze, nevysvětluje model situaci
dostatečně přesně. Bud’to tedy má j-tá kovariáta sṕı̌se proporcionálńı vliv
nebo je vliv složitěǰśı než můžeme modelem postihnout.

Test pro proporcionálńı část

Podobně jako u Coxova modelu založ́ıme test na skórovém procesu. Dá se
ukázat, že rozděleńı normovaného skórového procesu n−1/2U(β̂, t) za plat-
nosti modelu je asymptoticky shodné s rozděleńım procesu

n−1/2
n∑

i=1

(
ǫ̂1i(t) + I(β̂, t)I−1(β̂, τ)ǫ̂1i(τ)

)
Gi,

kde Gi jsou iid N(0, 1) a ǫ̂1i jsou odhady z Věty 6. Pro j-tou kovariátu pak
spoč́ıtáme testovou statistiku

sup
t∈[0,τ ]

|Uj(β̂, t)|,

jej́ıž rozděleńı můžeme asymptoticky odhadnout pomoćı opakovaného si-
mulováńı veličin Gi. Když tedy statistika nebude v konfidenčńıch meźıch, je
vliv j-té kovariáty složitěǰśı. Můžeme ji např́ıklad zkusit dát do aditivńı části
nebo vhodně transformovat.
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Kapitola 4

Př́ıklady

V této části vyzkouš́ıme uvedené regresńı modely na simulovaných i reálných
datech. Výpočty byly prováděny v softwaru R. Cox̊uv, Aalen̊uv a Cox-
Aalen̊uv model jsou v R k dispozici v knihovně Timereg (autor Thomas
Scheike), AFT model byl implementován př́ımo, pomoćı metod popsaných
v části 2.2. V př́ıloze je vysvětleno, jak se př́ıslušné funkce u všech model̊u
použ́ıvaj́ı. Zdrojové kódy funkce pro AFT model, simulaćı a zpracováńı dat
jsou přiloženy na CD.

4.1 Použit́ı model̊u na simulovaná data

Základńı modely

Vyzkouš́ıme, zda testy vhodnosti model̊u funguj́ı tak, jak maj́ı. Nageneru-
jeme data podle konkrétńıho základńıho modelu a otestujeme, kterým mo-
del̊um data odpov́ıdaj́ı. Mějme jednu spojitou kovariátu X s hodnotami si-
mulovanými z rozděleńı N(0, 1). Pro jednoduchost neuvažujme cenzorováńı.

Cox̊uv model testujeme pomoćı skórového procesu, porovnáńım simulova-
ných hodnot supt∈[0,τ ]‖U(β̂, t)‖ se skutečnou. AFT model ověřujeme nepara-
metrickými testy, pro Kruskal-Wallis̊uv test shody rozděleńı rezidúı rozděĺıme
data podle kvartil̊u X, pro Wilcoxon̊uv a Kolmogorov-Smirnov̊uv porovná-
váme rezidua pod a nad mediánem X. Aalen̊uv model testujeme pomoćı
supremového a integrálńıho testu založeného na simulovaných hodnotách ku-
mulativńıho reziduálńıho procesu MK(t). Matici K voĺıme jako indikátory
hodnot kvartil̊u X, reziduálńı proces je tedy součtem martingalových re-
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ziduál̊u přes jednotlivé kvartily (viz kapitola 1). Pro testy Coxova a Aale-
nova modelu vezmeme vždy 1000 replikaćı zkoumaných proces̊u. Pro Cox̊uv
a AFT model jsou p-hodnoty př́ıslušných test̊u v tabulce 4.1 a pro Aalen̊uv
model v tabulce 4.2.

Data podle Coxova modelu

Uvažujme nejprve 1000 pozorováńı z Coxova modelu s β1 = 1 s Weibullovým
základńım rozděleńım Wb(γ = 106, δ = 5) (S0(t) = exp(−γtδ)). Dosazeńım
do Coxova modelu jsme dostali odhad β̂C = 1.00, 95%−konfidenčńı inter-
val (0.922, 1.087), p-hodnota testu proporcionality vyšla nevýznamná, tj. že
model nezamı́táme. Použit́ım AFT modelu jsme dostali odhad β̂A = 0.204,
p-hodnoty pro testy vhodnosti opět vyšly nevýznamné, což nás nepřekvaṕı,
vzhledem k tomu, že základńı rozděleńı je Weibullovo. Odhady parametr̊u
přibližně koresponduj́ı s βC = δβA, kde δ je odpov́ıdaj́ıćı parametr Wei-
bullova rozděleńı. Když jsme zkusili Aalen̊uv model, vyšly ve všech kvar-
tilech p-hodnoty pro supremový i integrálńı test významné, model proto
zamı́tneme.

Když jsme použili stejné hodnoty X a simulovali 1000 hodnot z Coxova
modelu s β1 = 1 se základńım rozděleńım gamma γ(a = 1/100, p = 5)
(tj. f0(t) ∝ tp−1e−at), dostali jsme pro Cox̊uv model odhad β̂C = 1.04,
95%−konfidenčńı interval (0.950, 1.121). Simulovaná p-hodnota testu pro-
porcionality vyšla opět nevýznamná, model nezamı́táme. P-hodnoty AFT
modelu i Aalenova modelu byly < 0.05, na této hladině je tedy zamı́tneme.

Když jsme simulovali data z Coxova modelu s β1 = 1 se základńım rozděleńım
lognormálńım LN(µ = 2, σ2 = 1), dostali jsme v Coxově modelu odhad
0.967, 95%−konfidenčńı interval rovný (0.889, 1.045). Cox̊uv model jako je-
diný nebyl na hladině 0.05 zamı́tnut.

Data podle AFT modelu

Nejprve uvažujme stejné hodnoty kovariáty X a 1000 pozorováńı z AFT
modelu s β1 = 1 s Weibullovým základńım rozděleńım Wb(γ = 106, δ = 5).
Dosazeńım dat do AFT modelu jsme dostali odhad β̂A = 1.00, p-hodnoty
všech neparametrických test̊u byly nevýznamné. Použit́ım Coxova modelu
vyšel odhad β̂C = 4.93, 95%−konfidenčńı interval rovný (4.677, 5.178) a
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simulovaná p-hodnota testu vhodnosti na hladině 0.05 také nevýznamná.
Cox̊uv model proto také nezamı́táme, což je správně, protože máme Wei-
bullovo rozděleńı. P-hodnoty pro test Aalenova modelu byly významné ve
většině kvartil̊u, proto jsme jej zamı́tli.

Dále jsme pro stejné X simulovali 1000 pozorováńı z AFT modelu s β1 = 1
se základńım rozděleńım gamma Ga(a = 1/100, p = 5) a lognormálńım
LN(µ = 2, σ2 = 1). V obou připadech byly p-hodnoty všech test̊u vhodnosti
při použit́ı AFT modelu nevýznamné. Naopak Cox̊uv a Aalen̊uv model byly
na hladině 0.05 zamı́tnuty.

Data podle Aalenova modelu

Abychom se vyhnuli problémům s generováńım při záporných hodnotách ko-
variát, uvažujeme tentokrát hodnoty exp(X). Vyrob́ıme 1000 simulovaných
pozorováńı podle Aalenova modelu αi(t) = β0(t)+Xiβ1(t). Opět neuvažujeme
cenzorováńı.

β0(t) i β1(t) jsme volili tak, aby odpov́ıdaly jednak exponenciálńımu rozděleńı
Exp(λ = 1/100), kdy riziková funkce měla tvar αi(t) = λ0 + λ1Xi, jednak
gamma rozděleńı Ga(a = 5, p = 1/100) a nakonec lognormálńımu rozděleńı
LN(µ = 2, σ2 = 1).

Ve všech př́ıpadech jedině Aalen̊uv model popisoval data dobře, Cox̊uv i
Aalen̊uv model jsme pokaždé na hladině α = 0.05 zamı́tli.

Shrnut́ı

Testy funguj́ı v uvedených př́ıpadech tak, jak maj́ı. Ani jednou nebyl zamı́tnut
p̊uvodńı model. Pro Weibullovo základńı rozděleńı byl v pořádku Cox̊uv i
AFT model, pokud jsme generovali z jednoho z nich. Když jsme zkusili dosa-
dit data s gamma a lognormálńım základńım rozděleńım do jiného modelu,
než ze kterého byla generována, testy model vždy na hladině 0.05 zamı́tly.
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Generovaná data P-hodnoty test̊u vhodnosti
Cox̊uv model AFT model

skórový Wilcoxon Kolmogorov- Kruskal-

proces -Smirnov -Wallis

Cox̊uv model
Základńı rozd.

Weibullovo 0.275 0.72 0.87 0.466
Gamma 0.327 0.028 0.001 0.171
Lognormálńı 0.553 0.002 < 0.001 < 0.001
AFT model
Základńı rozd.

Weibullovo 0.056 0.587 0.538 0.223
Gamma < 0.001 0.456 0.748 0.117
Lognormálńı < 0.001 0.159 0.127 0.975
Aalen̊uv model
Základńı rozd.

Exponenciálńı 0.01 < 0.001 < 0.001 0.04
Gamma 0.006 < 0.001 < 0.001 < 0.001
Lognormálńı 0.015 < 0.001 < 0.001 0.006

Tabulka 4.1: P-hodnoty test̊u dobré shody Coxova a AFT modelu s daty
generovanými ze základńıch model̊u s r̊uznými základńımi rizikovými funk-
cemi
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Generovaná data P-hodnoty test̊u vhodnosti
pro Aalen̊uv model

supremový (horńı řádek) a integrálńı (spodńı řádek) test

I.kvartil II.kvartil III.kvartil IV.kvartil
Cox̊uv model
Základńı rozd.

Weibullovo 0.005 < 0.001 < 0.001 < 0.001
0.015 < 0.001 < 0.001 < 0.001

Gamma < 0.001 < 0.001 < 0.001 < 0.001
< 0.001 < 0.001 < 0.001 < 0.001

Lognormálńı 0.017 < 0.001 < 0.001 < 0.001
0.409 < 0.001 < 0.001 < 0.001

AFT model
Základńı rozd.

Weibullovo < 0.001 < 0.001 < 0.001 < 0.001
< 0.001 < 0.001 < 0.001 < 0.001

Gamma < 0.001 < 0.001 < 0.001 < 0.001
< 0.001 < 0.001 < 0.001 < 0.001

Lognormálńı < 0.001 < 0.001 < 0.001 0.128
0.042 < 0.001 < 0.001 0.190

Aalen̊uv model
Základńı rozd.

Exponenciálńı 0.449 0.371 0.539 0.288
0.307 0.395 0.818 0.640

Gamma 0.053 0.303 0.185 0.478
0.074 0.483 0.152 0.539

Lognormálńı 0.445 0.674 0.883 0.692
0.317 0.486 0.842 0.860

Tabulka 4.2: P-hodnoty test̊u dobré shody Aalenova modelu s daty genero-
vanými ze základńıch model̊u s r̊uznými základńımi rizikovými funkcemi
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Data podle Cox-Aalenova modelu

Budeme generovat data podle Cox-Aalenova modelu a zkuśıme, jestli testy
zařad́ı kovariáty do správné části. Mějme 1000 pozorováńı odpov́ıdaj́ıćı mo-
delu

αi(t) = eZiβZ (β0(t) + Xiβ1(t)),

kde βZ = 1, Zi byly generovány zN(0, 1) a Xi jako exp(N(0, 1)). Vyzkouš́ıme
základńı rizikové funkce odpov́ıdaj́ıćı exponenciálńımu a log-normálńımu
rozděleńı.

Použ́ıváme testy dobré shody popsané v části 3.2, proporcionálńı část tes-
tujeme pomoćı skórového procesu, aditivńı část supremovou statistikou ku-
mulativńıho reziduálńıho procesu sč́ıtaného podle kvartil̊u dané proměnné.
Použ́ıváme vždy 1000 simulaćı zkoumaného procesu.

Cox-Aalen̊uv model - exponenciálńı rozděleńı

Vezměme β0(t) a β1(t) odpov́ıdaj́ıćı exponenciálńımu rozděleńı exp(1/100),
tedy konstanty. Když jsme obě kovariáty dosadili do proporcionálńı části
modelu, tedy když jsme data popsali Coxovým modelem, dostali jsme od-
had β̂Z = 0.975, p-hodnoty testu proporcionality 0.300 pro Z a 0.047 pro X.
Proto proporcionalitu pro Z správně nezamı́tneme a pro X na hladině 0.05
zamı́tneme.

Když byly obě kovariáty použity v aditivńı části modelu, simulovali jsme
rozděleńı MK(t), kde K je opět indikátor kvartil̊u, dostali jsme pro X p-
hodnoty supremového testu 0.163, 0.362, 0.111 a 0.464, pro Z pak 0.007,
0.001, 0.003 a 0.001. Proto aditivitu pro Z zamı́tneme a pro X ne.

Pro X v proporcionálńı a Z v aditivńı části, tj. přesně opačně, než jsme gene-
rovali, vyšla p-hodnota testu proporcionality X rovná 0.051 a pro supremový
test aditivity pro každý kvartil menš́ı než 0.001. Proto aditivitu Z zamı́táme
a proporcionalitu X na hladině 0.05 těsně nezamı́táme.

Pro správný model, tj. Z v proporcionálńı části a X v aditivńı jsme dostali
odhad β̂ = 1.02, p-hodnotu testu proporcionality 0.695 a testu aditivity
0.988, 0.952, 0.390 a 0.433, p̊uvodńı model tedy správně nezamı́tneme.
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Cox-Aalen̊uv modelu - lognormálńı rozděleńı

Vezměme β0(t) a β1(t) odpov́ıdaj́ıćı lognormálńımu rozděleńı LN(µ = 0, σ2 =
1). Když jsme použili Cox̊uv model na obě kovariáty, dostali jsme odhad
β̂Z = 0.986, p-hodnoty testu proporcionality 0.583 pro Z a 0.235 pro X.
Proto proporcionalitu pro X ani pro Z nezamı́tneme.

Při použit́ı Aalenova modelu vyšly p-hodnoty supremového testu aditivity
pro jednotlivé kvartily pro X 0.320, 0.498, 0.947 a 0.805, pro Z pak pro
všechny kvartily < 0.001. Pro Z aditivitu tedy zamı́táme a pro X nezamı́táme.

Když jsme dali kovariáty do opačných část́ı, tj. X do proporcionálńı a Z do
aditivńı, dostali jsme p-hodnotu testu proporcionality X rovnou 0.655 a pro
supremový test aditivity pro všechny kvartily < 0.001. Proto aditivńı část
jasně zamı́táme ale proporcionálńı ne.

Při dosazeńı do modelu, ze kterého jsme generovali, tj. Z v proporcionálńı
části a X v aditivńı, dostali jsme odhad β̂ = 1.04, p-hodnotu testu propor-
cionality 0.923 a testu aditivity 0.222, 0.673, 0.357 a 0.609, správný model
tedy nezamı́tneme.

Cox-Aalen̊uv model s chyběj́ıćımi částmi

Mějme opět kovariáty X a Z. Budeme simulovat hodnoty z Coxova modelu
s kovariátou Z a z Aalenova modelu z kovariátou X. Použitou kovariátu do-
sad́ıme do př́ıslušné část́ı Cox-Aalenova modelu. Budeme cht́ıt zjistit, zda
model správně vyhodnot́ı nulovost př́ıslušného regresńıho koeficientu nebo
neparametrické části u nevýznamné proměnné, když ji dosad́ıme postupně
do obou část́ı.

Hodnoty Z jsme zvolili jako výběr z N(0, 1), hodnoty X jako exp(N(0, 1)).
Generujme 1000 hodnot bez cenzorováńı, nejprve z Coxova modelu se základ-
ńı rizikovou funkćı odpov́ıdaj́ıćı rozděleńı exp(1/100), tedy αi(t) = eZi/100.

Když jsme obě kovariáty popsali pouze Coxovým modelem, dostali jsme od-
hady β̂Z = 0.994, β̂X = 0.015. Konfidenčńı interval pro βX byl (−0.011, 0.041),
p-hodnota Waldova testu nulovosti pro βX byla rovná 0.257, což znač́ı, že
vliv X neńı významný. P-hodnota testu proporcionality vyšla pro Z 0.907 a
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pro X 0.686, model proto nezamı́tneme.

Když jsme dosadili Z do Coxovy části a X do Aalenovy části, źıskali jsme
odhad β̂Z = 0.969. Když jsme testovali, zda v Aalenově části BX(t) ≡ 0

pomoćı resamplingu statistiky supt∈[0,τ ]

∣∣∣∣
B̂X(t)√
v̂arB̂X(t)

∣∣∣∣, dostali jsme p-hodnotu

0.936, tedy že vliv X neńı významný.

Generujme nyńı 1000 hodnot z Aalenova modelu s kovariátou X a oběma
částmi základńı intenzity odpov́ıdaj́ıćı exp(1/100), tedy αi(t) = 1

100
+ 1

100
Xi.

Zkusme obě kovariáty dosadit do Aalenova modelu. P-hodnota testu nu-

lovosti BX(t) založeném na supt∈[0,τ ]

∣∣∣∣
B̂X(t)√
v̂arB̂X(t)

∣∣∣∣ vyšla < 0.001, pro Z ale

0.273, tedy správně vyhodnot́ıme vliv Z jako nevýznamný.

Když jsme nechali X v Aalenově části a Z dosadili do Coxovy části, dostali
jsme odhad β̂Z = 0.00964, konfidenčńı interval (−0.054, 0.073) a p-hodnotu
Waldova testu nulovosti 0.771, tedy taky že vliv Z neńı významný.

Shrnut́ı

Cox-Aalen̊uv model byl ve většině př́ıpad̊u schopen rozeznat, do které části
která kovariáta patř́ı. Nikdy nebyl zamı́tnut p̊uvodńı model, v několika
př́ıpadech test nezamı́tl proporcionalitu u kovariáty, která byla p̊uvodně v
aditivńı části.

V obou př́ıpadech, kdy byl model generován jen podle jedné kovariáty, byla
nevýznamná část správně detekována.
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4.2 Reálné problémy

V reálných problémech z praxe budeme hledat model, který data o přežit́ı
nebo výdrži vystihuje nejlépe. V uvedených postupech budeme aplikovat
základńı tvary regresńıch funkćı, jak jsou popsány v prvńıch dvou kapi-
tolách. Uvažujeme tedy jen základńı tvar Coxova modelu s proporcionálńım
vlivem na riziko eXT (t)β a AFT modelu se zrychleńım času eZT β. Je možné,
že jiný tvar regresńı funkce by data popisoval lépe, např́ıklad pokud bychom
provedli vhodné transformace kovariát nebo času.

V př́ıpadě jedné kovariáty vyzkouš́ıme postupně všechny tři základńı mo-
dely. Ověř́ıme, které z nich popisuj́ı data dobře, interpretujeme výsledky.

V př́ıpadě v́ıce kovariát zkuśıme nejprve samotný Cox̊uv a AFT model,
nevýznamné kovariáty přitom vynecháme. Pokud jeden z model̊u vystihuje
data dobře pro všechny kovariáty, rozhodneme se pro něj. Pokud ne, zkuśıme
Cox-Aalen̊uv model a do Coxovy části dáme kovariáty u kterých proporcio-
nalita nebyla zamı́tnuta, ostatńı dáme do Aalenovy části.

Všechna použitá data jsou přiložena na CD.

Výdrž součástek z automobil̊u Tatra

Máme údaje o životnosti součástek z automobil̊u Tatra při tlakové zkoušce
(počet cykl̊u) při dané zátěži (kp/cm2) (Kovanic & Volf, 1992). Data jsou
cenzorována (∆i = 1 necenzorované, ∆i = 0 cenzorované pozorováńı), viz
tabulka 4.3.

Nejprve zkuśıme Cox̊uv model. Źıskáme odhad β̂ = 0.315, 95%−konfidenčńı
interval je (0.141, 0.488). exp(β̂) = 1.37, to znamená, že při vyšš́ı zátěži jsou
součástky ve větš́ım riziku. Při 1000 replikaćıch vyšla simulovaná p-hodnota
statistiky supt∈[0,τ ]‖U(β̂, t)‖ rovná 0.215. Cox̊uv model proto na hladině 0.05
nezamı́táme.

Když zkuśıme model se zrychleným časem, źıskáme odhad β̂ = 0.22. Když
ale testujeme shodu rozděleńı rezidúı necenzorovaných pozorováńı pod a nad
mediánem hodnot zátěže, zjist́ıme že p-hodnota Wilcoxonova testu je 0.045.
Na hladině 0.05 tedy AFT model zamı́tneme.
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Výdrž ∆i Zátěž
41200 1 45.40
470100 1 35.60
865800 1 35.60
202400 1 35.30
620000 1 27.70
884900 1 27.75
919300 1 27.75
2119900 1 27.75
1998900 1 27.50
1036200 1 25.00
11390000 0 25.00
14443900 0 25.00
2020000 1 22.70
2065900 1 22.70
3231400 1 20.20
10064800 0 20.20
9219000 0 17.66

Tabulka 4.3: Výdrž (počet cykl̊u tlakové zkoušky), zátěž (kp/cm2) a in-
dikátor necenzorované události pro data o součástkách z automobil̊u Tatra

Aalen̊uv aditivńı model můžeme otestovat opět simulováńım kumulativńıho
reziduálńıho procesu MK(t). Sč́ıtali jsme reziduály přes kvartily hodnot
zátěže, p-hodnota pro supt∈[0,τ ]‖MKj(t)‖ pro jednotlivé kvartily vyšla rovná
0.003, 0.060, 0.547 a 0.122. Aalen̊uv model tedy nevystihuje závislost dobře
(obr.4.1), předevš́ım pro ńızké hodnoty zátěže.

Rozhodneme se tedy pro Cox̊uv model.

54



0 1000000 2500000

−
2

−
1

0
1

2

cas

K
um

ul
at

iv
ní

 r
ez

id
uá

ly
1.kvartil

0 1000000 2500000

−
3

−
1

0
1

2
3

cas
K

um
ul

at
iv

ní
 r

ez
id

uá
ly

2.kvartil

0 1000000 2500000

−
3

−
1

0
1

2
3

cas

K
um

ul
at

iv
ní

 r
ez

id
uá

ly

3.kvartil

0 1000000 2500000

−
1.

0
−

0.
5

0.
0

0.
5

1.
0

cas

K
um

ul
at

iv
ní

 r
ez

id
uá

ly

4.kvartil

Obrázek 4.1: Kumulovaný reziduálńı proces MK(t) pro jednotlivé kvartily
hodnot zátěže součástek z automobil̊u Tatra (černě) a jeho hodnoty simulo-
vané za hypotézy Aalenova modelu (šedě)
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Stávka slévač̊u

Máme data o výdrži 572 tav́ıćıch van použ́ıvaných na zpracováńı hlińıku
(počet dńı do doby, než muśı být vana vyřazena jako př́ılǐs opotřebená)
(Kalbfleisch & Struthers, 1982). Při generálńı stávce slévač̊u v roce 1967
došlo k náhlému odstaveńı velké části van. Po obnoveńı výroby začaly být
vany méně spolehlivé, patrně vlivem rychlého ochlazeńı nebo kv̊uli zaneseńı
ztuhlým materiálem. Máme záznamy o tom, jak dlouho fungovala daná vana
před stávkou a po ńı a chceme zjistit, zda odstaveńı mělo významný vliv na
životnost. Máme také údaje o životnosti 104 van, které stávkou neprošly.

Zavedeme kovariátu proměnnou v čase, která bude indikovat, zda je daná
pec v čase t před nebo po stávce. Nemůžeme použ́ıt model se zrychleným
časem, protože neumožňuje kovariáty proměnné v čase.

Zkuśıme aplikovat nejprve Cox̊uv model. Odhad parametru vyjde β̂ = 0.27,
95%−konfidenčńı interval (0.119, 0.420), tj. že vliv je významný. P-hodnota
testu vhodnosti modelu založeném na skórovém procesu (1000 simulaćı)
vyjde 0.256. Na hladině 0.05 proto proporcionalitu nezamı́táme. Protože
exp(β̂) = 1.31, je po stávce riziko zhruba 1.31 krát větš́ı než před stávkou.
Na obr.4.2 vid́ıme odhad základńı kumulované rizikové funkce a změnu jej́ıho
pr̊uběhu, pokud v čase t = 700 prošla pec náhlým odstaveńım.

Mohli bychom zkusit data popsat také Aalenovým aditivńım modelem. Uvě-
domme si ale, že Cox̊uv model je za této situace jeho speciálńım př́ıpadem.
V Coxově modelu totiž uvažujeme rizikovou funkci jako (si znač́ı čas stávky
i-tého jedince):

αi(t) =

{
α0(t) t ≤ si

eβα0(t) t > si,

zat́ımco v Aalenově modelu ve tvaru:

αi(t) =

{
α0(t) t ≤ si

α0(t) + α1(t) t > si.

α0 je riziková funkce před stávkou, v obou modelech by měla být tedy stejná.
Pro

α1(t) = (eβ − 1)α0(t)

jsou modely shodné. Vzhledem k tomu, že Cox̊uv model popisoval data dobře
a jeho interpretace je př́ımočařeǰśı, z̊ustaneme u něj.
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Obrázek 4.2: Odhad kumulované základńı rizikové funkce výdrže tav́ıćıch
van (plná čára) a jej́ı změny v př́ıpadě, že v čase t = 700 došlo k náhlému
odstaveńı (čárkovaně).
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Operace tumoru

Máme data o počtu dńı dožit́ı 205 pacient̊u po operaci zhoubného nádoru
(Drzewiecki (1990), obsaženo v R v knihovně Timereg). K dispozici máme
údaj o tloušt’ce nádoru (thick, v setinách milimetru), pohlav́ı pacienta (sex)
a indikátor, zda po operaci došlo k hnisavým komplikaćım (ulc).

Když aplikujeme na data Cox̊uv model, dostaneme odhady β̂C
ulc = 1.1668,

95%−konfidenčńı interval (0.5564, 1.7773), β̂C
thick = 0.0011, 95%−konfidenčńı

interval (0.0004, 0.0019), β̂C
sex = 0.4595, 95%−konfidenčńı interval

(−0.0633, 0.9823). P-hodnoty test̊u proporcionality vyšly pro ulc 0.046, pro
thick 0.117 a pro sex 0.257. Vliv hnisavých komplikaćı tedy bude potřeba
popsat jiným modelem. Vliv pohlav́ı neńı na hladině 0.05 významný.

Dosad’me tedy ostatńı data do AFT modelu. Dostaneme odhad β̂A
ulc = 0.045

a β̂A
thick = 0.002, p-hodnoty Kolmogorov-Smirnovova testu 0.02 pro ulc a

< 0.001 pro thick, Wilcoxonova testu 0.790 pro ulc a 0.036 pro thick.
Testovali jsme proti sobě rezidua pro hodnoty pod a nad mediánem hod-
not tloušt’ky tumoru a rezidua u osob s komplikacemi a bez nich. Kruskal-
Wallis̊uv test se pro ulc shoduje s Wilcoxonovým, protože máme jen dvě
úrovně, pro thick dá p-hodnotu 0.058. Závislost na př́ıtomnosti hnisavých
komplikaćıch ani na tloušt’ce tumoru neńı AFT modelem popsána dobře.

Zkusme ještě Cox-Aalen̊uv model s kovariátou ulc v aditivńı a thick v pro-
porcionálńı části. Źıskáme odhad β̂C

thick = 0.00108 s konfidenčńım intervalem
(0.0004, 0.0018), p-hodnota testu proporcionality je 0.356. Aditivńı část otes-
tujeme sečteńım martingalových reziduál̊u zvlášt’ přes jedince, kde se hnisáńı
projevuje, a zvlášt’ přes ty, kde ne. Dostali jsme simulované p-hodnoty supre-
mového testu 0.840 a 0.416 a integrálńıho testu 0.945 a 0.406, simulované
hodnoty vid́ıme na obr.4.3.

U tohoto modelu z̊ustaneme. exp(0.00108) = 1.0011, tj. s každou setinou
milimetru tloušt’ky vyoperovaného nádoru stoupá riziko o zhruba 0.11%.
Pacienti, u kterých byly zjǐstěny po operaci hnisavé komplikace, maj́ı také
vyšš́ı riziko. Odhad základńı rizikové funkce pro pacienty s komplikacemi i
bez nich vid́ıme na obr.4.4.
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Obrázek 4.3: Kumulovaný reziduálńı proces MK(t) pro jedince s hnisavými
komplikacemi a bez nich po operaci zhoubného tumoru (černě) a jeho repli-
kace za platnosti modelu (šedě)
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Obrázek 4.4: Odhad základńı kumulované rizikové funkce pro pacienty
s hnisavými komplikacemi (čárkovaně) a bez nich (plná čára) po operaci
zhoubného nádoru
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Rakovina plic

Zkoumáme délku života pacient̊u od projeveńı pokročilého stádia rakoviny
plic (Loprinzi, 1994). Budeme zkoumat závislost přežit́ı na pohlav́ı pacienta
a na jeho věku v době projeveńı př́ıznak̊u. Data jsou k dispozici v knihovně
Survival v R. Autoři studie doporučuj́ı modelovat věk v logaritmické trans-
formaci.

Nejprve zkuśıme Cox̊uv model. Odhady vyšly β̂C
logage = 1.0033, 95%−konfi-

denčńı interval (−0.0897, 2.0963), β̂C
sex = 0.5129, 95%−konfidenčńı interval

(0.1847, 0.8411), přičemž jako základńı úroveň bereme ženy, koeficient znač́ı
úpravu pro muže. P-hodnota testu proporcionality nebyla významná ani pro
věk ani pro pohlav́ı, Cox̊uv model proto nezamı́táme. P-hodnoty test̊u jsou
uvedeny v tabulce 4.4.

Když jsme zkusili AFT model, obdrželi jsme β̂A
logage = 0.760 a β̂A

sex =
0.387, p-hodnoty skórového testu nulovosti 0.212 pro věk a 0.007 pro po-
hlav́ı. P-hodnota žádného neparametrického testu dobré shody také nebyla
významná.

Ani jeden z model̊u nebyl zamı́tnut, základńı rozděleńı bude patrně rela-
tivně bĺızko Weibullovu. Oba modely označily vliv věku na hladině 0.05 za
nevýznamný. Máme eβ̂C

sex = 1.670 a e−β̂A
sex = 0.679. Závislost na pohlav́ı

můžeme bud’to interpretovat tak, že riziková funkce pro muže je 1.67 krát
větš́ı než pro ženy, př́ıpadně že středńı doba dožit́ı muž̊u je pouze 0.679 krát
středńı doba dožit́ı žen.

Data P-hodnoty test̊u vhodnosti
Cox̊uv model AFT model

skórový Wilcoxon Kolmogorov- Kruskal-

proces -Smirnov -Wallis

log(věk) 0.176 0.716 0.299 0.509
pohlav́ı 0.274 0.843 0.287 0.843

Tabulka 4.4: P-hodnoty test̊u dobré shody Coxova a AFT modelu s daty
popisuj́ıćımi závislost přežit́ı po projeveńı rakoviny plic na věku a pohlav́ı

60



Závěr

Regresńı modely v analýze spolehlivosti slouž́ı ke zkoumáńı vlivu vysvětluj́ı-
ćıch veličin, které máme k dispozici, na dobu přežit́ı nebo výdrže. Uplatňuj́ı
se mimo jiné v medicinských a technických studíıch.

Volba modelu je kĺıčová ke kvalitńımu popisu chováńı dat a následné pre-
dikci času přežit́ı daľśıch jedinc̊u nebo času výdrže daľśıch součástek. Shrnuli
jsme zde základńı i některé pokročilé regresńı modely, které se výrazně lǐśı
p̊uvodńı motivaćı a ve většině př́ıpad̊u i následnou interpretaćı výsledk̊u.
Zat́ımco u Coxova a Aalenova modelu se zkoumaj́ı primárně vlivy kovariát
na intenzitu poruch, v modelu se zrychleným časem je vysvětlována středńı
doba přežit́ı.

Hlavńı př́ınos této práce spoč́ıvá jednak ve shrnut́ı a rozebráńı metod jak
testovat, zda modely data popisuj́ı dostatečně dobře, a předevš́ım pak v před-
vedeńı volby a interpretace regresńıch model̊u v praxi. Postupy pro testováńı
model̊u jsou založeny jednak na metodách klasické regrese, a jednak na mo-
derńı teorii č́ıtaćıch proces̊u a simulačńım př́ıstupu. V reálných př́ıpadech
je potřeba nasadit dostatečnou výpočetńı śılu, zvlášt’ pokud máme mnoho
dat. Prozkoumali a doplnili jsme proto možnosti, jak modely implementovat
v běžném statistickém softwaru.

Pro data, která jsme studovali, bylo vždy možné naj́ıt model, který zkou-
mané závislosti popisoval dostatečně dobře. Pokud se nepodař́ı naj́ıt vhodný
model podle metod, které jsme zde použ́ıvali, přicházely by na řadu daľśı
rozš́ı̌reńı. V takových př́ıpadech můžeme vyzkoušet transformace kovariát
nebo času, u Coxova modelu uvažovat koeficienty měńıćı se v čase nebo
změnit tvar závislosti. To by bylo předmětem daľśıho zkoumáńı.
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Př́ılohy

Knihovna Timereg

Cox̊uv, Aalen̊uv a Cox-Aalen̊uv model jsou implementovány v R v knihovně
TIMEREG
autor: Thomas Scheike,
www: http://staff.pubhealth.ku.dk/∼ts/timereg.html).
Ukažme, jak potřebné funkce použ́ıt.

Cox̊uv model se zavád́ı jako podmodel Cox-Aalenova modelu, kde v adi-
tivńı části je jen základńı riziková funkce. Ukažme zavedeńı a výstup pro
př́ıklad se součástkami z automobil̊u Tatra (výdrž T , zátěž X, indikátory
cenzorováńı D). Chceme 1000 simulovaných hodnot pro odhad rozděleńı
skórového procesu:

> fit<-cox.aalen(Surv(T,D)~prop(X),n.sim=1000)

> summary(fit)

Cox-Aalen Model

...

Test for non-significant effects

sup| hat B(t)/SD(t) | p-value H_0: B(t)=0

(Intercept) 0.717 0.717

Test for time invariant effects

sup| B(t) - (t/tau)B(tau)| p-value H_0: B(t)=b t

(Intercept) 0.000158 0.684

Proportional Cox terms :

Coef. SE Robust SE D2log(L)^-1 z P-val

prop(X) 0.315 0.0692 0.0542 0.0886 4.54 5.5e-06

Test for Proportionality

sup| hat U(t) | p-value H_0

prop(X) 7 0.215

Call:

cox.aalen(Surv(T, D) ~ prop(X), n.sim = 1000)
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Obdrž́ıme po řadě test nulovosti a konstantnosti základńı rizikové funkce, od-
hady parametr̊u a jejich rozptyl̊u, testovou statistiku a p-hodnotu Waldova
testu nulovosti a předevš́ım test vhodnosti modelu pro každou kovariátu,
založený na skórovém procesu.

Aalen̊uv model se zavád́ı jako

fit<-aalen(Surv(T,D)~X,n.sim=1000,residuals=1))

přičemž se automaticky přidává i absolutńı člen, tj.

αi(t) = β0(t) + Xiβ1(t).

parametr residuals=1 zaruč́ı, že budou k dispozici martingalové reziduály
pro testováńı modelu. Výstup inference źıskáme jako

> summary(fit)

Additive Aalen Model

Test for non-significant effects

sup| hat B(t)/SD(t) | p-value H_0: B(t)=0

(Intercept) 4.59 0

X 4.81 0

Test for time invariant effects

sup| B(t) - (t/tau)B(tau)| p-value H_0: B(t)=b t

(Intercept) 2.850 0.030

X 0.131 0.023

int (B(t)-(t/tau)B(tau))^2dt p-value H_0: B(t)=b t

(Intercept) 5970000 0.068

X 8880 0.106

Dostaneme testové statistiky a p-hodnoty test̊u nulovosti a konstantnosti
jednotlivých aditivńıch část́ı rizikové funkce. Vykresĺıme je přes

>plot(fit)

Testy vhodnosti modelu pomoćı kumulativńıho reziduálńıho procesu MK(t)
pro požadovanou matici K (zde matice indikátor̊u kvartil̊u X1):

> K<-model.matrix(~-1+cut(X,quantile(X),include.lowest=T))

> colnames(K)<-c("1.kv","2.kv","3.kv","4.kv")

> resids<-cum.residuals(fit,modelmatrix=K,n.sim=1000)

> summary(resids)

Test for cumulative MG-residuals

Grouped Residuals consistent with model
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sup| hat B(t) | p-value H_0: B(t)=0

1.kv 2.551 0.003

2.kv 2.945 0.060

3.kv 1.070 0.547

4.kv 0.731 0.122

int ( B(t) )^2 dt p-value H_0: B(t)=0

1.kv 11143924 0.007

2.kv 13862725 0.063

3.kv 1128603 0.616

4.kv 1458250 0.086

Dostaneme testové statistiky a p-hodnoty supremálńıho i integrálńıho testu
dobré shody pro jednotlivé sloupce K (zde pro jednotlivé kvartily X1).
Skutečné i simulované hodnoty MK(t) zobraźıme pomoćı

plot(resids,score=1)

Cox-Aalen̊uv model pro X v aditivńı a Z v proporcionálńı části implemen-
tujeme následovně (výsledky pro simulovaná data):

> summary(fit<-cox.aalen(Surv(T,D)~prop(Z)+X,n.sim=1000,residuals=1))

Cox-Aalen Model

Test for non-significant effects

sup| hat B(t)/SD(t) | p-value H_0: B(t)=0

(Intercept) 9.83 0

X 7.66 0

Test for time invariant effects

sup| B(t) - (t/tau)B(tau)| p-value H_0: B(t)=b t

(Intercept) 16.1 0.067

X 11.1 0.183

Proportional Cox terms :

Coef. SE Robust SE D2log(L)^-1 z P-val

prop(Z) 1.02 0.0401 0.0425 0.0415 25.1 0

Test for Proportionality

sup| hat U(t) | p-value H_0

prop(Z) 16.2 0.695

Call:

cox.aalen(Surv(tx, d) ~ prop(z) + x, n.sim = 1000, residuals = 1)

Pro jednotlivé části dostaneme výstupy jako v předchoźıch př́ıpadech. Testy
vhodnosti založené na kumulovaném reziduálńım procesu MK(t) źıskáme
úplně stejně jako u samotného Aalenova modelu.
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> K<-model.matrix(~-1+cut(X,quantile(X),include.lowest=T))

> colnames(K)=c("1.kv","2.kv","3.kv","4.kv")

> resids<-cum.residuals(fit,modelmatrix=K,n.sim=1000)

> summary(resids)

Test for cumulative MG-residuals

Grouped Residuals consistent with model

sup| hat B(t) | p-value H_0: B(t)=0

1.kv 18.718 0.988

2.kv 26.798 0.952

3.kv 17.039 0.390

4.kv 7.920 0.433

int ( B(t) )^2 dt p-value H_0: B(t)=0

1.kv 436268.149 0.852

2.kv 721631.131 0.943

3.kv 50833.714 0.425

4.kv 923.127 0.453
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Implementace AFT modelu

Pomoćı metod popsaných v části 2.2 jsme implementovali v R odhady pa-
rametr̊u a testy vhodnosti modelu se zrychleným časem

log(T ∗
i ) = −ZT

i β + ǫi.

Použ́ıt́ı:

aft(tx,d,x,c.test=FALSE)

Argumenty:

tx vektor pozorovaných čas̊u Ti

d vektor indikátor̊u cenzorováńı ∆i (1=událost, 0=cenzorováńı)

x matice nebo data frame kovariát Z. Kovariáty můžou být spojité,
nebo faktory o dvou úrovńıch, označených 0 a 1.

c.test logická proměnná, indikuj́ıćı zda se do test̊u vhodnosti maj́ı
(TRUE) nebo nemaj́ı (FALSE) zavést cenzorovaná pozorováńı.

Výstupy:

data frame, každý řádek odpov́ıdá jedné kovariátě, ve sloupćıch je obsaženo:

covariate název kovariáty

coefficient odhad regresńıch koeficient̊u β, pro jednu kovariátu použita
funkce uniroot, pro v́ıce kovariát Nelder-Meadova iteračńı
metoda minimalizace euklidovské normy skóre pomoćı
funkce optim

pval wx p-hodnota Wilcoxonova testu srovnáńı rezidúı, u spojité
kovariáty se porovnávaj́ı rezidua s hodnotami př́ıslušné
kovariáty pod a nad jej́ım mediánem, pro faktorovou
proměnnou rezidua obou faktorových tř́ıd
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pval ks p-hodnota Kolmogorov-Smirnovova testu srovnáńı rezidúı,
ve skupinách stejně jako pro Wilcoxon̊uv test

pval kw p-hodnota Kruskal-Wallisova testu, pro dvouúrovňovou
faktorovou kovariátu shodná s p-hodnotou Wilcoxonova
testu, pro spojitou porovnává rezidua rozdělená podle
kvartil̊u hodnot př́ıslušné kovariáty

pval 0 p-hodnota skórového testu nulovosti regresńıch koeficient̊u

Poznámky:

Jedinci s chyběj́ıćımi hodnotami některé z kovariát jsou z odhad̊u a testováńı
vyjmuti.

Testy vhodnosti jsou standardně poč́ıtány z pouze necenzorovaných pozo-
rováńı. Pokud zvoĺıme c.test=TRUE, jsou rezidua u cenzorovaných jedinc̊u
nahrazena pr̊uměrem všech vyšš́ıch rezidúı necenzorovaných dat (viz kapi-
tola 2).

Př́ıklad:

## delka preziti ve dnech od projeveni pokrocileho stadia

## rakoviny plic v zavislosti na veku (resp. logaritmu veku)

## a pohlavi (1=muz,2=zena, upraveno na 1 a 0)

## indikator statusu puvodne 1 cenzorovano, 2 udalost,

## upraveno na 0 a 1

> library(survival)

> data(lung)

> attach(lung)

> aft(time,status-1,data.frame(log(age),sex==1),c.test=T)

covariate coefficient pval_wx pval_ks pval_kw pval_0

1 log.age. 0.760 0.716 0.299 0.509 0.211663082

2 sex....1 0.387 0.843 0.287 0.843 0.007252759
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