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Abstrakt: V predlozené praci studujeme regresni modely pro analyzu spoleh-
livosti. Srovnavame Coxuv model proporcionalniho rizika, Aalentiv aditivni
model, model se zrychlenym casem a jejich kombinace. U kazdého z modelu
uvadime postupy pro odhady parametrickych i neparametrickych ¢asti rizi-
kovych funkei a metody testovani vhodnosti modelu, vychazejici z postupu
klasické regrese i z teorie ¢itacich procesu. Tyto metody pak demonstrujeme
na simulovanych i redlnych datech, zamérujeme se na postup pro nalezeni
modelu, ktery dana data nejlépe popisuje.
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Abstract: In the present work we study regression models in reliability ana-
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Uvod

Analyza spolehlivosti respektive analyza pteziti je dulezitym néstrojem ma-
tematické statistiky, ktery umoznuje vyhodnocovat data reprezentujici cas
preziti nebo vydrze jedinct ve sledovaném vybéru, at pacientu v lékaiskych
studiich nebo soucastek v prumyslovych testech. V této praci se zamérime
na studovani a porovnavani regresnich modelu pro spolehlivost, tedy metod
popisujicich vliv vysvétlujicich proménnych na ¢as do sledované udalosti.
V medicinskych studiich mohou mit na délku doziti vliv napi. vék, pohlavi
nebo vyska, pti prumyslovém testovani soucastek muze mit na vydrz vliv
napi. zatézovy tlak, pouzity material nebo teplota.

V prvni kapitole shrneme teoretické zaklady analyzy spolehlivosti, kde hraje
dulezitou roli teorie ¢itacich procesu a martingali.

Vliv vysvétlujicich proménnych je mozné interpretovat mnoha zpusoby. Ve
druhé kapitole popiseme tii zdkladni modely, kterymi jsou Coxuv model pro-
porcionalniho rizika, model se zrychlenym ¢asem a Aalenuv aditivni model.
U kazdého modelu uvadime metody, jak odhadovat jeho parametrické a ne-
parametrické ¢asti a zpusoby, jak testovat vhodnost modelu, tj. jak provést
test dobré shody modelu s daty.

Ve treti kapitole zkoumame kombinace zakladnich modelu. Vénujeme se po-
drobnéji rozdilim mezi Coxovym modelem a modelem se zrychlenym casem
a uvadime také Cox-Aalentiv model kombinujici proporcionalni a aditivni
vlivy na riziko.

Ve ¢tvrté kapitole predvedeme implementaci predstavenych modelu. Na si-
mulovanych datech demonstrujeme funkcénost testovych procedur. Pro real-
na data z praxe vyzkousime hleddni a interpretaci nejvhodnéjsiho modelu.



Kapitola 1
Zaklady analyzy preziti

Zabyvame se studiem nezapornych ndhodnych veli¢in, které reprezentuji cas
od pocatku sledovani do néjaké predem definované udalosti. Zakladni tlohou
bude odhadnout rozdéleni téchto veli¢in na zakladé pozorovanych dat. Casto
se takto analyzuji data z lékaiskych vyzkumi, napi. ¢as od projeveni vazné
nemoci do smrti pacienta, nebo data z technickych studii tykajici se naprt.
zivotnosti soucastek.

Méjme tedy hodnoty 711, ..., 7T, o nichz predpokladdme, Ze jsou nezavislé a
stejné rozdélené (7id) s distribuéni funkei F(t). V analyze spolehlivosti se
obvykle pracuje s funkci preziti - pravdépodobnosti, ze se subjekt dozije
urcitého casu:

S(t):=P(T>t)=1—-F(t),

rizikovou funkci:

Pt<T<t+hT>t
oft) i= tim U= s T2 1)

a kumulativni rizikovou funkci:

t
A(s) == / a(s)ds
0
Pokud je rozdéleni dat spojité s hustotou f, zjistime, ze

oo gy PEST<tHhAT>0/h _ f(1)
aft) = lim, P(T >¢) ~ Sy

déle plati

S(t) = exp(— /Ot a(s)ds).
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Vétsinu modelt navic sestavujeme tak, aby zahrnovaly i cenzorovana data,
tj. data, kdy ne vSechny jedince pozorujeme kompletné od zacatku az do
udélosti. Zde budeme pracovat se zprava cenzorovanymi daty, kdy u né-
kterych jedincu bylo sledovani ukonceno, aniz by se projevila udalost. Kdyz
testujeme napiiklad zivotnost soucastek, neni ¢asto mozné cekat s uzavienim
studie az do doby, nez se poroucha posledni sledovana. Proto se studie ukon¢i
po urcitém case s tim, ze u zbylych soucastek vime jen, ze se do tohoto casu
neporouchaly.

Formélné pak uvazujeme skutecné casy udalosti 77, ..., T}, ¢asy cenzorovani
C1, ..., Cy, casy ukonceni pozorovani T; = min(T;, C;) a indikdtory udélosti
A; = I(TF < C;). V piipadé nezavislého cenzorovani, tedy ze T} a C; jsou
navzajem nezavislé, pozorujeme nezavislé, stejné rozdélené dvojice (7, A;),.

Zde se budeme zabyvat regresnimi modely, tedy chovanim dat v zavislosti na
vysvétlujicich proménnych - kovariatach. Data proto budeme mit ve tvaru
(T, Ay, X)), kde X; predstavuje vektor hodnot kovariat. Casy udélosti
pak uvazujeme nezavislé podminéné na X ;. V nékterych modelech budeme
pracovat i s kovaridtami ménicimi se v case X;(t).

Citaci procesy pro uddlosti

Uzitetnym nastrojem v analyze preziti je teorie Citacich procesu a mar-
tingaltu. Pro pozorovana data muzeme zavést procesy

Ni(t) = (T, < t, A, = 1),

tj. proces, ktery bude nejprve nulovy a v okamziku necenzorované udalosti
i-tého jedince skoc¢i na jednicku, dale

N, (t) = Z N;(t),

uddvajici pocet necenzorovanych udalosti do ¢asu t v celém souboru, a N(t)
n-rozmérny proces se slozkami N;(t). VSechny procesy necht jsou definovany
na t € [0, 7], ¢asto se uvazuje 7 = 0.

Historii (filtraci) udédlosti do ¢asu t oznacime F; = a{N;(s), Yi(s),0 < s < t},
kde Y;(t) = I(t < T;), tedy indikétor, zda je i-ty jedinec v Case t jesté v ri-
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ziku. Budeme také pracovat s Fi- = o{N;(s),Yi(s),0 < s < t}.

Déle budeme pracovat s prirustkovymi procesy. Pro ¢itaci proces N;(t) bude
dN;(t) procesem, ktery v piipadé zmény N;(t) nabyvéa hodnoty pfislusného
skoku, jinak je nulovy.

K ¢itacimu procesu lze ve standardnich pripadech nalézt kompenzator. Bu-
deme pracovat se spojitym rozdélenim dat, kdy existence kompenzatoru
plyne z faktu, ze N;(t) je zprava spojity Fi-submartingal. Oznacime-li A;(t)
kompenzator procesu N;(t), dostaneme martingaly

M;(t) = N;(t) — Ai(t).

Existuje-li \;(t) tak, ze A;(t) se daji zapsat ve tvaru

A0 = [ (s,

nazveme jej procesem intenzity procesu N;(t). Ukaze se (Flemming & Harring-
ton, 1992), ze
Ai(t) = Yi(t)ai(t),

kde «; predstavuje rizikovou funkci pro i-tého jedince.

Martingaly M;(t) = N;(t) — As(t), kde Ai(t) = [i Yi(s)ai(s)ds si mizeme
predstavit jako rezidualni proces rozdilu mezi pozorovanymi a ocekdvanymi
daty, rovnosti

Ni(t) = Ni(t) + M;(t), i=1,..,n

chapeme jako
data = model 4 chyba.

Vliv kovaridt zahrnujeme do a;(t). Casto se testovani vhodnosti modelu
zakladd na martingalovych rezidudlech M;(t), presnéji na porovnani jejich
rozdéleni za platnosti modelu a hodnot jejich odhadu M;(t).



Vérohodnost v analyze spolehlivosti

Vétsinou ale nezndame predem A;(t) resp. «;(t), proto je potieba je nejdiiv
odhadnout z dat. Budeme uvazovat piipady parametrickych, neparamet-
rickych i semiparametrickych odhadu. Zakladem je zde teorie maxima&lni
vérohodnosti. Kdyz mame n pozorovéani (T;, A;, X;), vérohodnostni funkci
muzeme psat jako

kde prvni ¢ast odpovidd necenzorovanym ¢astum a druhd cenzorovanym. f;(t)
a S;(t) znaci hustotu resp. funkei preziti pi danych hodnotach kovariat. Lo-
garitmicka vérohodnost ma tvar

Z_ZAlogfz i +21— ) log Si(T;).

Vzhledem k tomu, ze fi(t) = «;(t)S;(t) Vi =1,...,n, mame

[ = EH:AZ- log(a;(T7)) + zn:log Si(Th),

i=1 i=1

l—ZAlogozZ i) Z/ a;(t

Vérohodnost v reci citacich procesiu
Vérohodnost je dobré prepsat pomoci ¢itacich procesu. Pro kazdého jedince
méame N;(t) = [ dNi(s), kde dN;(t) = Y;(t)I(T; = t) je proces, ktery je

jedna v case, kdy i-ty jedinec mél necenzorovanou udalost, jinak je vzdy
nula. Zjistime, ze logaritmickd vérohodnost ma tvar

l— /logal t)dN;(t Z/

Pro prvni ¢éast totiz plati:

/0 log s (1)dN; (1) _{ . N



a pro druhou cast plati

T Ti
| Yitau(tyt = [ au(t)it = —1og S(T).
0 0
Vyjadreni log-vérohodnosti muzeme odvodit alternativné. Vyjdeme z toho,
ze

_p( |-7:t H az 1 _ al<t>>Yi(t)(1—dNi(t))_

Pomoci soucinového integrovani

= ﬁ 1:[ Oéi(t)dNi(t)(l _ Oéi(t))Yi(t)(ldei(t))’
i=1t=0

z vlastnosti souc¢inového integralu pak

L= 111 (H % dNi(t)) exp <— /OTYZ-(t)ozi(t)dt> :

Logaritmovanim se tak dostaneme ke stejnému vyrazu jako predtim. Pro
parametrické odhady dostaneme skérovou funkei derivovanim podle para-
metru:

0

U(B) =55

(/ log a;(1)dNi (t) — Yi(t)ai(t)dt)

Odhad kumulované rizikové funkce:

Uvazujme pripad bez regrese, tedy pouze iid data (T}, A;), i = 1,...,n.
Oznac¢me

a tedy



je martingal, pricemz M, (t) = >0 M;(t).
Prirustkovy proces dM,(t) ma nulovou stfedni hodnotu, muzeme proto psit
E(dN.(t)|Fi-) = Yo(t)dA(t) = dN4(2).

Protoze A(t) = [i a(s)ds, mizeme kumulovanou rizikovou funkei odhadnout
jako:
2 tJ(s)
A(t) =
®= v )
kde J(s) = I(Ys(s) > 0). Tento odhad se nazyva Nelson-Aaleniv (Aalen,
1975). Ve skutecnosti se jednd o soucet

dN.(s),
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Kapitola 2

Zakladni regresni modely v
analyze spolehlivosti

Nasim hlavnim ukolem bude modelovat intenzitu udélosti v zavislosti na
ruznych regresorech. U medicinskych dat muzeme zkoumat, zda ma vliv
vaha, vék, pohlavi nebo jiné veliciny. Pti testovani technickych soucastek
muzeme objekty vystavovat ruznému tlaku, napéti apod. Prozkoum&ame
nejdriv nékolik nejzakladnéjsich modelt, véetné toho, jak testovat, zda dobte
popisuji data.

Necht méme data ve tvaru (T;, A;, X;(t)), kde T; jsou nezévislé podminéné
na X,(t). Uvazujme nezdvislé cenzorovani zprava. X;(t) je vektor kovariat
i-tého jedince, pritom pfipoustime, ze regresory mohou nabyvat ruznych
hodnot v prubéhu pozorovani.

2.1 Coxutv model proporcionalniho rizika
Model proporcionélniho rizika (Cox, 1972) vyjadiuje, ze jednotlivé kovariaty

pusobi multiplikativné primo na rizikovou funkci, resp. intenzitu. Konkrétné
tedy uvazujeme rizikovou funkci ve tvaru:

a;(t) = a(t) exp(X;TF(t)ﬁ), te[0,7],

kde ay(t) je zékladni rizikova funkce. Nejcastéji se uvazuji X; konstantni
v case. Muzeme model prepsat také pomoci intenzity:

Ailt) = Yi(t)ao(t) exp(X] (1)B).
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Miru vlivu jednotlivych slozek popisuji hodnoty koeficientu 3, pti pevnych
ostatnich kovariatach muzeme psat:

Oé(t, X1 + 1)

exp(fr) = ot X))

Tento model je mozné zobecnit tim, Ze zavislost misto linearni formou X” (¢)3
modelujeme jinou funkei:

VVVVVV

Odhad parametrua

Abychom mohli odhadovat parametry, je potieba vyjadiit vérohodnost a
skérovou funkci. Zavedeme nejdiive

SO(s,8) =" Yi(s)
ZX ﬁ Xi(s)
S@ (s ZX (s))7Y;(s) B’ Xils),

S (g
B )= Es’Zi

Pouzijeme takzvanou parcidlni vérohodnost. Vérohodnost méa tvar

L=[TolT. B S(T.B) =
_ Z:ﬁl (/OT ai(s’g)dNi(3)>Ai exp (— /OTY%(S)ai(S,ﬁ)> =

™ P XN (s > T 0 A
B H (/0 S(O)(sc,lg; )> H/O (ao(s)S( )(Saﬁ)dNi(S)) X

=1

X exp (— /OT ap(s) SO (s, )ds) :



Budeme maximalizovat prvni soucin, protoze zavisi na 3, ale nezavisi na
zékladni rizikové funkci ag(t). Budeme jej nazyvat parcidlni vérohodnostni
funkei, L(B). Muzeme ji prepsat jako

~ BT Xi(Ty)

L(ﬁ) = Alll S(O)(T,’,ﬁ)'

Logaritmovanim pak

skorova funkce mé tvar:

n

7(8) =3 A, (xim) _ o wB)

i=1

= > A (@i(T) ~ B(TLB) = X [ (@ils) - (s, 8)) dNi(s).
i=1 i=1
Koeficienty 8 muzeme odhadnout fesenim soustavy skérovych rovnic
U(B) =o.

Derivujeme-li opa¢nou hodnotu skére jesté jednou podle vSech parametru,
ziskdme Fisherovu informac¢ni matici:

- nors () (g
1(8) = — ;/0 58 (mi(t) —~ M) dN;(s) =
n T 5(2) (S,,B) S(l) (S,B) ®2 i
= 121/0 (S(O)(S,ﬂ) - (S(O)(S,,B)> ) dNZ<S) :/0 V(S,,@)dN.(S).

Za urcitych podminek muzeme pouzit vysledky jako u klasické teorie ma-
ximalni vérohodnosti:

Véta 1. Budiz B, skuteénd hodnota parametru B3. Necht existuje B okoli
bodu B, tak, Ze:

(a) E (Supte[o,T],ﬁeBYi(t) | X35 (8) X (2))] eXP(X?(t)B)) <o Vi k=1,..p
(b) P(Y;(t) =1Vt € [0,7]) > 0
(¢) Ezistuje pozitivné definitni matice 3, Ze

ol /0 "Vt By)SOt, By)dMo(t) B %,

14



Pak pro n—oo plati:
n=?U(By) > N(0,%),
3B~ By) = N(0,57),

navic n1(5) je konzistentnim odhadem matice .

Diikaz: Viz Andersen & Gill (1982), Martinussen & Scheike (2006), kap.6,
str.184.

Mame tedy zarucenou konzistenci a asymptotickou normalitu odhadu. Muze-
me proto aplikovat asymptotické metody pro testovani hypotéz o hodnotach
parametru (Hy : B = B):
Skoérova statistika: N N

U(Bo)" 1(Bo)~U(By),
Waldova statistika: ) o

(B —By)"1(B)(B — By)

2l @530;)

maji totiz za platnosti hypotézy asymptoticky rozdéleni X]%.

a vérohodnostni pomeér:

Odhad zakladni rizikové funkce

Vyjdeme z martingalové dekompozice za platnosti modelu:
Ni(t) = M;(t) + Ni(t).

7 martingalové vlastnosti mame

B(N(1)) = BOM(0) = B[ Yi9)auls, 8)ds) = B([| ils)e# ¥ Odg(s))
pro viechna data potom
E(N.(2)) = B( || 55, B)dAo(s)).
Kdybychom od odhadu Ay(t, 3) chtéli, aby
Na(t) = [ 8Os, B)dAo(s, 5),

15



dostaneme tzv. Breslowuv odhad ve tvaru
A LN
t, ) = / ————dN.(s).

Za stejnych predpokladu jako ve Vété 1 pro n — oo plati (Andersen & Gill,
1982):
n'?(Ay(t, B) = Ao() 2 U(1),

kde U(t) je Gaussovsky proces s nulovou stfedni hodnotou a varianéni funkei
odhadnutelnou jako

$(t) =n /O " So(s, B)2dN.(s)+

+n [ " B(s, B)TdAy(s, B)(n"1(3)) " | " B(s, B)dAo(s, B).

Testy dobré shody modelu s daty

Mize nastat nékolik moznosti, pfi nichz by Coxtv model nevystihoval cho-
vani dat dobte. Chyba muze byt napiiklad v predpokladu exponencidlni
zavislosti. Je také mozné, Ze se s casem meéni mira vlivu jednotlivych ko-
variat. Tuto moznost bychom museli oSettit zavedenim koeficientu zdvislych
na Case. Zde se zaméiime na testovani proporcionality rizika pii ruznych
urovnich jednotlivych kovariat, coz je podstatou modelu.

Grafické testy - stratifikovana data

Uvazujme kovariaty konstantni v case. Stratifikujme data do K skupin podle
pifbuznych hodnot kovaridt, tedy ze v rameci kazdé ze skupin bude X3
relativné podobné. Protoze a;(t) = eXiBag(t), je A;(t) = eXi PAy(t), tedy

log A;(t) = XT3+ log Ay(t).

V kazdé z nasich K skupin spocitame Nelson-Aalentuv odhad zakladni ku-
mulované rizikové funkce Ay (t) a vyneseme do jednoho grafu hodnoty

(t,log Ar(t)), k=1,.., K.

16



Odhad kumulované rizikové funkce
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Obrazek 2.1: Odhady kumulované rizikové funkce pro data rozdélena podle
kvartilu kovariaty X

Pokud Coxuv model odpovida chovani dat, mély by byt jednotlivé kiivky
zhruba rovnobézné. Ziskame tak ptiblizny nahled, ale ne ptesné zhodnoceni
kvality modelu.

Na obr.2.1 jsou odhadnuté kumulované rizikové funkce pro data generovana
z Coxova modelu se zdkladnim rozdélenim I'(20, 1/100), parametrem 3 = 1
a X; generovanymi z N (0, 1). Data jsme rozdélili do ¢tyi skupin podle kvar-
tilu X.

Martingalové rezidualy

Za platnosti Coxova modelu méme martingaly
t
Mi(t) = Nift) = | Yi(s) exp(X] (s)8)ao(s)ds.
0

dosazenim 3 a Breslowova odhadu zakladni rizikové funkce dostaneme jejich
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odhad .
H(t) = Nift) = [ Yils) exp(XT (5)B)dAg(s)ds =

= N;(t) — /OtYi(s) exp(X7T(5)3) So(i,ﬁ) dN,(s).

Pro prirustky martingalovych rezidualu tedy plati
Yi(s) exp(X7 (s)B)
So(s, B)

Vynésobime rovnosti kovaridatami X ;(¢), vyintegrujeme do ¢asu ¢ a seCteme
pres vSechny jedince:

dM;(s) = dN;(s) — dN,(s).

i /O " X (s)dE(s) =

—Z/ sm) m:ﬁ@w

Uvedeny soucet presné odpovida skérovému procesu do ¢asu t v bodé 3.

Asymptotické rozdéleni skorového procesu za platnosti modelu je mozné od-
hadnout dle néasledujiciho tvrzeni:

Véta 2. Pokud ezistuje e(t, B3y) limita v pravdépodobnosti E(t, By), je proces
n~Y2U (B,t) v Cozové modelu asymptoticky ekvivalentni procesu

nP(My(t) = I(t, B)1 (7, B)Mi(7)),

kde jsme oznacili

= 3" Mu(t) Z/ u) — e(u, By))AM, w)

Proces n= 2 My (t), t € [0,7] je asymptoticky ekvivalentni (tj. md stejnou
limitu v distribuci) s:

*ﬂz/ E(u. B))dN(u)G,
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respektive s
n t . R
23 [ (X () = B(u, )N ()G
=170
kde G; jsou iid N(0,1).

Diikaz: Viz Bagdonavic¢ius & Nikulin (2002), kap.12, str.239.

Nyni muzeme generovat hodnoty M; (t) pro odhad asymptotického rozdéleni
n~12U (B, t) za predpokladu Coxova modelu. Jako testovou statistiku pro
ovéfeni modelu muzeme vzit napf.

supie1|U; (B, 1) nebo
[7.7 (Ea t)
varU;(B,1)
kde  bereme malé kladné, abychom predesli problémum na krajich intervalu
[0, 7] a varU;(B,t) je néjaky konzistentni odhad rozptylu skérového procesu.

Supt€[6,776]| |7 j = 17"'ap7

V pripadé konstantnich kovaridt mame vlastné soucet rezidualu

U(B,t) = znj X M;(1).

i=1

Coxuv model s koeficienty proménlivymi v case

Jako vsuvku uvedme rozsiteni Coxova modelu. Je totiz mozné, ze vliv re-
gresoru se béhem ¢asu méni. Coxuv model potom lze rozsitit tak, ze misto
konstantnich koeficientu budeme brat koeficienty 3(t) jako funkce casu:

a;(t) = ao(t)exp(X7 (£)B7(t)).
Za predpokladu ag(t) > 0 1ze rizikovou funkei piepsat jako
a,;(t) = exp(X7 ()B(1)),

protoze zakladni rizikova funkce je obsazena v koeficientech. Pomoci itera¢nich
algoritmu je mozné odhadnout kumulované koeficienty

B(t) /Otﬂ(s)ds
1

9



a daji se 1 urc¢it asymptotické vlastnosti jejich odhadu.
Pak lze testovat hypotézy jako

Hy = B,(t) = By,
H2 : ,Bj(t) =0.

Odhady jsou ale relativné slozité, uvedme proto jen specidlni piipad:

Jednoduchou zéavislost koeficientu na ¢ase muzeme do modelu vnést tak, ze
zavedeme

/Bj(t) = 513‘ + :32jt
(Therneau & Grambsch, 2000). Uvédomme si, ze

a;(t) = exp(X; (By + Byt))ao(t) = exp(X By + X[ 1f;)an(t),

coz je vlastné stale Coxuv model, jen u 3, je kovaridta zavisla na case X t.
Miuzeme tedy odhadnout jednotlivé parametry a testovat nezavislost na case
jako test Ho: By, = 0,7 =1,...,p.

Kdyz rozdélime skérovou funkei na ¢dst pro 8, a pro By, tj. U = (U, Us),
bude statistika skérového testu nulovosti vektoru [,

U3 (B1,0) 15" (B1,0)Us(B4,0),

kde Iy' je pifslusny blok inverze vybérové informaéni matice. Statistika
bude mit za nulové hypotézy rozdéleni X12o' Muzeme také testovat nulovost
jednotlivych parametri zv1ast, stejné jako ve standardnim Coxové modelu.
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2.2 Model se zrychlenym casem

Model se zrychlenym ¢asem (Accelerated Failure Time - AFT, Miller (1976),
Buckley & James (1979)) vychazi z predstavy, ze hodnota kovariat urcuje,
jak rychle pro daného jedince subjektivné bézi cas. Napiiklad kdyz testu-
jeme vydrz soucdstek, muzeme si predstavit, ze pro soucastku zatizenou
vyS$im napétim, tlakem, teplotou apod. pobézi ¢as jakoby rychleji nez pro
soucastku zatizenou méneé, a proto vice zatizena soucastka vydrzi v prumeéru
objektivné kratsi dobu. V bézném ptipadé mame formélné vpodstaté linedrni
regresni model pro log(T*) s kovaridtami Z; = (Za, ..., Z;), parametry
B = (b1, ..., Bp) a neznamym rozdélenim e:

log(T}) = —=Z{ B + e,

coz odpovidd transformaci ¢asu t — texp(Z?B). TF piedstavuji skutecné
casy udalosti. Pokud je vybér cenzorovany, mame ale k dispozici pouze hod-
noty T; = min(T;, C;), neni proto mozné pouzit standardni regresni metody.

Kdyz ozna¢ime Fy distribu¢ni funkei exp(e), mame
F(t)= P(T* < t) = P(exp(—Z"B)exp(e) < t) =
= P(exp(e) < texp(Z7B)) = Fy(texp(Z'B)),
ft) = F'(t) = fo(texp(Z" B)) exp(Z" B),

(t) = s = aultexp(21B) exp(276).
Rizikovou funkei uvazujme pro ¢ € [0, 7]. Pfi pevnych ostatnich kovaridtdch
muzeme miru vlivu jedné slozky vyjadrit jako:

E(Ty,)
E(T3, )
Model muzeme zobecnit tim, ze misto logaritmické transformace budeme
uvazovat monoténni transformaci h:

WT*) =—-Z"B+e

exp(fh) =

Obecna transformace by mohla vystihovat data lépe, odhad parametru by
ale byl slozitéjsi.

AFT model se da rozsitit i pro praci s kovariatami, které se méni v ¢ase, ale
pak se slozitéji interpretuji regresni koeficienty i motivace modelu.
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Odhad parametru

Vedle citacich procesu udélosti N;(t) a indikdtoru rizika Y;(¢) definujme jejich
transformované varianty:

Ni(t) = Ni(texp(~Z7B)), i=1,...n.

()

Y (t,B) = Yi(texp(=Z]B)), i=1,..,n.
Kumulovana intenzita procesu N} (t) pak je
Aj(t) = Ai(texp(—Z] B)),
proto intenzita bude vypadat:

\(1) = SN () = exp(~ZTBIN(texp(~Z18) =

= Yi(texp(—Z] B)) exp(—Z; B)ao(texp(Z] B) exp(—Z B)) exp(Z; B) =
= Y/"(t, B)ao(t).
Oznac¢me jesté M;(t) transformované varianty martingalu M;. Protoze
Ne(t) = AL(t) = MJ(2)

a M7(t) maji nulovou stiedni hodnotu, bude YJ(t,8)dAy(t) ~ dN}(t).
Zéakladni kumulovanou rizikovou funkci muzeme proto odhadnout jako:

Aoft) = | AN o),

kde J(s) = I(Y}(s,3) > 0). Oznatme

SO =LV (06). S8 =DV (.82
B (t,8) = g;gg; Wi(t) = (O;f);é); " 1) |

Pro odhad parametru 8 vyjdeme ze standardni skérové funkce (viz kapitola

1):
U(8) = 553~ [ Goa(e(1)an(y) = Vi) =
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=3 [ 0uld)) e (AN (1) — Vit (1)) =

=1 a/6 al<t)
=3 [ 55 (lten(z! ) exo(218))
L ANi(t) = Yi(t)ao(texp(Z] B)) exp(Z, B)dt _
aoltexp(Z7B)) exp(Z7B)
& 7 (ah(texp(Z]B))texp(Z] B)Z; + ao(texp(Z] B) Z;
‘;/o ( aoltexp(Z7B)) )X

X (AN (t) — Yi(t)ao(t exp(Z78)) exp(Z7 B)dr)
Pro s = texp(Z!3) dostaneme

& 7 [ag(s)s
IB) N ;A ( (S
Kdyz dosadime za dAo(s) odhad dAy(s, 8), mame

o Y B)
8) =3 [ WZUaN: () - o N (s) =

" 1) ZA(dN; (s) — Y7 (5, B)dAo(5)).

—Z [ W2~ B (s, 0)aN; 5)

Abychom mohli pouZit skérovou funkei k odhadtim, musime budto odhad-
nout ag a «af a dosadit do W (s), piipadné pouzit jinou véhovou funkei, napft.
W(s) = 1 nebo W(s) = n=1Si(s,3). Zde budeme pracovat s W(s) = 1.

Uvédomme si, ze

0(p) = z (2~ B texp(26). B)aNi(1) =

N (Z‘ S I(Texp(Z78) < T exp(ZjTﬁ))Zj>

i=1 \ ?:1 I(T; eXP(Z;TFﬁ) <7 exp(Z;fFﬁ))
Skérova funkce tedy neni spojitda v B3, coz znamend, ze nemusi existovat
fesen{ rovnic U (B) = 0. Jako odhad je mozné vzit napriklad takové B, které
minimalizuje vzddlenost skére od nuly, tedy H(? (ﬁ)H

Pro inferenci o parametrech je dobré odhadnout asymptotické vlastnosti

odhadu:
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Veéta 3. Za podminek regularity (Lin a kol., 1998) plati, Ze pokud je B3,
skutecnd hodnota parametru B3 a existuje p(s,3,), pro kterou je splnéno

n

nt Y (Zi— B (s,80) Y7 (s) = (s, Bo),

=1

a pozitivné definitni matice 3 takovd, Ze

== [ (s, By)dAols)

pak pro n—oo:
n=2U(8,) = N(0,%),

2B = By) = N(0,C7'RCT,
kde C = ( (B,)) a B jsou odhady parametri 3.

Diikaz: Viz Lin a kol. (1998), Bagdonavic¢ius & Nikulin (2003), kap.6 str.140.

Matici ¥ muzeme odhadnout dosazenim odhadu kumulované zakladni rizi-
kové funkce, tj.

== ”Z /OT<Zz' — E*(5,8))%°Y; (5, B)d Ao (s).
Derivujeme-li skére jesté jednou podle 3, zjistime po nékolika tpravach, ze
C = /OT sp(s, By)ag(s)ds + 2.

C' muzeme odhadnout dosazenim podobné jako B az na ¢len aj(s). Ten je
mozné aproximovat pomoci jadrového odhadu z odhadu Ag(¢), ale to nemusi

byt moc sikovné.

Rozdéleni odhadu B 1ze taky odhadnout resamplingem. Plati totiz, ze kdyz
vezmeme ,B jako TeSeni rovnice

= [[(Z~ E(t.8)dr; (1, B)G,
=1

kde G; jsou did N(0,1), bude asymptotické rozdéleni nl/Q(,[;' — B*) shodné
s rozdélenim n'/?(8 — B,) (Lin a kol., 1998). Kdyz tedy budeme opakované
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. v v . , A%
simulovat G; a fesit uvedenou soustavu, dostaneme odhad rozdéleni B a

tedy i 3.
Test dobré shody modelu s daty

AFT model muze byt nedostacujici z mnoha duvodu, predevsim proto, ze
by zavislost ¢asu na kovaridatach byla jina nez log-linearni.

Grafické testy

Stratifikujme data jako pti grafickych testech Coxova modelu do K skupin,
ve kterych budou mit jedinci podobné hodnoty kovariat. Na zakladé hodnot
log T; v kazdé skupiné spoc¢téme Nelson-Aalenuv odhad kumulativni rizikové
funkce A (logt). Protoze

F{*(logt) = P(log T} <logt) = P(~Z{B + ¢ <logt) =

= P(ei <logt+ Z]B) = Fy"™(logt + 2] B),

plati
A8 (1ogt) = AL (logt + Z73).

V kazdé ze skupin by ¢len Z! 8 mél mit podobné hodnoty. Kdyz vyneseme
do jednoho grafu hodnoty

<logt,Agog)(logt)) ., k=1,...K

pro vSechny skupiny, mély by byt za platnosti modelu jednotlivé kiivky
priblizné rovnobézné, navzajem posunuté ve vodorovné ose. Ziskame tak
obecnou predstavu, zda je model v poradku.

Na obr.2.2 jsou odhadnuté kumulované rizikové funkce pro data generovand
z AFT modelu se zakladnim rozdélenim I'(5,1/100), parametrem 5 = 1 a X;
generovanymi z N (0, 1). Data jsme rozdeélili do étyt skupin podle kvartilu X.
Regresni testy

AFT model Ize do jisté miry otestovat podobnymi metodami jako se testuji
linedrni regresni modely. Uvazujme model bez cenzorovani

logT; = —ZZ-TB + €;.
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Odhad kumulované rizikové funkce
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Obrazek 2.2: Odhady kumulované rizikové funkce pro data rozdélena podle
kvartilu kovariaty X

Kdyz dosadime maximalné vérohodny odhad 3, dostaneme rezidua
log T; + ZZTB =7,

Pokud budeme predpokladat koneéné druhé momenty ¢;, mély by mit rezi-
dua za platnosti modelu shodnou stfedni hodnotu a rozptyl. Muzeme tedy
rozdélit data do skupin, napt. podle hodnot jedné z kovariat, a nasledné
testovat shodu rozptylu a stiedni hodnoty rezidui 7;.

Kdyby r; odpovidaly normalnimu rozdéleni, muzeme pouzit v pripadé dvou
skupin t-test na shodu stfednich hodnot a F-test na shodu rozptylu, pripadné
analyzu rozptylu pro vice skupin. Normalitu nemuzeme obecné predpokléadat,
musime ji otestovat. Kdyby rezidua testem normality neprosla, museli by-
chom pouzit neparametrické metody. V ptipadé rezidui rozdélenych do dvou
skupin nejlépe Wilcoxonuv test proti alternativé posunuti a Kolmogorov-
Smirnovuv test proti alternativé ruzného rozptylu nebo tvaru, pro vice sku-
pin pak Kruskal-Wallisuv test.
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Pokud ale médme cenzorovand data, nelze pouzit rezidua pifmo. Budto je
mozné testovat pouze na necenzorovanych pozorovanich, nebo muzeme od-
hadnout skuteéné ¢asy udélosti T} (Buckley & James, 1979):

log T = Ajlog Ty + (1 — AN E(log T} | Z:, TF > T).
Rezidua pak odhadneme tak, ze dosadime za log7}" a odecteme —Z Z-Tﬁ:
gi = Aiei -+ (1 — AZ)E(Q‘EZ > 6?),

fi = Airi + (1 — AZ)E<€’€ > T?),

kde € = logT; + ZIB ar¢ = logT; + ZZTﬁ pro cenzorované casy. Odhad
rozdéleni e ziskdme bud z odhadu Ay(t), nebo E(ele > r¢) odhadneme jako
priumér viech reziduf vyssich nez r¢ (pouze z necenzorovanych pozorovéani).
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2.3 Aalenuv aditivni model

Model aditivniho rizika (Aalen, 1980) vychdzi z myslenky, ze kazda kovariata
ovliviiuje ¢ést rizikové funkce. Rizikovou funkei v tomto pripadé uvazujeme
jako soucet
a;(t) = X{ (1)), telo],

kde X;(t) = (Xu(t), ..., X;p(t))T jsou hodnoty kovaridt pro i-tého jedince.
Nevyhodou tohoto modelu je, ze narozdil od predchozich ptipadi musime
jednotlivé ¢asti rizikové funkce a B(t) = (B1(t), ..., 8,(t))" odhadovat nepa-
rametricky.

Aditivni model dobre vystihuje situaci, kdy uvazujeme sériovy systém ne-
zavislych komponent, napf. zapojeni technologického obvodu, ve kterém
selhani jedné ¢asti znamend poruchu celého systému. Totiz pokud i-ta sou-
¢astka bude mit funkei preziti S;(¢) a rizikovou funkei f;(t), pro cely systém
plati:

o(t) =~ T 1ogS(1) = 3~ log (1) = iﬁm

i=1
Souctovy tvar rizika si taky muzeme predstavit jako Tayloruv rozvoj prvniho
fadu okolo nuly vzhledem k hodnotam kovariat, tj.

alt, X (1) = at,0) + X ()" a/(t, X (t)*).

Odhad rizikové funkce

Predpoklddejme, ze [; |3;(t)|dt < oo, j = 1,...,p. Metodou vézenych nej-
mensich ¢tvercu budeme odhadovat kumulované ¢asti rizikové funkce

t
Bi(t) = [ i(s)ds
Za platnosti modelu chceme N;(t) = A;(t) + M;(t). Za této podminky plati

AN () = \i(t)dt + dM;(t) = Yi(8) X, (£)B(t)dt + dMi(t).
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Kdyz oznacime Xy (t) = (Yi(£) X 1(t), ..., Yo (t) X ,.(¢))T, mliZzeme zapsat rov-
nost vektorové jako

AN(t) = Xy ()B(t)dt + dM(t) = Xy ()dB(t) + dM ().

Oznatme Xy (t) = (Xy ()T ()W () Xy (1) Xy ()T (£)W (t) vazenou pseu-
doinverzni matici k Xy (¢). (W (t) budiz pozitivné definitni vahovd matice,
k tomu jak ji volit se vratime pozdéji.) V bodech, kde pseudoinverze neexis-
tuje, dodefinujeme nulovou matici. Budiz tedy J(¢) indikator, Ze pseudoin-
verze v daném bodé existuje. Vynasobime obé strany rovnosti zleva matici
Xy (t) a dostaneme

Xy ()dN(t) = X5 () Xy (t)dB(t) + Xy (£)dM (2).

Protoze Xy (1) Xy (t) = J(t)I, a M(t) je martingal s nulovou stfedni hodno-
tou, muzeme pouzit odhad
dB(t) = Xy (1)dN (1),
tedy
. ¢
B(t) = / Xy (5)dN(s).
0

Kdy7 bude mit matice Xy () plnou hodnost, bude B(t) nestrannym odha-
dem B(t), protoze M (t) ma nulovou stfedni hodnotu a

. t t
B(t) = / J(s)dB(s) + / X5 (s)dM(s).
0 0
Za urcitych podminek odhadnuté hodnoty asymptoticky konverguji ke Gaus-

sovskému procesu:

Véta 4. Necht plati

((L) SuptE[O,T]E(Y;(t)VVE(t)Xl](t)sz(t)le(t)) <00 VJ, kal - 17 D
(b) ro(t) = E(Y;(t)W;(t) XZ%(t)) je requldrni Vt € [0, 7]

potom pro n — oo plati:

n2(B(t) - B(t)) > U,
kde U je Gaussovsky martingal s kovariancni funkci
t
(1) = [ o(s)ds,
0
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kde
O(t) = ry (O EXV(OWHO) X P2(0) XT (8)B(8)ry ' (¢).

Dale plati, Ze

B(0) = n [ Xy (s)diag(aN (s)) (Xy (s))"

je konzistentnim odhadem ®(t).
Diikaz: Viz Martinussen & Scheike (2006), kap.5, str.110.

Konfidenéni pas pro jednotlivé B;(t) o spolehlivosti 1 — a tedy muzeme
sestavit jako ) )
By(t) 0wy _an(@)7(1)),

JJ

kde u1_q/2 znaci kvantil normalniho rozdéleni N (0, 1).

Kdybychom vysli z log-vérohodnostni funkce, derivovali podle 3(t) a pred-
pokladali v prvni ¢dsti vérohodnosti A;(¢) zndmé, dostaneme stejny odhad
jako metodou vazenych nejmensich ¢tvercu s tim, ze

W (t) = diag(Yi(t)/(t)).

Protoze tento vyraz ale zdvisi na neznamych \;(t), doporucuje se nejprve
odhadnout B(t) uzitim W(t) = I, a pak znovu spocist odhady s dosazenou
W (t) = diag(Yi(t)/Ai(t))-

Test dobré shody modelu s daty
Aalenuv model je velmi flexibilni, protoze je neparametricky. Muze se vsak
stat, ze by nevystihoval situaci dobfte, naptiklad proto, ze by vliv kovariat
na jednotlivé ¢asti rizika nebyl linedrni, nebo v situaci, kdy by bylo potieba
pridat do modelu interakce mezi kovariatami.

Martingalové rezidualy

Za platnosti modelu mame nasledujici martingaly:

t

M;(t) = Ni(t) — /0 Yi(5) Xa(s)B(s)ds = Ny(t) — /0 Yi(s)Xi(5)TdB(s).
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Dosadime odhad komponent rizikové funkce a dostaneme (vektorové):

30 = N - [ " Xy (s)dB(s) =

- V@ - [ "Xy (5) X5 (5)dN (s) = / " G(s)dN (s)
kde G(t) = I — Xy (t)Xy(t)~. Protoze ale N(t) = Xy (t)3(t) + M(t) a
G(t)Xy(t) = 0, dostaneme

i) = | " G(s)dM(s).

Derivovénim zjistime, ze dM(t) = G(t)dM(t). Vyndsobime-li rovnost zleva
XTI (t), dostaneme:

XT()dM(t) = XL ()G (t)dM(t) = 0.
Pokud budou kovatiaty nezavislé na case, tj. Xy (t) = diag(Y;(t))X, bude
XTdiag(Y;(t))dM(t) = XL(0)G(t)dM(t) = 0.
Proto musi platit
S YiHAN() =0,
i=1

tedy ze soucet prirustku rezidualu prvku, které jsou v case t v riziku, bude
nulovy. Odsud vyjdeme pfi testovani, zda model dobte vystihuje data. Od-
hadneme rozdéleni ruznych kumulativnich souc¢ti martingalovych reziduali.

Zvolme n X m rozmérny proces (maticove) K(t) = (K;,(t)),i=1,...,n,j =
1,...,m a definujme K-kumulativni residualni proces

t R t
Mc(t) = / KT (s)dM (s) = / KT (s)G(s)dM(s).
0 0
Rozdéleni Mk (t) muzeme odhadnout pomoci simulaci. Za platnosti mo-

delu a za predpokladu véty 4 je totiz asymptotické rozdéleni Mg (t) shodné
s asymptotickym rozdélenim

> G [ (o) = K7 (5) X () O6F(5) X ) X (5)) dNECs),

t
0
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kde G;, i = 1...n jsou #id N(0,1). (viz Martinussen & Scheike (2006), kap.5,
str.153)

Vhodnost modelu pak 1ze ovérit napt. pomoci statistik

.
sup |Mg,(t)[, resp. / (Mg, (t))*dt, j=1,..,m.
te[0,7] 0

Chceme, aby vysoké hodnoty testovych statistik vypovidaly o poruseni nu-
lové hypotézy ve prospéch konkrétni alternativy, napt. ze zavislost dat na
k-té kovariaté neni modelem dobfe vysvételnd. Pro takovy test muzeme vzit
K konstantni v ¢ase jako matici obsahujici indikatory hodnot prislusné ko-
variaty zdiskretizované do skupin, napt. po kvartilech.

KF = (I(Xi, < 1.q(X3)), I(1.q(X3) < Xix < 2.9(Xy)),

1(2.9(Xx) < Xir < 3.9(Xk)), 1(3.9(Xy) < Xig)),i=1,...,n.

Potom
t M N ~
ME (1) :/0 SCKFM(s) = S XudL(t),j=1,...4,
i=1 : X6 €5.9(Xk)

coz predstavuje soucty rezidualu pro jedince s hodnotami zkoumané ko-
varidty spadajicimi do daného kvartilu. Pokud statistiky sup,c . [Mf ()]
respektive [7(ME(t))%dt spocitané z dat presdhnou 1 — o — kvantil simu-
lovanych statistik, neni zavislost na k-té kovariaté na hladiné a modelem
dostatecné vysveétlena.

Testovani submodelu

Protoze odhady jednotlivych komponent 3(t) mohou byt relativné slozité,
muzeme otestovat, zda by se nedal model zjednodusit, napt.

Hy : 5;(t) =0 mnebo Hpy: Bi(t) =7

pro néjakou konstantu . Pro kumulované koeficienty lze hypotézu prepsat
jako
HOl : B](t) = 0, resp. H02 . B](t) = ’}/t

Pro test Hy; muzeme vzit napt. statistiku

A

A 0
supiepo ]| Bi(t)l,  resp.  suprepoa| —— ==,
peonlBiO e w40
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pro test Hyo
- A t
SUPielo,7] |Bj (t) + B; (7');|

Konstantnost pifslusné édsti rizikové funkcee testujeme pro odhad 4 = B;(7)/7.

Rozdéleni téchto statistik muzeme odhadnout resamplingem podle nasledujici
véty:

Véta 5. Pokud plati predpoklady Veéty 4 a navic Y;(t) X ;(t) jsou stejné ome-
zené s omezengm rozptylem a G;, i = 1, ...,n je iid vybér z N(0,1), md pak
statistika

n'*(B(t) - B(1))

stejné asymptotické rozdélent jako
Al (t) = n_1/2 Z éz(t)Gz,
i=1
kde .
() = [ (07 X () Xy ()7 Xi(5)d M),

0

Diikaz: Viz Martinussen & Scheike (2006), kap.5, str.117.

Nulovost nebo konstantnost j-té ¢asti rizikové funkce tak muzeme testovat
porovnanim prislusné statistiky pocitané z odhadu se simulovanym rozdéle-
nim Ay;(¢) nebo jeho transformaci.
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Kapitola 3

Kombinace regresnich modelu

V této kapitole se budeme zabyvat moznostmi, jak spojit zakladni modely
dohromady a jak v takovych piipadech rozlisit, podle kterého modelu se
data chovaji. Uvedeme také nékteré situace ve kterych se modely shoduji.

3.1 Proporcionalni riziko vs. zrychleny cas

Coxuv model vychazi z toho, ze hodnota kovariat pusobi na rizikovou funkci
tak, ze pro jedince s vyssimi hodnotami kovariat momentalni mira rizika pro-
porcionélné roste (pro § > 0) respektive klesd. Model se zrychlenym ¢asem
se zakladd na myslence, ze jedinci s vyssimi hodnotami kovariat budou mit
pomeérné nizsi (pro 8 > 0) resp. vyssi stfedni dobu doziti.

Shoda Coxova a AFT modelu

Ackoliv jsou oba pristupy odlisné co se tyce motivace, da se ukazat, ze
v urcitych piipadech modely splyvaji. Budeme pracovat s kovariatami kon-
stantnimi v ¢ase. Pripomenme rizikové funkce. Pro Coxtv model

a;(t) = exp(X] Bo)ao(t),

pro AFT
a;(t) = ag(texp(X] B.4)) exp(X] Ba)-
Kdyz bude zédkladni rozdéleni Weibullovo, tj. s hustotou

fo(t) = 75t L exp(—t%),
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budou oba modely vpodstaté totozné. Totiz

5—1 46
aolt) = Jo(t) 70t exp( vt):wa_l.

T 1—Fy(t)  exp(—td)

Dosadime do rizikovych funkeci. Pro Coxuv model:

a;(t) = exp(X] Be)ovt" !,

a pro AFT

a;(t) = exp(X] B4)07° " (exp(X] B84))" " = 67t° (exp(X] 68.4)).

Rizikové funkce se shoduji pro B, = 03 4.

Abychom otestovali, zda je zakladni rozdéleni skutecné Weibullovo, odhad-
neme nejprve zakladni rizikovou funkci v jednom nebo druhém modelu.
7 ni spocteme odhad zakladni distribu¢ni funkce a otestujeme jeji shodu
s distribu¢ni funkci Weibullova rozdéleni pro vhodné v a ¢, napt. pomoci
Kolmogorovova-Smirnonova testu. Alternativné muzeme zakladni distribu¢ni
funkei odhadnout v AFT modelu jako empirickou distribuéni funkei exp(7;)
z necenzorovanych pozorovani.

Teprve kdyz test shodu zamitne, je tfeba rozhodnout, ktery z modelu pouzit.
Grafické testy

Podobné jako v prvni kapitole muzeme rozdélit pozorovani do K skupin
s podobnymi hodnotami kovaridt. Af bychom uvazovali Coxtv nebo AFT
model, v ramci kazdé skupiny by mély byt tedy hodnoty X Z-TB zhruba po-
dobné. Skloubime grafické postupy pro oba modely. Pro kumulovanou rizi-
kovou funkci pro T" a log T plati:

A(t) = —log S(t) = —log S1®) (log t) = A8 (log t).
V Coxové modelu je
log Ay(t) = X[ B +log Ao(t) = X B+ log AJ*® (log ),

v AFT modelu
log A;(t) = log AY® (log t + X7 3)
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V kazdé skupiné tedy spoctéme Nelson-Aalenuv odhad kumulované rizikové
funkce zalozeny na logT; a do jednoho grafu vynesme hodnoty

(logt,log AL (logt)), k=1,.., K.

Pokud jeden z modelu popisuje data dobie, mély by byt kiivky zhruba rov-
nobézné. Jak jsme ukazali, pro Coxuv model by mély byt navzajem posunuty
vertikalné, pro AFT model horizontalné. Pokud se oba modely shoduji, tj.
pokud je zakladni rozdéleni Weibullovo, budou ktivky zhruba linearni.

Model kombinujici zrychleny ¢as a proporcionalni riziko

Jako vsuvku uvedme model, ktery kombinuje Coxtiv a AFT model tak, Ze
intenzita je vyjadrena jako

Ai(t) = Yi(t)ao(t eXp<XiT51)) eXP(X?ﬁz)

(Chen & Jewell, 2001). Model je v jistém smyslu preurceny, protoze odha-
dujeme dva parametry u kazdé kovariaty, hlavnim cilem je zde ale testovani

Hy; iﬁljzo Jj=1..p,

Hyy : 52j = 513‘ Jj=1..p

Kdyby platila Hy; pro vsechny kovariaty, mame Coxuv model, naopak kdyby
platila Hgpe, mame model se zrychlenym casem.

Odhad parametrta

Pouzijeme transformované ¢itaci procesy podobné jako pro model se zrych-
lenym casem:

Ni(t) = Ni(texp(—XTB,)), Y (t)=Yi(texp(-X]B))),
dale
Aj(t) = Ailtexp(—XTBy)), M (t) = M(texp(—X] B,)).
Zjistime, ze
(1) = aaﬁA:(t) = e XIP\(te X Py = Y7 (1)eXT BBl (1),
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Protoze M (t) = N} (t) — Al (t) je martingal s nulovou stredni hodnotou,
chceme, aby

AN (t) = dAZ (1) = Y ()X BaPGA (1),

Zékladni riziko proto muzeme odhadnout jako

Aalt) = [ AN

kde S5(t, By, Bs) = Sy Y7 (1)eX BB a J(8) = I(Sy(t, By, B2)) > 0.
Oznacme jesté

STt By, By) = 3 ¥ (e PPN, B (1,81, 8,) = W-
=1 I I

Dosadime odhad A(t) do vérohodnostni funkee (viz kapitola 1, max. véro-
hodnost). Zjistime, ze derivovanim podle 8, a B, dostaneme:

08) = 3 [ WO~ B (1, 8,,5.))aN; (1),

U2(,5> = i/ooo(xi - E*(t7/817/62))dNi*(t)7

kde W (t) = ts(;o((tt)). Resenfm rovnic U(B) = 0 ziskdme pozadované odhady.

Problém je, ze oy a o pro W (t) nezndme, odhady ale budou ddvat smysl i
pro jiné volby, napt. W (t) = t, resp. W(t)=t/(1+t).

Podobné jako u AFT modelu, U(3) neni spojita v B;, proto ¢asto neni mozné
najit presné reseni skérovych rovnic. Jako odhad muzeme vzit napr. takové
B, aby ||U(B)]| bylo co nejmensi.
Za podminek regularity pro n — oo plati:
_ D _
n UQU(BO) = N(0,% 1(/30)),
n'2(6 — By) > N(0.D7'S(B)DTY),

kde ¥(8) je Fisherova matice, kterou muzeme odhadnout pomoci
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~

S(8) = w3 [T WO+

—(E*(t, By, By)", W(t)E*(t, By, By)")")¥*dN; (t).

Presnou formulaci podminek regularity a dukaz asymptotickych vlastnosti
je mozné nalézt v Chen & Jewell (2001), stejné jako tvar matice D. Ten je
ale relativné slozity a navic obsahuje ¢len ag(t) a af(t), které je potieba
aproximovat pomoci jadrovych odhadi, coz muze zpusobit nepiesnosti po-
kud pocet pozorovani neni velky.
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3.2 Cox-Aalenuv model

Relativné obecnou kombinaci modelu je spojeni Coxova modelu se zékladni
rizikovou funkei ag(t), kovaridtami Z;(t),i = 1,...,n a vektorovym parame-

trem B = (B, ..., Bp)
Xi(t) = Yi(t) exp(BT Z;(t)) (1)

a Aalenova aditivniho modelu s kovaridtami X,(¢),7 = 1,...,n a komponen-
tami rizika a(t) = (a1 (t), ..., (1))

(1) = Vi) XT (Da(t).

Jednou z moznosti jak spojit proporcionalni a aditivni vliv je Cox-Aalenuv
model (Scheike & Zhang, 2002) s intenzitou

Ni(t) = Yi(t)exp(Z] (H)B)X] (t)ex(t), te€[0,7],

tedy vpodstaté Coxuv model, kde zakladni intenzita zavisi na dalsich ko-
variatach v aditivnim tvaru. Tento model je prvnim ¢lenem Taylorova roz-
voje modelu

At) =Y (t)exp(B' Z(t))A(t, X (1)),
podle hodnot kovariaty X, ktery byl navrzen pro zkoumani proporciondlniho
vlivu kovariat Z;(t) oprosténého od vlivu hodnot kovariat X ;(¢).

Odhad parametrt

Budeme postupovat podobné jako u Aalenova modelu. Definujme matici

Y(B,t) = (Yi(t) exp(Z1(t) B)X1(1), ..., Ya(t) exp(Z(t)" ) X u(t))-

Log-vérohodnost bude mit tvar

/ log(Y;(t) exp(Zi(t)" B) X ,(t) " dA(t))dN, (1)

—Z [ Vi exp(Z(0)" )X (1) dA(),

Derivovanim se dostaneme ke skérovym rovnicim pro 8 a dA(t):
/ Z(MTAN(t) — Y (B, £)dA(t) = 0,
0
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Y (B8, )" W(t)(dN(t) — Y(B,t)dA(t)) =

kde W (t) je diagondlni matice s prvky w;(t) = }\/8 = (t);’;(f 2z () ) Kdyz

oznacime

Y=(B.1) = (Y(B,1) W)Y (B,1)) 'Y (B,0) W(t)

vézenou pseudoinverzi matice Y (3,t), muzeme ze druhé skérové rovnice
odhadnout slozky vektoru kumulované zakladni intenzity jako

A(B,t) = /OtY‘(B, $)AN(s).

Dosazenim do prvni rovnice ziskame
= [" 270 - Y(B.H)Y(B.0)dN (W) = [ ZT(H)G(B, 0N (@),
0
kde jsme oznacili G(B,t) = I =Y (8,t)Y (3,t). Problémem je, ze Y~ zavisi
jak na parametrech 3, tak na neznamych «(t) skrz vahy w;(t). Vahy muzeme
prepsat jako
w;(t) = Yi(t)hi(t)exp(—=Zi(t)" B).

Kdyz misto puvodni ¢dsti h;(t) = (X;(t)Ta(t))™' pouzijeme pro odhad
hi(t) = 1, nebude skérova funkce pro 3 zaviset na a(t).

Doporucuje se spocist B na zakladeé skorovych rovnic se zjednodusenymi va-
hami a tyto odhady pak pouzit k odhad A(3,t). Déle je pak mozné odhady

dosadit do puvodnich vah a vyjadiit odhady zalozené na puvodnich vahach.

Asymptotické vlastnosti odhadu B a fl(t) shrnuji nasledujici tvrzeni, presné
znéni predpokladu lze najit v Scheike & Zhang (2002):

Véta 6. Za podminek regularity v Cox-Aalenové modelu plati, Ze

n2(8 - By) > N(0,%),

kde ¥ lze odhadnout jako
5= a1 B, {2 | 1B,
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pricemz I je odhad informacni matice o B3 a €y; je odhadem

—/ ()Y (Bo, ) (Y7 (Bo, $)W ()Y (Bo, 5) ™ Xi(s)")dMi(s).

Diikaz: Viz Scheike & Zhang (2002).

Kdyz tedy odhadneme varianéni matici odhad, muzeme testovat napriklad,
zda 3; = 0, tedy zda je vliv jednotlivych kovaridt v proporcionalni ¢asti mo-
delu vyznamny.

Véta 7. Za podminek regularity v Coz-Aalenové modelu plati, Ze

n'2(A(B,1) — A(t)

konverguje ke Gaussovskému procesu s variancni funkci U(t), kterou lze od-
hadnout jako

pricemz

e2i(t) = esi(t) + H' (Bo, ) (Bo. )~ eni(t),
cult) = [ O (B S ()Y (Bo)) X (5)AM(5)
5,1) = [V (B.)diag (Y (8, 5)Y(8,5)AN(5)) Z(5)
a é&; jsou prisluiné odhady, tj. pri dosazeni B, A; resp. &; a M.
Diikaz: Viz Scheike & Zhang (2002).

Déle plati, ze asymptotické rozdéleni n'/2(A(3,t) — A(t)) bude stejné jako
asymptotické rozdéleni
TLI/2 Z égl(t>G
i=1

kde G;,i = 1,...,n jsou iid N(0,1). Pro inferenci o komponentédch A(t) je
tedy mozné jako u samotného Aalenova modelu simulacemi testovat, zda
a;(t) = 0 pomocdi statistiky

A A
supyepo.n|A; ()| resp.  supep|—5"—],
Prefo,r|A; (1] I3 Ptelo, ]’@Aj(t)|
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nebo zda a(t) = v, tj. A;(t) = vt pomoci
At
J( )t’

T

Y

supre(o.|A;(t) —

A;(t) .

T

kde v odhadneme jako ¥ =

Test dobré shody modelu s daty

Testovanim hypotéz o nulovosti parametri a komponent muzeme model
vyznamné zjednodusit, nezbavili jsme se ale nutnosti na zac¢dtku urcit, které
kovariaty maji mit aditivni a které proporciondalni vliv.

Muzeme napf. kovariaty postupné presouvat a porovnat, pii jakém sestaveni
kovariat model vystihuje data nejlépe. Pocet moznosti jak kovariaty rozdélit
mezi aditivni a proporcionalni ¢ast roste ale exponencidlné s poctem ko-
variat, takze pti vétsim poctu by uz vyzkouseni vSech variant modelu trvalo
relativné dlouho.

Protoze proporcionalni vliv kovariat se interpretuje snaze, budeme upfted-
nostnovat nasledujici postup: Nejprve sestavime Coxuv model pro vsechny
kovaridty, otestujeme u kterych muzeme pouzit porporcionalitu, ty pak pouzi-
jeme v proporciondlni ¢asti Cox-Aalenova modelu a ostatni dosadime do
aditivni casti.

Odvozeni nasledujicich testovych statistik je relativné slozité, uvadime zde
proto jen zakladni myslenky. Pfesné odvozeni a dukazy asymptotickych
vlastnosti jsou k nalezeni v Scheike & Zhang (2002).

Test pro aditivni cast

Chceme otestovat, jestli model vystihuje dobfe zavislost dat na kovariatach
obsazenych v aditivni ¢asti modelu. Z martingalové dekompozice mame

t
Mi(t) = Nift) = [ Yilt) exp(Zi(s)" B) X s(s)T dA(s).
0
Kdyz dosadime odhady 3 a /Al(t), dostaneme odhad

NI(t) = N(¢) - /O "Y(B,5)Y~ (B, 5)AN(s) = / " G(B, s)AN(s).

0
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Pomoci Taylorova rozvoje dostaneme po nékolika tpravach aproximaci

ii(t) = [ G(B, )M (s) + BB.OU(B),

0

kde
BB.1) =~ [ G(B,s)diag (¥ (8,5)Y (8, 5)aN(5)} Z(5)17 (8. 7).

Podobné jako u Aalenova modelu muzeme zkusit secist martingalové re-
zidualy pres ruzné urovneé jednotlivych kovariat, tj. zavést n X m rozmérny
proces K (t) (nebo jen n x m matici K) a kumulativni rezidudlni proces

Mi(t) = [ "R (5)dNI(s).

Kdyz bude K matice konstant, dostaneme linearni kombinace martinga-
lovych rezidualu, protoze pak

Mi(t) = K | "aNi(s) = KTNI(P).

D4 se ukézat, ze rozdéleni My (t) je asymptoticky ekvivalentni s rozdélenim

~ -1

n-1/? i /Ot G, {Ki(S) — K7(s) (Y(,C:], s)W(s)Y (8, s)) Xz(s)} dMi(s)—I—

—n"2B(B,1) > éw,

=1

kde

Bi(B,0) = [ KT(5)G(8,)diag {¥ (8,5)Y(8,5)AN(s)} Z()17(8)
a Gy, 1=1,..,njsouiidz N(0,1).
Jako testovou statistiku pouzijeme

sup | My, (t)], resp. /O(MKj(t))th, ji=1,..,m.

te[0,7]

Muzeme tedy pro kazdou kovaridtu v aditivni ¢dsti zvI4st vzit M ]k(j (t) jako
soucet martingalovych rezidudalu pres jednotlivé kvartily jejich hodnot. Kdyz

43



testova statistika presahne konfidencnich meze, nevysvétluje model situaci
dostatecné piesné. Bud'to tedy md j-t4 kovaridta spiSe proporciondlni vliv

vvvvvv

Test pro proporcionalni ¢ast

Podobné jako u Coxova modelu zalozime test na skérovém procesu. Da se
ukézat, Ze rozdéleni normovaného skérového procesu n~'/2U(B,t) za plat-
nosti modelu je asymptoticky shodné s rozdélenim procesu

w2y (gli(t) +1(8,6)17(B, T)gu(T)) Gi,
i=1
kde G; jsou #id N(0,1) a é; jsou odhady z Véty 6. Pro j-tou kovaridtu pak

spoc¢itame testovou statistiku

sup |U;(8, 1),

te(0,7]

jejiz rozdéleni muzeme asymptoticky odhadnout pomoci opakovaného si-
mulovani velicin G;. Kdyz tedy statistika nebude v konfiden¢nich mezich, je

vvvvvv

nebo vhodné transformovat.

44



Kapitola 4
Priklady

V této ¢asti vyzkousime uvedené regresni modely na simulovanych i redlnych
datech. Vypocty byly provadény v softwaru R. Coxuv, Aalenuv a Cox-
Aalenuv model jsou v R k dispozici v knihovné Timereg (autor Thomas
Scheike), AFT model byl implementovén piimo, pomoci metod popsanych
v ¢asti 2.2. 'V priloze je vysvétleno, jak se ptislusné funkce u vsech modelu
pouzivaji. Zdrojové kédy funkce pro AFT model, simulaci a zpracovani dat
jsou prilozeny na CD.

4.1 Pouziti modeli na simulovana data

Zakladni modely

Vyzkousime, zda testy vhodnosti modelu funguji tak, jak maji. Nageneru-
jeme data podle konkrétniho zakladniho modelu a otestujeme, kterym mo-
delim data odpovidaji. Méjme jednu spojitou kovariatu X s hodnotami si-
mulovanymi z rozdéleni N (0, 1). Pro jednoduchost neuvazujme cenzorovani.

Coxuv model testujeme pomoci skérového procesu, porovnanim simulova-
nych hodnot supicpo,-||U (B ,t)]| se skuteénou. AFT model ovéfujeme nepara-
metrickymi testy, pro Kruskal-Wallisuv test shody rozdéleni rezidui rozdélime
data podle kvartilu X, pro Wilcoxonuv a Kolmogorov-Smirnoviuv porovna-
vame rezidua pod a nad medidnem X. Aalenuv model testujeme pomoci
supremového a integralniho testu zalozeného na simulovanych hodnotach ku-
mulativniho rezidualniho procesu Mg (t). Matici K volime jako indikatory
hodnot kvartili X, rezidualni proces je tedy souctem martingalovych re-
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zidudlu pres jednotlivé kvartily (viz kapitola 1). Pro testy Coxova a Aale-
nova modelu vezmeme vzdy 1000 replikaci zkoumanych procesu. Pro Coxuv
a AFT model jsou p-hodnoty ptislusnych testu v tabulce 4.1 a pro Aalenuv
model v tabulce 4.2.

Data podle Coxova modelu

Uvazujme nejprve 1000 pozorovani z Coxova modelu s 3; = 1 s Weibullovym
zdkladnim rozdélenim Wh(y = 1058 = 5) (Sy(t) = exp(—~t°)). Dosazenim
do Coxova modelu jsme dostali odhad Bc = 1.00, 95%—konfidené¢ni inter-
val (0.922,1.087), p-hodnota testu proporcionality vysla nevyznamné, tj. Ze
model nezamitame. Pouzitim AFT modelu jsme dostali odhad BA = 0.204,
p-hodnoty pro testy vhodnosti opét vysly nevyznamné, coz nas neprekvapi,
vzhledem k tomu, ze zakladni rozdéleni je Weibullovo. Odhady parametru
priblizné koresponduji s o = 0064, kde ¢ je odpovidajici parametr Wei-
bullova rozdéleni. Kdyz jsme zkusili Aalenuv model, vysly ve vSech kvar-
tilech p-hodnoty pro supremovy i integralni test vyznamné, model proto
zamitneme.

Kdyz jsme pouzili stejné hodnoty X a simulovali 1000 hodnot z Coxova
modelu s #; = 1 se zdkladnim rozdélenim gamma v(a = 1/100,p = 5)
(tj. fo(t) oc tP~te=), dostali jsme pro Coxiv model odhad Bo = 1.04,
95%—konfidenc¢ni interval (0.950,1.121). Simulovana p-hodnota testu pro-
porcionality vysla opét nevyznamna, model nezamitdme. P-hodnoty AFT
modelu i Aalenova modelu byly < 0.05, na této hladiné je tedy zamitneme.

Kdyz jsme simulovali data z Coxova modelu s 3; = 1 se zakladnim rozdélenim
lognormdlnim LN (u = 2,0? = 1), dostali jsme v Coxové modelu odhad
0.967, 95%—konfidenc¢ni interval rovny (0.889, 1.045). Coxuv model jako je-
diny nebyl na hladiné 0.05 zamitnut.

Data podle AFT modelu

Nejprve uvazujme stejné hodnoty kovariaty X a 1000 pozorovani z AFT
modelu s 3; = 1 s Weibullovym zdkladnim rozdélenim Wh(y = 10%,§ = 5).
Dosazenim dat do AFT modelu jsme dostali odhad B 4 = 1.00, p-hodnoty
vsech neparametrickych testii byly nevyznamné. Pouzitim Coxova modelu
vysel odhad BC = 4.93, 95%—konfiden¢ni interval rovny (4.677,5.178) a
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simulovana p-hodnota testu vhodnosti na hladiné 0.05 také nevyznamné.
Coxuv model proto také nezamitame, coz je spravné, protoze mame Wei-
bullovo rozdéleni. P-hodnoty pro test Aalenova modelu byly vyznamné ve
vétsiné kvartili, proto jsme jej zamitli.

Déle jsme pro stejné X simulovali 1000 pozorovani z AFT modelu s 51 = 1
se zakladnim rozdélenim gamma Ga(a = 1/100,p = 5) a lognormélnim
LN(p = 2,02 =1). V obou ptipadech byly p-hodnoty vSech testtu vhodnosti
pii pouziti AFT modelu nevyznamné. Naopak Coxuv a Aalenuv model byly
na hladiné 0.05 zamitnuty.

Data podle Aalenova modelu

Abychom se vyhnuli problémum s generovanim pii zapornych hodnotach ko-
variat, uvazujeme tentokrat hodnoty exp(X). Vyrobime 1000 simulovanych
pozorovani podle Aalenova modelu «;(t) = Go(t)+X;01(t). Opét neuvazujeme
cenzorovani.

Bo(t) i F1(t) jsme volili tak, aby odpovidaly jednak exponencialnimu rozdéleni
Exzp(A = 1/100), kdy rizikova funkce méla tvar «;(t) = Ao + A\ X, jednak
gamma rozdéleni Ga(a = 5,p = 1/100) a nakonec lognormalnimu rozdéleni
LN(p=20*=1).

Ve vSech pripadech jediné Aalenuv model popisoval data dobie, Coxuv i
Aalentv model jsme pokazdé na hladiné a = 0.05 zamitli.

Shrnuti

Testy funguji v uvedenych pripadech tak, jak maji. Ani jednou nebyl zamitnut
puvodni model. Pro Weibullovo zékladni rozdéleni byl v pordadku Coxuv i
AFT model, pokud jsme generovali z jednoho z nich. Kdyz jsme zkusili dosa-
dit data s gamma a lognormalnim zakladnim rozdélenim do jiného modelu,
nez ze kterého byla generovana, testy model vzdy na hladiné 0.05 zamitly.
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Generovana data P-hodnoty testu vhodnosti
Coxuv model AFT model

skorovy Wilcoxon Kolmogorov-  Kruskal-

proces -Smirnov -Wallis
Coxuv model
Zakladni rozd.
Weibullovo 0.275 0.72 0.87 0.466
Gamma 0.327 0.028 0.001 0.171
Lognormalni 0.553 0.002 < 0.001 < 0.001
AFT model
Zakladni rozd.
Weibullovo 0.056 0.587 0.538 0.223
Gamma < 0.001 0.456 0.748 0.117
Lognormélni < 0.001 0.159 0.127 0.975
Aalenuv model
Zakladni rozd.
Exponencialni 0.01 < 0.001 < 0.001 0.04
Gamma 0.006 < 0.001 < 0.001 < 0.001
Lognormélni 0.015 < 0.001 < 0.001 0.006

Tabulka 4.1: P-hodnoty testu dobré shody Coxova a AFT modelu s daty
generovanymi ze zakladnich modelu s ruznymi zakladnimi rizikovymi funk-
cemi
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Generovana data P-hodnoty testii vhodnosti
pro Aalentuv model

supremovy (horni fadek) a integralni (spodni Fddek) test

T.kvartil ILkvartil III.kvartil IV kvartil

Coxuv model
Zéakladni rozd.

Weibullovo 0.005 < 0.001 < 0.001 < 0.001
0.015 < 0.001 < 0.001 < 0.001
Gamma < 0.001 < 0.001 < 0.001 < 0.001
< 0.001 < 0.001 < 0.001 < 0.001
Lognormalni 0.017 < 0.001 < 0.001 < 0.001
0.409 < 0.001 < 0.001 < 0.001
AFT model
Zékladni rozd.
Weibullovo < 0.001 < 0.001 < 0.001 < 0.001
< 0.001 < 0.001 < 0.001 < 0.001
Gamma < 0.001 < 0.001 < 0.001 < 0.001
< 0.001 < 0.001 < 0.001 < 0.001
Lognormalni < 0.001 < 0.001 < 0.001 0.128
0.042 < 0.001 < 0.001 0.190

Aalenuv model
Zéakladni rozd.

Exponencialni 0.449 0.371 0.539 0.288
0.307 0.395 0.818 0.640
Gamma 0.053 0.303 0.185 0.478
0.074 0.483 0.152 0.539
Lognormalni 0.445 0.674 0.883 0.692
0.317 0.486 0.842 0.860

Tabulka 4.2: P-hodnoty testu dobré shody Aalenova modelu s daty genero-
vanymi ze zakladnich modelu s ruznymi zakladnimi rizikovymi funkcemi
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Data podle Cox-Aalenova modelu

Budeme generovat data podle Cox-Aalenova modelu a zkusime, jestli testy
zatadi kovariaty do spravné ¢asti. Méjme 1000 pozorovani odpovidajici mo-
delu

a;(t) = P2 (Bo(t) + Xifh (1)),

kde 57 = 1, Z; byly generovany zN (0, 1) a X; jako exp(N(0,1)). Vyzkousime
zakladni rizikové funkce odpovidajici exponencidlnimu a log-normalnimu
rozdéleni.

Pouzivame testy dobré shody popsané v ¢éasti 3.2, proporcionalni ¢ast tes-
tujeme pomoci skérového procesu, aditivni ¢ast supremovou statistikou ku-
mulativniho rezidualniho procesu séitaného podle kvartilu dané proménné.
Pouzivame vzdy 1000 simulaci zkoumaného procesu.

Cox-Aalentiv model - exponencialni rozdéleni

Vezméme (y(t) a [1(t) odpovidajici exponencidlnimu rozdéleni exp(1/100),
tedy konstanty. Kdyz jsme obé kovariaty dosadili do proporcionalni casti
modelu, tedy kdyz jsme data popsali Coxovym modelem, dostali jsme od-
had BZ = 0.975, p-hodnoty testu proporcionality 0.300 pro Z a 0.047 pro X.
Proto proporcionalitu pro Z spravné nezamitneme a pro X na hladiné 0.05
zamitneme.

Kdyz byly obé kovaridty pouzity v aditivni ¢asti modelu, simulovali jsme
rozdéleni Mk (t), kde K je opét indikator kvartilu, dostali jsme pro X p-
hodnoty supremového testu 0.163, 0.362, 0.111 a 0.464, pro Z pak 0.007,
0.001, 0.003 a 0.001. Proto aditivitu pro Z zamitneme a pro X ne.

Pro X v proporcionélni a Z v aditivni ¢asti, tj. pfesné opacné, nez jsme gene-
rovali, vysla p-hodnota testu proporcionality X rovna 0.051 a pro supremovy
test aditivity pro kazdy kvartil mensi nez 0.001. Proto aditivitu Z zamitame
a proporcionalitu X na hladiné 0.05 tésné nezamitame.

Pro spravny model, tj. Z v proporcionalni ¢asti a X v aditivni jsme dostali

odhad B = 1.02, p-hodnotu testu proporcionality 0.695 a testu aditivity
0.988, 0.952, 0.390 a 0.433, puvodni model tedy spravné nezamitneme.
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Cox-Aalentiv modelu - lognormalni rozdéleni

Vezméme 3y (t) a (1 (t) odpovidajici lognormalnimu rozdéleni LN (= 0,02 =
1). Kdyz jsme pouzili Coxtiv model na obé kovaridty, dostali jsme odhad
@Z = 0.986, p-hodnoty testu proporcionality 0.583 pro Z a 0.235 pro X.
Proto proporcionalitu pro X ani pro Z nezamitneme.

P1i pouziti Aalenova modelu vysly p-hodnoty supremového testu aditivity
pro jednotlivé kvartily pro X 0.320, 0.498, 0.947 a 0.805, pro Z pak pro
vSechny kvartily < 0.001. Pro Z aditivitu tedy zamitame a pro X nezamitame.

Kdyz jsme dali kovariaty do opa¢nych casti, tj. X do proporcionalni a Z do
aditivni, dostali jsme p-hodnotu testu proporcionality X rovnou 0.655 a pro
supremovy test aditivity pro vSechny kvartily < 0.001. Proto aditivni cast
jasné zamitame ale proporcionalni ne.

P1i dosazeni do modelu, ze kterého jsme generovali, tj. Z v proporcionalni
¢asti a X v aditivni, dostali jsme odhad 3 = 1.04, p-hodnotu testu propor-
cionality 0.923 a testu aditivity 0.222, 0.673, 0.357 a 0.609, spravny model
tedy nezamitneme.

Cox-Aalentiv model s chybéjicimi ¢astmi

Méjme opét kovariaty X a Z. Budeme simulovat hodnoty z Coxova modelu
s kovariatou Z a z Aalenova modelu z kovariatou X. Pouzitou kovariatu do-
sadime do prislusné casti Cox-Aalenova modelu. Budeme chtit zjistit, zda
model spravné vyhodnoti nulovost prislusného regresniho koeficientu nebo
neparametrické ¢asti u nevyznamné proménné, kdyz ji dosadime postupné
do obou casti.

Hodnoty Z jsme zvolili jako vybér z N(0,1), hodnoty X jako exp(N(0,1)).
Generujme 1000 hodnot bez cenzorovani, nejprve z Coxova modelu se zédklad-
ni rizikovou funkei odpovidajici rozdéleni exp(1/100), tedy «;(t) = eZ/100.

Kdyz jsme obé kovariaty popsali pouze Coxovym modelem, dostali jsme od-
hady 37 = 0.994, Bx = 0.015. Konfidencn{ interval pro By byl (—0.011, 0.041),
p-hodnota Waldova testu nulovosti pro Bx byla rovna 0.257, coz znaci, ze
vliv X neni vyznamny. P-hodnota testu proporcionality vysla pro Z 0.907 a
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pro X 0.686, model proto nezamitneme.

Kdyz jsme dosadili Z do Coxovy casti a X do Aalenovy casti, ziskali jsme
odhad 7 = 0.969. Kdyz jsme testovali, zda v Aalenové ¢asti Bx(t) = 0
Bx (1)

v/ varBx (t)

pomoci resamplingu statistiky sup.ejo.- , dostali jsme p-hodnotu

0.936, tedy ze vliv X neni vyznamny.

Generujme nyni 1000 hodnot z Aalenova modelu s kovariatou X a obéma
¢éstmi zdkladn{ intenzity odpovidajici exp(1/100), tedy a;(t) = 165 + 165X-
Zkusme obé kovariaty dosadit do Aalenova modelu. P-hodnota testu nu-
Bx(t)

\/varBx (t)

0.273, tedy spravné vyhodnotime vliv Z jako nevyznamny.

lovosti Bx(t) zalozeném na supscpo vysla < 0.001, pro Z ale

Kdyz jsme nechali X v Aalenové casti a Z dosadili do Coxovy ¢ésti, dostali
jsme odhad (7 = 0.00964, konfidenéni interval (—0.054,0.073) a p-hodnotu
Waldova testu nulovosti 0.771, tedy taky ze vliv Z neni vyznamny.

Shrnuti

Cox-Aalentuv model byl ve vétsiné pripadu schopen rozeznat, do které ¢asti
ktera kovariata patii. Nikdy nebyl zamitnut puvodni model, v nékolika
piipadech test nezamitl proporcionalitu u kovariaty, ktera byla puvodné v
aditivni casti.

V obou pripadech, kdy byl model generovan jen podle jedné kovariaty, byla
nevyznamna ¢ast spravné detekovana.
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4.2 Realné problémy

V realnych problémech z praxe budeme hledat model, ktery data o preziti
nebo vydrzi vystihuje nejlépe. V uvedenych postupech budeme aplikovat
zakladni tvary regresnich funkci, jak jsou popsany v prvnich dvou kapi-
tolach. Uvazujeme tedy jen zdkladni tvar Coxova modelu s proporcionalnim
vlivem na riziko X’ 7 a AFT modelu se zrychlenim ¢asu ¢ ?. Je mozné,
ze jiny tvar regresni funkce by data popisoval 1épe, napiiklad pokud bychom
provedli vhodné transformace kovariat nebo ¢asu.

V pripadé jedné kovariaty vyzkousime postupné vsechny tii zakladni mo-
dely. Ovérime, které z nich popisuji data dobte, interpretujeme vysledky.

V pripadé vice kovariat zkusime nejprve samotny Coxuv a AFT model,
nevyznamné kovariaty pritom vynechame. Pokud jeden z modelu vystihuje
data dobte pro vsechny kovaridty, rozhodneme se pro néj. Pokud ne, zkusime
Cox-Aalentuv model a do Coxovy casti dame kovariaty u kterych proporcio-
nalita nebyla zamitnuta, ostatni dame do Aalenovy casti.

Vsechna pouzita data jsou prilozena na CD.
Vydrz soucastek z automobilti Tatra

Mame tdaje o zivotnosti soucastek z automobilt Tatra pti tlakové zkousce
(pocet cykl) pri dané zatezi (kp/cm?) (Kovanic & Volf, 1992). Data jsou
cenzorovana (4A; = 1 necenzorované, A; = 0 cenzorované pozorovani), viz
tabulka 4.3.

Nejprve zkusime Coxttv model. Ziskdme odhad 3 = 0.315, 95%—konfidenén{
interval je (0.141,0.488). exp(@) = 1.37, to znamenad, ze pii vyssi zdtézi jsou
soucastky ve vétsim riziku. Pri 1000 replikacich vysla simulovana p-hodnota
statistiky supiepo 7 |U(B,t)|| rovna 0.215. Coxtiv model proto na hlading 0.05

nezamitame.

Kdyz zkusime model se zrychlenym casem, ziskdme odhad 5 = 0.22. Kdyz
ale testujeme shodu rozdéleni rezidui necenzorovanych pozorovani pod a nad
medidnem hodnot zatéze, zjistime ze p-hodnota Wilcoxonova testu je 0.045.
Na hladiné 0.05 tedy AFT model zamitneme.
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Vydrz A, Zates
41200 1 45.40
470100 1 35.60
865800 1 35.60
202400 1 35.30
620000 1 27.70
884900 1  27.75
019300 1  27.75
2119900 1  27.75
1998000 1  27.50
1036200 1  25.00
11390000 0  25.00
14443900 0  25.00
2020000 1  22.70
2065900 1 22.70
3231400 1 20.20
10064800 0  20.20
9219000 0  17.66

Tabulka 4.3: Vydrz (pocet cyklu tlakové zkousky), zatéz (kp/cm?) a in-
dikéator necenzorované udélosti pro data o souc¢astkach z automobilu Tatra

Aalenuv aditivni model muzeme otestovat opét simulovanim kumulativniho
rezidudlniho procesu M (t). Scitali jsme rezidudly pies kvartily hodnot
zatéze, p-hodnota pro supscio-)||Mk;(t)|| pro jednotlivé kvartily vysla rovna
0.003, 0.060, 0.547 a 0.122. Aalenuv model tedy nevystihuje zavislost dobte
(obr.4.1), predevsim pro nizké hodnoty zatéze.

Rozhodneme se tedy pro Coxuv model.
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Obrazek 4.1: Kumulovany rezidudlni proces Mg (t) pro jednotlivé kvartily
hodnot zatéze soucédstek z automobila Tatra (Gerné) a jeho hodnoty simulo-
vané za hypotézy Aalenova modelu (3edé)
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Stavka slévacu

Mame data o vydrzi 572 tavicich van pouzivanych na zpracovani hliniku
(pocet dni do doby, nez musi byt vana vyfazena jako pfilis opotiebend)
(Kalbfleisch & Struthers, 1982). Pti generalni stdvce slévacu v roce 1967
doslo k nahlému odstaveni velké ¢asti van. Po obnoveni vyroby zacaly byt
vany méné spolehlivé, patrné vlivem rychlého ochlazeni nebo kvuli zaneseni
ztuhlym materialem. Mame zaznamy o tom, jak dlouho fungovala dana vana
pred stavkou a po ni a chceme zjistit, zda odstaveni mélo vyznamny vliv na
zivotnost. Mame také udaje o zivotnosti 104 van, které stavkou neprosly.

Zavedeme kovariatu proménnou v case, ktera bude indikovat, zda je dana
pec v case t pred nebo po stavce. Nemuzeme pouzit model se zrychlenym
casem, protoze neumoznuje kovariaty proménné v cCase.

Zkusime aplikovat nejprve Coxuv model. Odhad parametru vyjde B = 0.27,
95%—konfiden¢n{ interval (0.119,0.420), tj. ze vliv je vyznamny. P-hodnota
testu vhodnosti modelu zalozeném na skérovém procesu (1000 simulaci)
vyjde 0.256. Na hladiné 0.05 proto proporcionalitu nezamitame. Protoze
exp(ﬁ) = 1.31, je po stavce riziko zhruba 1.31 krat vétsi nez pied stavkou.
Na obr.4.2 vidime odhad zakladni kumulované rizikové funkce a zménu jejiho

prubéhu, pokud v case t = 700 prosla pec nahlym odstavenim.

Mohli bychom zkusit data popsat také Aalenovym aditivnim modelem. Uvé-
domme si ale, ze Coxuv model je za této situace jeho specialnim piipadem.
V Coxové modelu totiz uvazujeme rizikovou funkci jako (s; znaci ¢as stavky

i-tého jedince):
' o Oéo(t) t S S;
ailt) = { Pag(t) t> s,
zatimco v Aalenové modelu ve tvaru:
' . Oé()(t) t S S;
ailt) = { ao(t) + en(t) t> s

Q je rizikova funkce pred stavkou, v obou modelech by méla byt tedy stejna.
Pro

o (t) = (e® = 1)ayg(t)
jsou modely shodné. Vzhledem k tomu, ze Coxuv model popisoval data dobie
a jeho interpretace je primocatejsi, zustaneme u néj.
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Odhad kumulativni rizikové funkce
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Obrazek 4.2: Odhad kumulované zékladni rizikové funkce vydrze tavicich
van (plnd ¢dra) a jeji zmény v piipadé, ze v ¢ase t = 700 doslo k nahlému
odstaveni (¢arkované).
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Operace tumoru

Mame data o poctu dni doziti 205 pacientu po operaci zhoubného nadoru
(Drzewiecki (1990), obsazeno v R v knihovné Timereg). K dispozici mdme
tidaj o tloustee nadoru (thick, v setindch milimetru), pohlavi pacienta (sex)
a indikator, zda po operaci doslo k hnisavym komplikacim (ulc).

Kdyz aplikujeme na data Coxtiv model, dostaneme odhady Aflc = 1.1668,
95%—konfidenén{ interval (0.5564, 1.7773), 35, = 0.0011, 95%—konfidenén{
interval (0.0004,0.0019), 5S, = 0.4595, 95%—konfidenén{ interval

(—0.0633,0.9823). P-hodnoty testu proporcionality vysly pro ulc 0.046, pro
thick 0.117 a pro sex 0.257. Vliv hnisavych komplikaci tedy bude potieba

popsat jinym modelem. VIiv pohlavi neni na hladiné 0.05 vyznamny.

Dosad'me tedy ostatni data do AFT modelu. Dostaneme odhad Aflc = 0.045
a Bﬁmk = 0.002, p-hodnoty Kolmogorov-Smirnovova testu 0.02 pro ulc a
< 0.001 pro thick, Wilcoxonova testu 0.790 pro ulc a 0.036 pro thick.
Testovali jsme proti sobé rezidua pro hodnoty pod a nad medidnem hod-
not tloustky tumoru a rezidua u osob s komplikacemi a bez nich. Kruskal-
Wallisuv test se pro ulc shoduje s Wilcoxonovym, protoze mame jen dvé
urovné, pro thick da p-hodnotu 0.058. Zavislost na ptritomnosti hnisavych

komplikacich ani na tloustce tumoru neni AFT modelem popsdna dobie.

Zkusme jesté Cox-Aalentiv model s kovariatou ulc v aditivni a thick v pro-
porcionalni ¢asti. Ziskame odhad Bgmk = 0.00108 s konfiden¢nim intervalem
(0.0004, 0.0018), p-hodnota testu proporcionality je 0.356. Aditivni ¢dst otes-
tujeme sectenim martingalovych rezidualt zvlast pies jedince, kde se hnisani
projevuje, a zvlast pres ty, kde ne. Dostali jsme simulované p-hodnoty supre-
mového testu 0.840 a 0.416 a integrélniho testu 0.945 a 0.406, simulované
hodnoty vidime na obr.4.3.

U tohoto modelu zustaneme. exp(0.00108) = 1.0011, tj. s kazdou setinou
milimetru tloustky vyoperovaného nadoru stoupéd riziko o zhruba 0.11%.
Pacienti, u kterych byly zjistény po operaci hnisavé komplikace, maji také
vyssi riziko. Odhad zakladni rizikové funkce pro pacienty s komplikacemi i
bez nich vidime na obr.4.4.
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Obrazek 4.3: Kumulovany rezidudlni proces Mg (t) pro jedince s hnisavymi
komplikacemi a bez nich po operaci zhoubného tumoru (Cerné) a jeho repli-
kace za platnosti modelu (Sedé)

Odhad kumulativni rizikové funkce
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Obrazek 4.4: Odhad zékladni kumulované rizikové funkce pro pacienty
s hnisavymi komplikacemi (¢arkované) a bez nich (plnd ¢ara) po operaci
zhoubného nadoru
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Rakovina plic

Zkoumame délku zivota pacientu od projeveni pokrocilého stadia rakoviny
plic (Loprinzi, 1994). Budeme zkoumat zavislost preziti na pohlavi pacienta
a na jeho véku v dobé projeveni ptriznaku. Data jsou k dispozici v knihovneé
Survival v R. Autori studie doporucuji modelovat vék v logaritmické trans-
formaci.

Nejprve zkusime Coxuv model. Odhady vysly ngage = 1.0033, 95%—konfi-

denén{ interval (—0.0897,2.0963), 8%, = 0.5129, 95%—konfiden¢n{ interval
(0.1847,0.8411), pricemz jako zakladni droven bereme zeny, koeficient znaci
upravu pro muze. P-hodnota testu proporcionality nebyla vyznamné ani pro
vék ani pro pohlavi, Coxtuiv model proto nezamitame. P-hodnoty testu jsou
uvedeny v tabulce 4.4.

Kdyz jsme zkusili AFT model, obdrzeli jsme ﬂlogage = 0.760 a B, =
0.387, p-hodnoty skoérového testu nulovosti 0.212 pro vék a 0.007 pro po-
hlavi. P-hodnota zadného neparametrického testu dobré shody také nebyla

vyznamna.

Ani jeden z modelu nebyl zamitnut, zakladni rozdéleni bude patrné rela-
tivné blizko Weibullovu. Oba modely oznacﬂy vliv véku na hladiné 0.05 za
nevyznamny. Mame ef% = 1.670 a e P = 0.679. Zavislost na pohlavi
miuzeme budto interpretovat tak, Ze rizikova funkce pro muze je 1.67 krat
veétsi nez pro zeny, pripadné ze sttedni doba doziti muzu je pouze 0.679 krat
stfedni doba doziti zen.

Data P-hodnoty testu vhodnosti
Coxtuv model AFT model
skorovy Wilcoxon Kolmogorov- Kruskal-
proces -Smirnov -Wallis
log(vek) 0.176 0.716 0.299 0.509
pohlavi 0.274 0.843 0.287 0.843

Tabulka 4.4: P-hodnoty testu dobré shody Coxova a AFT modelu s daty
popisujicimi zavislost preziti po projeveni rakoviny plic na véku a pohlavi
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Zaver

Regresni modely v analyze spolehlivosti slouzi ke zkouméni vlivu vysvétluji-
cich veli¢in, které mame k dispozici, na dobu pteziti nebo vydrze. Uplatnuji
se mimo jiné v medicinskych a technickych studiich.

Volba modelu je klicova ke kvalitnimu popisu chovani dat a nasledné pre-
dikei casu preziti dalsich jedincu nebo ¢asu vydrze dalsich soucdstek. Shrnuli
jsme zde zakladni i nékteré pokrocilé regresni modely, které se vyrazné lisi
puvodni motivaci a ve vétsiné piipadu i naslednou interpretaci vysledku.
Zatimco u Coxova a Aalenova modelu se zkoumaji primarné vlivy kovariat
na intenzitu poruch, v modelu se zrychlenym casem je vysvétlovana stiedni
doba preziti.

Hlavni piinos této prace spoc¢ivé jednak ve shrnuti a rozebrani metod jak
testovat, zda modely data popisuji dostatecné dobie, a predevsim pak v pred-
vedeni volby a interpretace regresnich modelu v praxi. Postupy pro testovani
modelt jsou zalozeny jednak na metodach klasické regrese, a jednak na mo-
derni teorii ¢itacich procesu a simulacnim piistupu. V realnych ptipadech
je potieba nasadit dostate¢nou vypocetn{ silu, zvlast pokud méme mnoho
dat. Prozkoumali a doplnili jsme proto moznosti, jak modely implementovat
v bézném statistickém softwaru.

Pro data, kterd jsme studovali, bylo vzdy mozné najit model, ktery zkou-
mané zavislosti popisoval dostatecné dobre. Pokud se nepodaii najit vhodny
model podle metod, které jsme zde pouzivali, prichazely by na fadu dalsi
rozsiteni. V takovych piipadech muzeme vyzkouSet transformace kovariat
nebo ¢asu, u Coxova modelu uvazovat koeficienty ménici se v ¢ase nebo
zménit tvar zavislosti. To by bylo predmétem dalstho zkoumaéani.
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Prilohy

Knihovna Timereg

Coxtuv, Aalentuv a Cox-Aalentiv model jsou implementovany v R v knihovné
TIMEREG

autor: Thomas Scheike,

www: http://staff.pubhealth.ku.dk/~ts/timereg.html).

Ukazme, jak potfebné funkce pouzit.

Coxuv model se zavadi jako podmodel Cox-Aalenova modelu, kde v adi-
tivni ¢asti je jen zakladni rizikova funkce. Ukazme zavedeni a vystup pro
piiklad se soucdstkami z automobilu Tatra (vydrz T', zatéz X, indikatory
cenzorovani D). Chceme 1000 simulovanych hodnot pro odhad rozdéleni
skérového procesu:

> fit<-cox.aalen(Surv(T,D) “prop(X),n.sim=1000)
> summary (fit)
Cox-Aalen Model

Test for non-significant effects
sup| hat B(t)/SD(t) | p-value H_O: B(t)=0
(Intercept) 0.717 0.717

Test for time invariant effects
sup| B(t) - (t/tauw)B(tau)| p-value H_0: B(t)=b t
(Intercept) 0.000158 0.684

Proportional Cox terms :

Coef. SE Robust SE D2log(L)"-1 z  P-val
prop(X) 0.315 0.0692 0.0542 0.0886 4.54 5.5e-06
Test for Proportionality

sup| hat U(t) | p-value H_O
prop(X) 7 0.215

Call:
cox.aalen(Surv(T, D) ~ prop(X), n.sim = 1000)
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Obdrzime po tadé test nulovosti a konstantnosti zakladni rizikové funkce, od-
hady parametru a jejich rozptylu, testovou statistiku a p-hodnotu Waldova
testu nulovosti a predevsim test vhodnosti modelu pro kazdou kovariatu,
zalozeny na skérovém procesu.

Aalentv model se zavadi jako

fit<-aalen(Surv(T,D) " X,n.sim=1000,residuals=1))

pricemz se automaticky pridava i absolutni ¢len, tj.

a;(t) = Bo(t) + XiBi(t).

parametr residuals=1 zaruci, ze budou k dispozici martingalové rezidualy
pro testovani modelu. Vystup inference ziskame jako

> summary (fit)
Additive Aalen Model

Test for non-significant effects

sup| hat B(t)/SD(t) | p-value H_O: B(t)=0
(Intercept) 4.59 0
X 4.81 0

Test for time invariant effects
sup| B(t) - (t/tau)B(tau)| p-value H_O: B(t)=b t

(Intercept) 2.850 0.030

X 0.131 0.023
int (B(t)-(t/tau)B(tau)) 2dt p-value H_0: B(t)=b t

(Intercept) 5970000 0.068

X 8880 0.106

Dostaneme testové statistiky a p-hodnoty testu nulovosti a konstantnosti
jednotlivych aditivnich ¢asti rizikové funkce. Vykreslime je pres

>plot (fit)

Testy vhodnosti modelu pomoci kumulativniho rezidudlniho procesu My (t)
pro pozadovanou matici K (zde matice indikatoru kvartilu X7):

K<-model.matrix("-1+cut(X,quantile(X),include.lowest=T))
colnames(K)<-c("1.kv","2.kv","3.kv","4.kv")
resids<-cum.residuals(fit,modelmatrix=K,n.sim=1000)
summary (resids)

Test for cumulative MG-residuals

vV V V V

Grouped Residuals consistent with model
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sup| hat B(t) | p-value H_O: B(t)=0

1.kv 2.551 0.003
2.kv 2.945 0.060
3.kv 1.070 0.547
4.kv 0.731 0.122

int ( B(t) )"2 dt p-value H_0: B(t)=0
1.kv 11143924 0.007
2.kv 13862725 0.063
3.kv 1128603 0.616
4.kv 1458250 0.086

Dostaneme testové statistiky a p-hodnoty supremélniho i integralniho testu
dobré shody pro jednotlivé sloupce K (zde pro jednotlivé kvartily X7).
Skutecné i simulované hodnoty Mk (t) zobrazime pomoci

plot(resids,score=1)

Cox-Aalentuv model pro X v aditivni a Z v proporcionalni ¢asti implemen-
tujeme nasledovné (vysledky pro simulovand data):

> summary (fit<-cox.aalen(Surv(T,D) “prop(Z)+X,n.sim=1000,residuals=1))
Cox-Aalen Model

Test for non-significant effects

sup| hat B(t)/SD(t) | p-value H_O: B(t)=0
(Intercept) 9.83 0
X 7.66 0

Test for time invariant effects

sup| B(t) - (t/tau)B(tau)| p-value H_0: B(t)=b t
(Intercept) 16.1 0.067
X 11.1 0.183

Proportional Cox terms :

Coef. SE Robust SE D2log(L)"-1 z P-val
prop(Z) 1.02 0.0401 0.0425 0.0415 25.1 0
Test for Proportionality

sup| hat U(t) | p-value H_O
prop(Z) 16.2 0.695

Call:
cox.aalen(Surv(tx, d) ~ prop(z) + x, n.sim = 1000, residuals = 1)

Pro jednotlivé casti dostaneme vystupy jako v predchozich pripadech. Testy
vhodnosti zalozené na kumulovaném rezidudlnim procesu Mg (t) ziskame
uplné stejné jako u samotného Aalenova modelu.
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K<-model.matrix(“-1+cut(X,quantile(X),include.lowest=T))
colnames (K)=c("1.kv","2.kv","3.kv","4.kv")
resids<-cum.residuals(fit,modelmatrix=K,n.sim=1000)
summary (resids)

Test for cumulative MG-residuals

vV V V V

Grouped Residuals consistent with model

supl hat B(t) | p-value H_0: B(t)=0

1.kv 18.718 0.988
2.kv 26.798 0.952
3.kv 17.039 0.390
4.kv 7.920 0.433

int ( B(t) )"2 dt p-value H_O: B(t)=0

1.kv 436268.149 0.852
2.kv 721631.131 0.943
3.kv 50833.714 0.425
4.kv 923.127 0.453
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Implementace AFT modelu

Pomoci metod popsanych v ¢asti 2.2 jsme implementovali v R odhady pa-
rametru a testy vhodnosti modelu se zrychlenym casem

log(T}) = —Z!B +e.
Pouziti:

aft(tx,d,x,c.test=FALSE)

Argumenty:
tx vektor pozorovanych casu 7;
d vektor indikdtoru cenzorovani A; (1=uddlost, 0=cenzorovani)
X matice nebo data frame kovariat Z. Kovariaty muzou byt spojité,

nebo faktory o dvou trovnich, oznacenych 0 a 1.

c.test logickd proménnd, indikujici zda se do testu vhodnosti maji
(TRUE) nebo nemaji (FALSE) zavést cenzorovand pozorovani.

Vystupy:

data frame, kazdy radek odpovida jedné kovariaté, ve sloupcich je obsazeno:

covariate nazev kovariaty

coefficient odhad regresnich koeficientu 3, pro jednu kovariatu pouzita
funkce uniroot, pro vice kovariat Nelder-Meadova itera¢ni
metoda minimalizace euklidovské normy skére pomoci
funkce optim

pval_wx p-hodnota Wilcoxonova testu srovnani rezidui, u spojité
kovariaty se porovnavaji rezidua s hodnotami ptislusné
kovariaty pod a nad jejim medidnem, pro faktorovou
proménnou rezidua obou faktorovych tiid
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pval ks p-hodnota Kolmogorov-Smirnovova testu srovnéani rezidui,
ve skupinéch stejné jako pro Wilcoxonuv test

pval kw p-hodnota Kruskal-Wallisova testu, pro dvoutrovinovou
faktorovou kovariatu shodna s p-hodnotou Wilcoxonova
testu, pro spojitou porovnava rezidua rozdélend podle
kvartilu hodnot piislusné kovariaty

pval 0 p-hodnota skérového testu nulovosti regresnich koeficientu
Poznamky:

Jedinci s chybéjicimi hodnotami nékteré z kovariat jsou z odhadu a testovani
vyjmuti.

Testy vhodnosti jsou standardné pocitany z pouze necenzorovanych pozo-
rovani. Pokud zvolime c.test=TRUE, jsou rezidua u cenzorovanych jedincu

nahrazena prumeérem vsech vyssich rezidui necenzorovanych dat (viz kapi-
tola 2).

Priklad:

## delka preziti ve dnech od projeveni pokrocileho stadia
## rakoviny plic v zavislosti na veku (resp. logaritmu veku)
## a pohlavi (l=muz,2=zena, upraveno na 1 a 0)

## indikator statusu puvodne 1 cenzorovano, 2 udalost,

## upraveno na 0 a 1

> library(survival)

> data(lung)

> attach(lung)

> aft(time,status-1,data.frame(log(age),sex==1),c.test=T)
covariate coefficient pval_wx pval_ks pval_kw pval_0

1 log.age. 0.760 0.716 0.299 0.509 0.211663082

2 sex....1 0.387 0.843 0.287 0.843 0.007252759
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