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Uvod

Uvérové riziko mizeme jednoduse vyjadrit jako riziko, ze dluznik v budoucnosti
nevyporada své dohodnuté zavazky. Vériteli tak vznikne ztrata. Objevuje se
jako soucast vétsiny financnich transakci a v ptripadé, ze tcastnici trhu chtéji
na zakladé svych obchodu realizovat zisk, nemohou se mu zcela vyhnout. Jako
v kazdém jiném piipadé ucastnici trhu pozaduji za ptebirani rizika urcitou
kompenzaci, ktera pro né v pripadé, ze nedojde k selhani protistrany, znamena
zisk. Nabizi se tedy prostor pro teorie a modely, které se snazi co nejpresnéji
uverové riziko odhadnout, modelovat a tak ridit.

Nejcastéji jsou uvérovému riziku vystaveny banky. Pravé pro né je mode-
lovani iivérového rizika podstatnou soucasti jejich tspésného pusobeni na trhu.
Vyznam modelovani uvérového rizika potvrdily i nedavné udalosti na finan-
¢nich trzich, kde jeho podhodnoceni a nerozpoznani vedlo k velkym neoc¢ekava-
nym ztratam. Banky proto kladou velky duraz na vyvoj metod, které informace
dostupné na trhu a poskytnuté potencidlnim klientem ptrevedou do matema-
tické podoby. Umozni jim co nejpresnéji urcit aveérové riziko, které je s timto
klientem spojeno. Pravé z duvodu mozného vzniku velkych ztrat v banko-
vnim sektoru se v minulém stoleti zacaly objevovat myslenky vedouci k regu-
laci bankovniho systému. Bylo to hlavné z toho duvodu, aby banky nechtély
prenaset své ztraty na klienty. Nejen na popud regulatornich pozadavku vzniklo
a dale vznikd mnozstvi ruznych pristupt k modelovani jednotlivych veli¢in,
které uvérové riziko popisuji. Nejcastéji jsou to modely pro dobu do selhéni a
pravdépodobnost selhani.

V této praci nejdiive popiseme jednotlivé slozky financnich rizik, pricemz
podrobnéji se budeme vénovat riziku ivérovému a velicinam, které ho nejvice
ovliviuji. V ramci této céasti se kratce zminime i o ratingovych agenturdch,
které hraji pro modelovani uvérového rizika v nékterych pristupech vyznamnou
roli. Dale se pak budeme vénovat casové strukture pravdépodobnosti selhani,
jakozto zakladni veli¢iny, pomoci niz lze uvérové riziko modelovat. Pravdé-
podobnosti selhani jsou dostupné na trhu, ovSem pouze v urcitych casovych
okamzicich pro urcity ¢asovy horizont. Pokud chceme ziskat jejich hodnoty
i pro jiné casové intervaly, musime vyuzit néktery z matematickych pristupu.
V této praci se vénujeme tiem metoddam. Prvni z nich je pomérné snadné, avsak
vysledky, které poskytuje, neodpovidaji ptilis realnému ocekavani. Druhy pfti-
stup vychazi z ivérové migrace. Tato metoda je ¢asto pouzivana a lze pomoci
ni ziskat pomérné snadno celou ¢asovou strukturu pravdépodobnosti selhani.



Avsak aby to bylo mozné, je nutné predpokladat, ze prechody mezi kategoriemi
ohodnoceni lze popsat homogennim markovskym retézcem. Tento predpoklad
by v redlu nemusel byt ¢asto splnén. Z tohoto duvodu se budeme vénovat
metodam, pomoci nichz je mozné platnost predpokladu ovérit. Na zaveér prace
tento postup demonstrujeme na realnych datech. Tteti metoda pro stanoveni
casové struktury pravdépodobnosti selhani vyuziva postup podobny konstrukei
vynosovych kiivek. Uvérovd kiivka zobrazujici ¢asovou strukturu pravdépo-
dobnosti selhani je ur¢ena pomoci Nelson-Siegelovy funkce. Tato metoda se
pouziva nejcastéji pro modelovani uvérového rizika tuveérovych derivatu.

V dalsi kapitole se budeme zabyvat modelem pro dobu do selhani, ktery
vychazi z analyzy preziti. Pii modelovani tvérového rizika jsme postaveni
pred problém spojeny s tim, ze uvérové smlouvy se obvykle vazi k dlouhym
casovym intervaltim. Casto tedy potfebujeme provadét analyzu, aniz by Gve-
rové smlouvy uz vyprsely nebo klienti podlehli nesplaceni. Moznost, jak tuto
situaci Tesit, nabizi ndhodné cenzorovani. Parametry popisujici rozdéleni doby
do selhani odhadneme pomoci metody maximalni vérohodnosti a vyjadiime
pro né intervaly spolehlivosti. Na zavér prace jsme ukazali pouziti tohoto mo-
delu na realnych datech.



Kapitola 1

Rizika ve financich

Riziko muzeme chépat jako nebezpeéi nebo také vysokou miru pravdépodob-
nosti nezdaru a zejména ve financ¢ni oblasti jako riziko ztraty spojené s ménici
se hodnotou drzenych aktiv a pasiv. Jedna se ptritom o ztratu neocekavanou,
kterou muze spolecnost, nejéastéji banka, utrpét v souvislosti s vyvojem situ-
ace na finanénim trhu. Pravé fakt, ze se jednd o neocekavanou ztratu a jeji
mozny dopad na klienty bank, byl divodem zavedeni regulatoru a regula¢nich
pozadavki, kterym se budeme vice vénovat pozdéji.

Riziko samoziejmé nemusi byt spojeno jen s finanénim prostiedim. Zde
se vSsak budeme vénovat pravé rizikum finanénim a uvedeme jejich zakladni
déleni. Existuje vice moznosti, jak jednotlivé skupiny finanénich rizik dale
delit. V této praci budeme vychazet ze struktury, kterd je uvedena napt. v [4].
Duvodem k tomuto ¢lenéni finanénich rizik je skute¢nost, ze jednotlivé typy ri-
zik se od sebe v mnohém lisf a tak vyzaduji i odlisny piistup k fizeni. Zv1ast pa-
trné jsou rozdily mezi dvéma pro bankovni sektor nejvyznamnéjsimi finanénimi
riziky - rizikem trznim a uvérovym. Z povahy kazdého z nich je zirejmé, ze kazdé
vyzaduje modelovani jinych parametru. Dalsi odlisnosti spocivaji v ruzné délce
¢asovych horizontu, pro které se modeluje jejich vyvoj. Trzni riziko se vaze spise
ke kratkodobym transakcim, a tak si zadd modelace hlavné pro kratsi casové
intervaly. Riziko tvérové se zase obvykle vaze k dlouhym casovym horizontim
v fadu desitek let a vyzaduje tak modelovani pro dlouhé casové intervaly. V ne-
posledni fadé hraje vyznamnou roli i to, ze v ptipadé modelovani trzniho rizika
mame k dispozici mnohem vice tidaju o selhdnich nez u rizika uvérového.

Trzni riziko Jak nazev napovida, trzni riziko souvisi s vyvojem financ¢nich
trhu a tak i trznich cen aktiv a pasiv. Projevuje se pravé diky jejich zménam,
které mohou vést k mensim ¢i vétsim ztratam. Predevsim v oblasti hodnoceni
trzniho rizika se vyuzivd znamé hodnoty v riziku, neboli VaR. Trzni riziko
muzeme jesté ddle podrobnéji rozdélit na podskupiny (viz. [4]), které ted kratce
popiseme.

(i) Urokové riziko piedstavuje hlavné nebezped ztréaty plynouc z instrumen-
tu citlivych na zmény urokovych meér v dusledku jejich negativniho po-



(i)

(iii)

hybu. Kromé toho tirokové riziko zahrnuje i riziko zmény tvaru vynosové
ktivky, riziko zmén vztaht mezi riznymi irokovymi indexy aj. Vyvoj dis-
kontni sazby vyhlasované Ceskou narodni bankou od 1.1.1990 do 6.2.2009
ukazuje nasledujici graf (viz. [5]). Urokové sazby komerénich bank se
odvijeji od sazeb vyhlagenych Ceskou nérodni bankou, protoze banka
bude pujcovat penize svym klientum jediné v piipadé, ze dosahne ta-
kového zisku, aby dostéla svym zévazkim vucéi Ceské ndrodni bance.
Tedy jakykoli pohyb sazeb u banky statni mé za nasledek reakci u bank
komercnich. Z grafu je patrné, ze sazby vykazuji pomérné velkou volati-
litu i v kratkych casovych intervalech. Graf diskontni sazby tak podpo-
ruje vyuzivani teorii zahrnujicich volatilitu drokovych sazeb k eliminaci
urokového rizika.

0 : 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ;
1990 1995 2000 2005

Obr. 1.1: Vyvoj diskontn{ sazby vyhlasované CNB v ¢ase (v %)

Ménové riziko spoc¢iva ve zménach spotovych ménovych kurzu a jejich vo-
latility, coz muze zpusobit ztratu na instrumentech, které jsou na zmény
meénovych kurzu citlivé.

Akciové riziko je zpusobeno zménami cen akcii a vztahu mezi akciovymi
indexy. Tyto zmény pak mohou vést ke ztratam na nastrojich na tyto
zmeény citlivé.

Komoditni riziko je predevsim riziko ztraty na instrumentech, jez ovlivni

zmény cen komodit jako jsou ropa, zlato, zemni plyn atd.

Riziko tvérového rozpéti je riziko ztraty zpusobené zménou uvérového
rozpéti u cennych papiru ruzného uvérového hodnoceni. Uvérové rozpéti
neboli kreditni spread vyjadiuje rozdil mezi hodnotou méné rizikového



dluhopisu (obvykle se uvazuje statni dluhopis, protoze jej lze povazovat
prakticky za bezrizikovy) a rizikovéjsiho dluhopisu. Podrobnéji se o vy-
znamu a vyuziti uvérového rozpéti zminime v jedné z nasledujicich ka-
pitol.

(vi) Korelacni riziko vznikd jako dusledek zmény uvazovanych historickych
korelaci mezi rizikovymi kategoriemi, které dand spolecnost povazuje
pro ni za vyznamné.

Uvérové riziko Uvérové riziko vyjadiuje nebezpec¢i vzniku ztraty jako du-
sledek neschopnosti protistrany splatit své zavazky. Vice se mu budeme vénovat
v kapitole 1.1.

Likvidni riziko Likvidnimu riziku spole¢nost podlehne tehdy, nemé-li do-
statek volnych hotovych penéznich prostredku v okamziku, kdy je potiebuje,
aby dostéla svym zdvazkum. Likvidni riziko muze mit dvé podoby (viz. [4]).

(i) Riziko trzni likvidity vznika jako dusledek podminek na trhu. Pokud si-
tuace na trhu neumoznuje spole¢nosti dostatecné rychle, v dostatecném
mnozstvi a za priznivou cenu vyporadat financni pozice, do kterych
vstoupila, nema moznost ziskat hotové penize tak, jak predpokladala.
Riziko trzni likvidity je pak riziko, ze dojde v takové situaci ke ztrate.
Casto se totiz stane, Ze spolecnost uplatni svd aktiva za nevyhodnych
podminek, aby zabranila podlehnuti likvidnimu riziku.

(ii) Riziko financovédni spoc¢iva v nebezpedi, ze spolecnost bude v momentél-
ni platebni neschopnosti v dusledku vzniklého nesouladu ve finanénich
tocich. Jinymi slovy spole¢nost neni schopné ziskat hotovost, aby dostala
svym zavazkum v okamzicich jejich splatnosti s danou irokovou mirou.

Operacni riziko Operacni riziko se objevilo az v posledni dobé v souvislosti
s vyvojem a narustem vyuzivani internich operacnich systému. V ramci regu-
latornich pozadavku se poprvé o operacnim riziku zacalo hovorit az v ram-
ci metodiky Basel II, o niz se zminime v kapitole 1.2. Operacni riziko tedy
predstavuje pro spolecnost nebezpeci vzniku ztraty v dusledku chyb internich
opera¢nich systému a piipadné chyb lidi, ktefi s nimi pracuji. Stejné jako
predchozi rizika i riziko operaéni muze mit nékolik podob ([4]).

(i) Transakeni riziko je riziko transakénich chyb a kvuli nim vzniklych ztrat.
Transakéni omyly mohou vzniknout nejcastéji jako chyby zpusobené lid-
skym faktorem jak neimyslné tak i imyslné, napt. podvody, déle jako
ucetni chyby, chybné vyporadani obchodu aj.

(ii) Riziko operacniho rfizeni vznikd diky chybdm v fizeni, tedy manage-
mentu. Tyto chyby by bylo mozné aspon zcasti odstranit zavedenim a
dodrzovanim sofistikovanéjsiho systému kontroly. Casto se stava, ze jsou



uzavieny obchody, které neprosly schvalovacim procesem a ptekracuji
povolené limity.

(iii) Riziko systému spo¢iva v nebezpeci vzniku ztrét zavinénych chybami o-
peracnich systému. Tyto chyby mohou nastat nespravnym sestavenim
matematickych modelu ¢ jejich chybnym zavedenim do pocitacovych
systému, Spatnym odhadem parametri, nahodilymi vypadky pocitacové
sité nebo chybami v pfenosech dat apod.

1.1 Uvérové riziko

Uvérové riziko je zpusobeno redlnym nebezpecim vzniku ztraty kvuli nahlé
neschopnosti protistrany dostat svym zavazkum. Nejcastéjsim prikladem je
situace, kdy dluznik prestane vériteli splacet uvér. Dale pak uvérové riziko
nastava u dluhopisového kontraktu v pripadé, kdy emitent selze a nesplati tak
jeho nominalni hodnotu. U op¢nich smluv je pak spojeno s nebezpec¢im vzniku
situace, kdy nedojde k odkoupeni resp. dodani podkladového aktiva. Velky
narust obchodu s derivaty v posledni dobé vede k narustu potireby najit cesty,
jak se tvérovému riziku tc¢inné branit a tedy jak ho fidit. Prvnim krokem
k tomu je rozliseni jednotlivych druhu tvérového rizika a nasledna analyza,
které z nich jsou pro spolecnost realnou hrozbou. Jednotlivé typy uvérového
rizika nyni shrneme.

(i) Primé tuvérové riziko je zakladni kategorii uvérového rizika. Jednd se
o klasické riziko ztraty zpusobené selhanim protistrany v pripadé uveéru,
pujcek, dluhopisu aj. Z hlediska bankovnictvi bylo a stale zustava nej-
vyznamnéj$im typem financ¢niho rizika. Banky tak kladou nejvétsi duraz
na hledani zpusobu jak fidit pravé toto riziko.

(ii) Riziko uvérovych ekvivalentu se tyka tzv. podrozvahovych polozek, jako
jsou poskytované zaruky nebo oteviené uvéry na nakup zbozi, za které
se ru¢i pravé timto zbozim. Ztrata se v tomto piipadé realizuje, pokud
protistrana selze ptred splnénim svych zavazku.

(iii) Riziko zmény iivérového hodnoceni je dano diky ¢astému vyuzivani -
vérového hodnoceni externich ratingovych agentur. Podrobnéji zpusob
takového hodnoceni popiseme v kapitole 2. Spolecnosti vstupuji do rizi-
kovych kontraktu na zakladé zverejnéného ohodnoceni externi ratingové
agentury. Pak se muze stat, ze v dusledku poklesu tohoto ohodnoceni pro
spolecnost bude obtiznéjsi za prijatelnych podminek ziskat financovani
svych aktivit, tedy uzaviit avérovy kontrakt.

(iv) Vyporadaci riziko je uz v dnesni dobé diky novym vyporadacim mecha-
nismum viceméné eliminované. Tyka se ztrat vzniklych béhem vypora-
dani transakce, kdy jedna strana svou smluvné dohodnutou hodnotu uz
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splatila, ale hodnota od protistrany jesté nebyla dodana. Pri¢inou to-
hoto prodleni a pifipadné i nesplaceni zavazku muzou byt jak technické
problémy, tak neochota protistrany dostat svym zavazkum. Nejcastéji
provazi obchody s cennymi papiry a ménové operace.

(v) Riziko tivérové angazovanosti spoletnost podstupuje, pokud se dostane
do uvérovych vztahu jen s izkou skupinou partneru, statu, ekonomickych
sektoru apod. Pomérné snadno a u¢inné Ize toto riziko eliminovat stano-
venim tuvérovych limitu pro jednotlivé protistrany ¢i skupiny pripadnych
partneru s podobnymi parametry a jejich naslednym dodrzovanim.

Parametry specifické pro popis pravé uvérového rizika uvedeme v nasle-
dujici kapitole, ve které se budeme podrobnéji vénovat zpusobum modelovani
uvérového rizika. Nyni se kratce zminime o zpusobech regulace finanénich rizik
v bankovnictvi (podrobnéji napf. viz. [10]).

1.2 Regulace finanénich rizik

V' bankovnictvi a investovani se nelze zcela vyhnout finan¢énim rizikim a
s nimi spojenymi neocekavanymi ztratami. Aby finan¢ni instituce neinkli-
novaly k preneseni téchto piipadnych neocekavanych ztrat na své klienty,
funguje ve vsech vyspélych statech proces regulace finanénich rizik. V jeho
ramci regulator urcuje zpusob méreni financnich rizik a limity na tato rizika
za Ucelem ochrany uzivatelu finanénich sluzeb. Nejvyznamnéjsi aktivitou re-
pitdlovych pozadavku. Kazda instituce, jiz se tato nafizeni tykaji, musi vy-
tvorit z vlastnich zdroju a drzet po celou dobu svého pusobeni predepsany
minimalni kapital. Tento tzv. regulacni kapital musi mit urcitou predepsanou
strukturu, aby finan¢ni spolec¢nosti byly schopné v kazdém okamziku svého
pusobeni pokryt ztratu utrpénou v souvislosti se svymi rizikovymi aktivitami.

Prvni myslenky regulace ve finanénim sektoru sahaji az do osmnéactého
stoleti. Tehdy bylo vsak nutné spoléhat se predevsim na svuj vlastni ptistup
k regulaci pripadné na lokalni pravidla, ktera byla v té dobé v platnosti. A tak
se vétsina myslenek vedoucich k dnesni podobé regulatorniho fizeni finanénich
rizik objevila az ve dvacatém stoleti.

V bankovnim sektoru bylo jednim z hlavnich mezniku procesu zavadéni
regulace zalozeni mezinarodniho vyboru pro dohled v bankovnictvi s nazvem
Basel Committee of Banking Supervision. Tento vybor se poprvé sesel ke konci
roku 1974 na popud guvernéru centralnich bank statu G-10. Skupinu G-10
tvori paradoxné jedenact prumyslovych statu, které spolu konzultuji a spo-
lupracuji v otazkach ekonomickych i finanénich. Pravomoci vyboru nejsou
pravniho rozsahu, nemaji tedy pro nikoho platnost zakonu. Jedna se spise
o navrhy obecnych standardu pro dohled a o doporuceni, jak nejlépe tyto
navrhy implementovat do narodnich zakonu.
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V roce 1988 vybor vydal dohodu nazvanou zkracené Basel I, ktera zname-
nala prvni vyznamny krok ke stanoveni minimalnich kapitalovych pozadavku.
Tato dohoda se nejvice zaméfila na riziko tivérové, nebot pravé to piedstavuje
vyznamny zdroj potencidlnich ztrat v bankovni sfére. Ackoli byla dohoda
Basel I prulomem pro regulaci v bankovnictvi, v mnoha ohledech byla ne-
dokonalda. Nejvice je to patrné pravé v oblasti ivérového rizika. Napiiklad pro
portfolia bank neklade prakticky zddné pozadavky na diverzifikaci a stejné
tak i pozadavky na minimalni hladinu kapitalu jsou stanoveny pfilis obecné,
aniz by zohlednily skutecné riziko, které konkrétni banka podstupuje. A tak
si vyzadala rozsiteni znamé zkracené jako Basel II. Ovsem jesté do okamziku
vydani novych regulatornich doporuceni doslo k velice vyznamné udélosti v ob-
lasti fizeni financnich rizik. V roce 1993 se poprvé ve zpravé skupiny slozené
z odborniku bankovniho sektoru verejného i statniho a védeckych pracovniki
statu skupiny tticeti prednich prumyslovych stati svéta znamé jako G-30 ob-
jevila systematickd zminka o tzv. podrozvahovych produktech a financnich
derivatech. Soucasné s touto zpravou se objevila i potieba fizeni rizik spo-
jenych s témito novymi produkty. A pravé na zakladé pozadavku vytvoreni
snadného nastroje k vyjadreni trzniho rizika, které spolecnost podstupuje, se
poprvé objevuje hodnota v riziku, nebo také zkracenim anglického Value-at-
Risk rozsiteny nazev VaR.

V roce 2001 byly tedy zahajeny konzultace vedouci ke vzniku novych do-
poruceni, jejichz hlavnim tématem se stala oblast Tizeni ivérového rizika. Vy-
sledkem se potom v roce 2004 stalo zverejnéni metodiky Basel II. Snaha o pro-
sazeni citlivéjsich metod ke stanoveni rizikovosti portfolii bank, takovych, které
by zohlednily situaci a zkuSenosti kazdé banky, vedla k prosazeni moznosti
vyuzivat interni modely k ohodnoceni protistran. Banky se tak nemusi spoléhat
pouze na vnéjsi ratingova ohodnoceni od nezavislych agentur, ale mohou také
vyuzit vlastni uvérova ohodnoceni. S tim souvisi i podrobné zpracovani poza-
davkl na minimélni regulacni kapital, tzv. kapitalova primeérenost, a na jeho
strukturu. Basel II nadnesl jesté dalsi dulezité téma. Poprvé se totiz objevila
nova kategorie rizika, riziko operacni, a zacalo se hovorit o moznostech, jak
se s nim vyporadat. Regulatorni organy zejména pozaduji po bankach, aby
zvysily obezretnost svych kontrolnich mechanismu.

Podobné je feSena i regulace v oblasti pojistovnictvi, kde by analogif meto-
dice Basel II méla byt Solvency II, navazujici na Solvency I, kterd je v platnosti
od roku 2004.
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Kapitola 2

Modelovani uverového rizika

Jak jsme jiz nastinili v predchozi kapitole, uvérové riziko je spojené s port-
foliem kazdé finan¢ni spolecnosti. To jen potvrzuje, ze modelovani ivérového
rizika je velice dulezitou soucasti ispésnych obchodnich strategii bank a dalsich
finanénich instituci, a ze se opravnéné stalo predmétem regulatornich aktivit.
Spolecnosti se vSak musi potykat s fadou prekazek pti modelovani tvérového
rizika. Nejveétsi potize jsou dané tim, ze na trhu je k dispozici jen malé mnozstvi
dat, ze kterych by banky mohly vychazet. Vede to pak k nerovnovéze v infor-
movanosti - potencidlni klient ma k dispozici mnohem presnéjsi a podrobné;jsi
informace o své situaci a o¢ekdvaném budoucim vyvoji nez banka. Navic nej-
kratsi casovy horizont, ktery se v problematice modelovani ivérového rizika
obvykle objevuje, je jeden rok. Proto je velice obtizné sladit modely s aktualni
situaci na trhu.

Dalsi vlastnost, kterd modelovani nijak neusnadnuje, je Sikmost rozdéleni
ztrat. Typické uvérové portfolio bude v dlouhém casovém intervalu produko-
vat velké ztraty vzhledem k relativné malym vynosum. Z toho duvodu jsou
pozadavky kladené na kapital drzeny k pokryti pripadnych ztrat pomérné
velké.

Navic je nutné uvazovat, jak muze selhani jedné protistrany ovlivnit selhani
jinych dluzniki. Predné je rozumné vzit v ivahu jev, kdy v piipadé ze podlehne
selhani jedna spole¢nost na zakladé nepiiznivého ekonomického vyvoje, se mo-
hou do stavu nesplaceni dostat i jiné spolecnosti citlivé na stejné faktory. Navic
zavislost mezi selhanimi dostaneme i diky ¢etnym vazbam typu vétitel - dluznik
mezi ruznymi spolecnostmi. A tak selhani jedné muze nasledné zpusobit pla-
tebni neschopnost i dalsi atd. Vratme se ale nyni k zédkladnim parametrim
vyzadujicim modelovani pii fizeni uvérového rizika, které jsou uvedeny napft.

v [4].

Pravdépodobnost avérového selhani Nazev této veliciny zcela vystihuje
informaci, kterd je v ni obsazena. Pravdépodobnost tivérového selhani je prav-
dépodobnost, ze nastane situace, kdy protistrana v uvérovém kontraktu ne-
bude schopna splatit své zavazky. Jedna se o zakladni velicinu, kterou musi
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banky urcit, aby mohly smysluplné tidit uvérové riziko. U kazdého klienta
jsou tak postaveny pred tkol, jak co nejpresnéji urcit jeho pravdépodobnost
selhani. Nejcastéji vychazi z dat, kterd maji k dispozici na trhu a ktera jim
klient sdm poskytne. Vychazi tak z finan¢énich vykazu, analyzuji, zda u kli-
enta prevazuji dlouhodobé nebo kratkodobé zavazky, snazi se co nejpresnéji
odhadnout budouci vyvoj penéznich toku, kapitalové struktury, likvidity kli-
enta a také sleduji kvalitu fizeni spolecnosti, historické pusobeni spolecnosti
na finan¢nich trzich apod. V neposledni fadé vyuzivaji i externi ivérové hod-
nocenti, je-li k dispozici. Nakonec je klientovi na zakladé vnitiniho i vnéjsiho
hodnoceni v bance pfifazen urcity rating neboli ohodnoceni vyjadiujici jeho
schopnost dostat svym zavazkum.

Nyni se kratce zminime o externim uvérovém hodnoceni. Externi tivérové
hodnoceni poskytuji nezavislé agentury. Mezi nejznaméjsi patii celosvétove
Standard & Poor’s, Moody’s, Fitch aj. Jednoduse fec¢eno ratingové agentury
usnadiiuji v mnohém bankdm praci, nebot zpracovavaji analyzy zalozené na fi-
nancnich vykazech, chovani a struktufe vybranych spolecnosti. Kdyz maji
banky k dispozici vysoké externi ratingové ohodnoceni od nékteré z téchto
renomovanych agentur, nepodstupuji ¢asto tak obsahly interni proces vedouci
k ohodnoceni klienta. Z historie je totiz patrné, ze externi ratingové ohod-
noceni velice spolehlivé vyjadiuje odhad budouciho vyvoje dané spolecnosti,
co se tyce schopnosti splacet své zavazky. Navic pro spole¢nosti s vysokym ra-
tingovym ohodnocenim od externich agentur je pravdépodobnost selhani mald,
takze takové spolecnosti podléhajf nesplaceni jen ve zlomku pifpadit. Casto tak
je pro banku v pruméru méné nakladné uhradit tuto prakticky nepravdépo-
dobnou ztratu nez vynalozit prostiedky na své vlastni ohodnoceni spolecnosti
s vysokym externim ratingem. Kazda z téchto agentur tedy publikuje pro hod-
nocené spolecnosti mj. jejich zarazeni do ur¢ité kategorie hodnoceni, neboli
ratingu. Takové kategorie napiiklad u agentury Standard & Poor’s maji nasle-
dujici podobu a vyznam:

AAA | nejlepsi avérové hodnoceni

schopnost takového dluznika dostat svym zavazkum je velice silng
AA lisi se pouze nepatrné od hodnoceni AAA

schopnost takového dluznika dostat svym zavazkum je také silnd
A veétsi citlivost na neptiznivy vyvoj vnéjsich okolnosti

a ekonomickych podminek

schopnost dostat svym zavazkum je i tak pomeérné silné

BBB | vykazuje odpovidajici parametry ochrany proti neptiznivému
vyvoji

nepriznivy vyvoj ale muze zpusobit, ze takovy dluznik

nedostoji svym zavazkim
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BB | nejistota ve splnéni zavazku

nepriznivy vyvoj s velkou pravdépodobnosti zptusobi neschopnost
splatit zavazky

B velice zranitelna spolecnost

muze dostat svym zavazkum, ale nepatrné neptiznivy vyvoj
zpusobi neschopnost splacet dluhy

CCC' | spolecnost objektivné nédchylnéd k nesplaceni

schopnost splacet zavisi na ptriznivém vyvoji vnéjsich podminek,
pii nepfiznivém vyvoji neni pravdépodobné, ze splati své zavazky
D neschopnost splacet

vyporadani zavazku neprobéhlo v ¢ase dle smluvniho ujednani

a neni pravdépodobné, ze k nému dojde pozdéji

NR | rating nebyl pozadovan, nespolehlivé informace,

nehodnoceni z duvodu zamitavého postoje spolecnosti

Agentura Standard & Poor’s uvadi, ze investice do spolecnosti s ohodnocenim
BB a nizsim patii do kategorie spekulaci. Pro kazdou ratingovou kategorii
pak muze byt ur¢ena pravdépodobnost selhéni, coz lze matematicky zapsat
na piikladé ratingové skaly agentury Standard & Poor’s jako zobrazeni

{AAA, AA,..., D} — (0,1) .

Udalosti v neddvné dobé bohuzel ale také poukdzaly na nedostatky pii vy-
uzivani externich ratingovych ohodnoceni. Ukazalo se, ze ratingové agentury
vykazuji jisté zpozdéni ve zvefejnovani svych ohodnoceni oproti aktualnimu
vyvoji. Nebylo totiz neobvyklé, Ze spolecnost s vysokym ratingovym ohodno-
cenim byla v situaci, kdy by jeji ohodnoceni mélo patiit do kategorie spe-
kulativnich investic. Ukazalo se, Zze je nezbytné spoléhat se kromé externich
ohodnoceni i na analyzu potencidlnich dluzniku zalozenou na aktualni situaci.

Nyni se vratime k popisu parametru pouzivanych k modelovani uvérového
rizika.

Expozice pri selhani Tato velicina vyjadiuje, jak velka je aktualni vyse
moznych nesplacenych pohledavek v pripadé selhani protistrany.

Ztrata pri selhani Ztrata pri selhani vyjadiuje cast pohledavek, kterou
v pripadé selhani dluznika véritel neziska zpét. Priblizné ji muzeme vyjadrit
v relativni podobé vzhledem k expozici pii selhani pomoci stupné pokryti,
ktery oznac¢ime jako REC'. Ztrata pri selhani pak muze byt vyjadiena jako

(1 — REC) - expozice pii selhani.
Problém pfi stanoveni ztraty pii selhani spociva v tom, ze do jejiho vyjadieni

nelze presné zahrnout, jak moc je ovlivnéna kvalitou zaruk uvéru, jak je kon-
krétni dluh nadrizen ¢i podfizen jinym dluhum atd.
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Ocekavana ztrata Ztratu miuzeme pomoci dosud definovanych veli¢in urcit
jako soucin pravdépodobnosti selhani, ztraty pti selhdni a expozice pti selhani.
Jednd se o ndhodnou velic¢inu, takze kdyz vyjadiime jeji stiedni hodnotu,
ziskdame ocekavanou hodnotu, tedy ocekavanou ztratu.

2.1 Modely pro rizeni tivérového rizika

Silny duraz na fizeni uvérového rizika v metodice Basel II a rozvoj trhu s
uvérovymi derivaty vedly k vyvoji mnohych kvantitativnich modelu pro fi-
zeni Gvérového rizika. Muzeme mezi nimi vysledovat dvé hlavni skupiny (po-
drobnéji viz. napf. [10]) - analyza rizikovych uvérovych cennych papiru a fizeni
uverového rizika v ostatnich pripadech. Modely pouzivané pii fizeni ivérového
rizika se zamétuji predevsim na stanoveni rozdéleni ztrat portfolia pujcek nebo
dluhopisu béhem pevné stanoveného ¢asového obdobi, nejcastéji minimalné
jednoho roku. Z tohoto duvodu jsou tyto modely obvykle statické ve vyznamu,
ze hlavnim 1kolem je modelovani rozdéleni ztrat v pevné daném ¢asovém inter-
valu misto modelovani stochastického procesu popisujiciho vyvoj rizika v case.
Na druhé strané pro modelovani rizika uvérovych cennych papiru se vyuzivaji
pravé modely dynamické, protoze vyplata mnohych zavisi na okamziku selhani.
V této préaci se zaméiime na statické modely pro fizeni tvérového rizika.

Modely pro tvérové riziko mohou byt také rozdéleny do dvou skupin podle
toho, jak jsou definovany. Jsou to modely strukturalni a modely s reduko-
vanou formou. Toto rozdéleni jde napri¢c modely statickymi a dynamickymi.
Vétsina modelu strukturalnich vychazi z modelu Mertonova (1974), ktery po-
pisuje riziko selhani spolecnosti pomoci modelovani vyvoje jejich aktiv a pa-
siv, pricemz okamzik selhdni se objevuje v momenté, kdy nahodna velicina
predstavujici hodnotu aktiv klesne pod urcitou hranici predstavujici zavazky.
V modelech s redukovanou formou je pri¢ina zpusobujici selhani ponechana
stranou a selhani se modeluje pomoci nezaporné nahodné veliciny reprezen-
tujici dobu do selhéni. Jeji rozdéleni pak obvykle zavisi na ekonomickych fak-
torech. Podrobnéji jsou myslenky jednotlivych modelu zpracovany napt. v [10].
V nésledujici ¢asti se budeme vénovat jednomu z pristupu, ktery je vyuzivan
modely s redukovanou formou.

2.1.1 Modely zalozené na tivérové migraci

V této casti se budeme vénovat modelum, ve kterych se pravdépodobnost
selhani urcuje na zakladé tvérové migrace. Tento pristup spada do katego-
rie modelu s redukovanou formou. Podstatou tvérové migrace je zafazeni
kazdé spolecnosti do urcité kategorie ohodnoceni neboli ratingu v daném case.
Kazdé z kategorii vyjadiuje kvalitu spole¢nosti z hlediska schopnosti dostat
svym zavazkum od nejlepsi k nejhorsi, nechybi ani kategorie odpovidajici
selhani. Takovych ratingovych kategorii je zfejmé konecny pocet. Predmétem
dalsich analyz jsou pak pohyby mezi kategoriemi, tzv. ivérova migrace, resp.
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pravdépodobnost, ze dojde ke zméné ratingové kategorie. Pravdépodobnosti
prechodil mezi ratingovymi kategoriemi jsou zvefejnovany ratingovymi agen-
turami (viz. vyse) obvykle v podobé matic pravdépodobnosti prechodu, které
jsou odvozeny na zékladé historickych dat. Modely vychéazejici z ivérové mi-
grace se ale mohou uplatnit i v piipadé internitho ohodnoceni.

Matice pravdépodobnosti prechodu jsou standardné zvefejnovany pro jed-
nolety casovy interval. Obsahuji tak pravdépodobnosti, s kterymi dana spo-
le¢nost dosdhne na konci roku nékterého z ratingovych ohodnoceni, pripadné
selhani, pokud na zacatku roku méla néjaké konkrétni ratingové ohodnoceni.
Prikladem jednoleté matice pravdépodobnosti prechodu muze byt nasleduji-
cf tabulka zvefejnénd agenturou Standard & Poor’s v roce 1996 (viz. [10]),
pricemz posledni radek pro stav D se obvykle vynechava.

rating na rating na konci roku (%)

zacatku roku | AAA AA A BBB BB B ccCc D
AAA 90,81 8,33 068 0,06 0,12 0,00 0,00 0,00
AA 0,70 90,65 7,79 0,64 006 0,14 0,02 0,00
A 0,09 227 91,05 552 074 026 001 0,06
BBB 0,02 033 595 8693 530 1,17 1,12 0,18
BB 0,03 0,14 0,67 7,73 80,53 &84 1,00 1,06
B 0,00 0,11 0,24 043 648 83,46 4,07 5,20
cco 0,22 0,00 0,22 1,30 2,38 11,24 64,86 19,79

D 0 0 0 0 0 0 0 1

V pristupu vychazejicim z uvérové migrace se predpokladd, ze veskeré in-
formace majici vliv na pravdépodobnosti selhani jsou obsazeny v aktualnim
ratingovém ohodnoceni, takze pravdépodobnosti selhani mohou byt urceny
piimo z matice pravdépodobnosti prechodu. Jak je vidét na prikladé tabulky
agentury Standard & Poor’s, jednoleté pravdépodobnosti selhdni pro spolec-
nosti s danym ohodnocenim jsou prvky posledniho sloupce matice pravdépo-
dobnosti prechodu. Naptiklad pro spole¢nost s ratingem B B na zacatku roku je
pravdépodobnost selhdni béhem roku 1,06%. Agentury publikuji matice prav-
dépodobnosti prechodu i pro viceleté casové intervaly, v nich jsou pak obsazeny
kumulované pravdépodobnosti prechodu mezi kategoriemi ohodnoceni béhem
delsiho nez jednoletého obdobi véetné posledniho sloupce pro pravdépodobnos-
ti selhani béhem daného viceletého obdobi. Tyto matice jsou obvykle uréeny
piimo z historickych dat. Viceleté pravdépodobnosti prechodu muzeme ale sta-
novit na zakladé matice jednoleté. Budeme-li predpokladat, ze proces tvérové
migrace se idi homogennim Markovovym fetézcem, n-letd matice pravdépo-
dobnosti prechodu je pak jednoduse n-tou mocninou matice jednoleté s n-
letymi pravdépodobnostmi selhani v poslednim sloupci. Podrobnéji se tomuto
pristupu budeme vénovat v kapitole 3.3.
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Uz jsme zminili, Ze zvlasté v posledni dobé se ukézala nevyhoda vyuzivani
ratingového ohodnoceni od externich agentur. Ohodnoceni jimi zvefejnéna
totiz vykazuji jisté zpozdéni oproti aktudlnimu vyvoji na trhu. Tento jev je
dusledkem metodiky, kterou agentury pouzivaji. Pravdépodobnosti prechodu
a tak i pravdépodobnosti selhani jsou totiz odvozovany na zékladé histo-
rickych dat. Muze se tedy stat, ze publikované hodnoty pravdépodobnosti
selhani byvaji vyssi nez aktualni v dobé ekonomického rustu a naopak nizsi nez
realné v dobé ekonomické recese. Na druhou stranu z dlouhodobého hlediska je
odvozeni pravdépodobnosti selhani na zakladé historické informace vyhodou.
Béhem dlouhého obdobi, které tvori zakladnu pro stanoveni pravdépodobnosti
selhani, doglo k vystiidani nékolika ruznych ekonomickych scénaiu, tedy jak
rustu tak recese, které jsou pak v hodnotdch pravdépodobnosti selhani zahr-
nuty. Z tohoto duvodu jsou pravdépodobnosti selhani ziskané pomoci uvérové
migrace nezavislé na aktualnim ekonomickém prostiedi. Chceme-li pak pomoci
uvérové migrace hodnotit kratkodobé uvérové kontrakty, je vhodné upravit
prumérné pravdépodobnosti selhani podle aktudlni situace na trhu.
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Kapitola 3

Casova struktura
pravdépodobnosti selhani

Pti modelovani tuvérového rizika jsme postaveni pied kol najit parametry
pro dlouhé ¢asové intervaly, nebot ivérové kontrakty jsou obvykle dlouhodobé-
ho charakteru. Na trhu jsou vSak k dispozici pfevazné tidaje pro kratsi ¢asovy
horizont, napiiklad jednoleté pravdépodobnosti selhdni. Musime tedy najit
zpusob, jak z dostupnych idaju ziskat celou ¢asovou strukturu pravdépodob-
nosti selhani. V této kapitole popiSeme tii mozné pristupy. Prvni z nich ukazuje
pomérné jednoduchy zpusob, jak z jednoletych pravdépodobnosti selhani ziskat
kumulované pravdépodobnosti selhani pro delsi ¢asové intervaly. Vysledky zis-
kané timto postupem ale nemaji vlastnosti, které od casové struktury prav-
dépodobnosti selhani pozadujeme. Jednda se piredevSim o nesplnéni monoto-
nie. V takovém piipadé muzeme pro horsi ratingové ohodnoceni dostat mensi
pravdépodobnost selhdani nez pro lepsi. Navic pravdépodobnosti selhdni mo-
hou vyjit nulové i pro jiné nez nejlepsi ohodnoceni. Ani jedna z téchto si-
tuaci za predpokladu, ze ratingové ohodnoceni je stanoveno spravné, neni
prilis realisticka. A tak se vyuziva spiSe druhd metoda popsana v kapitole 3.3,
kterd vychazi z dvérové migrace. Ta umoznuje tyto nepiijemnosti odstranit.
Treti pristup vysvétleny v kapitole 3.4 se pouziva hlavné pro uvérové derivaty.
Vyuziva analogie mezi odvozenim uvérové kiivky a vynosové kiivky a vychézi
z cen dluhopisu nebo pevnych plateb swapu, jejichz hodnoty jsou k dispozici
na trhu.

Jeden z prvnich tkoli, ktery musime pti modelovani tveérového rizika vyte-
§it, je vybrat si odpovidajici pravdépodobnostni miru. Bud'to budeme vyuzivat
rizikové neutralni nebo redlné pravdépodobnosti, které riziko zohlednuji. Volba
mezi nimi neni zcela jednoznacnd, zavisi na konkrétni problematice, kterou se
chceme zabyvat. Chceme-li stanovit minimélni kapitalové pozadavky a rizi-
kové poplatky, vyuzijeme piistup vychazejici z historickych pravdépodobnos-
ti selhani. Nékdy se také diky podobnosti s aktuarskymi metodami nazyva
aktuarsky. V tomto ptipadé predpoklddame, ze mnozstvi kapitalu, které po-
kryje ztraty, je spolehlivé stanoveno aktualnimi pravdépodobnostmi selhani,
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ackoli ty jsme urcili pomoci historickych dat. Uvazujeme ptitom i takové ztraty,
které nastanou v dusledku nejhorsich z uvazovanych scénaiu. Pti ocenova-
ni dvérovych derivati je situace jina. V tomto piipadé vychazime nejcastéji
z teorie pro ocenovani opci. Ta vyuziva bezrizikové pravdépodobnosti selhani.
V rizikové neutralnim prostiedi jsou vSichni ucastnici trhu indiferentni k ri-
ziku a nepozaduji zadnou kompenzaci za jeho prebirani. U tuvérového rizika
se rizikové neutralni pravdépodobnosti selhani porovnaji s pravdépodobnost-
mi ziskanymi z cen dluhopisii nebo pevnych plateb swapu a navysi o rozdil,
ktery mezi nimi je. Tento rozdil odpovida prémii za riziko, kterou v rizikovém
prostiedi pozaduji tcastnici trhu za prebirani rizika.

K ohodnoceni rizika lze kromé pravdépodobnosti selhani vyuzit i kreditni
spready neboli dvérové rozpéti. Uvérové rozpéti se casto pouziva pfi porov-
navani dvou dluhopisi. Méjme dva dluhopisy, jeden statni a druhy firemni,
pricemz statni dluhopis predstavuje nastroj s prakticky bezrizikovym vynosem
do splatnosti. Uvérové rozpéti pak predstavuje rozdil mezi vynosem do splat-
nosti firemniho a bezrizikového dluhopisu. Cenu bezkupénového bezrizikového
dluhopisu v case t pro dobu do splatnosti 7', kde ¢t < T', s trokovou mirou r
definujeme jako po(t,T') = exp(—r(T —t)). Analogicky, cenu rizikového dluho-
pisu budeme znacit jako p;(t,T). Oznacéime-li ivérové rozpéti v ¢ase ¢ pro cas
dobu splatnosti T" jako c(t,T'), muzeme jej vyjadiit (viz. [10]) jako

~1 ~1 £ T
7 (upi (4, T) — Inpo(t, 7)) = I 28 T)

c(t,T) = Tt 1)

P1i modelovani avérového rizika pomoci ivérového rozpéti se pak misto prav-
dépodobnosti selhani analyzuji kiivky uvérového rozpéti z hlediska jejich tvaru
a pohybu v ¢ase. Oba postupy by mély dat stejné vysledky a to diky spo-
jitosti mezi uvérovym rozpétim a pravdépodobnostmi selhdni. Vztah mezi
uvérovym rozpétim a pravdépodobnostmi selhéni je analogicky vztahu mezi
urokovou mirou a diskontnim faktorem pro pevné dany vynos. Tento vztah
nyni nastinime.

Meéjme stupen pokryti REC', REC € (0, 1), dobu do splatnosti 7" rizikového
dluhopisu s jednotkovou nominélni hodnotou a dobu do selhani 7 < T'. V piipa-
dé selhani vlastnik dluhopisu obdrzi presné v okamzik selhani platbu velikosti
(1 — REC}), takze hodnota rizikového dluhopisu v okamziku splatnosti je

1— REC.

(T, T)=x{r>T}+ ool T)

x{r < T},

Pro jednoduchost budeme predpokladat, ze stupen pokryti je konstantni
REC,. = REC.

Multiplikativni tvérové rozpéti s pak splnuje

1 - L

DP: 1+S ~ S
1-REC 1—- REC’
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kde DP je pravdépodobnost selhani se zahrnutou rizikovou ptirazkou (viz. [3]).
Tato aproximace plati i v ptipadé aditivnich ivérovych rozpéti.

Driive nez podrobnéji popiseme jednotlivé metody pro urceni ¢asové struk-
tury pravdépodobnosti selhani, zavedeme veli¢iny, které budeme dale vyuzivat.

3.1 Funkce spolehlivosti a intenzita poruch

V této casti budeme pouzivat nasledujici znacent:

S(t) ... funkce spolehlivosti,

T ... doba do selhani,

F(t) ... distribu¢ni funkce doby do selhani, F'(t) =1 — S(¢),
h(t) ... intenzita poruch,

DP, ... pravdépodobnost selhani do casu t ziskana z trznich dat.

Jednim ze zakladnich parametru vyuzivanych pii modelovani uvérového rizika
je spojita ndhodnd veli¢ina 7, ktera vyjadiuje dobu do selhani. Pomoci doby
do selhani definujeme funkci spolehlivosti v ¢ase t oznac¢enou jako S(t) vztahem
S(t) =P(r >t), t>0.

Za ptedpokladu, ze nemame k dispozici zadnou dalsi informaci ohledné bu-
douctho vyvoje selhani, S(t) vyjadfuje pro pocdtek v t = 0 kumulovanou
pravdépodobnost, ze protistrana neselze do ¢asu t. Ziejmé plati S(0) = 1.
Pravdépodobnost selhdani béhem ¢asového intervalu (s,t) pro t > s muze pak
byt vyjadiena jako rozdil S(s) — S(t). Specidlné pro s = 0 dostdvame kumu-
lovanou pravdépodobnost selhdni do t oznacenou F(t) jako

F(t)=1-5(t)=P(r <1), t > 0. (3.1)
F(t) je distribuéni funkei ndhodného ¢asu selhdni 7. Odpovidajici hustota je
ft) = P'(t) = —S'(t).
Déle zavedeme podminénou pravdépodobnost selhani
q(t|s) =P(r <t|1>5), t>s5>0,

kterda vyjadiuje pravdépodobnost selhani urcitého dluznika mezi casy ¢t a s
za podminky, ze neselhal do ¢asu s. Analogicky dostaneme podminénou prav-
dépodobnost preziti

p(tls) =1—qltls) =P(r >t|7>s)=5()/S(s), t>s>0.

Rozdéleni ¢asu selhani 7 lze vyjadrit také pomoci intenzity poruch, kterd vy-
jadruje okamzitou pravdépodobnost selhani v case t za podminky, ze k selhani
nedoslo do ¢asu t. Intenzita poruch je motivovana vztahem

F(t+At) — F(t) _ f(H)A

Pt<rt<t+At|T7>t)= 0 SIS
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a definovana jako

Z (3.1) plyne, ze
O
1—F(t) S(t)’
pricemz teSeni této diferencialni rovnice vede k vyjadieni funkce spolehlivosti

S(t) jako

h(t)

S(t) = e Jo hs)ds, (3.2)

Podminéné pravdépodobnosti p(t|s) a q(t|s) pak maji tvar
plils) = e ore, (3.3)
gltls) = 1— e Jahlwadu (3.4)

Navic jako dusledek dostavame vyjadieni kumulované pravdépodobnosti sel-
hani do casu t neboli distribuéni funkce ¢asu do selhani 7

Ft)=1-8(t) =1 — e Johs)ds,

a prislusnou hustotu

3.2 Primé odvozeni viceleté pravdépodobnos-
ti selhani

Ptimé odvozeni casové struktury pravdépodobnosti selhédni vychazi z predsta-
vy, ze uvérovy vyvoj muzeme posuzovat jako homogenni Markovuv fetézec se
dvéma stavy, jednim z nich je pfeziti a tim druhym selhani (podrobnéji napf.
v [3]). Na trhu mame k dispozici pravdépodobnosti selhani DPr do ¢asu 7.
Pomoci nich odvodime pravdépodobnosti preziti pro kratsi diskrétni casové
okamziky t;, 0 < t; < ... < t, =T, vyuzitim nasledujicitho vztahu pro né¢jaké
keNapro A=T/k

P(r>T+Alr >T) = (1—DPp)~7.

Pravdépodobnost selhani pro diskrétni casové okamziky t¢;, které si muzeme
predstavit jako nasobky A je dopliikem do jednic¢ky k pravdépodobnosti preziti
a ma tvar

DP, =1—(1—DPp)/7T. (3.5)

Vyuzijeme-li funkeci spolehlivosti, kterou jsme definovali v ptredchozi ¢asti,
muzeme podminénou pravdépodobnost preziti p(7'|0) do T' vyjadrit jako

1= DPr=P(r > T|r > 0) = S(T)/S(0) = e~ Jo hwdu _ =T
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Posledni rovnosti definujeme prumérnou intenzitu poruch h, kterda nezavisi na
case. Jednoduchou upravou ji muzeme vyjadrit jako

B = log(1 — DPr)
= = :

Za predpokladu konstantni intenzity poruch béhem celé doby splaceni dluhu,
rovnost (3.5) dava vyjadreni pro pravdépodobnosti selhéni v diskrétnich ¢aso-
vych okamzicich

DP, =1—¢e M.

Mame tedy k dispozici kumulované pravdépodobnosti selhédni v diskrétnich
casovych okamzicich DP;, = F(t;), takze muzeme pfejit k situaci se spojitym
casem. PopiSseme postup zalozeny na konstantni intenzité poruch h, ktery je
podrobnéji popsan napt. v [3]. Forwardova pravdépodobnost selhani mezi ¢; a
t;11 v tomto pripadé odpovida

DP, . — DP, tita
pltialt) = 2R 2 1 e (= [ )
7 ti

Definujme nyni pro ¢asovy interval (t;,¢;11) prumérnou intenzitu poruch po-
moci intenzity poruch na case zavislé jako

1 tit1
hi:—/ h(u)du, proi=20,...,n.
tiv1 — i Jy
Dosazenim pravdépodobnosti selhani v diskrétnich ¢asovych okamzicich dosta-
neme intenzitu poruch pro cas t;

1 1— DP,
hi = — log fivl )
ti+1 - t@ 1— DPtZ

Kumulovana pravdépodobnost selhani do ¢asu ¢, t; <t < t;;; pak ma tvar

DP, = 1—q(t;]0) - q(t|t;)
(t—t;)

1-DP,. (ti+1—iti)
= 1-a-or) (pe)

Pro 0 <t < 1 probiha odvozeni stejnym zpusobem. Pro ¢ > t,, casovou struk-
turu ziskame extrapolaci za predpokladu konstantni intenzity poruch h,
od ¢asu t,_y (viz. [3]),

(t—tn)
1— DPtn ) (tnt+1—tn)

DP,=1-(1-DF,_,) <W
- tn—1
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3.3 Uvérova migrace

Spolehlivost postupu odvozeni ¢asové struktury pravdépodobnosti selhani, kte-
ry jsme vylozili v pfedchozi ¢asti, znacné zavisi na mnozstvi a kvalité dat, kterd
mame na trhu k dispozici. Z tohoto divodu se nabizi vyuzit i jiny ptistup,
ktery vychazi z tivérové migrace. O myslence tohoto postupu jsme se jiz kratce
zminili v kapitole 2, ale nyni se ji budeme vénovat podrobnéji.

Nejvétsi vyhoda postupu zalozeném na ivérové migraci spoc¢iva ve snadném
odvozeni viceletych pravdépodobnosti selhdani z jednoletych. Ty jsou bézné
dostupné na trhu. Aby ale mohly byt tyto viceleté pravdépodobnosti selhani
pro delsi nez jednoleté casové intervaly odvozeny, vyzaduje teorie ivérové mi-
grace zavést predpoklad tykajici se nezavislosti pravdépodobnosti selhani na o-
kamziku, ve kterém se stanovuji. Jedna se o tzv. ¢asovou homogenitu. Protoze
v praxi se ukazuje, ze okamziky selhani zavisi na ruznych ekonomickych fakto-
rech vyvijejicich se v case, predpoklad nezavislosti pravdépodobnosti selhani
na ¢ase nebude casto splnén. Z tohoto duvodu uvadime v zavéru této kapitoly
dva statistické testy. Prvni z nich ndm umozni porovnat matice prechodovych
cetnosti s teoretickou matici pravdépodobnosti prechodu a druhy poskytne
testové kritérium pro rozhodnuti o casové homogenité prislusného Markovova
retézce.

V 1dvérové migraci se k popisu prechodi mezi jednotlivymi kategoriemi
ohodnoceni vyuzivaji Markovovy retézce (viz. [12]). Méjme pravdépodobnostni
prostor (2,.4,P) a na ném posloupnost X = {X,,n € Ny} celociselnych
ndhodnych veli¢in. Necht S piedstavuje mnozinu celych &fsel ¢ takovych, Ze
i € S prave tehdy, kdyz existuje index n € Ny takovy, ze P(X,, = i) > 0. Po-
sloupnost nahodnych veli¢in X se pak nazyva Markovuv retézec s diskrétnim
casem a mnozinou stavi S, je-li

P(XnJrl - ]‘Xn = ?:, anl == ’l.n,h e 7X0 - Zo) - P(XnJrl == ]’Xn - Z)
(3.6)

pro vSechnan € Ny a 7,4,%,_1,...,% € S takova, ze
P(Xn =1, Xp1=1p1,...,X0= Zo) > 0.

Vztah pro pravdépodobnosti (3.6) se nazyva markovskd vlastnost. Markovuv
fetézec muzeme analogicky definovat i pro piipad se spojitym casem. V ta-
kovém piipadé mame systém celoc¢iselnych ndhodnych velicin {X;,¢t > 0}
s mnozinou stavu S, ktery spliiuje markovskou vlastnost v nasledujici podobé

P(Xt - j|XS - /l:,th - in, . e ,th - 21) - P(Xt - ]|X5 — Z) (37)
pro vSechna 7,4,7,,...,11 € Sa0<t; <...<t, <s <t pro kterd je opét
P(Xs :’i,th :in,...7Xt1 :Zl) > 0

Dalsi podrobnosti tykajici se markovskych fetézcu lze nalézt napi. v [12].
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V nasledujici ¢asti se budeme zabyvat Markovovymi fetézci s diskrétnim
casem. Pravdépodobnosti prechodu 1. radu ze stavu ¢ v case n do stavu j
v ¢ase n + 1 jsou definovany rovnosti (3.6). Déle pro né budeme pouzivat
zjednodusené oznaceni

pij(n,n +1) = P(Xpp1 = j| X, = i)
Obecné pro k > 0 budeme pravdépodobnosti prechodu k-tého radu znacit
pij(n,n+ k) = P(X, . = jIX,, = 0).

Pokud pravdépodobnosti prechodu nezavisi na ¢asovych okamzicich n a n+ k
ale jen na jejich rozdilu k, je prislusny Markovuv fetézec homogenni. Déle se
budeme zabyvat jen homogennimi Markovovymi fetézci, pro které pravdépo-
dobnosti prechodu ze stavu ¢ do stavu j za ¢asové obdobi délky k oznacime
pij(k) a pro k = 1 budeme casovy tdaj vynechdvat a zjednoduSené psét
pij(1) = p;;. Navic pokud nezduraznime, k jakému ¢asovému intervalu se prav-
dépodobnosti prechodu vztahuji, budeme mluvit o jednoletych pravdépodob-
nostech prechodu p;;.

Jednim ze zékladnich parametru, které popisuji Markovuv fetézec, jsou
pravé pravdépodobnosti prechodu. Ty muzeme sestavit do ¢tvercové matice
pravdépodobnosti prechodu P = (p;;); jes. Matice pravdépodobnosti prechodu
splnuje nasledujici vlastnosti:

(i) prvky matice P jsou nezdporné: p;; > 0 pro i,j € S
(ii) soucet prvku v radku je roven jedné: ZjeS pij =1proiesS.

Matice splnujici tyto vlastnosti, tedy i P, se nazyva stochasticka matice.
Omezime se nyni na piipad, kdy Markovuv fetézec popisuje prechody mezi ra-
tingovymi kategoriemi. Budeme tak v situaci, kdy mnozina stavi S' je konec¢na,
S ={0,1,...,m}. Pokud bychom se vratili k matici pravdépodobnosti pfe-
chodu mezi ratingovymi kategoriemi agentury Standard & Poor’s, kterou jsme
uvedli v kapitole 2, méla by mnozina stavu S prvky

S = {AAA, AA, A, BBB, BB, B, CCC, D}.

Podobu matic pravdépodobnosti prechodu mezi ratingovymi kategoriemi jsme
podrobnéji popsali v predchozi kapitole 2. Na zakladé téchto poznatktu muzeme
zformulovat dalsi vlastnosti specialné pro matici pravdépodobnosti prechodu
mezi ratingovymi kategoriemi P:

(iii) m-ty sloupec obsahuje jednoleté pravdépodobnosti selhani pro rating i,
oznacme p; ,, = DP(1,7) proi=1,...,m — 1;

(iv) stav nesplaceni je absorpéni: p,, ; =0proj=1,....m—1a py., =1
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Pro homogenni Markovuv fetézec s pravdépodobnostmi piechodu p;; a

pro n > 1 plati
n+1 n
i = e
kes

Lze dokazat, ze matice pravdépodobnosti prechodu n-tého fadu homogenni-
ho Markovova fetézce P(n) = (p;j(n))ijes jsou stochastické matice. Navic
pro vSechna celd m > 0, n > 0 a P(X,, = i) > 0 pak pravdépodobnosti
prechodu n-tého radu spliuji

pij(n) = P(Xuin = jl X = i) = p?ja i, JES.

Platnost této vlastnosti je dokdzana naptiklad v [12]. Pravdépodobnosti n-tého
fadu jsou tedy n-tou mocninou pravdépodobnosti prvniho fadu. Budeme-li
predpokladat, ze Markovuv fetézec popisujici prechody mezi ratingovymi kate-
goriemi je homogenni, muzeme n-leté pravdépodobnosti prechodu mezi ratingy
sestavené v n-leté matici pravdépodobnosti prechodu P(n) urcit jednoduse
jako n-tou mocninu matice jednoleté

P(n) = P",

pricemz zejména vlastnost (iii) jednoleté matice ziistane zachovana i pro matici
n-letou. Diky ni ziskame pro stav ¢ pravdépodobnosti selhani béhem n let jako

DP(n,i) = pim(n).

Od matice pravdépodobnosti prechodu pro tvérova ohodnoceni klientu mu-
zeme dale ocekavat, ze bude spliiovat:

(v) méné rizikové stavy by nemély vykazovat vétsi pravdépodobnost selhani
nez vice rizikové, napft.:

Diim < Dit1,m, 1=1,...,m—1;

(vi) fadkovd monotonie: pravdépodobnost prechodu do blizsich stava by méla
byt vétsi nez do vzdalenéjsich

Dijit1 = Piit2 = Diit3 - - -
Dii-1 = Dii—2 = Dii—3 - - -

(vii) sloupcova monotonie: pravdépodobnost prechodu do daného stavu by
méla byt vétsi pro blizsi ratingové kategorie

Pit1i = Pit2i = Pit3i- - -
Di—1i = Pi—2i = Pi—3,i - - -

26



Ackoliv je opravnéné ocekavat, ze bude matice pravdépodobnosti prechodu
mezi ohodnocenimi tyto vlastnosti spliovat, ¢asto tomu tak u matic odvo-
zenych z dat na trhu neni. Navic na zdkladé teorie, kterou jsme ted vylozili,
ziskdame pravdépodobnosti selhani jen pro diskrétni ¢asové okamziky. Proto se
vyuzivaji postupy k odvozeni matic pravdépodobnosti prechodu jinym zpuso-
bem, ktery zajisti, ze budou tyto vlastnosti splnény. Jedna z moznych variant
jak tuto problematiku tesit, ktera navic umozni stanovit matice pravdépo-
dobnosti prechodu a tedy i pravdépodobnosti selhani pro spojity cas, spoc¢iva
ve vyuziti konstrukce matice pfechodu pomoci matice intenzit (viz. napt. [3]).

Matice intenzit Matice prechodu mezi jednotlivymi ratingovymi stavy jsou
publikovény obvykle pro jeden rok. Pro kratsi ¢asovy interval chybi totiz do-
statecné mnozstvi dat, které by zajistilo spolehlivé stanoveni matice pravde-
podobnosti prechodu. Postupovat v tomto pripadé podobné jako pii odvo-
zovani viceletych matic pravdépodobnosti prechodu, tedy pomoci odmocnin,
neni vhodné. Je to z toho duvodu, ze odmocniny matice prechodu nemusi
byt stochastické matice a tak nespliuji vsechny podminky (i) - (vii). Navic
v pripadé, kdy existuje vice feSeni pro odmocninu, vyvstava problém, které
feSeni povazovat za spravné. Je tedy nutné prevést dosud diskrétni piistup na
variantu se spojitym casem a uvazovat Markoviv fetézec se spojitym casem.
Pomoci néj definujeme matici intenzit prechodu pomoci derivaci pravdépodob-
nosti prechodu v bodé 0 a pak nésledné vyuzijeme souvislost mezi intenzitami
prechodu a derivacemi pravdépodobnosti prechodu v obecném bodé.

V Markovoveé fetézci se spojitym ¢asem s vlastnosti (3.7) oznacme pravdé-
podobnost prechodu ze stavu ¢ v ¢ase s do stavu j v case ¢

P(X; = j|Xs = 1) = pij(s, 1), s>0at>0.

Pro homogenni Markovuv fetézec se spojitym casem pak analogicky p;;(t) jsou
pravdépodobnosti prechodu ze stavu ¢ do stavu j za cas t > 0.

Definice. Matice Q = (g;;), kde

. 1 —=pi(h)
i = —¢=—1 <
q q Jim < o0
@i = hli%l.»,_ jT =

se nazyva matice intenzit prechodu. Nezapornd cisla ¢;; se nazyvaji intenzity
prechodu ze stavu ¢ do stavu j, nezaporné ¢islo ¢; se nazyva celkova intenzita.

Je-li mnozina stavu S konecné, coz v nasem piipadé s ratingovymi kategoriemi
vzdy bude, plati

i
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Véta 3.3.1 (Kolmogorovovy diferencidlni rovnice). Predpoklddejme, Ze q; < o0
pro vdechna i € S a plati (3.8). Potom pro t > 0 plati

P'(t) = QP(t) (3.9)
(retrospektivni rovnice).
Diikaz. Dikaz nalezneme v [12]. O

Véta 3.3.2. Necht Q = (gij)ijes je matice, pro jejiz proky plati

G; >0, i4] qi=—>_ @
i7#]

Potom ezistuje jediné tesend soustavy (3.9), které vyhovuje pocdatecni podmince
P(0) =1, kde I je jednotkovd matice prislusnijch rozméru. Toto reSeni predsta-
vuje soustavu pravdépodobnosti prechodu Markovova Tetézce se spojitym casem
a konecnou mnozinou staviu. Toto Teseni lze zapsat ve tvaru

P(t) =% = i @. (3.10)

k!
k=0

Diikaz. Dukaz uveden v [12]. O

Bohuzel pro empirické matice pravdépodobnosti prechodu neni existence reseni
pro matici intenzit zarucena. Navic situaci komplikuje fakt, ze mame obvykle
k dispozici pouze matici pravdépodobnosti prechodu pro jedno obdobi. Avsak
rovnice (3.10) ndm poskytuje urcity navod, jaky maji mit tvar vysledné in-
tenzity pro danou matici pravdépodobnosti prechodu. Problematika nalezeni
matice intenzit pro empirické matice prechodu byla velice podrobné zkouména,
shrnuti nékterych poznatku nabizi [3].

3.3.1 Statisticka analyza v Markovovych retézcich

V této casti se budeme opét zabyvat vyhradné homogennimi Markovovymi
fetézci. Méjme homogenni Markovuv fetézec X = {X,,n € Ny} s kone¢nou
mnozinou stavu S = {0, 1,...,m}. Pravdépodobnosti prechodu homogenniho
Markovova fetézce p;;(n, n+ k) nezavisi na casovych okamzicich n a n+k, ale
jen na jejich rozdilu k. Pravdépodobnostni rozdéleni p = (p1,...,pn), kde

pi = P(Xo =1) i €5,

splinujici
piz0 Q€S ) pi=1
i€s
se nazyva pocatecni rozdéleni Markovova fetézce. Matici pravdépodobnosti
prechodu oznacime stejné jako dosud P = (p;;)i jes- Budeme se nyni zabyvat
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situaci, kdy matici pravdépodobnosti prechodu P nezname a chceme ji odhad-
nout z realizace Tetézce délky n + 1

XO:iOw"aXn:in- (311)

Maéame-li homogenni Markovuv fetézec s pocatecnim rozdélenim p a matici
pravdépodobnosti prechodu P, pak v [12] je dokdzano, ze vSechna konecné-
rozmeérna rozdéleni tohoto fetézce jsou tvaru

P(Xo =i, X1 = i1, ..., X = in) = PigDigis * - -+ * Pin_rin = Pio | | Py,
tj
(3.12)

kde n;; oznacuje cetnost prechodi v (3.11) ze stavu i do stavu j. Cetnosti
prechodu mezi stavy mohou byt sestaveny do matice ¢etnosti N = (n;;); jes,
pricemz tato matice je realizaci nahodné matice N. V daléfm uvedeme nékolik
tvrzeni, na jejichz zakladé pak zkonstruujeme testovou statistiku pro test hy-
potézy o shodé dané teoretické matice pravdépodobnosti prechodu Markovova
fetézce s pozorovanymi Cetnostmi prechodu. Podrobnéji je tento postup zpra-
covan v [9].

Tvrzeni 3.3.1. Pocdtecni stav a matice cetnosti prechodu (XO,N) je pos-
tacugici statistikou pozorovdni Tetézce s nezndmou matici_pravdépodobnosti
prechodu P a pocdtecnim rozdélenim p, tj. dvojice (Xo, N') obsahuje o ne-
znamyjch parametrech tolik informace jako celé pozorovani.

Diikaz. Dikaz nalezneme v [9]. O
Dalsi tvrzeni popisuje vlastnost postacujicich statistik.

Tvrzeni 3.3.2. Necht g(p, P) je funkce pocdteéniho rozdéleni p a matice
pravdépodobnosti prechodu P. Ddle necht g* = g*(Xo, ..., X,) je nestrannym
odhadem g(p, P) zaloZenym na pozorovdni (3.11). Je mozné najit nestranny

odhad g = §(Xo, N) funkce g(p, P), ktery zdvisi pouze na postacugjici statistice
(Xo, N) a zdroven nemd vétsi rozptyl nez g*.

Dikaz. Dikaz je uveden v [9]. O

Nyni odvodime maximalné vérohodné odhady pravdépodobnosti pirechodu.
Logaritmickou vérohodnostni funkci uréime na zakladé (3.12). Mame

{ = IOgP(XOZio,...,Xn:in>

m m-—1 m—1
= logp;, + Z(Z ni;10g pij + M log(1 — Zpij))-
i=1 j=1 J=1
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Pro i € S oznacme n,;, = Z]. n;; pocet prechodu ze stavui an,; = Zj nj; pocet
prechodu do stavu i. Je-li n;, > 0, dostaneme pro pravdépodobnosti prechodu
Pi1, Di2y - - - Dim—1, Dim, kde

m—1
Pim =1 — Zpija
j=1

rovnice

0, _ny in
0= ﬁ:&_% k:1,2,...,m—1.
Opik Pij  1—=>"0 Dk

Jejich Tesenim ziskame maximalné vérohodné odhady pravdépodobnosti pre-
chodu

pij = —2, 1=1,...,m, j=1,...,m.
N,
Pokud n;, = 0, tedy v situaci, kdy pozorovani neposkytuji podklady pro odhad
pravdépodobnosti prechodu ze stavu i, polozime p;, =0, k=1,...,m.
Odhadem matice pravdépodobnosti prechodu P je potom matice P rela-

tivnich c¢etnosti prechodu, kde
P (&) |
Ni. /i jes

p je funkci postacujici statistiky (X, ﬁ)

x2-test dobré shody Statistika y? se vyuziva v pifpadé, kdy chceme zjistit,
zda vysledky nezavislych pokusu odpovidaji predpokladanym pravdépodob-
nostem. Jsme v situaci, kdy mame n nezavislych realizaci nahodnych veli¢in
X1, .0, Xy, (3.13)
které nabyvaji hodnoty 1,2,...,m s pravdépodobnostmi
P(Xy=1i)=p; >0, i=1,....m; k=1,...,n.
Oznacime-li ¢etnost vyskytu stavu i v (3.13) jako v;, veli¢ina

zm: — ) :i L (3.14)

=1 =1

m4 pii n — oo asymptoticky y?-rozdéleni o m — 1 stupnich volnosti (viz. [9]).

V nasSem piipadé vyuzijeme modifikovany tvar statistiky (3.14), ktery u-
moznuje testovat hypotézu o shodé dané teoretické matice pravdépodobnosti
pfechodu Markovova Fetézce s napozorovanymi ¢etnostmi prechodi. Necht
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X = {X,.,n € Ny} je homogenni Markoviv fetézec s kone¢nou mnozinou
stavi

S={0,1,...,m},

matici pravdépodobnosti prechodu P = (p;j)ijes @ libovolnym pocateénim
rozdélenim p = (p1, ..., pm). Méjme realizaci fetézce X délky n + 1

Xo, X1, .0, X (3.15)
Stejné jako dosud oznacime n;; cetnost prechodu ze stavu ¢ do stavu j v reali-
zaci (3.15) an;, = Zj v;; Cetnost vyskytu stavu ¢ v posloupnosti X, ..., X,_;.
Plati

n—1
n; = ZX{Xk =i}
k=1
Tvrzeni 3.3.3. Statistika

2
Nij — N4.Dij
o3 (=)

n4 ..
i i.Dij

md pron = Zij nij — oo asymptoticky x*-rozdéleni o d—m stupnich volnosti,
kde d vyjadruje pocet kladnych pravdépodobnosti prechodu a m + 1 je pocet
stavi, m = |S| — 1.

Diikaz. Struéné vysvétleni dikazu je uvedeno v [9]. O

Test nulové hypotézy pomérem vérohodnosti V této ¢asti ukdzeme
test casové homogenity Markovovych tetézcu tak, jak je navrzen v [14], ktery
nam umozni zjistit, pro jaké casové intervaly je modelovani pravdépodobnosti
prechodu mezi ratingovymi kategoriemi pomoci homogennich Markovovych
fetézcu vyhovujici. Vyuzijeme test hypotézy ¢asové homogenity pomérem veé-
rohodnosti. Nejdiive struc¢né popiseme princip testovani nulové hypotézy po-
mérem vérohodnosti.

Necht je L(©) vérohodnostni funkce. K testovani nulové hypotézy pomérem
vérohodnosti Hy : © = O proti alternativé definujeme pomér vérohodnostnich
funkci jako

__L(©o)

B supg L(©)’
pricemz extrém vérohodnostni funkce ve jmenovateli nastdava pro © = @,
kde © je maximdlné vérohodnym odhadem parametru © (podrobnéji napf.
v [10]). Ziejmé plati, ze A < 1. Pokud je A blizko jedné, pak nulovéd hypotéza
pravdépodobné plati. K pfesnému urceni platnosti hypotézy se vyuziva testové
kritérium

—2InA =2 (mL(@) . lnL(@O)) =9 (6((:)) - e(@o)) ,
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které m4 za platnosti hypotézy ptiblizné x?(q) rozdéleni. Pocet stupiit volnosti
q odpovidéd poc¢tu odhadovanych parametri, tedy ¢ = dim(©).

Vratme se nyni k nasemu problému, testu hypotézy, zda napozorované ¢etnosti
prislusi k homogennimu Markovovu fetézci. Na zékladé realizace Markovova
fetézce X (ne nutné homogenniho) s mnozinou stava S = {0, 1,...,m} délky
n+1

Xo, X1,..., X,

urcime cetnosti prechodu n;; ze stavu ¢ do stavu j a Cetnosti vyskytu stavu
1 n;, = Zj nij, t, 7 € 5. Maximélné vérohodné odhady pravdépodobnosti
prechodu pak dostaneme jako
Py=—2 g j=1,....m (3.16)
T,
a sestavime je do matice relativnich cetnosti p.

Méjme nyni T' takovych realizaci Markovova fetézce v ruznych po sobé
jdoucich ¢asech, tedy dvé po sobé nésledujici realizace jsou od sebe vzdaleny
vzdy o jedno ¢asové obdobi. K dosud zavedenému znaceni priddme index
t,t =1,...,T, vyjadiujici poradi dané realizace Markovova fetézce v case.

~(t
Nasledkem toho dostaneme T' matic relativnich ¢etnosti, které oznac¢ime P( :
prot=1,...,T, pro které plati

(®

=(t) A L
P = (p))ijes = (%) :
i /) ijes

Tn

Graficky je matice relativnich ¢etnosti interpretovana na obrazku 3.1.

1 1 2) 3) 3 @
N N N .
p p p

Obr. 3.1: Grafické znazornéni matic relativnich ¢etnosti
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Déle méjme matice n-tého tddu P(n) = (pij(n))ijes, kde n = 1,...,T. Po-
kud bude Markovuv fetézec, jehoz realizace ted uvazujeme, homogenni, bude
pro néjaké n = 1,...,T platit (viz. [12])

P(n) = H ﬁ(t), A=1,...T —n.

A<t<A+4n-—1

Praveé tato vlastnost bude predmétem testu pomérem vérohodnosti. Budeme

~(t
tedy testovat nulovou hypotézu, ze pro dané n matice relativnich ¢etnosti P( ),
A<t<A+n—1proA=1,...T —n, nejsou statisticky rozdilné od matice
pravdépodobnosti prechodu n-tého radu. Testova statistika k tomuto 1icelu ma
proi,j €S, A=1,...T —n nasledujici tvar

—2InA =2 Z an) [lnﬁg) - 1npij(n)] . (3.17)

A<t<A+n—1 i

Testové statistika md asymptoticky x2-rozdéleni o n - (m + 1) - m stupnich
volnosti, kde m = |S| — 1 pfedstavuje pocet stavu Markovova Fetézce (viz.
[14]). Je-li nulovd hypotéza tohoto testu zamitnuta na urcité hladiné spoleh-
livosti, nemuze byt Markovuv fetézec na této hladiné spolehlivosti povazovan
za homogenni.

3.4 Casova struktura zalozena na uvérovém
rozpéti

V této casti budeme pouzivat nasledujici znaceni:

B(0,t) ... bezrizikovy diskontni faktor na obdobi délky ¢, neboli
soucasna hodnota bezkupénového dluhopisu s jednotkovou
nominalni hodnotou a dobou splatnosti ,

S(t) ... funkce spolehlivosti,

F(t) ... distribu¢ni funkce doby do selhani, F(t) =1 — S(t),
X ... budouci hodnota rizikové platby v case t,

V ... nominalni hodnota dluhopisu,

T doba splatnosti dluhopisu,

C kupédn,

S ... hodnota pevné platby swapu,

REC ... stupen pokryti,

h(t) ... intenzita poruch.

Casova struktura pravdépodobnosti selhdni miize byt odvozena také na za-
kladé informaci, které jsou k dispozici na trhu, jako ceny dluhopisu nebo
pevné stanovené platby swapu. Tento piistup je nejvice rozsiten pii ocenovani
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uvérovych derivatu, ale uplatni se i v piipadé obvyklejsich tvérovych obchodu
jako jsou uvéry (podrobnéji napt. v [3]).

Méjme pocatek pozorovani, t = 0, a casovy horizont T'. Ptedpokladejme, ze
okamzik selhani a bezrizikovy diskontni faktor jsou na sobé navzajem nezavislé.
Potom soucasna hodnota rizikové platby X, ktera se ma uskutecnit v case t,
je rovna

B(0,t)S(t)X,

kde B(0,t) je bezrizikovy diskontni faktor pro obdobi délky ¢ a S(t) funkce
preziti do ¢asu t. Uvazujme nyni dluhopis s nominalni hodnotou V', pevnym
kupénem C' a dobou splatnosti 7. Dédle méjme predem pevné stanovené okam-
ziky plateb 0 < Ty < ... < T, = T. Pro jednoduchost se nebudeme zabyvat
situaci, kdy je okamzik platby stanoven na jiny nez pracovni den. V takovém
piipadé se kupénova platba uskuteéni v nejblizsi néasledujici pracovni den a
kuponovou platbu je nutné o prislusny pocet dnu upravit. V této praci ale
budeme nadale predpokladat, ze kupénova platba se uskutecni presné v okam-
ziku T; v pripadé, ze do ¢asu T; nedoslo k selhani, a jeji hodnota je C'. Je-li
stupen pokryti REC nenulovy, je nutné zahrnout jej do vypoctu a zohlednit
tak pozadavky drziteli dluhopisu v piipadé selhani. Stupen pokryti budeme
uvazovat jako pevné dany, zalozeny na kvalité dluhopisu, poradi, v jakém bude
v ptipadé selhédni dany dluh vyporadan atd. V ptripadé selhani vlastnici dluho-
pisu neziskaji z4dné budouci kupény. Cist4 soucasnd hodnota plateb rizikového
dluhopisu, kterou oznacime N PV | je pak dana

NPV = > B(0,T;)-C-S(T)

+V- [B(O,Tn) -S(T,) + REC - /Tn B(o,t)dF(t)] :
(3.18)

Integral v tomto vztahu by mohl byt interpretovan jako stupen pokryti naso-
beny diskontnim faktorem pro cas t a pravdépodobnosti selhani, kde ¢t probiha
cely casovy interval od pocatku az po dobu splatnosti.

Podobné budeme postupovat i pro tzv. credit default swap neboli ivérovy
derivat, kdy jedna strana plati pravidelné druhé strané pevné stanovené platby
za prislib, ze druha strana swapu zacne prvni strané vyplacet platby v ptripadé
uvérového selhani tieti strany (viz. [4]). Pro takovy swap méme pevné platby s
v casech T;, Th < ... < T,, pokud selhani nenastalo do ¢asu T;. V ptipadeé spra-
vedlivého stanoveni pevnych swapovych plateb na trhu se soucasnd hodnota
téchto plateb spolu s hodnotou ziskanou v piipadé nesplaceni rovna nominalni
hodnoté swapu, coz vyjadiime jako

0= B(0.T)-5-S(T}) - V(1 - REC) /Tn BO,OAF(t).  (3.19)

Budeme-li mit mnozinu takovychto spravedlivych swapovych plateb nebo
cen dluhopisu s rozdilnou dobou do splatnosti a danym stupném pokryti,
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muzeme ur¢it ¢asovou strukturu pravdépodobnosti selhani. V piipadé dluho-
pist je jen nutné, aby celd mnozina byla stejného ivérového hodnoceni. Jednu
z moznych metod stanoveni uvérové kiivky vylozime v nasledujici ¢asti.

3.4.1 Uvérova kiivka

Na zacatku této kapitoly jsme rozdéleni doby do selhani 7 popsali pomoci in-
tenzity poruch h(t). Ta jako zaklad ¢asové struktury pravdépodobnosti selhani
je analogii fowardové trokové miry pro dluhopis s nulovym kupénem. Pred-
pokladejme nyni, ze intenzita poruch h(t) je spojitd a nezdvisla na case, tedy
h(t) = h. Potom hAt vyjadiuje pravdépodobnost selhani mezi ¢t a t+ A za pod-
minky, Ze nedoslo k selhani do ¢asu t. Budeme-li modelovat dobu do selhani 7
jako dobu do prvni udalosti homogenniho Poissonova procesu, intenzitou to-
hoto procesu je pak intenzita poruch h (definice a vlastnosti viz. [12]). Protoze
prirtustky Poissonova procesu jsou nezavislé a maji opét Poissonovo rozdéleni,
mé& doba do prvni udélosti exponencialni rozdéleni s distribuc¢ni funkei

P(r<t)=1-e".

V nagem piipadeé se jednd o rozdéleni doby do selhani. Rovnice (3.18) a (3.19)
spolu s (3.2), kde pro intenzitu poruch nezavislou na ¢ase dostaneme rov-
nost S(t) = e " umoznuji uréit intenzitu poruch z trzné pozorovanych cen
dluhopist nebo konstantnich swapovych plateb. Vyuziva se k tomu analogie
s vynosovou kiivkou.

Vynosova ktivka zobrazuje zavislost irokovych mér na case do splatnosti.
K jeji konstrukei z trznich dat se vyuzivaji ruzné statistické a numerické po-
stupy. Jednim z nejjednodussich postupu je interpolace mezi daty, které mame
k dispozici. Avsak prubéh takto ziskané kfivky mezi zndmymi hodnotami muze
byt ¢asto divoky a neodpovidat situaci na trhu. Proto se doporucuje vyuzit
spise nez interpolaci postupy vyhlazujici prubéh kiivky (viz. [8]). Jeden z po-
stupt umoznujici zachyceni vsech obvyklych prubéhu vynosové kiivky, tedy
monoténniho, hrbaty neboli tzv. humped, ktery je rostouci pro kratsi doby
do splatnosti a klesajici pro delsi, a i tvary odpovidajici pismenu S, vyuziva
funkei navrzenou Nelsonem a Siegelem (viz. [11]). Ta je definovana jako

1 —exp(—t/c)

t/c

) — agexp(—t/c),
(3.20)

Ins(t; a0, a1, ag,¢) = ag + (a1 + as) (

kde ag, ai, as, ¢ jsou parametry. Jednotlivé koeficienty vyjadiuji silu vlivu
dlouhodobych, sttednédobych a kratkodobych komponent kiivky. Pro ¢ = 0
je hodnota Nelson-Siegelovy funkce rovna ay + a;, jednéd se tedy o pocatek
kiivky. Pro t — oo konverguje k hodnoté ag, ktery tak méa vyznam dlouho-
dobého pruméru. Parametr a; vyjadifuje kratkodobou odchylku od pruméru
dlouhodobého. Koeficient ay reprezentuje strednédobou komponentu, jako je-
diny ma vliv na tvar k¥ivky, tedy bude-li monoténni, humped nebo bude-li mit
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tvar pismene S. Parametr ¢ ma vyznam lokédlntho extrému. Nasledujici grafy
ukazuji vliv zmény jednotlivych parametru, pticemz vychazime z ¢iselného

vyjadreni ay = 5, a3 = —1, as = —3 a ¢ = 400.
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Obr. 3.2: Parametr ag
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Obr. 3.4: Parametr ao
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Obr. 3.5: Parametr ¢

Vratime-li se nyni k nasemu problému, urceni casové struktury pravdépo-
dobnosti selhani, nabizi se moznost vyuzit tuto podobnost s kiivkou vynosovou
a stanovit tak uvérovou krivku, kterda bude zachycovat zavislost intenzity po-
ruch h(t) na case. Pro jednoduchost bychom mohli uvazovat intenzitu poruch
konstantni v case, ale tento postup v praxi obvykle vede k chybnym vysledkum.
Vyuziva se tak sice stale deterministického tvaru intenzity poruch, ale navic
se zahrnuje casovd zdvislost, tedy napiiklad fg h(s)ds = W(t) - t, kde funkce
U(t) zachycuje efekt ¢asové struktury (viz. [3]). Existuje vice moznosti jak
funkei W(t) definovat, jednou z nich je napiiklad kubicky spline, ale budeme-
li vychéazet z poznatku o konstrukei vynosovych kiivek, vyuzijeme stejné jako
v jejich piipadé poznatku Nelsona a Siegela. Ukazuje se totiz, ze definice funkce
U(t) pomoci (3.20) je dostatecné flexibilni k odlehlym pozorovéanim a chybém,
které data na trhu ¢asto obsahuji. Mame tedy

1 —exp(—t/c)
t/c
Pro vyjadreni funkce pteziti budeme predpoklddat, ze parametr ay je roven

nule. Dostaneme tak tvar kiivky, ktery nejcastéji odpovidd realité. Rovnice
(3.21) spolu s (3.2) urcuji tvar funkce preziti jako

S(t) = exp {— (ao +ay (1 - e}f;i_t/ C))) : t} . (3.22)

Pii konstrukei tuvérové kiivky vychazime ze skupiny N dluhopisi nebo
swaptu nebo kombinace obou. Abychom ziskali hodnotu parametru {ao, a1, ¢},
s pomoci (3.22) dosadime do rovnic (3.18) a (3.19) ceny pozorované na trhu
a vyuzijeme nelinedrni optimalizac¢ni algoritmus s pocateénimi podminkami
c>0,90) =1aS(t) —S(t+ 1) > 0. Postupovat regresi vyuzivajici ab-
solutni hodnotu odchylky od pruméru se v [3] uvadi jako vhodnéjsi postup
nez pies metodu nejmensich ¢tvercil, nebot ta prvni reaguje méné citlivé na
odlehla pozorovani.

U(t; ag, a1, as, c) = ap + (a1 + az) ( ) —agexp(—t/c). (3.21)
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Kapitola 4

Modelovani avérového rizika
zaloZené na analyze dat o preziti

V této kapitole se budeme zabyvat modelovanim uvérového rizika pro drobné;jsi
klienty. V takovém piipadé totiz mame obvykle nedostatek informaci o pro-
tistrané a tak klasické modely jako Mertonuv nejsou pouzitelné. Navic udaje
o nesplaceni drobngjsich klientu vykazuji obvykle jen malé procento selhani.
Proto vyuzijeme statisticky model zalozeny na analyze preziti s cenzorovanim
pro cas do selhani.

Nejdrive prevedeme situaci, kdy dluznik neni schopen splnit své zavazky,
do matematické podoby. Oznac¢me x;(t) indikétor jevu, ze dluznik ¢ prestane
splacet v case t, tedy

(t) = 1 dojde-li k selhani v case t
XM= 0 jinak.

Riziko selhani dluznika ¢ v ¢ase t tak predstavuje pravdépodobnost

P(xi(t) =1)

a ¢as do selhani 7 muzeme vyjadrit jako

T =1inf{t : y;(t) = 1}.

Cas do selhdni 7 predstavuje v pifpadé dveérového rizika ndhodnou veli¢inu,
kterou je potifeba modelovat. Jedna se o nezapornou nahodnou veli¢inu, pfi-
cemz v piipadé, kdy k selhdani nedojde, nabyva nekonecéné hodnoty. Z historie
vime, zZe k nesplaceni dochazi jen ziidka, tedy c¢as do selhani byva v poméru
k dobé analyzovani dlouhy. Nabizi se tedy vyuzit neiplnych vybéri a poznatku
tykajicich se nadhodného cenzorovani. Podrobné je tato problematika popsana
napi. v [7].
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4.1 NAahodné cenzorovani a intervaly spolehli-
vosti

V této casti budeme pouzivat nasledujici znacent:

X; doba do selhani i-tého subjektu,

F distribu¢ni funkce doby do selhani a k ni prislusnd hustota f,

T; casovy cenzor i-té doby do selhani,

G distribuéni funkce ¢asového cenzoru a k ni prislusnd hustota g,

W; minimum z doby do selhani a ¢asového cenzoru i-tého subjektu,
Wi = min(X;, 7)),

I; nahodnd veli¢ina vyjadiujici, pro kterou nahodnou veli¢inu

nabyva W, minima, I; = x{X; < T;}.

Predpokladejme, ze v ¢ase t = 0 zacneme pozorovat n subjektu stejného typu
a ze jejich doba do selhani mé distribu¢ni funkci F. Pokud bychom pozorovani
mohli provadét do té doby, nez vSechny subjekty podlehnou nesplaceni, dostali
bychom tuplny nahodny vybér a na jeho zakladé provadéli statistickou indukci
o F'. V nasem piipadé ovsem provadime analyzu diive, nez k takové situ-
aci dojde. Mame tedy k dispozici pouze netiplny vybér, Xy, ..., X, pricemz
ne vsechna X; jsou skute¢né pozorovatelna. Budeme-li uvazovat piipad, kdy
pozorovani kazdého prvku je ukoncéeno v ndhodném okamziku 7', hovoiime o
nahodném cenzorovani (podrobnéji v [7]). Spolu s ndhodnou veli¢inou X repre-
zentujici dobu do selhani uvazujeme nezapornou nahodnou veli¢inu 71" repre-
zentujici casovy cenzor. U kazdého subjektu pak pozorujeme bud'to X nebo T
podle toho, co nastalo diive, selhani nebo ukonéeni pozorovani, tj. min(X,T).
Navic vime, pro kterou z téchto hodnot minimum nastalo. Vysledek experi-
mentu pak je n dvojic
(Wla Il)a cr (Wn7 In)a

kde
W; = min(X},Tj),
I; = X{XJSTJ}'

Jednd se tedy o uplny ndhodny vybér z dvourozmérného rozdéleni, pricemz W
ma spojité rozdéleni a I diskrétni, konkrétné alternativni.

4.1.1 Metoda maximalni vérohodnosti

Predpokladejme, ze rozdéleni doby do selhani X je absolutné spojité s dis-
tribuéni funkci F' a hustotou f zavislymi na neznamém k-rozmérném parame-
tru ®. Nahodné veliciny Xy, ..., X, jsou stejné rozdélené a nezavislé. Nyni
odvodime vérohodnostni funkci v pfipadé nadhodného cenzorovani. K tomu
musime dale predpokladat, ze casovy cenzor T' je ndahodna velicina s abso-
lutné spojitym rozdélenim s distribuéni funkei G' a hustotou g a ze ndhodné
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veliciny T, ..., T, jsou nezavislé. Navic jsou i doby do selhdni nezavislé na ca-
sovych cenzorech. Nejdiive odvodime rozdéleni ndhodného vektoru (W,I).
Protoze W vyjadiuje minimum ze dvou absolutné spojitych ndhodnych veli¢in,
ma také absolutné spojité rozdéleni. Pro zkréceni zapisu nebudeme vétsinou
zduraznovat zavislost na parametru ©. Indikator I ma alternativni rozdéleni.
Pro w > 0 dostavame

PW<w,I=1) = PW<w, X<T)= X<wX<T)
= // dF(z)dG(t //dF )dG(t
r<w, <t

= [ ew)arw = [ a-cwyare
_ /Ow (1 G(x)) f(z)dx. (4.1)
Analogicky méme
P— (W <wI=0)= /Ow (1= F(b)) g(t)dt. (4.2)

Témito pravdépodobnostmi je rozdéleni ndhodného vektoru (W, ) plné po-
psano. Derivovanim (4.1) resp. (4.2) podle w ziskame

OP(W <w,I =1)

)
W= IZ00 gy 1 - P,
Polozme nyni
i) = () [1 - Glf (o)1 — Fl™ (43

pro w > 0 a i = 0, 1. Funkce h(w,i) je hustota nahodného vektoru (W, I)
vzhledem k soucinové mite Lebesgueova x ¢itaci, takze

/ / h(w,i)dA(i)dw = /000 [h(w,0) + h(w,1)]dw =1,

kde A(7) je ¢itaci mira, A(0) = A(1) =
Vérohodnostni funkce na zakladé vysledku experimentu

(WhIl)’ I (Wnu ]n)

pak ma nasledujici tvar

L®| (Wi, I),..., (W, 1) = [ [ n(W;, 1),

-~

(%)
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pticemz dale budeme pouzivat zkracené oznaceni L(@®|(x)).

Ozna¢me U = {j; I; = 1} mnozinu indext necenzorovanych pozorovani a
C = {j; I, = 0} mnozinu indexu cenzorovanych pozorovani. Vérohodnostni
funkci pak muzeme zapsat jako soucin pres tyto dvé mnoziny

= [T 2w, ) T n (W5, 1y).

jEU jec
Mohou tedy nastat dvé moznosti, bud
jEU:>Wj:Xja]j:1

nebo
]GCZ>I/VJZT’J a I]:O

Vyuzitim (4.3) upravime vyjadieni vérohodnostni funkce na tvar vyuzivajici
pouze distribuc¢ni funkce a hustoty doby do selhani X a casového cenzoru T’

L©|x) = [Trwni—cwp[[ew;) - Fwy)

Jev jec
= [Irxpn—cC]amn-FT) (44
Jev jec

Parametr ® predstavuje k-rozmérny vektor parametriu obou rozdéleni I’ a G,
® = (01,0,), kde ®; odpovidd nezndmym parametrum rozdéleni F' a O,
vektor neznamych parametru rozdéleni GG. Predpoklddejme, ze rozdéleni X a
T neobsahuji spolecné parametry a ze neexistuje funkcni zavislost mezi ©,
a ©,. Protoze nas zajiméa pouze rozdéleni doby do selhani, zajimaji nas jen
slozky vektoru ®; a vektor ®, pro nas predstavuje rusivé parametry. Proto
upravime vérohodnostni funkci do nasledujici podoby

=[Lrovp [T =Frov [Jovp [[ 1 - Gowpl.  (45)

Jjeu jeC ]GC jeu

L1(©1]()) Ls(©2](+))

J

tedy
L(®[(*)) = L1(61](x)) - L2(O2[(+)).

Hledani maximalné vérohodného odhadu pro nas zajimavého parametru ©,
se tak zjednodusi, protoze

max L(O|(x)) & max L1(©4](x)),

kde
Li(©1](x) = [ ) [JI1 = F(T))- (4.6)

Jj€U jecC

Tedy numericky tvar maximalné vérohodného odhadu ©®; nezavisi na G, ale
rozdéleni ®; na ném uz zavisi (podrobnéji viz. [7]).
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4.1.2 Vlastnosti maximalné vérohodnych odhadi

Postup hledani maximalné vérohodnych odhadu spoc¢iva v prechodu od véro-
hodnostni funkce k logaritmické vérohodnostni funkci £(©|(x)). Déle se sestavi
systém vérohodnostnich rovnic, ve kterém se parcialni derivace podle jednot-
livych slozek neznamého parametru © polozi rovny nule, tedy

) |
56.((@16) =0, i=1. .k

V [1] je podrobné odvozeno, ze za platnosti podminek regularity existuje feseni
vérohodnostnich rovnic ®, pro které plati

(i) ©® = Oqs. j.,
(i) V(O — ©p) = N(0,J7Y(©))  n — oo,

kde J(®y) je Fisherova informacni matice a @ skutecna hodnota parametru.
Vyraz v bodé (ii) muzeme pro Fisherovu informacéni matici a do ni dosazené
maximalné vérohodné odhady parametru ®, upravit na

Vn JV2(©)(© — ©g) =5 N(0,I;)  n — oo,

kde I, oznacuje k-rozmérnou jednotkovou matici. Dalsi moznosti je vyuzit
piimo maximalné vérohodny odhad Fisherovy informac¢ni matice, t;.

Vi (7(©))2(0 — ) = N(0,Iy) 1 — oo,

Pottebujeme tedy znat prvky Fisherovy informac¢ni matice, resp. jeji odhad.
Za platnosti podminek regularity mame

Jo— _ p|EmaVDT
= 96,00, |~

/ /0 {01} 8algh8(1§ - h(w,7) dw dAG). (4.7)

Dosadime-li

Inh(w,1) = Inf(w)+In[l — G(w)],
Inh(w,0) = Ing(w)+In[l — F(w)]

do (4.7), prvky Fisherovy informac¢ni matice maji tvar

B > 9?[In f(w) + In[1 — G(w)]]
Ji= - /0 96,00,

f(w)[l = G(w)]dw

. /oo aQ[lng(w) +1In[1 — F(w)]] g(w)[1 — F(w)]dw. (4.8)

00,00,
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Prvky Fisherovy informaéni matice muzeme také piimo odhadnout vybé-
rovym prumérem (viz. [7]), ktery ma tuto podobu

~ 1 Z": 021n h(Wy,, I,,)
- .

Jij = 90,00, (4.9)

v

4.2 Model pro dobu do selhani

V této casti budeme pouzivat nasledujici znacent:

doba do selhani i-tého subjektu,

distribu¢ni funkce doby do selhani a k ni prislusnéd hustota f,
casovy cenzor i-té doby do selhani,

minimum z doby do selhani a ¢asového cenzoru i-tého dluznika,
Wi = min(Xi>Ti)a

nahodnd veli¢ina vyjadiujici, pro kterou ndhodnou veli¢inu
nabyva W; minima, I; = x{X; < T;}.

SRS

.

&~

V této casti vytvorime model pro ndhodnou veli¢inu X predstavujici ¢as do sel-
héni protistrany, ktery bude vychéazet z teorie ndhodného cenzorovani. Po-
drobné je tento postup popsén v [2]. Nevlastni ndhodné velicina X tak muze
nabyvat pouze nekone¢né hodnoty nebo hodnoty casového cenzoru. Piicemz
v piipadé, kdy zname maximalni moznou délku trvani kontraktu, jako je tomu
napiiklad u pujcek, budeme nahrazovat nekonecno znamym X,,... Nahodnou
velicinu X si tedy muzeme predstavit jako smés téchto dvou hodnot

X = &0+ (1-¢)7, resp.
X = g'Xmax+(1_€)Za (410)

kde P(¢ = 1) = p = 1 — P(§ = 0). Nezdpornd ndhodna velicina Z nezavisi
na ¢ a ma distribu¢ni funkci Fz a k ni pfisluSnou hustotu fz. V kontextu
s pujckami muzeme p interpretovat jako ¢ast klientu, jejichz pravdépodobnost
selhani do X,,., je rovna nule. Distribu¢ni funkci nevlastni ndhodné veli¢iny
X budeme znacit jako F'. Diky tomu, jak je doba do selhani X definovana a
ze rozdéleni Z nezavisi na rozdéleni £, muzeme jeji distribu¢ni funkci v bodé
x vyjadiit pomoci p a distribuéni funkce Fy(x) v podobé

F(z) = P(X<z2)=PX <z, {=1)+P(X <2,£=0)
= PXpax <2,6=1)+P(Z <2, =0)

B PEl=1)+P(Z<x,£=0) Xpax <=
N P(Z<$,£:O) Xmaxzx
B p+(1—p)Fz(r) Xpax <z
N (1 —p)Fz(x) Xipax > .

(4.11)
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Jak jsme uvedli v predchozi teoretické casti, budeme pozorovat dvojice
(W, 1), kde W = min(X,T') pro ndhodny ¢asovy cenzor T'. Informaci o tom,
zda dané pozorovani je ¢i neni cenzorované, dava nahodna veli¢ina I defino-
vand jako I = x{X < T'}. Predpoklddejme, Ze ndhodné veliciny X a T jsou
vzajemné nezavislé, diky ¢emuz jsou nezavislé i veliciny W a I a zfejmé i dvo-
jice (W, I). Déle predpokladejme, ze ndhodny casovy cenzor 7' ma absolutné
spojitou distribu¢ni funkci oznac¢enou jako G. Rozdéleni nahodné veli¢iny I je
urceno pravdépodobnosti p, maximalni hodnotou X,,.,, distribu¢ni funkci F
a hodnotou casového cenzoru 7' jako

P(I=0) = P(X>T) // dF(z)dG(t

= [ ([ www)re /G HF(E
_ /Om(/t“dm ))dG()—/O [1— F(£)AG(?).

(4.12)

Analogickym postupem ziskame i druhou pravdépodobnost jako
P(I=1)=P(X <T) = / [l — G(z)|dF(z). (4.13)
0

Sdruzené rozdéleni ndhodnych velicin W a I je potom pomoci (4.12) resp.
(4.13) tvaru

P(W <w,I=1) = P(X <w,X <T)= // dG(t)dF ()

_ /O ’ / T AGAF (@) = /0 1= G)dF ()

fO 1 - [(1 - )FZ(:E)] w < Xnax
Jo 1= G@)]dp+ (1 —p)Fz(2)] w > Xinax-
(4.14)

Podobné v pripadé, kdy I = 0 mame
PW <w,I=0) = / [1— F(t)]dG(¢t)
0

S = (1= p)Fz(4)]dG(t) W < X

Jon— (1—=p)Fz(t)]dG(t) w > Xmax-
(4.15)
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Derivovanim (4.14) podle w dostaneme

OP(W < w, [ =1) (1=p)fz(w)[l - G(w)] W < Xpax

o 0+ (1= p) fow)[1 = Gw)] > X
(4.16)
a podobné derivaci (4.15) podle w
gw)l = (A =p)fz(w)] W < Xinax

OP(W <w,I=0)
ow

gw)[l —p— (1 =p)fz(w)] w> Xpax-
(4.17)

Budeme pozorovat skupinu n dluzniku a ke kazdému z nich dvojici ndhod-
nych velicin (W, I), kterou oznacime (W;, I;) pro i = 1,...,n. Veliciny W, a
I; jsou definovény stejné jako dosud, tj. W; = min(X;, T;) a I, = x{X; < T;}.

Predpokladejme, ze ndhodné veliciny Xy,..., X, a Ti,...,T, jsou vzajemné
nezavislé. Pak jsou vzajemné nezavislé i Wy,... ., W, a I,,..., I, a prirozené

i dvojice (W;, I;) pro i = 1,...,n. Nadéle budeme predpoklddat, ze casové
cenzory maji zndmou distribuéni funkeci, kterou jsme uz oznacili G.

Déle budeme postupovat podobné jako v predchozi c¢asti, takze sestavime
logaritmickou vérohodnostni funkci k odhadnuti nezndmého parametru popi-
sujictho rozdéleni doby do selhani. Predpokladejme tedy, ze distribuéni funkce
Fy zavisi na m-rozmérném parametru A. Pomoci metody maximalni véro-
hodnosti budeme odhadovat (m + 1)-rozmérny parametr @ = (p, A). Tvar
logaritmické vérohodnostni funkce udava nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.2.1. Necht U oznacéuje mnoZinu indext prislusejicich tém pozo-
rovdnim, kterd mejsou cenzorovand, pro kterda I, = 1, a C mnozZinu indexi
cenzorovanych pozorovini, pro kterd I; = 0. Potom md pro W; < Xz,
1 =1,...,n, logaritmickd vérohodnostni funkce tvar

(©) = [U]-In(1—p)+ > Infz(w; X) + > In(1— (1 —p)Fyz(ts; ).
€U 1€C

(4.18)

Diikaz. Pii sestavovani vérohodnostni funkce vyjdeme z predchozi ¢asti, kde
jsme neznamy parametr ® odhadovali pomoci rovnice (4.6). V tomto piipadée
neuvazujeme, ze by rozdéleni ndhodnych cenzoru zaviselo na néjakém nezna-
mém parametru, tedy vérohodnostni rovnice je rovna piimo (4.6) a ma tedy

tvar
L©) =[] fX) ]t - F(T)

1€U 1€C
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Dosazenim za hustotu a distribu¢ni funkci doby do selhani pro W; < Xax,
1 =1,...,n, pak dostaneme tvar

L(©) = [T - p)f2lws V[0 = (1 = )Pz ). (419)

icU ieC
Logaritmovénim (4.19) a pouzitim vlastnosti logaritmu dojdeme k logaritmické
vérohodnostni funkei (4.18) uvedené ve znéni tvrzeni. O

Derivaci logaritmické vérohodnostni funkce (4.18) podle jednotlivych slozek
parametru ® = (p,A) a polozenim téchto derivaci rovno nule, ziskdme ma-
ximalné vérohodny odhad parametru ©. Pro jednoduchost nebudeme déle
vétsinou znacit zavislost logaritmické vérohodnostni funkce na parametru ©.

Pro j=1,...,m, jsou parciélni derivace (4.18) tvaru
0 FZ tuA)
/-
ap 1 . Z =0 -pEaN)
), Z o wm T (L A)
o Jz(wi; A P el (1 =p)Fz(ti; A)

Maximalné vérohodny odhad parametru © oznacime e = (p, 5\) Oznacme
skutecnou hodnotu parametru © jako @y = (pg, Ag). V [2] je na zdkladé formu-
lovanych podminek odvozena konvergence v distribuci maximalné vérohodného
odhadu © analogicka té, kterou jsme uvedli v pfedchozi teoretické c¢asti,

VIO — ©) 2 N(0,J.1(©))  n— oo.

Fisherova informaé¢ni matice je za platnosti podminek regularity (podrobnéji
viz. [1]) definovana jako

no e[ L.

Nyni odvodime vyjddieni prvku matice J,(©) tak, jak je uvedeno v [2].
Nejdiive uréime prvky pomocné matice D,,(©) definované jako

0?2 S
6925_21)()(@).

=1

Dn(g) =

Fisherovu informaéni matici pak dostaneme jako stredni hodnotu pomocné ma-
tice D,(©). Vyjadieni prvku matic D?(®) proi = 1,...,n udava nasledujici
tvrzeni. Pro zjednoduseni zapisu nebudeme zavislost distribuéni funkce a hus-
toty ndhodné veliciny Z na vektoru parametru A vétsinou dale vyznacovat.
V tvrzeni vyuzijeme nésledujici oznaceni

) = F30) 35 ) 3 l) = £ 0) 5 o),

AN, 8/\sz< w) %Fz(w)a%kFZ(w)

) = ) F O T DT A ) By )
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Tvrzeni 4.2.2. Pro prvky matic D(i)(G)) = (Djk)jﬁkzl ..... mal, T = 1,....n
plat?

o_ L Fz(ti) L=
D = it =+ (= i) =0
aproj, k=2...,m+1
Dy = _8)\8 Fz(t:)(1 — (1 — p)Fz(t;))* - x{L; = 0},
k—1

D) = ayipea(w) x{li= 1} + (1= p)fru(t) - x{L = 0}.
Diikaz. Parcidlni derivace prvniho fadu logaritmické vérohodnostni funkce tak
muzeme jesté po drobné upravé uvést do nasledujici podoby

9, _ Z(_x{li:1}+ Fy(t:) ,X{L;:O})’

op — 1—p 1—(1—=p)Fz(t;)
9, n S (w;)
' ;(%‘X{“—”‘
%FZ(ti)
e R 0}>. (4.20

Abychom ziskali prvky matice D (@), musime vyjadrit druhé derivace (4.20)
podle jednotlivych parametru, ¢imz dostaneme

&’ xdL=1 Fz(ti) 2' | =
o Z( (1—p)? <1—(1—p)FZ<tz’>> X{Il_0}>’

=1

0 . o Fz(t:)
¢ = 2(1— S x{L =0},
i=1

8p0)\j (1 — p)Fz(ti))
H2 n . H2
o = 2 [(f () g o)

—2 0 0 _
- 17w g frlu) 3 Felw) ) -l = 1) -

X, 00 z(ti)
- )<1—<1— ZON

o Fz(ti) 53, Fz (L)
D Ry ) = 0}]

= [—an(w;) - x{L; = 1} — (1 = p)Bji(ts) - x{Ls = 0}].

i=1

(4.21)
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Z toho, jak jsme definovali matici D,,(©)

D,(©) = —1-©) =Y DVe)

je podoba prvki matic D (@) na zéklade (4.21) pro j k = 1,...,m zfejmé
nasledujici

@ _ xili=1} Fy(t:) ’ _
bDu = S (1 - p)Fz(ti)) =05,
. 2 Fy(t;)
(4) _ & _
Pun = G- -phay =%

= ajp(w;) - x{Li =1} + (1 — p)B(ts) - x{L; = 0}.

Rovnost ) A
DY =D})  Vik

plyne z Cauchy-Schwarzovy nerovnosti diky tomu, Ze logaritmicka vérohod-
nostni funkce je dvakrét spojité diferencovatelnd (viz. [2]). O

Budeme-li mit skutecnou hodnotu parametru ®, a pokud budeme uvazovat
stfedni hodnotu matice D, (©) pro zndmé O, dostaneme Fisherovu infor-
macni matici jako J,(©) = >, J(z)(@), kde J,(®) = (Jjk)jk=1.. m+1 &

.....

pisuje dalsi tvrzeni.

Tvrzeni 4.2.3. Proky matice J(i)(@) magi tvar

A 1 Fy(T)
J<Z) — E [ :| 9
1 T—po |1 —(1—p)Fy(T)
9
. . Fy(T)
JU = g9 - g P > 1
1j j1 ©o 1—(1—-p)Fz(T)|’ I
a smisené proky splriugji
(4) (@) !
I =38 = ~-me,| [ aiuniAna) +
0

+ Bipa (T)(1 - (1 —p)FZ<T>>}, ke

Pokud navic hustota f splnuje pro vsechna j, k a néjakou o-konecnou miru p
0? 0?
— 0)d = [ ———— 0)d 4.22
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pak Jﬂ) pro j, k> 1 lze zjednodusit na

' T
I = = | [ 7 0) g o) g FA)) +

) N1

+(1 0 Fz(T)ﬁa_lFZ(T)}
P =pFAT)
Navie proky matic J9(0©) nezdvist na i, takze plati

JA@zﬁiWWM:wJ@)

Diikaz. Prvky matice Jyk)(@) jsme definovali jako ngk) = Eg, [D;Zk)] Z této
rovnosti dostdvame

i il =1} Fz(T) 2
Ji = Eay [ a—p2 (1 - (1 —p)Fz(T)) A :O}]

_ WEQO [X{X < T}] +
Fhe Kl - <1Ff(pT>)FZ<T>)2 x> T3
= Fe, [FT) + Fe, (1 - (figgm)z (1 - F())
_ ﬁEeo[FZ(T)] + Eeo, — Ef Z_g));;m} (4.23)

1 F7(T)
BT R ll g —p)Fzm} |

K vyjédreni (4.23) jsme predpoklddali, ze Xa.x > T, a vyuzili tvar distribuéni
funkce doby do selhani X odvozeny v (4.11) pro tento ptipad. Déle s vyuzitim

tohoto vztahu pro vSechna j =1,...,m je
r o
. Fy(T)
(i) o\
= _E N —
Ton = “Fe lg—aprmy MY ]
[ ) Z(T)
o A= -prmy YT
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B %FZ(T) B

= el ama-prae )
_ g [ %FZ(T)

- - pE(D)

A podobné pro vsechna j, k=1,...,m

T e = —Bey lak(wi) - x{li = 1} + (1 = p)B(t:) - x{Li = 0}]

_ _Fe, [ | anrwat) + (1 - pyu() - Fo)
= —(1-po)Ee, {/0 ai(y) f2(y)d(y) +

+ (1 =p)Bi(T)(1 = (1 = p)F2(T))|.

Za platnosti predpokladu (4.22) uvedeného v tomto tvrzeni mame

T 62 82

; mfz(y)d(y) = MFZ(T)'

(@)

L1 Dosazenim

Tuto rovnost muzeme vyuzit a zjednodusit tak vyjadieni J
za ajp(w) a Bjx(w) potom dostaneme

i rr 0 0
Jﬁl,kﬂ = —(1—po)Ee, [/0 (le(y)ﬁfz(y)a—/\kfz(y) -

0? 0?
- mfz(?ﬂ) d(y) + MFZ<T) +
o F2(T) 55, Fz(T)

DT ) Ry

= -t | [ (705 a5yt )a) +
%Fz(T)a;ikFZ(T)
TS R @) |

7, vyjadieni Jﬂ) pro vSechna j a k je patrné, ze prvky Fisherovy informacni

matice nezavisi na 1, tj. ngk) = Jji. Z tohoto duvodu muze byt Fisherova
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informacni matice zapsana jako

kde matice J(©) ma prvky J ji. O

Prvky Fisherovy informaéni matice jsou konecéné. Podminky, za kterych
tomu tak je, jsou uvedeny v [2].

4.3 Model s vysvétlujicimi proménnymi

Velice dulezitym tkolem pti modelovani rizika nesplaceni je najit zpusob, jak
zahrnout informace o dluznikovi do modelu pro dobu do selhéni. Z tohoto
duvodu rozsifime nyni model vylozeny vyse o vysvétlujici proménné, ve kte-
rych budou ulozené informace o konkrétnim dluznikovi majici vliv na dobu do
selhdni. Postup uvedeny v této praci vychazi z [2].

Necht u® = (ugi), . ,7¢L,(fl))T av® = (" ,v,(fz))T predstavuji pro i-té
pozorovani dvé skupiny proménnych, které ovliviiuji parametry p a A. Budeme
piredpokladat, ze u i v® jsou nezévislé na ¢ase, ale naopak ziejmé zévisi
na -tém dluznikovi. Diky tomu muze parametr p i rozdéleni nahodné veli¢ini Z
reprezentované distribuéni funkei F; zavislou na parametru A také na ¢ zaviset.
Tuto zévislost budeme déle znacit p@, resp. A¥. Vztah mezi parametry p®,
AW 4 proménnymi zavedeme pomoci funkei ¢, a 1, a to tak, ze

PV = Yu(y" - u)
AD = (8T uW),

kde ~ je ki-rozmérny a 9 je ko-rozmérny parametr. Parametry v a § vyjadiuji
velikost vlivu jednotlivych proménnych na rozdéleni F; a tak i na rozdéleni
doby do selhani. Budeme tedy nyni fesit tilohu, jak odhadnout parametry « a
d, takze v jsme v situaci, kdy ® = (v, 4d). K tomu budeme predpokladat, ze
funkce ¢, : R — (0,1) a ¢, : R — R* jsou dvakrat spojité diferencovatelné.

Nejprve sestavime z vektoru vysvétlujicich proménnych pro¢ = 1,...,n
matice M® s rozméry k x 2, k = ky + ko, které majf tvar

A @ 0
@ _ (U
MY = < 0 o ) .

Zavedeni vysvétlujicich proménnych do modelu si zdd& pozorovat data v roz-
sifené podobé a to konkrétne (W;, I;, M™). Derivovéni logaritmické vérohod-
nostni funkce za 1icelem odhadu parametru © vede k nasledujici funkci

S=> MYs"(®), (4.24)
=1
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kde s (@) oznacuje vektor se slozkami (sgi), sg))T. Kvuli zjednoduseni znaceni

dale vétsinou vyuzivame vztah p® = 1, (v - u). Hodnoty slozek vektoru
s (®) uréujf nasledujici rovnice
. T.ou®
o T
sy, = - x{I; =1} +

i ) B
T o aoy e =Y

0
G — oSz o ey iy
(1 —p"))gxFz(t:)

V(8" o) x{I; = 0}

1= (1 p9))Fy(t)
Matici druhych derivaci logaritmické vérohodnostni funkce oznacime D,,(©),

D,(©) = _886226 = Zn: (_]\4(2')D(i)(@))T MO,

i=1

kde D™ (@) je matice o rozmérech 2 x 2 s prvky

—pP)Yn(y " u?) + (W (v u@))?
(1 —p0)?

_ 1 " T-u(i) N
(1= =P E5 ()7 (W” Mzt

= PO T u®) Wy u<i>>>21F§<t@->) AL = 0}
(4.25)

; 1
pf) - | (=1} -

, , u (87 - vl '
D) = pij = -1 (1_(iw_( <>)Fz()l))F W wn=0y (@)

2 (4
" g (67 )

f%(ti)
+ %wﬁ(ﬁ : v“’)] x{Li =1} +
(1 - p) T Falt; )(w’(l_(1 z)p:)FZf(?Zg ACH 'U(Z)+
N R
(4.27)
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Fisherova informaé¢ni matice je pak opét stiedni hodnotou matice D,,(®) (viz.

2])
J,(©) = E[D,(0)].

Za predpokladu koneénych stfednich hodnot prvku matice D, (©) lze urcit
hodnoty prvku Fisherovy informaéni matice pro zndmé @, z nasledujicich
rovnic (viz. [2])

(4.28)

7 - ke | A

T ) (T)
S F,(T)
1 — (1= p@)Fy(T)

T = I = =0T )67 ) e,

Y

(4.29)
T 0 f£2
(6 _ — (V25T . @ 5\fz(?/)
I = 0T v e, | [ B
(1= p@)gx Fz(T)
T —y FZ(T)} | (4.30)

V pripadé, Ze jsou splnény podminky regularity, maximalné vérohodny od-
had © parametru ®, existuje. Navic pro n — oo

e — CH S.j-

J2(0)(0 — ©y) = N(0,I}),

kde I oznacuje k-rozmérnou jednotkovou matici, k& = k; + ko je sloupcovy
rozmér matice vysvétlujicich proménnych M® | Vi. Dukazy existence ma-
ximélné vérohodného odhadu a obou konvergenci jsou uvedeny v [2].
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Kapitola 5

Aplikace na realna data

5.1 Statisticka analyza v Markovovych retéz-
cich

Nyni aplikujeme y2-test dobré shody a test pomérem vérohodnosti na realna
data. Vyuzijeme hodnoty publikované ratingovou agenturou Standard & Poor’s
(viz. [13]) z analyzy zvefejnéné v roce 2004 pro obecni dluhopisy. O ratingovych
agenturach a formé, v jaké data publikuji, jsme se podrobnéji zminili v kapitole
2. V nami pouzité studii jsou konkrétné uvedeny dva typy matic vztahujici se
k obdobi od roku 1986 do roku 2003 vcetné. Agentura Standard & Poor’s
zatazuje dluhopisy do deviti riznych kategorii od nejlepsi AAA pres AA, A,
BBB, BB, B, CCC az ke stavu selhani D a véetné stavu N R pro ratingy,
které nebyly ke konci roku k dispozici. Podrobnéji jsme vyznam jednotlivych
kategorii popsali v kapitole 2. Kazdy typ matic nyni popiSseme podrobnéji.

Prvnim typem jsou jednoleté matice ¢etnosti prechodu. Prvky téchto matic
jsme difve oznacili jako n;;, kde ¢ = AAA,...,CCC a 57 = AAA,...,NR.
Mnozinu stavu, kterou probiha index ¢, ozna¢ime S; a podobné mnozinu stavii
indexu j jako Sj, takze mame

S, = {AAA,...,CCC}
S; = {AAA,... NR}.

Prvky téchto matic vyjadiuji pocet prechodu z kategorie ¢ na zacatku roku
do kategorie j na konci. V analyze agentury Standard & Poor’s je uvedeno
osmnact takovych jednoletych matic pro kazdy rok ze sledovaného obdobi.
Mame tak

NO=@ml)y ies,jes;, t=1,..T,
kde v tomto konkrétnim pripadé T' = 18. Maximalné vérohodné odhady prav-

dépodobnosti prechodu ﬁz(;) ziskdame jako

(t)
PV = () = ( ’é>) i€8, jeS; t=1,...T,
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kde ngt) =>; ng)

Druhy typ matic predstavuji matice pravdépodobnosti prechodu n-tého
radu, pricemz v tomto konkrétnim piipadé n = 1,..., 18. Tyto matice a jejich
prvky znacime jako P(n) = (p;;j(n)), kde indexy ¢ a j probihaji stejné mnoziny
jako u matic ¢etnosti.

Oba typy matic neuvazuji pohyby mezi ratingovymi kategoriemi v prubéhu
obdobi, ke kterému se vztahuji. Zachycuji pouze stav na pocatku a na konci
¢asového intervalu. Tato data jsme postupné pouZili pro x?-test dobré shody
a pak pro test pomérem vérohodnosti.

5.1.1 y>%-test dobré shody

Pomoci x2-testu dobré shody testujeme hypotézu, zda se dand matice pravdé-
podobnosti pfechodu shoduje s matici pozorovanych cetnosti. Na zdkladé vyse
popsanych dat jsme tak testovali nulovou hypotézu o shodnosti matice prav-
dépodobnosti prechodu prvniho fadu P(1) s matici ¢etnosti N ® postupné pro
vSechna t =1,...,T, kde T = 18. V piipadé téchto konkrétnich dat se matice
cetnosti pro t = 1 vztahuje k roku 1986, pro t = 2 k roku 1987 atd. Hodnoty
testové statistiky spolu s p-hodnotou jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

t=1 | x*27) = 93,2141 p-hodnota = 3.25548 x 107°
t=2 | x*(27) = 72,0649  p-hodnota = 5.66499 x 107°
t=3 | x*(27) = 59,8792 p-hodnota = 0.000273581
t=4 | x*(27) = 217,079  p-hodnota = 0.

t=5 | x%(27) = 186,769  p-hodnota = 0.

t=06 | x*(27) 277,94 p-hodnota = 0.

t=7 | x*27) = 117,287  p-hodnota = 3.1819 x 10713
t=8 [ \2(27) = 994404  p-hodnota = 3.17997 x 10710
t=9 | x*(27) = 77,7829  p-hodnota = 81487 x 107"
t=10 | \2(27) = 140476  p-hodnota = 0.

t=11 | x*(27) = 394727 p-hodnota = 0.0573515
t=12 | x*(27) = 63,3444 p-hodnota = 0.0000945529
t=13 | x*(27) = 99,026 p-hodnota = 3.71793 x 1010
t=14| x*(27) = 164,483  p-hodnota = 0.
t=15|y2(27) = 427,035  p-hodnota = 0.
t=16 | x*(27) = 861,272 p-hodnota = 0.
t=17 | x3(27) = 62,9982 p-hodnota = 0.000105305
t=18 | x*(27) = 87,703 p-hodnota = 2.44269 x 10~8

Na zékladé p-hodnoty dojdeme k zavéru, ze pro vSechny matice cetnosti s vy-
jimkou jedné pro ¢t = 11 nulovou hypotézu na hladiné 5% pro tato data
zamitame. Matice ¢etnosti se tedy az na jeden piipad neshoduji s matici prav-
dépodobnosti prechodu prvniho fadu. V osmnactiletém sledovaném obdobi tak
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matice ve vétsiné pripadu vykazuji statisticky vyznamné odchylky od ma-
tice prvniho tadu. Tento vysledek poukazuje na to, ze markovsky fetézec,
kterym ptrechody mezi ratingovymi kategoriemi popisujeme, nebude v realu
¢asto homogenni. Pro homogenni Markovuv fetézec plati, ze pravdépodobnosti
prechodu pro casové intervaly shodné délky jsou stejné pro ruzné okamziky
pocatku casového intervalu. Tedy v nasem piipadé jednoletych matic cetnosti
by pro maximalné vérohodné odhady pravdépodobnosti prechodu ﬁg) postup-
né pro viechna ¢ a pravdépodobnosti pfechodu prvniho fadu p;;(1), i € S; a
J €55, melo platit

~(1
By~ py(1)
~(2
pz(j) ~ pii(1)

Dij- = pij(1)

Na zdkladé y2-testu dobré shody vsSak tuto aproximaci nemuzeme potvrdit.
Predpokladat, ze Markovuv fetézec odpovidajici pouzitym hodnotam bude
casové homogenni a bude splnéno
(1) - A2) - . AT . .
pz(-j):pgj):...:pgj), 1€ S;, JES;,
je pro nadmi pouzitd data neredlné. Vzhledem k délce casového intervalu a
mnozstvi dat, které jsme méli k dispozici od agentury Standard & Poor’s,
muzeme usuzovat, ze predpoklad homogenniho Markovova fetézce popisujiciho
prechody mezi ratingovymi kategoriemi nebude splnén ani v jinych letech.

5.1.2 Test pomérem vérohodnosti

Test pomérem vérohodnosti jsme popsali v kapitole 3.3.1. Umoziuje ndm testo-
vat hypotézu, zda jsou matice maximalné vérohodnych odhadu pravdépodob-
nosti prechodu ﬁ(t) statisticky stejné jako matice P(n) postupné pro kazdé
n=1,....Takntmu A <t<A+n—1,kde A=1,...T —n. V pripadé
téchto konkrétnich dat mame T' = 18 a pro ¢ = 1 mame matici cetnosti vzta-
hujici se k roku 1986, pro ¢t = 2 matici ¢etnosti pro rok 1987 atd. Na obrazku
~(t

5.1 je znazornén vztah mezi maticemi P a P(n) pron = 4 a A = 1986,
takze t = 1986. .., 1989.
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P4

|
1986 1987 1988 1989 1990
A (1986) ~ (1987) A (1988) ~ (1989)
p p p p

Obr. 5.1: Piiklad vztahu P(n) a p" pron=4at=1986,...,1989

Testujeme nulovou hypotézu, ze pro dané n jsou matice maximalné vérohod-
nych odhadu pravdépodobnosti prechodu statisticky stejné jako matice P(n)
proti alternative, ze nejsou. Vysledky testu jednoznacné vedou k zamitnuti
nulové hypotézy na zakladé dat agentury Standard & Poor’s. Zamitame tedy
hypotézu, ze by Markovuv Fetézec popisujici prechody mezi ratingovymi ka-
tegoriemi v case byl homogenni. Konkrétni hodnoty testové statistiky, stupné
volnosti a p-hodnota jsou uvedeny v nasledujicich tabulkach pro kazdé n a
k nému prislusna A.

n=1
x2(56) = 584,93 p-hodnota = 0.
x2(56) = 589,005 p-hodnota = 0.
x2(56) = 603,927 p-hodnota = 0.
x2(56) = 656,385 p-hodnota = 0.
2(56) = 738,333 p-hodnota = 0.
x2(56) = 818,973 p-hodnota = 0.
2(56) = 759,164 p-hodnota = 0.
2(56) = 771,499 p-hodnota = 0.
2(56) = 742,051 p-hodnota = 0.
2(56) = 764,21 p-hodnota = 0.
2(56) = 667,738 p-hodnota = 0.
x2(56) = 727,935 p-hodnota = 0.
2(56) = 765,039 p-hodnota = 0.
x2(56) = 879,951 p-hodnota = 0.
2(56) = 1112,13 p-hodnota = 0.
2(56) = 1527,24 p-hodnota = 0.
x2(56) = 1090,1 p-hodnota = 0.
2(56) = 1148,69 p-hodnota = 0.
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2483,24
2557,92
2719,15
2848,24
3039,11
3193
3284,09
3316,21
3175,12
298336
3028,8
3222,05
3411,54
3717,32
4227,01
4642,9
4760,33

p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota

6091,39
6323,92
6604,4
6965,56
7292
7695,97
7827,33
7721,8
7372,23
7297,33
7450,55
7932,63
8389,42
9181,14
10152,7
11017,6

p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota

CLLLLLLLLLRLLELLL

CLLLLLLLLLLLLLLLe @



e e e e e e e e e N e e N N

R R R R R R R R R R R R XXX

11610,5
11971,4
12583,7
13167,4
13770,3
14248,7
142445
13972,6
13793,2
13783,3
14299.3
15198,5
16349,6
18021,3
19505

p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota

S N N N N N N N N N

R R R R R R R R R R R R XX

18903,9
19655,6
20595,6
21542
22205,2
22538
22424.7
22411,6
22309,4
22702,9
237174
25522,2
27804,1
30130,7

p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota

(=)

— e N N N N N N N N N N N

R R R R R R R R R R R XX

28448 8
29608,1
30968, 4
31998,2
32481,5
32730,4
329814
33103,1
33499,1
34431,7
36486,1
39656,2
426874

p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota

COo0000000000D00

COo000000000000

SCoooo00000000




[\

\Y)

[\
o N N N N N

R R R R R R R R R R R X

40245,7
41874.,6
43333,6
44171,4
445782
45267.,9
45737.2
46503,3
47519
49598,7
53166,1
57180,9

p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota

— N N N N N N N

R R R R R R R R R R X

54586
56322,3

57589
583642
592889
60280,6

61538
63058,1
65371,1
69104,2
73572,6

p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
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=

707334
72237,7
73429,3
74807,2
76056,5
77995,3
80208, 1
83226,9
87394,5
92044.9

p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota
p-hodnota

SCoooco0000000

cCoooo000000

coocoocoo0000



X = 87442 p-hodnota 0.
x> =  88865,8 p-hodnota = 0.
X = 906954 p-hodnota = 0.
X = 92449,3 p-hodnota 0.
X = 94783,5 p-hodnota 0.
X = 97793,8 p-hodnota = 0.
X = 101701 p-hodnota = 0.
X = 106624 p-hodnota = 0.
X = 111697 p-hodnota 0.
n=11
X = 104336 p-hodnota 0.
X = 106428 p-hodnota 0.
X = 108650 p-hodnota 0.
X = 111572 p-hodnota 0.
X = 115054 p-hodnota 0.
X = 119864 p-hodnota 0.
X = 125776 p-hodnota 0.
X = 131593 p-hodnota 0.
n=12
= 121521 p-hodnota 0.
= 124003 p-hodnota 0.
= 127423 p-hodnota 0.
= 131506 p-hodnota 0.
= 136846 p-hodnota 0.
= 143704 p-hodnota 0.
= 150511 p-hodnota 0.
n=13
= 140014 p-hodnota 0.
2 = 143766 p-hodnota = 0.
2 = 148407 p-hodnota = 0.
2 = 154451 p-hodnota = 0.
= 161947 p-hodnota 0.
2 = 169737 p-hodnota 0.
n=14
= 160521 p-hodnota 0.
= 165523 p-hodnota 0.
= 172211 p-hodnota 0.
= 180474 p-hodnota 0.
= 188915 p-hodnota 0.

61




n=15
x2(840) = 180663 p-hodnota = 0.
2(840) = 187804 p-hodnota = 0.
2(840) = 196771 p-hodnota = 0.
2(840) = 205969 p-hodnota = 0.
n=16
Y2(896) = 210147 p-hodnota = 0.
2(896) = 219868 p-hodnota = 0.
x2(896) = 230044 p-hodnota = 0.
n—17
x2(952) = 245380 p-hodnota = 0.
x2(952) = 256419 p-hodnota = 0.
n=18
x2(1008) = 285396 p-hodnota = 0.

Vzhledem k tomu, ze jsme pro testovani pouzili data za osmnactileté ob-
dobi, muzeme usuzovat, ze predpoklad casové homogenity nebude v praxi ob-
vykle splnén a to ani pro data jinych agentur nebo z interniho hodnoceni. Je
tedy nutné k tomuto faktu prihlédnout v momenté, kdy se spolec¢nost rozhodne
na zakladé uvérové migrace modelovat vyvoj pravdépodobnosti selhani do bu-
doucnosti. Nespornd vyhoda tohoto pristupu spociva v jeho jednoduchosti.
Jak ale doklada nami provedeny test na redlnych datech, tato jednoduchost je
vykoupena znac¢né nerealnym predpokladem, ktery muze vést k nespolehlivym
vysledkum v modelovani budouciho vyvoje.

5.2 Modelovani tiivérového rizika pomoci ana-
lyzy preziti

Kdyz se banky rozhoduji, zda klientovi poskytnou tuvér ¢i nikoliv, jsou po-
staveny pted tukol, jak urcit riziko selhani spojené s danym klientem. Jednu
z moznosti jak k tomuto problému pristupovat nabizi model popsany v kapi-
tole 4.2 resp. 4.3. Zpusob, jakym je mozné model pouzit na realnych datech,
ukazeme v nasledujici ¢asti.

Mame k dispozici data z archivu Univerzity Mnichov (viz. [6]). Jedna se
o soubor tisice ruznych dluzniku, kde ke kazdému z nich mame evidovany
ruzné charakteristiky. Pro ucely naseho modelu jsme vybrali velic¢iny, u kterych
je mozné predpokladdat, ze maji vyznamny vliv na selhani klienta. Vyuzije-
me veliciny popisujici, zda klient ivér splatil nebo ne, jak dlouho uveér trval,
hodnotu uvéru, predchozi platebni moralku klienta, procento hodnoty splatky
z disponibilniho pfijmu klienta a vék klienta. Pro potfeby modelu musime data
prevést do matematické podoby.
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Zactneme s veli¢inou urcujici, zda klient uveér splatil nebo ne. Tento jev
muzeme vyjadrit pro dluzniky oznacené indexem ¢ = 1,...,n pomoci in-
dikdtoru x;(t). V tomto konkrétnim piipadé n = 1000. Indikdtor x;(¢) bude
nabyvat pouze dvou hodnot v zavislosti na tom, zda klient uvér splatil nebo
ne, tedy

() = 0 nedoslo k selhdni dluznika i v ¢case t
Xil/ =91 1 Klient v ¢ selhal.

Je-li x; = 0, jedna se o pozorovani, které bylo z vybéru vyjmuto diive a je
tedy cenzorované. Dalsi parametr, ktery urcuje délku trvani uvéru, tak ma
vlastné dvoji vyznam. Pokud y; = 0, vyjadiuje hodnotu casového cenzoru 7;.
V druhém piipadé pak vyjadiuje skutecnou délku trvani dluhu X;. Rozdéleni
doby do selhdni ale nezndme, nemuzeme tak ur¢it funkci spolehlivosti S(t),
kterd je doplnkem distribuéni funkce do jedné, S(t) = P(T > t). Vyuzijeme
k tomu Kaplan-Meiertiv odhad funkce spolehlivosti. Nejdiive musime vSak data
uspotradat. Mame k dispozici dvojice pozorovani

(Wi, L), ...,(Wy, I,),
kde W; = min(X;, T;) a I, = x{X; < T;}. Plat{

xit) =1 Wy=X, =1

Dvojice (W1, L),...,(Wy, I,) uspordddme lexikograficky podle hodnoty W;.
Vysledkem je posloupnost (Wny, (1)), ..., (W, Im)), ve které Ij; oznacuje
velicinu prislusnou k W;. V pripadé, Ze nedoslo ke shodam mezi W;, Vi, plati
Way < Wiy < ... < W,. Pokud se v posloupnosti vyskytly shody, muzeme
poradi urcit pomoci druhé velic¢iny. Jsou-li i ty shodné, na potradi takovych
veli¢in nezalezi. Kaplan-Meieruv odhad funkce spolehlivosti (viz. [7]) pak mu-
zeme uvést ve tvaru

—i Vo
-~ n 1
S<t): H (n—Z'——i-l) tSW(n).
i:W“)St

Obrazek 5.2 znazornuje Kaplan-Meieruv odhadu funkce spolehlivosti v zdvis-
losti na dobé pfeziti ¢t pro nase konkrétni data.
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Obr. 5.2: Kaplan-Meieruv odhad funkce spolehlivosti

Dalsi veliciny, které charakterizuji jednotlivé dluzniky, matematicky inter-
pretujeme nasledujicim zpusobem:

i) vl =0 pokud hodnota uvéru neptesdhla 2500 DM a v D=1 pokud si
(i) v 1
dluznik pujcuje vice nez 2500 DM,

(ii) véi) = 0 pokud klient nemeél diive potize se splacenim a Uéi) = 1 pokud
klient mél dtive potize se splacenim nebo jeho diivejsi platebni morédlku
nezname;

(iii) Uéi) = 0 pokud splatka pujcky je méné nez 25% meésicniho pifjmu a
Uéz) = 1 pokud splatka uvéru je vétsi nebo rovna ¢tvrtiné mésiéniho
prijmu;

(iv) vf) = 0 pro dluznika ve véku mensim nez 40 let a vff) = 1 pro dluznika

starsiho nez 40 let.
Vektor vsech vysvétlujicich veli¢in budeme uvazovat ve tvaru
@ — (Lv(i) (@) () (i))T_

1 ,Ug 7, U3,y

Pro jednoduchost budeme piedpokladat, ze parametry p®) nezévisi na zad-
nych dalsich vysvétlujicich proménnych. Muzeme tedy pro ¢ = 1,...,n psat
p® = p. Parametry A zdvis{ na vysvétlujicich proménnych v® pomoci funkee
1. Budeme ptredpokladat, ze funkce 1, je tvaru

bulz) = exp(—a).

Za x pak dosadime linedrn{ kombinaci vektoru vysvétlujicich proménnych v® a
vektoru odhadovanych parametru 8. Slozky vektoru odhadovanych parametru
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0 = (0g,01,02,03,04) vyjadiuji vliv jednotlivych vysvétlujicich proménnych.
Mame pak . '
A = exp(=d" - v).

Rozdéleni nahodné veliciny Z budeme pfedpoklddat exponencidlni, takze jeji
distribuéni funkce ma tvar Fz(t) =1 — e~ AVt

Nékteré z nami zvolenych vysvétlujicich proménnych mohou mit v modelu
vétsi vliv nez jiné, které naopak mohou byt zbyteéné. K tomu, abychom roz-
hodli, kolik vysvétlujicich proménnych a které do modelu zahrneme, vyuzijeme
Akaikeovo informacni kritérium. Méjme m modelu My, ..., M,, takovych, ze
model M; ma k; parametriu, @; = (©j1,...,0j,), a vérohodnostni funkci
L;(®). Na zdkladé Akaikeova kritéria AIC(M;) vybereme model, ktery mini-
malizuje R

AIC(M;) = —2InL(©,) + 2k;,

kde (:)j oznacuje maximalné vérohodny odhad parametru ©;, (viz. [10]). Hod-
nota AIC ma v podstaté vyznam jakési penalizace maximélni hodnoty logarit-
mické vérohodnostni funkce rovné poctu parametru k;. Preferovany pak bude
model, pro ktery je penalizovand logaritmické vérohodnostni funkce

InL(©) — k;

nejvétsi. V nasem pripadé jsme vycislili AIC postupné pro modely s jednou,
dvéma, tfemi a ctyfmi vysvétlujicimi proménnymi ve vSech moznych kom-
binacich. V zavislosti na poctu pouzitych proménnych jsme odhadovali i od-
povidajici pocet parametrii. Pro jednu proménnou jsme uvazovali vztah mezi ni
a vektorem parametru  ve tvaru dg+0; 'vl(z) prol =1,2,3,4. Pro dvé proménné
odhadujeme 9y, 6; a 9y atd. Vysledky jsme zaznamenali v nésledujicim grafu.

3180
3160 -
L . . .
[ °
3140 ° [ ] L4
[ °
°
r °
3120 -
3100 I | L L L L | L L L L | L L L L | L L L L |
0 1 2 3 4

Obr. 5.3: AIC postupné pro modely s parametry dg, dg a d; az dg, ..., 04
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7 grafu je patrné, ze nejmensi hodnotu AIC nabyva v pripadé jednoho mo-
delu se dvéma vektory proménnych, pficemz se jedna o parametry vyjadiujici
zavislost na hodnoté uvéru a predchozi platebni morélce klienta. Tento model
se jevi jako nejlepsi ze vSech uvazovanych.

Nyni budeme postupné testovat, zda néktery z parametru dy, d; a d2 nemuze
byt roven nule. Budeme testovat model M s parametry @, = (dy,d1,d2)
proti uzsimu modelu M. Model M s vektorem parametri O vznikne z M
polozenim J; = 0 postupné pro vSechna j = 0, 1, 2. Testova statistika

L(©g)

—21n
L(®x)

m4 asymptoticky y?-kvadrdt rozdéleni s ¢ stupni volnosti (viz. [2]), kde ¢ vy-
jadfuje rozdil v poc¢tu parametri mezi modely, ¢ = dim(0,) — dim(®z;).
V tomto konkrétnim pripadé je ¢ = 1. Pro vSechna j jsou p-hodnoty testu
mens{ nez hladina 5%, takze hypotézu o nulovosti nékterého z parametru
zamitame. Vysledky jsou uvedeny v tabulce 5.1.

statistika p-hodnota
o 30,10 4.09675 x 1078
01 16,51 0.0000399477
0o 16,87 0.0000485141

Tabulka 5.1: Vysledky testu o nulovosti nékterého z parametru

Pro vysledny model, ktery vyuziva vysvétlujici proménné popisujici hodnotu
uveéru a predchozi platebni moralku klienta, maji odhady metodou maximalni
vérohodnosti hodnoty uvedené v tabulce 5.2.

P 0.

do | 4.06592
01 | 0.484884
0o | -0.664428

Tabulka 5.2: Hodnoty parametru pro vybrany model

Abychom ziskali intervaly spolehlivosti uvedené v kapitole 4.2 a 4.3, musime
znat rozdéleni casového cenzoru T. V [2] se uvadi jako nejlépe vystihujici
rozdéleni nahodného cenzoru T rozdéleni exponencialni.
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Z.aver

V préci jsme se zabyvali moznostmi, jak modelovat ivérové riziko. Vénovali
jsme se hlavné dvéma velicindm, pomoci nichz lze uvérové riziko vyjadrit.
Nejdrive to byla pravdépodobnost selhani a poté doba do selhani.

Ukazali jsme tii metody, jak stanovit ¢asovou strukturu pravdépodobnosti
selhani z hodnot dostupnych na trhu. Prvni metoda byla matematicky pomérné
snadnd, ale v praxi se prilis nepouziva. Vysledky, které se pomoci ni ziskaji,
prilis neodpovidaji redlnému ocekdavani. A tak jsme se podrobnéji vénovali
dalsimu postupu, ktery vychézi z ivérové migrace a vyuziva ratingova ohodno-
ceni protistran. Tento pristup je pomérné rozsiteny, protoze umoznuje snadno
ziskat pravdépodobnosti selhani pro riuzné casové intervaly. Nevyhoda tohoto
postupu ale spociva v predpokladu, ze Markovuv fetézec, kterym se tvérova
migrace mezi kategoriemi ohodnoceni popisuje, je homogenni. K ovéreni plat-
nosti tohoto predpokladu jsme uvedli dvé statistické metody, pomoci nichz lze
zjistit, zda Markovuv fetézec je homogenni. Ukazali jsme pak na datech jedné
z ratingovych agentury jejich pouziti a zaroven dosli k neptiznivému zavéru, ze
predpoklad homogenniho markovského fetézce neni vétsinou v praxi splnén.

Treti metoda vychazi z podobnosti odvozeni uvérové kiivky, kterd zobra-
zuje casovou strukturu pravdépodobnosti selhani, s odvozenim kiivky vynoso-
vé. Vyuziva postupy pouzivané k vyhlazovani vynosovych kiivek ke stanoveni
casové struktury pravdépodobnosti selhdani. Tento ptistup se nejcastéji uplat-
nuje u tveérovych derivatu.

Poté jsme se vénovali dobé do selhani. Popsali jsme model, ktery vyuziva
nahodné cenzorovani k odvozeni rozdéleni doby do selhani. Takto navrzeny
model umoznuje provadét analyzu portfolia pujcek jesté pred okamzikem,
nez vSechny vyprsi nebo nebudou piipadné splaceny. Navic je pouzitelny i
v pripadé, ze v portfoliu dochézi k selhéni jen ziidka. Tato situace je typicka
pro uvéry a s nimi neodmyslitelné spojené uvérové riziko. Pouziti navrzeného
modelu jsme nasledné ukazali na realnych datech.
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Priloha
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Matice relativnich ¢etnosti

0.8936 0.1064 0 0 0 0 0 0
0.0012 0.9796 0.018 0.0012 0 0 0 0
0 0.0121 0.9751 0.0117 0.0007 0 0.0004 O
pY 0 0.002 0.013 0.973 0.007 0.002 0.003 O
0 0 0 0. 0962 0.8462 0.0577 0 0
0 0 0 0. 0625 0 0.9375 0 0
0 0 0 0 0 0 1. 0
1. 0 0 0 0 0 0 0
0.0022 0.9843 0.0134 0 0 0 0 0
0 0.012 0.9728 0.0145 0.0007 0 0 0
p 0 0.001 0.0248 0.959 0.0105 0.0029 0.001 0.001
0 0 0 0.1042 0.875 0 0. 0208 0
0 0 0 0.2632 0 0.6842 0.0526 0
0 0 0 0 0 0 0.8571 0.1429
1. 0 0 0 0 0 0 0
0.001 0.9877 0.0113 0 0 0 0 0
0 0.0095 0.9782 0.0119 0.0004 0 0 0
If’(s) = 0 0.0037 0.0159 0.9748 0.0028 0.0019 0.0009 O
0 0 0 0.0962 0.8654 0.0192 0.0192 O
0 0 0 0 0.0667 0.8667 0.0667 O
0 0 0 0 0 0 1. 0
1. 0 0 0 0 0 0 0
0.001 0.9884 0.0039 0.0068 0 0 0 0
0 0. 0145 0.9785 0.0062 0 0 0.0007 0
pY 0 0 0.0165 0.9775 0.0061 O 0 0
0 0 0 0. 06 0.88 0.02 0 0.04
0 0 0 0 0 1. 0 0
0 0 0 0 0 0 0.875 0.125
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1. 0 0 0 0 0 0 0
0.0018 0.9832 0.015 0 0 0 0 0
0 0.0067 0.9665 0.0254 0.001 0.0003 0 0
0 0.0017 0.0116 0.97 0.01 0.0017 0.005 0
0 0 0 0 0.9167 0.0833 0 0
0 0 0 0.1667 0.0833 0.6667 0.0833 0
0 0 0 0 0.125 0 0.5 0.375
0.9787 0.0213 0 0 0 0 0 0
0 0. 9444 0. 0556 0 0 0 0 0
0 0.0073 0.9769 0.0148 0.001 0 0 0
0 0 0. 0109 0.9837 0.0023 0.0008 0.0023 0
0 0 0 0.0333 0.95 0 0. 0167 0
0 0 0 0 0 0.9231 0.0769 0
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0 0.0082 0.9758 0.0157 0.0003 0 0 0
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0.9787 0.0213 0 0 0 0 0 0
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0 0. 0047 0.9887 0.0066 0 0 0 0
0 0 0.0231 0.9688 0.0068 0.0007 0.0007 O
0 0 0 0.0612 0.8776 0.0612 0 0
0 0 0 0 0.3 0.65 0.05 O
0 0 0 0 0 0 1. 0
1. 0 0 0 0 0 0 0
0.0007 0.9876 0.0117 0 0 0 0 0
0. 0003 0.0093 0.9782 0.0122 0 0 0 0
0 0 0.0081 0.983 0.0075 0.0007 0.0007 0
0 0 0 0. 0196 0.9412 0.0392 0 0
0 0 0 0 0.0625 0.75 0.0625 0.125
0 0 0 0 0 0.1667 0.6667 0.1667
1. 0 0 0 0 0 0 0
0. 0007 0.9851 0.0142 0 0 0 0 0
0 0. 0083 0.9697 0.0217 0 0.0003 O 0
0 0 0.0181 0.9694 0.0097 0.0028 O 0
0 0.0182 0 0.2727 0.7091 0 0 0
0 0 0 0.0714 0.1429 0.7143 0 0.0714
0 0 0 0 0 0 1. 0
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