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Kapitola 1

Uvod

1.1 Zadani uloh

Tématem této diplomové prace je pét geometrickych tloh, které byvaji sou-
hrnné oznacovany jako klasické ulohy recké matematiky. Tyto tlohy byly
zformulovany jiz v 5. stoleti pf. n. . ve starovékém Recku. Rada matema-
tik se je snazila Tesit po vice nez dva tisice let a jejich snahy pfetrvaly az
do 19. stoleti, kdy byla dokazana jejich nefesitelnost.

Pod oznacenim klasické ulohy reckeé matematiky se skryvaji nasledujici
problémy:

kvadratura kruhu

zdvojeni krychle

trisekce tthlu

rektifikace kruznice

konstrukce pravidelnych n-thelnik

Podivejme se nyni podrobnéji, co tyto pojmy znamenaji.

Kvadraturou kruhu rozumime sestrojeni ¢tverce o stejném obsahu jako
ma kruznice o libovolném pevné zvoleném poloméru.

Zdvogeni krychle (nékdy téz oznacovano jako duplikace krychle, nebo dél-
skd iloha) predstavuje nalezeni obecné konstrukce, pomoci niz k libovolné
krychli sestrojime hranu krychle o dvojnasobném objemu.



Trisekce whlu znamend problém, kdy k libovolnému tuhlu (0° — 360°)
mame sestrojit tthel tfetinové velikosti, tj. rozdélit ptivodni tihel na tii stejné
dily.

Rektifikace kruznice predstavuje prevedeni kruznice na tsecku, tedy se-
strojeni tsecky stejné délky jako ma dana kruznice.

A konec¢né konstrukce pravidelnijch n-uhelniki neznamena nic jiného, nez
nalezeni obecné konstrukce, podle niz by bylo mozné pro libovolné pfiro-
zené n (pochopitelné n > 2) sestrojit pravidelny n-thelnik.

1.2 Pozadovana metoda resSeni

Bylo pozadovano, aby tyto tlohy byly feSeny geometricky pouze za pomoci
pravitka a kruzitka. Casto se hovoii o tzv. eukleidovskijch konstrukcich (dale
budeme pod pojmem konstrukce pravitkem a kruzitkem rozumét prave tento
zpusob konstrukei). V Eukleidovych Zdkladech jsou zasady pro takovéto kon-
strukce formulovany v tzv. postulatech (v prekladu Frantiska Servita [1]):

Ulohy prvotné.

Budiz ukolem od kteréhokoli bodu ke kterémukoli bodu vésti primku.
A primku omezenou nepretrzité rovné prodlouZiti.

A z jakéhokoli stredu a jakymkoli polomérem narysovati kruh.

A Ze vsecky pravé uhly sobé rovny jsou.

SN

A kdyz primka protinajic dvé primky tvori na téZe strané vnitini (pri-
lehlé) 4hly mensi dvou pravych, ty dvé primky prodlouZeny jsouce do
nekonecna Ze se sbihaji na té strane, kde jsou uhly mensi dvou pravych.

Co tedy jsou konstrukce pravitkem a kruzitkem? Mame k dispozici libo-
volné dlouhé pravitko s jednou rovnou hranou, na které nejsou zadné znacky,
stupnice atd. Podle prvniho postulatu je lze pouzit pouze tak, ze vedeme
primku néjakymi dvéma body, které mame predem dany. Nelze podle néj
tedy délat napi. rovnob&zky!. Dale mame k dispozici kruZitko s libovolné
velkym ,rozevienim®. Podle tfetiho postulatu je mizeme pouzit pouze v pii-
padé, Ze zname bod, ktery bude stredem nové kruznice, a jeji polomér. Po-
lomeér je zde chapan v ryze geometrickém vyznamu, tedy nikoliv jako ¢iselna
hodnota, ale jako vzdalenost dvou bodii.

!'Rovnobézky je mozno snadno sestrojit i v souladu s pravidly pro eukleidovské kon-
strukce.



Navic predpokladame, ze konstrukci lze provést naprosto presné. V praxi
je vsak tfeba vzit v ivahu, Ze neni mozné rysovat, aniz bychom se dopoustéli
drobnych nepfesnosti. Vysledna chyba vznikla nepfesnostmi pfi konstrukei
obvykle nartista se zvysujicim se poctem krokt konstrukce.

1.3 Motivace zavedeni uloh

Jisté neni od véci polozit si otazku ,,Co vlastné vedlo ke vzniku pravé téchto
péti uloh?“ K nalezeni odpovédi se musime podivat na historické souvislosti,
na tehdejsi vyvoj matematiky. Jak je uvedeno v [3], po objevu nesouméritel-
nosti tsecek (5. stol. pt. n. 1.) dochézi k tzv. prvni krizi matematiky. Rekové
vidi vychodisko v prechodu od aritmetiky ke geometrii. Veli¢iny jiz nejsou
chapany jako cisla, ale jako délky, obsahy a objemy, které jsou reprezento-
vany useckami, ¢tverci a krychlemi. Tento zptisob nahliZzeni na matematiku
byva také oznacovan jako reckd geometrickd algebra. Operovat s témito veli-
¢inami pak znamena provadét geometrickou konstrukci pravitkem a kruzit-
kem.

Jednorozmeérné velic¢iny, reprezentované tiseckami, je snadné scitat a od¢i-
tat, stejné tak vytvaret jejich nasobky nebo je délit na libovolny pocet c¢asti.
Problém nastava, chceme-li takto vyjadrit délku néjaké kiivky. Zakladni a
jisté i nejjednodussi takovyto objekt je kruznice. Vyjadieni jeji délky pomoci
usecky pak ovSem neni nic jiného nez tiloha o rektifikaci kruznice.

Dvojrozmérné veli¢iny jsou reprezentovany obsahy ¢tverci. I s nimi lze
provadét zakladni operace. Pomoci Pythagorovy véty je miizeme scitat i
odcitat. Také je snadné libovolny n-tihelnik prevést na Ctverec o stejném
obsahu. Avsak opét narazime u kfivocarych tutvart. Pfevedeni kruhu na
rovnoplochy ¢tverec odpovida tloze o kvadratuie kruhu.

U trojrozmérnych veli¢in nastane problém hned pfi sc¢itani. Zakladni
operace, tedy secteni dvou jednotkovych krychli, je pak tlohou o zdvojeni
krychle.

Co se tyka uhlid, je snadné je séitat a odcitat, dokonce vytvaret jejich
prirozené nasobky. Délit je 1ze bez problémil na polovinu. Avsak snaha o
rozdéleni thlu na t¥i stejné ¢asti vedla ke zformulovani tlohy o trisekci tthlu.



Kapitola 2

Konstrukce pravitkem a
kruzitkem

Jaké konstrukce je mozné provést pravitkem a kruzitkem? Konstrukce pra-
vitkem a kruzitkem znamena, Ze mame néjakou pocatecni mnozinu bodi
My, z nichz chceme sestrojit koncovou mnozinu bodi M, pouze pomoci ko-
necného poctu sestrojeni primek a kruznic.

Pripomenme nejprve, ze je tfeba vzdy zvolit jednotkovou tsecku. Délku
libovolné tisecky mutzeme vyjadrit jako a-nasobek délky jednotkové tisecky,
kde a € R. Hovofime pak o tsecce délky a.

Z danych délek lze sestrojit novou délku pomoci raciondlnich operaci (s¢i-
tani, od¢itani, ndsobeni a déleni) a tvoreni druhych odmocnin. Konstrukce
jsou zfejmé z obrazkt 2.1 a 2.2. Oba orazky znamenaji, ze pti zvolené jed-
notce délky umime k danym tseckam délky a, b sestrojit tsecky délky a - b

a+/a.

b a.b

Obréazek 2.1: Konstrukce tsecky délky a - b



A a p 1 B

Obréazek 2.2: Konstrukee usecky délky /a

Zavedme kartézskou soustavu souradnic. Pfedpokladejme pro jednodu-
chost, ze body z vychozi mnoziny M; maji racionalni souradnice. Konstrukce
pravitkem a kruzitkem se skladéa z nasledujicich operaci: Sestrojeni primky,
sestrojeni kruznice, nalezeni priiseciku dvou pfimek, piimky a kruznice a
dvou kruznic.

Sestrojeni primky
Méjme dva body P = [x1,11] a Q = [22, y2]. PFimka, kterd jimi prochézi,
ma rovnici
(Y2 — y1)x + (21 — 22)y + (w21 — 21y2) = 0,

neboli
ar +by+c=0.

Protoze mnozina raciondlnich ¢isel je uzaviena vzhledem ke sc¢itani, od-
¢itani, nasobeni a déleni, jsou koeficienty a, b, ¢ rovnéz racionalni ¢isla.

Sestrojeni kruznice

Predpokladejme, ze stied kruznice je v bodé S = [m,n] a polomér kruz-
nice je vzdalenost dvou bodi, tedy ¢islo r, jehoz druh& mocnina je racionalni
¢islo.

Rovnice kruznice je

tedy
22+ 9% —2max — 2ny + m? +n? —r* =0,

neboli
2+ tar+by+c=0.

10



Stejné jako v predchozim pripadé jsou koeficienty a, b, ¢ racionélni ¢isla.

Prusecik dvou primek
Méjme dvé primky urcené rovnicemi

ar +by+c = 0,
prtay+r =

Jejich priisecik (pokud existuje) mé tedy soufadnice

cp — ar cq—br
» Y= .
aq — bp pb—aq

xr =

Je-1i jmenovatel obou zlomk roven nule, znamena to, ze pfimky jsou rov-
nobézné. V pripadé nenulovych ¢itatelit nemaji zadny spole¢ny bod, Jsou-li
navic i ¢itatelé obou zlomkt rovny nule, znamena to, ze ptimky jsou totozné.

Stejné jako v predchozich pripadech, soufadnice nového bodu jsme zis-
kali z pfedchozich bod pouze pomoci racionalnich operaci, jedna se tedy
opét o racionalni ¢isla.

Prusecik primky a kruznice
Zde musime FeSit soustavu linearni a kvadratické rovnice o dvou nezna-
mych:

2+ y*+ar+by+ec = 0
pr+qy+r = 0

Po vyjadfeni jedné neznamé z linearni rovnice a dosazeni do kvadratické
rovnice dostaneme kvadratickou rovnici o jedné neznamé s racionalnimi ko-
eficienty. Jeji feSeni (pokud existuji) nemusi byt racionalni ¢isla, protoze pfi
vypoctu musime pouzit druhou odmocninu. Vypoctené souradnice uvazova-
ného pruseciu nemusi byt racionlni cisla.

Prisecik dvou kruznic
Zde musime dokonce Tesit soustavu dvou kvadratickych rovnic o dvou
neznamych:

P+ y*+ar+by+ec = 0
Py +pr+qyt+r = 0

11



K jejimu vyfeseni je opét kromé racionalnich operaci potieba druh& odmoc-
nina z racionalniho vyrazu. Muze tak opét dojit k rozsifeni ptivodni mnoziny
racionalnich ¢isel o nova ¢isla.

7 predchoziho textu tedy vyplyva, ze konstrukce pravitkem a kruzitkem
je mozna pouze v pripadé, ze lze soutadnice bodt vysledné mnoziny M,
vyjadrit ze souradnic bodi vychozi mnoziny M; pomoci racionalnich operaci
a druhych odmocnin.

12



Kapitola 3

Neresitelnost uloh

Vsechny zminované ulohy jsou pravitkem a kruzitkem v plné obecnosti ne-
resitelné. Jejich nefesitelnost byla dokdzana az v devatenactém stoleti, tedy
vice nez po dvou tisiciletich od jejich vzniku.

Pro pochopeni nasledujicich diikazi jsou zapotiebi nékteré znalosti z al-
gebry, které je mozné ziskat napft. v [4].

Véta 1.

KazZdy bod, jehoZ souradnice lze vypocitat ze souradnic danych bodiu pomoci
raciondlnich operaci a vypoctu 2. odmocnin v konecném poctu, lze z téchto
bodi eukleidovsky sestrojit.

Véta 2. Eisensteinovo kritérium ireducibility

Budiz p prvocislo. Polynom n-tého stupne, n > 1,
flz)=ao+a1x+ ...+ a,a"
jehoz koeficienty jsou celd c¢isla a pro néjz plati
plan, pla;, i=0,1,....n—1, p*fag

je ireducibilni polynom nad télesem raciondlnich cisel Q).

13



Véta 3.

Necht je ddno r usecek o délkdch aqi,as, . .., a,. BudiZ T téleso, které vznikne
z telesa raciondlnich cisel () adjunkct cisel ai,as, ..., a,. BudiZ 3 cislo, které
je korenem rovnice

"0+ b+ b, =0

s koeficienty v'T a ireducibilni nad T'. Aby se usecka o délce B dala sestrojit,
k tomu je nutné, aby stupen predchdzejici rovnice byla mocnina cisla 2, tedy
n =2\

A nyni jiz pfejdeme k samotnym dikaztm.

3.1 Dukaz neresitelnosti trisekce uhlu

Diikaz je v této podobé uveden v [4].

Necht je dan v roviné tihel u. Chceme k nému sestrojit thel tietinové
velikosti, tj. takovy thel, jehoz velikost oblouku je tretina velikosti oblouku
puvodniho tthlu. V roviné zvolime pravouhlou soustavu souradnic tak, ze
pocatek O zvolime ve vrcholu thlu a za osu z jedno jeho rameno. Pak
thel u je dén tfemi body o soufadnicich [0, 0], [1,0], [cos u, sin u]. Rozdélit
tento thel na t¥i dily znamena sestrojit bod [cos1/3u,sin1/3u]. Protoze
pro kazdé u plati sin? u + cos?u = 1, da se podle Véty 1 vzdy eukleidovsky
sestrojit usecka o délce sin u, je-li dana tisecka o délce cos u. Staci tedy hledat
konstrukei tsecky o délce cos1/3u, je-li dana tsecka o délce cosu. Vzorec
pro cos 3u uvedeny napft. v [5] jednoduse upravime na tvar

U U
4cos3§ —3cos§ = COS U.

Polozime-li cosu = a, kde a je dané ¢islo, —1 < a < 1, a cos1/3u = (,
dostaneme rovnici:

43 -3¢ —a =0,

kterou je tfeba vySetfovat nad télesem Q(a).

Je zfejmé, Ze pro néktera celd ¢isla a je tato rovnice nad Q(a) reducibilni.
To znamena, 7Ze pro nékteré konkrétni hodnoty tretinu thlu umime sestrojit.
Napftiklad pro a = —1 mame rozklad

43 =3¢ +1=(C+1)(2¢ —1)?

14



a pro a = 0 rozklad
4¢% =3¢ = ((4¢* = 3).

Prvni pfipad znamena, Ze lze sestrojit ihel 1/3m, druhy pfipad znamen4,
ze lze sestrojit thel 1/67. My vSak mame zjistit, zda eukleidovska konstrukce
existuje pro libovolny tihel u. Ukézeme, Ze existuji dokonce thly u s racionél-
nim cos u, pro néz to ucinit nelze. Napiiklad pro a = cosu = 3/4 dostavame
rovnici

16¢* —12¢ =3 =0.

Tato rovnice je nad Q(3/4) = @ ireducibilni podle Veéty 2. Konstrukce neni
tedy podle Véty 8 eukleidovsky proveditelna.

Pro lepsi porozumeéni si jesté ukazeme nemoznost eukleidovské konstrukce
pro konkrétni pripad, a to pro thel velikosti 60°.

V kartézské soustavé souradnic je tihel velikosti 60° zadan tfemi body
o soufadnicich [0,0], [1,0], 3, ?], tfeti z nich ozna¢ime pismenem A.

Uvazujme jesté bod A, = [%, 0]. Je zfejmé, ze zndme-li bod A, mizeme
sestrojit bod A, a naopak z bodu A, bod A. Diky tomu miZeme za vychozi
téleso vzit téleso racionalnich ¢isel ().

Chceme sestrojit bod B (viz obr. 3.1). Stejné jako v pfipadé bodu A staci

sestrojit jeho z-ovou soutradnici.

y
A
B
C
0 Ax Bx Cx1 X

Obrazek 3.1: Netesitelnost trisekce thlu

Podle stejného vzorce jako v predchozim dtikazu plati:

cos3a = 4 cos® o — 3 cos .

15



Tedy v nasem piipadé:

1
3~ 4 cos®20° 4 3 cos20° = 0,

tj. pro x = cos 20°
1
o 42° 4+ 37 = 0,

neboli
83 —6x—1=0.

Polynom 823 — 6z —1 je nad Q nerozloZitelny. Pokud by mél néjaky koten
z @, musel by tento kofen byt nutné z mnoziny {+1, 43, +1,+4}!. Pros-
tym dosazenim vsech osmi ¢isel zjistime, Ze ani jedno z nich neni kofenem
uvazovaného polynomu.

Stupen polynomu je 3, coz neni mocnina ¢isla 2. Podle Véty & neni tisecka

délky cos 20° konstruovatelna.

3.2 Driikaz neresitelnosti zdvojeni krychle

Bez jmy na obecnosti predpokladejme, ze ptivodni krychle ma hranu délky 1.
K nalezeni krychle o dvojnasobném objemu staci sestrojit jeji hranu, tedy
Gsecku o délce /2.

Cislo v/2 je kofenem polynomu z° — 2. Pokud by tento polynom byl redu-
cibilni nad @, mél by alespon jeden racionalni koren. Tento kofen by musel
byt z mnoziny {2,1, —2, —1}. Po dosazeni vSech ¢tyf moznosti zjistime, Ze
ani jedno z téchto ¢&isel nevyhovuje, tedy polynom 2® — 2 je nad té&lesem
racionalnich ¢isel ireducibilni.

Protoze stupen tohoto polynomu je 3, coz neni mocnina c¢isla 2, neni
podle Véty 8 tisecka o délce /2 eukleidovsky sestrojitelna.

!Tentokrat vyuzijeme nésledujici elementarni tvrzeni: Je-li p/q kofenem polynomu
s celociselnymi koeficieny, pak p déli jeho absolutni ¢len a g déli jeho vedouci koeficient.

16



3.3 Neresitelnost rektifikace kruznice a kva-
dratury kruhu

Diikazy obou tiloh jsou zalozeny na poznatku, Ze ¢islo 7 je transcendentni 2,
tj. Ze neexistuje polynom konecného stupné s racionalnimi koeficienty, jehoz
kofenem by bylo ¢islo .

Mame danu jednotkovou tisecku a zvolime kartézskou soustavu souradnic
tak, aby krajni body této tsecky mély souradnice [0,0] a [1,0]. Za vychozi
téleso opét vezmeme téleso raciondlnich ¢isel ().

Nasim cilem je sestrojit tisecku o délce 7, tedy bez ijmy na obecnosti
bod o soufadnicich [, 0].

Predpokladejme, ze existuje nadtéleso 7;, takové, ze obsahuje cislo 7 a
stupen rozsiteni [T, : @] je kone¢ny. To by vSak znamenalo, Ze toto rozsifeni
je algebraické a tedy, ze je algebraické i ¢islo 7. Tim se ovSsem dostavame ke
sporu, protoze ¢islo 7 je, jak jiz bylo feCeno, transcendentni.

Diikaz nefesitelnosti kvadratury kruhu je analogicky jako u tlohy rekti-
fikace kruznice. Mame kruh o poloméru 1, tj. o obsahu 7. Ctverec o témze
obsahu nutné musi mit stranu o délce /7. Jak jiz bylo feceno, ¢islo 7 je
transcendentni. Tim spis je pak transcendentni i jeho druh& odmocnina a eu-
kleidovska konstrukce neni mozna.

3.4 Konstrukce pravidelnych n-tihelnikt

Nékteré n-thelniky je mozno pravitkem a kruzitkem snadno zkonstruovat
(napf. n = 3,4,6...). Otazkou je, zda lze takto zkonstruovat pravidelny
n-thelnik pro libovolné ptirozené ¢islo n.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) objevil postac¢ujici podminku pro kon-
strukci pravidelného n-tihelnika. Ze se jedna zaroveii i o podminku nutnou,
dokézal az v roce 1837 francouzsky matematik Pierre Wantzel (1814-1848).

Pravidelny n-uhelnik lze sestrojit pravitkem a kruzZitkem pravé tehdy, kdyzZ
cislo n je soucin mocniny 2 a libovolného poctu ruzniych Fermatovych prvo-
cisel.

2Dtikaz transcendentnosti ¢isla 7 jako prvni publikoval Ferdinand von Linde-
mann (1852-1939) v roce 1882. Viz napft. [7].
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Fermatova prvodéisla jsou prvoéisla tvaru F, = 22" 4 1, tedy:

Fo=2'+1=3
FL=224+1=5
F=2t+1=17
Fy=28+1=257
Fy =2% +1=65537

Zatim nezname zadna dalsi. Jde o otevieny problém.

Podle pfedchozi véty je mozné zkonstruovat n-tthelniky o nasledujicich
poctech vrcholti:

4,8,16,32, ...
3,6,12,24,48, ...
5,10, 20, 40, 80, . . .
15, 30, 60, . . .
17,34,68, . ..
51,...

85, . ..

n-thelnik o lichém poctu vrcholtl lze tedy sestrojit prave tehdy, je-1i pocet
jeho vrcholi soucin néjakych Fermatovych prvocisel. n-tthelnik o dvojnasob-
ném poctu vrcholi ziskame tak, Ze sestrojime osy stfedovych thld urce-
nych dvéma sousednimi vrcholy a stfedem kruznice opsané. Nové vrcholy
2n-thleniku jsou pruseciky téchto os thlt a kruznice opsané. Tento postup
mizeme libovolnékrat opakovat, takze potom se pocet vrcholt ptvodniho
n-uhelnika zvysi ¢tyfikrat, osmkrat, Sestnactkrat, atd. Je tedy ziejmé, ze
umime-li sestrojit pravidelny mnohotihelnik o n vrcholech, umime také se-
strojit mnohothelnik o n - 2% vrcholech pro kazdé piirozené ¢islo k.
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NemozZnost konstrukce pravidelného sedmiuhelnika

Vrcholy pravidelného n-tthelnika vepsaného do jednotkové kruznice mizeme
ziskat jako reseni rovnice
2" —1=0

v oboru komplexnich ¢isel.
Vrcholiim pravidelného sedmitihelnika tedy odpovida rovnice

Z—1=0. (3.1)

Reseni této rovnice a z n€j plynouci nemoznost konstrukce pravidelného
sedmithelnika je ¢dsteéné prevzato z [6].

z3

z0 X

z4

Obrazek 3.2: Regeni rovnice 27 —1 =0

Ztejmé jednim kofenem rovnice 3.1 je ¢islo zg = 1. Déle plati:
27—1:(2—1)-(ZG+25—|—Z4—|—23—|—22—|—Z—|—1>.
Proto dalsimi kofeny rovnice 3.1 jsou kofeny rovnice

A+t + A+ 2 +2+1=0. (3.2)

19



Tuto rovnici dale upravime:

111
23(z3+22—|—2—|—1+—|—2—|—3> = 0 (3.3)
z ¥ ¥

, 1, 1 1
Z+ 5 +z +*2+2+*+1 =0 (3.4)
z Z z

Jak je vidét z obrazku 3.2 vSechna feSeni lezi na jednotkové kruznici.
Plati:
Z = €os p + 1sIn @,

1
— = Cos @ — 1sin .
z

Tedy:
1
z 4+ — =2cosp.
z

Zavedeme substituci
cosp = 1,

kterou pouzijeme na rovnici 3.4. Dostaneme rovnici
87 +4r* —4r — 1= 0. (3.5)

V této rovnici neznamé x predstavuje realné casti komplexnich ¢isel,
ktera tvori 6 zbyvajicich vrcholti 7-tihelnika.

Dokazeme, ze tato rovnice nema racionalni koren.

Pro jeji racionalni kofen p/q musi platit, Ze ¢|8 a p|1, tedy

1 1 1
P e {:I:,:I:,:I:,:I:l}.
q 8 4 2

Po dosazeni zjistime, ze ani jedno z techto ¢isel neni kofenem rovnice.
)
Stupei rovnice je 3, eukleidovska konstrukce tedy neni mozné.
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Kapitola 4

Reseni s pomoci specialnich
pomucek

4.1 Oznacené pravitko

Metoda vkladani

Tento postup byl nalezen v Recku nékdy v 5. & 4. stoleti pf. n. 1. Pouziva
pravitko se dvéma vyznacenymi body, tedy v rozporu s pravidly pro euklei-
dovské konstrukce.

w)

Obrazek 4.1: Metoda vkladani

Necht je dan tthel ZABC, kde bod A je volen tak, aby délka 2| AB| byla
rovna vzdéalenosti vyznacenych bodi na pravitku. Bodem A vedme rovno-
bézku p s prfimkou BC' a kolmici ¢ na pfimku BC. Nyni prilozme pravitko
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tak, abychom podle ného mohli vést piimku r, ktera prochazi bodem B
a protind primky p, ¢ v bodech E a D, jejichz vzdalenost je rovna vzdale-

nosti dvou vyznacenych bodt na pravitku (nestandardni pouziti pravitka).
Potom je |/EBC]| ttetina |/ ABC| (vice viz [8]).

Dukaz

Sestrojme S stied tsecky DE. Protoze |SE| = |SA| = |BA]|, jsou trojihel-
niky AES a BSA rovnoramenné, a proto je |/AES|=|/FEAS|a|/ABS|=
|/ ASB|. Protoze je /BSA vnéjsim thlem trojuhelnika AES, je |/BSA| =
2|/SEA|. Déle si uvédomme, ze thly /AES a /SBC jsou stiidavé. Plati
tedy 2|/SBC| = |£SBA|, tj. velikost thlu /SBC je tfetinou velikosti thlu
[ABC.

Archimedova metoda

Obdobné jako v predchozim pripadé pouziva tato metoda pravitko se dvéma
vyznacenymi body.

Necht AB je tétiva kruznice k se stifedem O a polomérem r a necht bod C
lezici na polopiimce opacné k polopiimce BA mé od bodu B vzdalenost r.
Necht dale polopfimka C'O protind kruznici k& v bodech D a E. Potom délka
oblouku AFE je trojnasobkem délky oblouku BD ([9] str. 309-310).

k

Obréazek 4.2: Archimedova metoda
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Dukaz

Sestrojme tétivu F'F rovnobéznou s AB a usecky OB, OF. Protoze jsou
uhly pii vrcholech £ a F' shodné, je

|/COF| = 2|/OEF|,
2|/OFF| = 2|/BCO| diky rovnobéznosti,
21/BCO| = 2|/BOD|, protoze | BC| = |BO.

Odtud plyne, ze
|/BOF| = 3|BOD|,

takze oblouk BF ma trojnasobnou délku nez oblouk BD. Proto oblouk AFE,
ktery ma stejnou velikost jako oblouk BF', ma trojnasobnou délku nez ob-
louk BD.

Toto tvrzeni lze snadno vyuzit k feSeni problému trisekce. Chceme se-
strojit tfetinu tthlu AOFE. Okolo bodu O opiseme kruznici k£ o poloméru r,
ktery je roven vzdalenosti dvou vyznacenych bodt na pravitku. Prilozime
pravitko tak, aby prochazelo bodem A, prvni vyznaceny bod pravitka le-
zel na polopfimce opacné k OF a druhy vyznaceny bod pravitka lezel na
kruznici k. Prisecik takto sestrojené primky s pfimkou OF oznacime C.
Diky vyznacenym bodim na pravitku mame zajisténo, ze ptimka AC' pro-
tind kruznici £ v bodé B, ktery ma od bodu C vzdalenost r. Proto podle
predchoziho tvrzeni je velikost thlu / BOC' rovna jedné tietiné velikosti tthlu
LAOE.

4.2 Ohybani papiru

Nékteré z tloh je také mozné vyresit za pomoci skladani papiru. Jak uvadi
[10], existuje mnoho spletitych skladacich manévri a vymezit jejich silu se-
znamem nekolika axiomu je zdleZitost velmi osemetnd. Zatim nejmocnéjsi
mnozinu axiomu origami formuloval italsko-japonsky matematik Humiaki
Huzita ve svém clanku ,,Chdpdni geometrie skrze axiomy origami.

O1 Jsou-li dany dva body B; a Bs, muzeme slozit hranu tak, aby jimi
prochazela.
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02

03

04

05

06

Jsou-li dany dva body B; a By, mtizeme slozit hranu tak, aby bod B;
leZel na bodé Bs.

Jsou-li dany dvé pfimky (hrany) p; a ps, mizeme slozit hranu tak, aby
primka p; lezela na pfimce ps.

Je-li dan bod B; a pfimka p;, mizeme slozit hranu, ktera je kolméa
k p; a zaroven prochazi bodem Bj.

Jsou-li dany dva body B;, By a pfimka p;, miizeme slozit hranu tak,
aby bod B; lezel na pfimce p; a zaroven tato hrana prochazela bo-
dem Bg.

Jsou-li ddny dva body By, By a dvé primky pi, p2, miizeme slozit hranu
tak, aby bod B lezel na primce p; a zaroven bod B, lezel na pfimce p,.

Zatimco operace popsané axiomy O1-0b lze provést pomoci konstrukce
pravitkem a kruzitkem, axiom O6 odpovida feseni rovnice tietiho stupné.
S jeho pomoci lze pak vyresit lohy trisekce thlu a kvadratury kruhu.

Trisekce tihlu

Tato metoda byva také nékdy oznacovana jako Abeho trisekce podle jejiho

autora H. Abeho.

\ p2 p3 \

B2

p1 X

B1

Obréazek 4.3: Abeho trisekce

Necht mé déleny thel « vrchol v levém dolnim rohu. Vytvorme dvé rov-
nobézné ekvidistantni vodorovné hrany na spodni strané (viz obr. 4.3).
Aplikujme axiom O6: pfelozme bod B; na hranu p; a bod B, na hranu ps.
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Nyni znovu prelozme hranu p; v jeji nové pozici — prodluzme ji nahoru.
Vznikne nova hrana ps. RozloZzme hranu z predchoziho kroku a prodluzme
hranu p; dolt (méla by protnout levy dolni roh).

Dostavame thel 2/3a.

Dukaz

Trojuhelniky AOBA a AOBC na obrazku 4.4 jsou shodné. Oba jsou pra-
vouhlé, jednu odvésnu maji spolecnou a druhé jejich odvésny jsou stejné
dlouhé (toto plyne z konstrukce bodit A a C). Tedy thly /BOA a /BOC
maji stejnou velikost. Stejné tak jsou shodné trojahelniky AOBC a AODC.
Tedy opét jsou stejné velké uhly /BOC a /DOC. Z toho plyne, ze kazdy
z téchto ti1 thlt mé velikost 1/3 velikosti ptivodniho thlu a.

p2
p3

B
C p1

O D

Obrazek 4.4: Dikaz Abeho trisekce

Zdvojeni krychle

Opét vyzijeme axiomu O6, ktery odpovida feseni kubické rovnice.

Vychozi Gtverec rozdélime na tietiny. Necht jsou dény body Bi, B a
hrany p;, po podle obrazku 4.5. Vytvofime novou hranu podle axiomu O6.
Oznacme délky b a a jako Casti hrany p; rozdélené prenesenym bodem B5;.
Pak pomér b/a dava hledané ¢islo, t¥eti odmocninu ze dvou.
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4\// B1

7 B2

p1 /

II A
B1 A C C

Obrazek 4.5: Zdvojeni krychle

Dukaz

Bez 1jmy na obecnosti predpokladejme, ze vychozi ¢tverec ma stranu délky 1.
Miizeme tedy délku b vyjadrit jako 1 — a a dokazovat, ze

1—a:\3/§’

a

neboli
1

V241
Body A, C, D ozna¢ime podle obrazku 4.5. Trojuhelniky AACB; a ADB1 B,
jsou podobné, thel pii vrcholu C' v trojihelniku AAC B, odpovida thlu pri
vrcholu B; v trojuhelniku A D B; By; oznacme jej «.
Protoze | By Bs| = 1, plati

a (4.1)

1
|B1D| = = cosa,
3
a dale
+ L 2 (4.2)
a+ -cosa=—. :
3 3
Hodnotu cos a mizeme také vyjadrit z trojuhelnika AAC By, tj.
c
cosa =
1—¢
a tento vyraz dosadit do rovnice 4.2:
1 c 2
- = 4.3
313 (4.3)



Z trojihelnika AAC'B; dostaneme pomoci Pythagorovy véty

(1—¢)? = Z+a?

1—a?
c = ,
2
coz opét dosadime do rovnice 4.3:
1—a?
2
—- 2 4.4
‘37 I 3 (44)
1—a?
3 = 4.5
a+ T )
3¢° —3a*+3a—-1 = 0. (4.6)

Po dosazeni jiz snadno ovétime, ze vyraz 4.1 je skutecné feSenim rovnice
4.6, coz jsme chtéli dokazat.

4.3 Trisektory

Existuje cela fada specidlnich nastrojt slouzicich k déleni tthlu na t¥i stejné
casti. Tyto nastroje byvaji souhrné oznacovany jako trisektory. Nékteré
z nich jsou uvedeny také v kapitole 7 (str. 54 — 67).

Archimeduv trisektor

Obrézek 4.6: Archimedtv trisektor
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Toto posuvné pravitko je jednim z neznaméjsich néastroji pro trisekci
thlu. Bylo sestrojeno na zakladé Archimedovy metody trisekce (viz str. 22).

Sklada se ze tii pravitek spojenych oto¢nymi klouby. Drazka na spodnim
pravitku umoznuje posouvani horniho pravitka do potiebné polohy, zatimco
drazka na hornim pravitku slouzi k tomu, abychom vidéli prisecik primky
s kruznici a mohli pravitko presné nastavit.

To, ze s pomoci tohoto nastroje skutecné sestrojime jednu tfetinu daného
thlu, plyne z dikazu Archimedovy metody (viz str. 22).

Carpenteruv priloZznik

Jednoduchéa pomticka, idajné z roku 1928, slouzici k sestrojeni tfetiny thlu,
je uvedena napf. v [11] nebo [12].

Jedna se o tzv. Carpenteriiv pfiloznik. Jedno jeho rameno méa délku a,
na druhém jsou dva vyznacené body FE, F, jejichz vzdalenost je 2a.

B

Obrazek 4.7: Carpentertiv priloznik

Méjme dan thel ZAOB (viz obr. 4.7). Sestrojime p¥imku CD, ktera je
rovnobézna s ramenem OA ve vzdalenosti a. Poté ptilozime nastroj tak, Ze
bod FE lezi na ptimce C'D, jeho hrana prochazi bodem O a vzdélenost EF
je rovna 2a. Pak velikost thlu /BOG je rovna jedné tietiné velikosti thlu

/AOB.
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Jak je vidét z obrazku 4.7, AOJE = AOHE (oba jsou pravoihlé a maji
dvé shodné strany). Stejné tak jsou shodné trojuhelniky AOHE a AOHF.
Tedy ptivodni thel je rozdélen na t¥i shodné dily.

Tomahawk

Tato jednoducha pomiticka znazornéna na obrazku 4.8, nékdy také oznaco-
vana jako Sevcovsky nliz, pracuje na stejném principu jako predchozi nastroj.

Strana C'G je body E a F rozdélena na tfi stejné tseky. V bodé E je
vztycena kolmice FH a bod F je stfedem kruznice obsahujici oblouk k.

Chceme-li sestrojit tfetinu uhlu /AOB pfilozime nastroj tak, ze vrchol
thlu O lezi na strané FH, bod C' lezi na rameni OB a oblouk k se dotyka
ramene OA. Uhel /BOFE mé pak velikost jedné tietiny velikosti ptivodniho
uhlu /AOB.

Stejné jako v predchozim pfipadé jsme ziskali tfi shodné trojuhelniky
AODF, AOEF a AOEC. Puvodni thel je tedy rozdélen na tfi stejné ¢asti.

Obrazek 4.8: Tomahawk
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Kapitola 5
Reseni s pouzitim k¥ivek

Ackoliv predeslé tlohy nejsou pravitkem a kruzitkem feSitelné, je mozné
ziskat jejich TeSeni za pomoci rtznych ktivek. Tyto krivky byvaji obvykle
vyssich stupni, nejsou tedy eukleidovsky sestrojitelné. Ackoliv zbytek kon-
strukce 1ze vétsinou provést pravitkem a kruzitkem, nelze takovyto postup
povazovat za TeSeni tuloh pravé pro nemoznost eukleidovsky sestrojit po-
tfebné krivky.

5.1 Hippiova krivka kvadratrix

c B1 B
D A2
X
s A1 A

Obrazek 5.1: Kfivka kvadratrix

Tuto kiivku objevil Hippias z Elidy okolo roku 420 pf. n. 1. Je to prvni
znama kiivka, kterd se neskldda pouze z ¢asti kruznic nebo tsecek. Jak jeji
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nazev napovida, je mozné s jeji pomoci sestrojit kvadraturu kruhu. Také ji
lze vyuzit pfi feSeni rektifikace kruznice, trisekce tthlu (nékdy byva téz ozna-
Covana jako trisektris) a konecné i ke konstrukei pravidelnych n-thelniki.

Definice kifivky je nésledujici: M&jme ¢tverec SABC (viz obr. 5.1). Po-
kud se usecka AB bude rovnomérné pohybovat do polohy SC' a soucasné
se usecka SA bude rovnomérné otacet okolo bodu S do polohy SC, pak se
v kazdém okamziku tyto pohybujici se tisecky protnou praveé v jednom bodé.
Tyto body tvoii zminovanou kfivku kvadratrix jdouci z bodu A do bodu D.
Bod D je jakymsi limitnim bodem kfivky, protoze v tomto okamziku obé
usecky splynou.

V takovéto podobé znali tuto kiivku staii Rekové — tedy aZ na pojem
limitniho bodu, ktery byl zaveden az mnohem pozdéji. My se vsak jesté
podivame, jak vypada krivka dale, budeme-li pokracovat v pohybu obou
tsecek (resp. ptimek, které tyto tsecky obsahuji). Navic budeme uvazovat
i pokracovani opac¢nym smérem, tedy pred zacatek predchozi krivky. Vy-
sledné krivka je zndzornéna na obrazku 5.2.

SIE!

Obrézek 5.2: K¥ivka kvadratrix

Zavedeme kartézskou soustavu souradnic s pocatkem v bodé S tak, ze
A =11,0] a B=[0,1]. V této soustavé m4 ktivka rovnici !
T

Y = -cot

1Podrobné odvozeni rovnice je mozné najit napt. v [13].
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7 této rovnice je ziejmé, ze kiivka mé nekonecné mnoho vétvi. Jeji
asymptoty jsou piimky y = 2kx pro k € Z — {0} a pruseciky s osou x
jsou v bodech [(2k + 1)z; 0], kde k € Z.

Jak lze tedy vyuzit kvadratrix k sestrojeni kvadratury kruhu ¢i rektifikace
kruznice? Ur¢ime y-ovou soufadnici bodu D:
) meT 2
y = }EILI(l)($ - cot T) =
Mame tedy tsecku o délce % Sestrojit z této tsecky tsecku o délce 7 lze
pomoci operaci nasobeni a déleni. Konstrukce je popséna v kapitole 2 (str. 9).

Sestrojeni tsecky o délce 7 tedy Tesi tlohu rektifikace kruznice. Pro fe-
Seni kvadratury kruhu zbyva sestrojit z této tisecky jeji druhou odmocninu.
To 1ze rovnéz provést zndmym postupem popsanym opét v kapitole 2 (str. 9).

Jak je uvedeno v [14], ptivodni dikaz, Ze y-ova soufadnice bodu D je %,
pochézi od Dinostrata z obdobi okolo roku 350 pf. n. 1. Pochopitelné ne-
vyuziva infinitezimalniho poc¢tu. Nejprve je vyvracena hypotéza |SD| < %
a poté rovnéz hypotéza |[SD| > % Jednd se snad o historicky prvni pfipad
nepiimého (apagogického) dikazu.

Naproti tomu vyuziti této kiivky pro konstrukci trisekce tihlu je zalozeno
pouze na jejim zpuisobu sestrojeni. Problém rozdéleni tithlu se za pomoci této
krivky jednoduse prevede na problém déleni tisecky.

Méjme thel /ASAs. Rameno SAs protina k¥ivku kvadratrix v bodeé X.
Tim je jednozna¢né uréen i bod A;. Usedku AA; rozdélime zndmym zpi-
sobem (viz obr. 5.3) na tfi stejné ¢asti. Délici body vyneseme na Hippiovu
kiivku a spojime s bodem S. Tim je tthel /AS A5 rozdélen na tii stejné ¢asti.
7 definice Hippiovy krivky vyplyva, ze bod As déli oblouk C'A ve stejném
pomeéru jako bod A; tsecku SA.

Je ziejmé, ze takovymto zptisobem lze tihel rozdélit dokonce na libovolny
pocet stejnych casti. To nas vede ke konstrukci pravidelného n-tihelnika. Ta
totiz spociva pravé v rozdéleni plného tthlu na n stejnych casti. Z pocatku se
miuze jevit jako problém fakt, ze pomoci kiivky kvadratrix je mozné rozdélit
pouze uhly, jejichz velikost je mensi nebo rovna 90°, zatimco pro konstrukei
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A2

Obrazek 5.3: Trisekce thlu pomoci kiivky kvadratrix

n-thelniku bychom meéli délit tihel velikosti 360°. Vezmeme tedy tihel o veli-
kosti 90°, ten rozdélime vyse popsanym postupem na n stejnych ¢asti a poté
vezmeme Ctyinasobek takto vzniklého thlu.

5.2 Rovnoosa hyperbola

Nyni ukazeme zptisob trisekce thlu pomoci rovnoosé hyperboly, ktery byl
v obdobné podobé publikovan v [15].

Méjme kartézskou soustavu souradnic a v této soustaveé rovnoosou hy-
perbolu, jejiz asymptoty tvoii soufadnicové osy. Uhel ZABC, ktery chceme
rozdélit na tii stejné casti, umistime tak, jak je zndzornéno na obrazku 5.4,
kde rameno BC je rovnobézné s osou x a rameno AC prochéazi pocatkem
soustavy soutradnic.

Sestrojime kruznici k£ se stifedem v bodé A a polomérem AB. Kruznice k
protina hyperbolu jesté v bodech L, Ly a L. Velikost thlu /C'BL; je rovna
jedné tretiné velikosti thlu /ABC.

Dukaz

Jak bylo ukazéno vyse v metodé vkladdni (str. 21), je mozné sestrojit tietinu
thlu, zndme-li stfed tsecky DE (obr. 4.1). Pfimku r budeme otécet okolo
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L2

L1

Obrazek 5.4: Trisekce tthlu pomoci rovnoosé hyperboly

bodu B a body E, D necht jsou jeji pruseciky s piimkami p a ¢. Pak stfed
S tsecky DFE opise krivku.

Na obrazku 5.5 jsou piimky p, ¢ umistény v kartézské soustave souradnic
rovnobézné se souradnicovymi osami tak, ze pocatek soustavy O je stfed
tsecky AB. V této soustavé oznacime soufadnice bodu A [a, b] a soufadnice
pohybujiciho se bodu S obecné [z,y|. Trojihelniky ABRS a ASTE jsou
podobné. Plati tedy

IBR| : |RS| = |ET] : |TS).

Protoze navic bod T" prochazi stfedem tsecky AE, plati |[ET| = |AT).
Ptedchozi rovnost zapiseme pomoci souradnic bodi S a A. (Uvédomme
si, ze bod B mé& soutfadnice [—a, —0].)

(x4+a):(b+y)=(r—a):(b—y)

Tuto rovnost jednoduse upravime na tvar

neboli



Obrazek 5.5: Trisekce tthlu pomoci rovnoosé hyperboly

coz pfi pevné zvoleném bodé A = [a, b] neni nic jiného, nez rovnice rovnoosé
hyperboly.

Protoze bod L; lezi na hyperbode, je stiedem tisecky DFE (viz obr. 5.4)
a tedy velikost thlu /C'BL; je skutecné rovna jedné tietiné velikosti tthlu
/ABC.

5.3 Parabola

Jak je uvedeno v [15], René Descartes (1596-1650) pouzival parabolu k fe-
Seni trisekce thlu.

V kartézské soustavé soutadnic (O, x, y) umistime thel ¢ = /ASB, jehoz
tfetinu chceme sestrojit, tak, ze vrchol S lezi v poc¢atku soustavy soutadnic
a rameno SA splyva s osou x. Dale méjme parabolu o rovnici y = 22 a dvé
pomocné kruznice k; = (O, 1), ks = (O, 2), jak je zndzornéno na obrazku 5.6.

V bodé [0,2] sestrojme rovnobézku m s osou x. Prise¢ik kruznice k;
a ramene uhlu SB ozna¢me B;. Timto bodem vedme kolmici na pfimku m,
kterd ji protne v bodé M. Sestrojme nyni kruznici k se stfedem v tomto
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bodé o poloméru |[MO|, tedy kruznici prochazejici poc¢atkem. V pocatku
se také protind s parabolou. S tou méa kruznice k jesté dalsi tii priseciky,
které oznacime Py, P, a Pj;. 7Z téchto prusecikii spustime kolmice na osu
x, které protnou kruznici ky v bodech K, Ky a K3, jak je zndzornéno na
obrazku 5.6. A pravé tyto body, tedy Ky, Ky a K3, urcuji tfetinu thla ¢,
© +360° a ¢ 4 720°.

Dukaz

/ s 7 . 3 (p SD . o . ’
Cely postup vychdzi z rovnice 4 cos® £ — 3 cos £ = cos ¢. Tuto rovnici vyna-

sobime dvéma a polozime 2cos £ = z a cos p = a.
Dostaneme rovnici

2% — 3z — 2a = 0. (5.1)
Méjme kartézskou soustavu soutfadnic a v ni parabolu, jejiz rovnice je
y = 22. Déle piedpokladejme, Ze mame kruznici k, jejiz body spliiuji rovnici

2® + 1y — 2ax — 4y = 0, (5.2)

kde a = cos .
Po dosazeni y = 22 do rovnice 5.2 ziskdme x-ové souiadnice priisecik.
Tedy:

22+ ot — 2ax —42° =0
2t —32? —2ax =0
Je vidét, Ze jedno Teseni je x = 0. Mtzeme tedy rovnici upravit na tvar
z(z® —3r —2a) =0
a tedy
23— 3x —2a=0.

Nyni ukazeme, ze body kruznice k tak, jak jsme ji sestrojili vyse, skutecné
splnuji rovnici
2 +1y? — 2ax — 4y = 0.
Kruznice k méa stfed v bodé M|cos ¢, 2], neboli po dosazeni a = cosp v
bodé [a, 2]. Kruznice prochazi bodem O]0, 0], tedy jeji polomér je v/a? + 22.
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Obrazek 5.6: Trisekce tthlu pomoci paraboly
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Kruznice £ ma tedy rovnici
(z—a)+(y—2)" = (Va* +4)* =0,
odkud po tpraveé dostaneme
2 +y? — 2ax — 4y = 0.

Protoze x = 2 cos £, sestrojime z x-ové soufadnice tihel o velikosti £ po-
moci kruznice ks, jak je uvedeno v predchozim postupu.

5.4 Kubicka parabola

Tato kfivka m4 rovnici y = x3. S jeji pomoci se d4 velice jednoduse vyftesit
tiloha zdvojeni krychle. Ta spo¢ivé v sestrojeni tisecky o délce /2. Pouze po-
moci pravitka a kruzitka to neni mozné, avsak mame-li k dispozici kubickou
parabolu, je feseni tlohy trividlni. Konstrukce je zfejméa z obrazku 5.7.

y

Obrazek 5.7: Zdvojeni krychle pomoci kubické paraboly

5.5 Sinusoida

Nyni ukdzeme teseni trisekce thlu, kvadratury kruhu a zdvojeni krychle za
pomoci dvou sinusoid a jedné kruznice, které vychézi z feseni publikovaného
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v [16]. Také ukazeme, jak tyto postupy jednoduSe pfevést na feseni zbylych
dvou tloh.

Zavedeme kartézskou soustavu soutadnic s poc¢atkem O a v ni sestrojime
jednotkovou kruznici k se stfedem v bodé S = [—1;0]. Dale mé&jme kiivku
y = sinz. Uhel a, jehoZ t¥etinu chceme sestrojit, umistime tak, aby jeho
vrchol lezel ve stfedu kruznice k, tj. v bodé [—1,0], a jedno jeho rameno
splyvalo s osou x (viz obr. 5.8).

Nechf A je prisec¢ik druhého ramene thlu s kruznici k. Timto bodem ve-
deme rovnobézku s osou x a jeji prisecik se sinusoidou oznac¢ime R. 7 tohoto
bodu spustime kolmici na osu z, ktera ji protind v bodé B. Délka tsecky
OB je stejna jako délka oblouku, ktery vytind thel a na jednotkové kruz-
nici k. Rozdélime ji tedy na t¥i ¢asti®>. Vzniknou tak body B’ a B”. Délka
usecky OB’ mé tedy stejnou velikost jako délka oblouku, ktery vytind nami
hledany thel na kruznici k. Zbyva jen pfenést tuto délku zpét na kruznici.
To provedeme obdobnym zptisobem. Z bodu B’ vedeme kolmici na osu z,
ktera protind sinusoidu v bodé R'. Z néj dale vedeme rovnobézku s osou x.
Ta protind kruznici & v bodé A’. Velikost ihlu B’SA’ je pak rovna jedné
tfetiné velikosti thlu a.

Obrazek 5.8: Trisekce thlu pomoci sinusoidy

Spravnost tohoto postupu je jisté ziejma z definice a vlastnosti funkce
sin z, které jsou uvadény ve stredoskolskych ucebnicich matematiky.

Stejné jako v pripadé feseni pomoci Hippiovy kiivky i zde mizeme vyuzit
postupu pro trisekci thlu k feseni posledni tlohy, tj. konstrukce pravidelnych

2Pouzijeme stejny postup jako v predchozim textu pii FeSeni trisekce thlu pomoci
kiivky kvadratrix.
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n-uhelnikt. Stac¢i opét za vychozi thel vzit hel o velikosti 90° a prislusnou
usecku pak rozdélit ne na tfi, ale na n stejnych dilt. Ziskdme tak thel o
velikosti 90° /n. Jeho ¢tyinasobek je potom hledany thel.

Sestrojit s pomoci sinusoidy tsecku délky 7, resp. /7, coz jsou klicové
usecky pro feseni rektifikace kruznice, resp. kvadratury kruhu, neni nic ob-
tizného. Staci si jen uvédomit, ze funkce sinus je 2m-periodicka. Graf této
funkce ndm na ose x pfimo vytinad tseky délky m. Sestrojit z tsecky délky
7 jeji druhou odmocninu lze potom znamym zptisobem popsanym v kapi-
tole 5.1.

K teseni problému zdvojeni krychle pouzijeme dvé kiivky. Opét zavedeme
kartézskou soustavu soutfadnic a v ni sestrojime grafy dvou funkei:

fi(z) 1y =3sinx
fa(z) 1y =2 +sin3x

Tyto grafy se protinaji v nekone¢né mnoha bodech, jejichz y-ovoa soutadnice
je rovna 3%/5 Odtud je jiz snadné sestrojit tsecku délky /2, coz je hledana
délka hrany krychle.

o

Obrazek 5.9: Zdvojeni krychle pomoci sinusoidy
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Dukaz

Je tfeba dokazat, Ze y-ova soufadnice priisecikil je skuteéné —-.

N

Vyjdeme z rovnic obou funkei:
3sinx = 2 4 sin 3z.
Pouzijeme znamy vzorec:
sin 3z = 3sinx — 4sin® z.
Dostavame rovnici
3sinz = 2 + 3sinx — 4sin’ z,
odkud po upravé dostaneme:

sin®z =

1

27

3 sl 3\?/T
inr =34/ =.
sin 5

5.6 Zdvojeni krychle podle Menaichma

Menaichmovo feseni zdvojeni krychle vychazi z objevu Hippokrata z Chiu.
Ten prevedl tuto tlohu na problém nalezeni dvojnasobné stfedni geometrické
umeérné, tj. nalezeni takovych hodnot x, y, aby platilo:

a:x=x:y=1y:2a.
Tomu odpovidaji rovnice
2 2

2 =ay, vy?=2ax, zy=2d°

Odtud po vyloudeni y obdrzime vztah 2 = 2a3, coz znameni, ze délka x
je délkou hledané hrany krychle, kterda méa dvojnasobny objem nez krychle
s hranou délky a.
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Reseni pomoci paraboly a hyperboly

Méjme v roviné dvé kiivky, parabolu o rovnici y = 2% a hyperbolu o rovnici
Y= % Tyto dvé kiivky se protinaji v bodé P, jehoz z-ové soutadnice je v/2
a y-ové /22 (viz obr. 5.10). Tim je zkonstruovana hledana délka /2.

Reseni pomoci dvou parabol

Reseni je velice podobné piedchozimu piipadu. Opét mame v roviné pa-
rabolu o rovnici y = 2% Misto hyperboly vSak vezmeme dalsi parabolu o
rovnici x = %yz. Obé paraboly se protnou v bodé P, jehoz x-ova soufadnice
je stejné jako v predchozim pifpadé /2 (viz obr. 5.10) a y-ova soutadnice je
/22,

y y
SZP 3

G a7k
ol V2 X o\ V2 X

Obrazek 5.10: Menaichmovo feseni zdvojeni krychle
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Kapitola 6
PribliZzné metody reseni

Vsechny zminované tlohy jsou pomoci pravitka a kruzitka nefesitelné. Exis-
tuje vsak fada postupii, které vedou k pfibliznjm fesenim jednotlivych tloh.
Nekdy se také hovori o geometrickych aproximacich. V této kapitole ukazeme
nékteré z nich.

6.1 Trisekce thlu

Déleni usecky

Jedna se o nejjednodussi a nejcastéjsi pokus o rozdéleni thlu. Méjme thel
L AV B, ktery chceme rozdélit na t¥i shodné dily. Uvazujme situaci, kdy body
A, B maji od vrcholu V stejnou vzalenost. Spravné bychom méli sestrojit
kruznici se stiredem v bodé V' a délit jeji oblouk. Misto toho rozdélime na

tfetiny tsecku AB. Vzniknou tak body C, D, které urcuji priblizné tietiny
puvodniho thlu.

Trojthelnik AABV je rovnoramenny. Oznac¢me « thel pfi vrcholu V
a [ thel pii vrcholu B. Body C, D nechf déli stranu AB na tfetiny. Déle
ozna¢me P patu vysky na stranu AB (viz obr. 6.1).

Délku tisecky AB spocitame z pravouhlého trojiuhelnika AV PB.

|AB| =2-|VB]-cosf
7 téhoz trojuhelnika vyjadiime délku tsecky V P.
|VP|=|VB]|-sinf.
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Obrazek 6.1: Trisekce tthlu pomoci déleni tsecky

Déle ztejmé plati
1 1
|DP| = 6|AB| = §|VB| - cos 3.

Nyni z pravothlého trojuhelnika AP DV vyjadiime velikost thlu pfi vr-
cholu V| ozna¢me jej p. Pokud by tato metoda skutecné délila ptvodni thel
a na tfetiny, mél by tento tthel mit velikost «/6.

Plati:

|IDP|  i|VB|-cosf 1 03
= = —co

[PV] ~ [VB|-snp 3

1
© = arctan (3 cot ﬁ) ,

— arct (1 t(90° O‘))
gO—arcan 3C0 2 .

Nasledujici tabulka ukazuje, jak se méni velikost chyby této konstrukce
se vzrustajici velikosti thlu a.

tanp =

a 10° 20° | 30° | 40° [ 50° | 60° [ 70° | 80°
P 1°40’ 3°21" | 5°6' | 6°55' | 8°51’ | 10°53' | 13°8" | 15°37
20— 2 ]| (0,1-10719)7 | 0°2" | 0°12" | 0°30" | 1°2 [ 1°46' [ 2°56' | 4°34’
a 90° [ 100° | 110° [ 120° [ 130° | 140° | 150° | 160° | 170°
p || 18°277 [ 21°407 [ 25°27 | 30° | 35°53' | 42°29" | 51°12" | 61°7' | 75°17
20— 2 || 6°54’ | 10° | 14°14 | 20° | 27°46 | 38°18' | 52°24" | 70°54" | 93°54'

7 tabulky je zfejmé, zZe tato metoda je pouzitelnd pouze pro velmi malé
uhly. Jiz pfi déleni uhlu velikosti 40° je chyba 30’. Pro vétsi uhly je tento
postup zcela nepouzitelny.

44



Soucet nekonec¢né rady

Ackoliv je presné feSeni tlohy nemozné, mizeme sestrojit tfetinu zadaného
uhlu s libovolnou pfesnosti.

Uvazujme fadu
§ . = _1 n+1
n=1 ¢ ( ) 2" ’

neboli
1 1 1 1

2 178 16"

Soucet této tfady je % Uhel o velikosti 1/2" lze sestrojit pravitkem a
kruzitkem opakovanym délenim vychoziho tihlu na polovinu. Mizeme tedy
sestrojit thel, jehoz velikost odpovida souctu konec¢ného poctu c¢lent této
rady.

Cim vice krokt konstrukce provedeme, tim vice se bude sestrojeny thel
blizit pozadované jedné tfetiné ptivodniho tthlu. V praxi je vSak treba vzit
v uvahu, Ze neni mozné rysovat, aniz bychom se dopoustéli nepresnosti. Ve-
likost chyby vzniklé nepfesnosti ptfi provadéni konstrukce prudce roste se
zvysSujicim se poctem kroku konstrukce. Tato metoda je tedy zajimava spise
z teoretického hlediska.

Nasledujici tabulka ukazuje, jakych vysledki lze dosdhnout pti pouziti
této metody.

[ Podet krokit [ o [ 10° [ 20° | 40° 60° 90° | 120° [ 180°
a/3 [3°20° [ 6°40" [ 13°20" | 20° 30° 40° 60°
1 a/2 5° [ 10° | 20° 30° 45° 60° 90°
2 a/d [[2°307 [ 5° 10° 15° [22°30° | 30° 45°
3 3/8a [[3°45 [ 7°307 | 15° [ 22°30" [ 33°45" [ 45° | 67°30/
4 5/16 o || 3°7" | 6°15" | 12°30 | 18°45" [ 28°7" [ 37°30" | 56°15’
5 11/32 o || 3°26" | 6°52' | 13°45" | 20°37' | 30°56’ | 41°15' | 61°52'
6 21/64 o [| 3°16” | 6°34" | 13°7" [ 19°41’ [ 29°31' [ 39°22" | 59°4’
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Priblizné reseni trisekce thlu
Na obrazku 6.2 je znazornéna dalsi konstrukce, pomoci které je mozné se-
strojit pfibliznou tfetinu libovolného thlu. Konstrukee je prevzata z [11].

C EO D A

Obrazek 6.2: Priblizna konstrukce trisekce thlu

Méjme dan tthel ZAO B, jehoz tfetinu chceme sestrojit. Oznac¢me D stied
usecky OA. Oblouk AB protne opac¢nou polopfimku k rameni OA v bodé
C. Na poloptimce OC' sestrojime bod E tak, ze plati

|EC| = 11|0E].

Sestrojime kruznici k se stfedem v bodé E a polomérem |ED|. Osa thlu
/AOB protne kruznici k£ v bodé F. Sestrojime ptimku C'F, ktera protne
ptvodni oblouk AB v bodé T'. Velikost thlu /AOT je ptiblizné jedna tietina
velikosti thlu AOB.

Presnost této konstrukce

Urcéime velikost vysledného thlu pro ptvodni thel /AOB velikosti 60°.
Zavedeme kartézskou soustavu souradnic s pocatkem v bodé O tak, ze
bod A mé soufadnice [12;0]. Bod E, tj. stfed kruznice k, mé pak soufadnice
[—1;0] a bod C' [—12;0].
Soutadnice bodu F' spocitame jako prisecik osy thlu /AOB a oblouku
AB. Tedy:



Dostaneme
F = [5,297; 3,058].

Kruznice, jejiz ¢asti je oblouk AB, ma rovnici
2+ =122,

Soutadnice bodu 7' ur¢ime coby prisecik piimky C'F s touto kruznici.

Vyjde
T = [11,2725; 4,11458].

ProtoZe plati 7)) = 12sina a T, = 12 cos o, spocitame snadno vysledny

uhel:
a = 20°3'9".

Pro ptvodni thel ZAOB velikosti 60° se tedy vysledny tihel lisi od po-

zadované jedné tfetiny o 0°3'9”.

6.2 Konstrukce pravidelnych n-thelnika

Nyni ukédzeme nékolik zpiisobi, jak vhodné aproximovat pouze pomoci pra-
vitka a kruzitka délky stran vybranych pravidelnych n-thelnik, které nejsou
eukleidovsky sestrojitelné. Tyto aproximace jsou Castetné prevzaty z [6].

Ve vsech nésledujicich konstrukcich budeme predpokladat kartézskou
soustavu s osami x, y a pocatkem S. Déle a,, bude znacit délku strany pravi-
delného n-tihelnika vepsaného do jednotkové kruznice a a; pfibliznou délku
strany pravidelného n-tthelnika, kterou zkonstruujeme.

Aproximace pravidelného sedmituhelnika

Zvolme w1 x-ovou soufadnici vrcholu A; aproximovaného pravidelného sed-
mithelnika (viz obr. 6.3) takto: Zvolime

5
r1 = =.

8

Trojuhelnik AAyA; M je pravotuhly (podle Thaletovy véty). Délka tsecky
|Agz1| je 2. Podle Eukleidovy véty o odvésné plati

C_ 3, V3
“TNs Ty
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A2

A1
A3
M = . A0
A4 1,
A6

A5

Obrazek 6.3: Priblizna konstrukce pravidelného sedmitihelnika

ar = 0,8660
Délku a7 strany pravidelného sedmitthelnika ur¢ime z pravothlého troj-
uhelnika AAySC.
ar = 2sin§ = 0,8667,

nepresnost této konstrukce je tedy mensi nez 0,0007.

Jina aproximace pravidelného sedmituhelnika

Na jednotkové kruznici k sestrojime dva na sebe kolmé praméry AB, C'D (viz
obr. 6.4). Déle na polopiimce — AB sestrojime bod E tak, ze |BE| = 1. Na
tecné ke kruznici v bodé A sestrojime bod F, pro ktery plati |AF| = |AC|.
Bod F je stfedem kruznice k; o poloméru |F' B|. Tato kruznice protina usecku
EF vbodé G. Usecka EG je aproximaci strany pravidelného sedmitihelnika.

Vypodéitejme nyni délku sestrojené tsecky EG. Zfejmé plati |AF| = v/2.
Délku usecky F'B vypocitame z trojuhelnika AABF podle Pythagorovy
veéty.

[FB| = /|AB2 + |AF]2 = /6
Délku tsecky FF' vyjadiime obdobnym zptsobem z trojuhelnika AAEF.

|EF| = /|AE2 + |AF|2 = V11
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Obrazek 6.4: Ptiblizna konstrukce pravidelného sedmitihelnika

Po dosazeni tedy plati
at = |EG| = V11 — V6 = 0,86714

Chyba pii této konstrukei je mensi nez 0,0007.

Aproximace pravidelného devitiihelnika

Opét sestrojime jednotkovou kruznici k£ a na ni dva kolmé primeéry AB, C'D
(viz obr. 6.5). Déle sestrojime dvé kruznice: k1(B, 1) a ko(A, |AC]). Kruz-
nice ko protne tsecku AB v bodé E, obé kruznice se pak protinaji v bodech
F, G. Délka tisecky EF' je aproximace strany pravidelného devititthelnika.

Ptresnou délku tsecky EF' budeme pocitat z pravouhlého trojihelnika
AFEFX, kde bod X je kolmy primét bodu F' na osu z. Bod F' jsme ziskali
jako pruisecik dvou kruznic, musi tedy spliiovat rovnice

o 1 2 yQ = 1
(z+1)>+y* = 2
Po vyreseni dostaneme
1 1
F,=—- F,=-VvT.
4 Y 4f
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Obrazek 6.5: Priblizna konstrukce pravidelného devitithelnika

Déle plati:
5
|[EX| = |AC| — |AX| = V2 — T

Tedy mtzeme napsat

it (V3 5Y s (LA oa o 102

4 4 4
ag? = 0,4645
ajy = 0,6815

Ptesna délka strany pravidelného devititthelnika je
ag = 2sing = 0,6840
Nepresnost této konstrukce je tedy mensi nez 0,0024.

Jina aproximace pravidelného devitiahelnika

Opét sestrojime jednotkovou kruznici k. Souradnicové osy na ni vytinaji dva
kolmé priuméry AB a C'D (viz obr. 6.6). Na polopfimce — AB nyni sestro-
jime bod E tak, ze |BE| = |AB|. Na polopiimce — DC' sestrojime bod F,
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pro ktery plati |SF| = |AC|. Déle sestrojime kruznici k; se stiedem v bodé
E a polomérem |EF|. Jeji priisecik s tise¢kou AS oznacime G. Usecka AG
je aproximaci strany pravidelného 9-tihelnika.

F
C
k
k1
a9
A G S B E
D

Obrazek 6.6: Ptiblizna konstrukce pravidelného devititihelnika

7 Pythagorovy véty vypocitame délku tsecky FF":
2
[EF| =32+ (vV2) = V11
A nésledné mtzeme délku afy vyjadrit jako
ag = |AE| - |GE| =4 - V11

ay = 0,68338

Presna délka strany pravidelného 9-tihelnika je
g = zsing = 0,6840

Nepresnost této konstrukce je tedy mensi nez 0,0007.

Aproximace pravidelného jedenactiahelnika

Sestrojime jednotkovou kruznici k£ se stfedem v pocatku S. Jeji prisecik
s kladnou ¢asti osy x oznac¢ime A. Dale sestrojime kruznici k; se stfedem
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v bodé A a polomérem |AS|. Pruseciky téchto dvou kruznic ozna¢ime B a C'.
Nyni sestrojime poloptimku — C'S a jeji dalsi prisecik s kruznici k£ oznac¢ime
D. Bod O sestrojime jako priisecik tsecky BC s useckou AS. Usetka DO
protina kruznici £y v bodé Y.

Usecka OY je aproximaci strany pravidelného jedenéctitihelnika.

607

C k1

Obrazek 6.7: Priblizna konstrukce pravidelného jedenactitthelnika

Bod Y jsme ziskali jako prisecik primky DO s kruznici k;. Souradnice
bodu D jsou {—1 @}, bod O mé soutadnice [%, 0}. Rovnice piimky DO je

2072
tedy
V3 V3
— —— =0. 1
5 T +y 1 0 (6.1)
Kruznice k; mé rovnici
(z—1)°+12=1. (6.2)

Po vyjadreni y z rovnice 6.1 a dosazeni do rovnice 6.2, uréime z-ové soutrad-
nice priseciku:

ry = 15
1
T2 = 1
7 obrazku 6.7 je zfejmé, ze x-ové soutradnici bodu Y odpovida mensi
z obou hodnot, tedy x,. Z rovnice 6.1 pak urcime, ze y-ova soutadnice je
rovna 62—‘5’. Tedy

y L. 6v3]
14’ 28

02



Vyjadrime pfibliznou délku strany jedenactitihelnika:

at, = |0Y| = ,/0,3214 = 0,5669.

Presna délka strany pravidelného jedenactitthelnika je
LT
ai; = 2sin = 0,5634

Nepresnost této konstrukce je tedy mensi nez 0,004.
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Kapitola 7

Ceské piispévky k dané
tématice

7.1 Josef Vanous

V ¢lanku Trisektorie [17] popisuje Josef Vanous skupinu kiivek tfetiho stupné.
Jde o kiivky splnujici rovnici

Az + By + Cxy® + Dya® + Ex* + Fy* + Gay = 0,
kde navic plati
A=C, B=1 a E=-F,

tedy
y® 4+ A(2® + y*)x + Dyz? + E(2® — y*) + Goy = 0.
Ve specialnim ptipadé volby koeficientis A, D, E, G je tato kiivka mnozi-
nou bodti, které maji stejnou vzdalenost od kruznice a jeji secny. Diky tomu
lze tyto kiivky pouzit k feSeni trisekce thlu (odtud nézev trisektorie).

Konstrukce trisektorie a jeji rovnice

Sestrojme kruznici k£ o poloméru r a jeji primér OA. Bod O necht je pocat-
kem kartézské soustavy souradnic a pfimka OA osou x (viz obr. 7.1). Bodem
A vedme secnu s, kterd s osou x svird thel . Bodem O vedme libovolnou
piimku. Jeji prisecik se se¢nou s oznatme B a prusecik s kruznici D. Na
této primce sestrojime bod M tak, ze plati

|MD| = |BD|.
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Bod M je bodem kfivky trisektorie a mnozina vSech takovychto bodu pak
tvofi celou kfivku.

Rovnice této ktivky je
{yg (2r +z) — 2® (2r — x)} a=y (y2 + 2% — 4r:v) , (7.1)

kde r je polomér kruznice a a = tan a.!

Obrazek 7.1: Konstrukce trisektorie

Podivejme se na specialni piipady této kiivky:

1. a =0, neboli secna s je primérem kruznice k.
Vsechny paprsky z bodu O se s touto sec¢nou protinaji v bodé O.

Dosadime do rovnice 7.1 a = 0 a dostaneme
v+ a? —drx =0,

coz odpovida kruznici o dvojndsobném poloméru (viz obr. 7.2).

'Podrobné odvozeni rovnice 7.1 lze najit v [17].
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2. a=45° tedy tanax = a = 1.

Rovnice trisektorie je nasledujici:
y3—x3—27‘<y2—x2> —ay(y—x+4r)=0.
Ktivka je znazornéna na obrazku 7.1.

3. a=90° tedy tana = a = oc.
Z rovnice 7.1 obdrzime vyraz

y2_27“—m

222 r 4z

(7.2)

Secna s se v tomto pripadé stava tecnou ke kruznici k. Jak je vidét
z obrazku 7.2 i z rovnice 7.2, celd kiivka je soumérna podle osy x.

A

a=0’ a=90°

Obrazek 7.2: Pripad trisektorie pro a = 0° a a = 90°

Uzit1 trisektorie k feSeni trisekce uhlu

Méjme tthel p = ZAOA’, jehoz tietinu chceme sestrojit (viz obr. 7.3). Z bodu
A spustime kolmici na rameno OA’. Patu této kolmice ozna¢ime H. Stred
usecky OA oznac¢ime C. Sestrojime kruznici k se stfedem v bodé C a po-
lomérem |C'A| = |CO|. Z Thaletovy véty vyplyva, ze bod H nutné lezi na
této kruznici.

Sestrojime trisektorii ke kruznici k£ a secné AH. Bod M, priisecik trisek-
torie a oblouku AA’, déli oblouk AA’ v poméru 1 : 2.
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Obrazek 7.3: Uziti trisektorie k feSeni trisekce tihlu

Dukaz

P¥imka OM protina kruznici k v bodé D a setnu AH v bodé E (viz obr. 7.3).
7 vlastnosti trisektorie plyne

|DE| = |DM|.
Podle Thaletovy véty je ithel O D A pravy, tedy trojuhelniky AEDAa AMDA
jsou shodné. Oznac¢me v jejich thel pti vrcholu A.
Dale plati
|/DAH| = |/DOH| =,

nebot se jedné o obvodové thly néalezici tétivée DH.

Trojuhelnik AM O je rovnoramenny, dostaneme tedy z trojihelnika AAD M
|/MAO| = |/AMO| = 90° — .

Déle pak
90° -y = a+ 2,
a+3yY = 90°.
Protoze trojuhelnik AHO je pravouhly, plati
a+ ¢ =90°,
tedy
© = 3.
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7.2 Jan Srutek

V ¢élanku Nowy zpisob rektifikace ¢ary kruhové [18] uvadi postup pro pii-
blizné feseni rektifikace kruznice. Vychazi pfitom z poznatku, ze

V10 = 3,16227
1
5 V/39 = 3,12249

a tedy jejich aritmeticky praimér je priblizné roven hodnoté 7, lisi se od néj
o 0,00079.

Abychom rektifikovali kruznici o poloméru 1, sestrojime tedy hodnoty

V10 a %\/ 39, jejichz soucet je hledana délka.

7.3 Antonin Pleskot

Antonin Pleskot publikoval v [19] jednoduchou konstrukei, kterd ptiblizné
fesi rektifikaci kruznice.

+C

Obrazek 7.4: Rektifikace kruznice podle A. Pleskota

Necht je ddna kruznice k se stfedem O o poloméru r = 1 (viz obr. 7.4).
Zvolme na ni bod M. Sestrojme kruznici [ se stfedem M o poloméru r,
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ktera protne kruznici k v bodech A, B. Stied tsecky AB oznac¢me S. Na ose
usecky AB sestrojime bod C' tak, ze

|SC| = 2|ABj.
Od tsecky BC' odec¢teme dvojnasobek polomeéru r, ¢imz dostaneme bod D.
Délka tisecky BD je priblizné rovna 7.

Dukaz:

Ztejmé plati
3
|SB| = f

tedy
|SC| = 2V/3.

7 Pythagorovy véty dostaneme

IBC| = \/517
2
1
o= Y

Priblizna hodnota délky tsecky |BD| je 1,570714, od oc¢ekdvané hodnoty 7
se tedy lisi o 0,00008.

7.4 Josef Husak

Josef Husék publikoval v Casopise pro péstovani matematiky a fysiky [20]
priblizné feSeni kvadratury kruhu.

Mgéjme ¢tverec CDEF o strané a (viz obr. 7.5). Nad thlopfickou C'E se-
strojme rovnostranny trojihelnik CGFE a do deltoidu CGEF vepisme kruz-
nici k. Obsah kruhu ohrani¢eného touto kruznici je pfiblizné roven obsahu
¢tverce CDEF.
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Obrazek 7.5: Kvadratura kruhu podle J. Huséka

Dukaz:

Oznacme S prusecik thlopricek ¢tverce CDEF, stied kruznice k oznac¢me O
a b délku tsecky OFE. Bod O lezi na pruseciku os thld deltoidu CGEF'.

Plati tedy
60° 4 45° 45°
RS
2
a z toho dale 450
£ =180° — 45° — o = 60° + 5

K urceni poloméru kruznice k nejprve vypocitame délku b z trojihelnika
AFEO.

o

45
5 ) : 8in45°,

a:b=sin( :sin45° = sin (60o +

a odtud )
a sin 45°

"= (60° + %°)

Dale plati

40
r = bsina = bsin <30°+ ; )

Po dosazeni za b a po Gpravé dostaneme

a sin 45° sin (30° + %)
cos (30O — ﬁ) '

2

r =

60



Soucty whli v citateli i jmenovateli rozvineme dle zndmych vzorct a
V17 ° v/
zlomek délime cos 4%. Obrdzime

a sin 45° (sin 30° + cos 30° tan %)

cos 30° + sin 30° tan 4%

r =

Dosadime hodnoty pro jednotlivé thly

| %

2 1
sin45° = BR sin 30° = 57 08 30° =

Dostaneme

av/2 (1 +\/§tan%>
2 (\/g—i-tan%) .

Ze vzorce pro tangens polovi¢niho tthlu plyne

T =

45°
tan 5 = -1+ \/5,

coz po dosazeni da

_a\/i(l—\/?Jr\/@)
"o 2(V3+v2-1)

Zlomek usmérnime

:a(\/6+\/§—\/§—1) a(V3+1)(vV2-1)

r

2 2

Tedy
r = 0,56582625 - a

a obsah kruhu vychazi
7r? =1,00581023 - a®.
Tedy obsah kruhu je pfiblizné o 0,6 % vétsi nez obsah ¢tverce CDEF'.
Chceme-li fesit opacnou tlohu, tj. k danému kruhu sestrojit rovnoplochy
¢tverec, postupujeme nésledovné: Stiedem O kruznice k vedme piimku p.
Daéle vedme stfedem O ptimky ¢ a s, které s pfimkou p sviraji thly 45° a 60°

(viz obr. 7.6). Sestrojme pruseciky pfimek ¢ a s s kruznici k a vedme v nich
tecny k této kruznici. Ziskame tak body E a F', ¢imz je tloha vyfesena.
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Obrazek 7.6: Kvadratura kruhu podle J. Husaka

7.5 Antonin Fail

A. Fail ve svych publikacich [21] a [22] z let 1924 a 1927 popisuje kon-
strukce vedouci k TfeSeni tloh kvadratury kruhu, trisekce thlu a zdvojeni
krychle. Ackoliv v ndzvu stoji ,pouze pravitkem a kruzitkem“, neni mozné
povazovat tato feSeni za eukleidovské konstrukce pravé diky zptisobu pouzi-
vani pravitka. V pripadé zdvojeni krychle autor pouziva dvé pravitka, ktera
vzajemné posouva, ve zbylych dvou feSenich je dokonce pouzito pravitka
z ohebného materidlu na zptisob kiivitka. Nelze tedy v zadném pripadé ho-
vorit o eukleidovské konstrukei.

Ukazme nyni jednotliva feseni.

Kvadratura kruhu

Tento zpiisob feseni kvadratury kruhu je zalozen na myslence, ze kruznice
je pfechodem od opsanych mnohothelnikti k mnohothelnikiim vepsanym.

Zvolime kartézskou soustavu souradnic s pocatkem O. V této soustave
sestrojime dvé kruznice: k1(O, 1) a ko(K, 1), kde bod K m4 soufadnice [2, 0].
Obé kruznice maji jeden spoleény bod A = [1,0]. Déle sestrojime ¢tverec
OKMD, kde M = [2,2] a D = [0,2]. Stfed tsecky DM ozna¢ime B. Pri-
secik kruznice k; s tseckou OD oznacime Ej.

Bod E; na obrazku 7.7 ziskdme rozptilenim tthlu / AO F;. Dalsim pilenim
ziskame body Fs5 a E7, bod Egy potom rozpulenim thlu /AOFE;. Analogicky
na kruznici ks, sestrojime body Fi, F3, F5, Fr a Fy. Z téchto bodt dale spus-
time kolmice na osu z, ¢imz na této ose ziskdme po fadé body Ef, EL, Ef,
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Obrazek 7.7: Kvadratura kruhu podle A. Faila

Ej, Fy, F7 F} a F;. Na tyto kolmice budeme nanéset jednu ¢tvrtinu délek
obvodti mnohotihelniki opsanych kruznici k;, resp. vepsanych kruznici k.
Usecka OD mé délku jedné étvrtiny obvodu &tverce opsaného kruznici k;. Na
druhé strané z bodu K naneseme délku strany vepsaného ¢tverce, ¢imz zis-
kame bod G. Délka usecky ELE! je rovna ; obvodu pravidelného 8-thelnika
opsaného ky, délka tsecky FiF}' je pak rovna i obvodu vepsaného pravidel-
ného 8-uhelnika. Stejné tak tsecky FLEY a F7FY maji délky jedné ¢tvrtiny
obvodu opsaného, resp. vepsaného pravidelného 16-tthelnika a tsecky EgFE{
a FyF{ pravidelného 32-thelnika.

Body D, El, E, E{, Fy, F7, F!' a G lezi na kiivce. Mezery mezi né-
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kterymi jejimi body jsou vsak prilis velké. Vyplnime je tedy body, které
ziskame stejnym zptisobem s tim rozdilem, Ze na piislusné kolmice budeme
nanaset ¢tvrtiny obvodl nepravidelnych opsanych, resp. vepsanych mnoho-
uhelniki. Jako priklad jsou na obrazku 7.7 uvedeny casti mnohotuhelniki
E\EyEsE A a Fy Fi A.

Nyni je nutné pouzit pravitko v rozporu s pravidly pro eukleidovské
konstrukce.

Autor ve své publikaci [22] piSe:

»Abychom bod T nalezli, poloZme pruiné (ohebné) ocelove pravitko na
bok, jednou stranou kolmo k narysné rovin€ a jeho k ndrysné rovine prileha-
jici hranu vedme presné viemi ziskangmi (... ) body, ¢imZ obdrzime (resp.
narysujeme) kiivku (... ), jeZ na usecce AB projde presné bodem

T«
R

Tedy takto sestrojené kiivka protne tsecku AB v bodé, jehoz y-ova sou-
fadnice je Z. Sestrojit z tsecky této délky tsecku délky /7 jiz neni nic

2
slozitého.

Trisekce thlu

Pro FeSeni tlohy trisekce thlu vyuziva A. Fail pravitka specidlniho tvaru (viz
obr. 7.8).

Sestrojime obdélnik ABCD takovy, ze |AB| = 2|BC|. Z tse¢ky C'D
spustime na tsecku AB libovolny, dostatecné velky pocet kolmic. Na kazdé
z nich najdeme bod Q; tak, aby platilo |Q;A| = 2|P;Q;|. Body Q; lezi na
kiivce, kterou sestrojime ohnutim pravitka stejné jako v predchozim pripadé.

D P1 P2 P3 P4 C

Q1 Q2

Q3
Q4

A B

Obrazek 7.8: Trisekce thlu podle A. Faila
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Z obrazku 7.9 je zfejmé, jak zamyslel autor této metody vyuzit své ,pra-
vitko“ k sestrojeni tfetiny libovolného thlu. Pavodni thel je /AV B, thel
/ AV R ma pak velikost jedné jeho tietiny.

B
S P v
R

A

Obrézek 7.9: Pouziti trisektoru A. Faila

Zdvojeni krychle

Postup pro konstrukei /2, coz je délka hrany hledané krychle, je nasledujici:

Zvolime kartézskou soustavu soufadnic (O, z,y). Do této soustavy zane-
seme nasledujici body: A = [0,—1], B = [-1,25,0], @ = [2,0]. Sestrojime
useCku AB a v bodé B k ni vedeme kolmici, ktera protne osu y v bodé
C. Z tohoto bodu dale vedeme kolmici na tsecku BC, ktera protne osu x
v bodé P.

Nyni podle téchto tsecek prilozime dva pravoihlé trojuhelniky; na ob-
razku 7.10 jsou oznaceny DEF a RSC. Bod D lezi na ose x, strana DF
prochazi bodem A. Bod C' lezi na ose y a strana C'S prochazi bodem P.
Odvésny DE a C'R lezi na jedné primce.

Nyni posuneme pravitka tak, aby bod A stale lezel na strané DF', bod D
se pohyboval po ose z, bod C' po ose y a strana C'S prochézela nyni bodem
() o soufadnicich [2,0].

Pak mé4 bod D soutadnice [—+/2, 0].

Dikaz:

Trojuhelniky AAOD a ADOC jsou podobné podle véty uu. Plati tedy:
|OA]  |OD|
|OD| — |0C|
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Po dosazeni |OA| = 1 lze z této rovnosti odvodit vztah
|OC| = |OD|*.

Stejné tak trojuhelniky DOC a C'OQ jsou podobné podle véty uu. Plati
tedy obdobny vztah:

oc| _|0Q|
|OD]  |OC|’
ze kterého dale odvodime:
\ODP_ 2
oD[ ~ 0D
a dale:
2
OD| = ——
|OD| ODP
OD| = V2,
coz jsme chtéli dokéazat.
y y E
c 7
R
L
BN o ap X D o] YN
\ \\ S
A A

F

Obrazek 7.10: Zdvojeni krychle podle A. Faila

7.6 Josef Svehla

Josef Svehla publikoval v [23] metodu déleni tthlu na libovolny podet ¢asti.
Podle jeho postupu lze tedy fesit jednak tilohu trisekce tihlu, jednak kon-
strukci pravidelnych n-tihelniki. Jedné se o pfibliznou konstrukci, kterou
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B2/[_C2

02

B1/C1

o1

S A1 A2

Obrézek 7.11: Déleni tthlu podle J. Svehly

vSak lze libovolnékrat zpresnovat, dokud nedosdhneme pozadované pres-
nosti.

Postup konstrukce vychézi z predpokladu, ze délky obloukt kruznic jsou
primo tmérné jejich polomérim. Chceme-li tedy rozdélit thel na n stejnych
Casti, sestrojime oblouk o; a oblouk 0y, jehoZ polomér je n-krat vétsi (viz
obr. 7.11, kde je polomér S A, t¥ikrat vétsi, nez polomér SA;). Délku tétivy
oblouku 0; naneseme n-krat na oblouk oy — dostaneme bod Cs. Bod Cy
spojime s bodem .S, prisecik této tsecky s obloukem o; oznacime C;. Nyni
vezmeme délku tétivy B;C a pricteme ji k ptivodni tétivé A; B;. Vyslednou
usecku opét naneseme n-krat na oblouk o,. Postup opakujeme, dokud bod
C5 nesplyne s bodem Bs, nebo se k nému alespon dostatecné neptiblizi.
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Kapitola 8
Hippokratovy meésicky

S tlohou kvadratury kruhu souvisi také takzvané Hippokratovy menisky,
neboli mésicky. Jedna se o rovinné atvary ohranicené oblouky dvou kruznic,
k nimz je mozné sestrojit rovnoplochy mnohotihelnik, a tedy provést jejich
kvadraturu.

Tyto mésicky objevil Hippokrates z Chiu v 5. stoleti pt. n. 1. Fakt, ze
je mozné provést kvadraturu téchto kiivocarych utvari, patrné ve své dobé
déval falesnou nadéji na tspésné vyteseni kvadratury kruhu.

Prvni mésicek sestrojime nasledovné. Nad tseckou AB sestrojime Tha-
letovu kruznici k; se stfedem O a na ni bod C' tak, aby trojihelnik ABC byl
rovnoramenny. Nad useckou AC' sestrojime polokruznici ky. Oblouky kruz-
nic ky a ko ohranicuji meésicek, jehoz obsah je stejny jako obsah trojihelnika
ANAOC.

k2

A O B

Obrazek 8.1: Kvadratura mésicku 1
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Dukaz

Oznac¢me S,,, obsah mésicku ohrani¢eného oblouky kruznic k; a ko, dale R;
obsah pilkruhu sestrojeného nad tseckou AB a R, obsah pulkruhu sestro-
jeného nad tseckou AC.

7 podobnosti plyne

1
R2 - §R1

Dale oznacime S, obsah kruhové usece kruznice k; nad tseckou AC'. Je
1
§R1 - Su = R2 - Su;

a tedy
Sas0c = Sm,

coz jsme chtéli dokazat.

Na obrazku 8.2 je znazornén lichobéznik ABC D, jehoz strany maji délky
1,1, 1 a /3. Tomuto lichobé&zniku je opsana kruznice k; a dale je pomoci ob-
louku kruznice ks nad tseckou AB sestrojena kruhova tsec, ktera je podobna
use¢im nad ostatnimi stranami lichobéznika. Obsah mésicku ohrani¢eného
oblouky kruznic k; a ko je pak roven obsahu lichobéznika ABCD.

k1

A B

Obrazek 8.2: Kvadratura mésicku 2
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Dukaz

Ziejmé jsou kruhové tsece nad tseckami BC, C'D a AD shodné, nebof je
vymezuji shodné tétivy.

Oznacme S,; obsah kruhové tisece nad useckou AB a S,2 obsah kruhové
tisece nad useckou BC'. Usece jsou podobné s koeficientem podobnosti v/3,
proto je

Su1 = 3Su2.

Z obrazku 8.2 je zfejmé, ze
Sm + Sul = Slich + 3Su27

tedy plati
Sm = Slich‘

P1i konstrukci dalstho mésicku vyjdeme z pravidelného Sestitthelniku.
Jeho polovina tvofi lichobéznik ABC D, jemuz je opsana kruznice k; (viz
obr. 8.3). Nad stranami BC, CD a AD sestrojime polokruznice ko, k3 a
k4. Vzniknou tak 3 shodné mésicky. Soucet jejich obsahti spolu s obsahem
pilkruhu sestrojeného nad tiseckou BC' je roven obsahu lichobéznika ABC'D.

k3

k2

A B

Obrazek 8.3: Kvadratura mésicku 3

Dukaz

Oznacme r polomér kruznice k;. Dale ozna¢me S; obsah pulkruhu ohrani-
¢eného kruznici ki, Sy obsah ptlkruhu ohrani¢eného kruznici ky (resp. ks,
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k4) a S, obsah kruhové tisece ohrani¢ené kruznici k; nad tiseckou BC' (resp.
CD, AD).
7 podobnosti vyplyva

1
Sz - 151
Obsah mésicku mizeme vyjadrit jako
Sm = 52 — Su.

Plati tedy:
Slich = Sl - 3Su - 3Sm + SZa

coz jsme chtéli dokazat.
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Kapitola 9
Zaver

Cilem této préace bylo seznamit ¢tenare s péti klasickymi tilohami fecké mate-
matiky, jejich nefesitelnosti a riznymi typy postupi, kterymi se v minulosti
matematikové pokouseli o jejich vyfteseni.

Neni a ani nemtze byt vycerpavajicim souhrnem vsech pfispévkid na-
psanych na toto téma. Vzdyt ony tlohy jsou staré nékolik tisicileti a ma-
tematiki, kteri se pokouseli o jejich feseni bylo nepocitané. Snazila jsem se
tedy vybrat takové metody, které jsou néjakym zpiisobem zajimavé, napft.
z historického ¢ matematického hlediska. Casto jeden postup reprezentuje
celou skupinu moznych feseni zalozenych na stejném principu. Budete-li se o
tuto problematiku zajimat dale, jisté drive ¢i pozdéji najdete nebo dokonce
vymyslite feseni, které zde neni uvedeno.

Pfesto pevné véfim, ze vam tato prace poskytla mnohé zajimavé infor-
mace tykajici se nejen téchto péti klasickych tloh, ale i rozliénych geomet-
rickych uvah.
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