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Kapitola 1
Uvod

Pre atémy odliéné od vodiku, sa v Hamiltonidne vyskytuji cleny typu
Trﬁﬁ’ kde 7 a 7T st polohové vektory elektrénov. Pritomnost ¢lenov
tohto typu vyplyva z elektrostatického posobenia medzi jednotlivymi
elektrénmi. Tieto ¢leny sposobuji vo vypodétoch velké tazkosti a preto
by bolo vyhodné néjst efektivnu metédu ako s nimi pracovat

V pripade vodiku existuje Runge-Lenzov operétor X pre ktory plati

X,H =0, X-= ‘4%’” @, H),

kde H je Hamiltonidn atému vodiku a Q je vektorovy operator, pre ktory
je podstanté, Ze vystupuje len v komutatore s Hamiltonidnom. To zna-
mensd, ze maticové elementy < n,l, m|F|n,l,m’ > modzeme spocitat z
maticovych elementov < n,l,m|X|n, !, m’ >, kde samozrejme |n, I, m >
st vodikové vinové funkcie a kvantové éisla n, I a m st hlavné, vedlajsie
a magnetické kvantové ¢isla.

Z toho dovodu pre hélium ocakdvame, ze ak ny; = ny = n, kde n; a ny
si hlavné kvantové ¢&isla prvého a druhého elektrénu, podari sa ndm ma-
ticové elementy < n,l,ll,lg,mlrrﬁrlm,l,l’l,l’z,m > spotitat pomocou

maticovych elementov < n,l, ll,lg,mI = In, 1,1],1,, m >, kde stavy

ljn'
1,11, I3, m > st vlastnymi stavmi operdtoru L? = (L + L'7)? kde L' a
L' si operdtory momentov hybnosti pre prvy a druhy elektrén a kvan-
tové ¢&fsla Iy a [y si vedlajsie kvantové ¢isla prvého a druhého elektrénu.
V tejto praci teda budeme hladaf taki linedrnu kombmamu stavov

In, 1,11, l2,m >, aby diagonalizovala operator |X I_ X2 Tento postup
bol prvy krat pouzity v préci [1], pozri tieZ [2],[3],[4] a [5]. Autorovia tejto
prace chceli vysvetlit zvldstnosti pozorované v spektre hélia z prace [6],
kde sa objavili zévazné odchylky od otakdvanych vysledkov z Hartree-
Fockovych modelov. V absorbénom spektre hélia sa vramei série ' P? pre
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n1 = 2 otakdvali vzhladom k jednotlivym elektrénom série 2snap, 2pngs
a 2pned. Namiesto toho, autorovia prace namerali len prvi dominantnu
sériu, druhd bola velmi slabd a tretiu vobec nenamerali. Naviac pomer
intenzit silnej a slabej série neodpovedal ziadnym z o¢akavanych pome-
rov intenzit stavov 2snop a 2pnss.

Hlavnym cielom tejto préce je néjst efektivnu metédu poéitania mati-
covych elementov Hamiltonidnu atému hélia na podpriestore n; = ny =
n. Budeme konstruovat vlastné stavy operatorov (X! — X11)2 o [(XT —
X (L + L7 )]%, pretoze otakdvame, ze pre velké hodnoty kvantovych
¢isel nq, me, I a ly, budd tieto stavy diagonalizovat Hamiltonidn hélia
efektivnejsie ako je to mozné doterajsimi metédami. Taktiez predpokldme,
7e budi existovat vztahy podobné vyberovym pravidlam, teda Ze sa ndm
podarf uréit, ktoré nediagondlne maticové elementy Hamiltonidnu hélia
v béze nami pripravenych stavov si nenulové. Ocakavame tiez, Ze nami
vytvorend metéda hladania vlastnych stavov ope-rétorov (X! — X)2
a (XT — X™1).(L* 4+ L') bude rychlejsia ako uz existujica metéda 97
koeficientov.

V tejto praci ukdzem potrebné symetrie atomu vodiku v Kapitole 2. V
Kapitole 3 ukdzem, ako pripravit stavy, ktoré diagonalizuji operdtory
| XT — X2 g [(XT — X).(LF 4+ L'))? pomocou 97 koeficientov. V Ka-
pitole 4 budem hladaf tie isté stavy priamou diagonaliziciou operdtorov
X7 — X2 o (X = XT).(L' + L)) a na jej zéver obidve metédy
porovnam. V Kapitole 5 nazna¢im, ako by operator Wﬁi na nami pri-
pravené stavy posobil a ako by to bolo mozné vyuzit.



Kapitola 2

Symetrie atébmu vodiku

Pre Hamiltonidn atému vodiku H plati

[XaH]: ’ X=—%T_“+[Q,H],

kde @ je vektorovy operator, pre ktory je podstanté, ze vystupuje len v
komutétore s Hamiltonidnom a X je Runge-Lenzov vektor. To znamena,
ze maticové elementy < n,l,m|7ln,l',m’ > moZeme spocitat z mati-
covych elementov < n, l,m])z |n,I',m’ >. Z toho dévodu bude délezité
zaoberat sa vlastnostami Runge-Lenzovho operdtoru.

Pre operdtor momentu hybnosti plati [I_;, H] = 0, ¢o znamena, Ze bude
vyhodné pracovat v sférickych siradniciach. V tejto kapitole preto de-
finujem operator AV prevediem operdtory smerového vektoru a mo-
mentu hybnosti 7 a L do sférickych suradnic a ukdzem ich vzdjomné
komutaéné vztahy. Potom definujem operator typu V, ukézem jeho vlast-
nosti a maticové elementy. Dalej ukézem, 7e Runge-Lenzov operétor X je
operatorom typu ‘7, ze komutuje s Hamiltonidnom, ktory prevediem do
sférickych siradnic a dopoc¢itam maticové elementy operatoru X. Cielom
tejto kapitoly bude pripravit vietky rovnice, komutaéné vztahy a mati-
cové elementy potrebné pre dalsie vypocty. Takmer vsetky rovnice v
tejto kapitole si uvedené v pracach [7] a [8], alebo z tychto prac priamo
vyplyvaji. Naviac viak ukdZem niektoré podrobnosti, ktoré v pracach [7]
a [8] neboli uvedené.



2.1 Vektorové operatory a ich komutatory

2.1.1 Operatory 17, Vi

Vyjadrenie polohového vektoru vo sférickych suradniciach je
£ = 7, (2.1)

kde r je radiadlna vzdialenost a 7 je jednotkovy smerovy vektor, ktory
moZeme zapisat v tvare

7 = (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos §). (22)

Pre zlozky operatoru hybnosti plat{ vztah

0
= —i{Vg = —t—. 2.3
Pk k Bta (2.3)
Od operatoru Vy v kartézkych suradniciach prejdeme ku vyjadreniu v
sférickych siradniciach vztahom

0] o V%
Vi = 8—m; E + 7 (2.4)

kde ¢len V7 uz neobsahuje derivicie podla radidlnej premennej a vyzerd
nasledovne:

V”=< sm<;58 0 cos¢8

+ cos ¢ cos—

+smq§cos08 n08>
sin 6 8¢ 56 sinf d¢ 50° " 50

(2.5)
Na tomto mieste si véimneme, Ze pre skaldrny siéin n, a V¢ plat{ vztah

ng Ve =0 (2.6)

Aby sme si mohli na tomto mieste spocitat komutétor [n;, V}], potrebu-
jeme dosadit do komutaéného vztahu

[z, pk] = ik, (2.7)

kde 0y je Kroneckerovo delta, vyjadrenie zloziek z; a py z rovnic (2.1) a
(2.3). Ak to urobime, dostavame rovnicu

a Vi 0 Vi

0, = —i[rn,, nka - —] —i[rnj,nkg] — i[rn;, —T’i] (2.8)



Teraz vyuZijeme, 7e operatory 71 a V" nezdvisia na r, pomocou ¢oho
rovnicu (2.8) upravime do tvaru

. g, . "
W0, = —in g, o —] — i[n;, Vi]. (2.9)
Ked si este uvedomime, ze [r, aﬁ] 1, kone¢ne dostdame rovnicu
[n5, V] = njne — dji. (2.10)

V Specidlnom pripade j = k a po vyscitani cez index k prejde rovnica
(2.10) na rovnicu
[k, V3] = —2. (2.11)

S vyuzitim rovnice (2.6) potom dostdvame rovnicu
e = 2. (2.12)
Podobne zo vzfahu [z;, zx] = 0 dostdvame hned rovnicu
[nj,nk] = 0. (2.13)

Z rovnice [pj, px] = 0 teraz spocitame hodnotu komutétoru [V}, Vi] tak,
7e dosadime za zlozky hybnosti z rovnice (2.3). Potom plati rovnica

8 0 o0 Vi (V5,0 Vi Vi
nym a1+ [y ~E 2 ]+ 2L, 26 =0, (2:14)

r

Opit vyuzijeme, Ze 7t a V" nezévisf na r, takze mozeme rovnicu (2.14)
prepisat do tvaru
1 V” 0
——[V?, V] = —1. 2.15
7"2[ j ] =I[ny 8 ] [ 87"] (2.15)
Teraz spoCitame Ciastoény komutator [njg,zrz] z rovnice (2.15). Pre
tento komutator plati rovnica

o Vi .01 10

- —Vin
Ins 5] Vedrr ror
1 8 o1 ., 10
- "Jvz;gg —ny k?"2 — Vghj— 87’
[nj, Vk -8—’)" — Ty k’r‘_2. (216)
Ak tento vysledok dosadime do rovnice (2.15), dostaneme rovnicu

1 0 1
—-n;Vi— 3 — [ng, V ]8 +n; (2.17)

1 i n n a
—ﬁ[vj,vk] = ["j’vk]g
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Teraz si uz len uvedomime, ze komutétor [n;, V}] je symetricky v inde-
xoch j a k, preto musi platit rovnica

[nj, Vil — [k, V3] =0 (2.18)

S vyuzitim rovnice (2.18) a po prendsoben rovnice (2.17) faktorom —
kone¢ne dostavame rovnicu

V2, V3] = n; Ve — m V7. (2.19)

2.1.2 Operator momentu hybnosti

Operator momentu hybnosti je definovany vztahom
L; = €jmzipr, (2.20)
¢o je po vyjadreni v sférickych stradniciach
Lj = —iejump V7, (2.21)

pretoze Clen dmerny e;ngn; je identicky rovny nule. Na tomto mieste
je vhodné pripomentt niektoré vlastnosti Levi-Civitovho symbolu €.
Platia pre neho nasledujiice rovnice

€iki€ipg = gkpélq - 5kq5lp7 (222)

€jkp€ikg = 20pq- (2.23)

S vyuzitfm rovnice (2.22) sme schopny spotitat komutacny vztah pre
zlozky operatoru momentu hybnosti. Do komutdtoru [L;, L] dosadime

za zlozky L z rovnice (2.20) a pri dpravich pouzijeme okrem rovnice
(2.22) rovnicu (2.7):

[Lj, Li] = (€japTapp)(EruwTupy) — (€kurTubv)(€japTaPp)

€ja €k (TaPsTuDy — TuPvTaDp)

= €japru (TalPs, Tulpy + TaTuPapy — TulPyTalps — TutaDrps)
€08k —10puTaPy + 00T uPg)

1€j08€km TuPs — 1€jauthuwTaly = V€08 €ukuTuls — LEpja€urkTaDy
i(0pk0ju — Opudin)Tupp — (8ju0ak — Ojkda ) TaPy

i(;pk — OjkTpPs — Tkp; + OjkTala) = 1(TiDK — Tkp;)

(850Kt — 0;t0ks)TsDy = t€1jkE1stTsPr = b€ La- (2.24)

il

I

I
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Pre L? plati po priamom dosaden{ z rovnice (2.21) rovnica
L? = —(euni V7' ) (€jpqnp Vg )- (2.25)
S vyuzitim rovnice (2.22) upravime rovnicu (2.25) do tvaru
L* = (Skgbip — Orplig) i VinpVy
= n ViV — nVingVi. (2.26)

Vdaka rovniciam (2.6) a (2.12) prvy ¢len v rovnici (2.26) vypadne a
druhy upravim pomocou komutdtoru z rovnice (2.10), takze dostavame
rovnicu

L2 = —Ng [V?’ﬂk]V? - nknkV?V?
= —nk(ékl — nknl)V? - V?V? = —V”Q. (2.27)

Pésobenie zloZiek operatoru momentu hybnosti a jeho kvadratu na vodikové
stavy je nasledovné

LAl,m >=1(l+ 1)|l,m >, (2.28)
Ls|l,m >= m|l,m >, (2.29)
Lillym >= J(£m)I+1Fm)|l,m£1>, (2.30)

kde samozrejme Ly = L, £iL,. V neskorsich vypoctoch sa ukaze vhodné
definovat koeficienty )\, tak, aby platilo

Ae(l,m) = JIEm)(I+1Fm) (2.32)

2.1.3 Vybrané komutacné vztahy

V d'algich ¢astiach prace bude potrebné poznat niektoré d'alsie komutacné
vztahy, preto si ich na tomto mieste spocitame.

Najprv spocitame komutétor [ Ly, n;]. Ak za Lj, dosadime z rovnice (2.21),
tak pre [Lg, n;] plati rovnica

[Li, 3] = —ieupg[np Ve, ] = —ierpg(np Vny — njnpVy). (2.33)

Po vyuziti rovnice (2.10) na prehodenie Vi na poslendé miesto vo vyraze
n,Vin; a odcitani rovnakych €lenov dostdvame vyraz

[Lk,nj] = —iekpq(npdqj = npnqnj) = iekjpnp (234)
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Clen nyngn; vypadol, pretoze je symetricky v indexoch p a ¢ a Levi-
Civitov tenzor je v nich antisymetricky.
Podobne spocitame aj komutdtor [Lk,V?], tu vSak pouzijeme naviac
vztah (2.19):
(L, V;‘] = —iErpg[tp V> V;’] = —iekpg(np Vg V5 — V3in, V)
- —iekpq(npnqvg' — 5JPVZ) = ’iEquvg, (235)

kde zase ¢len symetricky v indexoch p a ¢ vypadol.
Dalej bude potrebné spoéitat komutator [L?, n,). Za L? dosadime z rov-
nice (2.27) a postupne upravujeme:

(L% ny) = —[VaVe, ny]=n,VyVy — VyVany,
= [fig VZ]VZ — VZRPVZ — VZ[VZ, ny| — Vgnpvg'
= (npnq - (qu)vg - VZ(% - npnq)' (2.36)

Na tomto mieste je potrebné opif pouzif rovnice (2.6) a (2.12), &m
dostdvame rovnicu (2.36) v tvare:

(L%, np) = —8pg Vi — Vigbpg + 21 = 2(ny — V). (2.37)
Teraz sa budeme venovat komutétoru [L?, V7). Za L? dosadfme z rovnice
(2.27) a postupne upravujeme:
[L%n,] = —[VPV2, VY] = VIVIVE — VAVEVE
= [VaViVE + VeVpVy — V3[Ve, Vil = VeV Vi2.38)
Tu dosadime do rovnice (2.38) komutaény vztah (2.19) a zase vhodne
pouzijeme rovnice (2.6) a (2.12), teda dostavame:
(L% ny] = (npVy —ngVp)Vy — Vi(n,Vy —n,Vy)
= —npL? — ([ng, V] + Vyng) Vg = 2V5 + Vg (I, Vel + Viiy)
= —npL? — [ng, VIV — 2V" + V[n,, V5] — L'y
= —n,L?+V} -2V} +2n, - Vp — L’n,
= —n,L? +2(ny — V) — [L%,ny] — n, L = —2mp L% (2.30)
V tpravach rovnice (2.39) sme (okrem uz spomenutych rovnic) pouzili

naviac rovnice (2.10) a (2.37). .
Posledny komutétor, ktory v tejto casti budeme pocitat je [Li, n; L2,

[L,n;L*] = Lgn;L? — n;L*Ly,
2
= Lgn;L* —n Ly L* + nijLz —n;L7Ly
= [Lg,ny]L% — ny[Ly, L?] (2.40)

13



Tu vyuZijeme, Ze [Ly,L?] = 0 a rovnicu (2.34), teda pre komutator
[Ly, n;L?] plati:
[Lk, n; L% = dexjpn, L2, (2.41)

—

2.2 Maticové elementy operatoru typu V

Operatory, ktoré sa dajd napisat v tvare

— -

V = aA[f(r) + h(r)L*] + g(r)V", (2.42)

budem v tejto praci nazyvat operdtormi typu V. Predtym, ako zacneme
skumat maticové elementy takychto operdtorov, ukdzeme, Ze plati ko-
mutaény vztah

[Li, V3] = i€kjmVim. (2.43)

Platnost tejto komutaénej relacie lahko ukézeme, ak dosadime rozpis
operdtoru V' z rovnice (2.42).

[Lx, Vi) = [Liy 3] £ (r) + [Lay g L) (r) + [Li, V51g(r) (2.44)

Vsetky dielcie komutdtory uz mame spocitané v rovniciach (2.34), (2.35)
a (2.41), takZe za nich do rovnice (2.44) dosadime, teda

[ka V}] = iekjm (nmf(r) =+ nmLzh(T) + V%Q(T)), (2'45)

¢o uz je zrejme rovnica (2.43).

Pod'me sa teraz zamerat na maticové elementy operdtorov typu V. Ak
napriklad budeme chciet uréit, kedy budd maticové elementy < ', m/|V,|l, m >
nenulové, tak to urobime nasledovne. Vztahy (2.37) a (2.39) oblozime
stavmy < I',m/| zlava a |l,m > zprava a dostaneme rovnicu

< U,m/|[L? ny]|l, m >=<U',m/|2(ng, — V)|, m > (2.46)
z dosadenia za komutétor [L?, ng] a rovnicu
< U m/|[L2,m]ll,m >={I'(' + 1) =11+ 1)} < U, m|ng|l,m > (2.47)

z posobenia operdtoru L2. Ak obidve rovnice ddme dokopy, musi byt
splnené

Vl+1)=1(1+1)—2<l,mng|ll,m >= -2 <U',m|VE|l,m > .
(2.48)

14



7 obloZenia druhého komutétoru dostdvame rovnicu
< I',m/|[L3, VR|l,m >=<U',m/| — 2n, L*|l,m > (2.49)
z dosadenia za komutétor [L?, V}] a rovnicu

U+ 1) +1(1+1) <lU,m|VEl,m >= =211+ 1) < U',m/|ny|l,m >
(2.50)
z posobenia operatoru L? a dosadeni z predoslej rovnice. Jednoduchymi
algebraickymi tipravami by sme z rovnic (2.48) a (2.50) naviac ukézali,
ze mus{ platit:

D +1+2)0 1+ D) —1—1) <I,mjmell,m >=0  (2.51)

To teda znamend, 7e elementy < I',m/|ng|ll,m > a < U',m/|Vi|l,m >
budi nenulové len ak plati I’ = [+1. Len by som pripomenul, Ze zatvorky
(I'+1) a (I'+1+2) nebudi nikdy nulové, pretoze I’ a [ su nezdporné ¢isla.
Ak si teraz uvedomime, Ze sme pozadovali operdtor V v tvare (2.42) a
oblozime ho stavmi < I',m/| a |l,m >, dostneme:

<U',m/|Vill,m >=< U, m/|ng{f(r) + h(r)L*} + g(r)Vi|l,m > (2.52)
<U',m|Vi|ll,m> = {f(r)+h(r)I{l+1)} <V, m|n)l,m >+
+g(r) < U',m/|VE|l,m > (2.53)
Tu u# je viediet, e pre vektor V typu (2.42) musi platit:
<\ wVllme=0 U#£I£l (2.54)

Ak d'alej budeme uvazovat [Ls, V3] = 0 a tento komutaény vztah oblozime
stavmi < I, m'| a |[,m >, dostaneme:

<l',m/|[Ls, V3]|l,m >= 0, (2.55)
< ', LsVs — ViLg|l,m >=0, (2.56)
(m' —m) <I',m/|Vs]l,m >= 0, (2.57)
<U',m/'|W5|l,m >= 0, m' # m. (2.58)

Podobne ak vezmeme a [Ls, V4] = +V. a oblozime ho < I',m/| a |l,m >
dostaneme:

< U,m!|[Ls, Va]|l,m >= £ < I', m/|Vi|l,m >, (2.59)
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<& l',m'|L3Vi - ViL3|l,m = l’,m'|Vi|l,m = (260)
b — ) By [Vl = o 2 B [Vl >, (2.61)
<U',m/|Vi|l,m >=0, m' #m £ 1. (2.62)

Ak napriklad vezmeme komutdtor [Ly,Vy] = 0, kde Ly = Ly + 4L, a
V., = Vi + iV, a tento komutédtor oblozime stavmi < ! — 1,m + 2| zlava
a |l,m > zprava dostavame:

< l—l,m+2|[L+,V+]|l,m >= 0, (263)

<l—=1,m+2|L Vi|l,m>=<l—-1m+2|V,Li|l,m>. (2.64)

Po dosadeni posobenia operatoru L, na stav < [ — 1, m+ 2| zprava a na
stav |l, m > zlava dostdvame:

<l=1m+ 1Vl m > _J Uomltmtl
( |

<l—1m+2Villm+1> Nl+m+1){I-m-2)

Teraz len podelime identické ¢leny pod odmocninou a nahradime ich
¢lenmi (I —m — 1):

<l—1,m+1Vill,m> _J il —m—1) (2.66)

<l—1m+2Vilm+1> \NI-m-1)(I-m-2)

V tomto tvare rovnice (2.66) je vidiet, Ze citatel a menovatel sa lisia len
posunom ¢&fsla m o jednotku. Preto mézeme napisat maticovy element
operatoru V, v tvare:

<l—1,m+ 1V |[l,m>= cl\/(l—m)(l—m—l), (2.67)

kde ¢ je konstanta zavisla len od kvantového ¢&isla [. Ak teraz uvazime
rovnicu (2.67) a vyuZijeme, ze 2V3 = [V, L_], lahko dostaneme:

<1—1,mVall,m >= epy/(l —m)(l + m). (2.68)

A podobne, uvdzenim V_ = [L_, V3] dostaneme:

<l-1,m=1V_[l,m >= —e/(I +m — 1)(l +m). (2.69)

Ak budeme predpokladat, Ze operdtor V3 je redlny, potom aj koeficient
¢; je redlny a hermitovskym zdruzenim rovnic (2.67), (2.69) a (2.68) a
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posunutim &isla [ tak, aby napravo od operdtoru bol stav |, m > obdrz
me rovuice:

<l+1,m+1UVill,m >= —qu/(+m+1)(I+m+2), (2.70)

<l+1,m|Vs|l,m >= cl+1\/(l+1—m)(l+l+m), (2.71)

<l+1,m-1V_|l,m>=cy/l—-m+2)(I-m—1). (272)
Este ale potrebujeme uréit koeficient ¢;. K tomu si pomézeme rovnicami:
VAV VAL m >=[cf (2l = 1)(I+m) + ¢, (1 +1 = m)(2L+ 3)]|, m >,

(2.73)
(VLVo + VDL, m >= (V2 —i[Vi, VL)l m >, (2.74)

kde rovnicu (2.73) by sme dostali priamym pdsobenim operatorov na stav
|I,m > a rovnica (2.74) je len vyuzitie nasledujiceho:

V2=VR -V + Ve = Vi + (Vi + VIV, )2, (2.75)

Na to, aby sme zistili presny tvar koeficientu ¢; uz budeme potrebovat
konkrétny vektor typu V.

2.3 Runge-Lenzov vektor

2.3.1 Runge-Lenzov vektor v sférickych stiradniciach

Runge-Lenzov vektor ma v kartézskych stradniciach tvar

Ny 2
——(Lxﬁ—p’x L) — N7, (2.76)

X
2

kde N je hlavné kvantové ¢islo stavu na ktory tento vektor posobi, pil je
ope-rdtor momentu hybnosti, 7 je operator hybnosti a 7 je jendotkovy
smerovy vektor. Tento vektor si vyjadrime v sférickych sturadniciach. Do-
sadime teda za §'a L z rovnic (2.3),(2.4) a (2.21). Potom

= N - g v (o VAN
o N _pewmd Y ml VT e
2( i x(nr—i—r)—{-z(nar—kr)xL) Nt
——E(ig(ﬁxf—flxﬁ)qti(ﬁ”xf £x¥) - Nit. 277)
- 2\0r r EOE
Teraz upravime cleny (7 x L — L x @) a (V" x L — L x V™).
(E X7 —7 X E)'Y = EamLanﬁ = eag,ynaL,g = 6aﬂ7(L0n5 — naL[g)
= €apy(npLla — nalp + [La, ng)) (2.78)
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Vyuzitim rovnice (2.34) dostdvame
(L x @t —7 X L)y = €apy(npLa — naLs + i€aprnz).
S vyuzitim identity (2.23) potom plat{
(L x 7t — 7 X L)y = NaLp(€sary — €apy) + 2i0kyns = —2€apynals + 2in,,.
Avsak plati

—2€ag7naLﬂ = 2ieaﬂ76u,,gnanuv,rj = 27:(6‘,\/5,,04 — (5m(5,,,,)nanuv,’f
= 2i(nyn,Vy —nyn, V7). (2.79)

Kedze plat{ rovnica (2.6), potom
—2eaﬂ7naLﬁ = —22’V2/‘,

a teda _
(ix L—Lx ﬁ),, = —2z'(n., — V:)

Podobne si rozpiseme &len (V* x L — L x V)

(VPXL—LxV", = eupy(ViLp— LoV5)
= €apy(Vals — ViLa — [La, V])
= VaLs(€apy — €pay) — €apylLas Vi
= 2601:57sz5 . Eaﬁ’Y[Lav VB], (280)

kde po vyuzit{ rovnice (2.35) a identity (2.22) dostdvame
—eapylLay V3] = —2V7.
Zatial teda mame
(V' x L— L x V™), = 24,V Lg — 2iV".
Este upravime ¢len 2e,3, V3 Lg:

2eap/Vals = 26apy Vo —i€upn,Vy)
= —2i(6ur0va — 0uadiy)VanuVy)
—2i(Vyn,Vy — Vin, V7). (2.81)

Kedze Vin, = 2, potom plati

Deapy VL = 4V — 2i(n, VIV + [V, 1] VD).

18



Ak este na tpravu [V7,n,] pouzijeme rovnicu (2.10), dostaneme:

= 4V7? — 2i6,, VD — 2in,VIV"
= 2V} + 2in, L (2.82)

Teda celkovo mame
V" x L— L x V"), = 2iV" + 2in,L? — 2%V" = 2in., L2.
8 ¥ ki L i

Teraz dosadime za obidve zdtvorky (V" x L—Lx V™) a (V*x L—Lx V")
do rovnice (2.77) a dostdvame rovnicu

X = —5(1%21(6" — 7))+ ;Ziﬁﬁ) — N#t
d

= N[fi( —1l—=+ %L2> + ﬁ"—}. (2.83)

2.3.2 Kvadrat Runge-Lenzovho vektoru
Pre kvadrat operatoru X plati

X% = N’[1+2H(L*+1)], (2.84)

kde H je operétor, ktory zatial negpecifikujeme. Neskor viak ukdzeme, Ze
sa jedn4d o Hamiltonidn atému vodiku. Na to, aby sme dostali operator X2
v tvare rovnice (2.84), zoberieme druhd mocninu operatoru X z rovnice
(2.83)

5 L2 512
X2 Nz[nk<—1—a—+ )+v8}

kde si navyse oznacime O = ( —1- % + LTZ) Potom plati

X2 ) ) o_,0

N2 = n,On, O + nkOV (9 + Vka nO + V 8 k% (285)

Teraz postupne upravime jednotlivé cleny v rovnici (2.85)

nkOnkO = nknka + nk[O,nk]O
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Komutétor [O,ng] = £[L? nk], pretoze zvysné ¢leny v operatore O ko-
mutujd s operdtorom ny. Potom vd'aka rovnici (2.37) plat

2
[O,n¢] = ;(nk ~ S

nkOnkO = [ + nk%(nk — V’,;‘)O =0? + %O

2 2 2
=(F-1-gE-1-5) 3 ~1~5)
2 B 2 2 2
=(Z=1p+(f) ~(2-0F-pE-D+E-1-§)
2 = 2 2 2
=(F —1)2+(%) —2Ar et E T -l-g)

) 2
=L +1-284 (i) —2(Z - 1)2 +38 +2(-1- 2).(2.86)

ar T

Posledny vyraz zatial nechdme, a budeme upravovat d'alsie ¢leny:

0 e, e,

— = VO— + ni|O, Vi]—.

or B oy el d or

Komutétor [0, Vi] = 1[L?, V], pretoze zvysné cleny v operatore O ko-
mutuji s operdtorom V7. Potom vd aka rovnici (2.39) a vdaka n,VE = 0
plati

n O 1, ,,0 _L*9d
Upravime d'al3{ &len:
8 Y PR
kg0 = Vimg O =250
o (0N, [P0 I
= 25 2p) *2T5 2 @8

A uZ ostéva upravit len posledny ¢len:
n_Q_ 'n,_a_= n nﬁﬂz_IP(g)z
Yor “For Tk koror or

Po dosadeni za vekty spo¢itané éleny dostdvame pre X? rovnicu

2 A £ 2 2 2 )
2 -0 a2 2 o - (f)
2 .



Teraz len usporiadame vhodne ¢Eleny

X? L* I* [0\® _,/0\?
w — b =
E? L2 o 2 0 0

+ 1

B T T -~ - -
I* LY 70\, 0\
= Uagrg~g) -5
3 22 28 2L2% 0 0 0

o SO W DN i I B8, R IO, il

T T ror r Or or or
1+ o =1+ L) - (£>2(1 + L?)
or
20

—§(1+L2) — ;57(1+L2). (2.89)

Teraz koneéne mézeme napisat rovnicu

Il

XA L? %2 2 28
— =14 |- (=) —====—|(1+L? 2.90
N2 +[r2 (87‘) T rar}( L (2:90)
2
kde operator | L — (g;) -2 %a%] oznaéime ako 2H a neskoér ukizeme,

ze sa skutotne jedna o Hamiltonian atému vodiku. Po tejto substiticii
teda dostdvame rovnicu

X? \
&3 = 1+2H1+ ). (2.91)

Podarilo sa ndm teda ukdzat, Ze plati rovnica (2.84).

2.3.3 Komutator zloziek Runge-Lenzovho vektoru

Pre komutétor [X;, X;] dostaneme priamym dosadenim za zlozky X rov-
nicu

L? 0 g L2 0 0

) == 2 _ n - n
[X:, X;] = N*[n; " n1(1+a)+Vza, n](1+a)+V8]
(2.92)
Komutétor [X;, X;] si rozdelime na 9 Casti nasledovne
2 I 0 0 0 0
= ;—  — T = 5 — . = n g 1
K1 [nl r » 1Y r ]7 2 [’I’L (1+87‘),n’7(1+87')], Ig= [vz or v I o ]
L? 0 0 L2 L2 0
= [n;=—,n; — T5 = — -
T [nz 5 ,'nj(1+ar)]> [nz(l—"a ) ]3 T = [ Ni—, Vy 87‘]
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0 L2 0 0 8 0
=)

T = [V?a ], Ts=[ni(1+8 b V”a] T9=[V? iy {1+—=

Teda,
[Xi,Xj] = NZ(T1—|—T2+T3 —T4 —-T5+T6+T7—Tg —-Tg)

Teraz spocitame hodnoty jednolivych komutéatorov T7...Tg:

1
T, = —z(niLanLz—njLGiL2)
r

1
= ﬁ(nmjLQLz + Ny [Lz, 'TLj]L2 - njniL2L2 — Ny [Lz, ’I’Li]Lz)
1
= —ﬁ(ni[Lz, ’I’Lj] — T [Lz, Tbi])L2, (293)
vyuZijeme rovnicu (2.37) a dostdvame
1
2

Ti = —2lnn; = V) - nylms — VDL

2 n n
- ﬁ(njvi — V) L2, (2.94)

Komutétor 7} ponechdme v tomto tvare a ideme upravit komutétor Th:

0 0 0
T, = 1+ g1+ o) my(L+ (] + o)
0 0 6 0
ninj(l—ka)(l 4 o —) —nyns(1+ . —)(1+ o —) =0. (2.95)
Upravime komutator T3:
w0 on 0 w0 on0
= Vg Vigr ~Vig Viar
_— ——
=% VJ’@T«E_V v*@r@r
—
= [VI, V] ]561" (2.96)
Pre posledny vyraz vd'aka rovnici (2.19) plati rovnica
T3 = (niV" nJVn) A (297)

oror’

Upravime komutator Tj:

L? 0 o, L?
T4 = ‘ni’?’n]’(l + g) . nj(l + —8-;)’)’?,,7
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1 0 0.1
= niLGj;(l e —87) — njniLQ(l + -87);
1 0 1 d I A
= niLGj;(l + E) - njniLQ;(l + 5) nin;L*(= — ;5)
1 0 1 1
_ 2 2
= (’I’LiLGj = njniL );(1 + '5;) - ’I'Lj’/"LiL (; — ﬁ)
9 9 By 1 0 Fied 1
= (nin;L* 4+ ny[L*, n;] — nyn; L );(1 - E) njn;L (; — 7'_2)
1 0 1 1
= 'fLi[Lz, 7’),_7];(1 + E) = ’ij’l’LiLz('r— = ﬁ) (298)
S vyuzitim rovnice (2.37) potom pre komutédtor T; plat{ rovnica
1.8 1 1
T4 = 2ni(nj = V]);(l + '(,‘9;) . TLj’I’LiL (; = ﬁ) (299)

Na tomto mieste si viimneme, Ze pre dvojice komutdtorov (Ty, Ts), (Tg, Tr)
a (Ts,Ty) z ich definicie vyplyva

T4(7:’j) . _TS(j’ 7;), T6(i’j) = —T7(j7 i)’ T8(i’j) . —TQ(j’i)

Potom teda pre komutator 75 plati rovnica

e L 0 o1 1
Tk = —an(ni — V; );(1 -+ E) +nin; L (; = ,-"—2) (2.100)
Teraz upravime komutator Tj:
1.0 0 1 10 a1
T = nlA—V— Nl =m0 —— VLA ———
¢ i erar Vjarn r " VJT@T i ey
10 10 1
— 2 n 2 n 2
= niL V?;g - aniL ;E +Vj’I’LiL T‘_2-
13 10 10 1
. 2 2 n n 2 2
18 10 L3 190 1
= Vil A-— o VB LP=— ory[ L2, V| —— = VLA g B 5 et
Vit r6r+[n"v3] r@r+n[ ’VJ]TBT Vit 7"67"+V’n r2
10 I R |
= [ng V;’]LZFE + n[L?, vj];g; + ani}?ﬁ. (2.101)
Posledny vyraz este zjednodusime dosadenim z rovnic (2.10) a (2.39):
10 10 1
. 2 2 2
Tﬁ = (ninj = (Sij)L ;E +ni(—2njL );E + V?TLZL T—z
10 - 1
— [(nmj - 5ij)L2 + nl(—ZnJLz)];E + Vj ’I'LiLz”—:z—
10 1
- —(ninj+5ij)L2;5;+V;‘niL2T—2. (2.102)
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Potom pre 77 plati rovnica

10 n 1
T7 = (njni + 5j1)L2;E — v,,; njL2ﬁ. (2103)
Upravime komutéator Tg:
8 2.0 nd 8 0
" 6 0 ny 8 8
= n;Vj (Ha)a__v 8( +'a_r)
n 0 a,0
= mVi(l+ o ) (1"‘(—9—)8—
" c') 6
- [n‘uv ]( £3 or )5— (2104)
Tu dosadime za [n;, V}] z rovnice (2.10) a dostaneme rovnicu

0,0
Tg = (n,-nj . 513)(1 + E)E (2105)

Potom pre komutator Ty plati rovnica

a Lon 0
or’or
Vzhladom k tomu, Ze dvojice (Ty,T5), (T6,T7) a (Tg,Ty) vystupuji v
komutétore [X;, X;] s rovnakym znamienkom a platia pre nich vztahy
T4(7'7]) = _TS(j: 7')) TS(Z,]) = _T7(j1 7’) a T8(’L:.7) = _Tg(j,é)y bude
vyhodné si pred dosadenim komutétorov Tj...Ty do komutétoru [X;, X;]
spoéitat hodnoty Tho = Ty + T, Thy = T + Ty a T = Tg + Ty, pretoze
¢leny symerické v indexoch ¢ a j vypadnu.
0
=

) 5 1
—2n;(n; — V; ) (1+ 57:)4‘”4"1‘—’32(; — ,r_g)

TlO = 277,1,( V") (

=2@wumw)a+— (2.107)

(2.108)



N N
ariar ~ Lt g =

Potom méZeme napisat pre komutdtor [X;, X;] rovnicu

T12 = (nmj = (SZJ)(l + 0 (2109)

2
[Xi,Xj] = NQ(Tl +T3 — T10 + Tll) = N2 [—(TLJV? — niV”)LQ

,,-2
n n 9 ) n n 9
+(niVj = njVi )<-('$> — 2(njVi = niV ) (1 + 87'\)
1
H(Vini = Veny) L35 (2.110)

Na tomto mieste vyuzijem, Ze plati:

(V;-Lni —Vin;) = (m‘V? + [V;'ly ng) — n; Vi — [V7, n]])
= (niV;-‘ —n;VP) + (njns — ;) — (nsny — dy)

S vyuzitim poslednej rovnice teda plati:

X0 X5 = N[ S(nV; —niv.)LZ—(njv V" )<8r>

9 1
~2(nyV} ~ V) (1+ )~ (V7 = VP ]

g% _1 0 1
- 2 n 9= Y T2
= N*(n;V} —n;V;] )[ (67") 2T(1+67") L 7‘2]
L2 I\?2 2 0
s e 2(,, X7N n . — —_—
= N*(n;V}—nV] )[7‘2 (87‘) T(1+a’r)} (2.112)

Ak urobime substiticiu, ktord viedla na rovnicu (2.91) za vyraz v hra-
natej zatvorke, dostaneme pre komutétor [X;, X;] vztah

[Xi, X;] = N*(n;V} — niV})(2H). (2.113)
Ak si eSte uvedomime, Ze plati:

’I’Ljv — nZV” = (6w~6m- —_ 5m~5,,j)anZ = ejikew,kan’l}
= iejik(—i)e#ykanZ = 'iEjikLk, (2114)

potom médZeme rovnicu (2.113) napisat v tvare

[Xi, X;] = N%e€jix L (2H) = iesjuLip(—2H) N2 (2.115)
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2.3.4 Komutéator [ X, 2H|

V tomto okamziku bude uZitoéné spocitat komutdtor [Xy, 2H], pretoze
ak potom neskor ukdzeme, ze H ma vyznam Hamiltonidnu vodiku a
Runge-Lenzov operator s nim bude komutovat, potom je moZné tento
operétor diagonalizovat na vlastnych stavoch Hamiltonidnu. Komutdtor
[X%, 2H] spocitame priamo, pricom za 2H dosadzujeme tak ako doteraz

2
vyraz [L_z - (_3_) - %(1 + %)}. Potom teda hladdéme hodnotu vyrazu

o 1 gy E* o\%2 2 0
N 1—— L2) },——(—) (1 )] 2.116
{ { ( 8r+ +vk6r 72 or +8r ( )
Kvoli prehladnosti opéaf pocitany komutdtor rozdelime na mensgie €asti,

tak aby platilo:
[ Xy, 2H] = NZR, (2.117)

pricom ¢leny F; su definované nasledovne.

d\?2 2 0
» = {”’" (81‘) } Py = ["'“;(”a)]’

L2
Pl = _[nka_2
T

0 L2 d [0\ o 2/ . 8
e o N e D)}

L? L?

I? (9 L* 2/ 9
Po= mm] B (5) ) A=l 0 5)]

9 I 8 18 82/ 8
Po = [ kg ]P” [ £ gy (aHPH { ’@’F(HE

Vzhladom k tomu, Ze operétory ny a V¥ nezdvisia na r, musf byt P, =
P; = Py = Py, = 0. Zvysnych 8 komutatorov teraz spoc¢itame.

L? il =

P = —[nk, —2} R (2.118)
T T :

Dosadime rovnicu (2.37), teda pre P; plati:

2

Py = = (n — V}). (2.119)

Teraz upravime operator Pj:

P4 = —[nk— - =

= [Lz, nk]’f‘_—'r’ + 2nkL2—T—. (2120)

)}



Opit dosadime rovnicu (2.37), teda pre Py plati:

10

P4:2(nk; Vk) 26

+ 2n,gL2 (2.121)

Teraz upravime operator F:

Po= [mge ()] =2l (0 5]
= mmigr (b 5] - (5 )E)
= migleeg)- Sleg) (155
_ _2nkrl2(1 + %). (2.122)
Teraz upravime operator P;:
P = {nkLTZ f—j] - rlg[nkLQ, 17 = Tig[nk, LAI2. (2.123)

Opit dosadime rovnicu (2.37), teda pre Py plati:
Pp== %(vg — ng) L% (2.124)
Teraz upravime operator Pg:
L? ran? o[£ OX% 1
A= - () | =mr(5) ]
O\21 1/70\?2
_ 20 = k= =
= b {(8r> 7 (61”) }
O\1/0 N1 17872
s 2)f 2 Yo=Y (2 Y=
= B {<8r)r(8r> <8T)r2 r(@r) }
= nt{ (5] ~5le) ~wlm) "2 )
il or or r2\or r3 or

_ 2 i_i(_a_)}
= 2mL {r o (2.125)
Teraz upravime operator Py
2
P = —[nkL—,g(Hﬁﬂ =2nkL2[l(1+2) 1]
A or r or)’'r
= w2 [(5)5] = (5); - (5)]
= 2l ['t‘ or)’r = 2mel or)r 2\or

s[1 70 1
_ 2 _2 _ 2
= 2myl [r2 (BT) - (81")] 2ny L =t (2.126)



Teraz upravime operator Pig:

.0 L T - ey 1 O
Po = |Vigrys|= VLFT—LVW&
1 (9 10
_ w2 - n 2___ 2on — 7
_Verar 2ViL Lvrzar
10
_ n 21 - > n 2_
= Vi L35, —2Vil' 5 (2.127)
Dosadime rovnicu (2.39), teda pre Py plati:
10 1
2 nr
PlO == 27’LkL T‘25; o ZVkL ’r‘_3 (2128)

Teraz upravime operator Pig:

rue 2 2 )] 2 2] o

pricom komutétor [% <1 + %), %} sme uz pocitali pre operator Py a jeho

hodnota bola ;1—2- (1 + % . Potom pre operator Pjs plati rovnica

0
=2 1 2.1
Vi 2( B 8r) (2120)
Teraz dosadime komutédtory P;...P;5 do rovnice (2.117) a dostdvame:
2 ) 10 1 1 )
Xy, 2H] — N{T—(nk = V) + 2 = Vi) o + 2L 2nk—(1 F 87‘)
. 1 1/0
(V — ’I'Lk)L + anLQ l:— - ﬁ(a)} - 2nkL2T—3
148 1 8
+ TLkL 25 2Vy L 3 T \7 ar
" (9 0
- N{‘“*‘VU(“*5>—2WW‘ D(1+35)
(V" —ng) L+ 2(ng — V")L2i —2n L2 = ! (—a—a—)
1
+2nkL2—§} =0. (2.131)

Faktor 2 pri operdtore H samozrejme mozeme vynechat, teda dostdvame

rovnicu
[Xe, H] =0 (2.132)
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2.4 Maticové elementy Runge-Lenzovho vek-
toru

2.4.1 Hamiltonian vodiku v sférickych suradniciach

Hamiltonian nerelativistického atému vodiku v kartézskych suradniciach
ma tvar

2
p
H=—-
2
Ak dosadime za hybnost 7'z rovnic (2.3)

o VM\?2 O\ O Vr V" _9 L2
2____ = v — i =~ v o) 1 )
p? = (nar—i- ) Kar) Fio J (2.134)
.1

(2.133)

S

(2.4), dostédvame pre p? rovnicu

r r Or 712

Ak naviac vyuzijeme rovnice (2.6) a (2.12), potom plati

a\2 208 IL?
g_ _|{ <& el -
o= [(37‘) T e Tz]' Gl
Potom pre Hamiltonidn plati rovnica
17L? o\%2 270
i=3l7- () -:F+)) (2136)

Teda vidime, Ze operdtor H v sekcii 2.3 skuto¢ne odpoveda Hamiltonianu
atomu vodiku.
Pre pésobenie Hamiltonidnu na jeho vlastné stavy | N, [, m > plat{ rovnica

1
HIN,l,m >= ~|N, Lm > (2.137)

Rovnica (2.137) ndm naviac umoziiuje prepisat komutédtor (2.115) do
pohodlnejsieho tvaru, pretoZe v zmysle pdsobenia na stavy |N,l,m >
plati:

[Xian“N; L, 5= ieijkLklea Lm >. (2138)

2.4.2 Maticové elementy

Z rovnice (2.83) je vidiet, ze Runge-Lenzov vektor je operdtor typu V.
Preto pre neho mozeme napisat rovnice (2.73), (2.74), kde od parametru
¢; prejdeme k parametru ¢, aby sme zahrnuli aj zévislost na hlavnom
kvantovom ¢isle pre vodikové stavy a dostaneme rovnicu

(X2 —i[ X1, Xo])|N, I, m >=
= [P -1 +m)+cN 21 +1—m)2l +3)]|N,I,m > (2.139)
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Dalej vyuzijeme rovnice (2.84) a (2.115) a dostdvame z nich pre koefici-

enty ¢V rovnice

[N2(1+2H(L? + 1)) — 4*Ls]|N,l,m >=
= [ - 1) +m)+ N (L +1 —m)(2L+ 3)]|N, I, m >,(2.140)

[N?(1 — 7z (l{1 + 1) + 1)) + m]|N,l,m >=
= [ -1 +m)+ (1 +1—m)2+3)]|N,l,m >,(2.141)

[N2—1(l+1)—1+m]|N,l,m >=
= [N -1 +m)+ N (1 +1—m)(2+3)]|N, l,m > (2.142)

V tejto chvili si este uvedomime, #e koeficienty c!¥, nezdvisia na kvan-
tovom ¢&isle m, preto dostdvame pre koeficienty cl¥ vzhladom k mocnine
¢isla m rovnice

mt: N2—l(l+1)—1=cM@2-1)+ c{if(Zl +3)(1+1), (2.143)
mt: 1=d"(2-1)—c,*(2+3). (2.144)
Z rovnice (2.144) si vyjadrime c{)’rf a dosadime do rovnice (2.143):

ve_ dl@-1)-1

_ 14
1 (21 + 3) {2155}

N+ —1=d"@ -+ 1+ 1[N @—-1)—1]. (2146)

Rovnicu (2.146) uz len nasledovne upravime:
N—l(l+1)—1="[@2 -+ I+ 1) -1)] - (1+1), (2.147)

N2—(I—-1)(I+1)—1=c[(@2 1)+ (22 —1+2—1)], (2.148)

N2 —12=cN*(42 - 1), (2.149)
2 j2
L 3 | 2.150
(4r-1)

Z ¢oho teda pre koeficienty ¢ dostdvame nasledujicu rovnicu

N | (N=DWN+1)
PN @412l -1)
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V tomto okamihu uz teda pozname posobenie vetkych zloziek operatoru
X na vodikové stavy, ak sa pozrieme na rovnice (2.67), (2.68), (2.69),
(2.70), (2.71) a (2.72) a uvedomime si, ze X je operator typu V:

X3|N,l,m >= cNa(l,m)|l—1,m > +ca(l+1,m)[l+1,m >, (2.152)

X N, ,m> = MBl-1,m)l—1,m+1> —
—e Y+ 1,m)[l+1,m—1>  (2.153)

X_|N,l,m> = —'pl—-1,-m)|l-1,m~1>+
+ I+ 1, —m)l+1,m—1>,  (2.154)

kde

a(l,m) = \/El +m)(l —m), (2.155)
B(l,m) = /(L - m+1)(1 — m), (2.156)
¥, m) = (L +m+1)( +m). (2.157)

r];ieto vysledky budeme pouzivat hlavne v Kapitole 4, kde budeme operatorom
X posobit na dvoj-elektrénové stavy.
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Kapitola 3

Metoda 9J koeficientov

V tejto kapitole budeme hladaf vlastné stavy operstorov (X! — X2

[(XI—XT).(LF+LM))2 (Qalej uz len X2 a (X.L)2), metédou 9J koeficien-
tov, kde XTa XU g4 Runge-Lenzove vektory dané rovnicou (2.76), resp.
(2.83), pricom horné indexy odpovedaju prvém a druhému elektrénu.
Analogicky L! a L' si operatory momentu hybnosti pre prvy a druhy
elektrén. Tato metdda je rozpracovand v ¢lankoch [1], [2], [3], [4] a [5]. V
tejto kapitole budd zhrnuté vysledky z tychto ¢lankov a naviac budd pri-
dané vietky stvislosti a odvodenia, ktoré pomézu dani tému pochopit.

V prvej casti tejto kapltoly sa zameriame na atém vodiku a na bézu sta-
vov, v ktorej st operdtory L+Xab-X diagonélne, pricom pouzijeme
vysledky z ¢lanku [9]. Neskor ukdzeme, ako tiito bdzu vyuzit na diago-
nalizdciu ope-ratorov X? a (X.L)? a vysvetlime vyznam 9J koeficientov.

3.1 Atém vodiku - alternativna baza

Najzndmejsia baza stavov atému vodiku je bdza |n,l,m >, teda béza
stavov, ktofa diagonalizuje operdtory H, L? a L,. My sa teraz budeme
zaoberat alternativnou bézou stavov, konkrétne bazou stavov, ktord di-
agonalizuje ope-rétory 52, j2, j1, a Jjo., kde

s Db X
= 2 3 (31>
¢ L=X
g = —— (3.2)
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Operétory ;’1 a 3_"2, maju vlastnosti operdtorov momentu hybnosti, pretoze

spliiuju rovnice:

(71K, J1u]

[2k, J2i]

[jlkajZl] =

1
Z[Llc + Xi, L1 + Xi]

%([Lk, Ly) + [Li, Xi] + [ X, L] + [ X, Xl])

1/. . i )
Z (szlmLm = G ptm Xom, — € Kom. + kalmLm>

1
Z (2i€klmLm + 2i6klme)

Z.Eklmjlm) (33)

1
Z[Lk — Xi, I — X

3 (124 1 = 12, X1 - X L1 + [0, X))

1 4, : 3 .
Z (ZektmLm — tertmAmn + P€km X + ZeklmLm)

1
Z (Ziekszm = Zifklme)

ertmIoms (3.4)
[Ly + X, Ly — X
([Lk, L] = (Lo, X)) + [Xe, L] — [ X, Xl])

<ieklmLm — term X — G€tamXom — ieklmLm> — 0.(3.5)

V dpravdch sme pouzili rovnice (2.43) a (2.138). Na tomto mieste je
dolezité ukazat, ze plati:

To urobime nasledovne:

X.L=0. (3.6)
- - N — = = - 4 2
X.L= ——2—(L><p—p><L)—Nn.L
[E X 25][—: = [Lx PliLi = € Lipi Ly

= €upiLrL; + €[ L, pi) Li (3.7)
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Prvy ¢len vypadne, pretoze je symetricky v indexoch k£ a ¢ a k tprave
druhého ¢lenu vyuzijeme [Ly, pi] = i€ximpPm:

[E X ﬂf_; = i€iri€imPmLi = 2ip;L;

= 2ipi€ipgTpPq = 20€ipqDiPgTp + 1€ipgPi|Tp, Py

= i€ipgPi[Tp, Pg] = —€ipgPibpg = 0, (3.8)
[ﬁX E]E = [ﬁX E]iLi = eiklpkLlLi = 0, (39)
ﬁE = ni(—ieikmkV?) = —ieikmmkV?a =0. (310)

Tymto sme teda ukazali, ze plati X.L = 0. Zaroven viak vd'aka vzfahu
(2.43) plati aj rovnica

teda taktiez plati .
LX=o. (3.12)
Teraz moézeme spocitat j? a ja:
, L+ X\?
J12=< 5 ) ; (3.13)
AP =R X2+ LX+ XL (3.14)
, L—Xy2
gy = (——2 ) ; (3.15)
=P XL - XL (3.16)

Po dosadeni rovnic (3.6) a (3.12) do rovnic (3.14) a (3.16) dostavame
rovnicu

452 = 452 = [ + X>. (3.17)
Vsimnime si teraz, ze vd aka rovnici (3.17) méme namiesto §tyroch operdtorov

72, 43, j1z @ Jou, len tri rozne. Teda vlastné stavy tychto operétorov
moéZeme znadif troma kvantovymi ¢fslami. Zvolme ich tak, aby platilo:

T2190, G20 J12s Gz >= G231, G2s T2y G2z >= 1051 + 1|51, G2, Jizs Joz >,

A (3.18)
Jizld1s 325 J1zy G22 >= J12ld1, J25 F120 G2z >, (3.19)
Joz|91s T2 12» Joz >= Jozld1, J2s J1zy oz > (3.20)
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Kvantové é&fsla j1, a jo, nebudeme potrebovat v dalsich vypoctoch, preto
sa podrobnejsie pozrieme len na vyznam kvantového ¢isla 71 = ja.
Z rovnice (2.84) je vidiet , Ze plati:

X2n,lm> = n?{l- %[z(l + 1)+ 1] b >
= [*—-(0+1)-1]n,l,m>. (3.21)
To znamend, ze plati aj:
(X2 4+ LY)|n,l,m >= (n* — 1)|n,l,m > . (3.22)
Ak este pouzijeme rovnicu (3.17), dostdvame rovnicu
432|n,1,m >= 4j52|n,l,m >= (n* — 1)|n,l,m > . (3.23)

Ak teraz pozadujeme vlastné &isla operétrov 52 = 52 v tvare (3.18), musia
potom pre tieto &isla platit rovnice

45:(r + 1) = 4ja(ja + 1) = (n® = 1), (3.24)
P+ 1) =i+ 1) = CZREED (0
N=Jas= B 1)- (3.26)

2

3.2 Skladanie momentov hybnosti

Ak pracujeme s dvoj-elektrénovymi stavmi |ni,l,my > |ng,lo,mg >,
kde stavy |n,l,m > sd stavy jednotlivych elektrénov v béze vodikovych
stavov, je vd'aka vztahu [L?, H] = 0 vhodné z nich konStruovat stavy
Ing,ma, 1, 11, I, m > tak, aby pre L2 = (Lf + L)? platil vzah

L2|TL1, Na, l, ll, lg, m >= l(l + 1)|n1,n2, l, ll, lg,m > . (327)

Tieto dvojelektrénové stavy sa daji vyjadrit kombindciou si¢inov jedno-
elektronovych stavov nasledovne:

|l,l1,l2,m >= Zci|l1,l1—i > |l2,m——l1+i>, (328)
1=0

kde ¢; st Clebsch-Gordanove koeficienty a plati pre nich nasledujice:

¢ =< l1, Iy — T, lg,m —l + ’I;ll, ll, lg,m = . (329)
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Pre Clebsch-Gordanove koeficienty plati rekurentny vztah:
.fl (l: ll’ l?a m, i)ci-i—l = f2(la 111 l2’ m, i)ci—l = f3(l7 ll; l?: m, 7:)61;, (330)

Fily Ly loym, d) = [(6+ 1)(2h — 9) (2l — m + 4+ 1)(m — )], (3.31)
Foll, 1y, by, myd) = (20 — 4 + Di(m — i +1)(2l — m+4)]F,  (3.32)

fg(l, l1, l2, m, Z) = [l(l + 1) = ll(ll + 1) - lg(lz + 1) — 2(l1 — Z)(lz -— I —I-Z)]

(3.33)
Formulku (3.30) budem vyu#ivat pri konstrukeii vlastnych stavov operdtoru
L?. Konkrétne budem postupovaf tak, Ze vezmem ¢y = 1, potom ¢; sa
vypocita z rovnice (3.30) pre ¢ = 0, vyssie ¢leny podobne. Poslednym
krokom bude normalizdcia koeficientov ¢; tak, aby platilo ¢2 +....c2 = 1.
Existuje priama stvislost medzi Clebsch-Gordanovymi koeficientmi a
tak-zvanymi 3J koeficientami tak, Ze plati rovnica

(jl Ja 7 )=
m; Mg —M

= (1) 1~™(25 +1)7% < j1,m1, o, Mald, J1, Josm >, (3.34)

)

ktora je vlastne defini¢nou rovnicou pre 3J koeficienty a ¢len

< J1, M1, ja, Ma4, j1, Jo, m > je podla (3.29) ¢;, —m, , teda Clebsch-Gordanov
koeﬁcient prishichajflci danjfm jl, my, j2, Mo, J & m.

zaujimavy prlpad bude skladanie §tyroch momentov hybnosti, ktore je
tiez opisané v knizkdch [3] a [10]. Predstavme si, Ze by sme mali skladat 4
momenty hybnosti, oznacme si 1ch ]1, 32, _73 a ]4 Mézeme postupovat tak,
ze poskladdme najprv j1 +Jo=Tl128 Jat+Ja= 34 a budeme hladat bézu
|(J132)]12(J3]4)]34 =T 4 ktoreJ si operdtory j%, a j2, diagondlne. Potom
definujeme Jiz + j34 = j, a budeme hladat bézu |[(j172)512(Jsja)jsals >
v ktorej je diagondlny naviac operator j2. Podobnym postupom by sme
mohli vytvorit bézu |[(413)713(jaja)jea)j >. Potom pre sklarny siéin

Clzss =< [(jrd2)s12(Jsja) 334l 5[ (G1d3) 513 (J2ga) oals > (3.35)

plati nasledujuce:

J1 J2 Ji2
O3 = [(212+1)(2J34+1)(25134+1) (2524 +1)]2 Js Ja s , (3.36)
Jiz Joa )
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kde pre vietky Cisla J jo a jgy plati, Ze vyrazy j(j + 1), ja(Ja + 1) &
joy(jay + 1) i vlastné &isla operdtorov j2, 52 a j3, a

J1 J2 Ji2
Js  J4  J34 (3.37)
Jiz Joa J

je 9J symbol a plati pre neho

?; ;Z ;;z -y ( Jn Ji2 Ji3 ) < Jor Jo2 Jo3 )
. : ; S~ \Mi1 M2 M3 Mo1 Moy Moz
J31 J32 733 %

<j31 Ja2 j33><j11 Jo j31)
m31 Mgz M33 mi1r Mo M31

(jlz Joo j32)<j13 Jo3 j33> (3.38)

Mia Moy 39 mi3z a3z MM33

kde symboly v okriihlych zdtvorkdch si 3J koeficienty definované rovni-
cou (3.34). Ak nds bude zaujimat, ako prejst od bazy |[(j12)712(j3ja)jsald >
do bazy |[(j173)713(jaja)j24]i >, vieme tento prechod napisat v tvare:

|[(j13)d13(joga)doald >= D Ciisall(G1s2)ira(jsga)gsali > . (3.39)

J12J34
Tento postup bude uzitoCny, pretoze ak najdeme také 1 fg, j3 a Ja,
aby jeden retazec skladama momentov hybnosti viedol na stavy vlastné
operatorov L , IE Y druhy retazec na stavy vlastné operdtorom
X2 X: La I~ budeme schopny z rovnice (3.39) vlastné stavy operdtorov
X 2 X Lal? vyj adrlt ako linearnu kombinéciu stavov, ktoré st vlastnymi
stavml operdtorov L2, L1 g L2,

3.3 Diagonalizicia X* a (X.L)? pomocou 9J
koeficientov

V tejto sekcii vyuzijeme vysledky sekcif 3.1 a 3.2 na to, aby sme nasli
vlastné stavy a vlastné &isla operdtorov X? a (X.L)? vyjadrené v béze
dvoj- elektronovych vodfkovych stavov. Ostéva ndm uz iba vhodne zvolit
momenty 51, jo, 73 & j4 a vhodne navrhnit poradie, v ktorom ich budeme
skladat. To urobime nasledovne:

BT . X

s (3.40)

h=
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5 L7 — X
73 = —5—, (3.42)
" Eu +)’(‘11
94 = ———2—, (3.43)

kde znacenie rimskymi indexmi odpoveda tomu, Ze operatory J1 8 Je
posobia na prvy elektrén a operatory jg a ju na druhy elektrén. To, Ze
operatory 3"1...;4 maji vyznam operatorov momentu hybnosti je zrejmé z
casti 3.1, z rovnic (3.3), (3.4) a (3.5) a z toho, Ze operétory posobiace na
rozne Castice spolu komutuji. Teraz modZeme navrhnitf postupnost ich
skladania.

Prvy spdsob ako tieto 4 momenty hybnosti poskladat je:

J=h+i =L, (3.44)
Jaa = Ja+ja = L, (3.45)
F=dutju=0+I" =L (3.46)

Dalsfm z moznych spbsobov skladania je:

N - = I+ X1_XxX0n pix
Ns=ntis=——F—+F 5 = (3.47)

[reDn RI-Xn [_X
2 2 = 2 "
JEN3tJu= 5 + 5 = L. (3.49)
Na tomto mieste sa este pozastavme, pretoze sa tu objavuje mensi problém.
Aby sme si nespdsobili zbytoéné problémy pri d'alsich vypottoch, poZzadujeme
aby platilo pre pdsobenie zloziek operatorov X’ a X!

Ju=Jo+ja= (3.48)

—

X,ﬂnl, ll,ml >= X,£1|n2,l2,m2 > (350)

ak n; = ng, Iy = ly a my = mg, teda aby operatory X1 g XU poOsobili na,
obe castlce rovnakym sposobom Pr1 nasSom postupe skladania momentov
J1...ja ném viak platia pre X X! a X rovnice

X'=j1- T

XM = g4 — 3a. (3.51)
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Pri¢om stavy |ni,li,m1 > a |ng, lz, my > st vlastnymi stavmi operétorov
2 2 » - =
L a LM* kde (v zmysle operdtorov ji...js)

_?I == .Z_:l o+ i:?;
LT = j, + 75 (3.52)

To znamend, Ze pre rozpis stavov |nq,li,m; > a |ng,ly,ms > v bézi
vlastnych stavov operatorov j2...57 platia rovnice

|l1(jl,j2)7m1 = Zcﬂ]l)z > le,ml —1 >,

’l2(j37j4)a my >= ZC{IU:;,?: > |j4a mg — 1 >, (353)

K3

kde ¢! a ¢/t si Clebsch-Gordanove koeficienty. Ak teraz zaposobime

i
operdtormi X7 a X! na tieto stavy, dostdvame

X3 |l(j1, J2), m1 >= (J1z — jos) D_ €l 1,0 > |go, 1 — i >

1

=>"(2i — m1)c!|j1, 4 > [jo, 1 — i >,

(2
X3 o (s, ja), ma >= (jas — Jas) D ¢i'| 3,6 > |ja, ma — i >
%
=Y "(mgo — 20)c |ja,i > |ja,ma —i> . (3.54)

1

Vidime teda, ze posobenie takto definovanych operatorov X! a X" nem4
rovnakid formu. Ak by sme v8ak uvazovali operatory XIa XU , uz by
to bolo v poriadku. Zadmena X! na — X7 odpoved4 zdmene 7! na —77,
&o je zrejmé priamo z definicie operatoru X*! v rovnici (2.76). Lenze pri
tejto zdmene prechdchdza stav |ng, lo, my > na (—1)%|ng, Iy, my > a preto
musime faktor (—1)! do koeficientu C}23¢ z rovnice (3.39) zahrnut.
Tieto dva postupy skladania momentov hybnosti nam teda umoznia pre-
chod z bézy, v ktorej st vlastné operdtory LI, LI a L2, teda stavy
bezne znacené |, 1y, la, m >, definované rovnicou (3.29), do bézy v ktorej
st vlastnymi ope-rdtormi operatory j%, j3, a L?. Znatme zatial tieto
stavy |p, q,l,m >, kde vyznam kvantovych ¢&isel p a ¢ vysvetlim neskor.
Pritom plati

L ¥\2 PP X?4+LX-X.I
Jl3=( ) — 5 (3.55)
2 4
L-X\? D2+X*-LX-XL
124~( 9 )= 4 (3-56)



Tu si este je potrebné uvedomit, Ze pre skaldrny sucin X.L plati rovnica
(4.38) a ze operdtory posobiace na rozne elektrény spolu komutujd, teda

RE=RIII_RUPI_[URI_[IRU_LR (3.57)

Potom mozeme rovnice (3.55) a (3.56) zjednodusit do tvaru

. L+X\2 L[2+X2+2X.0

]123=( ) = , (3.58)
2 4

, L—X\2 I?2+Xx2_-9X1L

J§4=( = ) = 7 . (3.59)

KedZe operétory jZ, j2, a L? si diagondlne v baze stavov |p,q,l,m >,
potom je zrejmé, ze v baze tychto stavov budii diagonalne aj operdtory

. 5 L+ X?
s tis=—5— (3.60)
X2 = 2535 + 253 — L, (3.61)
ity — i =X L, (3.62)
(X.L)? = (535 — Jau)™- (3.63)

Tu este na chvilu odbo¢ime, pretoze z rovnic (3.61) a (3.62) Tahko ukézeme,

ze platia rovnice
(X2 L% =0, (3.64)

[(X.L), L?] = 0. (3.65)

Sta&i si uvedomit, Ze plati rovnica

(713K, Joar] = [J1x + J3ks Jouu + Ju] = 0, (3.66)

¢o vyplyva z rovnice (3.5) a z toho, ze operdtory posobiace na rdzne
elektrény spolu komutuju. Potom urcite plati aj:

[135: B = [ (513 = 3’24)2] =0, (3.67)

(324, L% = [i24, (Ju3 + Joa)?] = 0. (3.68)

Kedze operdtory X2 a X.L méme rovnicami (3.61) a (3.62) vyjadrené
pomocou operatorov j%, 72, a L2, platnost rovnic (3.64) a (3.65) je potom
zrejmé. Tieto rovnice v tejto kapitole priamo vyuZivat nebudeme, ale
budi potrebné, ked budeme v d'alsej kapitole diagonalizovat operéatory
X? a (X.L)? priamou metédou.
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Vd'aka rovniciam (3.61) a (3.62) sa ndm podarilo néjst vlastné stavy
operdtorov X? a (X.L)?, znatime ich |ny,ns,p,¢,1,m > a podla (3.36) a
(3.39) plati

|n1,mo, 0y g, I, m >= Z |1, me, 1y by loym > C’ﬁfimzb, (3.69)
his
, g Iy
oy = (—1)2[(2L + 1) (2l + 1) (215 + 1) (2j2s + 1)]7 S G5 Ja o ¢,
J13 Joa 1
(3.70)

kde vietky zatial neuréené kvantové &isla chdpeme ako funkcie parame-
trov na lavej strane rovnice (3.70).

Tu vidime, Ze sme este celkom neskonéili, pretoze je potrebné uré¢it hod-
noty kvantovych ¢éisel ji...74, 713 @ joa. Kvantové ¢isla j;...74 st v8ak urcené
vd aka rovnici (3.26), teda platia pre nich rovnice:

_(m-1)

n=gp="—7p" (3.71)
Ja= Ja= —(ng—;—ll (3.72)
Pre kvantové ¢isla ji3 a jou plati obmedzenie
1 — Ja| < j1s < (51 + Ja), (3.73)
|72 — jal < Joa < (G2 + Ja), (3.74)

pretoZe operatory Jis a jo4 st dané rovnicami (3.47) a (3.48). Ak teraz
dosadime za kvantové ¢éisla j;...54, dostaneme

1 . 1
§|n1 —ng| < J13, Joa < 5(711 +ng — 2). (3.75)

Ak budeme d’alej povaZovat elekrén s vacsim hlavnym kvantovym ¢islom
za prvy, teda ny > ng, rovnica (3.75) prejde na

1 . 1
5(’!2,1 = TLQ) S J135 J24 S 5(”1 + Ty — 2) (376)

Je zvykom neponechdvat kvantové &isla ji3 a ja, ale prejst od nich dvoma
dvojicami transformacii k kvantovym ¢islam K a T

D = J13 + Jo4, (3.77)
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q=J13 — Jau, (3.78)
K=p—nil, (3.79)
T = |ql. (3.80)

Rovnice (3.77) a (3.78) vysvetluji vyznam kvantovych &isel p a g v
znaceni stavov |p, q,1,m >. Pre tieto kvantové ¢isla plati obmedzenie:

(n1 —ng) <p < (ng+ny — 2), (3.81)

(1—ny) <g<(no—1). (3.82)

Predtym ako napiSem obmedzenie pre K a T, upozornim na to, Ze
extrémy K a T spliiujd rovnice

(K + Doz = (K — T)maz = 12 — 1, (3.83)

(K + T)min = (K = T)min =1- To. (384)

Ak teda neuvazujeme extremélnu hodnotu kvanotvého ¢isla T, dostdavame
obmedzenia Cisla K v zavislosti na T

Kma,z +T < ng — 1, (385)
Kpue—T g =1, (3.86)
Kmin+T 21— ng, (3.87)
Kmin =T > 1- Ny, (388)

Teda koneéne mozeme napisat rozsah povolenych hodnét kvantovych
Cisel K a T
0<T<(ny—1) (3.89)

akedze T'> 0
1l—ne+T<K<nyg—1-T. (3.90)

Poslednym krokom je si uvedomit, Ze 513 + Joa = E, teda musi naviac
platit

l713 — Joa| <1< (J13 + Jou), (3.91)
lg| <1< p, (3.92)
T <1< (K+n—1). (3.93)

Potom teda definitivne

0 <T <min(l,ny — 1), (3.94)
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maz(l+1—n;,1—me+T) < K<ny—1-T. (3.95)

2 w7 A . ’ )
Po zavedeni ¢isel p a ¢ moZeme rovnicu (3.70) napisat v tvare

ot = (122 + 1)(2l + 1) (p+ ¢)(p — 9)]?
{(nl—l)/Z (ny—1)/2 ll}
(ne—1)/2 (ne—1)/2 1y (3.96)
+a)/2 (@—-9/2 1

Teraz spotitam posledni vlastnost stavov |ni,ny,p,q,l, m >, konkrétne
vlastné ¢isla operdtorov X2 a (X.L)? pri pésobeni na tieto stavy, oznaéme
si ich k a A\. Vyuzijeme k tomu vyjadrenie operdtorov X2 a (X.L)? po-
mocou L?, 52, a j2, z rovnic (3.61) a (3.63).

K)|p, q, l)m >= lep’ q, l,m == 2.7%3 + 2.7%4 - L2|pa q,l,m >, (397)

Alp, q,1,m >= (X.L)*|p,q,l,m >= (35 — j3,)’|p, ¢, ,m > . (3.98)

Teda
k= 2j13(j13 + 1) + 2724 (joa + 1) = I(I + 1), (3.99)

A= [j13(j1s + 1) + Joa(jou + 1)]* (3.100)
Kvantové ¢isla ji3 a jaq si vyjadrime z (3.77) a (3.78)

1
ji13 = §(p+q),

. 1
Joa = 5(? - Q)-

Potom teda pre k a A dostavame:

K= (p+q)(%(p+q) + 1) +(p - q)(%(p —q)+ 1) — (1 +1), (3.101)

A= B(m— q) (%(pwt )+ 1> - %(p - q)(%(p =g 1)]2, (3.102)

=3 (40P +(0—0f) + o+ +(p-g) = 1(+1),  (3.103)
r=[H(0+0-0-0?) +3(0ra-6-0)], (@108
k=p>+¢@+2p—1(1+1), (3.105)

A= (pg +q)?, (3.106)

k=pp+2)+¢ —1(1I+1), (3.107)
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A= (p+1)%¢% (3.108)

Poé¢as odvodenia tvaru vlastného é&isla A si mézeme vSimmit, Ze operdtor
(X.L)? nerozlisuje znamienko vlastného &fsla g. A kedze hladdme vlastné
stavy prave tohto operdtoru, je preto neziaduce, aby vysledok zavisel
na znamienku &sla g. Z toho doévodu je teraz vhodné prejst ku kvan-
tovym &islam K a T z rovnic (3.79) a (3.80). Definujme potom stav
|K,T,1,m,n > nasledovne

1
K, T, 1, m,m >= __(|p, lgl,1,m > +m(=1) 2y (gl L m > )

V2
(3.109)

kde 7 je parita stavu |K,T,l,m,m >. V stavoch vyssie st obsiahnuté aj
hlavné kvantové ¢isla n; a ng, len nie si vypisané. S vyuzitim rovnice
(3.69) mozeme napisat rovnice

K, T,l,m,m >=_ |n1,na,l, 1, la,m > DT (3.110)
iz
kde koeficient DET'™ | m3 vd'aka rovniciam (3.69) a (3.109) tvar
vig 1 n n —T l
Ditinats = =75 (Chtnary + TP ™PHOIR ). (311D)

nilinala \/‘2'

Tu je potrebné spomentit, ze pre 9J symbol plati pri permutécii stipcov
rovnica

Ji J2 s . Ja 1 I
Ja s Jo p=(=1)"qJs Ja Js ¢ (3.112)
Jr J8 Jo Js Jr Jo
kde pre symbol S plati S = 37, j;. Teraz si uvedomme, ze koeficienty
Cfﬂmzlz a Cﬁgl—lﬂéz sa lisia len permutéaciou prvych dvoch sptlpcov, teda
plati
=Tl - - Tl
Czilmilz _ (_1)n1 1+ng 1+l1+l2+l+p0£111n2l2' (3'113)
To znamena
KTlx ch’” [1 + m(—1)@m—1t2m—lth+ht24+2)] - (3114)

nilinzle \/i nilinzle

1
DTIl{;%;lgzlz . .ﬁcgﬂl]nglg[l + W(_l)(l1+l2)]- (3115)

To este upravime do tvaru

DT — Pt M(T, ), (3.116)

nilingly nilingla
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kde pre normalizac¢ny faktor M (T, ) plati

M(Ta 7!') == \/5, ak T >0 a 7= (_1)ll+lz,
M(T,m)=0, ak T>0 a 7= (—1)+t
M(T,m)=1, ak T=0. (3.117)

V pripade T' = 0 totiz neméame rézne hodnoty pre +q a —q, teda uvazujeme
len 1 stav. Ak eSte teraz dosadime za p a ¢ kvantové ¢isla K a T z rovnic
(3.79) a (3.80) do rovnice (3.96) dostdvame pre koeficienty DX rov-
nicu

DET  — (—1)2[(2 + )2l + DN(K +T+ny —1)(K —T+ny — 1)]%

- Z(an —1)/2 (np—1)/2 I
(ng —1)/2 (ng —1)/2 ly  M(T, ). (3.118)

(K4+n—-1+T7)/2 (K+m—-1-T)/2 1

A pre vlastné &isla operdtorov X? a (X.L)? rovnice:

k=(K+n —1)(K+n +1)+T*—1(+1), (3.119)
A= (K +n)°T?, (3.120)
ktoré este upravime do tvaru:
k=(K+m)?—-1+T>-1(+1), (3.121)
A= [(K +ny)T) (3.122)

3.4 Program a jeho ¢asova zlozitost

Program na vypocet vlastnych stavov operatorov X2 a (X.L)? pomo-
cou 9J koeficientov je opaf priamoéiary. Na zaciatku poéita Clebsch-
Gordanove koeficienty a to metédou uvedenou v podkapitole 3.2. Tie
potom vyuziva vo funkcidch odpovedajicim rovniciam (3.34) a (3.38).
Potom sa 9J symbol prendsob{ faktorom z rovnice (3.118). Tymto ziskame
koeficienty DX  definované rovnicou (3.110).

Casové zlozitost programu je O(n'°), kde n = n; + ny. Je to sposobené
tym, ze funkcia na vypocet 9J koeficientov v programe obsahuje sumu
prebichajicu cez 9 parametrov rdadu O(n) a konktrétny vypocet pod
sumou je tiez rddu O(n), odpovedajici vypoétu Clebsch-Gordanvych
koeficientov. Teda ak si znova ozna&ime O(CG) ako zloZitost vypoctu
Clebsch-Gordanvych koeficientov, potom zloZitost celého programu je

0(n?).0(Cq).
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Kapitola 4

Priama diagonalizacia
operitorov X2 a (X.L)?

V Kapitole 3 sme ukazali metédu hladania vlastnych stavov operatorov
X? a (X.L)? pomocou 9J koeficientov. V tejto kapitole budeme diago-
nalizovat tieto operdtory priamo a ukéZeme, Ze tdto metéda mé oproti
metdde 9J koeficientov isté vyhody. Materiél v tejto kapitole je povodny
a hlavnym vysledkom tejto kapitoly a celej préace je spolu so sustavami
rovnic (4.86) a (4.91) program, popisany na konci tejto kapitoly a pridany
v prilohe k préci.

4.1 Poésobenie operatoru X?

V predoslej kapitole sa nam podarilo ukézat, Ze plati [L?, X?] = 0. To
znamena, ze mozme hladat vlastné stavy operatoru X? ako linedrnu kom-
bindciu vlastnych stavov operatoru L2. Teda na$im problémom je ndjst
stavy oznacené |L >, pre ktoré budeme pozadovat nasledujiice:

X2|L >= K|L >, (4.1)
’[' H= Z klll2|n17n2’lallal27m b~ g8 (42)
11,12=0

kde |n1,ng,l,l1,lo,m > si vlastné stavy operdtoru L?. Aby sme boli
schopni tito tlohu vyriesit, potrebujeme si najprv spoéitat, ako pdsobi
operator X2 na stavy |ny,na, 1,11, ls,m >. To urobime tak, Ze operdtor
X? rozpiseme do tvaru

X =X - XU = (T T g x Ty x XX (43)
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a zapdsobime jednotlivymi élenmi na stavy |n1,ng, l, l1, l2, m >. Z posobenia
dvojice X1 + X1I* dostdvame:

(X7 + X ny,no, U, 1y, by m >= Kny, o, Ll le,m >, (4.4)

K=m=lL(li+1)—1+n3—l(+1)—1). (4.5)

Pre tento Ciastotny €len sme vynimoc¢ne nemuseli stav |nq, ng, I, 1y, lo, m >
rozpisovat, pretoze operstory X1 a X maju tt vlastnost, ze vodikové
jednoelektréonové stavy st ich vlastné stavy, tak ako to vyplyva z rovnice
(2.84).

Dalej by som este réd zdoraznil, ze K je funkciou kvantovych éisel, takze
korektne by sme ho znagili K(ny,ng,l,1l), ale to kvoli prehladnosti ro-
bit nebudeme, v pripade potreby dolezité parametre uvedieme ako dolné
indexy. Pre nasledujtce ¢leny uz bude potrebné stav |ni,ng, 1,11, lp,m >
rozpisat

X3 X3 le,m >=> e Xilh, i —i > XM |l b —m+i>, (4.6)

1=0

X, —di>=xs_|li — Ll —i > +xse |l + 1,1 —i >, (4.7)
X3-(n1,1,7) = a(ly,l; — i)en, (4.8)

X3+(n1, 1,8) = a(l + 1,1 — )en, 41y, (4.9)

Xy, ly—m+i >= &_|la—1, la—m+4 > +&4 |lo+1, lb—m+i >, (4.10)
&3 (ng, la, m, 1) = a(ly, ls — m +4)cnyy, (4.11)

&4(n2,lo,m, 1) = a(la + 1,1 — m 4 3)Cny141).- (4.12)

Kvéli prehladnosti st hlavné kvantové &isla ng a ny v stavoch nevypiso-
vané. Operdtor X tieto ¢isla nemeni a objavujui sa len v koeficientoch
Cin, takZe to nebude spdésobovat problémy. Este by som poznamenal, Ze
je potrebné rozlisovat Clebsch-Gordanove koeficienty ¢; a koeficienty ¢y,
ktoré dostavame z posobenia operdtoru X aktoré majui vzdy dva indexy.
Koeficienty a(l,m) si definované rovnicou (2.155).
Celkovo teda dostavame:

m
ZCiI:Kgg__‘ll = 1,l1 -1 > |lg — 1,l2 —-—m4+i>
i=0
K33_+|l1 — 1,l1 —1> |l2+ 1,l2 —-—m+1t>
K33+_|l1 +1,l1 -1 > Ilg = 1,l2 —m—}—z >

XgXéI‘l, ll, lg, m >

+ o+ o+

K33++|l1 + 1,l1 —1> |l2 -+ 1,l2 —-—m+1> }413)
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Tu je eSte potrebné vysvetlit vyznam koeficientov typu Kzz__. Prvé dva
indexy odpovedajui indexom operdtorov ktoré na stav posobia v ich po-
radi a druhé dva indexy hovoria o tom, pri akom stave sa koeficient
vyskytuje a ako ho spocitat. Teda koeficient Kop,s sa spocita nasledovne

Ka,bfyé' (nl, N, ll, l2, m, ’I,) = Xa,y(nl, ll) i)§b5(n2, lz, m, ’L) (414)

Indexy a a b nadobudaji teda hodnoty 3,+, — a indexy v a § len +, —.
Dalej budeme pésobit operdtorom X1 X:

X_{_X_I_Ill, ll, lg,m >= ZciXi“l,ll -7 > X£I|l2, l2 —m +Z >, (415)

1=0
kde
Xi{hlh—i> = x4 |h—1,L—i+1>
+ X++|ll+1,l1—i+1>, (416)
X+_(n1, ll,’i) = /B(ll = 1, l1 = i)cn1l1a (417)
X++(n17 L, Z) = _7(l1 + 1d = i)cn1(l1+1)a (4'18)

XMl —m4i> = 6 _|lhb—1Lbh-—m+i—1>
+ & ile+ L lb—m+i—1>, (4.19)
§__(n2, l2, m, Z) = —,B(lg = 1, m — l2 — i)cnzlz, (420)
€_+(’I’L2, lo, m,z’) = ’)’(lg +1,m—1Iy— ’i)an(l2+1), (421)

X_{_XiIll,ll,lg,m >=
zzg’ioci K+___|l1—1,l1—i+1 > |l2—1,l2—m+z'—1 >

+K+___+Il1—1,l1—’1:+1> Il2+1,l2—m+i—l>
+K+_+_|ll+1,l1—’i+1> |l2—1,l2—m+i—1 >

P li A L —i 41> |+ 1l —m+i—1>]. (4.22)
Dalej budeme pdsobit operdtorom X' XI7:

m
XIXTN 0, ym >=> X |, I — i > XH|lg,la —m+i >, (4.23)

1=0
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X£|l1,l1—i> = X__.|l1—1,l1—’i—1 ==

+ x|+, —i—1>, (4.24)
X__(nl, ll,’i) = —ﬂ(ll . 1,’L - ll)Cnlll, (425)
X—+(n1,01,9) = (i + L, = h)Cny i 41), (4.26)

XMy la—m+i> = & |lo—1Llb—m+i+1>
+ Eilb+ L l—m+i+1>, (4.27)

5_'__(7'1;2, lg, m, Z) = /B(lg — 1, l2 —m-+ i)cnzlz) (428)
Eri(ng, o, m, ) = —y(la + 1,1y — m + i) cny 1541, (4.29)

XiX-{-Illall,IZ)m >=
=Yro| K lh—1Lh—-i-1>|h—1Ll—m+i+1>

+K_+_+|l1—1,l1—7;—1> ]l2+1,l2—m+7,+1>
B g 4L —i=1>la=1,—m+i+1l>

4K+ Ll —i—1> |+ 1, —m4it] >}. (4.30)

Ak to zhrnieme, tak pdsobenim operatoru X2 na vlastny stav operdtoru
L? sme dostali celkom 13 sim, z ktorych tych 12, ktoré obsahuji ko-
eficienty typu Kupys, sa uz vSeobecne nedd napisat ako nejaky vlastny
stav operatoru L?, pretoZe tieto koeficienty priamo zdvisia na s&itacom
indexe sumy. To viak predstavuje problém, pretoze nasim cielom je prave
zapisat poésobenie X2 v tvare (4.1). Naviac z komutécie operdtorov X2
a L? vyplyva, Ze to je mozné. PomdZeme si nasledovne. V&imneme si, 7e
12 stim je mozné preindexovat tak, aby sa pod nimi vyskytoval ten isty
stav. St to trojice sim s koeficientami K3z\5, K4 _vs & K_4,5. Sumu s
koeficientom Kj33,5 nechdme, v sume s koeficientom K, _,; prejdeme od
t kui+1 a v poslednej sume prejdem od 4 ku ¢ — 1. Napriklad pre vy = —
a § = — touto procedirou dostaneme pre Kzs__:

ZCiKSS——(i)lll -1L,L—-i> |l2 —1Llb—m+1i>,
i=0

teda ze suma s koeficientom K33__ sa nepostiva. Dalej pre K, ___ prejde
suma

m
YooK (@)h—-1Lh—i+1>|b-1L-m+i—-1>
i=0
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Na sumu
m+1
YooK+ DL —Lh—i>|la—1L,b—m+i>.

i=1

Nakoniec suma

m
YooK o (Oh—-Lh—-i—1>|h—-1bL-m+i+1>
=0

prejde na sumu
m—1

Z Ci_lK_+__(i— 1)|ll -1, —i> |l2 — 1,l2 —m+i>.

i=—1

Teraz mozeme vietky 3 sumy vyssie zlugit pod jednu, ktord bude prebie-
hat indexmi od i = —1 po i = m + 1, kde samozrejme budeme uvaZovat
len tie stavy |n, I, m >, ktoré splitajt podmienku |m| < 1. To uz ale zdvisi
na druhej dvojici indexov koeficientov K,4ys, pretoze tie uruji posun pa-
rametrov I; a Iy v stavoch. Takto by sme zistili, ze skutotné medze pre
pripad druhej dvojice indexov —, — s1i 2 = 1 dole a i = m — 1 hore.

Pre vyssie uvedeny pripad bude pod zli¢enou sumou stav |l; — 1,11 —i >
[l — 1,1 — m + 14 >. Tento stav bude ndsobeny vyrazom

L__ (Z) = 2CiK33___(’l:) -+ Ci+1K+.___ (’L + 1) + Ci_lK___|___(i . 1)

Rovnakym postupom by sme ziskali aj koeficienty L_ (2), L _(¢) a L4 (7).
Faktor 2 pri koeficiente ¢; odpovedd tomu, Ze pred operdtorom X1 X! je
taktiez faktor 2. Zatial teda méme

X2,11,12,1 >= K|I,11,12,m > —
m—1
=Y L_@)h—-1h—=i>l—1lb—-—m+i>—
i=1
m+1
— Z L_+(Z‘)|l1—1,l1‘—’t'> [l2+1,l2—m+2'> —
=1

m—1
— > L (@)|h+L,h—i>|lb—1l—m+i>—
i=—1
m+1
== Z L++(i)|l1+1,l1—’i> |lg+1,l2—m+i> (431)
i=—1
To v8ak eSte stéle nie je pozadovany tvar, pretoze koeficienty L.s; st
zavislé na sumovacom indexe. Ale kedze vysledkom pdsobenia operatoru
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X? m4 byt linedrna kombinécia vlastnych stavov L? musi byt mo#né sa
tejto zavisloti zbavit nasledovne

L__(i) = —€i1@Q--, (4.32)
L (1) = =@y, (4.33)
L+_ (Z) = —Ci+1Q+_, (434)
Ly (d) = —cit1Q++4, (4.35)
kde uz Qup st koeficienty nezdvislé na indexe ¢ a znamienka — (v rovni-

ciach vyssie) majui len kozmeticky vyznam. Koneéne

XQIl,ll,lg,l > = Kll,ll,lg,m > +Q__|l, L—-—1,l,—1,m>+
+Q_+Il,l1 i 1,l2 + 1,m > +Q+_|l,l1 + 1,l2 - 1,m >+
+Qii |+ 1+ 1,m >, (4.36)

kde koeficienty Qap su definované rovnicami (4.32), (4.33), (4.34) a (4.35).

4.2 Pobsobenie operdatoru (X.L)?

V tejto sekcli zistime posobenie operdtoru (X.L)? na vlastné stavy operdtoru
L?. Tym umoznime hladanie vlastnych stavov operatoru (X.L)?. Na to,
aby sme mohli oakévat vysledok v tvare linedrnej kombinécie vlastnych
stavov operdtoru L2, musime najprv ukézat, Zze plati [(X.L)?, L?] = 0.
Ak plati, ze Tubovolné dva operdtory A,B splitujt [A, B] = 0, potom

[A%, B] = AAB — BAA = ABA + A[A, B] — ABA — [B, A4,

[A%, B] = A[A, B] - [B, A]A = 0.

Teda vd'aka rovnici (3.65) nutne plati [(X.L)? L?] = 0.

V tomto momente sme uZ opravneny otakévat, ze ak zapdsobime operatorom
(X.L)? na vlastné stavy operatoru L?, dostaneme linedrnu kombindciu
tychto stavov.

Vypocet posobenia operdtoru (X.L)? bude prebiehat obdobne, ako pre-
biehal vypocet pre operator X2, Najprv zapOsobime operdtorom (X.L)
na stav

|n1, no, 1, 11, lo, m > a potom na vysledok zapdsobime tym istym operdtorom
este raz.

Teraz sa pozrieme ako vyzerd operdtor (X.L) v rozpisanom tvare.

KL= (R = RUY(L 4 [y = R4 1L — RULT_ 1 fH
(4.37)
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Na tomto mieste je dolezité, ze platia rovnice (3.12) a (3.6), pretoze
potom mézeme rovnicu (4.37) upravit nasledovne:

XL=X"1"T-X" L1 (4.38)
A po rozpisani do zloziek:
oX.L=2XILY + XILT + XTI Ll —oxITLl - XU LT — XML, (4.39)

Teraz uz zacneme poéitat pésobenie jednotlivych operdtorov na stav
|n1, na, 1, U1, I, m >. Opat budem kvoli prehladnosti vynechavat kvantové
¢isla ny a no.

m
XéLéI’l, l1, lz,m >= ZCiX;J{lll, ll -7 > L§I|l2, lh —m+1 =5 (440)
=0

Xilhlh—i>=xs-|h—Lh—i>+xaelh+ L, —i>.  (4.41)
Kde x3- a x3+ st funkcie definované rovnicami (4.9) a (4.8).
L, by —m+i >= M|lg, lo —m+3> . (4.42)

Funkcia Az je definovand rovnicou (2.31). Teraz naviac definujeme nové
funkcie Py, tak, aby platilo:

Pab'y (nl) ll) l2, m, Z) = Xa'y(nla l17 i))\b(l27 m, Z)' (443)

Potom:

m
XL L ym>=Y e [1333_”1 b - b h—mAis 4
=0

+P33+|l1 + 1, ll -1 > |l2, lh—m+1i> .(444)
Dalej:
XILTL 0,y m >= Y e X i, b — i > Ll ly —m 44 >, (4.45)
=0

XHL L —i>= x|l =1, —i+1> +xpq|lb+1,11 —5+1>, (4.46)
LAl by —m+i>=A_|lg,la—m+i—1>, (4.47)
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kde funkcie x4_ a x4+ sd definované rovnicami (4.17) a (4.18) a A_ zase
vztahom (2.32).

XL byl m >=) ¢ {PJr__u1 — 1Ll —i+1>|llh—m+i—1>
i=0

—|—P+_+|l1+1,l1—i+1>|l2,l2—m+i—1> . (448)

XILHL L lym >= 3" Xl b — i > L |, b —m+4 >, (4.49)
=0

X h—i>=x__|h—-1,Lh—i—-1>+x_4|hi+1,h—i—1>, (4.50)
Lf|l2,l2—m—|—i >= )\+|l2,l2—m+2+1 =y (451)

kde funkcie x__ a x_, st definované rovnicami (4.25) a (4.26) a A, zase
vztahom (2.32).

XL Ly lp,m >= ) ¢

1=0

AP+ L h—i—1> |l h—m+i+1>]|. (452

P_+_]l1—1,l1—z’—1>|l2,l2—m+i+1>+

Podobne, ako to bolo pri posobeni operatoru X2, aj v tomto pripade je
mozné po vhodnom posunuti siim v ich s¢itacich indexoch viaceré stavy
dat pod jednu sumu. Jedna sa o stavy s koeficientmi Ps3,, Py_ a P_y,.
Pri stave s koeficientom Ps3, index nechdme, pri stave s koeficientom
P,_., zmenime index ¢ na %+ 1 a v poslednom pripade prejdeme od 4 k
i — 1. Este prejdeme ku novym koeficientom:

U_ (nl, l1, l2, m, ’L) = 2CiP33_ (i)+ci+1P+__(i+1)+ci_1P_+_ (2—1), (453)

U+ (nl, ll, lg, m, ’L) = 2CiP33+ (i)+ci+1P+_+(i+1)+ci_1P_++ (Z—].) (454)
Potom:

m+1
XLLYL b, b, m>= [U_|l1 —Lh—i>|llb—m+i>+

i=—1

+U_|_|l1 -+ 1,l1 —17 > |l2,l2 —-—m+1> (455)

Podobne by sme mohli pre operator LT X definovat koeficienty Z,y:

Zab'y(n27 l17 l27 m, Z) = )‘a(ll) 'L)fb'y(n% l2’ m, 1’)’ (456)
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kde funkcie A3 a Ay sa urcené rovnicami (2.31) a (2.32) a funkcie &1,
€3y Evy, €4, -y a &, rovnicami (4.12), (4.11), (4.29), (4.28), (4.21)
a (4.20). Potom samozrejme

L§X§I|l,ll,l2,m >= Z [Z33+|l1,l1 —i> |l2 + 1,12 —-—m+i>+
=0

+Zg3_|l1,l1 —1> !lg = 1,l2 —m+1i> :|,(457)

LEXT(L b lyym >= Y [Z+_+|ll,l1 i1 4l —mtie1>+

1=0

2 |l =i+l > |l2—1,l2—m+i—l>}, (4.58)

XM, ym >=S [z_ﬁurul,z1 i1+ Lh—mtitl>+
i=0

s T e de T [l Ul =sedi 1 ] (4.59)
V tejto situdcii zase preindexujeme vhodne sumy, a definujeme nové ko-

eficienty:
—W_(’ng, li,la, m, Z) = 205Z33_(i) + Ci+1Z+__(7: + 1) =+ cl-_lZ_+_(z' = 1),

(4.60)
—W+(”z, ll, lg, m,z) = ZC'ZZ33+ (Z) + C7;+1Z+_+(7: + 1) =+ Ci_1Z_++(’I: — 1)
(4.61)
Potom:
o m-+1
DRI ym = Y [W_|l1,ll i Ll —mtis 4+
i=—1

+W+|l1,l1 —1> Ilg +1L,lo—m+i> (462)

Teda celkom mame:

LX |, lpym >= (XL — LT X1 1y, by, m >=
m+1

= {W_|l1,l1—z’> = Lyt
i=—1

Wil li—i> o+ Ll —m+i>+
+U_|l1—1,l1’—i> |l2,l2—m+i>+

UL+ 1, =i > |l lp—m+i> ] (4.63)

54



Teraz opif vyuZijeme to, ze [L.X, L*] = 0, teda vysledkom pésobenia
operdtoru L.X na vlastné stavy operdtoru L? musi byt linedrna kom-
bindcia vlastnych stavov operdtoru L2 A kedZe vsetky stavy z rovnice
(4.63) st linedrne nezdvislé (pre konkrétnu volbu I, 11,1y, m >), potom
je mozné definovat funkcie A4 a By nasledovne:

U:t(’l,) = Ci:tlAi Ai 7é Ai(i), (464)

Wi(’b) = CiBi B:t 75 Bi(l) (465)

A vyuzitim toho potom:

LX|l, ll,lz,m >= A_|l,l1 = l,lg,m > +A+|l,ll = 1, lz,m > =
—I-B_ll,ll, lo —1,m > —|—B+|l,l1,l2 +1,m>. (466)

Tu sme ale neskoncili, pretoze nds zaujima pdsobenie operdtoru (L.X )2
Nastastie z rovnice (4.66) to zistime jednoducho tak, Ze na pravi stranu
rovnice zapdsobime operatorom (L.X) este raz:

(LX), lpym >= A_LX|LI — L lg,m > +A, LX|l,I; + 1,15, m >
+B_LX|Z, Lh,lo—1,m> +B+LX|l, Ii,lo +1,m >, (467)

(LX) 1y lgym >=A_A |l 1y — 2,1p,m > +A_AL|l, 11,1y, m >

+A_B_|l,l—1,ls—1,m>+A_By|lLli =1, I+ 1,m >

+ALA L, le,m > +ALALL L+ 2,1,m >

+ALB_|ll +1,ls—1,m>+ABy |, +1,lb+1,m >

+B_A_|lLh—1,ls—1,m>+B_A L+ 1,l,—1,m >

+B_B_|l,l1,ls —2,m > +B_By|l,l1,ls,m >

+BLA_|lL -1, b+1,m>+B;A L+ 1,lb+1,m>
+B,B_|l,ly,ly,m > +By B, |l, I, Iy + 2, m >(4.68)

Teraz uz len zhrnieme rovnaké stavy dokopy a prejdeme k novym koefi-
cientom.

(LX), 1y, by, m >= Eo|l, Iy, lp,m > +

Bl 1 — 2,lp,m > +Eo|l,ly 4+ 2,lo,m > +

+ B3|l I — 2,m > +Ey|l 1, b+ 2,m > +

+Es|l, 1 — 1,ls —1,m > +FEg|l,l; — 1,lo+ 1,m > +
+E7 |l L+ 1,1 —1,m > +FEg|l,l1 +1,la+1,m > . (4.69)
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Pre koficienty E; plati:

Eo=A_A,+A,A_+B_B, +B.B_, (4.70)
Ei=A_A_, (4.71)

Ey=A.A, (4.72)

Es=B_B_, (4.73)

Es= B,B,, (4.74)
EBs=A_B_+B_A_, (4.75)
E¢=A_B, +B,A_, (4.76)

B, =A,B_+ B,A_, (4.77)
Ey=A.B, +B. A, (4.78)

Samozrejme funkcie F; zdvisia na rovnakych parametroch ako koeficienty
A4 s By ktoré obsahuju.

4.3 RieSenie stustavy a vypocet koeficien-
tov
To, ako posobia operdtory X? a (X.L)? na stavy |ni, ng, 1,11, lo,m > uz

vieme. Teraz si tieto stavy potrebujeme vhodne nakombinovat, aby sme
zisklali stavy |£ >, pre ktoré plati:

XL >=k|L >,
(X.L)*|€ >=A|L >, (4.79)
I‘C = Z klllzln11n27 l) l11 l2)m 2 s

l1,l2=0

Cielom tejto podkapitoly teda bude néjst koeficienty k;;,. Najprv sa
budeme zaoberaf tymto problémom pre operdtor X2, potom pre (X.L)2.
Postupovat budeme tak, Ze do rovnice (4.1) dosadime sa stav [£ > jeho
rozvoj (4.2) a pomocou rovnice (4.36) zapdsobime operdtorom X? na
jednotlivé stavy.

2
X Z klllzln17n21l7l17l2)m >=K Z klll2|n1,n2,l,l1,l2,m >7

Hl=0 I, la=0

(4.80)
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X2 Y kgl bybeym>= 3 khlz[K(ll,lg)U,ll,lZ,m>

l1,l2=0 11,l2=0
+Q——(l1a l2)ll) ll - 1; l2 . 11 m > +Q—+(lla l?)lla ll . 11 l2 * l,m )

+Q+_(l1, lz)'l, ll + 1,l2 = l,m = +Q++(l1,l2)|l,l1 + 1, l2 + l,m > }481)

X Z klllz|l,l1,l2,m >= Z klllzK(ll,l2)|l,l1,l2,m>

11,l=0 11,l2=0

+ Z kllle__(ll,lg)Il,ll = 1,l2 - l,m >
l1,l=0

-+ Z kllle—+(l1a lg)ll, Iy — 1, Iy + 1,m >
l1,l2=0

+ Y kQi-(L L)L L+ 1, —1,m >
11,l12=0

+ Y kg Qi (LWL L+ 1L+ 1,m> . (4.82)
l1,l2=0

Teraz posunieme sumovacie indexy tak, aby sme pod sumami dostali
rovnaké stavy.

X2 N kil by lbym>= >0 kK, L)L, 12,m >

l11l2:0 l17l2:0

+ Z k(ll+1)(l2+1)Q——(l1 + 1, + 1)) 1,1y m >
l1,l2=1

+ >, ku+)t-1Q@—+ (1 + 1,00 = )|, 11, lp, m >
(11=1),(l2=-1)

+ > kai—1)aa+1)@+—( — L, + 1)|1, 11, lg, m >
(I1=—1),(l2=1)

+ Z kui-1)to-1) Q4+l — L, lo — Vi, Iy, lo,m > . (4.83)

li,lea=-1

Pri¢om je potrebné spomenit, Ze v sumdch sa scita aj cez nefyzikélne
stavy, napriklad Iy = —1. To je potrebné chdpat tak, ze koeficienty k;; st
nulové ak i < 0,72>mn1, 5 <0aj>ns.

X2 Y kgl ym>= 3 [kmzK(ll,lz)
I1,l2=0 Lila=—1

+h 1)1 @—— (L + 1,1+ 1)
Fhy 1) t-1)@—+ (L + 1,1 — 1)
k1)t @+l — L, la + 1)

gty Qo [ — Ly — 1)] 4,0, Ig,m > . (4.84)
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Pricom pozadujeme:

3 kkupll i lym>= ) [klllzK(llalQ)

T gt i de——1
+h@ 41y e@—— (L + 1,1+ 1)
+h 10— Q-+ (L + Ll = 1)
+kg 1) 1) @e— (I — 1,12 + 1)

ity Qs (f = 1, 1a — 1)} 1,0y, by > (4.85)

Ked si uvedomime, Ze stavy |l,11,l2, m > s linedrne nezdvislé, mozeme
napisat:

[k — K(l1, 1) kne, = k@41 +)@--( + 1,1 + 1)
+Eu 1)~ @+ + 1,12 — 1)
kg -1+ Q@+-(1 — 1,1 + 1)
Tkt -1)t-1) @4+l — 1,12 = 1). (4.86)

Rovnica (4.86) spolu s normovacou podmienkou

>, k=1 (4.87)

l1,l2=0

ndm tvor{ systém rovnic pre koeficienty ki,i,.

Na tomto mieste je potrebné odbocit a povedat nieto o stavoch |£ >.
Stavy |£ > odpovedaju stavom znacenym |1, ne, K, T,1,m > z kapitoly
3,kde K a T splnaJu rovnice

k= +K?+T*—1-1(1+1),

A= (’fll + K)QTz,

kde k a \ st vlastné &isla operdtorov X2 a (X.L)2.

Ako vidime, vlastné ¢isla k a A zdvisia na ¢islach K a T kvadraticky, teda
moze nastat pripad, ked pre rozne dvojice {K,T} dostaneme rovnaké
vlastné ¢islo k. To sposobuje, ze systém rovnic (4.86) s normalizatnou
podmienkou nebude musief byt jednoznaéne rieitelny, pretoze niektoré
rovnice v systéme (4.86) sa budi moct opakovat. V tom pripade je po-
trebné dodat d’'alsie rovnice pre koeficienty k;,;,. Tie ziskame samozrejme
z rovnice (4.79) tak, zZe dosadime za stav |£ > a vyuZijeme rovnicu (4.69).

2 Z klllzllalla12am>:)\ Z kl1l2‘l7l1,l2am >, (488)
11,1o=0 11,l2=0
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(X'L)2 Z klll2|l7l1’123m>: Z kllleO(lth)[l)ll’lZ?m>

l1,l2=0 l1,l2=0

+ Y kBl b)) —2,l,m >

l1,l2=0

+ Z ki Eoly, I2)|l, L + 2,15, m >

l1,l2=0

+ Z kllleS(lh l2)[l, ll,lg —-2,m >

l1,l2=0

+ > ki Ba(l, )|, 1 4 2,m >

l1,l2=0

~+ Z kllleS(lla lg)ll,ll —_— 1,l2 — 1,m >

l1,l2=0

+ 3 kB, L)L G — 1,5+ 1,m >

l1,l2=0

+ Y kBl L)L+ 1, —1,m >

11,l2=0

+ Y kBl )L+ 1,1+ 1,m >, (4.89)

11,l2=0
Opit vhodne preindexujeme sumy:

S Mol iyl m>= > ki Eo(ly, )|l 1, lo,m >

l1,l2=0 l1,l2=0

—+ Z k(l1+2)l2El(l1 +2, lg)ll,ll,lg,m >

[1=2,l3=0

+ Z k(ll—Z)l2E2(ll - 27 l2),l) ll) l?a m >

11=—2,15=0

+ Z kll(zz+2)E3(l1, la+2)|1, 1, la, m >
11=0,l3=2

+ Y kuge-nEally, b —2)| L, o, m >

11=0,lp=-2
+ Z Ky +1) a1y Bs(ly + 1,12 + D, by lo, m >

I1,la=1

+ Y k- Bs(l + 1,1 — 1|11, lp,m >

li=1,la=-1

+ Y ke Bl — 1, + D)L, b, m >

li==1,l2=1

+ Z k(ll—l)(lg—l)E8(l1 — 1, l2 — 1)|l, ll, lg,m >

l1,la=—1

Vd'aka nezévislosti stavov |1, 11, s, m > potom:

(4.90)

ety — ki Eo(l1, o) = kay oy, Bl + 2,1s) + kg -2y, Eo(l — 2, 1)
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ki o2 E3(l, lo + 2) + ki g,—0y Ea(l1, ls — 2)
+ku e Es(l + 1l + 1) + kgynyge—1 Be(l + 1,1 — 1)
+k(ll_1)(12+1)E7(l1 — 1,1+ 1) + k(ll—l)(l2—1)E8(l1 — 1,15 — 104.91)

V tomto momente sme hotovi, pretoze systém (4.86) a systém (4.91) spolu
s normaliza¢nou podmienkou (4.87) uz jednozna¢ne uréuju koficinety ki,
a teda aj vlastny stav |£ > operdtorov X? a (X.L)2.

Sustavy rovnic (4.86), (4.91) a naprogramovanie ich rieSenia tvor{ hlavny
vysledok tejto prace.

4.4 Program a jeho €asova zlozitost

Ako sme videli v doterajSom postupe, stav |£ > nemdme analyticky
vyjadreny, pretoze koeficienty k;,;, v jeho rozvoji si rieSeniami systému
rovnic, ktoré nemdme analyticky spoéitané. Na ich vypocet som napro-
gramoval program, ktory je ku préci pridany ako priloha.

Program v podstate kopiruje postup z predoslych kapitol. Za¢ina pro-
cedirou na pocitanie Clebsch-Gordanovych koeficientov. Nasleduju funk-
cie na pocitanie vSetkych definovanych koeficientov az po vysledne koefi-
cienty K, Q,s, E;. Do tohto okamZiku je program v podstate priamociary,
akurét pri jeho vytvarani bolo potrebné venovat zvyseni pozornost posiivaniu
indexov sim ktoré vedud k definovaniu koeficientov L.s, W4, Us. Dalgfm
technickym problémom bolo zostavenie matic, ktoré odpovedajui systémom
rovnic (4.86) a (4.91). Podobne, ako v procedire pre Clebsch-Gordanové
koeficienty, normaliza¢na podmienka je zahrnutd do systému rovnic tak,
ze sa jednaz premmenych nastavi na jednotku a vsetky premmenné sa
na konci vypoctu podelia normalizacnym faktorom. Dalsim problémom
bolo usporiadanie rovnic do matice, pretoze pri neznamych k;;, mame
dva indexy. Teda bolo potrebné urobit pomocné procediry, ktoré vzajomne
jednozna¢ne priradujd dvojici indexov 1 a Iy jeden index. V programe
som sa snazil vystacit si len so systémom rovnic (4.86), pretoze obsahuje
menej dat. To vSak nebolo vidy mozné, pretoze ako uz bolo spomenuté
v predoSej podkapitole, systém rovnic (4.86) nemusi byt jednoznaéne
riesitelny kvéli mo#nej degenerécii. Teda poslednym problémom bolo za-
riadit, aby stistava obsahovala len linedrne nezévislé riadky. To som urobil
tak, Ze ak pomocnd procedtira zistila Ze pri danej volbe vlastnych ¢isel
je systém rovnic (4.86) degenerovany, pridala sa dodatotnd rovnica zo
systému (4.91). Konkrétne ak sme za jednotkovy polozili koeficient kz,1,,
potom sa zo systému (4.86) odstranila rovnica s indexom odpovedajicim
dvojici indexov [y = L9 a lp = L; a nahradila sa rovnicou s rovnakym
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indexom zo systému (4.91). Teda ak napriklad kos = 1 a dvojici indexov
3 a 0 odpovedd index (napriklad) 4, potom 4. riadok v matici odpove-
dajici rovnici v systéme (4.86) pre l; = 3 a l, = 0 nahradime rovnicou zo
systému (4.91) pre l; = 3 a l; = 0. Robime to tymto spésobom, pretoze
v degenerovanom pripade su koeficienty k;,;, symetrické alebo antisyme-
trické v I; a ly. Preto ak polozime koeficient £y, rovny jednotke, tak
rovnicu pre Iy = Ly a ly = L; zo systému (4.86) nepotrebujeme. A ak
vezmeme rovnicu s tymito indexmi zo systému (4.91), bude so vetkymi
ostatnymi rovnicami lindrne nezavisla. Vyslednu stistavu riesim Gausso-
vou eliminéciou.

Casovi zlozitost porgramu je radu O(n?), kde n = ny + n,. Casovo naj-
nirocnejsia procedira je zadanie hodnot do matice sistavy (rddu O(n?)).
Ak si oznaéim zlozitost funkcie na vypocet Clebsch-Gordanovych koefici-
entov O(CG) ( v mojom programe O(CG) = O(n) ), potom sa zlozitost
programu dé napisal v tvare O(n?).0(CG).

4.5 Porovnanie metod

Obidve metédy poéitania vlastnych stavov operdtorov X? a (X.L)? ndm
ddvuju stavy |nq,ne, K, T,l,m > s rovnakymi vlastnymi ¢islami x a A,
kde x a A sd urcené rovnicami (3.121) a (3.122).

Metéda 9J koeficientov je elegantnejsia, pretoze 9J koeficienty v pod-
state priamo urcuji prechod z béze stavov |ny, ng,l,l1,ls,m > do béze
stavov |ny,ng, K, T,l,m >, je len potrebné si poriadne rozmysliet, aky
vyznam maju parametre v 9J symbole. AvSak vypoctet 9J symbolu je
pomerne naroény. Bud je potrebné na jeho vypocet pouzit formulku
(3.38), v ktorej sa sumuje cez 9 paramterov, alebo analyticky vztah. Ten
je exaktny, av8ak vysupuju v niom faktoridly, teda pre praktické vypocty
je neuzitocny, a preto nie je v texte uvedeny, zaujemca ho vSak moze
najst v [11].

Algebraickd metdda je sice pracnejsia a zdihavejéia, ale na vypocet po-
trebnych koeficientov je potrebné len zostavif maticu a ti potom dia-
gonalizovat, kde zostavenie matice je po znalosti Clebsch-Gordanovych
koeficientov priamociare.

V jednotlivych podkapitolach o programoch som uz spominal ¢asovi
zlozitost programov pre obidve metédy. Pre algebraicki metédu to bolo
O(n?).0(CG) a pre metédu 9J koeficientov O(n®).0(CG), kde n = ny +
ny a O(CQ) je Easova zlozitost funkcie na vypocet Clebsch-Gordanovych
koeficientov. Teda rozdiel rychlosti vypoctu je 7 rddov (v limite n — 00),
¢o predstavuje obrovské rozdiely, pretoze hodnota napriklad n = 10 je
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este relativne nizka a program pocitajici 9J koeficienty uz bezi pozoro-
vatelne dlhsie.
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Kapitola 5

Moznosti vyuzitia pribliznych
symetrii

V tejto casti prace ukazem, ako je mozné stavy pripravené v Kapitolach
3 a 4 pouzit. Najpr pre stavy v bézi |ny, ng, 1, l1,le,m > zostavim ta-
bulku vlastnych stavov operdtoru I-T#”I’ kde konkrétne budeme hladat
vlastné stavy v podpriesotre n; = no = N = 4,7,10 a l = 1. Ti-
eto stavy budi spocitané metédou uvedenou v ¢ldnku [7]. Ku kazdej =
troch tabuliek bude prislichat tabulka obsahujtca koeficienty prechodu
z bdze |ny,na, 1, 11,1y, m > do béze |nq, ng, K, T,l,m > ( samozrejme pre
prislugné N ), pricom pre N > 4 budu kvéli prehladnosti tabulky uve-
dené samostatne, zatial ¢o pre N = 4 si vystac¢ime s jednou tabulkou
pre obidve sady &isel. Dalej uvediem pre prislusné N tabulku obsahujiicu
kvadraty koeficientov prechodu medzi bazou vlastnych stavov operdtoru
IT‘TITHI a bazou |ni,ne, K,T,l,m >. Oznatme si koeficienty vlastnych

stavov operdtoru rlr”' nasledovne

1
———|stav >= ¢|stav >, 5.1
[rT — ]|

|stav >= Z Clato) |1, M2y 1y, Loy > (5.2)

ly,l2

A oznatme koeficienty prechodu medzi bézou |nq, ne, K, T, 1, m > a bdzou
|1, 19,1, 11, la, m > nasledovne

|7’l1, Na, K, T, l, m >= Z k(ll,lz)|n1, o, l, ll, lg, m > . (53)

Ii,l2

Pre n; = ny = 4 al = 1 dostdvame tabulku (5.1). Kvadréty ko-
eficientov vlastnych stavov operatoru ﬁ vyjadrené v bazi stavov
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Iny, ng, K, T,1,m > st v tabulke (5.2). Obe tabulky st uvedené v ¢ldnku
[1], dalsie tabulky vSak nie.

Podobne skonstruujeme aj tabulky (5.3) a (5.4) pre ny = ng = 7 a
[ = 1. Tentokrat si opat vyjadrime koeficienty vlastnych stavov operdtoru
lrfflr”T v bézi stavov |ny, ng, K, T,1,m > a do tabulky (5.5) vypiSeme ich
druhé mocniny.

Cely postup zopakujeme pre n; = ny = 10 a l = 1, pricom vysledky st v
tabulkdch (5.6), (5.7) a (5.8).

Ako vidime v tabulkéch (5.2), (5.5) a (5.8), vlastné stavy operdtorov X?
a (X.L)? sii takmer vlastnymi stavmi operdtoru |7—1r_11| Dalej vidime, 7e
nediagondlne prispevky rapidne klesaju so vzdialenostou od diagondly a
naviac si takmer symetrické. To znamena , ze oCakdvame, Ze operator

7 — 71T bude mo#né napisat v tvare:

,,:'I _ T—,*II — XI __)Z'II+ [Tlp7{+TIIp7{I,XI __XII],

kde komutator [r'p! 4 rIplf, X7 — X' bude mat maly vplyv a bude
mozné ho povazovat za opraviu.

Tabulka 5.1: Vlastné stavy operdtoru I—;_]—rfrl pre N=41=1

€ C(0,1) €(1,2) C(2,3) (KaT) k(O.l) k(l,z) k(2,3)

0.0268 (-0.8703 |-0.4811 |-0.1050 | (3,0) |—0.8367 |-0.5292 |-0.1414
0.0370 [-0.4522 | 0.6964 | 0.5573 | (1,0) |—0.5000 | 0.6325 | 0.5916

0.0533 |-0.1950 | 0.5325 [—0.8236 |(-1,0) |-0.2236 | 0.5657 [-0.7937

Tabulka 5.2: Kvadraty koefcientov vlastnych stavov operatoru |r’—+”| v
bézi |ny,ne, K, T,1,m > pre N=4,1=1

(K’T) (3a 0) (1, O) (—’1> 0)
(3,0) | 0.995 | 0.005 |0.000
(1,0) | 0.005 | 0.992 |0.003

(-1,0) | 0.000 | 0.003 |0.997
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Tabulka 5.3: Vlastné stavy operédtoru [T"—Lr”_] pre N=7,1=1

€ €(0,1) C(1,2) C(2,3) C(3,4) C(4,5) C(5,6)
0.0081| 0.7319 | 0.6053 | 0.2985 | 0.0926 | 0.0173 | 0.0016
0.0096 |-0.5208 | 0.2267 | 0.6661 | 0.4587 | 0.1505 | 0.0224
0.0117| 0.3487 |-0.4797 |-0.1010 | 0.6096 | 0.4982 | 0.1351
0.0144 | 0.2214 |—0.4522 | 0.3546 | 0.1883 |—0.6318 |—0.4316
0.0179 |-0.1326 | 0.3312 |-0.4609 | 0.3704 | 0.0605 |—0.7207
0.0230 | 0.0698 |—0.1949 | 0.3447 |-0.4866 | 0.5710 |—0.5250

Tabulka 5.4: Stavy |ny,ne, K,T,1l,m > pre N=7,1=1

KT)| koy | kup | kes | kea | kas | kee

(6,0) | 0.6814 | 0.6220 | 0.3591 | 0.1370 | 0.0326 | 0.0040
(4,0) —0.5297 | 0.0967 | 0.6142 | 0.5324 | 0.2183 | 0.0409
(2,0) | 0.3912 [-0.4286 [-0.2474 | 0.5112 | 0.5549 | 0.1814
(0,0) | 0.2673 [-0.4880 | 0.2817 | 0.2955 |—0.5634 |—0.4543
(-2,0) [~0.1597 | 0.3791 [-0.4882 | 0.3532 | 0.0842 |[-0.6787
(-4,0) | 0.0714 |-0.1956 | 0.3388 |—0.4738 | 0.5647 |—0.5463

Tabulka 5.5: Kvadraty koefcientov vlastnych stavov operatoru ﬁ %

bézi |n1,ng, K, T,1,m > pre N=7,1=1

KT)| (6,0)] (40)] (2,0)] (0,0)[(=2,0)|(—4,0)
(6,0) | 0.991 | 0.009 | 0.000 | 0.000 |0.000 | 0.000
(4,0) [ 0.009 | 0.970 | 0.021 | 0.000 |0.000 |0.000
(2,0) [ 0.000 | 0.021 | 0.960 | 0.019 [0.001 |0.000
(0,0) | 0.000 | 0.000 | 0.020 [ 0.975 [0.005 |0.000
(-2,0) | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.006 |0.994 |0.000
(-4,0) | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 |0.000 |0.999
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Tabulka 5.6: Vlastné stavy operatoru F:LFTI pre N=10,1=1

€

€(0,1)

C(1,2)

C(2,3)

€(3.4)

C(4,5)

C(5,6)

€(6,7)

crs) | Cs9)

0.0039

0.64

0.62

0.41

0.19

0.07

0.02

0.00

0.00 | 0.00

0.0043

—0.51

—0.02

0.50

0.58

0.36

0.14

0.03

0.00 | 0.00

0.0049

—0.39

0.29

0.39

—0.20

—(.58

—0.44

—0.18

—0.04 | 0.00

0.0057

0.30

—0.40

—0.05

0.45

—0.01

—0.55

—0.47

—0.18 |-0.03

0.0066

—(,21

0.39

—0.22

=022

0.43

0.05

—0.95

—0.45 [-0.12

0.0076

0.15

—0.33

0.35

—0.10

—0.27

0.43

0.00

—0.60 [—0.34

0.0089

—U.11

0.26

—0.35

0.31

—0.09

—0.25

0.47

—0.23 [-0.60

0.0106

—0.07

0.18

—0.30

0.37

—0.35

0.20

0.07

—0.41 | 0.63

0.0131

0.04

—0.11

0.20

—0.30

0.38

—0.45

0.47

—0.43 | 0.33

Tabulka 5.7: Stavy |ni,ne, K,T,1,m > pre N=10,1=1

(K,T)

ko,1)

k(1,2)

k(2,3)

k(3.4

k(4,5

k5.6)

k5,7

k(7.8)

k(s.9)

(9,0)

0.59

0.61

0.45

0.24

0.10

0.03

0.01

0.00

0.00

(7,0)

—0.49

.12

0.38

0.58

0.45

0.22

0.07

0.01

0.00

(5,0)

—0.41

0.18

0.45

0.00

—0.49

—0.52

—0.27

—0.08

—0.01

(3,0)

0.33

—0.35

—0.19

0.41

0.20

—0.42

—0.53

—0.25

~0.05

(1,0)

—0.26

0.40

—0.11

—0.34

0.34

0.23

—0.45

—0.49

—0.16

('170)

0.19

—0.38

0.33

0.00

—0.36

0.37

0.11

—(.56

—0.35

('370)

-0.13

0.31

—0.39

0.31

—0.05

—0.28

0.46

=

—0.95

('5a0)

—0.08

0.20

—0.32

0.39

—0.38

0.25

0.00

—0.33

0.61

('7a0)

0.03

—0.10

0.17

—0.26

0.34

—0.41

0.46

—0.48

0.41

Tabulka 5.8: Kvadraty koefcientov vlastnych stavov operdtoru W v
bazi |nq,ng, K, T,1l,m > pre N=10,1=1

(K’T) (9’ 0) (7? 0) (5’0) (3’0) (170) (—1)0) (_3v0) (—5’0) (_7’ 0)
(9,0) | 0.990 | 0.010 | 0.000 | 0.000 | 0.000 |0.000 |0.000 [0.000 |0.000
(7,0) | 0.010 | 0.958 | 0.031 | 0.001 | 0.000 |0.000 |0.000 | 0.000 |0.000
(5,0) | 0.000 | 0.032 07.9207 0.046 | 0.002 |0.000 |0.000 |0.000 |0.000
(3,0) | 0.000 | 0.000 | 0.049 | 0.905 | 0.045 |0.002 | 0.000 |0.000 | 0.000
(1,0) | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.049 | 0.922 |0.028 | 0.002 |0.000 | 0.000
(-1,0) | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.031 |0.962 |0.007 |0.001 |0.000
(-3,0) | 0.000 | 0.000 | 0.000 [ 0.000 | 0.001 |0.008 |0.991 |0.001 |0.000
(-5,0) | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 |[0.001 |[0.001 |0.984 |0.015
(-7,0) | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 |0.000 |[0.000 |0.015 |0.985
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Kapitola 6

Zaver

V tejto préci sme najprv zhrnuli niektoré zo symetrii atému vodiku. Po-
tom sa nam podarilo najst vlastné stavy operdtorov X2 a (X.L)?, pomo-
cou skladania 4 vhodne zvolenych momentov hybnosti a priamou diago-
nalizdciou tychto operatorov. Ukdzali sme, Ze pre nizke hodnoty hlavnych
kvantovych éisel n; = noy tieto stavy s velkou presnostou diagonalizuji
operator |Tl—1r—”| a jednocasticové vodikové Hamiltonidny (2.133).

Zatial ¢o v Kapitoldch 2 a 3 st podrobne rozobrané vysledky z préc [1],
[7], [2], [3] & [6], vysledky Kapitoly 4 sd origindlne. Hlavnym vysledkom
tejto prace su systémy rovnic (4.86) a (4.91), ktorych riesenie hlad4 pro-
gram popisany v Kapitole 4. Tento program pracuje radovo rychlejsie
ako program, ktory funguje na principe 9J koeficientov.

V budtcnosti bude naSou snahou zjednodusenie vypoétu Coulombovej
interakcie pre vysoko excitované stavy, teda stavy |ni,ng,l,l1,lo,m > s
vysokymi hodnotami hlavnych a vedlajsich kvantovych &isel. TaktieZ sa
budeme snaZit néjst vyberové pravidld pre maticové elementy operdtoru
TTT—lr_H| v bézy stavov |nq,ng,l, K,T,m >, pretoze otakdvame, 7Ze stavy
z roznymi hodnotami kvantovych &sel K a T budi interagovat velmi
malo.
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