
U ni verzi ta Karlova v Praze 
Matematicko-fyzikální fakulta 

DIPLOMOVÁ PRÁCE 

Marián Simon 

Přibližné symetrie atomu helia 

Ústav teoretické fyziky 

Vedoucí diplomové práce: Doc. Mgr. Jaroslav Zamastil Ph.D. 

Studijní program: teoretická fyzika 

2009 



Chcel by som poďakovať vedúcemu práce, Doc. Mgr. Jaroslavovi Zamas
tilovi Ph.D., za výborné zadanie práce a za neustálu pomoc pri vzni
kajúcich problémoch. 

Prohlašuji, že jsem svou diplomovou práci napsal samostatně a výhradně 
s použitím citovaných pramenů. Souhlasím se zapůjčováním práce a jejím 
zveřejňováním. 

V Praze dne 12.04.2009 

2 

Marián Simon 
YityYWT\. 



Obsah 

1 Úvod 6 

2 Symetrie atómu vodíku 8 
2.1 Vektorové operátory a ich komutátory 9 

2.1.1 Operátory n, vn 9 
2.1.2 Operátor momentu hybnosti . 11 
2.1.3 Vybrané komutačné vzťahy 12 

2.2 Maticové elementy operátoru typu V 14 
2.3 Runge-Lenzov vektor 17 

2.3.1 Runge-Lenzov vektor v sférických súradniciach . 17 
2.3.2 Kvadrát Runge-Lenzovho vektoru . 19 
2.3.3 Komutátor zložiek Runge-Lenzovho vektoru 21 
2.3.4 Komutátor [Xki 2H] . . 26 

2.4 Maticové elementy Runge-Lenzovho vektoru 29 
2.4.1 Hamiltonián vodíku v sférických súradniciach 29 
2.4.2 Maticové elementy 29 

3 Metóda 9J koeficientov 32 
3.1 Atóm vodíku - alternatívna báza 32 
3.2 Skladanie momentov hybnosti 35 
3.3 Diagonalizácia X 2 a (X.L )2 pomocou 9J koeficientov 37 
3.4 Program a jeho časová zložitosť 45 

4 Priama diagonalizácia operátorov X 2 a (X.L )2 46 
4.1 Posobenie operátoru X 2 46 
4.2 Posobenie operátoru (X.L) 2 51 
4.3 Riešenie sústavy a výpočet koeficientov 56 
4.4 Program a jeho časová zložitosť 60 
4.5 Porovnanie metód . 61 

5 Možnosti využitia približných symetrií 63 

3 



6 Záver 

Literatúra 

4 

67 

68 



Název práce: Přibližné symetrie atomu helia 
Autor: Marián Simon 
Katedra (ústav): Ústav teoretické fyziky 
Vedoucí diplomové práce: Doc. Mgr. Jaroslav Zamastil Ph.D. 
e-mail vedoucího: zamastil@karlov.mff.cuni.cz 
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roch ni = n2 , kde n 1 a n2 sú hlavné kvantové čísla stavov prvého a 
druhého elektrónu. N ajprv ukážeme niektoré symetrie v atóme vodíku, 
ktoré neskor použijeme na hťadanie vlastných stavov operátorov (J( I -

XIJ) 2 a [(XI - XIJ).(f} + _lIJ)]2, kde XI a XIJ sú Runge-Lenzove 
operátory a LI a LIJ sú operátory momentov hybnosti. Tieto stavy bu
deme hťadať dvoma metódami, metódou 9J koeficientov a priamou dia
gonalizáciou operátorov (XI -XIJ)2 a [(XI -XIJ).(_lI + _lIJ)]2. Koncom 
práce numericky spočítame s akou presnosťou nami nájdené stavy diago
nalizujú Hamiltonián atómu hélia. 
Klíčová slova: 9J koeficienty, Coulombova interakcia, komutačné relácie 

Title: Approximate symmetries in helium atom 
Author: Marián Simon 
Department: Institute of theoretical physics 
Supervisor: Doc. Mgr. Jaroslav Zamastil Ph.D. 
Supervisor's e-mail address: zamastil@karlov.mff.cuni.cz 

Abstract: In this thesis we will be looking for two-electron states which 
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ni = n 2, where ni a n2 are principal quantum numbers of states of first 
and second electron. First, we will show chosen symmetries of hydrogen 
atom which will be used later for finding eigen states of operators (XI -
XIJ) 2 and [(XI - XIJ).(iI + _lIJ)]2, where XI a XIJ are Runge-Lenz 
operators and LI and LIJ are angular momentum operators. We will 
use two methods to find these states, 9J coefficients method and direct 
diagonalization of operators (XI - XIJ) 2 and [(XI - XIJ).(_lI + _lIJ)]2. 
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Kapitola 1 
, 

U vod 

Pre atómy odlišné od vodíku, sa v Hamiltoniáne vyskytujú členy typu 
ir1 !f'1 1 I, kde fI a ř'JI sú polohové vektory elektrónov. Prítomnosť členov 
tohto typu vyplýva z elektrostatického posobenia medzi jednotlivými 
elektrónmi. Tieto členy sposobujú vo výpočtoch velké ťažkosti a preto 
by bolo výhodné nájsť efektívnu metódu ako s nimi pracovať. 
V prípade vodíku existuje Runge-Lenzov operátor X, pre ktorý platí 

--+ --+ 3 --+ 

[X, H] =O, X= -
4
Hr+ [Q,H], 

kde H je Hamiltonián atómu vodíku a Q je vektorový operátor, pre ktorý 
je podstanté, že vystupuje len v komutátore s Hamiltoniánom. To zna
mená, že maticové elementy < n, l, mlf1n, l', m' > mažeme spočítať z 
maticových elementov < n, l, mlXln, l', m' >,kde samozrejme ln, l, m > 
sú vodíkové vlnové funkcie a kvantové čísla n, l a m sú hlavné, vedťajšie 
a magnetické kvantové čísla. 
Z toho dovodu pre hélium očakávame, že ak ni = n2 = n, kde ni a n2 
sú hlavné kvantové čísla prvého a druhého elektrónu, podarí sa nám ma
ticové elementy < n, l) li) l2' m I 1fl !f!l 1 In, l) l~ l z;, m > spočítať pomocou 

maticových elementov < n, l, l1 , l2 , mJ lx1 ~xnJ Jn, l, l~, z;, m >, kde stavy 

ln, Z, li, l2 , m > sú vlastnými stavmi operátoru L2 = (LI+ LII) 2
, kde LI a 

Ln sú operátory momentov hybnosti pre prvý a druhý elektrón a kvan
tové čísla li a l2 sú vedťajšie kvantové čísla prvého a druhého elektrónu. 
V tejto práci teda budeme hťadať takú lineárnu kombináciu stavov 
ln, l, li, l2 , m >, aby diagonalizovala operátor IXI - xn1 2

. Tento postup 
bol prvý krát použitý v práci [1], pozri tiež [2],[3],[4] a [5]. Autorovia tejto 
práce chceli vysvetliť zvláštnosti pozorované v ~pektre hélia z práce [6], 
kde sa objavili závažné odchýlky od očakávaných výsledkov z Hartree
Fockových modelov. V absorbčnom spektre hélia sa vrámci série 1 P 0 pre 
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n 1 = 2 očakávali vzhl'adom k jednotlivým elektrónom série 2sn2p, 2pn2s 
a 2pn2d. Namiesto toho, autorovia práce namerali len prvú dominantnú 
sériu, druhá bola vel'mi slabá a tretiu vobec nenamerali. Naviac pomer 
intenzít silnej a slabej série neodpovedal žiadnym z očakávaných pome
rov intenzít stavov 2sn2p a 2pn2s. 
Hlavným ciel'om tejto práce je nájsť efektívnu metódu počítania mati
cových elementov Hamiltoniánu atómu hélia na podpriestore n 1 = n2 = 
n. Budeme konštruovať vlastné stavy operátorov (X1 - XIl) 2 a [(X1 -

xn).(l/ + _EIJ)] 2 , pretože očakávame, že pre velké hodnoty kvantových 
čísel n 1 , n 2 , Z1 a Z2 , budú tieto stavy diagonalizovať Hamiltonián hélia 
efektívnejšie ako je to možné doterajšími metódami. Taktiež predpokláme, 
že budú existovať vzťahy podobné výberovým pravidlám, teda že sa nám 
podarí určiť, ktoré nediagonálne maticové elementy Hamiltoniánu hélia 
v báze nami pripravených stavov sú nenulové. Očakávame tiež, že nami 
vytvorená metóda hl'adania vlastných stavov ope-rátorov (X1 - XII) 2 

a (X1 - xn).(l1 + _En) bude rýchlejšia ako už existujúca metóda 9J 
koeficientov. 
V tejto práci ukážem potrebné symetrie atómu vodíku v Kapitole 2. V 
Kapitole 3 ukážem, ako pripraviť stavy, ktoré diagonalizujú operátory 
1x1 - xn1 2 a [(X1 - xn).(L1 + _EIJ)] 2 pomocou 9J koeficientov. v Ka
pitole 4 budem hl'adať tie isté stavy priamou diagonalizáciou operátorov 
1x1 - xn1 2 a [(X1 - xn).(f/ + _En)] 2 a na jej záver obidve metódy 
porovnám. V Kapitole 5 naznačím, ako by operátor irr !rIII na nami pri

pravené stavy posobil a ako by to bolo možné využiť. 

7 



Kapitola 2 

Symetrie atómu vodíku 

Pre Hamiltonián atómu vodíku H platí 

[X,H]=O, 
.... 3 .... 
X= --f'+ [Q H] 

4H ' ' 

kde Q je vektorový operátor, pre ktorý je podstanté, že vystupuje len v 
komutátore s Hamiltoniánom a X je Runge-Lenzov vektor. To znamená, 
že maticové elementy < n, l, mlf1n, l', m' > móžeme spočítať z mati
cových elementov < n, l, mlXln, l', m' >. Z toho dóvodu bude dóležité 
zaoberať sa vlastnosťami Runge-Lenzovho operátoru. 
Pre operátor momentu hybnosti platí [.l, H] = O, čo znamená, že bude 
výhodné pracovať v sférických súradniciach. V tejto kapitole preto de
finujem operátor vn a prevediem operátory smerového vektoru a mo
mentu hybnosti n a L do sférických súradníc a ukážem ich vzájomné 
komutačné vzťahy. Potom definujem operátor typu V, ukážem jeho vlast
nosti a maticové elementy. Ďalej ukážem, že Runge-Lenzov operátor X je 
operátorom typu V, že komutuje s Hamiltoniánom, ktorý prevediem do 
sférických súradníc a dopočítam maticové elementy operátoru X. Ciel'om 
tejto kapitoly bude pripraviť všetky rovnice, komutačné vzťahy a mati
cové elementy potrebné pre ďalšie výpočty. Takmer všetky rovnice v 
tejto kapitole sú uvedené v prácach [7] a [8], alebo z týchto prác priamo 
vyplývajú. N aviac však ukážem niektoré podrobnosti, ktoré v prácach [7] 
a [8] neboli uvedené. 
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2.1 Vektorové operátory a ich komutátory 

-2.1.1 Operátory n, vn 
Vyjadrenie polohového vektoru vo sférických súradniciach je 

x=rn, (2.1) 

kde r je radiálna vzdialenosť a n je jednotkový smerový vektor, ktorý 
mažeme zapísať v tvare 

n = (sine cos</;, sine sin</;, cos e). 

Pre zložky operátoru hybnosti platí vzťah 

f) 
Pk = -iVk =-i-. 

OX k 

(2.2) 

(2.3) 

Od operátoru V k v kartézkych súradniciach prejdeme ku vyjadreniu v 
sférických súradniciach vzťahom 

(2.4) 

kde člen Vk už neobsahuje derivácie podl'a radiálnej premennej a vyzerá 
nasledovne: 

n ( sin <P f) f) cos <P f) . f) . f) ) 
v = - sine fJ</; + cos <P cos e ae' sine fJ</; + srn <P cos e ae' - srn e ae 

(2.5) 
Na tomto mieste si všimneme, že pre skalárny súčin nk a Vk platí vzťah 

(2.6) 

Aby sme si mohli na tomto mieste spočítať komutátor [ni, Vk], potrebu
jeme dosadiť do komutačného vzťahu 

(2.7) 

kde ókl je Kroneckerovo delta, vyjadrenie zložiek x1 a Pk z rovníc (2.1) a 
(2.3). Ak to urobíme, dostávame rovnicu 

f) vn f) vn 
iójk = -i[rn1, nk-

0 
+_k] = -i[rnj, nk-

0 
] - i[rn1, _k]. (2.8) 

r r r r 
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Teraz využijeme, že operátory n a vn nezávisia na r, pomocou čoho 
rovnicu (2.8) upravíme do tvaru 

iójk = -injnk[r, :r] - i[nj, V~]. (2.9) 

Keď si ešte uvedomíme, že [r, %rl = -1, konečne dostáme rovnicu 

(2.10) 

V špeciálnom prípade j = k a po vysčítaní cez index k prejde rovnica 
( 2 .10) na rovnicu 

[nk, Vk] = -2. (2.11) 

S využitím rovnice (2.6) potom dostávame rovnicu 

Vknk = 2. (2.12) 

Podobne zo vzťahu [xj, xk] =O dostávame hned' rovnicu 

(2.13) 

Z rovnice [pj,Pk] =O teraz spočítame hodnotu komutátoru [Vj, Vk] tak, 
že dosadíme za zložky hybnosti z rovnice (2.3). Potom platí rovnica 

a a a vk vn a \71'! vk 
[nj~, nk~] + [nj~, -] + [-3 , nk~] + [-3 , -] =O. 

ur ur urr r ur r r 
(2.14) 

Opať využijeme, že n a vn nezávisí na r, takže mažeme rovnicu (2.14) 
prepísať do tvaru 

(2.15) 

8 vn 
Teraz spočítame čiastočný komutátor [nJor' ~] z rovnice (2.15). Pre 
tento komutátor platí rovnica 

(2.16) 

Ak tento výsledok dosadíme do rovnice (2.15), dostaneme rovnicu 

-
1
2 
[Vj, V~] = [nj, Vk] ~ - nj Vk 

1
2 

- [nk, Vj] 
8
8 + nj Vk 

1
2 . (2.17) 

r ur r r r 
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Teraz si už len uvedomíme, že komutátor [nJ, vrJ je symetrický v inde
xoch j a k, preto musí platiť rovnica 

(2.18) 

S využitím rovnice (2.18) a po prenásobení rovnice (2.17) faktorom -/2 

konečne dostávame rovnicu 

2.1.2 Operátor momentu hybnosti 

Operátor momentu hybnosti je definovaný vzťahom 

čo je po vyjadrení v sférických súradniciach 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

pretože člen úmerný Ejkznknz je identicky rovný nule. Na tomto mieste 
je vhodné pripomenúť niektoré vlastnosti Levi-Civitovho symbolu Ejkl· 

Platia pre neho nasledujúce rovnice 

(2.22) 

Ejkptjkq = 2Ópq· (2.23) 

S využitím rovnice (2.22) sme schopný spočítať komutačný vzťah pre 
zložky operátoru momentu hybnosti. Do komutátoru [LJ, Lk] dosadíme 
za zložky L z rovnice (2.20) a pri úpravách použijeme okrem rovnice 
(2.22) rovnicu (2.7): 

Ejaf3Ekµ11(Xa.Pf3XµP11 - XµPvXo.P/3) 

- Ejaf3Ekµv(xa[P13, Xµ]Pv + Xa.XµPf3Pv - Xµ[P11Xa]P13 - XµXa.P11P13) 

Ejaf3Ekµ11(-ió13µXo.P11 + ÍÓa11XµP13) 

ÍEj 11 f3EkµvXµPf3 - ÍEjaµEkµvXo.Pv = ÍE 1113jEvkµXµP/3 - ÍEµja.EµvkXo.Pv 

i( Ó13kÓjµ - Ó13µÓjk)XµP{3 - i( ÓjvÓa.k - ÓjkÓa.11 )xa.Pv 

- i(XJPk - ÓjkX13p13 - XkPJ + ÓjkXa.Pa.) = i(XJPk - XkPJ) 

i(ÓjsÓkt - ÓjtÓks)XsPt = ÍEtjkEtstXsPt = ÍEjktLz. 

11 

(2.24) 



Pre L2 platí po priamom dosadení z rovnice (2.21) rovnica 

L2 = -(Ejklnk \lf )(Ejpqnp v;). 
S využitím rovnice (2.22) upravíme rovnicu (2.25) do tvaru 

L 2 (ókqÓlp - ÓkpÓzq)nk \lfnp \7~ 

nk \lf nz \lk - nk \lf nk Vf. 

(2.25) 

(2.26) 

Vďaka rovniciam (2.6) a (2.12) prvý člen v rovnici (2.26) vypadne a 
druhý upravím pomocou komutátoru z rovnice (2.10), takže dostávame 
rovmcu 

-nk[\7fnk]\7f - nknk \7f\7f 

-nk(ókz - nknz)\lf - \7f\7f = -\7n2. (2.27) 

Posobenie zložiek operátoru momentu hybnosti a jeho kvadrátu na vodíkové 
stavy je nasledovné 

L 2 ll,m >= l(l + l)ll,m >, 

L 3 ll, m >=mil, m >, 

L±ll, m >= j(l ± m)(l + 1=fm)ll,m±1 >, 

(2.28) 

(2.29) 

(2.30) 

kde samozrejme L± = L1 ±iL2 . V neskorších výpočtoch sa ukáže vhodné 
definovať koeficienty Aa tak, aby platilo 

m 

j(l ± m)(l + 1 =f m) 

2.1.3 Vybrané komutačné vzťahy 

(2.31) 

(2.32) 

V ď alších častiach práce bude potrebné poznať niektoré ď alšie komutačné 
vzťahy, preto si ich na tomto mieste spočítame. 
Najprv spočítame komutátor [Lk, nJ]· Ak za Lk dosadíme z rovnice (2.21), 
tak pre [Lki nJ] platí rovnica 

(2.33) 

Po využití rovnice (2.10) na prehodenie \7~ na poslendé miesto vo výraze 
np \l~nj a odčítaní rovnakých členov dostávame výraz 

(2.34) 
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Člen npnqnj vypadol, pretože je symetrický v indexoch p a q a Levi
Civitov tenzor je v nich antisymetrický. 
Podobne spočítame aj komutátor [Lk, Vj], tu však použijeme naviac 
vzťah (2.19): 

-ÍEkpq[np v;, V:il = -ÍEkpq(np v;vj - Vjnp V~) 

-iEkpq(npnqVj- óíPv;) = ÍEkjqV~ , (2.35) 

kde zase člen symetrický v indexoch p a q vypadol. 
Ďalej bude potrebné spočítať komutátor [ L2

, np]. Za L2 dosadíme z rov
nice (2.27) a postupne upravujeme: 

-[V~V~, np] = np v~v~ - v;v;np 

[np, V~]V~ + V~np v~ - v;[v~, np] - V~np v; 
(npnq - Ópq)v; - v;(Ópq - npnq)· (2.36) 

Na tomto mieste je potrebné opiiť použiť rovnice (2.6) a (2.12), čím 
dostávame rovnicu (2.36) v tvare: 

(2.37) 

Teraz sa budeme venovať komutátoru [L2
, v;J. Za L2 dosadíme z rovnice 

(2.27) a postupne upravujeme: 

-[v;v;, v;J = v;v;v~ - v;v;v; 
[v;v;iv; + v;v;v; - v~[v;, v;J - v;v;v;(2.38) 

Tu dosadíme do rovnice (2.38) komutačný vzťah (2.19) a zase vhodne 
použijeme rovnice (2.6) a (2.12), teda dostávame: 

[ L 2 , np] - ( np v; - nq v;) v; - v; ( nq v; - np v;) 
-npL2 

- ([nq, v;J + v;nq)V; - 2v; + v;([np, v;J + V~np) 
- -npL2 

- [nq, v;Jv; - 2v; + v;[np, V~] - L
2
np 

-n L2 +vn - 2Vn + 2n - vn - L 2n p p p p p p 
- -npL2 + 2(np - v;) - [L2

, np] - npL2 = -2npL
2

. (2.39) 

V úpravách rovnice (2.39) sme (okrem už spomenutých rovníc) použili 
naviac rovnice (2.10) a (2.37). 
Posledný komutátor, ktorý v tejto časti budeme počítať je [Lk, níL2

]. 

LkníL2 
- níL2 Lk 

LknjL2 
- níLkL2 + níLkL

2 
- níL

2 
Lk 

[Lk, nj]L2 
- ní[Lk, L 2

] (2.40) 
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Tu využijeme, že [Lk, L2
] = O a rovnicu (2.34), teda pre komutátor 

[ Lk, ní L2
] platí: 

(2.41) 

--+ 

2.2 Maticové elementy operátoru typu V 

Operátory, ktoré sa dajú napísať v tvare 

v= n[f(r) + h(r)L2
] + g(r)Vn, (2.42) 

budem v tejto práci nazývať operátormi typu V. Predtým, ako začneme 
skúmať maticové elementy takýchto operátorov, ukážeme, že platí ko
mutačný vzťah 

(2.43) 

Platnosť tejto komutačnej relácie l'ahko ukážeme, ak dosadíme rozpis 
operátoru V z rovnice (2.42). 

Všetky dielčie komutátory už máme spočítané v rovniciach (2.34), (2.35) 
a (2.41), takže za nich do rovnice (2.44) dosadíme, teda 

čo už je zrejme rovnica (2.43). 
Poďme sa teraz zamerať na maticové elementy operátorov typu V. Ak 
napríklad budeme chcieť určiť, kecly budú maticové elementy< l', m'IVall, m > 
nenulové, tak to urobíme nasledovne. Vzťahy (2.37) a (2.39) obložíme 
stavmy < l', m'I zl'ava a ll, m > zprava a dostaneme rovnicu 

< l', m'J[L2
, nk]Jl, m >=< l', m'J2(nk - \lk)Jl, m > (2.46) 

z dosadenia za komutátor [L2
, nk] a rovnicu 

< l', m'I [L2
, nk] Jl, m >= {l 1(l 1 + 1) - l(l + 1)} < l', m'JnkJl, m > (2.47) 

z posobenia operátoru L2
. Ak obidve rovnice dáme dokopy, musí byť 

splnené 

l1(l1 + 1) - l(l + 1) - 2 < l', m'lnkll, m >= -2 < l', m'IVkll, m > . 
(2.48) 
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Z obloženia druhého komutátoru dostávame rovnicu 

< l',m'l[L2
, V~]ll,m >=< l',m'l -2nkL2 ll,m > (2.49) 

z dosadenia za komutátor [L2
, Vk] a rovnicu 

l'(l' + 1) + l(l + 1) < l', m'/V~ll, m >= -2l(l + 1) < l', m'/nk/l, m > 
(2.50) 

z posobenia operátoru L2 a dosadení z predošlej rovnice. Jednoduchými 
algebraickými úpravami by sme z rovníc (2.48) a (2.50) naviac ukázali, 
že musí platiť: 

(l' + l)(l' + l + 2)(l' - l + l)(l' - l - 1) < l', m'lnkll, m >=O (2.51) 

To teda znamená, že elementy < l', m'/nk/l, m > a < l', m'IVk/l, m > 
budú nenulové len ak platí l' = l ± 1. Len by som pripomenul, že zátvorky 
(l' +l) a (l' +l+2) nebudú nikdy nulové, pretože l' al su nezáporné čísla. 
Ak si teraz uvedomíme, že sme požadovali operátor V v tvare (2.42) a 
obložíme ho stavmi < l', m'I a /l, m >, dostneme: 

< l', m'IVill, m >=< l', m'/nk{f(r) + h(r)L2
} + g(r)V~ll, m > (2.52) 

< l', m'/Vi/l, m > = {f(r) + h(r)l(l + 1)} < l', m'lnkll, m > + 

+g(r) < l', m'/\7~/l, m > (2.53) 

Tu už je viedieť, že pre vektor V typu (2.42) musí platiť: 

< l', m'IVi/l, m >=O l'-1-l±l (2.54) 

Ak ďalej budeme uvažovať [L3, V3] =O a tento komutačný vzťah obložíme 
stavmi < l', m'/ a ll, m > , dostaneme: 

< l', m'/[L3, V3]/l, m >=O, 

< l', m'IL3 V3 - "\13L3/l, m >=o, 

(m' - m) < l', m'/V3ll, m >=O, 

< l', m'/V3ll, m >=O, m' -1- m. 

(2.55) 

(2.56) 

(2.57) 

(2.58) 

Podobne ak vezmeme a [L3, V±]= ±V± a obložíme ho< l', m'I a /l, m > 
dostaneme: 

< l', m'/[L3, V±]/l, m >= ± < l', m'IV±/l, m >, (2.59) 
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< l',m'IL3V± - V±Lsll,m >= ± < l',m'IV±ll,m >, (2.60) 

(m' - m) < l', m'IV±IZ, m >=±<Z', m'IV±IZ, m >, (2.61) 

<Z', m'IV±IZ, m >=O, m' i- m ± 1. (2.62) 

Ak napríklad vezmeme komutátor [L+, V+] = O, kde L+ = L1 + iL2 a 
V+ = Vi + iVi a tento komutátor obložíme stavmi < l - 1, m + 2j zl'ava 
a ll, m > zprava dostávame: 

< l - l, m + 2l[L+, V+]IZ, m >=o, 

< l- l,m+2IL+V+ll,m >=< l- l,m+21V+L+ll,m >. 

(2.63) 

(2.64) 

Po dosadení p6sobenia operátoru L+ na stav < l - l, m + 21 zprava a na 
stav IZ, m > zl'ava dostávame: 

< l - 1, m + 1 IV+ I Z, m > 
-

< l - 1, m + 2IV+ll, m + 1 > 
(Z - m)(l + m + 1) 

(l+m+l)(Z-m-2)' 
(2.65) 

Teraz len podelíme identické členy pod odmocninou a nahradíme ich 
členmi (Z - m - 1): 

(l - m)(l - m - 1) 
(l - m - l)(l - m - 2) · 

< l- l,m+ llV+ll,m > 
-

<l-1,m+2IV+ll,m+l > 
(2.66) 

V tomto tvare rovnice (2.66) je vidieť, že citatel' a menovatel' sa líšia len 
posunom čísla m o jednotku. Preto m6žeme napísať maticový element 
operátoru V+ v tvare: 

< l - 1, m + llV+IZ, m >= c1J(l - m)(l - m - 1), (2.67) 

kde c1 je konštanta závislá len od kvantového čísla Z. Ak teraz uvážime 
rovnicu (2.67) a využijeme, že 2113 = [V+, L_], l'ahko dostaneme: 

< l - 1, mlVslZ, m >= cz-}(l - m)(l + m). (2.68) 

A podobne, uvážením V_ = [L_, 113] dostaneme: 

< l - l, m - ljV_jl, m >= -c1J(l + m - l)(Z + m). (2.69) 

Ak budeme predpokladať, že operátor 113 je reálny, potom aj koeficient 
c1 je reálny a hermitovským združením rovníc (2.67), (2.69) a (2.68) a 
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posunutím čísla l tak, aby napravo od operátoru bol stav ll, m > obdrží 
me rovmce: 

< l + 1, m + llV+ll, m >= -Cz+i j(l + m + l)(l + m + 2), (2.70) 

< l + 1, mJV3Jl, m >= Ct+i j(l + 1 - m)(l + 1 + m), (2.71) 

< l + 1, m - lJV-ll, m >= c1+1J(l - m + 2)(l - m - 1). (2.72) 

Ešte ale potrebujeme určiť koeficient Ct. K tomu si pomažeme rovnicami: 

(V+ V_+ Vi)ll, m >=[cf (2Z - l)(Z +m) + cf+1(Z + 1- m)(2Z + 3)]1Z, m >, 
(2.73) 

(V+ V_+ Y';2)ll, m >= (V2 - i[Vi, Vi]])ll, m >, (2.74) 

kde rovnicu (2. 73) by sme dostali priamym posobením operátorov na stav 
Jl, m > a rovnica (2.74) je len využitie nasledujúceho: 

V2 = V12 + V22 +Vf= Y';2 +(V+ v_+ V_ V+)/2. (2.75) 

Na to, aby sme zistili presný tvar koeficientu c1 už budeme potrebovať 
konkrétny vektor typu V. 

2.3 Runge-Lenzov vektor 

2.3.l Runge-Lenzov vektor v sférických súradniciach 

Runge-Lenzov vektor má v kartézskych súradniciach tvar 

_, N ( _, _,) X= -2 LX p- px L - Nn, (2. 76) 

kde N je hlavné kvantové číslo stavu na ktorý tento vektor posobí, L je 
ope-rátor momentu hybnosti, p je operátor hybnosti a n je jendotkový 
smerový vektor. Tento vektor si vyjadríme v sférických súradniciach. Do
sadíme teda za pa L z rovníc (2.3),(2.4) a (2.21). Potom 

_, N ( _, a vn a vn _,) 
x = -- - iL x (n- + -) + i(n- + -) x L - Nn 

2 ar r ar r N( a _, _, i ... _, ... _, ) 
= -2 i ar (n X L - LX n) +;('Vn X L - LX vn) - Nn. (2.77) 

Teraz upravíme členy (n X L - LX n) a (vn X L - LX vn). 

(LX n - n X L), fct/3/Lctn/3 - fa,(3,nctL/3 = Ea,f31(La,nf3 - nctL/3) 

Ea,f31 (n/3L°' - n°'L/3 + [L°', n/3]) (2.78) 
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Využitím rovnice (2.34) dostávame 

(L X n - n X L), = Eaf31(nf3La - naLf3 + ÍEaf3knk)· 

S využitím identity (2.23) potom platí 

(LX n - n X L), = naLf3(Ef3a1 - Eaf31) + 2iók,nk = -2Eaf31naLf3 + 2in„ 

Avšak platí 

2iEaf3iEµvf3nanµ \7~ = 2i(óµ1Óva - ÓµaÓv1 )nanµ \7~ 

2i(nvn1 \7~ - nµnµ \7~). (2.79) 

Kedže platí rovnica (2.6), potom 

a teda 
(n x L - Lx n), = -2i(n, - v~). 

Podobne si rozpíšeme člen cvn X L - L X vn): 

Eaf31(\7~Lf3 - La \7~) 

Eaf31(\7~Lf3 - \l~La - [La, \7~]) 
\7~Lf3(Eaf3/ - Ef3a1 ) - Eaf31 [La, \7~] 

2Eaf3/ \7~Lf3 - Eaf31 [La, \7~], (2.80) 

kde po využití rovnice (2.35) a identity (2.22) dostávame 

Zatiať teda máme 

2Eaf3/ \7~(-iEµvf3nµ V~) 

-2i(Óµ1Óva - ÓµaÓv1)\7~nµ \7~) 
-2i(\7~n1 V~ - \l~nµ V~). 

Kedže \l~nµ = 2, potom platí 
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Ak ešte na úpravu [\7~, n1 ] použijeme rovnicu (2.10), dostaneme: 

- 4i\7~ - 2iÓiry \7~ - 2in, \7~\7~ 

- 2i\7~ + 2in1 L 2 . (2.82) 

Teda celkovo máme 

Teraz dosadíme za obidve zátvorky (vn X l- l X vn) a (Vn X l- l X vn) 
do rovnice (2. 77) a dostávame rovnicu 

N(. a 2·(nn _,) i2 ._,L2) N_, -- i- i v - n + - in - n 
2 ar r 
( 

_, _,a _,1 2 _,nf)) 
N - n - n- + n-L + \7 -ar r ar 
N[n(- 1 - _Q_ + ~L2) +vn~]. or r or 

2.3.2 Kvadrát Runge-Lenzovho vektoru 

Pre kvadrát operátoru X platí 

X 2 = N2[1+2H(L2 + 1)], 

(2.83) 

(2.84) 

kde H je operátor, ktorý zatiať nešpecifikujeme. Neskor však ukážeme, že 
sa jedná o Hamiltonián atómu vodíku. Na to, aby sme dostali operátor X 2 

v tvare rovnice (2.84), zoberieme druhú mocninu operátoru X z rovnice 
(2.83) 

2 2 [ ( a L
2
) n a ] 2 

X = N nk - 1 - ar + -:;: + \7 k ar ' 

kde si navyše označíme O = ( - 1 - gr + ~2 ) • Potom platí 

(2.85) 

Teraz postupne upravíme jednotlivé členy v rovnici (2.85) 
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Komutátor [O, nk] = ~[L2 , nk], pretože zvyšné členy v operátore O ko
mutujú s operátorom nk. Potom vďaka rovnici (2.37) platí 

[O, nk] = ~(nk - \i'k), 
r 

nkOnkO = 0 2 + nk~(nk - \i'k)O = 0 2 +~O 
= ( L2 - 1 - .!}__) ( L2 - 1 - .!}__) + ~ ( L2 - 1 - .!}__) 

r 8r r 8r r r 8r 

L 2 2 a L 2 a a L2 2 L 2 a 
( )

2 

= (- - 1) + - - (- - 1)- - -(- - 1) + -(- - 1 - -) r ar r ar 8rr rr 8r 

( )

2 
L2 2 a L 2 a L 2 2 L 2 a = (- - 1) + - - 2(- - 1)- + - + -(- - 1 - -) r 8r r 8r r 2 r r 8r 

( )

2 
L 4 1.,2 a L 2 a L 2 2 a = ~ + 1 - 2- + - - 2(- - 1)- + 3- + -(-1 - -). (2.86) 
r2 r 8r r 8r r 2 r Br 

Posledný výraz zatiať necháme, a budeme upravovať ď alšie členy: 

nk0\7k :r = nk \7k0 :r + nk[O, V'k] :r. 
Komutátor [O, V'k] = HL2

, \i'k], pretože zvyšné členy v operátore Oko
mutujú s operátorom \i'k. Potom vďaka rovnici (2.39) a vďaka nk \i'k =O 
platí 

n a 1 ( 2 ) a L
2 a nkO'\lk- = -2nk- nkL - = -2--. ar r ar r ar 

Upravíme ďalší člen: 

na o 
\7 k ar nk \i'knk :r O = 2 :r O 

-2!_ - 2(!_)2 + 2L2 i_ - 2L2. 
ar ar r ar r 2 

A už ostáva upraviť len posledný člen: 

\7ni_\7ni_ = \7n\7ni_i_ = -L2(!_)2 
k ar k ar k k ar ar ar 

Po dosadení za všekty spočítané členy dostávame pre X 2 rovnicu 

(2.87) 

x 2 L 4 L2 (a )2 L2 a L2 2 a 
N 2 - -:;:-2 + l - 2r + ar - 2( r - l) ar + 3-:;:2" + ~ ( - l - ar) 

- 2L2 ~ - 2~ - 2(!_)2 + 2L2 i_ - 2L2 - L2(!_)2 
r ar ar ar r ar r 2 ar 

L
4 

L
2 (a)2 L

2 a 
- ~ + 1 - 27 - ar - 2( r - l) ar 

+~(-1- i_)-2!_ + L
2 
-L2(!_)

2
. (2.88) r ar ar r 2 ar 
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Teraz len usporiadame vhodne členy 

x2 
N2 

1+-+-- - -L2 
-

L2 L 4 ( a ) 2 ( a ) 2 
r 2 r 2 ar ar 

L2 L2 a 2 a a 
-2- - 2(- -1)- + -(-1- -) - 2-r r ar r ar ar 
1+-+-- - -L2 

-
L2 L4 (a)2 (a)2 
r 2 r 2 ar ar 

2 2L2 2 a 2L2 a a a -- - - - -- - -- + 2- - 2-r r r ar r ar ar ar 
L2 (a )2 

1 + ~(1 + L2
) - ar (l + L2

) 

2 ( 2) 2 a 2) -- 1 + L - --(1 + L . r rar 
Teraz konečne mažeme napísať rovnicu 

x2 [L2 ( a ) 2 2 2 a ] - = 1 + - - - - - - -- (1 + L 2
), 

N2 r 2 ar r r or 

(2.89) 

(2.90) 

kde operátor [ ~: - ( tr) 2 

- ~ - ~ tr J označíme ako 2H a neskor ukážeme, 

že sa skutočne jedná o Hamiltonián atómu vodíku. Po tejto substitúcii 
teda dostávame rovnicu 

(2.91) 

Podarilo sa nám teda ukázať, že platí rovnica (2.84). 

2.3.3 Komutátor zložiek Runge-Lenzovho vektoru 

Pre komutátor [Xi, Xj] dostaneme priamym dosadením za zložky X rov
nicu 

[ l N2[ L2 ( 8 ) n 8 L2 ( 8 ) n 8] Xi,X · = ni--ni 1+- +\7 . -,n ·--n· 1+- +\7.-
J r ar i or J r J ar J or 

(2.92) 
Komutátor [Xi, Xí] si rozdelíme na 9 častí nasledovne 
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T7 = [vr :r nJ ~
2

] Ts = [ni(l+ :r), Vj :r], Tg= [vr :r,nJ(l+ :r)], 

Teda 

Teraz spočítame hodnoty jednolivých komutátorov T1 ... T9 : 

T1 ~(niL2nJL2 
- nJL2niL2

) 
r 

- J:_(n·n ·L2 L2 + n·[L2 n ·]L2 
- n ·n·L2 L2 

- n ·[L2 n·]L2
) r 2 i J i , J J i J , i 

-
1
2
(ni[L2 ,nJ]-nJ[L2 ,ni])L2

, (2.93) 
r 

využijeme rovnicu (2.37) a dostávame 

J:._2[n·(n · - \7~) - n ·(n· - \7'.t)]L2 
r2 i J J J i i 

2
2 (nJ\lr - ni\7j)L2

. 
r 

(2.94) 

Komutátor T1 ponecháme v tomto tvare a ideme upraviť komutátor T2: 

Upravíme komutátor T3 : 

\7'.l~\ln~ - vi:i~\7'.t~ 
iar Jar Jar iar 

vr:vn!_!_ - vi:ivr:~~ 
i Jarar J iarar 

[vr, Vj] ! :r. (2.96) 

Pre posledný výraz vďaka rovnici (2.19) platí rovnica 

T3 = (ni V'j - nJ vr) :r :r. (2.97) 

Upravíme komutátor T4 : 
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2 1 a 2 a 1 
niL nj;(l +ar) - njniL (1 +ar); 

2 1 a 21 a 2( 1 1 
niL nj;(l +ar) - njniL ;(1 +ar) - njniL ; - r2 ) 

2 2 1 a 2 1 1 
(niL nj - njniL );(1 +ar) - njniL (; - r2 ) 

2 2 l 21 a) 2 1 1 
- (ninjL + ni[L , nj - njniL );(1 + or - njniL (; - r2 ) 

[ 2 1 a) 2 1 1) ) 
ni L , nj];(l + or - njniL (; - r2 . (2.98 

S využitím rovnice (2.37) potom pre komutátor T4 platí rovnica 

nl a 21 1 
T4 = 2ni(nj - 'Vj );(1 + or) - njniL (; - r 2 ). (2.99) 

Na tomto mieste si všimneme, že pre dvojice komutátorov (T4 , T5), (T6 , T7) 

a (T8 , T9 ) z ich definície vyplýva 

Potom teda pre komutátor n platí rovnica 

n 1 a) 2 1 1) 
T5 = -2nj(ni - 'Vi );(1 + or + ninjL (; - r2 • (2.100) 

Teraz upravíme komutátor n: 

(2.102) 
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Potom pre T7 platí rovnica 

)
218 n 21 

T7 = (n·ni + Ó·i L -- - "\J. n·L -. 
J J r or i J r 2 

Upravíme komutátor T8 : 

T8 - ni(l + :r)Vj :r - Vj :r ni(l + !) 
- ni"\lj(l + :r) :r - "\ljni:r(l + :r) 

n ( a ) a '7n ( a ) a 
- ni \7 j 1 + or or - v j ni 1 + or or 

- [ni, Vj](l + :r) :r. 

Tu dosadíme za [ni, Vj] z rovnice (2.10) a dostaneme rovnicu 

a a 
Ta= (ninj - óij)(l + or) or . 

Potom pre komutátor Tg platí rovnka 

a a 
T.g = -(n ·n · - ó„)(1 + -)-

1 i tJ or or. 

(2.103) 

(2.104) 

(2.105) 

(2.106) 

Vzhfadom k tomu, že dvojice (T4 , Ts), (T6 , T7) a (Ta, Tg) vystupujú v 
komutátore [Xi, Xj] s rovnakým znamienkom a platia pre nich vzťahy 
T4 (i,j) = -T5 (j,i), T6 (i,j) = -T7(j,i) a Ta(i,j) = -Tg(j,i), bude 
výhodné si pred dosadením komutátorov T1 ... Tg do komutátoru [Xi, Xj] 
spočítať hodnoty T10 = T4 + Ts, T11 = T6 + T7 a T12 ==Ta+ Tg, pretože 
členy symerické v indexoch i a j vypadnú. 

Tw = 

(2.107) 

(2.108) 

24 



8 8 8 8 
T12 = (ninj - óij)(l + or) or - (njni - óij)(l + or) or =O (2.109) 

Potom mažeme napísať pre komutátor [Xi, Xj] rovnicu 

[Xi , Xj] = N 2 (T1 + T3 -T10 + Tn) = N 2 
[:2 (njY'7 - ni\i'j)L2 

+(ni\i'~ - n·\i'~) (i_) 2 

- 2(n·\i'n - ni\i'~)~(l +i_) 
J J t or J t J r or 

+(V'jni - V'7nj)L2 
: 2 J. (2.110) 

Na tomto mieste využijem, že platí: 

(ni \i'j + [V'j' ni] - nj v7 - [V'7, nj l) 
(ni\i'j- njY'7) + (njni - Óji) - (ninj - óij) 

(ni\i'j- nj\i'7). (2.111) 

S využitím poslednej rovnice teda platí: 

Ak urobíme substitúciu, ktorá viedla na rovnicu (2.91) za výraz v hra
natej zátvorke, dostaneme pre komutátor [Xi, Xj] vzťah 

Ak si ešte uvedomíme, že platí: 

( ÓµjÓvi - ÓµiÓvj )nµ V'~ = EjikEµvknµ V'~ 

ÍEjik ( -i)Eµvknµ \i'~ = ÍEjikLki 

potom mažeme rovnicu (2.113) napísať v tvare 
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2.3.4 Komutátor [Xk, 2H] 

V tomto okamžiku bude užitočné spočítať komutátor [Xk, 2H], pretože 
ak potom neskor ukážeme, že H má význam Hamiltoniánu vodíku a 
Runge-Lenzov operátor s ním bude komutovať, potom je možné tento 
operátor diagonalizovať na vlastných stavoch Hamiltoniánu. Komutátor 
[Xk, 2H] spočítame priamo, pričom za 2H dosadzujeme tak ako doteraz 

výraz [ ~: - ( %r) 
2 

- ~ ( 1 + %r) J . Potom teda hl'adáme hodnotu výrazu 

[N{nk(-1-~+~L2)+vn~}, L2 

-(~)
2

-~(1+~)] (2.116) ar r k ar r 2 or r or 
K voli prehl'adnosti opiiť počítaný komutátor rozdelíme na menšie časti, 
tak aby platilo: 

12 

[Xk,2H] = N~Pi, (2.117) 
i=l 

V zhl'adom k tomu, že operátory nk a Vk nezávisia na r, musí byť P2 = 

P3 = P5 = P11 = O. Zvyšných 8 komutátorov teraz spočítame. 

[ 
L

2
] 1 Pi= - nk, -;:'i = r2 [L2 ,nk] 

Dosadíme rovnicu (2.37), teda pre P1 platí: 

Pi = 
2
2 (nk - V'k). 

r 
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Opať dosadíme rovnicu (2.37), teda pre P4 platí: 

( n) 1 a 2 1 P4 = 2 nk - \i'k -- + 2nkL -. 
r 2 or r3 

(2.121) 

Teraz upravíme operátor P6 : 

P6 - [nk_?__ ~(i +~)] = 2nk [_?__, ~ (1 + ~)] 
ar r ar éJr r ar 

2nk{~~(1+~)-~(1+~)~} ar 7' ar r ar ar 

2nk{~~ (i+~) - ~(1 + ~) - ~(1 + ~)~} 
r ar ar r 2 ar r éJr ar 

-2nk~ (1 + ~). (2.122) 
r 2 ar 

Teraz upravíme operátor P7 : 

[ 
L

2 
L

2
] 1 [ 2 2 1 2) 2 P1 = nk-, 2 = 3 nkL , L ] = 3 [nk, L L . 

r r r r 

Opať dosadíme rovnicu (2.37), teda pre P7 platí: 

P1 = 
2
3 (\i'k - nk)L2

• 
r 

Teraz upravíme operátor P8 : 
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Teraz upravíme operátor Pia: 

(2.127) 

Dosadíme rovnicu (2.39), teda pre P10 platí: 

21 O n 21 
P10 = 2nkL 2~ - 2\i' kL 3· 

r vr r 
(2.128) 

Teraz upravíme operátor Pi2: 

(2.129) 

pričom komutátor [ ~ ( 1 + %r), gr J sme už počítali pre operátor ?5 a jeho 

hodnota bola r
1
2 ( 1 + %r). Potom pre operátor P12 platí rovnica 

P12 = 2\i'~ : 2 ( 1 + :r). (2.130) 

Teraz dosadíme komutátory P1 ... P12 do rovnice (2.117) a dostávame: 

Faktor 2 pri operátore H samozrejme mažeme vynechať, teda dostávame 
rovnic u 

(2.132) 
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2.4 Maticové elementy Runge-Lenzovho vek
toru 

2.4.1 Hamiltonián vodíku v sférických súradniciach 

Hamiltonián nerelativistického atómu vodíku v kartézskych súradniciach 
má tvar 

p2 1 
H = - - - (2.133) 

2 r 
Ak dosadíme za hybnosť pz rovníc (2.3) a (2.4), dostávame pre p2 rovnicu 

P2 = -(n~+ vn)2 = -[(~)2 +n~.vn + vn.n~- L2]. (2.134) 
ar r ar ar r r ar r 2 

Ak naviac využijeme rovnice (2.6) a (2.12), potom platí 

P2 = -[(~)2 + ~~ _ L2]. 
ar r ar r 2 

(2.135) 

Potom pre Hamiltonián platí rovnica 

H = ~[L2 _ (~)2_~(~+ 1)]. 
2 r 2 ar r or 

(2.136) 

Teda vidíme, že operátor H v sekcii 2.3 skutočne odpovedá Hamiltoniánu 
atómu vodíku. 
Pre posobenie Hamiltoniánu na jeho vlastné stavy IN, l, m > platí rovnica 

1 
HIN,l,m >= -

2
N 2 JN,l,m >. (2.137) 

Rovnica (2.137) nám naviac umožňuje prepísať komutátor (2.115) do 
pohodlnejšieho tvaru, pretože v zmysle posobenia na stavy IN, l, m > 
platí: 

(2.138) 

2.4.2 Maticové elementy 

Z rovnice (2.83) je vidieť, že Runge-Lenzov vektor je operátor typu V. 
Preto pre neho mažeme napísať rovnice (2.73), (2.74), kde od parametru 
c1 prejdeme k parametru cf', aby sme zahrnuli aj závislosť na hlavnom 
kvantovom čísle pre vodíkové stavy a dostaneme rovnicu 

(X2-i[X1,X2])IN,l,m >= 
[cf'

2(2l - l)(l + m) + cť+ 1
2 (l + 1 - m)(2l + 3)JIN, l, m > ~2.139) 

29 



Ďalej využijeme rovnice (2.84) a (2.115) a dostávame z nich pre koefici
enty cf rovnice 

[N2 (1+2H(L2 + 1)) - i 2 L3] IN, l, m >= 

[cf2 (2l - l)(l + m) + cf+1
2 (l + 1 - m)(2l + 3)JIN, l, m >,(2.140) 

[N2 (1 - J2 (l(l + 1) + 1)) + m]IN, l, m >= 

[cf2 (2l - l)(l + m) + cf+1
2
(l + 1 - m)(2l + 3)]/N, l, m >,(2.141) 

[ N 2 - l ( l + 1) - 1 + m] / N, l, m >= 

[cf2(2l - l)(l + m) + cf+1
2
(l + 1 - m)(2l + 3)]/N, l , m > {2.142) 

V tejto chvíli si ešte uvedomíme, že koeficienty cf, nezávisia na kvan
tovom čísle m, preto dostávame pre koeficienty cf vzhl'adom k mocnine 
čísla m rovnice 

m 0 
: N 2 

- l(l + 1) - 1 = cf
2
(2l2 

- l) + c~1
2 (2l + 3)(l + 1), (2.143) 

(2.144) 

Z rovnice (2.144) si vyjadríme cf+1
2 

a dosadíme do rovnice (2.143): 

N 2 cf
2
(2l - 1) - 1 

Cz+i = (2[ + 3) (2.145) 

N 2 
- l(l + 1) - 1 = cf

2
(2l2 

- l) + (l + l)[cf\2l - 1) - l]. (2.146) 

Rovnicu (2.146) už len nasledovne upravíme: 

N 2 
- l(l + 1) - 1 = cf

2
[(2l2 

- l) + (l + 1)(2l - 1)] - (Z+ 1), (2.147) 

N 2 
- (l - l)(l + 1) - 1 = cf

2
[(2l2 

- l) + (2l2 
- l + 2l - 1)], 

N 2 
- l2 = cf

2
(4l2 

- 1), 

(N2 - z2) N2 

( 4z2 - 1) = cz . 

Z čoho teda pre koeficienty cf dostávame nasledujúcu rovnicu 

(N - l)(N +Z) 
(2Z + 1)(2l - 1) 
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V tomto okamihu už teda poznáme pósobenie všetkých zložiek operátoru 
X na vodíkové stavy, ak sa pozrieme na rovnice (2.67), (2.68), (2.69), 
(2.70), (2.71) a (2.72) a uvedomíme si, že X je operátor typu V: 

X3 IN,l,m >= c[""a(Z,m)IZ-1,m > +cť+ 1a(Z+l,m)IZ+l,m >, (2.152) 

kde 

X+\N,l,m > = c[""(J(l-1,m)\Z-1,m+ 1 > -
-cť+1 1(Z + 1, m)\Z + 1, m - 1 >, (2.153) 

X_IN,l,m> - -c[""(J(Z-1,-m)\l-1,m-1>+ 
+cť+1 1(Z + 1, -m)IZ + 1, m - 1 >, (2.154) 

a(l, m) = JU + m)(l - m), 

(J(l, m) = j(l - m + l)(Z - m), 

1(Z, m) = j(l + m + l)(Z + m). 

(2.155) 

(2.156) 

(2.157) 

Tieto výsledky budeme používať hlavne v Kapitole 4, kde budeme operátorom 
X pósobiť na dvoj-elektrónové stavy. 
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Kapitola 3 

Metóda 9J koeficientov 

V tejto kapitole budeme hl'adať vlastné stavy operátorov (XI - XII) 2 a 
[(XI _j{II).(lI +ln)]2 (ďalej už len X 2 a (X.L) 2 ), metódou 9J koeficien
tov, kde j{I a j{II sú Runge-Lenzove vektory dané rovnicou (2.76), resp. 
(2.83), pričom horné indexy odpovedajú prvém a druhému elektrónu. 
Analogicky LI a LI I sú operátory momentu hybnosti pre prvý a druhý 
elektrón. Táto metóda je rozpracovaná v článkoch [l], [2], [3], [4] a [5]. V 
tejto kapitole budú zhrnuté výsledky z týchto článkov a naviac budú pri
dané všetky súvislosti a odvodenia, ktoré pom6žu danú tému pochopiť . 
V prvej časti tejto kapitoly sa zameriame na atóm vodíku a na bázu sta
vov, v ktorej sú operátory l +X a l - X diagonálne, pričom použijeme 
výsledky z článku [9]. Nesk6r ukážeme, ako túto bázu využiť na diago
nalizáciu ope-rátorov X 2 a (X.L )2 a vysvetlíme význam 9J koeficientov. 

3.1 Atóm vodíku - alternatívna báza 

Najznámejšia báza stavov atómu vodíku je báza ln, l, m >, teda báza 
stavóv, kto:fa diagonalizuje operátory H, L2 a Lz. My sa teraz budeme 
zaoberať alternatívnou bázou stavov, konkrétne bázou stavov, ktorá di
agonalizuje ope-rátory J?, j~, )1z a j 2z , kde 

-t L+x 
J1 = 2 

- l-x 
h = 2 

32 

(3.1) 

(3.2) 



Operátory }1 a }2 , majú vlastnosti operátorov momentu hybnosti, pretože 
splňujú rovnice: 

[jlk,Jll] 
1 

- 4"[Lk + Xk, Lz + Xz] 

- l ([Lk, Lz] + [Lki Xi] + [Xk, Lz] + [Xk, Xzl) 

l ( ÍEkzmLm + ÍEkzmXm - ÍEzkmXm + ÍEklmLm) 

- l ( 2iEkzmLm + 2iEkzmXm) 

- 'lEkzm]lm, (3.3) 

[J2k, )2z] 
1 

- - [Lk - Xk, Li - Xt] 
4 

- l([Lk Ll]-[Lk,XL]-[Xk,Lz] + [Xk,XzJ) 

- l ( Í€ktmLm - ÍEklmXm + if.tkmXm + ÍEkzmLm) 

l ( 2ie.kzmLm - 2iEktmXm) 

- ÍEk1mJ2m, (3.4) 

1 4[Lk + Xk, L1 -Xz] 

l (rLk, Lz] - [Lk, X1] + [Xk, Li] - [Xki Xzl) 

l (iEkzmLm - ÍEkzmXm - ÍEzkmXm - ÍEkzmLm) = 0.(3.5) 

V úpravách sme použili rovnice (2.43) a (2.138). Na tomto mieste je 
doležité ukázať, že platí: 

X.l=O. 
To urobíme nasledovne: 

_,_, [ N.... .... ]_, 
X.L = - 2(L X p-px L) - Nn .L 

[_EX fi1._E [l X P1iLi = EiklLkPlLi 

- EikzPzLkLi + Eikz[Lk,Pz]Li 
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Prvý člen vypadne, pretože je symetrický v indexoch k a í a k úprave 
druhého členu využijeme [Lk, pz] = ÍEklmPm: 

[LX _P1.L ÍEiktEklmPmLi = 2ipiLi 

2ipiEipqXpPq = 2iEipqPiPqXp + iEipqpi[xp, Pq] 

ÍEipqPi[Xp,pq] = -EipqPiÓpq = 0, 

[P X L] .L = [P X L]iLi = CiklPkLlLi = o, 
n.l = ni ( -iEiklnk V?) = -iEiklnink V?a = O. 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

Týmto sme teda ukázali, že platí x.L =o. Zároveň však vďaka vzťahu 
(2.43) platí aj rovnica 

(3.11) 

teda taktiež platí 
L.X=O. (3.12) 

Teraz možeme spočítať JI a ji: 

.2_(L+x)2 
Ji - 2 ' (3.13) 

·2 2 2 .... .... .... .... 
4Ji = L +X +L.X +X.L, (3.14) 

.2 _(L-x)
2 

h- 2 (3.15) 

·2 2 2 .... __, __, __, 
412 = L +X - L.X - X.L. (3.16) 

Po dosadení rovníc (3.6) a (3.12) do rovníc (3.14) a (3.16) dostávame 
rovnicu 

(3.17) 

Všimnime si teraz, že vďaka rovnici (3.17) máme namiesto štyroch operátorov 
Ji, j~, Jiz a j 2z, len tri rozne. Teda vlastné stavy týchto operátorov 
možeme značiť troma kvantovými číslami. Zvoťme ich tak, aby platilo: 

RIJ1,)2,j1z,Í2z >= J~IJ1,)2,j1z,J2z >= J1(J1 + l)lj1,J2,J1z,J2z >, 
(3.18) 

J1zlJ1,J2,J1z,J2z >= J1z!J1,J2,J1z,J2z >, (3.19) 

J2zlJ1,J2,J1z,Í2z >= Í2z!J1,J2,J1z,J2z > · (3.20) 
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Kvantové čísla j 1z a )2z nebudeme potrebovať v ď alších výpočtoch, preto 
sa podrobnejšie pozrieme len na význam kvantového čísla )1 = j 2 . 

Z rovnice (2.84) je vidieť , že platí: 

To znamená, že platí aj: 

2 
n2{1 - - 2 [l(l + 1) + l]}ln, l, m > 

2n 
[n2 -(l(l+ 1)- l]ln,l,m >. 

(X2 +L2 )ln,l,m >= (n2 - l)ln,l,m >. 

Ak ešte použijeme rovnicu (3.17), dostávame rovnicu 

~2 ~2 2 4J1 ln, l, m >= 432ln, l, m >= (n - l)ln, l, m >. 

(3.21) 

(3.22) 

(3.23) 

Ak teraz požadujeme vlastné čísla operátrov Ji= J~ v tvare (3.18), musia 
potom pre tieto čísla platiť rovnice 

4j1(j1+1) = 4j2(j2 + 1) = (n2 - 1), (3.24) 

. . . . (n-l)(n+l) 
J1(J1+l)=J2(J2+l)= 2 2' (3.25) 

. . (n-1) 
]l = J2 = 2 . (3.26) 

3.2 Skladanie momentov hybnosti 

Ak pracujeme s dvoj-elektrónovými stavmi ln1, li, m1 > ln2, l2, m2 >, 
kde stavy ln, l, m > sú stavy jednotlivých elektrónov v báze vodíkových 
stavov, je vďaka vzťahu [L2 , H] = O vhodné z nich konštruovať stavy 

2 .... I .... II 2 · ' ln1, n2, l, li, l2, m > tak, aby pre L = (L + L ) platil vztah 

(3.27) 

Tieto dvojelektrónové stavy sa dajú vyjadriť kombináciou súčinov jedno
elektrónových stavov nasledovne: 

I l, li, l2, m > = L Ci I li, li - i > I l2, m - li + i >, (3.28) 
i=O 

kde ci sú Clebsch-Gordanove koeficienty a platí pre nich nasledujúce: 

(3.29) 
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Pre Clebsch-Gordanove koeficienty platí rekurentný vzťah: 

1 
fi(l, li, l2, m, i) - [(i+ 1)(2l1 - i)(2l2 - m +i+ l)(m - i)J2, (3.31) 

1 

h(l, l1, l2, m, i) = [(2li - i+ l)i(m - i+ 1)(2l2 - m + i)J2, (3.32) 

h(l, li, l2, m, i) - [l(l + 1) - li(li + 1) - l2(l2+1) - 2(Z1 - i)(Z2 - m +i)]. 
(3.33) 

Formulku (3.30) budem využívať pri konštrukcii vlastných stavov operátoru 
L2 . Konkrétne budem postupovať tak, že vezmem c0 = 1, potom c1 sa 
vypočíta z rovnice (3.30) pre i = O, vyššie členy podobne. Posledným 
krokom bude normalizácia koeficientov ci tak, aby platilo c6 + .... c~ = 1. 
Existuje priama súvislosť medzi Clebsch-Gordanovými koeficientmi a 
tak-zvanými 3J koeficientami tak, že platí rovnica 

( 
J1 Í2 j ) 
m1 m2 -m -

(-l)h-ii-m(2j + 1)-~ < )1, m1, )2, m2IJ, )1, )2, m >, (3.34) 

ktorá je vlastne definičnou rovnicou pre 3J koeficienty a člen 
< )1, m1,J2, m2IJ,j1,)2, m >je podl'a (3.29) Cj1-m1' teda Clebsch-Gordanov 
koeficient prislúchajúci daným j 1 , m 1 , j 2 , m2 , j a m. 
Samozrejme, je možné skladať aj viičší počet momentov hybnosti. Pre nás 
zaujímavý prípad bude skladanie štyroch momentov hybnosti, ktoré je 
tiež opísané v knižkách [3] a [10]. Predstavme si, že by sme mali skladať 4 
momenty hybnosti, označme si ich J1 , ] 2 , ] 3 a ] 4 . Mažeme postupovať tak, 
že poskladáme najprv J1 + ]2 = ]12 a h + 1_ = ]34 a budeme hl'adať bázu 
I (ji]2)J12(j3j4)J34 >, v ktorej sú operátory )Í2 a jj4 diagonálne. Potom 
definujeme ] 12 + )34 = J, a budeme hl'adať bázu l[(jiJ2)j12 ()3j4)j34)j > 
v ktorej je diagonálny naviac operátor j2. Podobným postupom by sme 
mohli vytvoriť bázu l[(j1j3)j13(j2j4)J24Jj >. Potom pre sklárny súčin 

(3.35) 

platí nasledujúce: 

Ci~~t = [(2]12+1)(2j34+1)(2j13+1)(2j24+l)]~ { ~~ 
J13 )24 

)4 

J2 
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kde pre všetky čísla j Ja a Jf3'Y platí, že výrazy j(j + 1), Ja(Ja + 1) a 
Jr3"f(Jf3'Y + 1) sú vlastné čísla operátorov j 2

, j; a)$"! a rl J2 fo } ) 3 )4 )34 (3.37) 
)13 )24 j 

je 9J symbol a platí pre neho 

{ ju 
J12 ]13 } ( J12 J13 ) ( J21 Í22 J23 ) . - 2= Jn J21 J22 )23 -

m12 m13 m21 m22 m23 
J32 

. .. mn 
)31 )33 m,J 

( J31 )32 J33 ) ( J11 Í21 Jsi ) 
m31 m32 m33 m11 m21 m31 

( J12 J22 J32 ) ( J13 J23 
J

33 
) ' (3.38) 

m12 m22 m32 m13 m23 m33 

kde symboly v okrúhlych zátvorkách sú 3J koeficienty definované rovni
cou (3.34). Ak nás bude zaujímať, ako prejsť od bázy I [(jiJ2)J12(J3J4)j34]j > 
do bázy l[(ji}3)j13(j2j4))24]j >, vieme tento prechod napísať v tvare: 

l[(ji}3)j13(j2j4))24]j >= L Cifgtl[(jiJ2)J12(j3j4)j34]j >. (3.39) 
ii2ÍJ4 

Tento postup bude užitočný, pretože ak nájdeme také J1 , J2 , ] 3 a Ji, 
aby jeden reťazec skladania momentov hybnosti viedol na stavy vlastné 
operátorov L 12

, LII2 a L 2 a druhý reťazec na stavy vlastné operátorom 
X 2

, x .L a L 2
, budeme schopný z rovnice (3.39) vlastné stavy operátorov 

X 2
' X.La L 2 vyjadriť ako lineárnu kombináciu stavov, ktoré sú vlastnými 

stavmi operátorov L 12
, LII2 a L 2

. 

3.3 Diagonalizácia X 2 a (X.L )2 pomocou 9J 
koeficientov 

V tejto sekcii využijeme výsledky sekcií 3.1 a 3.2 na to, aby sme našli 
vlastné stavy a vlastné čísla operátorov X 2 a (X.L )2 vyjadrené v báze 
dvoj-elektrónových vodíkových stavov. Ostáva nám už iba vhodne zvoliť 
momenty ] 1 , ] 2 , ]s a ] 4 a vhodne navrhnúť poradie, v ktorom ich budeme 
skladať. To urobíme nasledovne: 

7 f/ +X1 

)l = 2 (3.40) 

37 



_,I _,I 
--: L - X 
J2 = 

2 
_,II -+II -: L -X 

J3 = 2 

(3.41) 

(3.42) 

(3.43) 

kde značenie rímskymi indexmi odpovedá tomu, že operátory J1 a ] 2 

posobia na prvý elektrón a operátory ] 3 a L na druhý elektrón. To, že 
operátory ] 1 ... L majú význam operátorov momentu hybnosti je zrejmé z 
častí 3.1, z rovníc (3.3), (3.4) a (3.5) a z toho, že operátory posobiace na 
rozne častice spolu komutujú. Teraz mažeme navrhnúť postupnosť ich 
skladania. 
Prvý sposob ako tieto 4 momenty hybnosti poskladať je: 

-t - -: -t -+I 
J12 = J1 + J2 = L , 

-: _ -: -: -+II 
J34 = J3 + )4 = L , 

-: - -: -: -1! -+II ~ 

J = J12 + J34 = L + L = L. 

Ďalším z možných sposobov skladania je: 

-+ ___ --- li +f/I xI -xII L+x 
J13 - J1 + J3 = 2 + 2 - --2-

--: --: --: LI+ LII 
)24 J2 + )4 = 2 

_,I _,II -+ __, 

X -X L-X 
-

2 2 

... -+ ... L+x L-x -+ 

j - J13 + J24 = 
2 

+ 
2 

= L. 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

(3.47) 

(3.48) 

(3.49) 

Na tomto mieste sa ešte pozastavme, pretože sa tu objavuje menší problém. 
Aby sme si nesposobili zbytočné problémy pri ď alších výpočtoch, požadujeme 
aby platilo pre posobenie zložiek operátorov X I a X II 

(3.50) 

ak n1 = n2, li = l2 a m1 = m2, teda aby operátory XI a XII posobili na 
obe častice rovnakým sposobom. Pri našom postupe skladania momentov 
J1„.L nám však platia pre XI a xn rovnice 

-*I -! -t 
X = J1 - J2, -+II --: --: 

X = J4 - J3. 
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Pričom stavy ln1, li, m1 > a ln2, l2, m2 > sú vlastnými stavmi operátorov 
LI2 a LII2, kde (v zmysle operátorov J1„ .)4) 

_.I -! -: 
L = J1 + J2, ---rr -! -! 

L = J4 + J3. (3.52) 

To znamená, že pre rozpis stavov ln1, l1, m1 > a ln2, l2, m2 > v bázi 
vlastných stavov operátorov íi. .. jl platia rovnice 

lli(j1,J2),m1 >= l::c{lí1,i > lí2,m1 -i>, 
i 

ll2(]3, j4), m2 >= L cf jj3, i > jj4, m2 - i>, (3.53) 

kde c{ a c[I sú Clebsch-Gordanove koeficienty. Ak teraz zaposobíme 
operátormi X{ a Xf na tieto stavy, dostávame 

Xf lli (j1, ]2), m1 >= (j13 - J23) L c{lj1, i > lh, m1 - i> 
i 

= 2:(2i - m1)c{lí1, i > lí2, m1 - i>, 
i 

Xflll2(j3, j4), m2 >= (j43 - j33) L c{Ilj3, i > IJ4, m2 - i> 
i 

= l::(m2 - 2i)cflij3, i > lj4, m2 - i > . (3.54) 

Vidíme teda, že posobenie takto definovaných operátorov X I a X II nemá 
rovnakú formu. Ak by sme však uvažovali operátory j(r a -XII, už by 
to bolo v poriadku. Zámena X II na -X II odpovedá zámene fII na -fII, 
čo je zrejmé priamo z definície operátoru j(II v rovnici (2.76). Lenže pri 
tejto zámene precháchdza stav ln2, l2, m2 >na (-l)h ln2, l2, m2 > a preto 
musíme faktor (-l)h do koeficientu Cij~i z rovnice (3.39) zahrnúť. 
Tieto dva postupy skladania momentov hybnosti nám teda umožnia pre
chod z bázy, v ktorej sú vlastné operátory LI

2
, LII2 a L 2, teda stavy 

bežne značené j l, li, l2, m >, definované rovni co u ( 3. 29), do bázy v ktorej 
sú vlastnými ope-rátormi operátory jf3, íi4 a L2. Značme zatial' tieto 
stavy IP, q, l, m >, kde význam kvantových čísel p a q vysvetlím neskor. 
Pritom platí 

.2 - ( l+.X) 2 _L2+ x 2+L . .X+ .X.L 
)13 - - 4 ' 2 

(3.55) 

·2 - (L - X) 2 - L2 + X 2 
- L.x - X.i 

)24 - -
2 4 

(3.56) 
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Tu si ešte je potrebné uvedomiť, že pre skalárny súčin x.L platí rovnica 
( 4.38) a že operátory posobiace na rozne elektróny spolu komutujú, teda 

(3.57) 

Potom mažeme rovnice (3.55) a (3.56) zjednodušiť do tvaru 

.2 -(L+x)2 _L
2
+x

2
+2x.L 

Ji3 - 2 - 4 ' (3.58) 

·2 - (L - X) 2 - L
2 

+ X 2 - 2X.L )24- -
2 4 

(3.59) 

Kedže operátory j~3 , íi4 a L2 sú diagonálne v báze stavov Jp, q, l, m >, 
potom je zrejmé, že v báze týchto stavov budú diagonálne aj operátory 

-2 ·2 L2 + x2 
)13 + )24 = 2 ' 

X 2 2 ·2 2 -2 L2 
= Ji3 + )24 - ' 
·2 ·2 __, __, 

J13 - h4 = X.L, 

(X.L)2 = (Ji3 - j~4)2. 

(3.60) 

(3.61) 

(3.62) 

(3.63) 

Tu ešte na chvíl'u odbočíme, pretože z rovníc (3.61) a (3.62) fahko ukážeme, 
že platia rovnice 

[X2,L2
] =O, 

[(X.L), L2
] =O. 

Stačí si uvedomiť, že platí rovnica 

(3.64) 

(3.65) 

(3.66) 

čo vyplýva z rovnice (3.5) a z toho, že operátory posobiace na rozne 
elektróny spolu koinutujú. Potom určite platí aj: 

[ ·2 L2] [ -2 (-t -t )2] O 
]13, = J13, )13 + )24 = ' 

[ -2 L2] [ -2 (-: -t )2] O )24, = )24, J13 + )24 = . 

(3.67) 

(3.68) 

Kedže operátory X 2 a X.L máme rovnicami (3.61) a (3.62) vyjadrené 
pomocou operátorov }i3 , }i4 a L2

, platnosť rovníc (3.64) a (3.65) je potom 
zrejmá. Tieto rovnice v tejto kapitole priamo využívať nebudeme, ale 
budú potrebné, keď budeme v ď alšej kapitole diagonalizovať operátory 
X 2 a (X.L)2 priamou metódou. 
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Vďaka rovniciam (3.61) a (3.62) sa nám podarilo nájsť vlastné stavy 
operátorov X 2 a (X.L) 2 , značíme ich jn1 , n2 ,p, q, l, m > a podfa (3.36) a 
(3.39) platí 

ln1, n2,P, q, l, m >= L ln1, n2, l, li, l2, m > c~~~1n2l2' 
lil2 

(3.69) 

;~ ~~ } 
]24 l 

(3. 70) 
kde všetky zatiať neurčené kvantové čísla chápeme ako funkcie parame
trov na ťavej strane rovnice (3.70). 
Tu vidíme, že sme ešte celkom neskončili, pretože je potrebné určiť hod
noty kvantových čísel j 1 ... j 4, j 13 aj24 . Kvantové čísla )1 ... j4 sú však určené 
vďaka rovnici (3.26), teda platia pre nich rovnice: 

. . (n1 - 1) 
]l = J2 = 2 ' 

. . (n2 - 1) 
]3 = ]4 = 2 . 

Pre kvantové čísla j 13 a )24 platí obmedzenie 

IJ1 - J3i ::; J13 ::; (j1 + j3), 

lh - J4 I ::; J24 ::; U2 + J4), 

(3.71) 

(3.72) 

(3.73) 

(3.74) 

pretože operátory ) 13 a ) 24 sú dané rovnicami (3.47) a (3.48). Ak teraz 
dosadíme za kvantové čísla j 1 •.. j 4 , dostaneme 

(3. 75) 

Ak budeme ď alej považovať elekrón s viičším hlavným kvantovým číslom 
za prvý, teda n1 ~ n 2 , rovnica (3. 75) prejde na 

(3.76) 

Je zvykom neponechávať kvantové čísla j 13 a ]24, ale prejsť od nich dvoma 
dvojicami transformácií k kvantovým číslam K a T 

p = J13 + )24, (3. 77) 
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q = }i3 - }24, 

K= p- ni+ 1, 

(3. 78) 

(3. 79) 

(3.80) 

Rovnice (3. 77) a (3. 78) vysvetfujú význam kvantových čísel p a q v 
značení stavov /p, q, l, m >. Pre tieto kvantové čísla platí obmedzenie: 

(3.81) 

(3.82) 

Predtým ako napíšem obmedzenie pre K a T, upozorním na to, že 
extrémy K a T splňujú rovnice 

(K+ T)max = (K - T)max = n2 - 1, 

(K+ T)min =(K -T)min = 1- n2. 

(3.83) 

(3.84) 

Ak teda neuvažujeme extremálnu hodnotu kvanotvého čísla T, dostávame 
obmedzenia čísla K v závislosti na T 

K max - T :::=; n2 - 1, 

Kmín + T 2: 1 - n2, 

Kmin - T 2: 1 - n2, 

(3.85) 

(3.86) 

(3.87) 

(3.88) 

Teda konečne mózeme napísať rozsah povolených hodnot kvantových 
čísel K a T 

(3.89) 

a kedže T;::: O 
1 - n2 + T :::; K :::; n 2 - 1 - T. (3.90) 

Posledným krokom je si uvedomiť, že Ji3 + ]24 = L, teda musí naviac 
platiť 

/j13 - }24 / :::; l :::; (j13 + }24)' 

/q/ :::; l :::; p, 

T :::; l :::; (K + ni - 1). 

Potom teda definitívne 

O:::; T:::; min(l, n 2 - 1), 
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max(l + 1 - n1 , 1 - n2 + T) :'.S K :'.S n2 - 1 - T. (3.95) 

Po zavedení čísel pa q móžeme rovnicu (3.70) napísať v tvare 

(3.96) 

Teraz spočítam poslednú vlastnosť stavov ln1 , n2 ,p, q, l, m >, konkrétne 
vlastné čísla operátorov X 2 a (X.L )2 pri pósobení na tieto stavy, označme 
si ich K, a .X. Využijeme k tomu vyjadrenie operátorov X 2 a (X.L) 2 po
mocou L2, ]f3 a ji4 z rovníc (3.61) a (3.63). 

K,lp, q, l, m >= X 2lp, q, l, m >= 2jr3 + 2j~4 - L2lp, q, l, m >, (3.97) 

.Alp, q, l, m >= (X.L) 2lp, q, l, m >= (ji3 - j~4 ) 2 lp, q, l, m >. (3.98) 

Teda 
K,= 2j13(j13 + 1) + 2)24()24 + 1) - l(l + 1), 

.X= [j13(J13 + 1) + J24(j24 + 1)]
2
. 

Kvantové čísla j 13 a j 24 si vyjadríme z (3.77) a (3.78) 

. 1 
J13 = 2(p + q), 

J24 = ~(p - q). 

Potom teda pre K, a A dostávame: 

(3.99) 

(3.100) 

K,= (p + q) (~(p + q) + 1) + (p - q) (~(p - q) + 1) - l(l + 1), (3.101) 

.X= [~(p+q)(~(p+q)+1)-~(p-q)(~(p-q)+1)r, (3.102) 

K, = ~ ( (p + q) 2 + (p - q) 2) + (p + q) + (p - q) - l ( l + 1)' ( 3 .103) 

.X = [ l ( (p + q) 2 - (p - q) 2) + ~ ( (p + q) - (p - q)) r' ( 3 .104) 

K,= p2 + q2 + 2p - l(l + 1), (3.105) 

.X = (pq + q)2, (3.106) 

K,= p(p + 2) + q2 - l(l + 1), (3.107) 
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(3.108) 

Počas odvodenia tvaru vlastného čísla .A si mažeme všimnúť, že operátor 
(X.L )2 nerozlišuje znamienko vlastného čísla q. A kedže hl'adáme vlastné 
stavy práve tohto operátoru, je preto nežiadúce, aby výsledok závisel 
na znamienku čísla q. Z toho dovodu je teraz vhodné prejsť ku kvan
tovým číslam K a T z rovníc (3.79) a (3.80). Definujme potom stav 
IK, T, l, m, 7r > nasledovne 

IK, T, l, m, n >= ~(IP, lql, l, m > +n(-lt1 +n2 +p+llp, lql, l, m >), 

(3.109) 
kde 7r je parita stavu IK, T, l, m, 7r >. V stavoch vyššie sú obsiahnuté aj 
hlavné kvantové čísla n1 a n 2 , len nie sú vypísané. S využitím rovnice 
(3.69) mažeme napísať rovnice 

IK, T, l, m, 7r >= L ln1, n2, l, li, Z2, m > D~fi1~212 , 
lib 

kde koeficient D~fi1~212 má vďaka rovniciam (3.69) a (3.109) tvar 

DKTl7r _ 1 (CpTl + ( l)n1+n2 +p+lcp(-T)l ) 
n1lin2b - J2 n1/in2l2 7í - n1/in2b · 

(3.110) 

(3.111) 

Tu je potrebné spomenúť, ze pre 9J symbol platí pri permutácii stÍpcov 
rovni ca 

{ 

j1 j2 j3 } { j2 J1 j3 } 
~4 .~5 ~6 = ( -1 )

8 ~5 ~4 ~6 , 

)7 Js Jg Js )7 Jg 
(3.112) 

kde pre symbol S platí S = I:~=l k Teraz si uvedomme, že koeficienty 
c~~l1n2l2 a c~~li~~l/2 sa líšia len permutáciou prvých dvoch sptÍpcov, teda 
platí 

(3.113) 

To znamená 

(3.114) 

(3.115) 

To ešte upravíme do tvaru 

(3.116) 
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kde pre normalizačný faktor M (T, n) platí 

M(T,n) = J2, ak T >O a n = (-l)Zi+12 , 

M(T,n) =O, ak T >O a n = (-1)11 +12+1, 

M(T,n) = 1, ak T =O. (3.117) 

V prípade T =O totiž nemáme rozne hodnoty pre +q a -q, teda uvažujeme 
len 1 stav. Ak ešte teraz dosadíme za pa q kvantové čísla K a T z rovníc 
(3. 79) a (3.80) do rovnice (3.96) dostávame pre koeficienty D~fi1:;d2 rov
nicu 

A pre vlastné čísla operátorov X 2 a (X.L) 2 rovnice:· 

r;, =(K+ n1 - l)(K + n1 +1) + T2 
- l(l + 1), 

.A= (K+ n 1 )
2T 2

, 

ktoré ešte upravíme do tvaru: 

r;, = (K+ n 1 )
2 

- 1 + T 2 
- l(l + 1), 

.A= [(K+ n 1)T]2. 

3.4 Program a jeho časová zložitosť 

(3.119) 

(3.120) 

(3.121) 

(3.122) 

Program na výpočet vlastných stavov operátorov X 2 a (X.L) 2 pomo
cou 9J koeficientov je opiiť priamočiary. Na začiatku počíta Clebsch
Gordanove koeficienty a to metódou uvedenou v podkapitole 3.2. Tie 
potom využíva vo funkciách odpovedajúcim rovniciam (3.34) a (3.38). 
Potom sa 9J symbol prenásobí faktorom z rovnice (3.118). Týmto získame 
koeficienty D~fi1:;,212 definované rovnicou (3.110). 
Časová zložitosť programu je O(n10), kde n = n1 + n 2 • Je to sposobené 
tým, že funkcia na výpočet 9J koeficientov v programe obsahuje sumu 
prebiehajúcu cez 9 parametrov rádu O(n) a konktrétny výpočet pod 
sumou je tiež rádu O(n), odpovedajúci výpočtu Clebsch-Gordanvých 
koeficientov. Teda ak si znova označíme O( CG) ako zložitosť výpočtu 
Clebsch-Gordanvých koeficientov, potom zložitosť celého programu je 
O(n9).0(CG). 
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Kapitola 4 

Priama diagonalizácia 
operátorov X 2 a (X.L )2 

V Kapitole 3 sme ukázali metódu hťadania vlastných stavov operátorov 
X 2 a (X.L )2 pomocou 9J koeficientov. V tejto kapitole budeme diago
nalizovať tieto operátory priamo a ukážeme, že táto metóda má oproti 
metóde 9J koeficientov isté výhody. Materiál v tejto kapitole je póvodný 
a hlavným výsledkom tejto kapitoly a celej práce je spolu so sústavami 
rovnic ( 4.86) a ( 4.91) program, popísaný na konci tejto kapitoly a pridaný 
v prílohe k práci. 

4.1 Posobenie operátoru X 2 

V predošlej kapitole sa nám podarilo ukázať, že platí [L2
, X 2

] = O. To 
znamená, že mózme hťadať vlastné stavy operátoru X 2 ako lineárnu kom
bináci u vlastných stavov operátoru L2. Teda naším problémom je nájsť 
stavy označené IL: >, pre ktoré budeme požadovať nasledujúce: 

IL: >= I: k1i12 ln1, n2, l, li, l2, m >, 
lih=O 

(4.1) 

( 4.2) 

kde ln1, n2, l, li, l2, m > sú vlastné stavy operátoru L2. Aby sme boli 
schopní tú to úlohu vyriešiť, potrebujeme si najprv spočítať, ako pósobí 
operátor X 2 na stavy ln1, n2, l, li,l2, m >. To urobíme tak, že operátor 
X 2 rozpíšeme do tvaru 
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a zaposobíme jednotlivými členmi na stavy ln1, n2, l, li, l2, m >.Z posobenia 
dvojice X 12 + xn2 dostávame: 

(X12 + Xn
2
)ln1, n2, l, li, l2, m >=Kini, nz, l, li, l2, m >, ( 4.4) 

K= (n~ - li(l1+1) - 1 + n~ - l2(l2 + 1) - 1). (4.5) 

Pre tento čiastočný člen sme výnimočne nemuseli stav ln1, n2, l, li, l2, m > 
rozpisovať, pretože operátory X 12 a xn 2 

majú tú vlastnosť, že vodíkové 
jednoelektrónové stavy sú ich vlastné stavy, tak ako to vyplýva z rovnice 
(2.84). 
Ďalej by som ešte rád zdoraznil, že K je funkciou kvantových čísel, takže 
korektne by sme ho značili K(n1 , n2 , li, l2), ale to kvůli prehl'adnosti ro
biť nebudeme, v prípade potreby doležité parametre uvedieme ako dolné 
indexy. Pre nasledujúce členy už bude potrebné stav ln1 , n2 , l, li, l2 , m > 
rozpísať 

m 

x§xJ11z, li, l2, m >= L CiX{ll1, li - i> Xf11h, l2 - m +i>, (4.6) 
i=O 

X{lli, Z1 - i>= X3-lli - 1, li - i> +xs+lli + 1, l1 - i>, (4.7) 

X3-(n1, li, i)= a(li, li - i)en1 11) (4.8) 

X3+(n1, li, i)= o:(li + 1, li - i)cn1 (li+l), (4.9) 

X{1 lb, l2-m+i >= 6-ll2-l, l2-m+i > +6+ll2+l, l2-m+i >, (4.10) 

6-(n2, l2, m, i) = o:(l2, l2 - m + i)cn2z2 , 

6+(n2, l2, m, i) = o:(l2 + 1, l2 - m + i)cn2 (12 +1)· 

(4.11) 

(4.12) 

K voli prehl'adnosti sú hlavné kvantové čísla n 1 a n2 v stavoch nevypiso
vané. Operátor Xf tieto čísla nemení a objavujú sa len v koeficientoch 
c1n, takže to nebude sposobovať problémy. Ešte by som poznamenal, že 
je potrebné rozlišovať Clebsch-Gordanove koeficienty Ci a koeficienty cin, 

ktoré dostávame z posobenia operátoru X a ktoré majú vždy dva indexy. 
Koeficienty a(l, m) sú definované rovnicou (2.155). 
Celkovo teda dostávame: 

X§X§lll,li,l2,m > fci[K33 __ ll1- l,li-i > ll2-l,l2-m+i > 
i=O 

+ K33-+lli - 1, l1 - i> ll2 + 1, l2 - m +i> 
+ K3s+-lli + l,l1-i > ll2- l,l2-m+i > 

+ K33++ili+l,l1-i> ll2+l,l2-m+i> J4.13) 
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Tu je ešte potrebné vysvetliť význam koeficientov typu K 33 __ . Prvé dva 
indexy odpovedajú indexom operátorov ktoré na stav posobia v ich po
radí a druhé dva indexy hovoria o tom, pri akom stave sa koeficient 
vyskytuje a ako ho spočítať. Teda koeficient Ka1ryó sa spočíta nasledovne 

( 4.14) 

Indexy a a b nadobúdajú teda hodnoty 3, +, - a indexy I a 8 len+,-. 
Ďalej budeme posobiť operátorom X.i.X!_I: 

m 

X~X~Ill,li, l2, m >= L::CiX~lli, li - i> X~Ill2, l2 - m +i>, ( 4.15) 

kde 

i=O 

X~\li, li - i> X+-\li -1, li - i+ 1 > 
+ X++ I li + 1, li - i + 1 >, 

X+-(ni, li, i) = f3(li - 1, li - i)cn111 , 

X++(ni, li, i)= -1(li + 1, li - i)cn1 (!i+l)1 

~--ll2 - 1, l2 - m +i - 1 > 

(4.16) 

( 4.17) 

(4.18) 

+ ~-+\l2 +1,l2 -m+i-1>, (4.19) 

~--(n2, l2, m, i)= -f3(l2 - 1, m - l2 - i)en212 , (4.20) 

XiX!_r\z, li, l2, m >= 

=2:~0 ci[K+---\li-l,li-i+l > \l2-l,l2-m+i-l > 

+K+--+\li - 1, l1 - i+ 1 > \l2 + 1, l2 - m +i - 1 > 

+K+-+-\li + 1, l1 - i+ 1 > \l2 - 1, l2 - m +i - 1 > 

+K+-++\li + 1, l1 - i+ 1 > \l2 + 1, l2 - m +i - 1 >]. (4.22) 

Ďalej budeme posobiť operátorom X!_XiI: 

m 

X~X.fll, li, l2, m >= L ciX~\li, li - i> x~I\l2,l2 - m +i>, (4.23) 
i=O 
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X~Jli, li - i> X--Jli - 1, li - i - 1 > 

+ X-+ili+l,l1-i-l>, 

X--(n1, li, i)= -{J(li - 1, i - Z1)cn11i, 

X-+(n1, li, i) =!'(li+ 1, i - li)cn1 (li+l)i 

X~IJl2,l2-m+i> - ~+-ll2-l,l2-m+i+l> 

( 4.24) 

( 4.25) 

( 4.26) 

+ ~++ll2 + 1, l2 - m +i+ 1 >, (4.27) 

~+-(n2, l2, m, i)= f3(l2 - 1, l2 - m + i)cn2z2 , (4.28) 

~++(n2, l2, m, i)= -1'(l2 + 1, l2 - m + i)cn2 (12+1), (4.29) 

X~XirJz, Z1, l2, m >= 

= EZ:o ci [ K-+--lli - 1, li - i - 1 > Jl2 - 1, l2 - m +i+ 1 > 

+K-+-+lli - 1, li - i - 1 > Jl2 + 1, Z2 - m +i+ 1 > 

+K-++-lli + 1, li - i - 1 > Jl2 - 1, l2 - m +i+ 1 > 

+K-+++ll1+1, li - i - 1 > JZ2 + 1, l2 - m +i+ 1 > J. (4.30) 

Ak to zhrnieme, tak posobením operátoru X 2 na vlastný stav operátoru 
L 2 sme dostali celkom 13 súm, z ktorých tých 12, ktoré obsahujú ko
eficienty typu Ka1ryó, sa už všeobecne nedá napísať ako nejaký vlastný 
stav operátoru L 2 , pretože tieto koeficienty priamo závisia na sčítacom 
indexe sumy. To však predstavuje problém, pretože naším cieťom je práve 
zapísať posobenie X 2 v tvare ( 4.1). N aviac z komutácie operátorov X 2 

a L 2 vyplýva, že to je možné. Pomažeme si nasledovne. Všimneme si, že 
12 súm je možné preindexovať tak, aby sa pod nimi vyskytoval ten istý 
stav. Sú to trojice súm s koeficientami K33-yó, K+--yó a K-+-yó· Sumu s 
koeficientom K 33-y6 necháme, v sume s koeficientom K+--yfi prejdeme od 
i ku i+ 1 a v poslednej sume prejdem od i ku i-1. Napríklad pre I'= -
a 8 = - touto procedúrou dostaneme pre K33 __ : 

m 

L ciK33 __ (i)Jl1 - 1, li - i> Jl2 - 1, l2 - m +i>, 
i=O 

teda ze suma s koeficientom K 33 __ sa neposúva. Ďalej pre K+--- prejde 
suma 

m 

L:ciK+---(i)Jli -1, li -i+ 1 > Jl2 - l,Z2 - m+i-1 > 
i=O 
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na sumu 

m+l 
L ci+1K+- --(i+ l)lli-1,li -i> ll2- l,l2 -m+i >. 
i=l 

N akoniec suma 
m 

I:ciK-+-- (i)lli- l,l1-i- l > ll2 - l,l2-m+i+ 1 > 
i=O 

prejde na sumu 

m- 1 
L ci-1K-+--(i - l)lli - 1, li - i> ll2 - 1, l2 - m +i>. 

i=-1 

Teraz můžeme všetky 3 sumy vyššie zlúčiť pod jednu, ktorá bude prebie
hať indexmi od i= -1poi=m+1, kde samozrejme budeme uvažovať 
len tie stavy ln, l, m >, ktoré spÍňajú podmienku lml ~ l . To už ale závisí 
na druhej dvojici indexov koeficientov Kalryfn pretože tie určujú posun pa
rametrov li a l2 v stavoch. Takto by sme zistili, že skutočné medze pre 
prípad druhej dvojice indexov -, - sú i= 1 dole a i= m - 1 hore. 
Pre vyššie uvedený prípad bude pod zlúčenou sumou stav lli -1, li -i > 
ll2 - 1, l2 - m +i > . Tento stav bude násobený výrazom 

Rovnakým postupom by sme získali aj koeficienty L_+(i), L+_(i) a L++(i). 
Faktor 2 pri koeficiente ci odpovedá tomu, že pred operátorom XjX[I je 
taktiež faktor 2. Zatial' teda máme 

X 2 ll, Zl, l2, l >=Kil, Zl, l2, m > -
m-1 

- L L __ (i) I li - 1, li - i > I l2 - 1, l2 - m + i > -
i=l 
m+l 

- L L_+(i) lli - 1, li - i> ll2 + 1, h - m +i > -
i=l 

m-1 
- L L+- (i)lli + 1, li - i> ll2 - 1, l2 - m +i> -

i=-1 
m+l 

- L L++(i)lli + 1, li - i> ll2 + 1, l2 - m +i> (4.31) 
i=-1 

To však ešte stále nie je požadovaný tvar, pretože koeficienty L..yó sú 
závislé na sumovacom indexe. Ale kedže výsledkem posobenia operátoru 
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X 2 má byť lineárna kombinácia vlastných stavov L2 musí byť možné sa 
tejto závisloti zbaviť nasledovne 

L __ (i) = -Ci-lQ __ , 

L_+(i) = -ci-1Q-+, 

L+-(i) = -Ci+iQ+_, 

L++(i) = -Ci+lQ++, 

( 4.32) 

( 4.33) 

(4.34) 

( 4.35) 

kde už Qaf3 sú koeficienty nezávislé na indexe i a znamienka - (v rovni
ciach vyššie) majú len kozmetický význam. Konečne 

X 2ll, li, l2,l > = Kil, Z1,l2, m > +Q __ ll, li - 1, Z2 - 1, m > + 

+Q-+ll, li - 1, Z2 + 1, m > +Q+-ll, li+ 1, Z2 - 1, m > + 

+Q++ll, Z1+1, Z2 + 1, m >, ( 4.36) 

kde koeficienty Qaf3 sú definované rovnicami ( 4.32), ( 4.33), ( 4.34) a ( 4.35). 

4.2 Posobenie operátoru (X.L )2 

V tejto sekcii zistíme posobenie operátoru (X.L )2 na vlastné stavy operátoru 
L2

. Tým umožníme hťadanie vlastných stavov operátoru (X.L) 2
• Na to, 

aby sme mohli očakávať výsledok v tvare lineárnej kombinácie vlastných 
stavov operátoru L2, musíme najprv ukázať, že platí [(X.L)2, L2] = O. 
Ak platí, že ťubovoťné dva operátory A,B splňujú [A, B] = O, potom 

[A2,B] = AAB- BAA = ABA+A[A,B] -ABA- [B,A]A, 

[A2 ,B] = A[A,B]- [B,A]A =O. 

Teda vďaka rovnici (3.65) nutne platí [(X.L) 2
, L2

] =O. 
V tomto momente sme už oprávnený očakávať, že ak zaposobíme operátorom 
(X.L )2 na vlastné stavy operátoru L2

, dostaneme lineárnu kombináciu 
týchto stavov. 
Výpočet posobenia operátoru (X.L )2 bude prebiehať obdobne, ako pre
biehal výpočet pre operátor X 2 . Najprv zaposobíme operátorom (X.L) 
na stav 
ln1 , n2 , l, li, Z2 , m >a potom na výsledok zaposobíme tým istým operátorom 
ešte raz. 
Teraz sa pozrieme ako vyzerá operátor (X.L) v rozpísanom tvare. 

X.i= (XI - xn).(iI + LII) =}(I.LI+ }(I.LIJ - }(II.LI - }(II.LIJ. 
( 4.37) 
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Na tomto mieste je doležité, že platia rovnice (3.12) a (3.6), pretože 
potom mažeme rovnicu ( 4.37) upraviť nasledovne: 

(4.38) 

A po rozpísaní do zložiek: 

Teraz už začneme počítať posobenie jednotlivých operátorov na stav 
ln1, n2, l, li, Z2, m >. Opať budem kvoli prehťadnosti vynechávať kvantové 
čísla n1 a n2. 

m 

Xf L~1 ll, li, Z2, m >= L ciXf IZ1, li - í > L~1 IZ2,l2 - m + í >, ( 4.40) 
i=O 

Xf lli, li - í >= X3-lli - 1, li - í > +X3+1li + 1, li - í > . ( 4.41) 

Kde x3- a X3+ sú funkcie definované rovnicami (4.9) a (4.8). 

L~1 ll2 , Z2 - m + í >= A3IZ2, Z2 - m + í > . ( 4.42) 

Funkcia )..3 je definovaná rovnicou (2.31). Teraz naviac definujeme nové 
funkcie Pa1ry tak, aby platilo: 

( 4.43) 

Potom: 

xf L~1 1z, l1, Z2, m >= f= Ci [P33-lli - 1, li - í > IZ2, Z2 - m + í > + 
i=O 

+P33+1Zi + 1, li - i> IZ2, Z2 - m +i> J ~4.44) 

Ďalej : 

m 

X~L~ll,li,l2,m >= 2:ciX~lli,li-í > L~IZ2,Z2-m+í >, (4.45) 
i=O 

X~ll1,l1-i >= X+-lli-1,li-i+l > +x++lli +1,Z1-i+l >, (4.46) 

( 4.47) 
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kde funkcie X+- a X++ sú definované rovnicami (4.17) a (4.18) a,\_ zase 
vzťahom (2.32). 

X~Lš}IZ, l1,l2, m >= f Ci [P+--IZ1 - 1, li - i+ 1 > IZ2, Z2 - m +i - 1 > 
i=O 

+P+-+ll1+1, li - i+ 1 > IZ2, Z2 - m +i - 1 > J, (4.48) 

m 

X~L~ll, l1, Z2, m >= L ciX~lli, li - i> L~IZ2, Z2 - m +i>, (4.49) 
i=O 

X~lli, l1 -i>= X--lli -1, li -i-1 > +x-+lli + 1, l1 -i-1 >, (4.50) 

(4.51) 

kde funkcie X-- a X-+ sú definované rovnicami ( 4.25) a ( 4.26) a A+ zase 
vzťahom (2.32). 

X~L~ll, li, Z2, m >= f ci [P-+-IZ1 - 1, li - i -1 > IZ2, Z2 - m +i+ 1 > + 
i=O 

+P-++lli + 1, li - i - 1 > ll2, Z2 - m +i+ 1 >]. (4.52) 

Podobne, ako to bolo pri pósobení operátoru X 2 , aj v tomto prípade je 
možné po vhodnom posunutí súm v ich sčítacích indexoch viaceré stavy 
dať pod jednu sumu. Jedná sa o stavy s koeficientmi P33"Y, P+-"Y a P_+T 
Pri stave s koeficientom P33"Y index necháme, pri stave s koeficientom 
P+-"Y zmeníme index i na i+ 1 a v poslednom prípade prejdeme od i k 
i - 1. Ešte prejdeme ku novým koeficientom: 

U_(n1, li, Z2, m, i)= 2ciP33_(i)+ci+1P+--(i+l)+ci-1P-+_(i-l), (4.53) 

U+(n1, Z1, l2, m, i)= 2ciP33+(i)+ci+1P+-+(i+l)+ci-1P-++(i-l). (4.54) 

Potom: 

m+l [ _,I _,II · · 
X .L ll, li,l2, m >= L U-lli - 1, li - z> ll2, l2 - m +z>+ 

i=-1 

+U+lli+I,li-i> ll2,l2-m+i> J.(4.55) 

Podobne by sme mohli pre operátor f}.j(II definovať koeficienty Zab"'f: 

( 4.56) 
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kde funkcie ..\3 a A± sa určené rovnicami (2.31) a (2.32) a funkcie 6+, 
6-, ~++, ~+-,~-+a~--, rovnicami (4.12), (4.11), (4.29), (4.28), (4.21) 
a (4.20). Potom samozrejme 

L~Xfll, li, l2, m >= f [z3s+lli, l1 - i> ll2 + 1, l2 - m +i>+ 
i=O 

+z33-lli,li -i> /l2 - l,l2 -m+i > ], (4.57) 

L~X~I/l, li, l2, m >= f [z+-+lli, li - i+ 1 > /l2 + 1, l2 - m +i - 1 > + 
i=O 

+Z+--/li, li - i+ 1 > ll2 - 1, l2 - m +i - 1 >], (4.58) 

L~X~I/z, l1, l2, m >= f [z-++/li, li - i - 1 > /l2 + 1, l2 - m +i+ 1 > + 
i=O 

+Z-+-/li,li-i-l> /l2-l,l2-m+i+l> ]. (4.59) 

V tejto situácii zase preindexujeme vhodne sumy, a definujeme nové ko
eficienty: 

-W_(n2, li, l2, m, i) = 2ciZ33-(i) + ci+1Z+--(i + 1) + ci-1Z-+-(i - 1), 
(4.60) 

-W+(n2, li, l2, m, i)= 2ciZ33+(i) + ci+1Z+-+(i + 1) + ci-1Z-++(i - 1). 
( 4.61) 

Potom: 

_,I _,II · · m+l [ 
-L .X /l,l1,l2,m >= i~l W_ll1,li-z > /l2 - l,l2 -m+z > + 

+W+lli, l1 - i> /l2 + 1, l2 - m +i> ](4.62) 

Teda celkom máme: 
-+I _,II _,I _,II 

L.X/l, li,l2, m >= (X .L - L .X )/l, li, l2, m >= 

m+l [ 
= .L W_/l1,l1-i > /l2 - l,l2 - m+i > + 

i=-..,.1 

+ W +I li, li - i > I l2 + 1, l2 - m + i > + 

+U-lli-1,li -i> /l2,l2 -m+i > + 

+U+/li+l,li-i> /l2,l2-m+i>]. (4.63) 
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Teraz opať využijeme to, že [L.X, L2
] = O, teda výsledkom posobenia 

operátoru L.X na vlastné stavy operátoru L2 musí byť lineárna kom
binácia vlastných stavov operátoru L2 . A kedže všetky stavy z rovnice 
(4.63) sú lineárne nezávislé (pre konkrétnu volbu IZ, li, Z2, m > ), potom 
je možné definovať funkcie A± a B± nasledovne: 

U±(i) = Ci±lA± 

W±(i) = ciB± 

A využitím toho potom: 

A± =/:- A±(i), 

B± =/:- B±(i). 

( 4.64) 

(4.65) 

L.Xll, li, Z2, m >= A_ll, li - 1, Z2, m > +A+ll, Z1+1, Z2, m > + 

+B-ll, li, Z2 - 1, m > +B+ll, li, Z2 + 1, m > . ( 4.66) 

Tu sme ale neskončili, pretože nás zaujíma posobenie operátoru (L.X)2. 
Našťastie z rovnice (4.66) to zistíme jednoducho tak, že na pravú stranu 
rovnice zapůsobíme operátorom (L.X) ešte raz: 

(L.X)2IZ, li, Z2, m >= A_L.Xll, li - 1, Z2, m > +A+L.Xll, li+ 1, Z2, m > 
+B_L.Xll, li, Z2 - 1, m > +B+L.Xll, li, Z2 + 1, m >, (4.67) 

(L.X)21Z, li, Z2, m >= A_A_ll, li - 2, Z2, m > +A_A+ll, li, l2, m > 
+A_B_jl,li - l,l2 -1,m > +A_B+ll,l1 - l,l2+1,m > 

+A+A-ll, Z1, Z2, m > +A+A+ll, li+ 2, l2, m > 
+A+B-ll,l1 + l,l2- l,m > +A+B+ll,li + l,Z2+1,m > 
+B_A_ll,li- l,l2- l,m > +B_A+ll,li + l,Z2- l,m > 

+B_B_jl, l1, l2 - 2, m > +B_B+ll, li, l2, m > 
+B+A-ll, li - 1, Z2 + 1, m > +B+A+ll, li+ 1, l2 + 1, m > 

+B+B_jl,l1,l2,m > +B+B+ll,li,l2+2,m >{4.68) 

Teraz už len zhrnieme rovnaké stavy dokopy a prejdeme k novým koefi
cientom. 

(L.X)2IZ, Z1, Z2, m >= Eojl, li, Z2, m > + 

E1ll, li - 2, Z2, m > +E2jZ, li+ 2, Z2, m > + 

+E3jl, li, Z2 - 2, m > +E4 jl, li, l2 + 2, m > + 

+ E5 j l, li - 1, Z2 - 1, m > + E6 j l, li - 1, Z2 + 1, m > + 

+E7jl,li + l,Z2 -1,m > +Esjl,l1 +1,Z2+1,m >. 
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Pre koficienty Ei platí: 

E0 = A_A+ + A+A- + B_B+ + B+B-, 

E 1 = A_A_, 

E2 = A+A+ 

E3 = B_B_, 

E4 = B+B+, 

E5 = A_B_ + B_A_, 

E6 = A_B+ + B+A_, 

E7 = A+B- + B+A_, 

E8 = A+B+ + B+A+. 

( 4.70) 

( 4. 71) 

(4.72) 

( 4. 73) 

(4 .74) 

( 4. 75) 

(4.76) 

( 4.77) 

( 4. 78) 

Samozrejme funkcie Ei závisia na rovnakých parametroch ako koeficienty 
A± s B± ktoré obsahujú. 

4.3 Riešenie sústavy a výpočet koeficien
tov 

To, ako posobia operátory X 2 a (X.L) 2 na stavy Jn1, n2, l, li, Z2, m > už 
vieme. Teraz si tieto stavy potrebujeme vhodne nakombinovať, aby sme 
získlali stavy J.C >, pre ktoré platí: 

x21.c >= t;;J.C >, 
(X.L) 2 J.C >= AJ.C >, 

J.C >= L k1i12ln1, n2, l, li, Z2 , m > . 
l1,l2=0 

(4.79) 

Cieťom tejto podkapitoly teda bude nájsť koeficienty k1i12 • N ajprv sa 
budeme zaoberať týmto problémom pre operátor X 2 , potom pre (X.L) 2

. 

Postupovať budeme tak, že do rovnice ( 4.1) dosadíme sa stav J.C > jeho 
rozvoj ( 4.2) a pomocou rovnice ( 4.36) zaposobíme operátorom X 2 na 
jednotlivé stavy. 

( 4.80) 
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X 2 L kz112ll,li,l2,m>= L k11l2[K(li,l2)ll,ll,l2,m> 
li ,b=O l1,l2=0 

+Q--(li, Z2)IZ, li - 1, Z2 - 1, m > +Q-+(li, Z2)IZ, li - 1, Z2+1, m > 

+Q+-(li, Z2)IZ, li+ 1, Z2 - 1, m > +Q++(li, Z2)IZ, li+ 1, Z2 + 1, m > J<jl.81) 

+ L k1i12 Q++(li, Z2) IZ, li + 1, Z2 + 1, m > . ( 4.82) 
li,l2=0 

Teraz posunieme sumovacie indexy tak, aby sme pod sumami dostali 
rovnaké stavy. 

X 2 L k1iz2ll,li,l2,m >= L k1i12K(li,l2)ll,ll,l2,m > 

lih=l 

+ L k(l1+l)(b-1)Q-+(li + 1, Z2 - 1) IZ, li,l2, m > 
(l1=l),(l2=-l) 

+ L k(l1-I)(Z2+1)Q+-(l1 - 1, Z2 + l)IZ, li, Z2, m > 
(li=-l),(l2=l) 

+ L k(l1-I)(b-1)Q++(li - 1, Z2 - l)IZ, li, l2, m >. (4.83) 
li,12=-l 

Pričom je potrebné spomenúť, že v sumách sa sčíta aj cez nefyzikálne 
stavy, napríklad l2 = -1. To je potrebné chápať tak, že koeficienty kij sú 
nulové ak i< O, i~ n 1 , j <O aj~ n2 • 

X 2 L k1iz2IZ, li,l2, m >= L [ kz1bK(li,l2) 
li,l2=0 lih=-1 

+k(ti+i)(t2+1)Q--(li + 1, Z2 + 1) 

+k(1i+1)(12-1)Q-+(li + 1, Z2 - 1) 

+ku1-l)(b+i)Q+-(Z1 - 1, Z2 + 1) 

+k(l1-1)(12-l)Q++(Zi - 1, Z2 - l)J IZ, Z1, Z2, m > . 
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Pričom požadujeme: 

L r;,k1i12 ll, li, l2, m >= L [ k1i12 K(li, l2) 
li,l2=0 li,l2=-l 

+k(l1+l)(b+l)Q--(li + 1, l2 + 1) 

+k(l1+l)(lrl)Q-+(li + l, l2 - 1) 

+ku1-1)(b+1)Q+-(li - 1, l2 + 1) 

+kc1i-1)(b-1)Q++(l1 - l, l2 - 1) J ll, li, l2, m > . (4.85) 

Keď si uvedomíme, že stavy ll, li, l2, m > sú lineárne nezávislé, mažeme 
, t' nap1sa : 

[r;, - K(li, l2)]k1i12 = ku1+1)(h+1)Q __ (l1 + l, l2 + 1) 

+k(li+l)(h-l)Q-+(li + 1, l2 - 1) 

+kc1i-1)(b+ilQ+-(l1 - 1, l2+1) 

+k(l1-l)(lrl)Q++(li - 1, l2 - 1). 

Rovnica ( 4.86) spolu s normovacou podmienkou 

2= k~12 = 1 
lih=O 

nám tvorí systém rovníc pre koeficienty k1i 12 . 

( 4.86) 

(4.87) 

Na tomto mieste je potrebné odbočiť a povedať niečo o stavoch l.C >. 
Stavy j.C > odpovedajú stavom značeným jn1, n2 , K, T, l, m >z kapitoly 
3, kde K a T spÍňajú rovnice 

r;, = (n1 + K) 2 + T 2 - 1 - l(l + 1), 

A.= (n1 + K)2T2
, 

kde r;, a A. sú vlastné čísla operátorov X 2 a (X.L)2. 
Ako vidíme, vlastné čísla r;, a A. závisia na číslach K a T kvadraticky, teda 
maže nastať prípad, keď pre razne dvojice {K, T} dostaneme rovnaké 
vlastné číslo r;,. To spasobuje, že systém rovníc ( 4.86) s normalizačnou 
podmienkou nebude musieť byť jednoznačne riešiteťný, pretože niektoré 
rovnice v systéme (4.86) sa budú macť opakovať. v tom prípade je po
trebné dodať ď alšie rovnice pre koeficienty ktib. Tie získame samozrejme 
z rovnice (4.79) tak, že dosad1me za stav l.C >a využijeme rovnicu (4.69). 

(X.L) 2 L k1i12 ll,li,l2,m>=A. L k1i1 2 ll,li,l2,m>, ( 4.88) 
li,l2=0 li,l2=0 
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li,lz=O 

+ L k1i1 2 Es(li, l2)ll, li+ 1, l2+1, m >, (4.89) 
li ,lz=O 

Opať vhodne preindexujeme sumy: 

L >.k1i12 ll, li, l2, m >= L kz1bEo(l1, l2)ll, li, l2, m > 
li,b=O 

+ L k(1i+2)12 E1(l1 + 2, l2)ll, li, l2, m > 
li=2,b=0 

+ L k(l1-2)12 E2(li-2,l2)ll,l1,l2,m> 

li=0,b=2 

li=O,b=-2 

+ L k(li-l)(!rl)Es(l1- l,l2- l)\Z,li,l2,m >. (4.90) 
li,!2=-l 

Vďaka nezávislosti stavov \Z, li, Z2 , m > potom: 

>.k1i 12 - k1i1 2 Eo(l1, l2) = kcz1+2)12 E1(l1+2, l2) + ku1-2)12 E2(li - 2, l2) 
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+k1iu2+2)E3(li, Z2 + 2) + k1i(z2-2)E4(li, Z2 - 2) 
+ku1+1)(12+1)E5(li + 1, Z2 + 1) + k(zi+i)(l2-1)E6(li + 1, Z2 - 1) 

+ku1-l)(l2+l)E1(li - 1, Z2 + 1) + ku1-l)(l2-1)Es(li - 1, Z2 - 1~4.91) 

V tomto momente sme hotoví, pretože systém ( 4.86) a systém ( 4.91) spolu 
s normalizačnou podmienkou ( 4.87) už jednoznačne určujú koficinety k1i12 

a teda aj vlastný stav l.C > operátorov X 2 a (X.L) 2
. 

Sústavy rovníc ( 4.86), ( 4.91) a naprogramovanie ich riešenia tvorí hlavný 
výsledok tejto práce. 

4.4 Program a jeho časová zložitosť 

Ako sme videli v doterajšom postupe, stav l.C > nemáme analyticky 
vyjadrený, pretože koeficienty k1112 v jeho rozvoji sú riešeniami systému 
rovníc, ktoré nemáme analyticky spočítané. Na ich výpočet som napro
gramoval program, ktorý je ku práci pridaný ako príloha. 
Program v podstate kopíruje postup z predošlých kapitol. Začína pro
cedúrou na počítanie Clebsch-Gordanových koeficientov. Nasledujú funk-
cie na počítanie všetkých definovaných koeficientov až po výsledne koefi
cienty K, Q7 r„ Ei· Do tohto okamžiku je program v podstate priamočiary, 
akurát pri jeho vytváraní bolo potrebné venovať zvýšenú pozornosť posúvaniu 
indexov súm ktoré vedú k definovaniu koeficientov L7 ri, W±, U±. Ďalším 
technickým problémom bolo zostavenie matíc, ktoré odpovedajú systémom 
rovníc (4.86) a (4.91). Podobne, ako v procedúre pre Clebsch-Gordanové 
koeficienty, normalizačná podmienka je zahrnutá do systému rovníc tak, 
že sa jedna z premmených nastaví na jednotku a všetky premmenné sa 
na konci výpočtu podelia normalizačným faktorom. Dalším problémom 
bolo usporiadanie rovníc do matice, pretože pri neznámych ktiz2 máme 
dva indexy. Teda bolo potrebné urobiť pomocné procedúry, ktoré vzájomne 
jednoznačne priraďujú dvojici indexov li a l2 jeden index. V programe 
som sa snažil vystačiť si len so systémom rovníc ( 4.86), pretože obsahuje 
menej dát. To však nebolo vždy možné, pretože ako už bolo spomenuté 
v predošej podkapitole, systém rovníc ( 4.86) nemusí byť jednoznačne 
riešiteťný kvoli možnej degenerácii. Teda posledným problémom bolo za
riadiť, aby sústava obsahovala len lineárne nezávislé riadky. To som urobil 
tak, že ak pomocná procedúra zistila že pri danej vol'be vlastných čísel 
je systém rovníc (4.86) degenerovaný, pridala sa dodatočná rovnica zo 
systému ( 4. 91). Konkrétne ak sme za jednotkový položili koeficient kL 1 L 2 , 

potom sa zo systému ( 4.86) odstránila rovnica s indexom odpovedajúcim 
dvojici indexov li = L2 a l2 = L 1 a nahradila sa rovnicou s rovnakým 
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indexom zo systému (4.91). Teda ak napríklad k03 = 1 a dvojici indexov 
3 a O odpovedá index (napríklad) 4, potom 4. riadok v matici odpove
dajúci rovnici v systéme ( 4.86) pre li = 3 a Z2 = O nahradíme rovnicou zo 
systému (4.91) pre li = 3 a Z2 =O. Robíme to týmto sposobom, pretože 
v degenerovanom prípade sú koeficienty k1i12 symetrické alebo antisyme
trické v li a Z2 . Preto ak položíme koeficient kL 1 L 2 rovný jednotke, tak 
rovnicu pre Z1 = L2 a Z2 = L1 zo systému ( 4.86) nepotrebujeme. A ak 
vezmeme rovnicu s týmito indexmi zo systému (4.91), bude so všetkými 
ostatnými rovnicami linárne nezávislá. Výslednú sústavu riešim Gausso
vou elimináciou. 
Časová zložitosť porgramu je rádu O(n3 ), kde n = n1 + n2 . Časovo naj
náročnejšia procedúraje zadanie hodnot do matice sústavy (rádu O(n3 )). 

Ak si označím zložitosť funkcie na výpočet Clebsch-Gordanových koefici
entov O(CG) (v mojom programe O(CG) = O(n) ), potom sa zložitosť 
programu dá napísať v tvare O(n2).0(CG). 

4.5 Porovnanie metód 

Obid ve metódy počítania vlastných stavov operátorov X 2 a (X.L )2 nám 
dávujú stavy ln1 , n2 , K, T, l, m > s rovnakými vlastnými číslami "" a A, 
kde "" a>. sú určené rovnicami (3.121) a (3.122). 
Metóda 9J koeficientov je elegantnejšia, pretože 9J koeficienty v pod
state priamo určujú prechod z báze stavov ln1 , n2 , l, li, l2 , m > do báze 
stavov ln1 , n2 , K, T, l, m >, je len potrebné si poriadne rozmyslieť, aký 
význam majú parametre v 9J symbole. Avšak výpočet 9J symbolu je 
pomerne náročný. Buď je potrebné na jeho výpočet použiť formulku 
(3.38), v ktorej sa sumuje cez 9 paramterov, alebo analytický vzťah. Ten 
je exaktný, avšak vysupujú v ňom faktoriály, teda pre praktické výpočty 
je neužitočný, a preto nie je v texte uvedený, záujemca ho však maže 
nájsť v [11]. 
Algebraická metóda je síce pracnejšia a zdÍhavejšia, ale na výpočet po
trebných koeficientov je potrebné len zostaviť maticu a tú potom dia
gonalizovať, kde zostavenie matice je po znalosti Clebsch-Gordanových 
koeficientov priamočiare. 
V jednotlivých podkapitolách o programoch som už spomínal časovú 
zložitosť programov pre obidve metódy. Pre algebraickú metódu to bolo 
O(n2).0(CG) a pre metódu 9J koeficientov O(n9).0(CG), kde n = n1 + 
n2 a O(CG) je časová zložitosť funkcie na výpočet Clebsch-Gordanových 
koeficientov. Teda rozdiel rýchlosti výpočtu je 7 rádov (v limite n ---+ oo), 
čo predstavuje obrovské rozdiely, pretože hodnota napríklad n = 10 je 
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ešte relatívne nízka a program počítajúci 9J koeficienty už beží pozoro
vateťne dlhšie. 
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Kapitola 5 

Možnosti využitia približných 
symetrií 

V tejto časti práce ukážem, ako je možné stavy pripravené v Kapitolách 
3 a 4 použiť. Najpr pre stavy v bázi lni, n 2, l, li, l2, m > zastavím ta
bul'ku vlastných stavov operátoru lr 1 !rIII, kde konkrétne budeme hl'adať 
vlastné stavy v podpriesotre ni = n 2 - N = 4, 7, 10 a l = 1. Ti
eto stavy budú spočítané metódou uvedenou v článku [7]. Ku každej z 
troch tabuliek bude prislúchať tabul'ka obsahujúca koeficienty prechodu 
z báze lni, n2, l, li, l2, m > do báze lni, n2, K, T, l, m > ( samozrejme pre 
príslušné N ), pričom pre N > 4 budú kv6li prehl'adnosti tabul'ky uve
dené samostatne, zatial' čo pre N = 4 si vystačíme s jednou tabul'kou 
pre obidve sady čísel. Ďalej uvediem pre príslušné N tabul'ku obsahujúcu 
kvadráty koeficientov prechodu medzi bázou vlastných stavov operátoru 
lr1!rnl a bázou lni, n2, K, T, l, m >. Označme si koeficienty vlastných 

stavov operátoru lr1!rn1 nasledovne 

1 
I 1 ni !stav>= e:istav >, r -r 

Jstav >= L:c(hh)lni,n2,l,li,l2,m >. 
lih 

(5.1) 

(5.2) 

A označme koeficienty prechodu medzi bázou lni, n 2, K, T, l, m >a bázou 
lni, n2, l, li, l2, m > nasledovne 

lni, n2, K, T, l, m >= L ku1 .12llni, n2 , l, li, l2, m > . (5.3) 
lih 

Pre ni = n2 = 4 a l = 1 dostávame tabul'ku (5.1). Kvadráty ko
eficientov vlastných stavov operátoru lr 1 !rIII vyjadrené v bázi stavov 
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ln1 , n2 , K, T , l, m > sú v tabulke (5.2) . Obe tabulky sú uvedené v článku 
[1], ď alšie tabulky však nie. 
Podobne skonštruujeme aj tabulky (5.3) a (5.4) pre n 1 = n 2 = 7 a 
l = 1. Tentokrát si opať vyjadríme koeficienty vlastných stavov operátoru 
lr1 !rIII v bázi stavov ln1 , n2 , K, T, l, m > a do tabulky (5.5) vypíšeme ich 
druhé mocniny. 
Celý postup zopakujeme pre n 1 = n 2 = 10 a l = 1, pričom výsledky sú v 
tabulkách (5.6), (5.7) a (5.8). 
Ako vidíme v tabulkách (5.2), (5.5) a (5.8), vlastné stavy operátorov X 2 

a (X.L) 2 sú takmer vlastnými stavmi operátoru lr1!rIII. Ďalej vidíme, že 

nediagonálne príspevky rapídne klesajú so vzdialenosťou od diagonály a 
naviac sú takmer symetrické. To znamená , že očakávame, že operátor 
r1 - rII bude možné napísať v tvare: 

kde komutátor [r1p{ + rIIp{1 ,X1 - XII] bude mať malý vplyv a bude 
možné ho považovat za opravu. 

Tabulka 5.1: Vlastné stavy operátoru lr 1 !ru l pre N=4,1=1 

é C(O,l) C(l,2) C(2,3) (K,T) k (o,l ) k(l ,2) k c2,3) 

0.0268 -0.8703 -0.4811 -0.1050 (3,0) -0.8367 -0.5292 -0.1414 
0.0370 -0.4522 0.6964 0.5573 (1,0) -0.5000 0.6325 0.5916 
0.0533 -0.1950 0.5325 -0.8236 (-1,0) -0.2236 0.5657 -0.7937 

Tabulka 5.2: Kvadráty koefcientov vlastných stavov operátoru lr1!rIII v 
bázi ln1, n2, K, T, l, m > pre N=4,l=l 
(K,T) (3, O) (1,0) (-1,0) 
(3,0) 0.995 0.005 0.000 
(1,0) 0.005 0.992 0.003 

(-1,0) 0.000 0.003 0.997 
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Tblk 53Vl t' t 't 1 N 71 1 a u a .. as ne s avy opera oru lr1 _ .,.11
1 

pre -

' 
-

f C(O, l) C(l,2) C(2,3) C(3 ,4) C(4,5) C(5,6) 

0.0081 0.7319 0.6053 0.2985 0.0926 0.0173 0.0016 
0.0096 -0.5208 0.2267 0.6661 0.4587 0.1505 0.0224 
0.0117 0.3487 -0.4797 -0.1010 0.6096 0.4982 0.1351 
0.0144 0.2214 -0.4522 0.3546 0.1883 -0.6318 -0.4316 
0.0179 -0.1326 0.3312 -0.4609 0.3704 0.0605 -0.7207 
0.0230 0.0698 -0.1949 0.3447 -0.4866 0.5710 -0.5250 

Tabulka 5.4: Stavy jn1 , n 2 , K, T, l, m > pre N=7,1=1 
(K,T) kco,1) kc1,2) kc2,3) k(3,4) k(4,5) k(5,6) 

(6,0) 0.6814 0.6220 0.3591 0.1370 0.0326 0.0040 
(4,0) -0.5297 0.0967 0.6142 0.5324 0.2183 0.0409 
(2,0) 0.3912 -0.4286 -0.2474 0.5112 0.5549 0.1814 
(0,0) 0.2673 -0.4880 0.2817 0.2955 -0.5634 -0.4543 
(-2,0) -0.1597 0.3791 -0.4882 0.3532 0.0842 -0.6787 
(-4,0) 0.0714 -0.1956 0.3388 -0.4738 0.5647 -0.5463 

Tabulka 5.5: Kvadráty koefcientov vlastných stavov operátoru lrI~rIII v 
bázi ln1 1 n2 , K, T, l, m > pre N=7,l=l 
(K,T) (6,0) (4,0) (2, O) (0,0) (-2, O) (-4, O) 
(6,0) 0.991 0.009 0.000 0.000 0.000 0.000 
(4,0) 0.009 0.970 0.021 0.000 0.000 0.000 
(2,0) 0.000 0.021 0.960 0.019 0.001 0.000 
(0,0) 0.000 0.000 0.020 0.975 0.005 0.000 

(-2,0) 0.000 0.000 0.000 0.006 0.994 0.000 
(-4,0) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.999 
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Tabulka 5.6: Vlastné stavy operátoru lr1_!„ 111 pre N=lO,l=l 

E C(O,l) C(l,2) C(2,3) C(3,4) C(4,5) C(5,6) C(6,7) C(7,8) C(s,9) 

0.0039 0.64 0.62 0.41 0.19 0.07 0.02 0.00 0.00 0.00 
0.0043 -0.51 -0.02 0.50 0.58 0.36 0.14 0.03 0.00 0.00 
0.0049 -0.39 0.29 0.39 - 0.20 -0.58 -0.44 -0.18 - 0.04 0.00 
0.0057 0.30 -0.40 -0.05 0.45 -0.01 -0.55 -0.47 -0.18 -0.03 
0.0066 -0.21 0.39 -0.22 -0.22 0.43 0.05 -0.55 -0.45 -0.12 
0.0076 0.15 -0.33 0.35 -0.10 -0.27 0.43 0.00 -0.60 -0.34 
0.0089 -0.11 0.26 -0.35 0.31 -0.09 -0.25 0.47 -0.23 -0.60 
0.0106 -0.07 0.18 -0.30 0.37 -0.35 0.20 0.07 -0.41 0.63 
0.0131 0.04 -0.11 0.20 -0.30 0.38 -0.45 0.47 -0.43 0.33 

Tabulka 5. 7: Stavy ln1, n2, K, T, l, m > pre N=lO,l=l 
(K,T) k(o,1) k(l,2) k(2,3) k(3,4) k(4,5) k(5 ,6) k(6,7) k(7 ,8) k(s 9) 

(9,0) 0.59 0.61 0.45 0.24 0.10 0.03 0.01 0.00 0.00 
(7,0) -0.49 -0.12 0.38 0.58 0.45 0.22 0.07 0.01 0.00 
(5,0) -0.41 0.18 0.45 0.00 -0.49 -0.52 -0.27 -0.08 -0.01 
(3,0) 0.33 -0.35 -0.19 0.41 0.20 -0.42 -0.53 -0.25 -0.05 
(1,0) -0.26 0.40 - 0.11 -0.34 0.34 0.23 -0.45 -0.49 -0.16 

(-1,0) 0.19 -0.38 0.33 0.00 -0.36 0.37 0.11 -0.56 -0.35 
(-3,0) -0.13 0.31 -0.39 0.31 -0.05 -0.28 0.46 -0.21 -0.55 
(-5,0) -0.08 0.20 -0.32 0.39 -0.38 0.25 0.00 -0.33 0.61 
(-7,0) 0.03 -0.10 0.17 -0.26 0.34 -0.41 0.46 -0.48 0.41 

Tabulka 5.8: Kvadráty koefcientov vlastných stavov operátoru lrI_!rIII v 
bázi jn 1 , n 2 , K, T, l, m > pre N=lO,l=l 
(K,T) (9,0) (7,0) (5,0) (3, O) (1, O) (-1,0) (-3, O) (-5, O) (-7,0) 
(9,0) 0.990 0.010 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 
(7,0) 0.010 0.958 0.031 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 
(5,0) 0.000 0.032 0.920 0.046 0.002 0.000 0.000 0.000 0.000 
(3,0) 0.000 0.000 0.049 0.905 0.045 0.002 0.000 0.000 0.000 
(1,0) 0.000 0.000 0.000 0.049 0.922 0.028 0.002 0.000 0.000 

(-1,0) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.031 0.962 0.007 0.001 0.000 
(-3,0) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.008 0.991 0.001 0.000 
(-5,0) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.001 0.984 0.015 
(-7,0) 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.015 0.985 
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Kapitola 6 

Záver 

V tejto práci sme najprv zhrnuli niektoré zo symetrií atómu vodíku. Po
tom sa nám podarilo nájsť vlastné stavy operátorov X 2 a (X.L) 2 , pomo
cou skladania 4 vhodne zvolených momentov hybnosti a priamou diago
nalizáciou týchto operátorov. Ukázali sme, že pre nízke hodnoty hlavných 
kvantových čísel n 1 = n2 tieto stavy s velkou presnosťou diagonalizujú 
operátor lrL~rIII a jednočasticové vodíkové Hamiltoniány (2.133). 
Zatiaf čo v Kapitolách 2 a 3 sú podrobne rozobrané výsledky z prác [1], 
[7], [2], [3] a [6], výsledky Kapitoly 4 sú originálne. Hlavným výsledkom 
tejto práce sú systémy rovníc (4.86) a (4.91), ktorých riešenie hl'adá pro
gram popísaný v Kapitole 4. Tento program pracuje rádovo rýchlejšie 
ako program, ktorý funguje na princípe 9J koeficientov. 
V budúcnosti bude na.šou snahou zjednodušenie výpočtu Coulombovej 
interakcie pre vysoko excitované stavy, teda stavy ln1, n2, l, li, l2, m > s 
vysokými hodnotami hlavných a vedťajších kvantových čísel. Taktiež sa 
budeme snažiť nájsť výberové pravidlá pre maticové elementy operátoru 
lrL~rIII v bázy stavov ln1, n2, l, K, T, m >, pretože očakávame, že stavy 
z roznymi hodnotami kvantových čísel K a T budú interagovať vefmi 
málo. 
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