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mové praci J. Plackové v roce 2011. Uvazujeme tento jednoduchy model vyvoje
order booku, kde limit ordery jednotkové velikosti prichazeji podle nezavislych
Poissonovych procesti. Frekvence buy limit orderii pod resp. sell limit ordert nad
danou cenovou hladinou je popsana funkcemi poptavky a nabidky. Buy (resp. sell)
limit ordery pfichazejici s cenou nad (resp. pod) soufasnou cenou ask (resp. bid),
jsou prevedeny na market ordery a stornovani orderi neni povoleno. Tento mo-
del rozsifujeme zavedenim market makert, ktefi umisti najednou buy i sell limit
order se souc¢asnymi cenami bid a ask. Ukazeme, jak pfidani market makeri do
modelu zmensi spread, ktery byl v ptivodnim modelu nerealisticky velky a pied-
stavime také zpusob, jak vypocitat presnou intenzitu market makeri potiebnou
k redukci spreadu az na nulu.
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Abstract: Main goal of this thesis is improvement of an order book model so
that it behaved more realistically, based on a model developed by J. Plackova in
her diploma thesis in 2011. We consider this simple model for evolution of order
book in which limit orders of unit size arrive according to independent Poisson
processes. Frequency of buy limit orders below resp. sell limit orders above a given
price level is described by demand and supply functions. Buy (resp. sell) limit
orders that arrive with price above (resp. below) the current ask (resp. bid) price
are converted into market orders and cancellation of orders is not allowed. We
extend this model by introducing market makers who place at the same time
one buy and one sell limit order with current bid and ask prices. We show how
introducing market makers reduces the spread that in the original model was
unrealistically large and also show a method of calculating the precise rate of
market makers needed to reduce the spread to zero.
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Kapitola 1

Uvod

V dnesni dobé je trzni nabidka a poptavka casto realizovana elektronicky,
pri¢emz souvisejici informace jsou uchovavany v databazich. Tyto jsou obvykle
spravovany burzami, které se misto samotnych obchodnikii staraji o uskute¢néni
obchodnich transakci. Obchodnici, ktefi maji k takovéto databazi pristup, pak
své nabidky kotuji a souhrnem téchto nabidek vznika tzv. limit order book nebo
zkracené jen order book, tedy kniha objednavek. Tento zptisob mediace transakci
stoji v protikladu k obchodovani na OTC (z angl.over the counter) trzich, kde
obchodujici strany jednaji ptimo spolu, bez dalsiho zprostfedkovatele. Témito
trhy se vSak v této praci zabyvat nebudeme, nybrz se soustfedime pouze na trhy
burzovni a predevsim jejich order booky.

Urc¢ity model order booku, ktery pozdéji predstavime, vyvinula ve své di-
plomové praci jiz Jana Plackova, |[Plall] (a jak uvidime, také nékteii dalsi mate-
matici). Model se v§ak nechova realisticky a jeho zlepSeni je tak hlavnim tukolem
této prace.

Pokud jiz mluvime o order booku, je tieba fici, co jsou tyto ordery, ze kte-
rych se sklada. Order je objednavka nebo pokyn tykajici se urcitého aktiva ¢i
sluzby a vyjadiuje timysl obchodnika ziicastnit se transakce na daném trhu. Tato
objednavka miize mit podobu jak psanou tak tstni a v Ceské republice neni pou-
zivan jednotny termin, uziva se jak pojmenovani objedndvka, tak pokyn. Z tohoto
divodu budeme v dalsim pouzivat anglicky termin order.

Moznosti, jak definovat samotny order book je pomérné mnoho, témér to-
lik jako autoru, ktefl se tomuto tématu vénuji. My budeme pouzivat definici,
kterd 1ika, ze order book je seznam vSech tzv. limit orderi s informacemi o jejich
velikosti, druhu a cené v daném ¢asovém okamziku. Takto definovanému order
booku se ¢asto ¥ika limit order book (zkracené LOB). V nasledujici kapitole,
definujeme, co tyto jednotlivé terminy oznacuji.



Kapitola 2

Model

2.1 Popis modelu

Cilem prace bude zabyvat se jednoduchym matematickym modelem limit
order booku, pouzivaného napf. na akciovych trzich. Zakladni model, na ktery
v této praci navazujeme, byl nezavisle na sobé objeven a popsan nejméné Ctyfi-
krat, a to postupné G. J. Stiglerem [Sti64], H. Luckockem [Luc03|, J. Plackovou
[Plall] a E. Yudovinou [Yudl2b]. Nejprve popiSeme model ve vétsi obecnosti,
vcetné naseho rozsiteni.

Necht I = (I_,I;) C R je neprazdny otevieny interval, ktery predsta-
vuje mnoZinu moZnych cen, kterych mohou nabyvat limit ordery, a nechf I =
[I_,1;] C [—o00,00] znaci jeho uzavér. Piipomenme definici aritmetické miry:

Definice 1 (Aritmetickd mira). Aritmetickd mira na I je takovd mira u, Ze
p(A) € N pro kazdou méFitelnou mnozinu A C I. KaZdou koneénou aritmetickou
miru lze zapsat jako konecny soucet diracovijch mer.

Definice 2 (Diracova mira). Diracova mira je mira 6, na mnoziné X (s libovol-
nou o-algebrou podmnozin x) definovand pro libovolny prvek x € X a libovolnou

méritelnou mnoZinu A C X takto:
1 , pokud v € A

0x(A) = { 0 , pokud © ¢ A.

V libovolném ¢ase reprezentujeme stav order booku dvojici (X, X™) arit-
metickych mér na I, kde interpretujeme diracovy miry, ze kterych se X'~ (resp.
X'1) skladaji jako buy (resp. sell) limit ordery jednotkové velikosti za danou cenu.
Predpokladame dale, ze:



(i) neexistuji z,y € I takové, ze x <y a X" (x) >0, X (y) >0,

Podminka tik4, ze order book nemize ve stejnou chvili obsahovat buy a sell
limit order takové, Ze nabizena cena buy orderu je vySs$i nebo rovna pozadované
cené sell orderu. Vzhledem k tomu, ze X~ a X't jsou aritmetické miry,

M~ :=max({I_-}U{zx e I: X ({z}) > 0}), (2.1)

Mt =min({l,} U{z e I: XT({x}) > 0}), (2.2)

jsou dobie definovany. M~ resp. M ' je moZno interpretovat jako sou¢asnou hod-
notu ceny bid (bid price) resp. ceny ask (ask price). Pro potadek uvedme, 7e
rozdil mezi cenami ask a bid, tzn M — M~ se standardné nazyva spread. V8im-
néme si, ze pokud order book neobsahuje zadny limit order pfislusného typu,
potom M* := I,. Casto je vyhodné reprezentovat order book jako znaménkovou
miru X := XT — X~. Oznac¢me jako S,,q prostor vSech znaménkovych mér tvaru
X =XT—-X",kde X~ a XT spliuji vySe uvedenou podminku (i).

Dynamika modelu je popsana dvojici mér py na I a konstantou p > 0
reprezentujici podil market makeri. Predpokladejme, Ze pro funkce A_(z) :=
p_([z, 1) a Ay (z) := p((I_,x]), které nazveme poptdvkovd funkce a nabid-
kovd funkce plati:

Al) A_ je nerostouci a A\, je neklesajici

A2) Ay jsou spojité funkce

A3) funkce Ay — A_ je striktné rostouci

(A1)
(A2)
(A3)
(A4) A: > 0 na intervalu [

Uvazujeme Markovsky proces se spojitym ¢asem (X;)¢>o, ktery nabyva hod-
noty z prostoru S,.4, a jehoZ dynamika méa néasledujici popis .

Definice 3 (Buy limit ordery). S Poissonovou intenzitou u_(A), nezdvislou pro
disjunktni mnoziny A, pFichdzi obchodnik s cenou x z méritelné mnoziny A C I,
ktery umisti buy limit order za cenu x nebo vyrovnd nejlepsi (nejnizsi) dostupny
sell limit order za cenu niZsi nebo rovnou x, pokud takovy existuje,

tzn. X - X — 51‘/\]\4“'-

Definice 4 (Sell limit ordery). S Poissonovou intenzitou u(A), nezdvislou pro
disjunktni mnoZiny A, prichdzi obchodnik s cenou x z méritelné mnoZiny A C I,
ktery umisti sell limit order za cenu x nebo vyrovnd nejlepsi (nejuyssi) dostupny
buy limit order za cenu vyssi nebo rovnou x, pokud takovy existuje,

ten. X — X + dpunr--

Definice 5 (Market makeii). S Poissonovou intenzitou p pFichdzi market maker,
ktery umisti dvé nabidky, a to buy limit order a sell limit order se soucasngymi
cenami bid a ask, pokud tyto lezi uvonitt intervalu I,

ten. X > X — 1{M*>L}5M* + 1{M+<I+}5M+-



Predpokladame, 7Ze vSechny Poissonovy procesy, kterymi se fidi ruzné me-
chanismy modelu (buy/sell limit ordery a spekulanti), jsou vzéjemné nezavislé.
Podle Stiglera [Sti64] a Luckocka [Luc03| nazveme Markovsky proces (X};);>o jako
Stigleriv-Luckockiv model s poptavkovou funkei A_, nabidkovou funkei A, a in-
tenzitou market makeru p.

Predpoklady (A2)-(A4) zavadime pro technickou jednoduchost. Jak je vy-
svétleno v Appendixu A.1 [Swal6|, tyto predpoklady mohou byt u¢inény v pod-
staté bez Ujmy na obecnosti. Konkrétné, modely, které nespliuji pfedpoklady
(A2) a (A3), mohou byt ziskany jako funkce modeli které tyto predpoklady spl-
nuji. Toto se tyka kupfikladu diskrétnich modeli, ve kterych limit ordery mohou
byt umistovany pouze s celo¢iselnymi cenami.

Uvedeme vysvétleni na konkrétnim piikladu . Uvazujme model s cenovym
intervalem typu I = (0,2n), kde n > 1 je celé ¢islo, a poptavkovou a nabidkovou
funkeci, které spliuji

pe = Yl jesudey @, i = L[] jo ticned, (2.3)

tedy mira g ma hustotu vzhledem k Lebesgueové mife, kterd je rovna 1 na
intervalech (1,2], (3,4], ... a nula jinde, a analogicky, hustota miry u, je 1 na in-
tervalech (0,1], (2,3], ... a nula jinde. Necht (AX;);>o zna¢i n&jaky model s funkcemi
poptavky a nabidky danymi vztahem (a tedy spliujici i (A1)-(A4)), a necht
X, = X, o ! znaci zobrazeni miry X, kde

W(x) = Jz/2], pro x € I. (2.4)

Potom (&)i>0 je model, v némz limit ordery mohou byt umistovany pouze s
celo¢iselnymi cenami z mnoziny {1,2,...,n}. Konkrétné buy a sell limit ordery s
cenami, které v pavodnim modelu lezi v intervalu typu (2(k—1), 2k) jsou umistény
tak, ze jsou vzdy sparovany, s buy limit ordery napravo od sell limit orderti. Po
zobrazeni pomoci 1) jsou vSechny tyto ordery zobrazeny na cenu k, tedy stale jsou
sparované.

2.2 Historie a predpoklady modelu

Prvni zminka o modelu typu, ktery jsme pravé popsali, pochazi od americ-
kého ekonoma George Josepha Stiglera [Sti64], laureata Nobelovy ceny za ekono-
mii z roku 1982. Ten popsal a simuloval model bez market makert, kde rozdé-
leni cen je diskrétni, p_ a gy jsou rovnomérné rozdéleni na mnoziné deseti cen,
{1,2,...,10}. H. Luckock [Luc03], ktery podle v§eho nevédél o Stiglerové praci, se
zabyval modelem s obecnymi funkcemi poptavky a nabidky, ale taktéz bez market
makeri. Za predpokladu specidlniho typu stacionarity byl schopen najit explicitni
vyrazy pro rovnovaznd rozdéleni cen bid a ask jeho modelu. Model byl znovu ne-
zévisle objeven a definovan v diplomové praci Jany Plackové [Plalll, tentokrat s
p— a py jako rovnovazna rozdéleni na mnoziné 100 cen, {1,2,...,100}. Mezitim
Elena Yudovina [Yudi2a), [Yud12b] , jez si nebyla védoma piedchozich vysledki,
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ve své diserta¢ni praci uvazovala model pro obecnou t¥idu poptavkovych a na-
bidkovych funkei (ackoliv méné obecnych nez Luckock) a také predstavila model
s market ordery. Spolec¢né s Frankem Kellym, za urcitych technickych podminek,
byli schopni dokazat, ze limes inferior a limes superior cen bid a ask pro ¢as jdouci
do nekone¢na maji urcité deterministické hodnoty, které byli schopni explicitné
vypocitat. Vychazeje z modelu J. Plackové a a Luckockovy prace, Jan Swart uva-
zoval v [Swal6] modely s market ordery (tj. ordery na okamzity nakup/prode;
jednotky zbozi za nejlepsi dostupnou cenu) a dokézal stanovit presné kritérium
pozitivni rekurence takovych modelt.

Charakteristickym znakem Stiglerova-Luckockova modelu je, zZe buy ordery
a sell ordery prichazeji s cenou, ktera je nezavisla na soucasné cené. Oproti tomu
mnozstvi autoru uvadi modely, kde limit ordery jsou umistovany s cenami, které
se néjakym zplsobem odviji od stavu, ve kterém se order book nachéazi. Napii-
klad je cena ptichazejiciho limit orderu blizka cené posledni transakce, [Mas00],
nebo nejlepsi opa¢né nabidce, [CST10|, [SRR16], nékteii autofi také pripoustéji
stornovani order.

Na redlnych trzich je vyznamné ¢ast obchodu realizovana obchodniky, ktefi
spekuluji na vyvoj ceny, at uz pokles nebo nérist. S ohledem na toto se miize zdat,
ze model, kde jsou ordery umistoviny s cenou blizkou soucasné cené, jsou realité
blize nez na§ model. Nicméné, aby bylo néjaké zbozi pro obchodniky zajimavé,
musi na trhu vzdy existovat néjaka realna poptavka a nabidka bez ohledu na to,
nakolik je toto jinymi efekty a déji na trhu odsunuto do pozadi. Nerealistickym
aspektem naseho modelu je to, Zze obchodnici, ktefi maji opravdu zajem o dané
zbozi umistuji limit order nezavisle na soucasné trzni cené zbozi. V reélné situaci
takovy obchodnik nebude obvykle umistovat limit order s cenou piili§ vzdalenou
té soucasné, ale spiSe vycka, az soucasna cena dosdhne urovné, kterd je pro néj
akceptovatelnd, a az poté sviij order umisti. Proto tedy nékteré ordery, které jsou
v naSem order booku viditelné umistény, nemusi byt v realité vidét, ackoliv v jis-
tém smyslu stéle existuji, a to ve formé obchodniku tiSe ocekavajicich pokles ¢i
néarust ceny, ktefi nechtéji predcasnym umisténim orderu zvefejiiovat ostatnim
ucastnikim na trhu informaci o svych preferencich.

Nemoznost stornovat limit order je jisté nerealisticky aspekt Stiglerova-
Luckockova modelu, ktery navic silné ovliviiuje dlouhodobou podobu order booku.
Nicméné v okamzitém ¢asovém méfitku (v fadech minut) muze zanedbani moz-
nosti stornovat ordery odpovidat realité. Tedy limitni chovani Stiglerova-Luckockova
modelu pro ¢as jdouci do nekonecna by mélo byt vnimano jako ptiblizny popis
order booku v okamzitém casovém méfitku, kdyz je v order booku jiz velké mnoz-
stvi ordert, ale stornovani jesté neni podstatnym aspektem trhu.

V dobé predchézejici elektronickému obchodovani ptsobili market makefi
fyzicky v budové burzy, kde parovali buy a sell ordery a v podstaté zajistovali
uskutec¢iovani obchodii pro ostatni obchodniky. Prestoze dnes jiz market maketi
nejsou formalné oddéleni od jinych obchodniki, co do efektu stale existuji. Od
dalsich obchodniki se lisi svou odlisnou motivaci k obchodovani. Jejich cilem
neni prodej nebo nakup daného zbozi ani spekulace na budouci vyvoj jeho ceny,
market makefi umistuji buy i sell ordery s tmyslem vydélat na rozdilu mezi ce-
nami bid a ask (na redlném trhu je tento rozdil vzdy kladny). Obchodni strategie,
kterou jsme pro market makery zvolili je velmi jednoducha. V zavislosti na mo-
mentéalni podobé order booku a o¢ekdvaném chovani dalsich obchodniki by mohla



byt zvolena propracovanéjsi taktika. Uvidime vSak, Ze samotné pfitomnost mar-
ket makert obrovsky vliv na tvar order booku. Vezmeme-li toto v tivahu, muze
se ukazat, ze jejich soucasna strategie neni prili§ nerealistickd a doda trhu to, co
mu bez market makert chybélo, totiz likviditu.



Kapitola 3

Svétové burzy

V této kapitole piiblizime vyskyt nékterych pravé definovanych pojmua v
praxi. Konkrétné popiseme kazdodenni fungovani nékolika z nejvétsich svétovych
burz béhem ruznych obchodovacich obdobi.

Oproti Stiglerovu-Luckockovu modelu je obchodovani na svétovych burzach
rozhodné komplexnéjsi. Prvni odlisnosti je, ze obchodovani na burze neprobihé
cely obchodni podle stejného scénéare, naopak se déli do nékolika obdobi, a pro
kazdé z nich plati specifickda pravidla obchodu. Kromé toho béhem obchodniho
dne probiha také nékolik aukei (jmenujme predevsim oteviraci a uzaviraci), které
vyznamné ovliviiuji obchodovani béhem ostatnich obdobi dne. Pomoci Stiglerova-
Luckockova modelu simulujeme a zkouméme vyvoj order booku pouze béhem tzv.
bézného nebo hlavniho obchodovaciho obdobi, jak ho nékteré burzy nazyvaji.

Na prvni pohled asi nejmarkantnéj$im rozdilem je vyrazné bohatsi seznam
orderi, ktery jednotlivé burzy piijimaji. Mezi ty dalsi patii kromé market orderti
(které pouziva Swart [Swal6] i Yudovina [Yud12b]) pFedevsim ordery, které jsou
od téchto dvou zakladnich typt, limit a market orderti, odvozené. Uvedu napii-
klad ordery urc¢ené pouze do nékteré aukce, Limit-on-Open order je urcéen pouze
do oteviraci aukce, ordery s ¢asovym omezenim (tfeba na konkrétni obchodni
den, takovy order, neni-li béhem daného dne vyrovnan, je automaticky storno-
van) nebo ordery s jinymi podminkami (kupfikladu stop limit order je limit order,
ktery je do order booku umistén az tehdy, dosdhne-li souc¢asna cena stanovené
hranice).

Také spojitost mnoziny cen I neni v realité naplnéna, nebot existuje mini-
malni rozdil dvou cen zvany flick size, ktery zna¢i minimalni mozny nartst ceny.
Pokud m4 tedy stanovenou velikost napt. jako $0, 50, soucasnéa cena $20 se miize
pohnout na $20, 50, ale ne na $20, 25. Tick size miZe byt velikosti, kterd v realné
méné neexistuje. Napiiklad Newyorska burza (NYSE) méla v roce 1997 dany tick
size jako $0,0625. Tento nesoulad s nasim modelem je vS8ak zanedbatelny, jak
muzeme vidét pravé z piikladu velikosti tick size z NYSE roku 1997, mnoZina
moznych cen je totiz tak husta, Ze ji lze v podstaté povazovat za spojitou. Navic
i trhy s kladnou hodnotou tick size je mozné simulovat pomoci modelu spliujicich



(A1)-(A4), jak je vysvétleno na piikladu

3.1 London Stock Exchange

London Stock Exchange |[LSE| (LSE, Londynska burza) je nejvétsi evrop-
ska burza akcii a derivati, zalozena roku 1801, se sidlem na namésti Paternoster
Square v Londyné. V prosinci roku 2014 méla burza trzni kapitalizaci (tj. souhrn
trznich hodnot vSech obchodovanych akeii) zhruba 6,06 bilioni americkych dolart
denné, coz ji fadi na tfeti misto mezi nejvétsimi svétovymi burzami. Vlajkovou
lodi mezi elektronickymi obchodnimi systémy LSE je orderbook SETS (Stock
Exchange electronic Trading Service). Obchoduji se v ném indexy FTSE100,
FTSE250, FTSE Small Cap Index, cenné papiry vazané napf. na index, akcie
nebo komodity, stejné tak jako dalsi likvidni irské a londynské koétované cenné

papiry.

e Mezi 7:50 a 8:00 mistniho ¢asu probiha umistovani orderi pro tzv. zahajo-
vact aukcr. Béhem této doby obchodnici umistuji své ordery, rozdilem ovsem
je, ze market ordery nejsou ihned vyrovnany, vyrovnani p¥itomnych orderu
probéhne az béhem aukce v 8:00. Jednotna vyrovnavaci cena je urcena tak,
aby byl vyrovndn maximalni objem ordert. Limit ordery, které nejsou v
aukci vyrovnany, vstupuji v order booku do hlavniho obchodovaciho ob-
dobi.

e Od 8:00 do 12:00 mistniho ¢asu se obchoduje bézné v hlavnim obchodovacim
0bdobi. Obchodnici umistuji do order booku market ordery, které vyuisti v
okamzity obchod, a limit ordery, které v order booku ztsavaji, dokud nejsou
vyrovnany nebo zruSeny vlastnikem.

e Mezi 12:00 a 12:05 probiha specialni poledni aukce specificka tim, ze béhem
tohoto obdobi neni zvefejiiovano obvyklé mnozstvi informaci o stavu order
booku (tak jako béhem ostatnich obdobi), ale pouze v omezeném rozsahu
(jako aktualni vyse cen bid a ask, objem obchodu, apod.), piedevsim jsou
tak obchodnikiim skryty detailni informace o vys$i a cené ostatnich orderii.
Ackoliv nejsou vidét, zistavaji ordery platné pro tuto aukci aktivni. Smysl
této aukce je poskytnout obchodnikiim, uprostied dne, ptilezitost k usku-
te¢néni vétsich ordert bez obav o tnik informaci do zbytku obchodniho dne
v piipadé, ze nedojde k vyrovnéni.

e Od 12:05 az do 16:30 pokracuje bézné obchodovaci obdobi.

e V cCase 16:30 az 16:35 mistniho ¢asu probiha tzv. uzaviraci aukce se stejnymi
pravidly jako oteviraci aukce.

e Kratce po uzaviraci aukci, konkrétné mezi 16:35 a 16:40 mistniho casu se
jesté obchoduje za tzv. uzaviraci cenu, tedy cenu, kterda byla stanovena v
uzaviraci aukci. Vyrovnani ordert za jinou cenu jiz neni mozné.
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3.2 NYSE Arca

NYSE Arca [NYSEA| (New York Stock Exchange Arca), diive znamé pod
nazvem ArcaEx, je plné elektronickd americkd burza akcii a opci se sidlem v
Chicagu. Jejim vlastnikem je od roku 2006 Intercontinental Exchange, americka
sit burz, ktera vlastni také napiiklad newyorskou burzu. V roce 2007 byla NYSE
Arca druhou nejvétsi elektronickou komunikacni siti co do objemu obchodovanych
akcii. V NYSE Arca se obchodni den (jimiz jsou vSechny pracovni dny kromé
predem oznamenych) déli na 4 obdobi.

e Od 3:30 do 4:00 mistniho ¢asu jsou pfijimany ordery do tzv. oteviraci li-
mit order aukce. Jeji jednotna uzaviraci cena se stanovi tak, aby byl v case
aukce, tedy ve 4:00, vyrovnan maximalni objem orderti. Je-li takovych cen
vice, pouzije se ta nejblizsi uzaviraci cené piedchoziho dne. Do aukce se
zapoji pouze limitni ordery, ty nejsou parovany ani vyrovnavany az do pro-
béhnuti oteviraci aukce. Béhem jedné minuty pied probéhnutim aukce (tedy
od 3:59 do 4:00) neni mozno ordery stornovat. Tato aukce je vlastné jedi-
nym uzavienym obchodem pied hlavnim obchodovacim obdobim. Ordery,
které nejsou béhem oteviraci aukce vyrovnany, vstupuji do zahajovaciho
obchodovacitho obdobi.

e V case 4:00 az 9:30 mistniho ¢asu probiha zahajovaci obchodovaci obdobi, bé-
hem néhoz probiha ponékud upraveny mechanismus order booku. Prichozi
market ordery nejsou parovany a vyrovnavany az do market order aukce. Bé-
hem tohoto obdobi mohou byt vyrovnavany zvlastni ordery, jako napiiklad
NOW ordery neb PNP ordery. Na konci této doby, v 9:30, probéhne tzv.
market order aukce, kterd je vlastné prvnim uzavienym obchodem hlavni
obchodovaci doby. Uzaviraci cena je stanovena stejnym zpiisobem jako pro
oteviraci aukci. Béhem posledni minuty predchézejici aukei (tedy mezi 9:29
a 9:30) neni mozné stornovat ordery tcastnici se aukce, je ovéem mozno
stornovat limit ordery urcené specialné pro zahajovaci obchodovaci obdobi,
protoze tyto se nésledujici aukce netcastni. Do market order aukce vstupuji
market ordery, limit ordery vhodné pro hlavni obchodovaci obdobi a ordery
urc¢ené specialné pro tuto aukci.

e Mezi 9:30 a 16:00 mistniho ¢asu probiha hlavni obchodovaci obdobi. Do order
booku obchodnici zadavaji limit ordery, které zde zustavaji, dokud nejsou
vyrovnany, a market ordery, které jsou vyrovnany okamzité.

e V 16:00 mistniho ¢asu probéhne tzv. uzaviraci aukce, jejiz pravidla jsou
stejnad jako oteviraci aukce, tedy uzaviraci cena je stanovena tak, aby byl
vyrovnan maximalni objem ordert. Pokud je takovych cen vice, je pou-
zita ta nejblizsi poslednimu uzavienému obchodu. Béhem posledni minuty
predchazejici aukei (tedy mezi 15:59 a 16:00) neni mozné stornovat ordery
urcené pro tuto aukci, je ovSem mozno stornovat ordery nevyrovnané béhem
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3.3

hlavni obchodovaci doby. Do uzaviraci aukce vstupuji limit ordery nevyrov-
nané béhem hlavniho obchodovaciho obdobi a ordery urcené specidlné pro
tuto aukci.

Tokyo Stock Exchange

Tokyo Stock Exchange [T'SE| (TSE, Tokijska burza), zalozené v roce 1949,

je s trzni kapitalizaci z dubna 2015 zhruba 4,09 bilionti americkych dolart ¢tvrtou
nejvétsi burzou. V tu dobu bylo TSE obchodovano 2 292 spole¢nosti. Obchoduji
se zde indexy jako napftiklad Nikkei 225 nebo TOPIX.

3.4

V 9:00 mistntho ¢asu probiha tzv. oteviraci aukce. Vyrovnavaci cena se
stanovuje metodou Itayose, kterd maximalizuje objem vyrovnanych ordert
na zakladé cenovych a casovych priorit. V extrémnich pripadech se mize
stat, ze nékteré market ordery nejsou vyrovnany. Ordery, které nejsou v
aukci vyrovnany, vstupuji v order booku do dopoledniho obdobi.

0Od 9:00 do 11:30 mistniho ¢asu probiha dopoledni obdobi. Béhem ného se ob-
choduje podle obvyklého scénére, obchodnici umistuji do order booku limit
ordery, ¢ekajici na vyrovnani, a market ordery, které jsou ihned vyrovnany.

V 11:35 mistniho ¢asu probiha uzaviraci aukce, kterd se podobné jako ote-
viraci aukce ¥idi metodou Itayose.

Ve 12:30 mistniho ¢asu, po poledni prestavce, opét probiha oteviraci aukce, a
to podle stejnych pravidel jako rano. Do aukce vstupuji ordery, které nebyly
béhem dopoledniho obdobi vyrovnany, stejné jako ordery urcené specialné
pro tuto aukci.

Od 12:30 do 15:10 mistniho ¢asu probiha odpoledni obdobi, ve kterém se
obchoduje standardné, stejné jako béhem dopoledniho obdobi.

V 15:15 mistniho ¢asu probihd uzaviraci aukce(opét metodou Itayose).

New York Stock Exchange

New York Stock Exchange [NYSE| (NYSE, Newyorska burza) je americka

akciovad burza, zalozend roku 1817 a vlastnéné spolec¢nosti Intercontinental Ex-
change. Burza sidli v budové na slavné adrese 11 Wall Street v New Yorku, kter&
byla postavena roku 1903. S trzni kapitalizaci zhruba 19,69 bilionii americkych
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dolari z kvétna 2015 je NYSE nejvétsi burzou na svété. Obchoduji se zde indexy
jako Dow Jones Industrial Average, S&P 100, S&P 500, NYSE Composite a jiné
cenné papiry. Od roku 2007, jako jedna z poslednich velkych svétovych burz, pre-
sla NYSE k elektronickému obchodovani, oproti pfedchozimu systému fyzickych
(“z o¢i do o¢i”) aukei.

e Od 7:30 do 9:30 mistniho ¢asu probiha umistovani orderu do oteviract aukce,
kromé market a limit orderii lze zadavat i Market on Open a Limit on Open
ordery, urC¢ené pro vyrovnani za oteviraci cenu, stanovenou v aukci. Ordery
je mozno béhem tohoto obdobi také stornovat, ale az do oteviraci aukce
nejsou parovany ani vyrovnavany. Vyrovnavaci cena je urcena tak, aby byl
vyrovnan maximalni objem orderi. Je-li takovych moznych cen vice, pouzije
se ta nejblizsi poslednimu uskute¢nénému obchodu.

e Mezi 9:30 a 16:00 mistniho ¢asu probih& hlavni obchodovaci obdobi, béhem
kterého obchodnici do order booku zadavaji objednévky, které bud jako
limit ordery zlistavajici az do jejich vyrovnani nebo jsou jako market ordery
ihned vyrovnavany.

e V case 16:00 mistniho ¢asu probiha uzaviraci aukce, do které vstupuji kromé
nevyrovnanych limit ordera také Market on Close a Limit on Close ordery,
urcené pro vyrovnani za uzaviraci cenu, a Closing Offset Ordery, urcené ke
kompenzaci nerovnovahy uzaviraci ceny. Tyto ordery mohou byt zadavany
do 15:45 a stornovany do 15:58.
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Kapitola 4

Model bez market makerti

Nyni predstavime model, ktery vyvinula v jeji diplomové praci Jana Plac-
kovéa, a jehoz dalsi rozvinuti a vylepSeni za tcelem lepsiho vystizeni reality je
hlavnim smyslem této prace. Protoze nasim zajmem je sledovat vyvoj podoby
order booku, nikoliv ¢asy, ve kterych jednotlivi obchodnici na trh prichézeji, sle-
dujeme vlastné vyvoj vnoreného Markovského Fetézce, ozna¢me ho jako (QA(t)teNO,
tedy Tetézce s diskrétnim casem.

4.1 Diskrétni model

Uvazujme diskrétni model piedstaveny jako piiklad transformace Stiglerova-
Luckockova modelu 2.1, konrétné pro n = 100, a to bez market makerii (tzn.

p=0).
Pro pfipomenuti: interval puvodniho modelu je tedy I = (0,200), pro poptavko-
vou a nabidkovou funkei plati

- = 112l je suaeyd®,  fiy = L[] je tichey d-

Po transformaci zobrazenim

Y(x) = [z/2], prox € I.

vznika z pavodniho modelu model (&})¢>o (vnofeny fetézec budeme znadit (PA(t')teNO),
v némz limit ordery mohou byt umistovany pouze s celo¢iselnymi cenami z mno-
ziny {1,2,...,100}.

Tedy je-li v ¢ase ty model ve stavu X;O', potom dalsi prichozi obchodnik je
se stejnou pravdépodobnosti 1/2 prodavajici nebo nakupujici. Tento obchodnik
prichazi se svou nahodnou cenou = (jejiz rozdéleni je rovnomérné na mnoziné
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{1,2,...,100}) a zachova se podle aktualni vySe ceny bid (resp. ask) dvéma moz-
nymi zpisoby. Pro prodavajiciho je klicovou informaci aktuédlni vyse ceny bid,
M~. Pokud je x > M~ (tedy existuje buy order, ktery prodejce uspokojuje), ob-
chodnik uskutecni sell market order, tedy X" — X"+ §,/-, jinak obchodnik umisti
sell limit order s cenou z, tedy X" — X’'+ ¢,. Analogicky nakupujici se se rozho-
duje podle aktualni vySe ceny ask, M, . Pokud je M > x, obchodnik uskuteéni
buy market order, X’ — X" — J,, jinak umisti sell limit order, X" — X" — dp;+.

Na histogramech - je znazornén stav modelového order booku, ktery
zacinal z prazdného stavu, po ptichodu rtizného poc¢tu obchodnikii. Cervenou bar-
vou a v zapornych hodnotach jsou znazornény buy limit ordery a modrou barvou
v kladnych hodnotach potom sell limit ordery.

5

0 [EE U EUURRRRURTRITRRRIS! i B

5
I T T T T
0 10 20 30

poget

T T T T T 1
40 50 60 70 a0 a0 100

cena

Obréazek 4.1: Diskrétni model bez market makert: Stav modelového order booku
po piichodu 1 000 obchodnikii.
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Obrazek 4.2: Diskrétni model bez market makert: Stav modelového order booku
po piichodu 5 000 obchodnikii.
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Obrazek 4.3: Diskrétni model bez market makert: Stav modelového order booku
po prichodu 20 000 obchodniki.
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Obrézek 4.4: Diskrétni model bez market makert: Stav modelového order booku
po prichodu 50 000 obchodnikii.

7 obréazki je vidét, zZe pocet limit orderti v modelovém order booku postu-
pem casu stale nartsta, naprosta vétsina limit ordert se potom nachazi v ceno-
vych intervalech shruba [1;22] a [79; 100]. Tyto hodnoty, jak uvidime v nasledujici
¢asti, koresponduji s teoretickymi vysledky spojitého modelu.

Podle jedné ze zakladnich teorii mikroekonomie [Wal74], teorie nabidky
a poptavky, by méla na trhu, reprezentovaném nasim order bookem, vzniknout
rovnovazné cena, a to takova, ze pro ni nabyva poptavkova i nabidkova funkce
stejnou hodnotu. Tato cena je pii splnéni pfedpokladii (A2) a (A3) jednoznacna.
Pro tento model v8ak (A2) splnéno neni a tato rovnovazna cena by se tak méla
nachézet mezi 50 a 51 (nebot A_(50) = 0,51, A_(51) = 0,50, A+(50) = 0,50,
a Ay (51) = 0,51). Nicméné z vyse ilustrovanych simulaci (viz obrazky [{4.1] -
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vidime, Ze pro nas model tato situace zdaleka nenastava, a to ani pro pocet ob-
chodnikt blizicich se limitné nekonec¢nu. Pravdou je, Zze empirické poznatky ze
svétovych burz také neodpovidaji teorii nabidky a poptavky zcela presné a rov-
novaha, kterd se na trhu ¢asem vytvoii se stale vyznacuje spreadem kladné veli-
kosti, nicméné je to velikost zanedbatelna vzhledem k cené obchodovaného aktiva.
Z tohoto pohledu miizeme fici, ze pfedstaveny model se nechova realisticky.

4.2 Spojity model

Uvazujme Stigleruv-Luckocktiv model bez market makera (tzn. p = 0). Z pred-

pokladi (A1)-(A4) vyplyva existence unikatni ceny xy, € I a konstanty Vi > 0
takové, ze plati

17 7
104
91
78

65

pocet

52

39 1

26

13

Obrézek 4.5: Spojity model bez market makeri: Stav modelového order booku
po prichodu 1 000 obchodnikii.
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Obrézek 4.6: Spojity model bez market makeri: Stav modelového order booku
po prichodu 5 000 obchodnikii.
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Obrézek 4.7: Spojity model bez market makeri: Stav modelového order booku
po prichodu 20 000 obchodnikii.
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Obrézek 4.8: Spojity model bez market makeri: Stav modelového order booku
po prichodu 50 000 obchodnikii.

Podle klasické ekonomickeé teorie, [Wal74], na perfektné likvidnim trhu s po-
ptavkovou a nabidkovou funkei A\i je zbozi obchodovano za cenu zy a objem
obchodu je dan V. Budeme nazyvat xy Walrasiinskd cena a Vi Walrasidanskiyj
objem obchodu.

Pri absenci market makerii se vSak Stigleriv-Luckockiv model jevi jako
silné nelikvidni (jak mizeme vidét na obréazcich [£.5]- [£.8). Tato skute¢nost neni
zcela prekvapiva. A skutedné, nakupujici ochotni zaplatit za nakup zbozi cenu
vy$si nez Walrasianskou cenu xy a prodejci ochotni zbozi prodat za cenu nizsi
nez ry mohou ¢ekat nezanedbatelnou dobu nez je jejich nabidka vyrovnana, pro-
toze ceny bid a ask se neustali na hodnoté xy,, nybrz fluktuuji v konkurencnim
intervalu (z_, x4 ), ktery spliuje A_(z_) = A\ (x). Pozorujeme tak velmi podob-
nou podobu order booku jako pro diskrétni model. Vysledkem je, Ze Luckockiv
objem obchodu Vi := \_(z_) = A\ (z4) je vétsi nez Walrasiansky objem obchodu
Vv, a je dokonce vétsi nez by byl na libovolné fixni cenové hladiné.

Na obréazcich - je vysledek simulace modelu s I = [0, 1] a poptavko-
vou resp. nabidkovou funkei A_(z) = 1 — x resp. A (x) = x. Zobrazeny je stav
order booku zac¢inajiciho z prazdného pocatecniho stavu po piichodu rizného po-
¢tu obchodniki. Vzhledem ke spojitosti mnoziny moznych cen je pro piehlednost
pouzito zobrazeni kumulativnich funkci poptavky a nabidky (poptavkova kiivka
je ¢ervenou barvou, nabfdkova modrou), oznaéme je \£. P¥icem? tyto funkce jsou
definovany pomoci aritmetickych mér, které reprezentuji stav order booku, jako
Mo () == X ((w, 11]), A (x) := XT([I_, z)). Tyto a pFesnéjsi simulace naznacuji,
ze hranice konkuren¢niho intervalu jsou zhruba z_ ~ 0,218 a x, ~ 0,782. V
dlouhodobém hledisku ztistavaji buy limit ordery, které jsou cenové pod z_, a sell
limit ordery, které jsou cenové nad x,, nevyrovnany a v order booku zlistavaji
napofad, naproti tomu vSechny ostatni ordery jsou v kone¢ném ¢ase vyrovnény.
Disledkem je, Ze Luckockuv objem obchodu V;, ~ 0,782 je vyznamné vétsi nez
Walrasiansky objem obchodu Vi = 0,5. Luckock [Luc03] popsal metodu, jak
hodnoty x_, z a V}, vypocitat. Konkrétné pro tento model predpovida jeho me-
toda, ze V, = 1/z, kde z je unikatnim fesenim rovnice e * —z+1 = 0 (to skutecné
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odpovida vysledku numerickych simulaci).

7 obrazku vidime, ze vyvoj order booku je v pripadé spojitého rozdéleni
cen zcela analogicky, jako v diskrétnim piipadé. Vznikd konkurenc¢ni interval vy-
mezeny piiblizné jako (0,218; 0, 782), ve kterém nezustavaji (z dlouhodobého hle-
diska) zadné ordery. Ve zbylych ¢astech intervalu I je rozmisténi ordert rovno-
mérné, jak indikuje linedrni pribéh kiivek. Stejné jako u diskrétniho modelu bez
market makert tedy i zde pozorujeme, zZe nedochazi ke vzniku rovnovazné ceny.
Tento model tak v tomto ohledu opét neni realisticky.

4.3 Teoretické vysvétleni

Uvazujme Stiglerav-Luckockiv model bez market makert (tzn. p = 0). Pro
néj jsou v [Swal6| pomoci omezengch modeli odvozeny nasledujici vztahy. Necht
A0, A (1)) = T a D' 0 [0,M(I,)] — I znaéi zleva spojité inverze funkei
A_ a Ay, Dale necht Va0, := A_(1-) A A1 (1) oznacuje maximalni mozny objem
obchodu. Abychom se vyhnuli trivialitAm, pfedpokladejme, ze plati

(A5) VW < Vmaac

Pro pozdé&jsi pouziti definujme spojitou, rostouci funkei @ : [V, Viee] — R, pro
kterou ®(0) = 0 takto

1 1 1
o) = [ {MAJ(W)) ) }WW (42

Vw
Nésledujici tvrzeni bylo dokazano v [Swal6].

Lemma 6 (Luckockav objem obchodu). Pro Luckockiv-Stigleriv model bez mar-
ket makeri (p = 0), pro ktery plati (A1)-(A5), je Luckockiv objem obchodu ddn
vztahem

Vi, = sup{V € [Viv, Viae) : @(V) < 1/Vi3} (4.3)
a konkurencni interval jako (v_,xy) = (A\Z1(VL), A\ZH(VL)).

Diikaz. vyplyva z Proposition 2, Theorem 3 a vztahu (1.22) v [Swal6]. O
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Pro nas “uniformni” model s A_(z) =1 —x a A (x) = x tedy dostavame

y
1 I l—ow 2
ovy=2[ 1 _aw—o [l L W —
V) /a—Wmm /hW+W—WﬂH—W}
1/2 1/2

\%

:2LW%+MMV—WQ—QMG—MOLQZ

2 2 V
=2 4420V —2An(1—V)=—= +4+2 .
In In( ) ln(l V)

Vzhledem ke spojitosti (na [0, 5; 1]) vidime, Ze hodnoty suprema [4.3] je nabyto pii
rovnosti ®(V) = 1/Vi2.. Tedy

2 %
—=4+4+2 =1/Vi; =4
v +4 4+ 2In (1 — V) /Viv
PouZitim substituce z = 1/v dostavame postupnymi tpravami

—z—In(z—1)=0
er
z—1

e —24+1=0, (4.4)

1

vysledek tedy souhlasi se vztahem uvedenym v [Luc03].

Dle definice je invariantni mira pro Stiglertuv-Luckockiv model pravdépo-
dobnostnim rozdélenim na S,,.q takové, 7e proces startujici v tomto pocate¢nim
rozdéleni je staciondrni. Za predpokladu existence invariantni miry na konku-
ren¢nim intervalu dokézal Luckock spocitat stacionarni rozdéleni cen bid a ask.
Nésledujici vysledek citujeme z [Swal6, Theorem 1|, ackoliv puvodné tyto vy-
sledky vychazi jiz z [Luc03].

Véta 7 (Luckokovy diferencialni rovnice). Predpoklddejme, Ze Luckokiv-Stigleriv
model s funkcemi poptavky a nabidky spliiujicimi (A1)-(A4) a p > 0 md invari-
antni miru. Necht (X;)i>o znaci proces zacinajici v této invariantni mive, a necht
ME = M*(X,) znaci ceny bid a ask v case t > 0. Definujme funkce fy : I — R
jako

f(x)=PM <z] a filz):=PM" >z prox €1, (4.5)

které vzhledem ke stacionarité nezdvisi na t > 0. Potom fi jsou spojité a Tesi
rovnice

fopy +A_dfy =0,
_f-‘r:u— + >‘+df— =Y
FI)=1=fi (1),

kde f_u+ znaci miru py vdZenou hustotou f_ a ostatni vyrazy maji podobnou
nterpretac.

(4.6)
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Vztah [4.6] vychézi z predpokladu, Ze v rovnovéaze v libovolné mnoZiné uvniti
konkuren¢niho intervalu buy (resp. sell) limit ordery pifibyvaji se stejnou pravdé-
podobnosti jako ubyvaji.

Predpokladejme, 7e existuje konkuren¢ni interval (¢_, ¢, ) a libovolny pocé-
teéni stav modelu (X, XT) takovy, Ze plati:

1. Pro kazdé € > 0 omezeni X~ a Xt na (¢_ +¢€, g, — €) jsou aritmetické miry
spliujici podminku (i).

2. Omezime-li (X7, X") na (¢_,qy), jeho rozdéleni je stacionarni, ale vné
(q—,q+) jiz stacionarni neni.

Potom [ 4 J-p4 je predpokladany pocet sell limit orderi umisténych do mnoziny
A C (q-,qy) 7a jednotkovy ¢asovy interval a fA A_df je pfedpokladany pocet sell
limit orderu z mnoziny A odstranénych za jednotkovy ¢asovy interval. Na kon-
kuren¢nim intervalu jsou tyto veli¢iny stejné (mimo né&j vak nikoliv). Analogické
vyrazy plati pro buy limit ordery.

Ve [Swal6l, Proposition 2| bylo ukazano, ze Luckockovy rovnice pro
(X, X") omezeny na (q_,q;) maji unikatni YeSeni (f_, f). Z Véty [(vyplyva,
ze pokud mé omezeny model na (¢_, ¢, ) invariantni miru, potom

f-lg-)=PX7 =0 a fi(g)=Plx7 =0] (4.7)

jsou stacionarni pravdépodobnosti, Ze model (X, X") omezeny na (q_,q.) ne-
obsahuje zadné buy ani sell limit ordery. Ve [Swal6, Theorem 3| bylo ukézano, Ze
kdyz f_(q-) A f+(g+) > 0, potom pro model omezeny na (q_, qy) jsou tyto prav-
dépodobnosti > 0. Pro intervaly typu (AZ'(V), A\1'(V)) je ve [Swal6l Proposition
2, vztah (1.22)] ukazano, ze

e Pokud ®(V) < 1/V;Z, potom f-(A='(V)) > 0a £ (A\:1(V)) > 0,
e Pokud ®(V) = 1/V;%, potom f_(A\Z'(V)) = 0= f (A1 (V)),

kde funkce ® je definovana v a A;' (V) jsou vlastné nagimi hranicemi in-
tervalu q4. Specialné, pokud Vi, < V,,.., Luckockovy diferencidlni rovnice maji
unikatni fegenf (f_, f,) na konkurenénim intervalu (A\='(V3), A\7'(V7)), pro kterd
plati f-(AZ'(Vg)) = 0 = f,(AT'(V1)), tedy ceny bid a ask nikdy neopoustéji
konkurencni interval.
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Kapitola 5

Model s market makery

Nyni popiseme model s market makery. Ten se predchozimu modelu velmi
podoba, ale zavadi jednu kli¢ovou zménu, a totiz, pfividi na trh market makery
(tzn. p > 0).

5.1 Diskrétni model

Uvazujme transformovany diskrétni model pfedstaveny v predchozi kapitole,

tentokrat v8ak s market makery (tzn. p > 0), (X))o (vnofeny fetézec budeme
znadit (XAt')tGNO), v némz limit ordery mohou byt umistovany pouze s celo¢iselnymi
cenami z mnoziny {1,2, ..., 100}.
V modelu (Xy);>0 méa ¢as mezi pfichody jednotlivych obchodnikit exponencialni
rozdéleni s parametrem R := A_(I_) + A, (/1) + p. Novy obchodnik je pak naku-
pujici s pravdépodobnosti A_(/_)/R, prodavajici s pravdépodobnosti A\, (I.)/R
a market maker s pravdépodobnosti p/ R (stejné rozdéleni plati i ve vnofeném fe-
tézci (A))ien, ). Konkrétné pro nas model je R = A_(I_)+ A\ (I)+p=1+1+p
(je vidét, ze pro p = 0 dostavame pravé diskrétni model bez market makeri).
Tedy naptiklad pro p = 0,5 je podil market makerii z celkového poctu piichozich
obchodniki 20%.

Na histogramech obrazki - je znazornén stav modelového order
booku, zac¢inajictho z pazdného pocatec¢niho stavu, po prichodu rizného poctu
obchodnikii a pro rizné podily market makerii (tzn. rizné hodnoty intenzity p).
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Obrazek 5.1: Diskrétni model s market makery: Stav modelového order booku po
prichodu 1 000 obchodniki.
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Obrazek 5.3: Diskrétni model s market makery: Stav modelového order booku po
prichodu 20 000 obchodnikii.

7 obrazku je patrné, ze pro ruzny podil market makeri méa order book
"rozdilny tvar". Pro nizky podil (p < p.) se tvar order booku podoba modelu
bez market makert, totiz existuje zde nenulovy konkurenc¢ni interval. Poté pro
urcity kriticky podil market makeru (kriticka intenzita p = p.) vznika rovnovazna
cena a konkurenc¢ni interval ma délku nula nebo fluktuuje v jeji blizkosti. Tento
kriticky podil bychom z obrazki [5.1] - odhadli p¥iblizn& na 20 procent (p. ~
0,5). S dalsim zvySenim podilu market makeri (p > p.) nabyva order book
tietiho typu, a to, ze konkurené¢ni interval ma nulovou velikost a market makeri
je na trhu tolik, 7e jejich nabidky se hromadi kolem trzni ceny a vétSina z nich
uz nikdy nebude vyrovnana. Obohaceni modelu o market makery vsak podle
pribéhu simulaci muzeme zhodnotit kladné, nebot do naseho order booku (tak
jako na realny trh) ptinesli likviditu a model se tak pro ur¢ity jejich podil chova
realistiCtéji nez bez nich. Zbyva nam vSak najit ten spravny podil a v tom nam
pomiize spojity model.

5.2 Spojity model

Uvazujme Stiglertiv-Luckocktiv model s I = [0, 1], poptévkovou resp. nabid-
kovou funkei A_(z) = 1 — x resp. A () = = a intenzitou market makeri p. Na
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pocet
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obrazku muzeme vidét simulace tohoto modelu pro rizné hodnoty p po pii-
chodu 20 000 obchodniki. Miizeme pozorovat, Ze jak p roste, délka konkurenc¢niho
intervalu se zmensuje.
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Obrézek 5.4: Spojity model s market makery: Stav modelového order booku po
prichodu 20 000 obchodnikii pro rizné podily market makeri.

Stejné jako v diskrétnim modelu s market makery zde vznikaji tii rizné
tvary order booku, a to podle vyse podilu market makerii. Prvni nastavi v pii-
padé, ze podil market makert na trhu je pfili§ maly. Order book se v takovém
pripadé, jak muzeme vidét na prvnich dvou grafech obrizku vyznacuje kon-
kuren¢nim intervalem kladné délky a pro ceny, kde se limit ordery vyskytuji,
jejich rovnomérnym rozlozenim. Druhy piipad nastava pii kritické intenzité p.
spekulanti na trhu a tehdy se order book dostavid do rovnovazného stavu, kdy
je konkurenc¢ni interval délky nula a ceny bid a ask se ustali na hodnoté Walra-
sianské ceny xy (viz 3. graf obrazku . Treti ptipad, zobrazeny na 4.-6. grafu
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obrazku [5.4] nastava pii intenzité spekulanta vyssi nez p.. V takovém piipadé
nastava zajimavy jev, kdy ceny bid a ask konverguji k ndhodné hodnoté, ktera
se lisi pro rizna provedeni simulace a které je téZz obecné jina nez xy . Diivodem,
pro¢ k tomuto dochazi je obrovsky nadbytek buy a sell limit ordert umistova-
nych market makery na soucasné hodnoty cen bid a ask, ktery tak zafixuje cenu
v ndhodné pozici.

Piipomenme, 7e pro nas model (X;);>0 méa ¢as mezi ptichody jednotlivych
obchodnikii exponenciadlni rozdéleni s parametrem R = A_(I_) + A (I;) + p.
Novy obchodnik je pak nakupujici s pravdépodobnosti A_(/_)/R, prodavajici
s pravdépodobnosti A, (/;)/R a market maker s pravdépodobnosti p/R (stejné
rozdéleni typu obchodnika plati i pro vnofeny Fetézec (/%t)teNo)- Konkrétné pro
nas model je R = A_(I_)+ A (I.)+p = 1+1+p (je vidét, ze pro p = 0 dostavame
spojity model bez market makeri). Je-li pfichozim obchodnikem kupujici, potom
cena jeho limit orderu je rozdélena podle pravdépodobnostni miry p—(A)/A_(1-),
analogicky cena limit orderu prodejce je rozdélena podle pravdépodobnostni miry

pa(A) /A4 (1)

5.3 Kriticka intenzita market makeru

Jak jsme jiz vypozorovali ze simulaci pro nizkou intenzitu market ma-
kerti, 0 < p < Vi, je tvar order booku z dlouhodobého hlediska podobny jako
pro model bez market makerti, totiz vznika konkurenc¢ni interval kladné délky
a Luckockiv objem obchodu je vétsi nez Walrasiansky, V;, > Vi. Odvozeni Vj,
pro 0 < p < Vjy je také mozné (jak je odvozeno v [SwP16|) analogickym zpi-
sobem jako pro model bez market makeru. Za platnosti (Al)-(A5) zafixujme p
a definujme S\i =Ar—pa

Vinaz 1= sup{V > Vir : A (AT (V) A AL (AZH(V)) > 0} (5.1)

Potom Luckokuv objem obchodu i konkurenéni interval je dan vysledky lemmatu
@ ovsem pii V., nahrazeném Vmax a Ay nahrazenymi )\i

Pro nas “uniformni” model s A_(z) =1 —z a A (z) =z a p € (0,Vy) je
tedy Luckoktv objem obchodu V7, unikdtnim feSenim rovnice

2—-1/V  InV —1In0,5

TR R —2=0. (5.2)

Pro zkoumani order booku pii p > Vi budeme potiebovat zesilit piredpo-
klady (A1) a (A3) pro funkce poptévky a nabidky takto:

(A6) A_ je striktné klesajici na I a Ay je striktné rostouci na I.

Diive jsme ukazali, ze predpoklady (A1)-(A3) mohou byt v podstaté ucinény
bez Gjmy na obecnosti, a navic (A4) a (A5) pouze vylucuji trivialni piipady.

27



Predpoklad (A6) je vSak omezujici. Jak bylo vysvétleno na pitkladu 2.1} do nasi
analyzy mizeme zahrnout i modely s diskrétni mnozinou cen, a to zkonstruovanim
takovych modeli jako funkei modeli, které spliiuji (A1)-(A3). Nicméng, jak je
ziejmé z [2.1] tyto modely (A6) nespliuji. Proto se diisledky véty [§ na diskrétni
modely nevztahuji. Pfipomenme, Ze prostor S,,4, stejné jako jiné veli¢iny pouzité
v nasledujici vété jsou definovany v sekci

Véta 8 (Fixace ceny). Necht (X,)i>o je Stigleriv-Luckockiv model s funkcemi
poptavky a nabidky Ay spliiugicimi (A2), (A4) a (A6) a intenzitou market makeri
p splitugici p > Viy, startujici z pocdtecniho stavu v Serq. Necht ME = M*(XY)
znaci ceny bid a ask v case t > 0. Potom existuje ndhodnd velicina M, takovd,
Ze
. - . Jr o .

tlg& M; = tlg?o M =My s.j. (5.3)
Nawic nosi¢ M, je ddn jako {x € I : \_(z)V i (x) < p}. Specidlné je-li p = Viy,
potom My, = Ty S.j.

Diikaz. Popsan v [SwP16]. O

Intuitivné je neni t&7ké pochopit, pro¢ interval {x € I : A_(z) V A, (z) < p}
moznych cen ma pravé tuto podobu. Pokud bychom totiz predpokladali fixaci
ceny napf. v bodé xy takovém, ze A_(xy) > p, potom v bezprost¥edni blizkosti xg
pribyvaji sell limit ordery s intenzitou p, ale ubyvaji s intenzitou A_(xy) > p, coz
je v rozporu s tim, ze v tomto bodé dojde k fixaci ceny.

Pro nag Stigleriiv-Luckockity model s I = [0, 1], funkcemi poptévky a na-
bidky A_(z) =1 —z a A (x) = = a intenzitou market makerti p (kde p > Vjy =
0,5) je tedy podle véty [§ nosi¢ M, roven

{rel0,1]:1—axVva<p}=I[1-p,p.

Specialné, je-li intenzita market makerii rovna Walrasidanskému objemu obchodu,
tzn. p = Vi = 0,5, potom M, = xy = 0,5, tedy ceny bid a ask konverguji k
Walrasianské cené zy,. Z toho vyplyva, ze Walrasidansky objem obchodu urcuje
pravé kritickou intenzitu market maker na trhu, p. = Viy.

28



Kapitola 6

Zaver

V préci jsme zkoumali nékolik modelti pro obchodovani pomoci burzov-
niho order booku, tedy elektronického systému pouzivaného ke spravé a paro-
vani ordert (objednavek) obchodnikii na daném trhu. Definovali jsme Stigleriiv-
Luckokiv model v obecnosti a pfipomnéli jeho historii. Dale jsme se zabyvali
fungovanim order booki nékterych z nejvétsich svétovych burz. Konkrétné jsme
priblizili order book Newyorské, Londynské a Tokijské.

Stiglertuv-Luckockiiv model bez market makert je jednim z nejzakladnéjsich
a nejprirozenéjsich modeli pro interakci obchodnikl pies order book, dokonce tak
prirozeny, ze byl nezavisle objeven a popsan nejméné ¢tytrikrat, a to postupné G.
J. Stiglerem [Sti64], H. Luckockem [Luc03], J. Plackovou [Plall] a E. Yudovi-
nou [Yud12b|. Ackoliv je zaloZen na rozumnych piedpokladech, jeho chovani neni
realistické nebot ceny bid a ask se neustali na Walrasianské rovnovazné cené,
nybrz fluktuuji uvnit¥ konkuren¢niho intervalu kladné délky. Z obchodniho po-
hledu takovyto konkuren¢ni interval (a pfedevsim tedy zna¢na velikost spreadu)
davaji prilezitost vydélat market makerim, ktefi nemaji zajem o samotné zbozi,
ale vydélavaji pravé na rozdilu cen bid a ask (nakupuji za nizkou a prodavaji za
vysokou cenu).

V této praci jsme do modelu market makery ptidali, a to s velmi jedno-
duchou obchodni strategii umisténi jednoho buy a jednoho sell limit orderu se
soucasnymi cenami bid a ask. Ze simulaci jsme pozorovali, Ze p¥idani market
makeru priblizilo Stiglertiv-Luckocktiv model realité v tom ohledu, Ze zapfticinilo
zkraceni konkuren¢niho intervalu. Specidlné, pro spojité modely, je-li intenzita
market makerti rovna Walrasidnskému objemu obchodu, délka konkuren¢éniho in-
tervalu klesne na nulu a ceny bid a ask konverguji k Walrasidnské rovnovazné
cené (dochézi tedy ke vzniku rovnovahy nabidky a poptavky na trhu). Kdyz je
intenzita market makeru jesté vyssi, ceny bid a ask také konverguji ke spolec¢né
limini cené, ta je vSak ndhodnéa (uvnit¥ ur¢itého intervalu, jehoz délka zavisi na
dané intenzité market makerti) a obecné jina nez Walrasianska cena. Pii této in-
tenzité navic dochazi k tomu, Ze nékteré ordery market makeri nejsou vzhledem k
zahlceni trhu (ordery pravé market makerii) nikdy vyrovnany a zistavaji v order
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booku napofad (v relevantnim ¢asovém méiitku).

Na realném trhu uskute¢ni market maker zisk jen tehdy, jsou-li oba jeho
ordery vyrovnany. Ve vySe popsaném piipadé “pirebytku” market makert na trhu
tedy chybi motivace k tomu, aby na trh dal$i market makefi ptichézeli. Tato mo-
tivace schéazi vlastné vzdy, kdyz se konkuren¢ni interval zmensi na nulovou délku.
Na redlném trhu lze tedy ocekavat urcity samoregula¢ni mechanismus intenzity
market makeri, diky kterému nedojde k prehlceni trhu market makery, ale v
dlouhodobém casovém horizontu zajisti jejich intenzitu priblizné rovnou Walrasi-
anskému objemu obchodu. Disledkem pak je, ze veskeré obchody jsou realizovany
pomoci market makert, tedy i nakupujici a prodavajici, kteii maji opravdovy za-
jem obchodovat se zbozim, uskutec¢nuji svij obchod s market makery a nikoliv
mezi sebou.
model predstaveny v praci J. Plackové, [Plall], coz byl hlavni cil této prace. Z
nami simulovanych modelu se jako nejlepsi jevi “uniformni” Stiglertv-Luckockuv
model s market makery, jejichz intenzita je rovna Walrasidnskému objemu ob-
chodu (v tomto p¥ipadé Vi = 0,5).
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