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Kapitola 1

Úvod

V dne²ní dob¥ je trºní nabídka a poptávka £asto realizována elektronicky,
p°i£emº související informace jsou uchovávány v databázích. Tyto jsou obvykle
spravovány burzami, které se místo samotných obchodník· starají o uskute£n¥ní
obchodních transakcí. Obchodníci, kte°í mají k takovéto databázi p°ístup, pak
své nabídky kotují a souhrnem t¥chto nabídek vzniká tzv. limit order book nebo
zkrácen¥ jen order book, tedy kniha objednávek. Tento zp·sob mediace transakcí
stojí v protikladu k obchodování na OTC (z angl.over the counter) trzích, kde
obchodující strany jednají p°ímo spolu, bez dal²ího zprost°edkovatele. T¥mito
trhy se v²ak v této práci zabývat nebudeme, nýbrº se soust°edíme pouze na trhy
burzovní a p°edev²ím jejich order booky.

Ur£itý model order booku, který pozd¥ji p°edstavíme, vyvinula ve své di-
plomové práci jiº Jana Pla£ková, [Pla11] (a jak uvidíme, také n¥kte°í dal²í mate-
matici). Model se v²ak nechová realisticky a jeho zlep²ení je tak hlavním úkolem
této práce.

Pokud jiº mluvíme o order booku, je t°eba °íci, co jsou tyto ordery, ze kte-
rých se skládá. Order je objednávka nebo pokyn týkající se ur£itého aktiva £i
sluºby a vyjad°uje úmysl obchodníka zú£astnit se transakce na daném trhu. Tato
objednávka m·ºe mít podobu jak psanou tak ústní a v �eské republice není pou-
ºíván jednotný termín, uºívá se jak pojmenování objednávka, tak pokyn. Z tohoto
d·vodu budeme v dal²ím pouºívat anglický termín order.

Moºností, jak de�novat samotný order book je pom¥rn¥ mnoho, tém¥° to-
lik jako autor·, kte°í se tomuto tématu v¥nují. My budeme pouºívat de�nici,
která °íká, ºe order book je seznam v²ech tzv. limit order· s informacemi o jejich
velikosti, druhu a cen¥ v daném £asovém okamºiku. Takto de�novanému order
booku se £asto °íká limit order book (zkrácen¥ LOB). V následující kapitole, 2.1,
de�nujeme, co tyto jednotlivé termíny ozna£ují.
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Kapitola 2

Model

2.1 Popis modelu

Cílem práce bude zabývat se jednoduchým matematickým modelem limit
order booku, pouºívaného nap°. na akciových trzích. Základní model, na který
v této práci navazujeme, byl nezávisle na sob¥ objeven a popsán nejmén¥ £ty°i-
krát, a to postupn¥ G. J. Stiglerem [Sti64], H. Luckockem [Luc03], J. Pla£kovou
[Pla11] a E. Yudovinou [Yud12b]. Nejprve popí²eme model ve v¥t²í obecnosti,
v£etn¥ na²eho roz²í°ení.

Nech´ I = (I−, I+) ⊂ R je neprázdný otev°ený interval, který p°edsta-
vuje mnoºinu moºných cen, kterých mohou nabývat limit ordery, a nech´ Ī =
[I−, I+] ⊂ [−∞,∞] zna£í jeho uzáv¥r. P°ipome¬me de�nici aritmetické míry:

De�nice 1 (Aritmetická míra). Aritmetická míra na I je taková míra µ, ºe
µ(A) ∈ N pro kaºdou m¥°itelnou mnoºinu A ⊂ I. Kaºdou kone£nou aritmetickou
míru lze zapsat jako kone£ný sou£et diracových m¥r.

De�nice 2 (Diracova míra). Diracova míra je míra δx na mnoºin¥ X (s libovol-
nou σ-algebrou podmnoºin x) de�novaná pro libovolný prvek x ∈ X a libovolnou
m¥°itelnou mnoºinu A ⊆ X takto:

δx(A) =

{
1 , pokud x ∈ A
0 , pokud x /∈ A.

V libovolném £ase reprezentujeme stav order booku dvojicí (X−,X+) arit-
metických m¥r na I, kde interpretujeme diracovy míry, ze kterých se X− (resp.
X+) skládají jako buy (resp. sell) limit ordery jednotkové velikosti za danou cenu.
P°edpokládáme dále, ºe:
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(i) neexistují x, y ∈ I takové, ºe x ≤ y a X+(x) > 0, X−(y) > 0,

Podmínka °íká, ºe order book nem·ºe ve stejnou chvíli obsahovat buy a sell
limit order takové, ºe nabízená cena buy orderu je vy²²í nebo rovna poºadované
cen¥ sell orderu. Vzhledem k tomu, ºe X− a X+ jsou aritmetické míry,

M− := max({I−} ∪ {x ∈ I : X−({x}) > 0}), (2.1)

M+ := min({I+} ∪ {x ∈ I : X+({x}) > 0}), (2.2)

jsou dob°e de�novány. M− resp. M+ je moºno interpretovat jako sou£asnou hod-
notu ceny bid (bid price) resp. ceny ask (ask price). Pro po°ádek uve¤me, ºe
rozdíl mezi cenami ask a bid, tzn M+ −M− se standardn¥ nazývá spread. V²im-
n¥me si, ºe pokud order book neobsahuje ºádný limit order p°íslu²ného typu,
potom M± := I±. �asto je výhodné reprezentovat order book jako znaménkovou
míru X := X+ −X−. Ozna£me jako Sord prostor v²ech znaménkových m¥r tvaru
X = X+ −X−, kde X− a X+ spl¬ují vý²e uvedenou podmínku (i).

Dynamika modelu je popsána dvojicí m¥r µ± na I a konstantou ρ ≥ 0
reprezentující podíl market maker·. P°edpokládejme, ºe pro funkce λ−(x) :=
µ−([x, I+)) a λ+(x) := µ+((I−, x]), které nazveme poptávková funkce a nabíd-
ková funkce platí:

(A1) λ− je nerostoucí a λ+ je neklesající

(A2) λ± jsou spojité funkce

(A3) funkce λ+ − λ− je striktn¥ rostoucí

(A4) λ± > 0 na intervalu I

Uvaºujeme Markovský proces se spojitým £asem (Xt)t≥0, který nabývá hod-
noty z prostoru Sord, a jehoº dynamika má následující popis .

De�nice 3 (Buy limit ordery). S Poissonovou intenzitou µ−(A), nezávislou pro
disjunktní mnoºiny A, p°ichází obchodník s cenou x z m¥°itelné mnoºiny A ⊂ I,
který umístí buy limit order za cenu x nebo vyrovná nejlep²í (nejniº²í) dostupný
sell limit order za cenu niº²í nebo rovnou x, pokud takový existuje,
tzn. X → X − δx∧M+.

De�nice 4 (Sell limit ordery). S Poissonovou intenzitou µ+(A), nezávislou pro
disjunktní mnoºiny A, p°ichází obchodník s cenou x z m¥°itelné mnoºiny A ⊂ I,
který umístí sell limit order za cenu x nebo vyrovná nejlep²í (nejvy²²í) dostupný
buy limit order za cenu vy²²í nebo rovnou x, pokud takový existuje,
tzn. X → X + δx∨M−.

De�nice 5 (Market make°i). S Poissonovou intenzitou ρ p°ichází market maker,
který umístí dv¥ nabídky, a to buy limit order a sell limit order se sou£asnými
cenami bid a ask, pokud tyto leºí uvnit° intervalu I,
tzn. X → X − 1{M−>I−}δM− + 1{M+<I+}δM+.
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P°edpokládáme, ºe v²echny Poissonovy procesy, kterými se °ídí r·zné me-
chanismy modelu (buy/sell limit ordery a spekulanti), jsou vzájemn¥ nezávislé.
Podle Stiglera [Sti64] a Luckocka [Luc03] nazveme Markovský proces (Xt)t≥0 jako
Stigler·v-Luckock·v model s poptávkovou funkcí λ−, nabídkovou funkcí λ+ a in-
tenzitou market maker· ρ.

P°edpoklady (A2)-(A4) zavádíme pro technickou jednoduchost. Jak je vy-
sv¥tleno v Appendixu A.1 [Swa16], tyto p°edpoklady mohou být u£in¥ny v pod-
stat¥ bez újmy na obecnosti. Konkrétn¥, modely, které nespl¬ují p°edpoklady
(A2) a (A3), mohou být získány jako funkce model· které tyto p°edpoklady spl-
¬ují. Toto se týká kup°íkladu diskrétních model·, ve kterých limit ordery mohou
být umis´ovány pouze s celo£íselnými cenami.

Uvedeme vysv¥tlení na konkrétním p°íkladu . Uvaºujme model s cenovým
intervalem typu I = (0, 2n), kde n ≥ 1 je celé £íslo, a poptávkovou a nabídkovou
funkcí, které spl¬ují

µ− = 1{dxe je sudé}dx, µ+ = 1{dxe je liché}dx, (2.3)

tedy míra µ− má hustotu vzhledem k Lebesgueov¥ mí°e, která je rovna 1 na
intervalech (1,2], (3,4], ... a nula jinde, a analogicky, hustota míry µ+ je 1 na in-
tervalech (0,1], (2,3], ... a nula jinde. Nech´ (Xt)t≥0 zna£í n¥jaký model s funkcemi
poptávky a nabídky danými vztahem 2.3 (a tedy spl¬ující i (A1)-(A4)), a nech´
Xt́ := Xt ◦ ψ−1 zna£í zobrazení míry Xt, kde

ψ(x) := dx/2e, pro x ∈ I. (2.4)

Potom (Xt́)t≥0 je model, v n¥mº limit ordery mohou být umis´ovány pouze s
celo£íselnými cenami z mnoºiny {1, 2, ..., n}. Konkrétn¥ buy a sell limit ordery s
cenami, které v p·vodním modelu leºí v intervalu typu (2(k−1), 2k) jsou umíst¥ny
tak, ºe jsou vºdy spárovány, s buy limit ordery napravo od sell limit order·. Po
zobrazení pomocí ψ jsou v²echny tyto ordery zobrazeny na cenu k, tedy stále jsou
spárované.

2.2 Historie a p°edpoklady modelu

První zmínka o modelu typu, který jsme práv¥ popsali, pochází od americ-
kého ekonoma George Josepha Stiglera [Sti64], laureáta Nobelovy ceny za ekono-
mii z roku 1982. Ten popsal a simuloval model bez market maker·, kde rozd¥-
lení cen je diskrétní, µ− a µ+ jsou rovnom¥rná rozd¥lení na mnoºin¥ deseti cen,
{1, 2, ..., 10}. H. Luckock [Luc03], který podle v²eho nev¥d¥l o Stiglerov¥ práci, se
zabýval modelem s obecnými funkcemi poptávky a nabídky, ale taktéº bez market
maker·. Za p°edpokladu speciálního typu stacionarity byl schopen najít explicitní
výrazy pro rovnováºná rozd¥lení cen bid a ask jeho modelu. Model byl znovu ne-
závisle objeven a de�nován v diplomové práci Jany Pla£kové [Pla11], tentokrát s
µ− a µ+ jako rovnováºná rozd¥lení na mnoºin¥ 100 cen, {1, 2, ..., 100}. Mezitím
Elena Yudovina [Yud12a], [Yud12b] , jeº si nebyla v¥doma p°edchozích výsledk·,
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ve své diserta£ní práci uvaºovala model pro obecnou t°ídu poptávkových a na-
bídkových funkcí (a£koliv mén¥ obecných neº Luckock) a také p°edstavila model
s market ordery. Spole£n¥ s Frankem Kellym, za ur£itých technických podmínek,
byli schopni dokázat, ºe limes inferior a limes superior cen bid a ask pro £as jdoucí
do nekone£na mají ur£ité deterministické hodnoty, které byli schopni explicitn¥
vypo£ítat. Vycházeje z modelu J. Pla£kové a a Luckockovy práce, Jan Swart uva-
ºoval v [Swa16] modely s market ordery (tj. ordery na okamºitý nákup/prodej
jednotky zboºí za nejlep²í dostupnou cenu) a dokázal stanovit p°esné kritérium
pozitivní rekurence takových model·.

Charakteristickým znakem Stiglerova-Luckockova modelu je, ºe buy ordery
a sell ordery p°icházejí s cenou, která je nezávislá na sou£asné cen¥. Oproti tomu
mnoºství autor· uvádí modely, kde limit ordery jsou umis´ovány s cenami, které
se n¥jakým zp·sobem odvíjí od stavu, ve kterém se order book nachází. Nap°í-
klad je cena p°icházejícího limit orderu blízká cen¥ poslední transakce, [Mas00],
nebo nejlep²í opa£né nabídce, [CST10], [SRR16], n¥kte°í auto°i také p°ipou²t¥jí
stornování order·.

Na reálných trzích je významná £ást obchodu realizována obchodníky, kte°í
spekulují na vývoj ceny, a´ uº pokles nebo nár·st. S ohledem na toto se m·ºe zdát,
ºe model, kde jsou ordery umis´ovány s cenou blízkou sou£asné cen¥, jsou realit¥
blíºe neº ná² model. Nicmén¥, aby bylo n¥jaké zboºí pro obchodníky zajímavé,
musí na trhu vºdy existovat n¥jaká reálná poptávka a nabídka bez ohledu na to,
nakolik je toto jinými efekty a d¥ji na trhu odsunuto do pozadí. Nerealistickým
aspektem na²eho modelu je to, ºe obchodníci, kte°í mají opravdu zájem o dané
zboºí umis´ují limit order nezávisle na sou£asné trºní cen¥ zboºí. V reálné situaci
takový obchodník nebude obvykle umis´ovat limit order s cenou p°íli² vzdálenou
té sou£asné, ale spí²e vy£ká, aº sou£asná cena dosáhne úrovn¥, která je pro n¥j
akceptovatelná, a aº poté sv·j order umístí. Proto tedy n¥které ordery, které jsou
v na²em order booku viditeln¥ umíst¥ny, nemusí být v realit¥ vid¥t, a£koliv v jis-
tém smyslu stále existují, a to ve form¥ obchodník· ti²e o£ekávajících pokles £i
nár·st ceny, kte°í necht¥jí p°ed£asným umíst¥ním orderu zve°ej¬ovat ostatním
ú£astník·m na trhu informaci o svých preferencích.

Nemoºnost stornovat limit order je jist¥ nerealistický aspekt Stiglerova-
Luckockova modelu, který navíc siln¥ ovliv¬uje dlouhodobou podobu order booku.
Nicmén¥ v okamºitém £asovém m¥°ítku (v °ádech minut) m·ºe zanedbání moº-
nosti stornovat ordery odpovídat realit¥. Tedy limitní chování Stiglerova-Luckockova
modelu pro £as jdoucí do nekone£na by m¥lo být vnímáno jako p°ibliºný popis
order booku v okamºitém £asovém m¥°ítku, kdyº je v order booku jiº velké mnoº-
ství order·, ale stornování je²t¥ není podstatným aspektem trhu.

V dob¥ p°edcházející elektronickému obchodování p·sobili market make°i
fyzicky v budov¥ burzy, kde párovali buy a sell ordery a v podstat¥ zaji²´ovali
uskute£¬ování obchod· pro ostatní obchodníky. P°estoºe dnes jiº market make°i
nejsou formáln¥ odd¥leni od jiných obchodník·, co do efektu stále existují. Od
dal²ích obchodník· se li²í svou odli²nou motivací k obchodování. Jejich cílem
není prodej nebo nákup daného zboºí ani spekulace na budoucí vývoj jeho ceny,
market make°i umis´ují buy i sell ordery s úmyslem vyd¥lat na rozdílu mezi ce-
nami bid a ask (na reálném trhu je tento rozdíl vºdy kladný). Obchodní strategie,
kterou jsme pro market makery zvolili je velmi jednoduchá. V závislosti na mo-
mentální podob¥ order booku a o£ekávaném chování dal²ích obchodník· by mohla
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být zvolena propracovan¥j²í taktika. Uvidíme v²ak, ºe samotná p°ítomnost mar-
ket maker· obrovský vliv na tvar order booku. Vezmeme-li toto v úvahu, m·ºe
se ukázat, ºe jejich sou£asná strategie není p°íli² nerealistická a dodá trhu to, co
mu bez market maker· chyb¥lo, totiº likviditu.
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Kapitola 3

Sv¥tové burzy

V této kapitole p°iblíºíme výskyt n¥kterých práv¥ de�novaných pojm· v
praxi. Konkrétn¥ popí²eme kaºdodenní fungování n¥kolika z nejv¥t²ích sv¥tových
burz b¥hem r·zných obchodovacích období.

Oproti Stiglerovu-Luckockovu modelu je obchodování na sv¥tových burzách
rozhodn¥ komplexn¥j²í. První odli²ností je, ºe obchodování na burze neprobíhá
celý obchodní podle stejného scéná°e, naopak se d¥lí do n¥kolika období, a pro
kaºdé z nich platí speci�cká pravidla obchodu. Krom¥ toho b¥hem obchodního
dne probíhá také n¥kolik aukcí (jmenujme p°edev²ím otevírací a uzavírací), které
významn¥ ovliv¬ují obchodování b¥hem ostatních období dne. Pomocí Stiglerova-
Luckockova modelu simulujeme a zkoumáme vývoj order booku pouze b¥hem tzv.
b¥ºného nebo hlavního obchodovacího období, jak ho n¥které burzy nazývají.

Na první pohled asi nejmarkantn¥j²ím rozdílem je výrazn¥ bohat²í seznam
order·, který jednotlivé burzy p°ijímají. Mezi ty dal²í pat°í krom¥ market order·
(které pouºívá Swart [Swa16] i Yudovina [Yud12b]) p°edev²ím ordery, které jsou
od t¥chto dvou základních typ·, limit a market order·, odvozené. Uvedu nap°í-
klad ordery ur£ené pouze do n¥které aukce, Limit-on-Open order je ur£en pouze
do otevírací aukce, ordery s £asovým omezením (t°eba na konkrétní obchodní
den, takový order, není-li b¥hem daného dne vyrovnán, je automaticky storno-
ván) nebo ordery s jinými podmínkami (kup°íkladu stop limit order je limit order,
který je do order booku umíst¥n aº tehdy, dosáhne-li sou£asná cena stanovené
hranice).

Také spojitost mnoºiny cen I není v realit¥ napln¥na, nebo´ existuje mini-
mální rozdíl dvou cen zvaný tick size, který zna£í minimální moºný nár·st ceny.
Pokud má tedy stanovenou velikost nap°. jako $0, 50, sou£asná cena $20 se m·ºe
pohnout na $20, 50, ale ne na $20, 25. Tick size m·ºe být velikosti, která v reálné
m¥n¥ neexistuje. Nap°íklad Newyorská burza (NYSE) m¥la v roce 1997 daný tick
size jako $0, 0625. Tento nesoulad s na²ím modelem je v²ak zanedbatelný, jak
m·ºeme vid¥t práv¥ z p°íkladu velikosti tick size z NYSE roku 1997, mnoºina
moºných cen je totiº tak hustá, ºe ji lze v podstat¥ povaºovat za spojitou. Navíc
i trhy s kladnou hodnotou tick size je moºné simulovat pomocí model· spl¬ujících
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(A1)-(A4), jak je vysv¥tleno na p°íkladu 2.3.

3.1 London Stock Exchange

London Stock Exchange [LSE] (LSE, Londýnská burza) je nejv¥t²í evrop-
ská burza akcií a derivát·, zaloºená roku 1801, se sídlem na nám¥stí Paternoster
Square v Londýn¥. V prosinci roku 2014 m¥la burza trºní kapitalizaci (tj. souhrn
trºních hodnot v²ech obchodovaných akcií) zhruba 6,06 bilion· amerických dolar·
denn¥, coº ji °adí na t°etí místo mezi nejv¥t²ími sv¥tovými burzami. Vlajkovou
lodí mezi elektronickými obchodními systémy LSE je orderbook SETS (Stock
Exchange electronic Trading Service). Obchodují se v n¥m indexy FTSE100,
FTSE250, FTSE Small Cap Index, cenné papíry vázané nap°. na index, akcie
nebo komodity, stejn¥ tak jako dal²í likvidní irské a londýnské kótované cenné
papíry.

• Mezi 7:50 a 8:00 místního £asu probíhá umis´ování order· pro tzv. zahajo-
vací aukci. B¥hem této doby obchodníci umis´ují své ordery, rozdílem ov²em
je, ºe market ordery nejsou ihned vyrovnány, vyrovnání p°ítomných order·
prob¥hne aº b¥hem aukce v 8:00. Jednotná vyrovnávací cena je ur£ena tak,
aby byl vyrovnán maximální objem order·. Limit ordery, které nejsou v
aukci vyrovnány, vstupují v order booku do hlavního obchodovacího ob-
dobí.

• Od 8:00 do 12:00 místního £asu se obchoduje b¥ºn¥ v hlavním obchodovacím
období. Obchodníci umis´ují do order booku market ordery, které vyústí v
okamºitý obchod, a limit ordery, které v order booku z·sávají, dokud nejsou
vyrovnány nebo zru²eny vlastníkem.

• Mezi 12:00 a 12:05 probíhá speciální polední aukce speci�cká tím, ºe b¥hem
tohoto období není zve°ej¬ováno obvyklé mnoºství informací o stavu order
booku (tak jako b¥hem ostatních období), ale pouze v omezeném rozsahu
(jako aktuální vý²e cen bid a ask, objem obchodu, apod.), p°edev²ím jsou
tak obchodník·m skryty detailní informace o vý²i a cen¥ ostatních order·.
A£koliv nejsou vid¥t, z·stávají ordery platné pro tuto aukci aktivní. Smysl
této aukce je poskytnout obchodník·m, uprost°ed dne, p°íleºitost k usku-
te£n¥ní v¥t²ích order· bez obav o únik informací do zbytku obchodního dne
v p°ípad¥, ºe nedojde k vyrovnání.

• Od 12:05 aº do 16:30 pokra£uje b¥ºné obchodovací období.

• V £ase 16:30 aº 16:35 místního £asu probíhá tzv. uzavírací aukce se stejnými
pravidly jako otevírací aukce.

• Krátce po uzavírací aukci, konkrétn¥ mezi 16:35 a 16:40 místního £asu se
je²t¥ obchoduje za tzv. uzavírací cenu, tedy cenu, která byla stanovena v
uzavírací aukci. Vyrovnání order· za jinou cenu jiº není moºné.
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3.2 NYSE Arca

NYSE Arca [NYSEA] (New York Stock Exchange Arca), d°íve známá pod
názvem ArcaEx, je pln¥ elektronická americká burza akcií a opcí se sídlem v
Chicagu. Jejím vlastníkem je od roku 2006 Intercontinental Exchange, americká
sí´ burz, která vlastní také nap°íklad newyorskou burzu. V roce 2007 byla NYSE
Arca druhou nejv¥t²í elektronickou komunika£ní sítí co do objemu obchodovaných
akcií. V NYSE Arca se obchodní den (jimiº jsou v²echny pracovní dny krom¥
p°edem oznámených) d¥lí na 4 období.

• Od 3:30 do 4:00 místního £asu jsou p°ijímány ordery do tzv. otevírací li-
mit order aukce. Její jednotná uzavírací cena se stanoví tak, aby byl v £ase
aukce, tedy ve 4:00, vyrovnán maximální objem order·. Je-li takových cen
více, pouºije se ta nejbliº²í uzavírací cen¥ p°edchozího dne. Do aukce se
zapojí pouze limitní ordery, ty nejsou párovány ani vyrovnávány aº do pro-
b¥hnutí otevírací aukce. B¥hem jedné minuty p°ed prob¥hnutím aukce (tedy
od 3:59 do 4:00) není moºno ordery stornovat. Tato aukce je vlastn¥ jedi-
ným uzav°eným obchodem p°ed hlavním obchodovacím obdobím. Ordery,
které nejsou b¥hem otevírací aukce vyrovnány, vstupují do zahajovacího
obchodovacího období.

• V £ase 4:00 aº 9:30 místního £asu probíhá zahajovací obchodovací období, b¥-
hem n¥hoº probíhá pon¥kud upravený mechanismus order booku. P°íchozí
market ordery nejsou párovány a vyrovnávány aº domarket order aukce. B¥-
hem tohoto období mohou být vyrovnávány zvlá²tní ordery, jako nap°íklad
NOW ordery neb PNP ordery. Na konci této doby, v 9:30, prob¥hne tzv.
market order aukce, která je vlastn¥ prvním uzav°eným obchodem hlavní
obchodovací doby. Uzavírací cena je stanovena stejným zp·sobem jako pro
otevírací aukci. B¥hem poslední minuty p°edcházející aukci (tedy mezi 9:29
a 9:30) není moºné stornovat ordery ú£astnící se aukce, je ov²em moºno
stornovat limit ordery ur£ené speciáln¥ pro zahajovací obchodovací období,
protoºe tyto se následující aukce neú£astní. Do market order aukce vstupují
market ordery, limit ordery vhodné pro hlavní obchodovací období a ordery
ur£ené speciáln¥ pro tuto aukci.

• Mezi 9:30 a 16:00 místního £asu probíhá hlavní obchodovací období. Do order
booku obchodníci zadávají limit ordery, které zde z·stávají, dokud nejsou
vyrovnány, a market ordery, které jsou vyrovnány okamºit¥.

• V 16:00 místního £asu prob¥hne tzv. uzavírací aukce, jejíº pravidla jsou
stejná jako otevírací aukce, tedy uzavírací cena je stanovena tak, aby byl
vyrovnán maximální objem order·. Pokud je takových cen více, je pou-
ºita ta nejbliº²í poslednímu uzav°enému obchodu. B¥hem poslední minuty
p°edcházející aukci (tedy mezi 15:59 a 16:00) není moºné stornovat ordery
ur£ené pro tuto aukci, je ov²em moºno stornovat ordery nevyrovnané b¥hem
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hlavní obchodovací doby. Do uzavírací aukce vstupují limit ordery nevyrov-
nané b¥hem hlavního obchodovacího období a ordery ur£ené speciáln¥ pro
tuto aukci.

3.3 Tokyo Stock Exchange

Tokyo Stock Exchange [TSE] (TSE, Tokijská burza), zaloºená v roce 1949,
je s trºní kapitalizací z dubna 2015 zhruba 4,09 bilion· amerických dolar· £tvrtou
nejv¥t²í burzou. V tu dobu bylo TSE obchodováno 2 292 spole£ností. Obchodují
se zde indexy jako nap°íklad Nikkei 225 nebo TOPIX.

• V 9:00 místního £asu probíhá tzv. otevírací aukce. Vyrovnávací cena se
stanovuje metodou Itayose, která maximalizuje objem vyrovnaných order·
na základ¥ cenových a £asových priorit. V extrémních p°ípadech se m·ºe
stát, ºe n¥které market ordery nejsou vyrovnány. Ordery, které nejsou v
aukci vyrovnány, vstupují v order booku do dopoledního období.

• Od 9:00 do 11:30 místního £asu probíhá dopolední období. B¥hem n¥ho se ob-
choduje podle obvyklého scéná°e, obchodníci umis´ují do order booku limit
ordery, £ekající na vyrovnání, a market ordery, které jsou ihned vyrovnány.

• V 11:35 místního £asu probíhá uzavírací aukce, která se podobn¥ jako ote-
vírací aukce °ídí metodou Itayose.

• Ve 12:30 místního £asu, po polední p°estávce, op¥t probíhá otevírací aukce, a
to podle stejných pravidel jako ráno. Do aukce vstupují ordery, které nebyly
b¥hem dopoledního období vyrovnány, stejn¥ jako ordery ur£ené speciáln¥
pro tuto aukci.

• Od 12:30 do 15:10 místního £asu probíhá odpolední období, ve kterém se
obchoduje standardn¥, stejn¥ jako b¥hem dopoledního období.

• V 15:15 místního £asu probíhá uzavírací aukce(op¥t metodou Itayose).

3.4 New York Stock Exchange

New York Stock Exchange [NYSE] (NYSE, Newyorská burza) je americká
akciová burza, zaloºená roku 1817 a vlastn¥ná spole£ností Intercontinental Ex-
change. Burza sídlí v budov¥ na slavné adrese 11 Wall Street v New Yorku, která
byla postavena roku 1903. S trºní kapitalizací zhruba 19,69 bilion· amerických
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dolar· z kv¥tna 2015 je NYSE nejv¥t²í burzou na sv¥t¥. Obchodují se zde indexy
jako Dow Jones Industrial Average, S&P 100, S&P 500, NYSE Composite a jiné
cenné papíry. Od roku 2007, jako jedna z posledních velkých sv¥tových burz, p°e-
²la NYSE k elektronickému obchodování, oproti p°edchozímu systému fyzických
(�z o£í do o£í�) aukcí.

• Od 7:30 do 9:30 místního £asu probíhá umis´ování order· do otevírací aukce,
krom¥ market a limit order· lze zadávat i Market on Open a Limit on Open
ordery, ur£ené pro vyrovnání za otevírací cenu, stanovenou v aukci. Ordery
je moºno b¥hem tohoto období také stornovat, ale aº do otevírací aukce
nejsou párovány ani vyrovnávány. Vyrovnávací cena je ur£ena tak, aby byl
vyrovnán maximální objem order·. Je-li takových moºných cen více, pouºije
se ta nejbliº²í poslednímu uskute£n¥nému obchodu.

• Mezi 9:30 a 16:00 místního £asu probíhá hlavní obchodovací období, b¥hem
kterého obchodníci do order booku zadávají objednávky, které bu¤ jako
limit ordery z·stávající aº do jejich vyrovnání nebo jsou jako market ordery
ihned vyrovnávány.

• V £ase 16:00 místního £asu probíhá uzavírací aukce, do které vstupují krom¥
nevyrovnaných limit order· také Market on Close a Limit on Close ordery,
ur£ené pro vyrovnání za uzavírací cenu, a Closing O�set Ordery, ur£ené ke
kompenzaci nerovnováhy uzavírací ceny. Tyto ordery mohou být zadávány
do 15:45 a stornovány do 15:58.
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Kapitola 4

Model bez market maker·

Nyní p°edstavíme model, který vyvinula v její diplomové práci Jana Pla£-
ková, a jehoº dal²í rozvinutí a vylep²ení za ú£elem lep²ího vystiºení reality je
hlavním smyslem této práce. Protoºe na²ím zájmem je sledovat vývoj podoby
order booku, nikoliv £asy, ve kterých jednotliví obchodníci na trh p°icházejí, sle-
dujeme vlastn¥ vývoj vno°eného Markovského °et¥zce, ozna£me ho jako (X̂t)t∈N0 ,
tedy °et¥zce s diskrétním £asem.

4.1 Diskrétní model

Uvaºujme diskrétní model p°edstavený jako p°íklad transformace Stiglerova-
Luckockova modelu 2.1, konrétn¥ pro n = 100, a to bez market maker· (tzn.
ρ = 0).
Pro p°ipomenutí: interval p·vodního modelu je tedy I = (0, 200), pro poptávko-
vou a nabídkovou funkci platí

µ− = 1{dxe je sudé}dx, µ+ = 1{dxe je liché}dx.

Po transformaci zobrazením

ψ(x) := dx/2e, prox ∈ I.

vzniká z p·vodního modelu model (Xt́)t≥0 (vno°ený °et¥zec budeme zna£it (X̂t́)t∈N0),
v n¥mº limit ordery mohou být umis´ovány pouze s celo£íselnými cenami z mno-
ºiny {1, 2, ..., 100}.

Tedy je-li v £ase t0 model ve stavu X̂t0́ , potom dal²í p°íchozí obchodník je
se stejnou pravd¥podobností 1/2 prodávající nebo nakupující. Tento obchodník
p°ichází se svou náhodnou cenou x (jejíº rozd¥lení je rovnom¥rné na mnoºin¥
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{1, 2, ..., 100}) a zachová se podle aktuální vý²e ceny bid (resp. ask) dv¥ma moº-
nými zp·soby. Pro prodávajícího je klí£ovou informací aktuální vý²e ceny bid,
M−. Pokud je x ≥M− (tedy existuje buy order, který prodejce uspokojuje), ob-
chodník uskute£ní sell market order, tedy X´→ X´+ δM− , jinak obchodník umístí
sell limit order s cenou x, tedy X´→ X´+ δx. Analogicky nakupující se se rozho-
duje podle aktuální vý²e ceny ask, M+. Pokud je M+ ≥ x, obchodník uskute£ní
buy market order, X´→ X´− δx, jinak umístí sell limit order, X´→ X´− δM+ .

Na histogramech 4.1 - 4.4 je znázorn¥n stav modelového order booku, který
za£ínal z prázdného stavu, po p°íchodu r·zného po£tu obchodník·. �ervenou bar-
vou a v záporných hodnotách jsou znázorn¥ny buy limit ordery a modrou barvou
v kladných hodnotách potom sell limit ordery.

Obrázek 4.1: Diskrétní model bez market maker·: Stav modelového order booku
po p°íchodu 1 000 obchodník·.

Obrázek 4.2: Diskrétní model bez market maker·: Stav modelového order booku
po p°íchodu 5 000 obchodník·.
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Obrázek 4.3: Diskrétní model bez market maker·: Stav modelového order booku
po p°íchodu 20 000 obchodník·.

Obrázek 4.4: Diskrétní model bez market maker·: Stav modelového order booku
po p°íchodu 50 000 obchodník·.

Z obrázk· je vid¥t, ºe po£et limit order· v modelovém order booku postu-
pem £asu stále nar·stá, naprostá v¥t²ina limit order· se potom nachází v ceno-
vých intervalech shruba [1; 22] a [79; 100]. Tyto hodnoty, jak uvidíme v následující
£ásti, korespondují s teoretickými výsledky spojitého modelu.

Podle jedné ze základních teorií mikroekonomie [Wal74], teorie nabídky
a poptávky, by m¥la na trhu, reprezentovaném na²ím order bookem, vzniknout
rovnováºná cena, a to taková, ºe pro ni nabývá poptávková i nabídková funkce
stejnou hodnotu. Tato cena je p°i spln¥ní p°edpoklad· (A2) a (A3) jednozna£ná.
Pro tento model v²ak (A2) spln¥no není a tato rovnováºná cena by se tak m¥la
nacházet mezi 50 a 51 (nebo´ λ−(50) = 0, 51, λ−(51) = 0, 50, λ+(50) = 0, 50,
a λ+(51) = 0, 51). Nicmén¥ z vý²e ilustrovaných simulací (viz obrázky 4.1 - 4.4)
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vidíme, ºe pro ná² model tato situace zdaleka nenastává, a to ani pro po£et ob-
chodník· blíºících se limitn¥ nekone£nu. Pravdou je, ºe empirické poznatky ze
sv¥tových burz také neodpovídají teorii nabídky a poptávky zcela p°esn¥ a rov-
nováha, která se na trhu £asem vytvo°í se stále vyzna£uje spreadem kladné veli-
kosti, nicmén¥ je to velikost zanedbatelná vzhledem k cen¥ obchodovaného aktiva.
Z tohoto pohledu m·ºeme °íci, ºe p°edstavený model se nechová realisticky.

4.2 Spojitý model

Uvaºujme Stigler·v-Luckock·v model bez market maker· (tzn. ρ = 0). Z p°ed-
poklad· (A1)-(A4) vyplývá existence unikátní ceny xW ∈ I a konstanty VW > 0
takové, ºe platí

λ−(xW ) = λ+(xW ) =: VW . (4.1)

Obrázek 4.5: Spojitý model bez market maker·: Stav modelového order booku
po p°íchodu 1 000 obchodník·.
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Obrázek 4.6: Spojitý model bez market maker·: Stav modelového order booku
po p°íchodu 5 000 obchodník·.

Obrázek 4.7: Spojitý model bez market maker·: Stav modelového order booku
po p°íchodu 20 000 obchodník·.
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Obrázek 4.8: Spojitý model bez market maker·: Stav modelového order booku
po p°íchodu 50 000 obchodník·.

Podle klasické ekonomické teorie, [Wal74], na perfektn¥ likvidním trhu s po-
ptávkovou a nabídkovou funkcí λ± je zboºí obchodováno za cenu xW a objem
obchodu je dán VW . Budeme nazývat xW Walrasiánská cena a VW Walrasiánský
objem obchodu.

P°i absenci market maker· se v²ak Stigler·v-Luckock·v model jeví jako
siln¥ nelikvidní (jak m·ºeme vid¥t na obrázcích 4.5 - 4.8). Tato skute£nost není
zcela p°ekvapivá. A skute£n¥, nakupující ochotní zaplatit za nákup zboºí cenu
vy²²í neº Walrasiánskou cenu xW a prodejci ochotní zboºí prodat za cenu niº²í
neº xW mohou £ekat nezanedbatelnou dobu neº je jejich nabídka vyrovnána, pro-
toºe ceny bid a ask se neustálí na hodnot¥ xW , nýbrº �uktuují v konkuren£ním
intervalu (x−, x+), který spl¬uje λ−(x−) = λ+(x+). Pozorujeme tak velmi podob-
nou podobu order booku jako pro diskrétní model. Výsledkem je, ºe Luckock·v
objem obchodu VL := λ−(x−) = λ+(x+) je v¥t²í neº Walrasiánský objem obchodu
VW , a je dokonce v¥t²í neº by byl na libovolné �xní cenové hladin¥.

Na obrázcích 4.5 - 4.8 je výsledek simulace modelu s Ī = [0, 1] a poptávko-
vou resp. nabídkovou funkcí λ−(x) = 1 − x resp. λ+(x) = x. Zobrazený je stav
order booku za£ínajícího z prázdného po£áte£ního stavu po p°íchodu r·zného po-
£tu obchodník·. Vzhledem ke spojitosti mnoºiny moºných cen je pro p°ehlednost
pouºito zobrazení kumulativních funkcí poptávky a nabídky (poptávková k°ivka
je £ervenou barvou, nabídková modrou), ozna£me je λk±. P°i£emº tyto funkce jsou
de�novány pomocí aritmetických m¥r, které reprezentují stav order booku, jako
λk−(x) := X−((x, I+]), λk+(x) := X+([I−, x)). Tyto a p°esn¥j²í simulace nazna£ují,
ºe hranice konkuren£ního intervalu jsou zhruba x− ≈ 0, 218 a x+ ≈ 0, 782. V
dlouhodobém hledisku z·stávají buy limit ordery, které jsou cenov¥ pod x−, a sell
limit ordery, které jsou cenov¥ nad x+, nevyrovnány a v order booku z·stávají
napo°ád, naproti tomu v²echny ostatní ordery jsou v kone£ném £ase vyrovnány.
D·sledkem je, ºe Luckock·v objem obchodu VL ≈ 0, 782 je významn¥ v¥t²í neº
Walrasiánský objem obchodu VW = 0, 5. Luckock [Luc03] popsal metodu, jak
hodnoty x−, x+ a VL vypo£ítat. Konkrétn¥ pro tento model p°edpovídá jeho me-
toda, ºe VL = 1/z, kde z je unikátním °e²ením rovnice e−z−z+1 = 0 (to skute£n¥
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odpovídá výsledku numerických simulací).

Z obrázk· vidíme, ºe vývoj order booku je v p°ípad¥ spojitého rozd¥lení
cen zcela analogický, jako v diskrétním p°ípad¥. Vzniká konkuren£ní interval vy-
mezený p°ibliºn¥ jako (0, 218; 0, 782), ve kterém nez·stávají (z dlouhodobého hle-
diska) ºádné ordery. Ve zbylých £ástech intervalu I je rozmíst¥ní order· rovno-
m¥rné, jak indikuje lineární pr·b¥h k°ivek. Stejn¥ jako u diskrétního modelu bez
market maker· tedy i zde pozorujeme, ºe nedochází ke vzniku rovnováºné ceny.
Tento model tak v tomto ohledu op¥t není realistický.

4.3 Teoretické vysv¥tlení

Uvaºujme Stigler·v-Luckock·v model bez market maker· (tzn. ρ = 0). Pro
n¥j jsou v [Swa16] pomocí omezených model· odvozeny následující vztahy. Nech´
λ−1− : [0, λ−(I−)] → Ī a λ−1+ : [0, λ+(I+)] → Ī zna£í zleva spojité inverze funkcí
λ− a λ+. Dále nech´ Vmax := λ−(I−) ∧ λ+(I+) ozna£uje maximální moºný objem
obchodu. Abychom se vyhnuli trivialitám, p°edpokládejme, ºe platí

(A5) VW < Vmax

Pro pozd¥j²í pouºití de�nujme spojitou, rostoucí funkci Φ : [VL, Vmax] → R, pro
kterou Φ(0) = 0 takto

Φ(V ) :=

V∫
VW

{
1

λ+(λ−1− (W ))
+

1

λ−(λ−1+ (W ))

}
1

W 2
dW (4.2)

Následující tvrzení bylo dokázáno v [Swa16].

Lemma 6 (Luckock·v objem obchodu). Pro Luckock·v-Stigler·v model bez mar-
ket maker· (ρ = 0), pro který platí (A1)-(A5), je Luckock·v objem obchodu dán
vztahem

VL = sup{V ∈ [VW , Vmax) : Φ(V ) < 1/V 2
W} (4.3)

a konkuren£ní interval jako (x−, x+) = (λ−1− (VL), λ−1+ (VL)).

D·kaz. vyplývá z Proposition 2, Theorem 3 a vztahu (1.22) v [Swa16].

20



Pro ná² �uniformní� model s λ−(x) = 1− x a λ+(x) = x tedy dostáváme

Φ(V ) = 2

V∫
1/2

1

(1−W )W 2
dW = 2

V∫
1/2

{
1

W 2
+

1− 2W

W −W 2
+

2

1−W

}
dW =

= 2

[
− 1

W
+ ln(W −W 2)− 2ln(1−W )

]V
1/2

=

= − 2

V
+ 4 + 2lnV − 2ln(1− V ) = − 2

V
+ 4 + 2ln

(
V

1− V

)
.

Vzhledem ke spojitosti (na [0, 5; 1]) vidíme, ºe hodnoty suprema 4.3 je nabyto p°i
rovnosti Φ(V ) = 1/V 2

W . Tedy

− 2

V
+ 4 + 2ln

(
V

1− V

)
≡ 1/V 2

W = 4

Pouºitím substituce z = 1/v dostáváme postupnými úpravami

−z − ln(z − 1) = 0

e−z

z − 1
= 1

e−z − z + 1 = 0, (4.4)

výsledek tedy souhlasí se vztahem uvedeným v [Luc03].

Dle de�nice je invariantní míra pro Stigler·v-Luckock·v model pravd¥po-
dobnostním rozd¥lením na Sord takové, ºe proces startující v tomto po£áte£ním
rozd¥lení je stacionární. Za p°edpokladu existence invariantní míry na konku-
ren£ním intervalu dokázal Luckock spo£ítat stacionární rozd¥lení cen bid a ask.
Následující výsledek citujeme z [Swa16, Theorem 1], a£koliv p·vodn¥ tyto vý-
sledky vychází jiº z [Luc03].

V¥ta 7 (Luckokovy diferenciální rovnice). P°edpokládejme, ºe Luckok·v-Stigler·v
model s funkcemi poptávky a nabídky spl¬ujícími (A1)-(A4) a ρ ≥ 0 má invari-
antní míru. Nech´ (Xt)t≥0 zna£í proces za£ínající v této invariantní mí°e, a nech´
M±

t = M±(Xt) zna£í ceny bid a ask v £ase t ≥ 0. De�nujme funkce f± : Ī → R
jako

f−(x) := P[M−
t ≤ x] a f+(x) := P[M+

t ≥ x] pro x ∈ Ī , (4.5)

které vzhledem ke stacionarit¥ nezávisí na t ≥ 0. Potom f± jsou spojité a °e²í
rovnice

f−µ+ + λ−df+ = 0,

−f+µ− + λ+df− = 0, (4.6)
f−(I+) = 1 = f+(I−),

kde f−µ+ zna£í míru µ+ váºenou hustotou f− a ostatní výrazy mají podobnou
interpretaci.
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Vztah 4.6 vychází z p°edpokladu, ºe v rovnováze v libovolné mnoºin¥ uvnit°
konkuren£ního intervalu buy (resp. sell) limit ordery p°ibývají se stejnou pravd¥-
podobností jako ubývají.

P°edpokládejme, ºe existuje konkuren£ní interval (q−, q+) a libovolný po£á-
te£ní stav modelu (X−,X+) takový, ºe platí:

1. Pro kaºdé ε > 0 omezení X− a X+ na (q−+ ε, q+− ε) jsou aritmetické míry
spl¬ující podmínku (i).

2. Omezíme-li (X−,X+) na (q−, q+), jeho rozd¥lení je stacionární, ale vn¥
(q−, q+) jiº stacionární není.

Potom
∫
A
f−µ+ je p°edpokládaný po£et sell limit order· umíst¥ných do mnoºiny

A ⊂ (q−, q+) za jednotkový £asový interval a
∫
A
λ−df+ je p°edpokládaný po£et sell

limit order· z mnoºiny A odstran¥ných za jednotkový £asový interval. Na kon-
kuren£ním intervalu jsou tyto veli£iny stejné (mimo n¥j v²ak nikoliv). Analogické
výrazy platí pro buy limit ordery.

Ve [Swa16, Proposition 2] bylo ukázáno, ºe Luckockovy rovnice 4.6 pro
(X−,X+) omezený na (q−, q+) mají unikátní °e²ení (f−, f+). Z V¥ty 7vyplývá,
ºe pokud má omezený model na (q−, q+) invariantní míru, potom

f−(q−) = P[X −́t = 0] a f+(q+) = P[X´+t = 0] (4.7)

jsou stacionární pravd¥podobnosti, ºe model (X−,X+) omezený na (q−, q+) ne-
obsahuje ºádné buy ani sell limit ordery. Ve [Swa16, Theorem 3] bylo ukázáno, ºe
kdyº f−(q−)∧ f+(q+) > 0, potom pro model omezený na (q−, q+) jsou tyto prav-
d¥podobnosti > 0. Pro intervaly typu (λ−1− (V ), λ−1+ (V )) je ve [Swa16, Proposition
2, vztah (1.22)] ukázáno, ºe

• Pokud Φ(V ) < 1/V 2
W , potom f−(λ−1− (V )) > 0 a f+(λ−1+ (V )) > 0,

• Pokud Φ(V ) = 1/V 2
W , potom f−(λ−1− (V )) = 0 = f+(λ−1+ (V )),

kde funkce Φ je de�nována v 4.2 a λ−1± (V ) jsou vlastn¥ na²imi hranicemi in-
tervalu q±. Speciáln¥, pokud VL < Vmax, Luckockovy diferenciální rovnice mají
unikátní °e²ení (f−, f+) na konkuren£ním intervalu (λ−1− (VL), λ−1+ (VL)), pro které
platí f−(λ−1− (VL)) = 0 = f+(λ−1+ (VL)), tedy ceny bid a ask nikdy neopou²t¥jí
konkuren£ní interval.
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Kapitola 5

Model s market makery

Nyní popí²eme model s market makery. Ten se p°edchozímu modelu velmi
podobá, ale zavádí jednu klí£ovou zm¥nu, a totiº, p°ivádí na trh market makery
(tzn. ρ > 0).

5.1 Diskrétní model

Uvaºujme transformovaný diskrétní model p°edstavený v p°edchozí kapitole,
tentokrát v²ak s market makery (tzn. ρ > 0), (Xt́)t≥0 (vno°ený °et¥zec budeme
zna£it (X̂t́)t∈N0), v n¥mº limit ordery mohou být umis´ovány pouze s celo£íselnými
cenami z mnoºiny {1, 2, ..., 100}.
V modelu (Xt́)t≥0 má £as mezi p°íchody jednotlivých obchodník· exponenciální
rozd¥lení s parametrem R := λ−(I−) + λ+(I+) + ρ. Nový obchodník je pak naku-
pující s pravd¥podobností λ−(I−)/R, prodávající s pravd¥podobností λ+(I+)/R
a market maker s pravd¥podobností ρ/R (stejné rozd¥lení platí i ve vno°eném °e-
t¥zci (X̂t́)t∈N0). Konkrétn¥ pro ná² model je R = λ−(I−) +λ+(I+) + ρ = 1 + 1 + ρ
(je vid¥t, ºe pro ρ = 0 dostáváme práv¥ diskrétní model bez market maker·).
Tedy nap°íklad pro ρ = 0, 5 je podíl market maker· z celkového po£tu p°íchozích
obchodník· 20%.

Na histogramech obrázk· 5.1 - 5.3 je znázorn¥n stav modelového order
booku, za£ínajícího z pázdného po£áte£ního stavu, po p°íchodu r·zného po£tu
obchodník· a pro r·zné podíly market maker· (tzn. r·zné hodnoty intenzity ρ).
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Obrázek 5.1: Diskrétní model s market makery: Stav modelového order booku po
p°íchodu 1 000 obchodník·.

Obrázek 5.2: Diskrétní model s market makery: Stav modelového order booku po
p°íchodu 5 000 obchodník·.
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Obrázek 5.3: Diskrétní model s market makery: Stav modelového order booku po
p°íchodu 20 000 obchodník·.

Z obrázk· je patrné, ºe pro r·zný podíl market maker· má order book
"rozdílný tvar". Pro nízký podíl (ρ < ρc) se tvar order booku podobá modelu
bez market maker·, totiº existuje zde nenulový konkuren£ní interval. Poté pro
ur£itý kritický podíl market maker· (kritická intenzita ρ = ρc) vzniká rovnováºná
cena a konkuren£ní interval má délku nula nebo �uktuuje v její blízkosti. Tento
kritický podíl bychom z obrázk· 5.1 - 5.3 odhadli p°ibliºn¥ na 20 procent (ρc ≈
0, 5). S dal²ím zvý²ením podílu market maker· (ρ > ρc) nabývá order book
t°etího typu, a to, ºe konkuren£ní interval má nulovou velikost a market maker·
je na trhu tolik, ºe jejich nabídky se hromadí kolem trºní ceny a v¥t²ina z nich
uº nikdy nebude vyrovnána. Obohacení modelu o market makery v²ak podle
pr·b¥hu simulací m·ºeme zhodnotit kladn¥, nebo´ do na²eho order booku (tak
jako na reálný trh) p°inesli likviditu a model se tak pro ur£itý jejich podíl chová
realisti£t¥ji neº bez nich. Zbývá nám v²ak najít ten správný podíl a v tom nám
pom·ºe spojitý model.

5.2 Spojitý model

Uvaºujme Stigler·v-Luckock·v model s Ī = [0, 1], poptávkovou resp. nabíd-
kovou funkcí λ−(x) = 1 − x resp. λ+(x) = x a intenzitou market maker· ρ. Na
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obrázku 5.4 m·ºeme vid¥t simulace tohoto modelu pro r·zné hodnoty ρ po p°í-
chodu 20 000 obchodník·. M·ºeme pozorovat, ºe jak ρ roste, délka konkuren£ního
intervalu se zmen²uje.

Obrázek 5.4: Spojitý model s market makery: Stav modelového order booku po
p°íchodu 20 000 obchodník· pro r·zné podíly market maker·.

Stejn¥ jako v diskrétním modelu s market makery zde vznikají t°i r·zné
tvary order booku, a to podle vý²e podílu market maker·. První nastává v p°í-
pad¥, ºe podíl market maker· na trhu je p°íli² malý. Order book se v takovém
p°ípad¥, jak m·ºeme vid¥t na prvních dvou grafech obrázku 5.4, vyzna£uje kon-
kuren£ním intervalem kladné délky a pro ceny, kde se limit ordery vyskytují,
jejich rovnom¥rným rozloºením. Druhý p°ípad nastává p°i kritické intenzit¥ ρc
spekulant· na trhu a tehdy se order book dostává do rovnováºného stavu, kdy
je konkuren£ní interval délky nula a ceny bid a ask se ustálí na hodnot¥ Walra-
siánské ceny xW (viz 3. graf obrázku 5.4). T°etí p°ípad, zobrazený na 4.-6. grafu
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obrázku 5.4, nastává p°i intenzit¥ spekulant· vy²²í neº ρc. V takovém p°ípad¥
nastává zajímavý jev, kdy ceny bid a ask konvergují k náhodné hodnot¥, která
se li²í pro r·zná provedení simulace a která je téº obecn¥ jiná neº xW . D·vodem,
pro£ k tomuto dochází je obrovský nadbytek buy a sell limit order· umis´ova-
ných market makery na sou£asné hodnoty cen bid a ask, který tak za�xuje cenu
v náhodné pozici.

P°ipome¬me, ºe pro ná² model (Xt)t≥0 má £as mezi p°íchody jednotlivých
obchodník· exponenciální rozd¥lení s parametrem R := λ−(I−) + λ+(I+) + ρ.
Nový obchodník je pak nakupující s pravd¥podobností λ−(I−)/R, prodávající
s pravd¥podobností λ+(I+)/R a market maker s pravd¥podobností ρ/R (stejné
rozd¥lení typu obchodníka platí i pro vno°ený °et¥zec (X̂t)t∈N0). Konkrétn¥ pro
ná² model je R = λ−(I−)+λ+(I+)+ρ = 1+1+ρ (je vid¥t, ºe pro ρ = 0 dostáváme
spojitý model bez market maker·). Je-li p°íchozím obchodníkem kupující, potom
cena jeho limit orderu je rozd¥lena podle pravd¥podobnostní míry µ−(A)/λ−(I−),
analogicky cena limit orderu prodejce je rozd¥lena podle pravd¥podobnostní míry
µ+(A)/λ+(I+).

5.3 Kritická intenzita market maker·

Jak jsme jiº vypozorovali ze simulací 5.4, pro nízkou intenzitu market ma-
ker·, 0 < ρ < VW , je tvar order booku z dlouhodobého hlediska podobný jako
pro model bez market maker·, totiº vzniká konkuren£ní interval kladné délky
a Luckock·v objem obchodu je v¥t²í neº Walrasiánský, VL > VW . Odvození VL
pro 0 < ρ < VW je také moºné (jak je odvozeno v [SwP16]) analogickým zp·-
sobem jako pro model bez market maker·. Za platnosti (A1)-(A5) za�xujme ρ
a de�nujme λ̃± := λ± − ρ a

Ṽmax := sup{V ≥ VW : λ̃−(λ−1+ (V )) ∧ λ̃+(λ−1− (V )) > 0}. (5.1)

Potom Luckok·v objem obchodu i konkuren£ní interval je dán výsledky lemmatu
6, ov²em p°i Vmax nahrazeném Ṽmax a λ± nahrazenými λ̃±.

Pro ná² �uniformní� model s λ−(x) = 1 − x a λ+(x) = x a ρ ∈ (0, VW ) je
tedy Luckok·v objem obchodu VL unikátním °e²ením rovnice

2− 1/V

1− ρ
+
lnV − ln0, 5

(1− ρ)2
− 2 = 0. (5.2)

Pro zkoumání order booku p°i ρ ≥ VW budeme pot°ebovat zesílit p°edpo-
klady (A1) a (A3) pro funkce poptávky a nabídky takto:

(A6) λ− je striktn¥ klesající na I a λ+ je striktn¥ rostoucí na I.

D°íve jsme ukázali, ºe p°edpoklady (A1)-(A3) mohou být v podstat¥ u£in¥ny
bez újmy na obecnosti, a navíc (A4) a (A5) pouze vylu£ují triviální p°ípady.
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P°edpoklad (A6) je v²ak omezující. Jak bylo vysv¥tleno na p°íkladu 2.1, do na²í
analýzy m·ºeme zahrnout i modely s diskrétní mnoºinou cen, a to zkonstruováním
takových model· jako funkcí model·, které spl¬ují (A1)-(A3). Nicmén¥, jak je
z°ejmé z 2.1, tyto modely (A6) nespl¬ují. Proto se d·sledky v¥ty 8 na diskrétní
modely nevztahují. P°ipome¬me, ºe prostor Sord, stejn¥ jako jiné veli£iny pouºité
v následující v¥t¥ jsou de�novány v sekci 2.1.

V¥ta 8 (Fixace ceny). Nech´ (Xt)t≥0 je Stigler·v-Luckock·v model s funkcemi
poptávky a nabídky λ± spl¬ujícími (A2), (A4) a (A6) a intenzitou market maker·
ρ spl¬ující ρ > VW , startující z po£áte£ního stavu v Sord. Nech´ M

±
t = M±(X t)

zna£í ceny bid a ask v £ase t ≥ 0. Potom existuje náhodná veli£ina M∞ taková,
ºe

lim
t→∞

M−
t = lim

t→∞
M+

t = M∞ s.j. (5.3)

Navíc nosi£ M∞ je dán jako {x ∈ Ī : λ−(x)∨λ+(x) ≤ ρ}. Speciáln¥ je-li ρ = VW ,
potom M∞ = xW s.j.

D·kaz. Popsán v [SwP16].

Intuitivn¥ je není t¥ºké pochopit, pro£ interval {x ∈ Ī : λ−(x)∨λ+(x) ≤ ρ}
moºných cen má práv¥ tuto podobu. Pokud bychom totiº p°edpokládali �xaci
ceny nap°. v bod¥ x0 takovém, ºe λ−(x0) > ρ, potom v bezprost°ední blízkosti x0
p°ibývají sell limit ordery s intenzitou ρ, ale ubývají s intenzitou λ−(x0) > ρ, coº
je v rozporu s tím, ºe v tomto bod¥ dojde k �xaci ceny.

Pro ná² Stigler·v-Luckock·v model s Ī = [0, 1], funkcemi poptávky a na-
bídky λ−(x) = 1− x a λ+(x) = x a intenzitou market maker· ρ (kde ρ ≥ VW =
0, 5) je tedy podle v¥ty 8 nosi£ M∞ roven

{x ∈ [0, 1] : 1− x ∨ x ≤ ρ} = [1− ρ, ρ].

Speciáln¥, je-li intenzita market maker· rovna Walrasiánskému objemu obchodu,
tzn. ρ = VW = 0, 5, potom M∞ = xW = 0, 5, tedy ceny bid a ask konvergují k
Walrasiánské cen¥ xW . Z toho vyplývá, ºe Walrasiánský objem obchodu ur£uje
práv¥ kritickou intenzitu market maker na trhu, ρc = VW .
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Kapitola 6

Záv¥r

V práci jsme zkoumali n¥kolik model· pro obchodování pomocí burzov-
ního order booku, tedy elektronického systému pouºívaného ke správ¥ a páro-
vání order· (objednávek) obchodník· na daném trhu. De�novali jsme Stigler·v-
Luckok·v model v obecnosti a p°ipomn¥li jeho historii. Dále jsme se zabývali
fungováním order book· n¥kterých z nejv¥t²ích sv¥tových burz. Konkrétn¥ jsme
p°iblíºili order book Newyorské, Londýnské a Tokijské.

Stigler·v-Luckock·v model bez market maker· je jedním z nejzákladn¥j²ích
a nejp°irozen¥j²ích model· pro interakci obchodník· p°es order book, dokonce tak
p°irozený, ºe byl nezávisle objeven a popsán nejmén¥ £ty°ikrát, a to postupn¥ G.
J. Stiglerem [Sti64], H. Luckockem [Luc03], J. Pla£kovou [Pla11] a E. Yudovi-
nou [Yud12b]. A£koliv je zaloºen na rozumných p°edpokladech, jeho chování není
realistické nebo´ ceny bid a ask se neustálí na Walrasiánské rovnováºné cen¥,
nýbrº �uktuují uvnit° konkuren£ního intervalu kladné délky. Z obchodního po-
hledu takovýto konkuren£ní interval (a p°edev²ím tedy zna£ná velikost spreadu)
dávají p°íleºitost vyd¥lat market maker·m, kte°í nemají zájem o samotné zboºí,
ale vyd¥lávají práv¥ na rozdílu cen bid a ask (nakupují za nízkou a prodávají za
vysokou cenu).

V této práci jsme do modelu market makery p°idali, a to s velmi jedno-
duchou obchodní strategií umíst¥ní jednoho buy a jednoho sell limit orderu se
sou£asnými cenami bid a ask. Ze simulací jsme pozorovali, ºe p°idání market
maker· p°iblíºilo Stigler·v-Luckock·v model realit¥ v tom ohledu, ºe zap°í£inilo
zkrácení konkuren£ního intervalu. Speciáln¥, pro spojité modely, je-li intenzita
market maker· rovna Walrasiánskému objemu obchodu, délka konkuren£ního in-
tervalu klesne na nulu a ceny bid a ask konvergují k Walrasiánské rovnováºné
cen¥ (dochází tedy ke vzniku rovnováhy nabídky a poptávky na trhu). Kdyº je
intenzita market maker· je²t¥ vy²²í, ceny bid a ask také konvergují ke spole£né
liminí cen¥, ta je v²ak náhodná (uvnit° ur£itého intervalu, jehoº délka závisí na
dané intenzit¥ market maker·) a obecn¥ jiná neº Walrasiánská cena. P°i této in-
tenzit¥ navíc dochází k tomu, ºe n¥které ordery market maker· nejsou vzhledem k
zahlcení trhu (ordery práv¥ market maker·) nikdy vyrovnány a z·stávají v order

29



booku napo°ád (v relevantním £asovém m¥°ítku).
Na reálném trhu uskute£ní market maker zisk jen tehdy, jsou-li oba jeho

ordery vyrovnány. Ve vý²e popsaném p°ípad¥ �p°ebytku� market maker· na trhu
tedy chybí motivace k tomu, aby na trh dal²í market make°i p°icházeli. Tato mo-
tivace schází vlastn¥ vºdy, kdyº se konkuren£ní interval zmen²í na nulovou délku.
Na reálném trhu lze tedy o£ekávat ur£itý samoregula£ní mechanismus intenzity
market maker·, díky kterému nedojde k p°ehlcení trhu market makery, ale v
dlouhodobém £asovém horizontu zajistí jejich intenzitu p°ibliºn¥ rovnou Walrasi-
ánskému objemu obchodu. D·sledkem pak je, ºe ve²keré obchody jsou realizovány
pomocí market maker·, tedy i nakupující a prodávající, kte°í mají opravdový zá-
jem obchodovat se zboºím, uskute£¬ují sv·j obchod s market makery a nikoliv
mezi sebou.

Dokázali jsme tedy nalézt model order booku, který se chová realisti£t¥ji neº
model p°edstavený v práci J. Pla£kové, [Pla11], coº byl hlavní cíl této práce. Z
námi simulovaných model· se jako nejlep²í jeví �uniformní� Stigler·v-Luckock·v
model s market makery, jejichº intenzita je rovna Walrasiánskému objemu ob-
chodu (v tomto p°ípad¥ VW = 0, 5).
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