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Kapitola 1

Uvod

Matematické programovanie je vyznamnou sucastou aplikovanej matematiky a finanéného
rozhodovania. Pomocou modernych optimalizacnych metéd a modelov dokazeme efek-
tivne riesit otazky optiméalnych portfdlii, finanéného umiestnenia, riadenie finan¢ych rizik a
mnoho dalich aplikécii. V poslednych desafrociach, s nastupom rozvoja vypocetnej tech-
niky a ich vypocetnych schopnosti, narastd vyznam a oblast uplatnenia tychto technik,
ktoré v sucasnej dobe dovoluju riesit problémy v rddoch miliénoch premennych.

V nasledujucich kapitolach sa budeme venovat niektorym typom optimaliza¢nych tloh
v spojitosti s finanénym rozhodovanim. Postupne prediskutujeme jednotlivé typy tloh,
vhodné metddy k ich rieseniu a praktické tlohy finan¢nej matematiky riesené tymito tech-
nikami.

1.1 Optimalizacny problém
Optimalizacny problém (OP) vSeobecne znamend najst rieSenie tlohy
min{f(x) :x € X}, kde f: X - Ra X CR" (1.1)

V texte budeme f nazyvat ucelovou funkciou a X pripustnou mnoZinou. Ak je mnozina X
prazdna, hovorime, Ze optimaliza¢ny problém je nepripustny. Dalej, ak existuje postupnost
x* € X tak4, ze f(x*) — oo pre k — 0o, hovorime o neohranicenom probléme. Pre tiplnost
uvedieme nasledujice definicie:

Definicia 1 Budeme hovorit, Ze funkcia f: X — R md v bode x

i) lokdlne minimum na X C R", ak existuje § > 0 také, Ze pre kazdéy € X, ||y—x|| < ¢
plati f(x) < f(y).

ii) ostré lokalne minimum na X C R", ak existuje 6 > 0 také, Ze pre kaZdéy € X, 0 <
ly —x|| <4 plati f(x) < f(y).

iii) globdlne minimum na X C R", ak pre kazdé'y € X plati f(x) < f(y).

iv) ostré globdalne minimum na X C R", ak pre kazdéy € X, x #y plati f(x) < f(y).

Definicia 2 Budeme hovorit, Ze funkcia f: X — R md v bode x



i) lokdlne maximum na X C R"™, ak existuje § > 0 také, Ze pre kazdéy € X, ||ly—x|| < ¢
plati f(x) = f(y)-

ii) ostré lokalne mazximum na X C R", ak existuje 6 > 0 také, Ze pre kazdéy € X, 0 <
ly — x| < & plati f(x) > f(y).

iii) globdlne marimum na X C R™, ak pre kazdé 'y € X plati f(x) > f(y).

iv) ostré globalne maximum na X C R"™, ak pre kaZdéy € X, x #y plati f(x) > f(y).

Bezne pri matematickom modelovani optimalizacného problému je mnozina X urcena ex-
plicitne sadou realnych rovnic a nerovnic

kde I a J st indexové mnoziny. Mnoho faktorov vplyva na to, ako sa dé efektivne vyriesit
dany problém. Pocet rovnic a nerovnic ktoré definuji mnozinu X, |I|+|.J| je zrejme jednym
z nich. Délezity vplyv na naro¢nost vypoctu maju vlastnosti funkcii f, ¢g; a h;, hlavne
spojitost, (ne)linearita, diferencovatelnost, konvexita f, konvexita mnoziny X a podobné
vlastnosti. Z tohto dévodu vzniklo (a nadalej vznikaji) na rieSenie optimaliza¢nych tloh
viacero druhov algoritmov, podla vhodnosti na jednotlivé typy tloh.

V nasledujuicich podkapitolach struéne oboznamime Citatela s beznymi typmi optimali-
za¢nych problémov. Nebudeme ich preberat od teoretickych zakladov, kedZe to nie je ciefom
tejto diplomovej prace. Podrobnejsie, konkrétne optimalizacné metédy preberieme v ne-
skorsich kapitolach, alebo odkazeme na vhodnu literatiiru. Nakoniec ich budeme numericky
ilustrovat.

1.1.1 Linearne programovanie (LP)

Linearne programovanie je jeden z najrozsirenejsich problémov matematického progra-
movania. Minimalizujeme (maximalizujeme) tu linedrnu ucelovi funkciu a mnozina X je
explicitne dand mnozinou linearnych rovnosti a nerovnosti:

min, ¢’ x

a/x = b, vel
a]Tx Z bj, j eJ
x >0,
kde a;,a;,c € R", b;,b; € R, 7 € I,7 € J sudané a x € R". VSeobecne vSak mozno
tuto tlohu previest na ekvivalentnt tlohu s linedrnymi rovnostami pouzitim dodato¢nych
premennych:

(1.2)

min, ¢’ x

Ax=Db (1.3)
x >0,
kde A € R™" b € R™ su dané, a x € R" je vektorova premenna. Tomuto tvaru zapisu
hovorime standardny tvar LP.
Doposial najlepsie zname a tspeSne pouzivané algoritmy na rieSenie tloh LP st sim-
plexovd metdéda (simplex method) a metéda vnitorného bodu (interior-point method).
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Moderné algoritmy ndm umoznuju riesit tlohy linedrneho programovnia s velkym poc¢tom
premennych. Vdaka dobrej implementéacii a dostupnosti vhodnych algoritmov, niektoré ma-
tematické problémy formulované ako nelinedrne, moézme po dotatoc¢nej tprave linearizovaf
a riesit pomocou linedrneho programovania. V 4. kapitole pohovorime o probléme vyberu
optimélneho portfélia vzhladom k niektorym mieram rizika prave pomocou linedrnej for-
mulécie tlohy.

1.1.2 Kvadratické programovanie (QP)

Jeden z dalSich ¢asto pouzivanych optimaliza¢nych problémov. Ucelova funkcia je kvadra-
ticka, ale ohranicenia su linearne. Pre standardnt formu tlohy kvadratického programova-
nia mame zapis:

miny %XTQX +c'x
Ax=Db (1.4)
x >0,

kde A € R™" b € R™, c € R",Q € R"™" su zname, a x € R" je vektorova premenna.
Ohrani¢enia v tomto modeli nie st obmedzené len na rovnosti. Zapis moze obsahovat aj
linedrne nerovnosti, ktoré vsak pouzitim doplitkovych premennych prevedieme na rovnosti
a dostaneme tak tento Standardny tvar. Bez jmy na vSeobecnosti mozme predpokladat,
7e matica Q je symetrickd (pretoze x' Qx = %XT(Q + Q")x). Ak je matica Q pozitivne
semidefinitnd, tak t¢elova funkcia je konvexna. Uloha kvadratického programovnia odpo-
vedd tlohe najst optimalne porfélio pri pozadovanom ocakdvanom vynose s minimalnou
smerodajnou odchylkou portfélia. Matica Q tu prave prezentuje kovarianéni maticu aktiv
a ta je pozitivne semidefinitnad. Vhodnou numerickou metédou na rieseniu tohto problému
s pozitivne semidefinitnou matickou Q je metéda vnutorného bodu pre kvadratické pro-
gramovanie o ktorej budeme hovorit neskér. Prave pomocou tejto metédy predvedieme
optimalizovanie Markowitzovho portfélia, ¢o je vlastne tloha kvadratického programova-
nia.

1.2 Stochastické optimaliza¢né algoritmy

V poslednej dobe velmi populdrne optimaliza¢né algoritmy. Pojem ,stochastické* tu zna-
menad, ze v optimaliza¢nom procese hladania optimalneho rieSenia pripustnej mnoziny, je
ur¢itym spdsobom implementovany ndhodny prvok (ndhodne ¢isla). Nejedné sa teda o de-
terministické metody a rieSenie ziskané takymto pristupom je v urc¢itom zmysle nahodné.
V mnohych pripadoch nemozno hovorif ani o konvergencii takejto metédy. Napriek tomu si
ziskali velkt popularitu v Sirokom spektre technickych a prirodnych vied. Aj ked pre takto
ziskané rieSenie je skoro nemozné vyslovit nejaké tvrdenie, prax a velké mnozstvo testov
tychto metéd ukézali ich vyhody hlavne v rychlosti a schopnosti zvladnut narocéné vy-
pocetné problémy s komplikovanymi ohraniceniami a tcelovou funkciou. Je totiz niekedy
vhodné akceptovat dosiahnuté rieSenie, ktoré je v uritom zmysle dostatocne optimélne
(pre nas uspokojivé), ako nédjst skutotné optimum (ak je to vobec mozné) za cenu velkych
¢asovych narokov.

Jedna sa o metddy relativne mladé, vyvinuté prevazne v druhej polovici 20. storodia,
pretoze ich pouzitie je podmienené dostatocnou vypocetnou kapacitou pocitacov. Ich vyvoj



sa prakticky nezastavil a stale sa objavuju ich nové modifikacie, zlepSenia a svoje uplatne-
nie si nasli aj vo finan¢nom rozhodovani. Medzi takéto algoritmy patria aj evolucné, alebo
geneticke algoritmy, ktoré nasli inSpiraciu v evolucnej biolégii a genetike. V samostatne;j
kapitole popiSeme princip fungovania vybranych metéd tychto typov. Venovat sa budeme
Nelder-Meadovej metéde, simulovanému taveniu a metdéde diferencialnych evolicii. Pomo-
cou tychto algoritmov budeme riesit lohy s nekonvexnou tcelovou funkciou a nelinearnymi
ohraniceniami.

1.3 Finan¢ny management

1.3.1 Problém optimalneho portfdlia

Volba optimélneho portfélia ako financénej investicie nie je len o vhodnom vybere aktiv,
ale aj o ich diverzifikcii s cielom minimializovat celkové riziko investicie. Pod rizikom
rozumieme neistotu v budicom vyvoji hodnoty tychto aktiv. RieSenie tohto problému si
vyzaduje pozornost pri vytvarani matematického modelu, aby redlne opisoval situéciu.
Dolezity je pristup k meraniu rizika ako neistote spojenej s investiciou. V praci sa budeme
venovt tomuto problému pri implementécii roznych mier rizika. Uvedme este definiciu
takzvanych koherentnych mier rizika.

Definicia 3 Redlnu funkciu ¢, na priestore redlnych nahodnych velicin P budeme nazjvat
koherentnou mierou rizika, ak pre X,Y € P a a € R plati:

(A1) X <Y skoro iste = ¢(X) < ¢(Y) skoro iste (monotonnost)
(A2) (X +Y) <o(X)+ oY) (subaditivita)

(A3) P(aX) = ap(X) (pozitivna homogenita)

(A4) dla+ X)=a+ ¢(X) (translacnd ekvivariancia).

Individuélne aktivum mé v ¢ase zviésa iny vyvoj (jeho hodnoty), ako vyvoj hodnoty port-
félia zlozeného z viacerych instrumentov. Nagim ciefom preto bude zostrojit toto portfélio
tak, aby sme maximalizovali o¢akavany vynos a minimalizovali riziko v ponati celého port-
félia. V definicii ndhodné veliciny X a Y predstavuju straty dvoch aktiv. Vhodnou mierou
tychto strat (rizik) je intuitivne funkcia spliajtica axiémy definicie. Axiéma (A2) subadi-
tivity, nam pri takto zvolenej miere rizika napoveda o diverzifikacii portfélia. Ako uvidime
neskor, niektoré pouzivané miery rizika nespliaji tito podmienku, avsak vdaka dobrej
implementécii su Siroko pouzivané.

1.3.2 Ohranicenia v optimalizacii

Realne obmedzenia tcastnikov trhu, premietané do optimalizacnych modelov st vyznam-
nou stuc¢astou optimalizacnych metéd. Do problému prindsaja zvicsa dalSie problémy. Ohra-
nic¢enia v Standardizovanych modeloch matematického programovania zvycajne neposta-
¢uji k popisu realnych situdcii a musia byt dodato¢ne rozsirené, ¢o komplikuje tvar pri-
pustnej mnoziny. Takéto tlohy je vii¢Sinou nemozné alebo neefektivne symbolicky riesit.
V numerickych algoritmoch mozno problém transfomovaf na neohrani¢eny pouzitim pe-
nalizacnych funkcii, alebo iterované kroky viest pripustnou mnozinou (metédy vnatornych
bodov). Nech vSeobecny optimalizaény problém je zapisany v nasledujicom tvare:
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miny f(x)

1.5
x €A, (15)
kde A C X C R". Tento problém moze byt reformulovany na nasledujici problém:
miny f(x) + p(d(x, A
769+ pd(x, 4)) o

x e X CR”,

kde d(x, A) je funkcia, popisujica vzdialenost bodu x od mnoziny A (alebo porusenie
ohraniceni) a p je monoténna, neklesajuca funkcia taka, ze p(0) = 0. Funkcia p je obvykle
nazyvand penalizacnou funkciou. V niektorych pripadoch mézu byt tieto tlohy ekviva-
lentné, alebo tlohou 1.6 mozno ziskat horny odhad optimélneho riesenia. Podrobnejsie o
pouziti penaliza¢nych funkeii ¢itatel najde napriklad v [1].

V praxi najbeznejsie, napriklad transakéné naklady, alebo danovy systém moézu zasadne
menit rozhodovanie, alebo volbu optimélnej stratégie investora. Niektoré financné instit-
ucie, v pripade umiestnenia finanénych aktiv si priamo obmedzované zdkonom. Jedna sa
hlavne o penzijné fondy, poistovne a banky, ktoré musia vykazovat pozadovani solventnost.
Obmedzenia sa hlavne tykaji umiestnenia v rizikovych cennych papieroch. Poziadavky st
kladené napriklad na cast hodnoty majetku investovaného do urcitej skupiny cennych pa-
pierov, alebo emitentov. Emitenti sa rozlisuju napriklad podla geografického zaclenenia a
typu ¢innosti. Podla typu sa tak najcastejsie rozliSuju staty, municipality (verejné sprava)
a korporaty (firmy). V tomto smere je este dolezité hodnotenie emitenta ratingovymi agen-
tarami. V ramci geografického rozliSenia v nasich pomeroch (Eurépska tnia) je dolezité
kritérium sidlo, respektive ¢i subjekt sidli v Eurépskom hospodarskom priestore. V pripade
cenného papiera sa hodnoti jeho samotné rizikovost, typ, popripade druh jeho emitenta.
Najcastejsie sa ohranidenia vztahuji na dlhopisy, akcie, derivaty a na peniazni menu v kto-
rej boli emitované. Dolezité s takisto kritéria, ktoré sa stanovuji v ramci firmy a vstupuju
do internych modelov.
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Kapitola 2

Optimalizacné metody vseobecne

2.1 Linearne programovanie

Pociatky linearneho programovania ako matematického modelu zacali v priebehu druhej
svetovej vojny so snahou optimalizovat vojenské procesy. Prvé publikicie na tato tému sa
preto objavili az v prvych povojnovych rokoch a spolu so vznikom prvych pocitacov nastal
ich §irsi vyvoj. Za zakladatela tedrie je povazovany americky matematik George Bernard
Dantzig, ktory v roku 1947 formuloval tlohu linedrneho programovania. Na dalSom vyvoji
mali vyrazny podiel osobnosti ako Leonid Kantorovi¢, John von Neumann, Wassily Leontief
a Tjalling Koopmans. Linearne programovanie stalo vSeobecne na zaciatku matematického
programovania a ¢asom sa formulovali problémy kvadratického, stochastického a dalSie typy
matematického programovania. Viac zaujimavosti z vyvoja tohto oboru sa ¢itatel dozvie
napriklad v [7].

2.1.1 Simplexovy algoritmus

Simplexovy algoritmus, alebo simplexova metdda je prvy algoritmus, ktory bol predstaveny
na riesenie ulohy linedrneho programovania. Vyvinul ju v roku 1947 George B. Dantzig.
Tato metdda bola dokonca ¢asopisom The journal Computing in Science and Engineering
zaradend v zozname najlepsich 10 algoritmov 20. storocia. V texte nebudeme detailne popi-
sovat simplexovy algoritmus a k nemu potrebnit teériu. Citatel ndjde podrobny teoreticky
aparat napriklad v [4].

Struc¢ne pripomenme zakladny princip simplexovej metddy. Uvazujme tlohu linearneho
programovania v Standardnom tvare (1.3). Predpokladajme, Ze maticu A € R™*" mozme
zapisat v tvare A = [B,N], kde B € R™*™ je matica s hodnostou m. Podobne prezna¢me
vektory x = [xp,Xn| a ¢ = [cg, cn]. Po kratkych apravach, dostaneme ekvivalentny zapis
pre ohranicenia:

xg + B"'Nxn = B™'b.

Riegenie ktoré spliia xn = 0 a xg = B~'b nazjvame bdzické riesenie. Ak dalej xg > 0
nazyvame ho bdzickym pripustnym riesenim. Ozna¢me Z = c'x ucéelovi funkciu. Potom
st nasledujtce zapisy ekvivalentné:

7Z=c'x

2.1
Z — (CN — CBBle)XN = CBBilb. ( )
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Dolezity poznatok v tedrii linedrneho programovania je, ze ak tloha LP m&a optimélne
rieSenie, musi mat optimdalne bazické pripustné riesenie. TakZe pri hladani optimélneho
rieSenia, staci skiimaft tieto pripustné bazické rieSenia. Takych rieSeni je konecne vela, vid
napriklad v [4]. Simplexovy algoritmus ndm dava névod ako pripustné béazické rieSenia pre-
chadzaf, pricom postupne znizovat hodnotu tcelovej funkcie. Vyznam poslednej rovnosti
v (2.1) spociva v tom, Ze ak ciy — cgB7!IN < 0, tak bazické rieenie xg = B~'b,xx = 0
je optimélne riesenie.

Simplexovy algoritmus vzdy ndjde optimalne rieSenie (ak existuje), ale ddlezitou otéz-
kou je, aké vypocetné naroky tento algoritmus potrebuje. DIhti dobu nebolo zname, ¢i
simplexovy algoritmus patri k nepolynomialnej alebo polynomiélnej triede algoritmov. V
roku 1970, Victor Klee a George Minty vytvorili priklad tlohy LP, na ktorej vyrieSenie po-
trebuje simplexovy algoritmus exponencialny pocet krokov v najhorsom pripade. V roku
1978 rusky matematik Leonid Khachiyan dokazal, Ze elipsoidny algoritmus (typ subgradi-
entnej metddy), riesi LP v menej ako polynomidlnom ¢ase v zavislosti na rozmeroch matice
A a poctom dislic na vstupe. Napriek tomu sa tento algoritmus ukéazal ako neefektivny pre
praktické problémy.

V roku 1984 indicky matematik Narendra Karmarkar predstavil algoritmus vnitorného
bodu a dokazal, ze lohu LP riesi v polynomionalnom case. Tento algoritmus na rozdiel
od elipsoidného bol efektivny pre praktické tlohy s vysokym poc¢tom premennych. Tomuto
typu algoritmu sa budeme venovat aj v suvislosti s kvadratickym programovanim a tiez
uvedieme aj formu tohto algoritmu pre linedrne programovanie. Viac z histdrie linedrneho
programovania sa ¢itatel dozvie v [7].

2.2 Nelinearne programovanie

Nelinedrne programovanie sa zacalo rozvyjat okolo roku 1951 so zndmymi Karush-Kuhn-
Tuckerovymi podmienkami optimality (KKT). Pod nelinearnym optimaliza¢nym problé-
mom rozumieme nasledujicu ulohu:

miny f(x)
hZ(X) > O, 1€ j,

kde f a g st redlne funkcie R" — R a Z, J st indexové mnoziny.

Na riesenie nelinearnych tloh sa najcastejsie pouzivaji numerické algoritmy, ktoré mo-
zeme zo $irSieho hladiska kategorizovat do dvoch zékladnych skupin, a to gradietné metddy
a priame metody. Gradietné metody vyuzivaju informéciu prvej a druhej derivacie, jedna
sa napriklad o metody vniutorného bodu. Priame metédy primarne nevyuzivaju informaciu
derivacie a patria tu napriklad genetické alebo stochasticke algoritmy. Tymto metodam sa
budeme venovat v 3. kapitole.

2.2.1 Gradientné metody

V tejto casti predstavime niektoré zakladné numerické techniky riesenia rovnic a metéd op-
timalizacie St jednoduché, avsak dolezité a Casto vyuzivané v zlozitejsich optimalizac¢nych
algoritmoch.
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Binarne hladanie (Binary search)

Bindrne hladanie je zaloZené na velmi jednoduchej myslienke na rieSenie rovnice jednej
premennej f(z) = 0, kde f je spojit4 funkcia. Casto x nemozno explicitne vyjadrit, preto
je potrebné riesif rovnicu numericky. Najprv ndjdeme dva body a, b také, ze f(a), f(b) maju
opa¢né znamienka. KedZe f je spojitd, tak vieme Ze v intervale (a,b) je rieSenie. Mozeme
teraz povedat, Ze mame interval spolahlivosti (a,b). V dalSom kroku zratame hodnotu
f(%£2), a podla znamienka tejto hodnoty rozhodneme o dalfom intervale. Bud (a, %)
alebo (“T“’, b), tak aby funkéné hodnoty v krajnych bodoch mali opaéné znamienka. Tento
postup na novom intervale opakujeme.

Binarne hladanie je velmi rychle. Po k krokoch méme interval spolahlivosti o dlzke
(b — a)27%. Nedostatkom tohto pristupu je, Ze algoritmus néjde len jedno riesenie.
Binarne hladanie mozeme vo financidch vyuzit napriklad pri hladani vniatornej miery vy-
nosnosti (internal rate of return) investicie.

Y

Metdda najvicsieho poklesu (Steepest Descent)

Najjednoduchs$ia numerickd metéda ako ndjst minimum funkcie bez ohranideni je zaloZena
na myslienke hladania optima v smere klesania funkcie. Ak je funkcia f diferencovatelna,
tak jej zaporny gradient —V f(x) udéva smer najvicsieho klesanie funkcie f v bode x.
Smer klesania mame, takze zostava urcif velkost kroku v tomto smere.

Predpokladajme, Ze podiatoény odhad riesenia je x° a ozna¢me d° = —V f(x°). Novy bod
v smere d° o velkosti o je x° + ad®. Oznacme

P() == f(x° + ad?).

Optimélna velkost kroku « je pri minimélnej hodnote ¢(a)). Namiesto zratania presne;
hodnoty «, zratame len aproximaciu. Chceme také «, ktoré spliiuje podmienku

¢(a) < ¢(0) + pg'(0),

kde p € (0, 1) je zvolend konstanta. Tato podmienku nazyvame Armijo-Goldsteinova pod-
mienka. Ukézalo sa, ze odhad spliajuci tito podmienku je pre iteraciu v algoritme postacuj-
uci, oproti presnému rieSeniu, ktoré je v mnohych pripadoch narocnejsie zratat. Kritérium
na ukoncenie iteracie mozeme zvolit viacerymi sposobmi. Kedze gradient funkcie f musi byt
v optime 0, tak vhodnym kritériom je |V f(x)|| < € pre vhodne zvolené ¢ > 0. Podobne,
vhodnym kritériom je, ak iterované riesenia za¢nt byt dostatoéne blizko: ||x*+1 —x*|| < ¢,
pre nejaké € > 0.

Tento algoritmus je vSak dost pomaly. Smery najvicsieho poklesu v iterdciach menia
znamienko, smer najvicsieho klesania je totiz kolmy na vrstevnice funkcie. Iterované rie-
Senia alebo smery iteracii su preto dost klukaté (zig-zaging), ¢o vysvetluje pomalost tejto
metddy.

Newtonova metéda

Jedné sa o velmi start a ¢asto pouzivani numerickii metédu na rieSenie rovnic vyvinutt
Isaacom Newtonom. Predpokladajme, Ze hladdme rieSenie systému spojito diferencovatel-
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nych rovnic:
filzy, 29, ..,zn) = 0

fQ(ZL'l,l’Q,...,fL’n) = 0

fn($1>1727-~,$n) - 0

Oznacme tento systém zapisom
F(x) =0,

kde x € R". Nech x* je stcasny odhad riesenia ststavy. Pouzitim Taylorovho rozvoja
funkcie F okolo x* dostaneme

F(xF +6) =~ F(8) := F(x*) + VF(x")0, (2.2)

kde VF(x) je Jakobidn funkcie F' a I3 () je linedrna aproximdcia funkcie F' okolo bodu x*.
V nésledujicom kroku hladame hodnotu § taka, aby

F(x") + VF(x*)s = 0.
Ak je matica VF(x*) regularna, tak tato rovnica mé jednoznac¢né riesenie.

§ = —VF"F(x")

k

Takze v tomto pripade pre nové rieSenie x* mame:

X =xF 45 =xF — VPN TTR(R).

Hladajme teraz minimum realnej, dvakrat spojito diferencovatelnej funkcie f(x), x €
R™. Nutnd podmienka pre optimum je V f(x) = 0. Oznacme parcidlne derivacie funkcie

f(x)
_of

fi(x)

(.Tl, ceey .I'n)
Takze potrebujeme, aby
VF(x) = V*f(x).

Ak stdasné odhad je x*, nasledujici krok v iteracii bude § = —V?2f(x*)"1V f(x*). Pre
novy odhad optima mame

X" =x" 4§ =xF - VAN TIVF(D).

Napriek tomu, ze Newtonova metéda ma vyborné konvergencné vlastnosti blizko k riese-
niu, niekedy ju nie je vhodné pouzit. Hlavne pri tlohach o velkom poéte neznamych je
velmi naro¢né spocitat Hesian v kazdej iterdcii. V takychto pripadoch namiesto presného
Hesiana zratame jeho aproximaciu tak, ze to je vypoc¢tovo menej narocné. Metddy s tymto
pristupom st zname ako kvazi-newtonove metody.
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2.3 Metody vnatorného bodu
(Interior-Point Methods)

Metédy vnutorného bodu (IPM) sa zacali objavovat v 60. rokoch minulého storocia. Po-
vodne boli navrhnuté k rieSeniu LP tloh, ale neskor sa ukazali vhodné aj k rieSeniu tloh
inych typov. Na rozdiel od simplexovej metddy, iteracie prebiehaju vnutri pripustnej mno-
Ziny, a nie po krajnych bodoch. IPM je velmi dobry nastroj pre tlohy linedrneho progra-
movania, ale tieZ sa ukazalo, Ze dokaze riest aj ulohy inych typov, napriklad kvadratického
programovania. Ulohu konvexného kvadratického programovania riesi dokonca v polyno-
midlnom case. D4 sa povedat, ze IPM je modifikdciou Newtonovej metédy s tym, ze dokaze
pracovat s ohrani¢eniami.

2.3.1 Metoda vnatorného bodu pre konvexné QP

V tejto Casti predstavime metédu vniatorného bodu pre konvexné kvadratické programo-
vanie a stru¢ny popis pre linedrne programovanie. Je zalozend na podmienkach optimality
pre QP a niekedy je nazyvana aj ako primarne-dudlna metéda vnitorného bodu (primar-
dual interior point method). Pripometime Karush-Kuhn-Tuckerove podmienky optimality,
Specialne pre tlohu 1.4:

Tvrdenie 1 Uvazujme ulohu kvadratického programovania (1.4), kde Q je pozitivne se-
midefinitnd matica. Potom x > 0 je globdlne optimum ulohy QP prdve vtedy, ak eristuju
vektory s € R™ ay € R™ take, Ze plati
ATy —Qx+s=c
x> 0,8 >0 (2.3)
x;8; = 0, 1=1,....n.

Dokaz, v8eobecne pre tlohu nelinedrneho programovania najde ¢itatel v [4]. ZapiSme tieto
podmienky pomocou funkcie F":

Aly —Qx+s—c 0
F(x,y,s) = Ax—b =10 |, (x,8) >0, (2.4)
XSe 0

kde X a S su diagonalne matice s prvkami vektorov x a s na diagonale a e je vektor
jednotiek prislusnej velkosti.

Systém rovnic F(x,y,s) = 0 ma n+m-+n nezndmych. Pretoze je nelinedrny, nemozeme
ho riesit pouzitim Gaussovej elminacnej metédy. Systém je vSak kvadraticky, takze vhodné
by bolo pouzit Newtonovu metédu, problém vSak robia ohranicenia nezdpornosti.

Princip metédy vnitorného bodu spociva v tom, Ze pouzijeme modifikovani Newtonovu
metédu. Najprv zostrojime pociatocéné riegenie (x°,y?,s%), ktoré vyhovuje prvym dvom
podmienkam v rovnosti F(x,y,s) = 0 a podmienkam nezépornosti x° > 0, s* > 0. Zrejme
(x°,y%,s%) € F°, kde

Fo={(x,y,s): Ax=b, Aly—Qx+s=c, x>0, s>0}. (2.5)
Definujme eSte mnozinu F:

F={(x,y,8): Ax=b, Aly —Qx+s=c, x>0, s> 0}. (2.6)
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Nésledne sa pokiisime generovaf nové riesenia (x*,y* s*) € F°, postupne tak, aby sa
blizili splneniu tretej podmienky v rovnosti F'(x,y,s) = 0. Predpokladajme teraz, ze mame
sticasny odhad riesenia (x*,y*, s*). Zostrojime nové riesenie uzitim Newtonovej metédy:

Ax*
JF(Xk>yk,Sk) Ayk = _F(Xkaykask)a (27)
As”

kde Jr(x*,y*, s*) je Jakobian funkcie F' a [Ax*, Ay* As*] je hladany smer nového riegenia.
Jakobian je:

—Q AT I
Je(x*y*sF ) =1 A 0 0 |. (2.8)
sk o XF
Navyse, ak (x*,y* s*) € Fo, tak
0
F(x*y* ") =1 0 (2.9)
X*Ske

a rovnica v Newtonovom algoritme pre nové rieSenie je

-Q AT I AxF 0
A 0 O Ay* | = 0 : (2.10)
s o XF As” —XkSke

V nasom pripade ale takto zratané nové riesenie nemusi spliiaf podmienky s > 0 a x > 0.
Jednou z moZnosti je zvolit parameter ap € (0, 1] taky, aby platilo x* + a;Ax* > 0 a
sk + o, As® > 0. Toto sa vsak ukézalo dost neefektivne. Pripustné hodnoty pre parameter
o st ¢asto malé a znamenaji maly posun k optimalnemu rieseniu, ¢o je dost neefektivne.
Ak nové riesenie iterujeme tymto spdsobom, hovorime o obycajnom Newtonovom kroku.
Nové rieSenie preto konstruujeme v okoli takzvaného centrdlneho tahu. Centralnym fahom
oznacujeme trajektoriu (mnozinu) C vnttri mnoziny F°. Definujeme ju pomocou parametra

7 > 0 nasledujicim spdsobom: bod (x,,y,,s,) € C ak vyhovuje rovnostiam

0
F(x:,¥r8;,)=1 0 |, (x7,8;) > 0. (2.11)
Te
Centrélny tah C potom definujeme:
C :={(xr,yr,8;):7>0}. (2.12)

Inymi slovami, od x a s uz nevyzadujeme komplementaritu (sa¢in 0), ale to, Ze ich st¢in v
zlozkéach je 7. Ak je mnozina F° neprazdna, tak systém (2.11) ma pre 7 > 0 jednozna¢né
rieSenie (X,,yr,S;). To znamendé, Ze pre 7 — 00, rieSenie (X,,y,,s,) konverguje k opti-
malnemu rieSeniu. Poktsme sa teraz Newtonovym fahom iterovat nové rieSenie v smere
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centralneho tahu. Takto zostrojené nové rieSenie ,smeruje* do mnoziny F° popri central-
nom tahu, a mdzeme ocakavat, ze pri zmensovani 7 sa bude blizif k optimélnemu rieSeniu.
Iterdciu v smere centralneho tahu nazyvame centrovany Newtonov krok. Takze opif, nech
(x*,y* s*) je sucasny odhad riesenia. Body na centralnom tahu vyhovujt rovnosti (2.11).
Oznacenim pomocou funkcie F je to

Aly —Qx+s—c 0
ﬁ’(x, y,s) = Ax—Db =10|. (2.13)
XSe — 7e 0

Ked7ze plati Jr(x*,y" s") = Ja(x", y"*, s¥), smer centrovaného Newtonovho kroku
(Ax* Ay* AsF) dostaneme riesenim systému:

-Q AT I Axk 0
A 0 o0 ||ay|= 0 . (2.14)
s 0 X* AsF e — X*SFe

Upresnime este, ako volime v priebehu algoritmu parameter 7. Z tohto dévodu definujeme
mieru diferencie duality (duality gap)

St ms;  X's
w=p(x,s) = ! = . (2.15)
n n

Ak je bod (x,y,s) pripustny, teda (x,y,s) € F, tak (x,y,s) je optimélne rieSenie préave
vtedy, ak pu(x,s) = 0. Diferencia duality p je dobra miera optimality, ¢im mensie p, tym
sme blizgie optimu. Predpokladajme, Ze sii¢asnému rieseniu (x*, y*, s¥) prislicha hodnota
p = p(xk,s*). Ak teraz iterujeme centrovany Newtonov krok, tak musime zvolif cielené
7 pre nové rieSenie. Vieobecny postup je zvolenie 7 := pfo*, kde of € [0,1]. Volba
pramatera o* nam déva dalsie moznosti v ovplyvneni priebehu algoritmu.

Nasledujtuca schéma popisuje zakladny algoritmus IPM:

Zakladny algoritmus metody vnutorného bodu pre konvexné QP

1. Zvolime (x°,y?,s% € Fo.

2. Zvolime o € [0,1] a nech p* = % Riesime
-Q AT I AxF 0
A 0 0 Ay* | = 0
S o Xk AsF oFuke — X*Ske

3. Zvolme oF také, 7e
x* + o AxF > 0, a st +aFAsF > 0.

Nastav
(" P ) = (3, yh,80) + of (AxF, Ay*, AsY), a

k=Fk~+1.
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Vo volbe pouzitia paramterov o* a 7% vzniklo viacero varidnt metédy vnitorného bodu,

u ktorych této volba mé vplyv na konvergenéné vlastnosti algoritmu. Niekedy sa zd4, ze
uvedeny postup aproximovania bodov na centralnom tahu je zbytoc¢ne zlozity. AvSak tento
pristup ndm déva moznost v redlnom c¢ase najst vhodné pribliZenie optimélnemu rieSeniu.
Zréatanie presného rieSenia systému podmienok optimality, alebo bodov na centralnom tahu
je daleko obtiaznejSie. V algoritme eSte treba upresnit, kedy je dosiahnuté riesenie povazo-
vané za dostatoc¢ne blizke optimélnemu rieSeniu a teda iteracie ukoncit. Vhodné je k tomu
pouzit diferenciu duality p. Dosiahnuté rieSenie v k-tej iteracii povazujeme za dodstatoc¢ne
blizke optimalnemu, ak pre dosiahnuté riesenie plati:

p(xh s <e, >0,

kde ¢ je dostatocne malé zvolené ¢islo.

2.3.2 Metoda vnutorného bodu pre LP

Vratme sa eSte na chvilu k linedrnemu programovaniu. UZ sme spomenuli, Ze metéda
vinutorného bodu bola pdvodne vyvinutd pre tlohy linedrneho programovania. Aj ked je
simplexova metdda vyborny algoritmus, ktory dosiahne presné optimum, pri tlohach vic-
sieho rozsahu je tento algoritmus neefektivny. Pri vysokom pocte premennych je potrebné
k zrataniu vysledku velky pocet krokov, ¢o je ¢asovo naro¢né. Metéda vnitorného bodu

.....

.....

rozmerov nie su v praxi vynimkou. Aj v tomto pripade vzniklo pre linedrne tlohy viacej ty-
pov metéd vnutorného bodu. Uvedieme tu zékladny popis, detaily najde citatel napriklad
v [14].

Uvazujme teda tlohu LP v §tandardnom tvare (1.3) a jej optimélne rieSenie x*. Tento
problém moézeme riesit uzitim takzvanej logaritmickej bariérovej (penalizacnej) funkcie.
Uvazujme optimaliza¢nu tlohu:

minc'x — ¢y 1 In(z;)
Ax =b, t >0,

kde x = (21, ...,2,) " . Ozna¢me riesenie tjchto tloh pre ¢ > 0 symbolom x(t). Za vhodnych
predpokladov mozno ukazat, Ze rieSenia x(t) existuji a pre ¢t — 0 je x(t) — x*. Podobne,
body x(t), t > 0 ndm definuji mnozinu-centralny fah. Podmienka optimality KKT prvého
radu pre tento systém je:

c—tXle=A"y, Ax=Db,
kde X je diagonalna matica s prvkami vektora x na diagonale. Polozme z = tX e, jedn4
sa teda o systém 2m + n linedrnych rovnic:

Xz = te
Aly+z=c
Ax =Db.

K rieSeniu tohto systému moZeme pouzit Newtonovu metédu. Pre Newtonov krok
(Ax, Ay, Az) rieSime systém

X Z 0 Az te — xz
I 0o AT Ax |= | c—ATy—z
0 A O Ay b — Ax



Systém mozno este dalej upravit pouzitim Gaussovej eliminacnej metédy na jednoduchsi
tvar. Podobne ako v modifikacii algoritmu pre kvadratické programovanie, parameter ¢
postupne pri iteraciach zmensujeme, az kym nedosiahneme vhodne zvolené zastavovacie
kritérium. K volbe zastavovacieho kritéria moZno pouzit informéciu z takzvanej dudlnej
tlohy k tlohe 1.3:

maxb'y

Aly+z=c
z >0,y € R",

ktord nam dava dolny odhad funkénej hodnoty v optimalnom bode (detaily napriklad
v [4]). Jednym z moznych kritérii je, ak plati:

b —Ax||  Jc— ATy — 2| le’x —by]|
max(1, [|bl)) = max(1,[l[[)  max(L, [le"x]}, [[bTy])

<e,

kde ¢ > 0 je dostatocne malé zvolené ¢islo. S tymto kritériom pracuje napriklad systém
Mathematica.
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Kapitola 3
Vybrané optimalizacné metody

V poslednych desatrociach nastal prudky rozvoj vypocetnej techniky a s tym spojeny rozvoj
vypocetnych algoritmov schopnych spracovavat velké mnozstvo dat. V minulosti vzniklo
mnoho metdd schopnych elegantne riesit optimalizacné problémy a néjst optiméalne riese-
nie. Lenze tie su Casto obmedzené na striktné predpoklady ucelovej funkcie a ohraniceni.
Co naviac, stcasné optimalizacné problémy vo financidch naradzaji na problém velkého
mnozstva dat. Problémy o tisicoch premennych je ¢asovo rieSif velmi narocné. V praxi
je niekedy potrebné ziskat rieSenie v relativne kratkom case, ¢o je na spominany pocet
premennych nelahké tloha. Preto je ¢asto kladeny doraz na rychlost vypocétu, na tkor
presnosti vysledku, ktory ale v mnohych pripadoch je postacujica informécia.

V nasledujtcej casti predstavime niektoré optimalizacné metddy-vypocetné algoritmy,
ktoré st vdaka trendu vypocetnych moznosti ambiciézne k rieSeniu finanénych optimali-
zacnych tloh. Tieto metédy patria globalne do skupiny takzvanych heuristickych (objavi-
telskych) algoritmov. To znamen4, Ze algoritmus postupne hlada (objavuje) lepsie rieSenia.
Vyhodou oproti explicitnym metddam je nendro¢nost na vstupné predpoklady a schop-
nost poradit si s lokdlnymi extrémami. Nevyhodou je, Ze vSeobecne neexistuje dokaz ich
konvergencie ku globalnemu optimu. Jednotlivé metddy a ich efektivita sa lisia pri rieseni
tloh roznych typov. Budeme sa venovat trom typom tychto algoritmov: Nelder-Meadovej
metdde, metdde diferencidlnych evolucii a simulovanému taveniu.

3.1 Nelder-Meadova metdéda (NM)

Nelder-Meadova metéda nesie vo svojom nazve mend jej autoroch, Johna Neldera a R.
Meada. Bola publikovand v roku 1965. Niekedy je nazyvana aj ako downhill sstmplex method,
alebo tiez flexibilna metoda polyhedronov. Algoritmus pracuje na principe ohodnotenia
ucelovej funkcie na vrcholoch simplexu a jeho néaslednou transformaciou na novy simplex,
s mensimi hodnotami ucelovej funkcie v jeho vrcholoch.

Definicia 4 Mnozinu A C R™ nazgvame konvexny polyéder, ak existuje konecnd mnozina
S C R™ takd, zZe A = conv(S). conv(S) oznacuje najmensiu konverni mnoZinu obsahujicu
mnozinu S.

Definicia 5 MnozZinu S C R™ nazgyvame simplex, ak je konvexny polyéder a kazZdy bod
S moZno vyjadrit ako jednoznacne uréent linedrnu konvexni kombindciu krajnych bodov
mnoziny S. Simplex S nazyvame nedegenerovany, ak mnoZina jeho vniutornych bodov je
neprazdna.
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Z vlastnosti simplexu vyplyva, zZe simlex v R™ mé prave n + 1 vrcholov. Viac o konvexnej
analyze Citatel najde v [4].

V nasledujtcej podkapitole popiseme NM algoritmus. Hladdme globédlne minimum funkcie
f:R* = R.

3.1.1 Nelder-Meadov algoritmus

Tento algoritmus vytvéara postupnost transformovanych simplexov, s cieflom minimalizovat
uréitym spdsobom funkéné hodnoty v krajnych bodoch simplexov. V literatire je tento
algoritmus uvadzany v roznych modifikaciach, ktoré sa zvicsa lisia v konstrukcii pociatoc-
ného simplexu a vo volbe zastavovacieho kritéria.

Nech S je nedegenerovany simplex v R” s vrcholmi Xy, ..., X,,. Ozna¢me f; := f(x;),
j = 0,...,n funkéné hodnoty v jeho vrcholoch. NM algoritmus pozostava z nasledujucich
krokov:

1. Generovanie pociato¢ného simplexu S
S je zvycajne generovany n+ 1 vektormi x, ..., x,, okolo vhodne zvoleného vstupného
bodu x;,. V praxi sa zvycajne voli xg = Xx;,. Pre zvysné n vrcholy volime x; :=
Xo + hje;, j =1,...,n, kde e; je jednotkovy vektor v smere j-tej stiradnice a h; € R
je velkost kroku.

2. Transformacia simplexu
Transformacia pozostava z nasledujtcich krokov:

(a) Usporiadanie vrcholov
Vrcholy odislujeme podla ich funkénych hodnot fo < f; < ... < fu1 < fo. Z
praktickych dévodov polozme b := 0, m := n — 1, w := n, kde tieto indexy
oznacuju vrcholy podla nasej preferencie (best, medium, worst) . Plati teda

Jw = max fja Jm = nax fja fb:m.n fj-
J jFw jAw

Tazisko na stene oproti vrcholu x,, je

1
C = EZX]'.

j#w

(b) Transformaécia
Vytvorime novy simplex zo sucasného simplexu nahradenim vrcholu x,, vrcho-
lom x;. K transformacii pouzijeme $tyri volitelné parametre o > 0,0 < 5 < 1,
v>1,v>a,0<d < 1. Spocitame x,, obraz bodu x,: X, := ¢ + a(c — x,).
Ozna¢me f, := f(x,). Nastava jedna z nasledujicich moznosti:

o Ak f, < f; < fm, akceptujeme x; 1= x,.

e Ak f, < f,, spocitame dalsi vektor x.: x. := ¢ + y(x, — ¢) a oznacime
fe = f(xe). Potom, ked f. < f., akceptujeme x; := x.. Ak f. > f,,
akceptujeme x; := Xx,.

o Ak f,, < f. < fw, tak spo¢itame x. := ¢+ f(x, — c), oznacime f. := f(x.).
Ak f. < f,, akceptujeme x; := x. a ukonc¢ime iteraciu, inak zratame novy
simplex S*
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e Ak f. > f,, tak spocitame x. := ¢ + 3(x,, — ¢) a oznaéime f,. := f(x.). Ak
fe < fu, tak akceptujeme x; := x. a ukonc¢ime iterciu, inak zratame novy
simplex S*.

Simplex S* definujeme vrcholmi x7 := x; + 0(x; — %), j = 1,...,n.

3. Test ukoncenia iteracii
Nech S* je simplex v k-tej iteracii NM algoritmu s vrcholmi x}, ..., x*. Ozna¢me x
a x® vrcholy simplexu S* s najmensou a najvic¢sou funkénou hodnotou. Jednym z
moznych kritérii na ukoncenie iteracii je, ak vzdialenosti a funkéné hodnoty najlepsich

vrcholov naslednych simplexov v iteraciach sa od seba malo lisia:
fG) = fOg Dl <e  a x-x7 <«

kde € > 0 je dostato¢ne malé. S tymto kritériom pracuje napriklad software Mathe-
matica. Dalsou moznostou je napriklad kritérium malych rozdielov funkéngch hodnot
na vrchole simplexu:

f(xg) = fxn)| <ce,

pre € > 0 dostatone malé. Prirodzenym kritériom je maximalny dovoleny pocet
iteracii, napriklad v pripade, ked algoritmus nedosiahne vyssie zmienené kritéria.

Tato metdda nie je samozrejme skutoénym globalnym optimalizatorom. Pre problémy
s komplikovanym tvarom tucelovej funkcie (napriklad nekonvexnost) je tento algoritmus
nevhodné pouzit z obavy o uviaznuti na lokdlnom minime. Pre niektoré tilohy vSak m4 ten-
denciu vyhnut sa lokdlnemu minimu. Je vhodné pre dobre podmienené problémy (striktna
konvexita tucelovej funkcie a podobne). V tychto pripadoch je rychlejsia ako niektoré priame
metody, ¢o je jej vyhoda. V prvych krokoch iteracie tejto metédy dochadza k vyraznym
zlepSeniam v hodnote tcelovej funcie. Je preto vhodné ju pouzit v problémoch, u ktorych
prave nepotrebujeme presné minimum, ale len urcité zlepsenie v rieSeni. Niekolko rokov nu-
merického testovanie tejto metddy ukdzalo, Ze moznost, ked musime pocitat vsetky vrcholy
nového simplexu S*, sa v priebehu algoritmu vyskytuje vynimocne. To znamena, Ze pri ite-
racii nového simplexu potrebujeme zratat jeden alebo dva testovacie body a ich funkéni
hodnotu. Vdaka tejto skutoc¢nosti, kroky v algoritme prebiehaju velmi rychlo a efektivne
aj ked minimalizujeme funkciu naro¢nu na jej funkéné ohodnotenie. Pri zahrnuti ohrani-
Ceni v probléme je v tomto algoritme vhodné pretransformovat problém na neohraniceny,
pomocou vhodnej penalizacnej funkcie.

3.2 Simulované tavenie (SA)

Simulované tavenie (Simulated Annealing) je stochasticky, alebo randomizovany globalny
optimaliza¢ny algoritmus, inSpirovany procesom tavenia a kontrolovaného chladenia kovu,
s ciefom dosiahntf minimélnu energiu krystalickej Struktary latky. SA algoritmus bol vy-
vinuty v roku 1983 k rieSeniu kombinatorickych a vysoko nelinearnych tloh. Vyhodou SA
metédy pochiddzaji z odboru metalurgie. Zhavenie spdsobuje, Ze atémy v Struktire latky
sa stavaju nestabilnymi a nahodne sa pohybuji po okoli pévodnej polohy. Kontrolované
chladenie umoziiuje atémom najst polohu (konfiguraciu) s mensou internou energiou ako
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internd energia atémov v pociatocnej polohe, a tak dosiahnut lepsie vlastnosti latky. V ana-
16gii s tymto fyzikalnym procesom, kazdy krok SA algoritmu nahradzuje sticasné riesenie
novym, (kvézi)ndhodnym rieSenim, vybranym s pravdepodobnostou, ktora zélezi na zmene
hodnoty tcelovej funkcie a na globalnom parametri 7. V suvislosti s touto analégiou, pa-
rameter 1" nazyvame systémovd teplota, ktory v priebehu algoritmu postupne zmensujeme.
Nové riesenia generujeme takmer nahodne ak je teplota T vysoka, s kladnou pravdepo-
dobnostou priptstame aj rieSenia u ktorych vzrastie hodnota tc¢elovej funkcie. Postupne so
zmenSovanim 7' zmenSujeme aj pravdepodonost generovania horsich rieseni. Kladna prav-
depodobnost generovania horsieho rieSenia zabrafiuje tomu, aby algoritmus uviazol na lo-
kalnom minime. Metdda bola nezavisle predstavena S. Kirkpatrickom, C. D. Gelattom a M.
P. Vecchim v roku 1983 a v roku 1985 V. Cernym, ako adaptécia Metropolis-Hastingovho
algoritmu a metédy Monte Carlo generujicej stavy termodynamickych systémov.

3.2.1 Zakladny algoritmus

Hlavnou vyhodou SA algoritmu je schopnost sa vyhnit lokdlnemu minimu. Algoritmus
ndhodne hlad4 nové riesenie, pricom s kladnou pravdepodobnostou akceptuje aj tie, u
ktorych hodnota ucelovej funkcia vzrastie. Nech f : R” — R je tcelova funkcia, ktora
minimalizujeme. Forméalne popiseme struktiru vseobecného SA algoritmu:

e krok 0: Nech x; je Startovaci bod (rieSenie). Polozme 7, := {x0} a k := 0.
e krok 1: Generujme skiiSobné rieSenie yy ;1 z rozdelenia potencionalnych rieSeni D(Zy).

e krok 2: Generujme ¢islo p z rozdelenia R[0, 1] a polozme

Vi1 ak p < A(Xp, Yes1, Th)

Xk»+1 — . (31)
X inak,

kde A nazyvame akceptacni funkciu (acceptance function) s hodnotami v intervale
[0,1] a Ty, systémovi teplotu v k-tej iteracii.

e krok 3: Nastavme Zy.1 = Z; U {yk+1}. Mnozina Z; obsahuje vSetky informécie o
iterovanych rieseniach do bodu k.

e krok 4: Nastavme Ty = U(Zk11), kde U je nezaporna funkcia, tazvana schéma
chladenia (cooling schedule).

e krok 5: Skontrolujeme ukoncovacie pravidlo (stopping criterion). Ked vyhovuje ukon-
¢ime algoritmus, inak nastavime k := k + 1 a vratime sa na krok 1.

V popise algoritmu sme blizsie nespecifikovali jeho komponenty A, D, T} a ukoncovacie
pravidlo. Volba tychto komponentov si vyzaduje zvlast velkii pozornost. V literattre sa
modifikacie SA algoritmu liSia prave v ich volbe a riadeniu. Jedna sa Casto o zlozité postupy,
ktoré st zvicdSa sucastou komerénych softwérov. Nésledne uvedieme a strucne popiSeme
niektoré z najcastejsich pristupov.
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Akceptac¢na funkcia A

Vo vicsine pripadov sa pre tuto funkciu voli takzvand metropolitnd funkcia

1. (3.2)

Metropolitna funkcia vzdy akceptuje kroky v ktorych hodnota ticelovej funkcie u kandidata
Vi+1 poklesne vzhladom k jej hodnote v bode x;. V opa¢nom pripade ich akceptuje prave
s pravdepodobnostou A(xy, yri1, k), kvoli tomu, aby sme neuviazli na lokdlnom minime.
Této pravdepodobnost je kontrolovana pomocou systémovej teploty Tj.. Ako sme uz pozna-
menali, parameter T}, postupne zmensujeme, a tym zmenSujeme aj tito pravdepodobnost
akceptovania ,horsich“ krokov.

Dalsia moznost ako definovaf tito funkciu je takzvané Barkerovo kritérium:

I —fx)
T

A(x,y,T) = min{l,e”

. 1
A(X, Yy, T) = min {W} . (33)
14+e 7

Toto kritérium dokonca nemusi akceptovat kroky u ktorych tcdelova funkcia poklesne, ale
so zmensujicou teplotou tieto kroky neakceptuje s vysokou pravdepodobnostou.

Tieto dve akceptacné funkcie st zakladné a ukézalo sa, ze iné funkcie, ktoré maju
niektoré vlastnosti zhodné st urcitym spésobom ekvivalentné jednej z tejto dvojice funkcii.
Detaily napriklad v [8].

Schéma chladenia a generovanie novych rieseni

Volba schémy chladenia U a generovanie nového nédhodného rieSenia s rozdelenim D je
najdolezitejsou sucastou definovania SA algoritmu. Uvedieme tu niektoré moznosti najcas-
tejsie sa vyskytujuce v literatare. Pre schému chladenia sa bezne voli

U(Z) = B(f(xx) — )7, (3.4)

kde (3, g > 0 st konstanty a f* je hodnota tcelovej funkcie v optiméalnom bode. Samozrejme,
hodnota f* je vo vii¢sSine pripadoch neznama, preto radsej implementujeme jej odhad f .
Volba parametrov 3 a g ¢asto zalezi na niektorych vlastnostiach funkcie f, ktoré niektoré
modifikacie SA odhaduja v priebehu algoritmu.

Rozlozenie nového generovaného rieSenia moZeme vSeobecne napisat v tvare

Yi+1 = Xi + Ar0y, (3.5)

kde @), je ndhodny vektor spliiajici ||| = 1 a Ar je velkost kroku. Generovanie yj
v okoli x; v kazdom smere s rovnakou pravdepodobnost prindsa urcité problémy. Preto
niekedy vyuzivame aj informéaciu o lokalnej struktire funkcie f a preferujeme v kroky v
istych smeroch

Yi+1 = X + Qu, (3.6)

kde Q je matica ktora nesie informaciu o lokdlnej struktire f a u je n-rozmerny nahodny
vektor s rozdelenim R[—+/3,v/3]". Matica Q by mala byt upravovanda v priebehu algoritmu,
aby niesla aktuéalne informéacie o lokalnej struktire.
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V takzvanom adaptivnom algoritme simulovaného tavenia (Adaptive Simulated Annea-
ling), rozdelenie nového rieSenia zavisi taktiez na systémovej teplote. V tomto pripade pre
hustotu rozlozenia kroku volime

o _lax|?
ge(Ax) = (27T,) 2e e (3.7)

Pre takzvany Fast Annealing algoritmus je spominané hustota

Ty
gr(Ax) = —.
(|Ax|2 +72)*

Je nutné poznamenat, Ze volby tychto postupov si vyzaduju upravit schému chladenia pre
konkrétnu modifikiciu. Podrobnejsi popis ¢itatel najde napriklad v [8].

Ukoncovacie pravidlo

Vzhladom k charakteru tohoto algoritmu je fazké, ak nie nemozné urcit, ¢i proces iteracii
dosiahol globalneho minima (alebo jeho priblizenie s danou presnostou). Doporucuje sa
skoncit, ak po ur¢itom pocte cykloch (20-50) neakceptujeme nové riesenie. Prirodzenym
pravidlom je, ak iterované rieSenia sa za¢ni od seba mélo ligit:

\fi — fi—ul <€, w=1,.. N,

pre nejaké malé ¢ > 0 a celé ¢islo N.. Systém Mathematica aplikuje iteracie tohto algo-
ritmu pre viac Startovacich rieseni (ich pocet mo#no menit). Ak oznac¢ime symbolom x%
rieSenie s najmensou funkénou hodnotou ziskané do k-tej iteracie, tak zastavovacie pravidlo

aplikované tymto systémom je:
fx) = fo)l <e a lxp—xl <«

kde € > 0 je dostato¢ne malé ¢islo.

Existuju dokazy pre niektoré Specifické tlohy pri urcitych podmienkach o konvergencii
(s ur¢itou pravdepodobnostou) tejto metédy (detaily napriklad v [8]). V tychto pripadoch je
potrebné systémov1 teplotu znizovat pomaly, potom ale algoritmus je neefektivny. Metdda
nemé velké naroky na funkéné ohodnotenie ucelovej funkcie pri iteracii kroku, takze je ju
vhodné pouzif pre problémy s tcelovou funkciou ndrocnou na ohodnotenie a je efektivna
pri optimalizovani v diskrétnom priestore (napriklad problém cestujiceho obchodnika).
Algoritmus mozno tiez implementovat paralélne, kde je tiloha rieSend sucasne na viacerych
pocitacoch.

3.3 Metdda diferencialnych evolucii (DE)

Metoda diferencialnych evolucii, alebo Differential Evolution je stochasticky, populacne-
zalozeny globalny optimalizacny algoritmus. Jeho autormi st Kenneth Price a Reiner
Storm, vyvinuli ho v rokoch 1994-1996 a od tej doby bolo predstavenych mnoho modi-
fikacii.

Princip DE spo¢iva v tom, Ze na zaciatku uvazujeme isti mnoZzinu rieseni (populaciu),
z ktorej v priebehu algoritmu vytvarame postupne nové mnoziny rieSeni (generéacie po-
tomkov). V analdgii s biologickou evoluciou, generacie vytvarame tak, aby dedili najlepsie
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vlastnosti. V nasom pripade minimaliza¢cného problému ide o dedenie funkénych hodnot
¢lenov jednotlivych generacii. V nasledujtcej Casti popiseme zakladny princip fungovania
DE algoritmu.

3.3.1 Zakladny algoritmus

Algoritmus vytvara kandidatov do novej generacie rieseni kombinovanim takzvanjch ro-
dicovskych a niekolkych dalsich rieSeni zo stcasnej generacie. Kandidat (rieSenie) nahradi
rodicovské riesenie vtedy, ak je funkéna hodnota tcelovej funkcie kandidata mensia ako u
rodicovského riesenia. Algoritmus ma Styri kluc¢ové parametre: mutacny faktor (mutation
factor) F', prechodovi pravdepodobnost (crossover probability) CR a velkost populdcie (NP).
V povodnom DE algoritme su tieto parametre pevné, ale casom vznikli postupy ako ich v
priebehu menit a dosiahnit lepsich vysledkov. Ulohu tjchto parametrov objasnime neskor.

Algoritmus prebieha v Styroch fazach: inicializdcia (initialization), mutdcia (mutation),
rekombindcia (recombination) a selekcia (selection). Predpokladajme, Ze hladdme globalne
minimum funkcie f : X — R, X C R”. Oznacme generacie rieseni pozostavajice z NP
vektorov

Xi,Gg = (.%‘171'765 ...,$n7i7g), 1= 1, ceey NP,

kde G je cislo generacie.

Inicializacia

Pociato¢ni generaciu rieseni volime nahodne, pricom jej jedinci splnaja
vy <xji1 <Xy, 1=1,...,NP, j=1..n,

g»] st vhodne zvolené ¢isla z R. Hranice volime v zavislosti na tlohe. Nasledne
kazdy vektor generacie prejde fazou mutacie, rekombinacie a operacia selekcie vyberie

jedinca do dalSej generacie G + 1.

kde x]L ax

Mutacia

Mutécia vytvori pre kazdého rodicovského jedinca x; ¢, ¢ = 1, .., NP generacie G mutacny
vektor (niekede oznacovany ako donor vektor) v; ¢. Mutaény vektor vytvorime uzitim jed-
nej z viacerych mutacnych stratégii. Niektoré z najcastejsie pouzivanych su:

e rand/1: v, 11 = X6 + F(X26 — X3.6)
e best/1: vigy1 = Xpest,o + F(Xr1,0 — Xr2,0)
o rand/2: v, 11 = X6 + F(Xr2.6 — Xp3.6) + F(Xra.6 — Xr5.6)
o best/2: v, i1 = Xpest.c + F (X2 — Xr3.6) + F(Xra.6 — Xr5.6)

kde r1, r2, r3, r4, r5 si ndhodne, navzdjom rdézne zvoleni jedinci z mnoziny [1,NP] \ i.
F €0, 2] je konstanta nazyvand mutacny faktor, ale zvycajne je mensia ako 1 a Xpest ¢ znaci
najlepsieho jedinca v generécii GG, teda riesenie s najmensou funkénou hodnotou tucelove;j

funkcie f.
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Rekombinacia

Pomocou x; ¢ a muta¢ného vektora v; ¢ vytvorime skisobny vektor u, ¢ (kandidata), ktory
je nasledne porovnany s rodicovskym vektorom X; ¢ a jeden z nich je vybrany do dalSej
generacie.
» k d;; < CR alebo j =
uj,i,G :{ Viig aKrana;; > alebo j Jrand (38)

Xjic ak rand;; > CR a j # jrand,

kde rand;; je ndhodne generované ¢islo z rozdelenia R[0,1] a jrqna, je Cislo z intervalu
[1,...,NP]. jrana zaistuje to, ze v;¢ # X;¢. CR je zvolend konStanta z intervalu [0, 1]
nazyvana prechodovd pravdepodobnost (crossover probability).

Selekcia

Operacia selekcie vyberie dalSej generacii potomka nasledujicim pravidlom:

_J wign ak f(uiga) < f(xie)
XiG+1 = { Xjic inak. (3.9)

Mutéciu, selekciu a rekombinéciu opakujeme pokial nedosiahneme nejaké zvolené krité-
rium. MdZe to byt napriklad dosiahnuty uréity pocet iterécii, alebo ak sa funkéné hodnoty
vektorov generacie, popripade ich vzdialenosti mélo ligia. Ozna¢me x} rieSenie s najmensou
funkénou hodnotou ziskané do generovania k-tej generacie. Iteracie moézeme teda ukondit,

ak napriklad nastane:
f) —fg I <e a x-x 7 <e

kde € > 0 je dostatocne malé zvolené Cislo. S tymto kritériom pracuje systém Mathematica.

Dolezitou sucastou algoritmu je generovanie novych rieSeni, ak je tloha ohranicen.
Stcasne s vyvojom tohto algoritmu vznikali aj postupy ako pracovat s ohrani¢eniami. Im-
plementacia tychto postupov si vSak nevyzaduje vaznejsie zasahy do zakladného algoritmu.
Jednou z moznosti je transformovat ohrani¢ny problém na neohrani¢eny pouzitim vhod-
nej penalizacnej funkcie. Metéda diferencidlnych evolucii sa ukazala ako silny a robustny
optimaliza¢ny néstroj s uplatnenim pre Siroku skalu optimaliza¢nych tloh. Jej modifikacie
st oblibené a vo svete ¢asto pouzivané. Pri testoch optimalizaénych metéd na niekto-
rych testovacich funkciach dosiahla lepsich vysledkov ako metéda simulovaného tavenia
(pozri napriklad [13]). Metdda je ndro¢né na pocitanie funkénej hodnoty ucelovej funkcie.
MozZno ju v8ak implementovat paralélnym algoritmom, kde je hlavny algoritmus rozdeleny
na viacej subalgoritmov a tie st iterované stibezne na viacerych pocitacoch, ¢o rapidne ze-
fektiviiuje optimalizacny proces. V sucasnosti by bolo mozné realizovat paralélne vypocty
v prostredi systému Mathematica 7, ktory paralélne vypocty ovlada programovo.
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Kapitola 4

Aplikacie vo financiach a numerické
ilustracie

4.1 Problém optimalneho portfélia a finanéné umiest-
nenie aktiv

Problém volby optiméalneho portfdlia je jedna z najznamejsich aplikécii optimaliza¢nych
metéd vo financidch. Tedria volby optimalneho portfélia bola vypracovand americkym
ekonémom Harrym Markowitzom, prezentovana v roku 1952, za ktord v roku 1990 ob-
drzal Nobelovu cenu za ekonémiu. Markowitz navrhol dve kritéria pre volbu portfdlia, a to
oc¢akavany vynos a riziko, pricom snahou je maximalizovat ofakévany vynos a minimalizo-
vaf riziko. Za riziko portfélia oznacil jednoducho jeho smerodajnii odchylku ocakévaného
vynosu predstavujiceho ndhodni velic¢inu.

Casom vSak k tomuto pristupu vznikali rézne alternativy. Kritika tohto modelu sa
tykala hlavne smerodajnej odchylky ako volby rizika, ktord penelizuje zaporny aj kladny
vynos. Naproti tomu sa Markowitzov pristup stal zakladom pre ostatné modely, ktoré sa
rovnako snazia maximalizovat o¢akdvany vynos a minimalizovaf riziko, s pouzitim inych
definicii rizika. Zakladny Markowitzov model tu popiseme struc¢ne, detailnejsie predpoklady
a teériu Markowitzovho portfélia ¢itatel ndjde napriklad v Dupacova a kol. [3].

Model predpokladéa raciondlneho investora, ktory disponuje urcitou sumou penazi a
rozhoduje sa, akymi podielmi ich investovat do n cennych papierov, pri¢om miery vynosov
jednotlivych aktiv st ndhodné veli¢iny p;, j = 1, ..., n so zndmou strednou hodnotou (ocaké-
vanym vynosom) p; = E(p;) a zndmym rozptylom o2 = Var(p;). Model dalej predpoklada
znamu kovarianciu o;; = cov(p;, p;) pre kazdé dva cenné papiere i a j. Ozna¢me pomerni
Cast penazi investovanych do cenného papiera i oznacenim z;, pre celé takto zvolené port-
félio oznac¢me x = (z1,...,7,)" a dalej oznacme p = (p1, ..., pn) ", b = (U1, ..., ftn) . Pre
celé portfélio potom ocakavany zisk a variancia je:

E(p'x) = p'x,
Var(p'x) = x"Qx,
kde Q je kovarian¢na matica, Q;; = 0; ;.

Nasou tlohou je maximalizovat ofakdvany vynos a minimalizovat riziko investicie za
podmienky 17x = 1, a pripadne aj dalsich obmedzujtcich podmienok (napr. legislativne
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obmedzenia, zakdzanie kratkych predajov). Ozna¢me X C R™ ako mnozinu tychto pripust-
nych portfolii.

Pripomenime dalej pojem efektivne portfolio. Uloha vyberu portfélia sa potyka s maxi-
malizdciou o¢akavaného vynosu a minimalizaciou rizika, ¢o st dva protichodné ulohy (vSe-
obecne portfélio s vyssim ocakavanym vynosom vykazuje taktiez vicsie riziko). Oznaéme
pre portfélio x jeho ocakavany vinos R(x) a riziko ¢(x). Budeme hovorit, Ze portfélio x*
je efektivne portfdlio, ak neexistuje také portfélio x, ze plati:

(R(x") < R(x) A o(x7) = ¢(x)) V (R(X") = R(x) A ¢(x7) > $(x)).

Inymi slovami, portfélio x* je efektivne, ak nenajdeme iné portfdlio, ktoré ma vacsi alebo
nos. Pod rizikom v tomto kontexte nemyslime len smerodajni odhylku, ale aj iné miery
rizika ktoré spomenieme neskdr. Mnozinu efektivnych portfélii budeme nazyvat efektivnou
MNOZINOoU.

Ulohu optimélneho portfélia mozno riesit viacerymi sposobmi, ktoré su ekvivalentné v
zmysle nasledujiceho tvrdenia.

Tvrdenie 2 UvazZujme nasledujice optimalizacné ulohy:

miny ¢(x) — pR(x), x € X, >0,
miny ¢(x), R(x) > p, x € X, pEeR
min, —R(x), o(x) <w, x € X, w e R,

kde ¢(x), R(x) st redlne funkcie premennej x € X C R"™. Nech ohranicenia R(x) > p,
d(x) < w maji vniatorny bod. Ak je ¢(x) konveznd, R(x) konkdvna a mnoZina X je
konvexnd, potom tieto tri optimalizacné ulohy su ekvivalentné v tom zmysle, Ze obmiernanim
parametrov u, p, w, tieto ulohy generuju rovnaku efektivnu mnozZinu.

Dokaz napriklad v Krokhmal a kol. [6]. Jedna z moZnosti zapisu problému optiméalneho
portfélia (ako ho definoval Markowitz) je minimalizovanie rizika pri poziadavke minimé4l-
neho ocakavaného vynosu p,:

min, x ' Qx

1'x=1 (4.1)

pX >
V literattre sa mozeme Casto stretnif s oznacenim ,,Mean-Variance Optimization (MVO)“
pre tato optimaliza¢ni ilohu. Tento problém v takej forme ako je uvedeny vyssie mozno
riesit explicitne uzitim metédy Lagrangeovych multiplikdtorov, detaily napriklad v Dupa-
¢ova a kol. [3]. V praxi vSak takymto spdsobom nie je mozné modelovat redlny problém.
Okrem toho, Ze povolujeme investovat do kratkych pozicii, opomenuli sme aj dalsie kritéria
ako transakéné néklady, dane, obmedzenia pri rebalancovani portfélia a dalsie obmedzenia
tykajtce sa podskupin (sektorov) danych uvazovanych aktiv.

4.1.1 Zakladny model a realne ohranicenia

Predpokladajme, Ze investor obchoduje na trhu s dostupnymi n cennymi papiermi ¢ =

1...,n. V stcasnosti vlastni portélio, ozna¢me ho vektorom x° = (29,...,2%)7, ktoré sa
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snazi rebalancovat (optimalizovat) vzhladom k dostupnym informécidm na trhu a svo-
jim preferencidm. Z praktickjch dovodov, nech zlozky vektora 29, i = 1, .., n, na rozdiel od
vyssie uvedeného, oznac¢uji pocet drzanych jednotiek (podielov) aktiva i, i = 1,..,n (napri-
klad pocet zakupenych akcii). Podobne, ozna¢me vektorovou premennou x = (z, ..., 7,)
hladané rebalancované portfélio. Zavedme dalej nasledujiice pomocné oznacenia:

n pocet dostupnych cennych papierov
G pocet segmentov cennych papierov
Gy mnozina aktiv patriaca do segmentu g, g =1,...,G
€ minimalna povolené ¢ast kapitalu v i-tom aktive, 1 = 1,...n
0 maximéalna povolend cast kapitalu v i-tom aktive, i = 1,..,n
? maximalny pocet jednotiek aktiva ¢ na predaj, 1 =1,..,n
ub dostupny pocet jednotiek aktiva ¢ na ndkup, i =1,..,n
& miniméalna povolend cast kapitalu v j-tom segmente, j = 1,..,G
Y maximélna povolend Cast kapitalu v j-tom segmente, j = 1,..,G
¢ transakéné naklady na nakup/predaj aktiva i, i =1,..,n
i sucasna trzna cena aktiva ¢, i =1,..n
© maximalny povoleny celkovy obrat rebalancovania (ndkupu/predaja)
iy pozadovana ocakavana miera vynosu rebalancovaného portfdlia.

Néasledne popiseme najbeznejsie ohranicenia s ktorymi sa investor potyka na trhu.

Transakéné naklady

Transakéné naklady, vic¢sinou vo forme provizie obchodnikovi, maji nezanedbatelny vplyv
na vysledné optimélne portfélio. Uvazujme, ako je v praxi bezné, linedrne transakéné na-
klady. Investor za ndkup alebo predaj instrumentu ¢ zaplati ¢ast ¢; transakénej ¢iastky.
Zahrnime tuto skuto¢nost do ohraniceni. Pre cela transakciu (rebalancovanie) teda plati:

n

Z qiry = Z ciqiley — il + Z ¢i%;. (4.2)
i=1 =1

i=1

Tato rovnost upravime dalej pouzitim pomocnych premennych u a u;, i = 1,....,n na
linearne ohranicenia:

S qr) = o g (uf 4 ug) + 30 g,

0 _ .+ -
uj'ZO,uZ_ZO, 1=1,.n.
Premenné u}, u;, i = 1,...,n teda vyjadruji zmeny pozicii, podet kiipenych, respektive

predanych jednotiek aktiva i, i = 1,...,n. Ak ma byt hodnota celej transakcie pri rebalan-
covani portfélia obmedzend hodnotou O, tak zapisom mame:

> gl —af| <6, (4.3)
=1
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a v pripade vyssie pouzitych linedrnych ohranic¢eni to nie je ni¢ iné ako:

n

Z(u;r +u; )g < 6.

i=1

Ohranicenia likvidity

U vaéu'eme d’ale' Ze zZmen OZiCii mééu b t’ ohraniéené. Zé, iSOHl méme:
)
0<U <US 0<U <Ub Z—]_ n
= [ — 79 = [ — 79 9 sy Tl

Toto ohranicenie moze predstavovat napriklad obmedzent likviditu na trhu, alebo dostupny
pocet aktiv na nakup.
Ohranicenia hodnét
Casto sa pre jednotlivé aktiva zavadzaji ohrani¢enia v pomere k hodnote celého portfélia:
@it < 0>y Thlks
qiZ; Z € Zzzl Tk, 1= 1,...,”.

Podobne, mozeme tiez zaviest ohrani¢enia pre pozicie aktiv v réznych skupindch (segmen-
toch). Ohranicenia pre alokovany kapitél v tychto segmentoch su:

e, Tili < Vg D j-1 Tid,

Djec, Tili = S g1 %0, 9=1,.,G.
S takymi obmedzeniami sa vicSinou stretdvuju penzijné fondy, poistovne a ini investori,
ktorych financné umiestnenie aktiv je do istej miery obmedzované zakonom. Tieto skupiny
tak mozu prezentovat napiklad akcie od emitentov s uréitym ratingovym hodnotenim, alebo

jedna skupina moze predstavovt napriklad $tatne dlhopisy. VSeobecne povedané, v jednej
skupine st in§trumenty s rovnakou vlastnostou z urcitého hladiska.

PoZadovany vynos

V niektorych ulohach pozadujeme od portfélia urc¢itti minimalnu pozadovani mieru vynosu
ftp- Tento poziadavok zavedieme do ohraniceni nasledujiicou nerovnostou:

Z(:U'i + 1)giw; — Z Gy > iy Z gy (4.4)
=1 i=1

i=1

4.1.2 Alternativne pristupy k problému optimalneho portfélia
Pristup autorov Kono a Yamazaki

Smerodajna odchylka v Markowitzovom modeli ako miera rizika, bola casto kritizovana
kvoli niektorym nevhodnym vlastnostiam. Fakt, Ze penalizuje zaporny aj kladny vynos,
vedie ¢asto k nevhodnej volbe portfélia. Namietky voci symetrii rozptylu vynosu ako miery
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rizika viedli k definicii asymetrickej miery rizika, kvadratickej semivariancie. Pre portfélio
prezentované vahovym vektorom to je:

E([Z i — Z pizi]|")2.

Nevyhodou je néarast obtiaznosti numerického vypoctu rieseného optimalizacného pro-
blému. William Forsyth Sharpe navrhol definovaf riziko ako stredni absolitnu odchyjlku
(mean absolute deviation):

w(z) := E| Z,uixi — szxz\
i=1 i=1

Sharpeho myslienku potom realizovali Kono a Yamazaki. Riesili ilohu najst portfélio efek-
tivne vzhladom k p'x a —w(x). Za predpokladu, 7e ndhodny vektor g méa n-rozmerné
normaélne rozdelenie, st hodnoty w(x) nasobkami smerodajnej odchylky. Konkrétne w(x) =
V27 (x), vid napriklad Cornuejols a kol. [2]. Za tohto predpokladu, Markowitzov model
moze byt formulovany ako tloha:

miny B[ 3770 paws — D20, pii]
" >
D iy Hilti 2 flp.
Vyhodou tohto pristupu je, Ze nemusime odhadovat varianéni maticu. NavysSe, ak na-
hradime stredné hodnoty vyberovymi priemermi z historickych dat, mézeme tito tlohu
previest na tlohu linedrneho programovania.
Nech vektory r; = (714, ..., 7nt), t = 1,...,T st realizdciou n-rozmerného nédhodného
vektoru p = (p1, ..., pn), ziskané simuldciou uzitim metédy Monte Carlo, projekciou z

vhodného modelu, alebo ziskané z historickych dat. Potom pre odhad strednej absolitne;j
odchylky mame:

Hi = % 23:1 T
n T n
E| Z¢=1(Pz’ — i) Ti| = %Zt:1 \ Zz’:l(rit — i) ).

Koli ziskaniu linearneho tvaru, doplnime do druhej rovnosti pomocné premenné. Takze
vysledny linedrny program ma tvar:

min 3", (v + 21)

Y — 2 =y (rie — i), t=1,..T
Doy My > fip

i i =1

x; >0, 1=1,...n

v >0,2>0  t=1,.,T

(4.5)

KedZe mame linearny program, mozeme ho efektivne riesit i s velkym poctom nezné-
mych, napriklad pouzitim metédy vnitorného bodu pre linedrne programovanie. Oznace-
nia z;,7 = 1,...,n tu opit predstavuju vahy jednotlivych inStrumentov v portféliu. Jed-
noduchou tpravou vSak mozno ziskat model s poc¢tami inStrumentov a tak ho rozsirit o
spominané ohranicenia.
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Sharpeho koeficient

Maximalizovanim takzvaného Sharpeho koeficientu, alebo takzvanej Sharpeho miery port-
félia .
X
s(x) = _H X (4.6)
VxTQx
dostaneme takzvané optimdlne rizikove portfolio. Je to bod dotyku priamky kapitdlového
trhu (capital asset line) a efektivnej mnoziny (Markowitzovho portfélia). Uvazujme optima-
liza¢ny problém maximalizovania Sharpeho koeficientu, pre iplnost dopliime vo vSeobecne;j
forme dalsie ohranicenia. .
VvV xTQx
Cx >d.

V takejto forme je tento problém nelahko riesit. Uc¢elova funkcia nie je totiz vSeobecne kon-
kédvna. Tato tlohu vSak mozno previest na ekvivalentnii minimalizac¢nt tlohu s konvexnou
ucelovou funkciou. Ozna¢me mnoziny

X ={x € R": Ax = b,Cx > b},
Xt ={xeRkeR:k>0,x/k € x} CR"

Portfélio s maximalnym Sharpeho koeficientom ndjdeme pomocou riesenia optimalizacného

problému:
{min xTQx : (x,x) € X", u"'x = §}

kde § je vhodne zvolené ¢islo. Ak (X, %) je optimalne rieSenie tohto probému, tak portfélio
s maximalnym Sharpeho koeficientom je x* = x/i. Toto je dosledok faktu, ze funkcia s(x)
je homogénna vzhladom k x a mnozina y* je kuZel. Volba parametra 0 je kvoli normalizacii
¢itatela v s(x). Volime ho Tubovolne tak, aby pre nejaké x platilo p'x = 4.

4.1.3 VaR a CVaR

Value-at- Risk, alebo mazimdlna ocakdvand strata je Siroko pouzivana a akceptovana miera
finan¢ného rizika naprie¢ spektrom priemyselnych odvetvi a tc¢astnikmi trhu. Popularitu si
ziskala aj vdaka jednoduchej interpretacii a porozumeniu vysokych strat portfélia. Podla
definicie, vzhladom k parametru (hladine) «, je a-VaR portfélia najmensia ¢iastka taka, ze
s pravdepodobnostou « ju strata nepresiahne. Slovami povedané, VaR je kvantil rozdele-
nia straty (zaporneho vynosu) portfélia, za predpokladu, Ze vynos je ndhodné veli¢ina. V
tejto suvislosti, pre Specifikdciu kvantilu uzivame oznacenie a-VaR pre a-kvantil rozdelenia
straty. Napriklad 0.95-VaR je horny odhad straty, ktort s pravdepodobnostou 0.95 nepre-
kro¢ime. Za predpokladu (log)normalnych rozdeleni, dokédzeme s rizikom VaR efektivne
pracovat. Za predpokladu inych rozdeleni, VaR ako miera rizika nadobtida nevhodnych
vlastnosti. Napriklad, nejedné sa o sub-aditivnu mieru rizika. VaR portfélia dvoch aktiv
moze byt vicdsie ako stucet VaR dvoch samostatnych aktiv, diverzifikdcia portfélia teda
nemusi viest k zniZzeniu VaR. Taktiez za predpokladu diskrétneho rozdelenia, ked VaR
pocitame pomocou generovania scénarov (metédou Monte Carlo), VaR nie je konvexnou
funkciou (ako funkcia pozicii v portféliu) a nadobtda znac¢ného poctu lokalnych extré-
mov. Modelovanie rizika VaR réznymi pristupmi moze cCitatel najst napriklad na URL
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adrese http://www.gloriamundi.org/, alebo v technickom dokumente RiskMetrics [9].
Za predpokladu (log)normalnych rozdeleni parametrov podkladovych aktiv sa najcastejsie
pouziva pristup linearnej aproximacie funkcie rizika VaR. Taktiez pouzitim hisorickych dat
a metody Monte Carlo v pripade nelinedrnych podkladovych aktiv, finan¢nych derivatov,
napriklad opcii.

Dalsou, podobnou mierou rizika je Conditional Value-at-Risk (CVaR, Expected Short-
fall, Mean Excess Loss, Mean Shortfall, Tail Value-at-Risk). Pre spojité rozdelenie je a-
CVaR portfélia definovand ako podmienené ocakavana strata, za podmienky, ze je vicsia
alebo rovna, ako a-VaR. CVaR je podobna miera rizika ako VaR, vSeobecne mé vsak atrak-
tivnejsie vlastnosit ako VaR. CVaR je sub-aditivna a konvexna. Navyse bolo dokazané, ze
CVaR je koherentnd miera rizika (pozri napriklad Pflug [11]). Numerické experimenty ukéa-
zali, Ze minimalizovanie CVaR vedie k podobnym vysledkom (portféliam) ako minimalizo-
vanie VaR, pretoze hodnota VaR je vzhladom k definicii vzdy mensia, alebo nanajvys rovna
hodnote CVaR. Navyse, ak je rozdelenie vynosu normélne, tieto dve miery su ekvivalentné
(vid [12]). Na druhej strane, pre ,$ikmé“ rozdelenia tieto dva pristupy mozu viest k cel-
kom odlisnym vysledkom. Je viacej pristupov ako tieto miery implementovat v probléme
optimalneho portfélia. Na jednej strane mozeme minimalizovatf riziko, na druhej strane
obmedzif riziko jeho zavedenim do ohranicenia. Vdaka atraktivhym vlastnostiam miery
CVaR, linearizujeme problém optimélneho portfélia maximalizovania ocakavaného vynosu
s obmedzenim miery rizika CVaR a néslednému ziskaniu VaR (Krokhmal a Uryasev [6]).
Na linearizovanie problému pouzijeme nasledujtci teoreticky aparat.

Ozna¢me f(x,y) ako stratu hodnoty portfélia v suvislosti s rozhodovacim vektorom
(volbou portfélia) x € X C R"™ (mnoZina pripustnych portfélii) a ndhodnym vektorom
y € R" (napriklad nezndme budice vynosy atd.). Nech pre kazdé x € X je f(x,y) ndhodna
veli¢ina, a nech ndhodny vektor y mé hustotu p(y). Ozna¢me

/g — dy.
(%, Q) /f (waCP(Y) y

Pre jednoduchost predpokladajme, Ze ¥(x, () je pre kazdé x € X spojitd v (. Zavedme
oznacenie (,(x) pre a-VaR a ¢,(x) pre a-CVaR vzhladom k rozhodovaciemu vektoru x.
Plati teda

Co(x) =min{¢ e R: ¥(x,() > a} (4.8)

ba(x) = (1—a)"! / £(x,¥)p(y)dy. (4.9)

fxy)=Ca(x)

Definujme dalej funkciu, ktord ma v charakterizéicii ¢,(x) a (,(x) kltcovi tlohu:
e ==t [ (fexy) = da)dy
yeRn

Za vyssie uvedenych predpokladov méa tato funkcia vhodné vlastnosti k urceniu optimal-
neho portfélia.

Tvrdenie 3 Pre kazdé x € R" je funkcia F,(x,() premennej ( konvernd, spojito diferen-
covatelnd a plati:

ta(x) = I?eiﬂrel F.(x,().
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MnoZina hodnot ¢ pre ktoré sa toto minimum nadobida, oznacme

A,(x) = argmin F,(x, (),
CeR

je meprazdny, uzavrety, ohraniceny interval a o-VaR straty je
Ca(x) = {miny : v € Au(x)} a plati po(x) = Fu(xX, (a(X)).

Tvrdenie 4 Minimalizovanie miery a-CVaR vzhladom k x € X je ekvivalentné minima-
lizovaniu F,(x,() vzhladom k (x,{) € X X R v tom zmysle, Ze

i o = i Fy »S )
RR 0 = (B Te000)

a navyse, v bode (x*,(*) nadobida pravd strana minimum prave vtedy, ked v bode x*
nadobida minima lavd strana a * € A, (x*). Ak je mnozina X C R™ konvexnd a f(X,y)
konvexnd vzhladom k x, potom je F,(x, () konvexnd vzhladom k (x,() a ¢o(x) je konvexnd
vzhladom k x.

Vzhladom k tomuto tvrdeniu, neni potrebné k urceniu rozhodovacieho vektora, pre ktory
a-CVaR nadobtida minimalnu hodnotu, pracovat priamo s funkciou ¢,(x), ktora takisto
zahriiuje vypocet hodnoty a-VaR. Namiesto toho mozeme priamo pracovat s funkciou
F,(x,(), ktord mé atraktivnejsie vlastnosti. Dokazy tychto tvrdeni citatel najde v [12].

Dalej budeme predpokladat, ze strata f(x,y) a ocakédvany vynos R(x) st linedrne funk-
cie premennej x, preto podla tvrdenia (4) je miera rizika CVaR ¢, (x) konvexné vzhladom k
x. Mame teda splnené predpoklady tvrdenia (2). Znamena to, Ze maximalizovanim vynosu
pri ohraniceni rizika CVaR generujeme rovanku efektivnu mnozinu, ako pri minimalizovani
rizika CVaR pri garantovani minimélneho vynosu. Nésledovne uvedieme dve doélezité tvr-
denia potrebné ku generovaniu efektivnej mnoziny. V texte dalej ozna¢me R(x) ocakavany
vynos portfolia x.

Tvrdenie 5 Optimalizacné problémy

(Pl) mianX _R(X)7 ¢a(X) S W,
(PQ) min(x,()eXxR _R(X)a Fa(xa C) < W,
maji rovnakid optimalnu hodnotu. Ak ohranicenie v ulohe P1 je aktivne, tak (x*,(*) mi-

nimalizuje ilohu P2 prdve vtedy, ked x* minimalizuje tilohu P1 a (* € Ay (x*). Specidlne,
ak interval A, (x*) je jednobodvd mnoZina, tak (* je a-VaR portfilia x*.

Tvrdenie 6 Optimalizacné problémy

(P3) Milyex Pn(X) — pR(x), >0
(P4) min cjexxr Fa(x, () — pR(x), =0
majii rovnaki optimdlnu hodnotu. Uloha P4 nadobida v bode (x*,(*) optimum prdve vtedy,

ak iloha P3 nadobida v bode x* optimum a * € A,(x*). Specidlne, ak interval A,(x*) je
jednobodova mnozina, tak ¢* je a-VaR portfolia x*.
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Dokazy napriklad v Krokhmal a kol. [6].

Vyssie uvedené tvrdenia a vhodny sposob aproximécie funkcie F,(x, () ndm umoziiujt
skonstruovat optimaliza¢ny problém. Ak napriklad, vektory y, ...,y st generované ¢isla,
alebo historické data ndhodnej veli¢iny s hustotou p(y), tak jedna z moznych aproximécii

funkcie .

Fo(x,0) =C+ (1 =)™ [ cpalf(x,y) = {J*p(y)dy

je

> 1

Fa(xa C) = C + (1 - Oé) ! 23:1 7Tj[f(xa Yj) - C]+7
kde 7; je pravdepodobnost scénara y;, j =1, ..., J. Ak je funkcia straty f(x,y) linedrna v
x, potom funkcia F,(x, () je konvexné, a po castiach linedrna. X

Dalej, ak pouzijeme pomocné (dopliikové) premenné, funkciu F,(x, () mdzeme nahradit

linedrnou funkciou a sadou linedrnych ohraniceni:

1J
(+(1-a) 12j:177j2j
z; > f(x,y;) — ¢, z; >0, j=1, .., ¢ eR.

Napriklad ohranicenie ¢,(x) < w, ktoré je v optimalizacnej tlohe ekvivalentné F,(x, () <
w, mozeme nahradif sadou ohraniceni

(+(1—a) 'Y mz <w,
z; > f(x,y;) — ¢, z; >0, j=1,.,J, ¢ eR.

Podobny princip mozeme pouzit pri ekvivalentnych formuléciach Glohy optimalneho port-
félia.

Zakladny model s ohrani¢eniami

Zhrnme vyssie uvedené skutocnosti do optimalizacného modelu maximalizovania ocaka-
vaného vynosu s obmedzenim rizika CVaR. Portfélio prezentujeme poc¢tom drzanych jed-
notlivych aktiv. Investor rebalancuje svoje sti¢asné portfélio x° so sti¢asnymi cenami jeho
aktiv q = (q1,...,¢) " a trznou hodnotou teda q' x°. Nech nahodny vektor y = (y1, ..., yn) "
oznacuje ceny aktiv na konci periédy. Stratu na konci periddy reprezentujeme funkciou

f(X, Yy, XO) q) = _yTX + qTXOa

takze ocakavana hodnota portfélia na konci periédy je R(x) = —Ef(x,y)+q'x°. Obmed-
zenie na riziko budeme reprezentovat koeficientom w, predstavujuci ¢ast hodnoty portfélia
vystavenu riziku:

Pa(x) < quXO-

Sada linearizovanych ohraniceni je

C+(1—a)' Y mz <w Y g,
zj Z 2?21(—3/@'%‘ + %x?) - Ca zj 2 07 .7 = 17 © J.
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Konecne, findlny linedrny program s dodato¢nymi ohraniceniami je:

rnirlx,u‘*,u—,( Z?:l —Eyle
CHA-a) ' o Mz S w i, gl

z; > =1>"(—yizi + qxd) — ¢, 2 >0, j=1,...,J

Gty < 05 Yy Qe i=1,..n

GiTi > €i Y opy Wk, i=1,...n

D jec, Tidi < Vg D51 T4, g=1,...G (4.10)
D jec, Tidi = g 251 T, g=1,...G

Z:‘Lﬂ(uj + uz_)QZ <0

Sy @r) = Yo cigi(u Fug) 3 g
T — a8 —u;L u;
0<wu; <uf,

P 1=1,...
0 §u;’ §u§’, 1=1,..,n.

Nie je celkom pravda, Ze tento problém je rydzo linearny. Premenné ( je totiz neohranicena.
RozloZenim tejto premnnej na kladnt a zdporni éast ¢ = (T —(~,kde (7, (" > 0 a pridanim
do modelu vsak dostaneme linearny program.

4.2 Numerické ilustracie

V tejto Casti budeme ilustrovat vysSie popisané optimaliza¢né tlohy. K ilustracidm pou-
Zijeme software Wolfram Mathematica®, verzie 6.0.1.0 a poéita& s procesorom Intel Core
2 Duo 2.00 GHz a 2GB RAM pamite. Pokial neuvedieme iny zdroj, vSetky data bu-
deme cerpat zo serveru Yahoo Finance (http://finance.yahoo.com/), prostrednictvom
zabudovanej funkcie FinancialData. Naprogramované procedury a subory, na ktoré sa
odkazujeme, st ulozené na prilozenom CD nosici.

4.2.1 Numerické optimaliza¢né metody

V optimaliza¢nych procedtrach ako optimalizator pouzijeme zabudované funkcie NMinimize,
LinearProgramming a FindMinimum.

Prva funkcia NMinimize, numericky minimalizuje redlnu funkciu so snahou najst glo-
balne minimum. Tato funkcia pracuje prave s minimaliza¢nymi metédami popisanymi v
kapitole 3. Z tohto dévodu tu nemodzeme hovorit o ziskani presného globalneho minima.
Dokéaze dobre pracovat aj s nelinedrnymi ohraniceniami vyuzitim penalizac¢nej funkcie,
ktorta voli automaticky. Pri linearnej ticelovej funkcii a linedrnych ohranic¢eniach globalne
minimum n&ajde vzdy. Okrem metéd Nelder-Mead, simulovaného tavenia a diferencialnych
evolucii, pracuje aj s metédou ndhodného hladania minima. Vyhodou je, Ze software umoz-
nuje zvolit metédu automaticky podla charakteru tlohy. Parametre v tychto metédach si
vyberané bud automaticky, alebo ich mozeme prikazom menit.

Funkcia LinearProgramming riesi tilohu linedrneho programovania simplexovou metoé-
dou, alebo tato tlohu numericky minimalizuje uzitim metédy vnutorného bodu. Vstupny
linedrny program nemusi byt navyse v Standardnej forme (1.3), ¢o zna¢ne ulahcuje pracu
pri programovani procedir. Optimalizaénit metédu mozno vybrat lubovolne, alebo pone-
chat automaticky vyber.
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Funkcia FindMinimum numericky hladé lokélne minimum ohrani¢eného problému. Pri
pouziti diferencovatelnych funkcii v ohraniceniach a diferencovatelnej tcelovej funkcie,
mozme ako optimaliza¢nti numerick(i metédu v nastaveni zvolif metédu vnttorného bodu.
Tuato funkciu pouzijeme na rieSenie tlohy kvadratického programovania. Ako uvidime ne-
skor, ucelova funkcia tohto problému bude konvexné, takze pomocou tejto funkcie budeme
hladat globalne minimum.

4.2.2 Optimalizac¢né procedury

V ilustraciach uvazujme zatial portfélio zloZené z vybranych akcii obsiahnutych v indexe
Standard and Poor’s 100 Stock Indez. Ako zdroj historickych dat pouzijeme obchodovacie
ceny tychto aktiv v obdobi rokov 1990-2007. Periddu volime jeden mesiac, takze v tomto
pripade pouzijeme ceny v prvom obchodovacom dni danych mesiacov. Do vyberu akcii
v8ak zahrnieme len tie, ktoré boli obchodované (majt zdznam v zdroji) vo vSetkych tychto
obchodovacich dnoch, aby uvazované data boli konzistentné. V prilozenom programe vsak
mozno obdobie zdroja dat a periédu menit.

Bez ujmy na vSeobecnosti, ozna¢me prvy obchodovaci den mesiaca januar roku 1990
¢asom t = 0 a prvy obchodovaci den mesiaca december roku 2007 ¢asom t = T'. Oznacme
n uvazovanych aktiv symbolom i, ¢ = 1,...,n a cenu -tého aktiva v ¢ase t, t = 0,...,T
symbolom p;, ¢ =1,...,n. Miera vynosnosti r;; aktiva ¢ v peridde ¢ je

P i S T/ S S
Pit—1
Ocakavané miery vynosov, ich rozptyl a kovarianciu nahradime vyberovymi odhadmi.
Historické data s viac¢sou uvazovanou periodou maju casto slabti predpovedaciu hodnotu.
Avsak, na ilustraciu danych metéd nam to postacuje. Navyse tieto modely mozno jednodu-
cho kombinovat s vhodnejsimi Statistickymi odhadmi, metédami Monte Carlo a podobne.

Dalej sa budeme venovat hladaniu optiméalneho portfélia pri réznych mierach rizika a
tak isto do tivahy zoberieme aj dalSie ohrani¢enia. Optiméalny vyber pri pouzitom modeli,
ak to dovoli rozsah, ilustrujeme pomocou grafu reprezentujiceho efektivnu mnozinu. Je
délezité zdoraznit, ze uvedené priklady slizia ako ilustracie pouzitych metdd a pristupov,
a nemozno ich pouzit ako doporucenia v redlnych obchodnych situaciach. Tie si vyzaduju
daleko sofistikovanejsie pristupy, na ktoré v tejto praci nie je priestor. Pre nasledujice
ilustracie optimalizacnych procedir sme zvolili 7 ndhodne vybranych akcii. Zvoleny pocet
je relativne maly, ale pre znazornenie postacujici. Generovanie efektivnej mnoziny si totiz
vyzaduje zratanie znacného poc¢tu optim a pri mensom pocte instrumentov je to este ¢asovo

Tabulka 4.1 obsahuje naSe vybrané akcie a ich zékladné chrakteristky: ndzov, sektor
podnikania, o¢akavanti mieru vynosu, smerodajni odchylku a obchodovaciu cenu v ¢ase 7.
Odhady ocakavanych vynosov a smerodajnych odchyliek sii vyberové. Spolu s tymito rizi-
kovymi aktivami do portfélia zahrnieme este bezrizikové aktivum x; (hotovost) a budeme
predpokladat, ze ma konstantnti mesa¢ni mieru vynosu 0.0025, p; = 0.0025. Pre kritérium
optimality sme volili ocakavany vynos a vybrané miery rizika. Pristup k meraniu rizika
CVaR a VaR volime ako neparametricky (pozri aj 4.1.3), tak aj parametricky.

V parametrickom pristupe vychadzame z predpokladu, ze miery vynosov p; aktiv ¢ =
1,...,n maji normélne rozdelenia N(u;,0?) s kovarianénou maticou Q, Q;; = ;. Potom
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STOCK SECTOR EXP RET % ST DEV % PRICE ($)

Emc Corporation Computers 3.70473 15.7326 13.2

Citigroup Inc Banks 2.19665 8.88184 50.48
Williams Companies Inc GasProduction 2.05498 12.62 25.55
Bank Of New York Company Inc Banks 1.99735 9.47198 39.83
Home Depot Inc Homelmprovement 1.9573 8.4951 38.13
Baker Hughes Inc ConstructionMining  1.2877 9.95215 73.44
The Coca Cola Company Beverages 1.20354 6.57021 46.11

Tabulka 4.1: Zoznam zahrnutych akcii do portfélia so zakladnymi charakteristikami.

miera vynosu py pre portfélio x (vdhovy vektor) mé priblizne normélne rozdelenie

P~ Np'x,x"Qx),  p= (11, fin) ",

takze VaR a CVaR mozno lahko ur¢it vdaka tomuto rozdeleniu. Odhady pre parametre p a
Q sme zvolili vyberové, na zaklade historickych mier vynosov ry, i =1,...,n, t=1,...,T.
KedZze pozname rozdelenia (hustoty) vynosov, softwér Mathematica ndm umoznuje zratanie
rizika VaR a CVaR pre portfdlio x podla tohto rozdelenia (pozri napriklad Hurt [5]).

V neparametrickom pristupe odhadujeme prislusné miery rizik priamo pomocou histo-
rickych dat alebo scénarov. Nech L,(x) oznacuje stratu portfélia x v scénari (historické
ceny mozeme chépat ako scénare) s, s = 1,...,S. Napriklad v nasom pripade je strata
portfélia x v periéde (scénari) s,s =1,....,T

Ly(x) = —r]x, kde ry = (115, ..., Tns) -
Usporiadajme tieto straty podla ich hodnot tak, ze L; < Ly < ... < L. TakZe pre odhad
rizika VaR a CVaR portfélia x na hladine «, ozna¢me VaR,(x) a CVaR,(x) mame vztahy:

VaR,(x) = Ljag), (4.11)

S
) LS]' a. X
CVaR,(x) = izt Lol (vaka ) (4.12)

S
> et L. >VaRa (%))

kde [x] je cela cast ¢isla x € R a 1(,) = 1 ak je v pravda a 0 ak je v nepravda.

Teraz podrobnejsie preskimame optimélne portfélia pri réznych mierach rizika. Vsetky
prezentované vysledky a naprogramované vypocetné procediry ¢itatel ndjde v priloZzenom
stibore. Vstupné parametre procedur si historické ceny akcii a dalSie parametre potrebné
k charakterizécii rizika a dodato¢nych ohranic¢eni. KedZe uvazujeme aj transakéné naklady
a dalSie ohranic¢enia hodnét pri rebalancovani portfélia, vstupom je aj portfélio drzané v
sti¢asnosti x ktoré potrebujeme rebalancovat. Zdéraznime, Ze portfélio je v procedtirach
prezentované poctom drzanych aktiv, a nie podielmi k celkovej hodnote portfdlia.

Pre vstupné parametre dodato¢nych ohrani¢eni pouzijeme oznacenia zavedené v (4.1.1).
V prikladoch uvazujeme pre rizikové aktiva i = 1,...,n a bezrizikové aktivum i = n 4 1
(hotovost) linedrne transakéné néklady (c¢), minimélne a maximélne povolené ¢asti kapitélu
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investované do jednotlivych aktiv (€,8), ohranicenia likvidity (u®,u®) a maximalny povoleny
obrat rebalancovania portfélia (©). Parametre ohrani¢eni pre jednotlivé aktiva vstupuji
teda do procedur vo vektorovom tvare:

c=(cp, ... Cn+1)T

e=(e1, . Ens1) "

5:@h“nﬂf (4.13)
* = (uf, ... 1)T

= (ul,... bl

Vsetky naprogramované procedury v priloZzenom stbore umoziiuji implementovat tieto
ohranicenia do riesenych problémov.

V niektorych prikladoch namiesto rebalancovania portfélia popisujeme investovanie po-
¢iato¢ného kapitalu (hotovosti) do akcii, alebo neuvazujeme dodatocné ohranicenia. Toto
vSak mozno Tahko dosiahnit vhodnou volbou vstupnych parametrov a pociato¢ného port-
félia. V nasledujicih ukazkach tak napriklad v sti¢asnom portféliu mame $10 000 a ziadne
rizikové aktivum. Vsetky tieto prostriedky chceme vlozit do rizikovych aktiv, pri¢om ne-
mame ziadne dalSie obmedzenia a neuvazujeme transakéné néklady. Vstupné parametre
tychto ohraniceni budt preto v nasledujicom tvare:

=0, di=1..,n+1
g=0, i=1,...,n+1
§;=1, i=1,..n,

Opnt1 =0
uf = 00, i=1,..,n (4.14)
ui-’:oo, 1=1,...,n
# =0, i=1..n
x,', = 10 000,
O = 0.

Symbol nekonec¢na oo v ohrani¢niach pri sptstani procedir nahradime vhodne zvolenym
¢islom.

Dalej predstavime zakladné vysledky dosiahnuté pri optimalizacii portfélia pri pouZiti
roznych mier rizik a optimaliza¢nych metéd. Uvazujeme teda 7 rizikovych aktiv a hotovost
bez dodatoc¢nych ohraniceni.

Markowitzov Model (Mean-Variance)

Procedira hlada portfélio s minimalnou smerodajnou odchylkou a poZzadovanym ocakéva-
nym vynosom aspoil y, (vstupny parameter). Tento pristup je samozrejme parametricky.
Za predpokladu norméalneho rozdelenia miery vynosu, st ulohy minimalizovania rizika ako
smerodajnej odchylky, VaR a CVaR pri pozadovanom oc¢akavanom vynose ekvivalentné. To
znamena, ze pri poziadavke minimalneho vynosu apoi 1, je optimélne portfélio pri kazde;j
takto uvazovanej miere rizika rovnaké (pozri napriklad [12]). Vystupom procediry je do-
siahnuté optimélne portfélio, ocakdvany vynos, smerodajna odchylka a (ne)parametrické
miery rizik VaR a CVaR na hladine o (vstupny parameter). Tato procedira pomocou
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funkcie FindMinimum hlad4 globdlne minimum metédou vnatorného bodu pre tlohu kva-
dratického programovania (2.3). Kedze kovarian¢nd matica vynosov je pozitivne semide-
finitna, smerodajné odchylka je konvexna funkcia. Treba eSte pripomenit, Ze ohranicenia
pre transakéné naklady (4.2) nie st linedrne (obsahuj absolitnu hodnotu). Tomu sa v8ak
vyhneme zavedenim doplitkovych premennych p™ = (pf,....p") ", p~ = (p1,..,p;)" a
prevedenim tychto ohranic¢eni na nasledujici linedrny systém:

Z:-L:l C]z‘!E? = Z:-L:l Cin‘(pz—"— +pz’_) + Z:-L:l q;T;
x—x'=p"—p-
pt >0, p  >0.

Tymto nam ale do problému pribudne 2n novych premennych.

Uvazujme investovanie urcitého kapitédlu (hotovosti) do uvazovanych akcii podla za-
kladného Markowitzovho modelu (4.1) bez dodato¢nych ohrani¢eni. Efektivnu mnozinu
skonstruujeme aplikovanim procedtry pre 20 réznych hodn6t miniméalneho pozadovaného
vynosu portfélia p,. Tieto hodnoty volime v rozmedzi minimélneho a maximalneho oca-
kavaného vynosu z mnoziny uvazovanych akcii. Obrazok 4.1 zobrazuje tieto dosiahnuté
vysledky v implementacii rizika CVaR pre tri rozne hladiny parametra a.

30f

20f v

15[
10l

osf

5 10 15 20 25 30 35

Obréazek 4.1: Dosiahnuté vysledky Mean-Variance modelu v implementéacii rizika CVaR
pre hladiny o = 0.99 (plne), a = 0.95 (¢iarkovane) a o = 0.9 (bodkociarkovane).

VaR

KedZe za predpokladu normalnych rozdeleni vynosov, st llohy minimalizovania smerodaj-
nej odchylky a rizika VaR ekvivalentné, pozornost venujeme neparametrickému pristupu
na zaklade historickych dat alebo scénarov. Procedura v prilozenom stibore minimali-
zuje pomocou funkcie NMinimize neparametricktt mieru rizika VaR (4.11) na hladine «
(vstupny parameter) s pozadovanym ocakavanym vynosom portfélia i, (vstupny parame-
ter). Zdoraznime, Ze na rozdiel od ostatnych procedur tu pozadujeme presny ocakavany
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vynos. Vystupom procedury je dosiahnuté optimélne portfélio, ocakavany viymnos, smero-
dajna odchylka a (ne)parametrické miery rizik VaR a CVaR na hladine a.

Ako sme uz hovorili, neparametrickd miera rizika VaR pocitand na zaklade scénarov
alebo historickych dat je nekonvexnou funkciou so zna¢nym poc¢tom lokalnych extrémov.
Tato skutoc¢nost ilustrujeme na grafe tejto funkcie pre tri ndhodne zvolené akcie a genero-
vanim 500 scénarov multinormalneho rozdelenia s parametrami im odpovedajtcich ocakéa-
si moézme predstavit, ako je numericky narocéné najst globalne minimum takejto funkcie.
K minimalizovaniu tejto miery rizika je preto vhodné pouzit jednu z metdd simulovaného
tavenia alebo diferencialnych evolicii.

Obrazek 4.2: Nekonvexnost neparametrickej miery VaR. Osy x; a xo prezentuju podiel
investovany do prvych dvoch akcii (z3 = 1 — 21 — x5) a osa VaR odpovedajicu mieru na
hladine o« = 0.99.

Tato proceduru spustime pre 20 réznych hodnét pozadovaného vynosu p, na hladine
a = 0.99 s automatickou volbou optimaliza¢nej metédy. Uvazujeme len investovanie do
rizikovych aktiv bez dodato¢nych ohraniceni. Vysledky tohto procesu st prezentované na
obrazku 4.3. Vs§imli sme si, ze niektoré dosiahnuté vysledky nereprezentuju efektivne port-
félio. Dostali sme totiz body, ktoré pri mensom ocakdvanom vynose maju vicsie riziko
nedosiahli globélneho minima. Chceli sme tym upozornit, ze skutocne nie je Tahké ziskat
globalne minimum funkcie s takymto tvarom. O zlepSeni tohto optimalizacného procesu
budeme este neskor hovorit.

Treba eSte upozornit na jednu dolezitt skuto¢nost. Portfélia pri nizkom pozadovanom
vynose su sice neefektivne, ale ako uvidime neskor, je to sposobené neefektivitiou nasho
trhu. Niektoré akcie s nizsim ocakadvanym vynosom maji vicsie riziko. Nemusi sa teda
nutne jednat o nespravne dosiahnuté globalne minimum. Tato skuto¢nost sme nepostrehli
zadovanému vynosu. To, preco v procedure pre riziko VaR pozadujeme presny ocakavany
vynos, zdévodnime neskor.
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Obréazek 4.3: Dosiahnuté vysledky neparametrického Mean-VaR modelu na hladine o =
0.99.

CVaR

Priame minimalizovanie neparametrickej miery rizika CVaR (4.12) sa testovanim ukézalo
ako nevyhodné. Problém spociva v tom, ze optimalizacna procedura potrebuje pri ratani
funkénej hodnoty v kazdom bode (portféliu) najprv spocitat riziko VaR (usporiadat hod-
noty strat pre jednotlivé scénare). Spolu s dal§imi ohrani¢eniami a komplikovanou volbou
penalizacnej funkcie je tento proces neefektivny. Dobrou volbou sa ukazuje pouzif teore-
ticky aparat prebrany v 4.1.3 a zabudovant funkciu LinearProgramming. V tomto pripade
maximalizujeme ocakavany vynos portfélia a pozadujeme, aby riziko CVaR na hladine «
nepresiahlo ¢ast w hodnoty portfélia. Prilozend procedira pracuje podla linedirneho modelu
4.10 so vstupnymi parametrami « a w a predpoklada rovnakt pravdepodobnost pre vSetky
scénare, to je m; = 1/J, i = 1,...,J. K ilustracii efektivnej mnoziny spustime optimali-
zacnu proceduru pre 20 vhodne zvolenych hodn6t parametra w. Obrazok 4.4 znazornuje
tieto dosiahnuté vysledky pouzitim tohto linedrneho modelu v porovnani s dosiahnutymi
vysledkami procediry podla Markowitzovho modelu, v implementécii rizika CVaR na hla-
dine a = 0.99.

Na dolnej ose st vlastne volené hranice w tolerancie rizika CVaR. Pri volbe w = 0.2 tak
napriklad maximalizujeme ocakavany vynos a pozadujeme, aby riziku CVaR bolo vystavené
maximéalne 20% hodnoty portfélia. Vyhodou tohto pristupu je optimalizécia prostrednic-
tvom linedrneho programovania. PouZitie metédy vnitorného bodu ndm umoziuje zahrnit
do modelu vysoky pocet aktiv a historickych dat alebo scénarov.

Kono-Yamazaki metéda

Optimalizujme este nase portfélio pri riziku strednej absolitnej odchylky. Optimalizacné
procedira pracuje podla linedrneho modelu (4.1.2), teda minimalizuje stredni absolitnu
odchylku s pozadovanym ocakavanym vynosom aspoi f,. Pri generovani efektivnej mno-
ziny sme dostali takmer zhodnt krivku, ako pri minimalizovani smerodajnej odchylky (v
Markowitzovom modeli). To potvrdzuje fakt, Ze vynosy akcii maju priblizne normaélne roz-
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Obrazek 4.4: Dosiahnuté vysledky Mean-Variance modelu (plne) a linedrneho Mean-CVaR
modelu (¢iarkovane) v implementécii rizika CVaR na hladine o = 0.99.

delenia. Navyse, tieto vysledky sme dostali bez odhadu kovarian¢nej matice. Tto proced-
uru mozno spustit s pouzitim generovanych scénarov, ktoré umoziiuji zahrnit do modelu
extrémne hodnoty strat (stress testing). Graf reprezentujici efektivnu mnoZinu tohto a
Markowitzovho modelu v implementacii rizika smerodajnej odchylky je v priloZzenom si-
bore, kde ndm po patricnom zvicseni poskytuje zretelnejsie porovnanie tychto modelov.

4.2.3 Ohranic¢enia v modeloch

V ilustraciach vyssie sme neuvazovali dodato¢né ohranicenia. Portfélio sme jednak obmed-
zili na investované peniaze, zakazali sme kratke pozicie a pozadovali sme isty ocakavany
vynos. Do optimalizacného procesu skuisime pridat aj dalsie dodatoéné ohranicenia. Uva-
zujme teda minimalizovanie rizika CVaR na hladine o = 0.95 pomocou linearneho modelu.
NagSe sucasné portfélio obsahuje len hotovost a chceme ju celt investovat do rizikovych
aktiv, ktoré vyzaduju transakcéné naklady. Transakéné naklady na hotovost neuvazujeme.
Obrazok 4.5 opisuje tuto situdciu pri transakénych nakladoch ¢ = 0%, ¢ = 0.25% a ¢ = 1%.
Mbozeme si povs§imnit, Ze tieto linedrne naklady znizuji o¢akdvany vynos nelinedrne a maju
podstatny vplyv na volbu portfélia.

Venujme sa teraz ohrani¢eniam hodnot. Kokrétne uvazujme o investovani pociatoc¢ného
kapitalu (hotovosti) do zmienenych 7 rizikovych aktiv (akcii) a bezrizikového aktiva s kon-
Stantnym mesa¢nym vynosom 0.25%. Investor je pritom obmedzeny na investovanie do
jednej akcie maximalne 40% celkovej hodnoty portfélia a maximalne 20% do bezrizikového
aktiva. Optimalizujme portfélio tohto investora. Budeme maximalizovat o¢akdvany vynos
pricom riziku 0.99-CVaR vystavime maximéalne ¢ast w celkovej hodnoty portfélia. Pouzi-
jeme teda skor diskutovany linedrny model. Sledujme teraz diverzifikaciu tohto portfélia
pri roznych hodnotéach parametra w. Tabulka 4.2 znézortiuje podiely (véhy) investované do
jednotlivych rizikovych aktiv a hotovosti pri réznych vystaveniach riziku.

Pri zmenSovani parametra w vystavujeme toto portfélio mensiemu riziku. Je pekne vi-
diet ako postupne presuvame kapital z rizikovych aktiv do menej rizikovych (s mensou
smerodajnou odchyklou) a do hotovosti. Dodatoéné ohranifenia mozno samozrejme lu-
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Obréazek 4.5: Dosiahnuté vysledky aplikovania linedrneho Mean-CVaR modelu na hladine
a = 0.95 s transakénymi nékladmi pre trovne ¢ = 0% (plne), ¢ = 0.25% (¢iarkovane) a
¢ = 1% (bodkociarkovane).

bovolne kombinovat a implementovat do naprogramovanych procedur pre zvoleny model
portfolia.

4.2.4 Vypocetné vlastnosti optimalizacnych metod

V prikladoch generovania efektivnych mnozin sme optimalizovali portfélia zlozené zo sied-
kazdom bode pozadovaného vynosu si vyzaduje isty ¢as. Aby sme sa vsak viac priblizili
redlnym podmienkam, musime uvazovat portfélio zlozené z vicsieho poétu instrumentov.
Tu nastava otazka presnosti dosiahnutého vysledku a casového naroku optimalizovania
takejto tlohy.

Pre nazornejsie ilustracie budeme tiez pracovat s akciami obsiahnutymi v indexe Stan-
dard and Poor’s 500 Stock Index s periédou jeden den v obdobi 1.1.2004-31.12.2007. S
tymito datami pracujeme rovnako, ako je opisané vyssie pre 7 aktiv z indexu Standard and
Poor’s 100 s mesac¢nou periodou.

Metoda vnutorného bodu

Metodou vnutorného bodu sme efektivne riesili linearizovany problém optiméalneho port-
félia minimalizovanim rizika CVaR. Velkou vyhodou je, Ze mozeme pouzit vysoky pocet
uvazovanych aktiv a scénarov. Pouzitd metdda pritom vzdy konverguje k optimalnemu
rieSeniu. Pri optimalizovani portfélia s 6smymi aktivami (7 rizikovych a hotovost) je sim-
plexovd metéda a metéda vnitorného bodu ¢asovo srovnatelnd (do 10 sekind), metéda
vnutorného bodu bola priblizne o sekundu rychlejsia.

V pripade akcii z indexu Standard and Poor’s 500 s dennymi cenami v 755 historickych
zdznamoch uZ zretelne vidno rozdiely. Tabulka 4.3 zobrazuje ¢as, ktory sme k optimali-
zovaniu potrebovali. Pri volbe rizika CVaR neparametrickym pristupom, mozno uvedeny
linedrny model optimalizovany metédou vnitorného bodu odporucit. Na druhej strane,
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exp ret % 2.197 2.055 1.997 1.957 1.288 3.705 1.204 0.25

st dev % 8.88 12.62 9.47 8.5 9.95 15.73 6.57 0
w% Citigroup Williams Bank Of NY Home Dep Baker Emc Coke Hotovost
12. 0 0 5.98 35.45 1741 12.81 8.35 20.

12.66 0 0 12.66 30.48 19.37 15.72 1.77 20.
13.32 0 0 14.98 30.23 20.63 17.11 0 17.05
13.98 0 0 15.71 31.7 21.63 1794 0 13.01
14.64 0 0 16.44 33.17 22.64 18.78 0 8.98
15.3 0 0 17.17 34.64 23.64 19.61 0 4.95
15.96 0 0 17.9 36.11 24.64 20.44 0 0.91
16.62 0 6.16 10.32 31.57 2751 24.45 0 0
17.28 0 13.85 0.86 25.23 30.74 29.32 0 0
17.94 0 17.23 0.55 18.09 31.1  33.03 0 0
18.6 0 20.6 0.25 10.96 3146 36.73 0 0
19.26 0.95 23.44 0 4.59 31.02  40. 0 0
19.92 9.05 22.28 0 4.04 24.64  40. 0 0
20.58 17.15 21.11 0 3.49 18.25 40. 0 0
21.24 25.25 19.95 0 2.94 11.86 40. 0 0
21.9 33.36 18.78 0 2.39 5.47 40. 0 0
22.56 40. 18.64 0 1.36 0 40. 0 0

Tabulka 4.2: Optimélne vahové portfdlia linedrneho modelu CVaR pre rézne hodnoty pa-
rametra w-casti portfélia vystavenej riziku.

pre portfélio mensich rozmerov je vhodné pouzit simplexovii metédu, pretoze rozdiely su
zanedbatelné a dostdvame tu presné optimum. Zdoraznif treba, Ze vysledny c¢as je ob-

| pocet aktiv | simplexova metéda | metéda vnatorného bodu |

100 307 s 144 s
200 759 s 410 s
467 3245 s 1887 s

Tabulka 4.3: Cas optimalizovania linedrneho modelu minimalizovania rizika CVaR s po-
¢tom historickych zdznamov 755.

medzeny vypocetnymi moznostami nasho pocitaca. ZlepSenie metédy vnitorného bodu
mozno dosiahnit dodatocnym nastavenim pozadovanej presnosti iterovanych krokov alebo
pozadovanej presnosti vysledku.

Metédou vnitorného bodu sme tiez hladali optimélne portfélio Markowitzovho mo-
delu. Napriek tomu, Ze sme museli doplnenim 2n premennych (n =pocet aktiv) upravit
ohranicenia transakénych nakladov na linedrne, proces optimalizécie bezi velmi rychlo. K
optimalizovaniu portfélia Markowitzovho modelu sme tiez skusili pouzit netédy popisane
v kapitole 3. Metéda vnutorného bodu vsak vo vSetkych pripadoch bola rychlejsia.

Stochastické optimaliza¢né algoritmy

Algoritmy opisané v casti 3 sme pouzili k optimalizovaniu neparametrickej miery rizika
VaR (4.11). Tato funkcia kazdému pripustnému portféliu x priradi hodnotu pri uvazova-
nej miere rizika na zaklade historickych dat, alebo generovanych scénarov. K ohodnoteniu
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funkcie v bode (portféliu) je potrebné k zrataniu rizika VaR usporiadat hodnoty vyno-
sov v scénaroch pre dané portfolio. Vzhladom na velké mnozstvo lokdlnych extrémov tejto
funkcie, potrebujeme v algoritmoch velké mnozstvo ohodnoteni ti¢elovej funkcie. Narocnost
tychto ohodnoteni preto podstatne spomaluje proces optimalizacie. K optimalizovaniu ta-
kejto funkcie v dnesnej dobe nie je zatial preferovand jedna konkrétna metdda, ale vhodné
su préave stochastické algoritmy. Je potrebné este raz zdoraznit, Ze hladanie minima tejto
funkcie s uvazovanymi dodato¢nymi ohrani¢eniami nie je jednoduché, ako sa na prvy po-
hlad moze zdat.

Pri testovani optimalizacnej procedury sme zistili, Ze nahradenim poziadavky mini-
malneho ocakdvaného vynosu aspon ji, na poziadavku presného ocakdvaného vynosu p,
(nahradenim rovnosti v ohraniceni 4.4), zlepsime optimaliza¢ny proces. Touto tipravou totiz
zmensime pripustnit mnozinu a s vic¢Sou pravdepodobnostou tak neuviazneme na lokalnom
minime. Z tohto dovodu v tejto procedure uvazujeme presny pozadovany ocakavany vy-
nos. Ako je v8ak na obrazku 4.3 vidiet, aj po tejto uprave sme dosiahli nespravne globélne
minima. Tu sme sa zameriali na jednotlivé numerické metddy.

Na zaklade charakteru a testoch Nelder-Meadovej metédy mozno povedat, Ze je ne-
vhodné k optimalizovaniu funkcie rizika VaR. Tato metéda nie je v pravom zmysle glo-
balny optimalizator. Pociato¢ny simplex je sice voleny ndhodne, ale nasledné iteracie vedu
v smere klesania funkcie a tak ¢asto uviazne v lokdlnom minime. Pri Specifickych problé-
moch dokéze najst globalne minimum, aj ked tcdelové funkcia obsahuje lokélne minima.
Pri minimalizacii VaR vsak skoro vzdy v nasej tlohe uviazla na lokdlnom minime, pricom
pouzitim ostatnych metdd sme dosiahli lepsich vysledkov.

Ako uz bolo povedané, vhodné je pouzif metédu diferencidlnych evolicii alebo simulo-
vané tavenie. Volbu internych parametrov vrameci tychto metéd (napriklad prechodni prav-
depodobnost, mutaény faktor) je dobré ponechat na automatickt volbu, ktorych vhodné
nastavenie prevedie softwér. Podstatny vplyv na optimaliza¢ny proces ma pocet jedincov
v generacii u metddy diferencidlnych evolicii a poc¢et ndhodne zvolenych pociato¢nych rie-
seni u metody simulovaného tavenia. V nasom priklade minimalizovania rizika VaR pre
portfélio 6smych aktiv sa metdda simulovaného tavenia ukéazala lepSia. Je rychlejsia ako
metoda diferencidlnych evolucii ktord je narocnéa na ohodnotenie tucelovej funkcie. U me-
tody simulovaného tavenia sme zvolili 100 ndhodnych pociatoénych rieseni a u metddy
diferencialnych evolicii 100 jedincov populécie. Obrazok 4.6 znazornuje tieto dosiahnuté
rieSenia.

Metédu diferencidlnych evolicii vSak nemozno vSeobecne podceriovat. Jej nevyhodou
v nasom pripade je néroc¢nost tcelovej funkcie na ohodnotenie. VSeobecne je robustnejsia
a ma tendenciu neuviaznit na lokdlnom minime. Ako sme uz spominali, DE algoritmus
mozno naprogramovat paralélne a tlohu optimalizovat na viacerych procesoroch. Tym
dosiahneme jej vyrazne zefektivnenie.

Venujme sa este jednej dolezitej skutocnosti pri minimalizovani neparametrickej miery
VaR. Ako sme uz vraveli, tato funkcia ma znacny pocet lokalnych extrémov. Toto moze
prispiet k tomu, Ze pri optimalizovani dostaneme relativne rozdielne portfélia vzhladom k
ziskanému minimu rizika VaR. Z tohto dévodu sme spustili optimaliza¢nti procedaru pri
rovnakych pozadovanych vynosoch 1,53182% na hladine o = 0.99 a len pri réznych hod-
notach nastavenia pseudogeneratora ndhodnych cisel (v systéme Mathematica nastavenie
RandomSeed). Tabulka 4.4 znédzornuje tieto dosiahnuté vysledky pouzitim metédy simu-
lovaného tavenia so 100 Startovacimi rieSeniami. Je vidiet, Ze zloZenie portfélia je citlivé
na dosiahnuté miniméa rizika VaR. V nasom pripade k tejto skutocnosti prispelo pouzi-
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Obrazek 4.6: Porovnanie metéod SA a DE pri minimalizovani neparametrickej miery 0,99-
VaR. Znak ,*¢ pre DE a 7 x” pre SA.

[RandomSeed | 0.99-VaR (%) | 21(%) | @2(%) | 2a(%) | 2a(%) | 2a(%) | @a(%) | #2(%) |
9.7554 2.43398 | 5.63682 | 4.68669 19.7655 | 21.5667 | 2.0701 43.8402
9.72992 2.70491 | 7.91697 | 4.31186 20.5627 | 19.001 1.15138 44.3512
9.76878 5.19702 | 8.58604 | 0.667996 | 22.4297 | 18.2722 | 0.552445 | 44.2945
9.72834 3.18432 | 7.99021 | 6.4625 20.5225 | 18.5125 | 0.282077 | 43.0459
9.75271 3.931 7.48411 | 4.69844 21.0341 | 19.1526 | 0.542052 | 43.1577

QY x| W N~

Tabulka 4.4: Percentudlne vahy dosiahnutych optiméalnych portfélii minimalizovnim ne-
parametrickej miery VaR pre rozne nastavenia generatora ndhodnych c¢isel RandomSeed.
Ocakévana miera vynosu je 1,53182%.

tie relativne malého poctu historickych zdznamov (204 mesacénych periéd). Je preto lepsie
pouzit ich vadsi pocet, alebo generovat dostatoény pocet scénarov. Neparametrickd miera
VaR sa pri ich vy$Som pocte ,vyhladuje“ a jej graf sa podoba grafu parametrickej miery
VaR, ktora je v pripade norméalnych rozdeleni konvexnou funkciu. So zvySenym poctom
scénarov (historickych zdznamov) vSak narasta obtiaznost ohodnotenia funkénej hodnoty
VaR. Niektori spravcovia portfélii preto pouzivaji neparametrick mieru CVaR, ktora je
konvexnou funkciou. A tiez preto, ze portfélio s nizkym rizikom CVaR, musi maf aj nizke
riziko VaR (vlastnost CVaR,(x) > VaR,(x)).
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Kapitola 5

Zaver

V tejto diplomovej praci sme sa venovali vybranym metédam matematického programo-
vania a optimalizacie. Zameriali sme sa na matematické modely v suvislosti s problémom
vyberu optimalneho portfélia. Pre kritérium optimality sme zvolili o¢akavany vynos a ri-
ziko v podobe mier smerodajnej odchylky, strednej absoltitnej odchylky a miery rizika VaR
a CVaR. K meraniu rizika sme pristupovali parametricky, alebo neparametricky pouzitim
historickych dat. Pouzili sme pritom matematické programy linedrneho, kvadratického a
vSeobecne nelinedrneho programovania. Oboznamili sme sa so zakladnou technikou na rie-
Senie linearnych tloh, simplexovou metédou a efektivnejSou numerickou metédou vnitor-
ného bodu pre linedrne programovanie. Modifikovanii metédu vnatorného bodu sme tiez
predstavili k rieseniu problému konvexného kvadratického programovania. Pre vSeobecne
nelinearne ulohy sme zvolili moderné stochastické optimalizacné algoritmy, venovali sme
sa Nelder-Meadovej metdde, simulovanému taveniu a metdde diferencialnych evolicii.

Markowitzov model s rizikom smerodajnej odchylky sme implementovali kvadratickym
programom a prakticky optimalizovali metédou vnitorného bodu. Model s mierou rizika
strednej absolitnej odchylky sme pomocou historickych dat previedli na linearny problém.
Podobne, model s rizikom CVaR v ohrani¢ni sme pomocou prezentovaného teoretického
aparatu linearizovali a efektivne riesili technikami pre linearne programovanie. Metdda
vnatorného bodu, sa hlavne pri vd¢Som pocte premennych ukazala efektivnejsia.

K miere rizika VaR sme zvolili neparametricky pristup. Tato miera, pocitana na za-
klade historickych dat (alebo scénarov) je nekonvexnou funkciou s mnozstvom lokéalnych
extrémov. Minimalizovali sme ju pouzitim stochastickych optimaliza¢nych metéd. Vhodna
sa ukazala metdda diferencialnych evolicii a simulovaného tavenia, pricom druhd meno-
vana dosiahla lepsich vysledkov pre portfélio 6smych aktiv. Ukézali sme tiez, ze dosiahnuté
portfélia pri minimalizovani neparametrickej miery VaR st citlivé na relativne malé zmeny
dosiahnutych hodnoét rizika VaR. Pozornost je preto potrebné venovat dodatoénému na-
staveniu pouzitych metdéd a poctu a spdsobu pouzitia historickych dat alebo scénarov.
Do problémov optimalnych portfélii sme tiez zahrnuli dodato¢né ohranicenia ako trans-
akéné naklady, ohranicenia hodnot a na prikladoch ukéazali ich vplyv na volbu optiméalneho
portfdlia.

Vsetky optimalizacné procediry na rieSenie popisanych modelov s moznostou imple-
mentacie realnych ohranic¢eni a dat, sme naprogramovali prostrednictvom systému Mathe-
matica a na prezentované priklady pouzili historické ceny akcii obsiahnutych v indexoch
Standrd and Poor’s.
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