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DIPLOMOVÁ PRÁCE
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citovaných pramen̊u. Souhlaśım se zap̊ujčováńım práce.
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2



Obsah

Motivace 5

1 Stochastický kalkulus 6
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5 Exotické opce 59
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jeme také citlivost portfolia na změnu r̊uzných faktor̊u a ukazujeme, jak můžeme
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Motivace

Přes svou krátkou historii jsou finančńı deriváty velmi obĺıbeným nástrojem ob-
chodńık̊u na finančńıch trźıch. Metody vedoućı k jejich správnému oceněńı jsou
však stále předmětem bádáńı mnoha matematik̊u a ekonomů. Pro některé z nich
zat́ım nebyl odvozen vhodný a dostatečně univerzálńı vzorec. Moderńı př́ıstupy
k oceňováńı derivát̊u využ́ıvaj́ı stochastického modelováńı, ve velké mı́̌re se u-
platňuje také výkonný software. Nav́ıc vývoj v oblasti finančńıch derivát̊u nadále
pokračuje a stále vznikaj́ı nové, zpravidla složitěǰśı nástroje,

Účastńıci finančńıch trh̊u čeĺı při své činnosti značné nejistotě. Vývoj téměř
žádné z veličin, se kterými při obchodováńı přicházej́ı do styku, neńı možné
spolehlivě určit pouze na základě historických znalost́ı. Proto abychom mohli
stanovit hodnotu finančńıho derivátu, muśıme umět správně odhadnout budoućı
cenu podkladového aktiva. S využit́ım teorie stochastického kalkulu poṕı̌seme
model pro vývoj ceny akcie ve spojitém čase. Ukážeme také, jak lze tento model
využ́ıt pro odhad budoućıho směnného kurzu pro finančńı deriváty na ciźı měny.
Kromě osvědčené literatury budeme vycházet také z přednášek konaných na mate-
maticko-fyzikálńı fakultě Univerzity Karlovy, předevš́ım pak z přednášky Stocha-
stické finančńı modely a Stochastická analýza.

Daľśı krok představuje metoda konstrukce portfolíı, která replikuj́ı výplatu de-
rivát̊u s r̊uznými výplatńımi funkcemi a za jistých předpoklad̊u umožňuj́ı sestro-
jeńı explicitńıho vzorce pro jejich ohodnoceńı. Naše závěry budeme demonstrovat
na př́ıkladu evropských općı a forwardu.

Původně byly finančńı deriváty konstruovány za účelem redukce rizik, jež s se-
bou přináš́ı obchodováńı na finančńıch trźıch. Budeme se proto věnovat analýze
citlivosti hodnoty portfolia na r̊uzné faktory a ukážeme, jakým zp̊usobem lze de-
rivát̊u využ́ıt při zajǐst’ováńı.

Náš postup bude dostatečně obecný, abychom jej mohli použ́ıt i pro oceňováńı
některých zaj́ımavěǰśıch derivát̊u. Na amerických općıch ukážeme, jak určit, zda
je pro obchodńıka výhodná předčasná realizace kontraktu. Poṕı̌seme také některé
z exotických općı, jejichž výplatńı funkce je komplikovaněǰśı než v př́ıpadě tradič-
ńıch evropských općı.

Ve výpočetńım systému Mathematica pak demonstrujeme některá tvrzeńı,
využijeme jej pro odvozeńı matematických vzorc̊u a v neposledńı řadě aplikujeme
vyloženou teorii na numerických př́ıkladech.
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Kapitola 1

Stochastický kalkulus

V této kapitole vybudujeme potřebnou teorii stochastického kalkulu, která nacháźı
uplatněńı v moderńıch př́ıstupech k modelováńı ceny akcie, měnových kurz̊u
i vývoje úrokových měr. Nejprve připomeneme značeńı a základńı definice, poté
zavedeme Wiener̊uv proces pro účely konstrukce stochastického integrálu a u-
kážeme některé jeho d̊uležité vlastnosti. Na závěr kapitoly se budeme věnovat
stochastickým diferenciál̊um a stochastickým diferenciálńım rovnićım, z nichž jsou
některé modely odvozeny.

1.1 Wiener̊uv proces

Při našich úvahách budeme pracovat na úplném pravděpodobnostńım prostoru
(Ω,F ,P) a časovém intervalu T = [0, T ], T ∈ R+. Budeme-li dále v textu
zmiňovat časové okamžiky, mysĺıme t́ım prvky intervalu T . Uved’me nejdř́ıve
několik základńıch pojmů.

Stochastickým procesem na intervalu T budeme nazývat soubor náhodných
veličin

X = (X(t), t ∈ T ) , X(t) : Ω→ R.

Budeme také značit X = (X(t), t ≥ 0) = (Xt, t ≥ 0), pokud T = R+. Pro
obecněǰśı úvahy použijeme d-rozměrný stochastický proces X =

(
X1, . . . , Xd

)
s hodnotami v Rd, kde X i jsou stochastické procesy, i = 1, . . . , d. Budeme jej
značit zdvojeným ṕısmem.

Ř́ıkáme, že náhodné procesy X a Y jsou stochasticky ekvivalentńı, jestliže pro
všechna t ∈ T plat́ı P (X(t) = Y(t)) = 1, ř́ıkáme také, že Y je modifikaćı nebo
verźı X. Procesy X a Y jsou identické skoro všude vzhledem k mı́̌re P ⊗ λ na
(Ω× T ,F ⊗ B(T )), pokud existuje množina M ∈ F ⊗ B(T ), (P ⊗ λ)(M) = 0
a X(ω, t) = Y(ω, t) pro všechny dvojice (ω, t) ∈ (Ω × T )\M . Procesy X a Y
jsou nerozlǐsitelné, jetliže maj́ı skoro jistě shodné trajektorie, tj. existuje množina
N ∈ F taková, že P (N) = 0 a X(ω, t) = Y(ω, t) pro všechna ω ∈ Ω\N a všechna

6



t ∈ T . Procesy (Xi)i∈I jsou vzájemně nezávislé, jestliže jsou vzájemně nezávislé
σ-algebry σ (Xi(t) : t ∈ T ), i ∈ I.

Jestliže pro všechny časové okamžiky 0 ≤ t0 < . . . < tn < ∞, n ∈ N,
plat́ı L (X (t1) , . . . ,X (tn)) = L (Y (t1) , . . . ,Y (tn)), pak ř́ıkáme, že procesy X
a Y maj́ı stejná konečně-rozměrná rozděleńı. Proces X nazveme gaussovským,
jestliže všechna jeho konečně-rozměrná rozděleńı jsou (mnohorozměrná) normálńı.
Funkci K(s, t) = cov (X(s),X(t)) nazveme kovariančńı funkćı procesu X. Jestliže
E (X(t)) = 0, nazveme proces X centrovaným.

Proces je spojitý, rostoućı atd., jestliže každá jeho trajektorie má stejnou vlast-
nost (je spojitá, rostoućı atd.). V souvislosti se zavedeným názvoslov́ım budeme
ř́ıkat, že proces je skoro jistě spojitý, skoro jistě rostoućı atd., jestliže stejná vlast-
nost plat́ı pro jeho trajektorie až na množinu nulovou vzhledem k mı́̌re P.

Investor má k dispozici pouze historická a současná data o vývoji na trźıch, na
jejichž základě přij́ımá svá rozhodnut́ı. Pro popis struktury dostupných informaćı
a jejich dynamiku zavedeme pojem filtrace, kterou rozumı́me neklesaj́ıćı systém
σ-algeber F = (Ft)t∈T s vlastnost́ı Fs ⊆ Ft ⊂ F pro s, t ∈ T , s ≤ t, a označ́ıme
F∞ = σ

(⋃
t∈T Ft

)
. Jestliže má proces X hodnoty v nějakém metrickém podpros-

toru prostoru (Ω,F), označ́ıme FXt := σ (X(s), s ≤ t) a FX∞ := σ (X(t), t ≥ 0).
Filtraci FXt budeme nazývat kanonickou filtraćı procesu X. Ř́ıkáme, že stocha-
stický procesX je adaptován na filtraci F , pokud pro všechna t ≥ 0 plat́ı FXt ⊂ Ft.
Tato podmı́nka je splněna, jestliže je X(t) náhodnou veličinou měřitelnou vzhle-
dem k σ-algebře Ft pro každé t ≥ 0.

Nejprve definujeme obecněǰśı proces Brownova pohybu. Ten narozd́ıl od Wie-
nerova procesu neńı vázán na konkrétńı filtraci.

Definice 1.1. Standardizovaný d-rozměrný proces Brownova pohybu je proces B,
který splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

(BM1) B(t) je spojitý v t skoro jistě,

(BM2) pro libovolnou volbu časových okamžik̊u 0 ≤ t0 < . . . < tn jsou
př́ır̊ustky B (t1)− B (t0) , . . . ,B (tn)− B (tn−1) nezávislé,

(BM3) pro libovolnou volbu časových okamžik̊u 0 ≤ s ≤ t má př́ır̊ustek
B(t) − B(s) normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a kova-
riančńı matićı (t− s)I, kde I je jednotková matice d× d,

(BM4) B(0) = 0 skoro jistě.

Jak bude zřejmé později z vlastnost́ı Brownova pohybu, je podmı́nka (BM4) pouze
doplňuj́ıćı. V některých zdroj́ıch neńı uváděna.

Obrázek 1.1 ilustruje tři simulace Brownova pohybu. Jedná se pouze o apro-
ximaci, nebot’ tento proces má být podle podmı́nky (BM1) spojitý (zat́ımco na
obrázku jsou generovány jednotlivé body a ty jsou poté spojeny úsečkou). Ani
v praxi finančńıho modelováńı se však zpravidla nesetkáme se spojitým procesem,
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např. akciový kurz představuje po částech konstantńı funkci, která své hodnoty
měńı skokově.

Proces Brownova pohybuB lze zkonstruovat z náhodné procházky {Sn, n ≥ 1},
Sn =

∑n
i=1 Xi, kde Xi, i = 1, . . . , n jsou vzájemně nezávislé stejně rozdělené

náhodné veličiny, pro které p := P (Xi = 1) = P (Xi = −1) = 1
2
. Označ́ıme-li

Zn(t) = 1√
n
Sbntc, kde bxc znač́ı celou část č́ısla x, plat́ı Zn

d→ B pro n→∞, tedy

pro všechna t1, t2, . . . , tk ∈ T a pro všechna F1, F2, . . . , Fk ∈ B(R) je

P (Zn (ti) ∈ Fi, i = 1, . . . , k)→ P (B (ti) ∈ Fi, i = 1, . . . , k) n→∞.

Abychom ukázali platnost konvergence, zkoumejme tvar charakteristické funkce
veličiny Zn(t). Využijeme přitom nezávislosti veličin Xi, i = 1, . . . , n a Taylorova
rozvoje exponenciálńı funkce.

E exp {iτZn(t)} = E exp

 iτ√
n

bntc∑
i=1

Xi

 =

=

(
p exp

{
iτ√
n

}
+ (1− p) exp

{
−iτ√
n

})bntc
=

=

[
1

2

(
1 +

iτ√
n
− τ 2

2n
+ o

(
n−3/2

))
+

1

2

(
1− iτ√

n
− τ 2

2n
+ o

(
n−3/2

))]bntc
=

=

(
1− τ 2

2n
+ o

(
n−3/2

))bntc
→ exp

{
−1

2
τ 2t

}
n→∞,

což je charakteristická funkce normálńıho rozděleńı N(0, t) odpov́ıdaj́ıćı př́ır̊ustku
Brownova pohybu B(t) = B(t)−B(0).

Tvrzeńı 1.2 (Zákon iterovaného logaritmu). Necht’ B je standardizovaný proces
Brownova pohybu. Potom

lim sup
t→∞

B(t)√
2t ln ln t

= 1 lim inf
t→∞

B(t)√
2t ln ln t

= −1

skoro jistě.

D̊ukaz. Důkaz je uveden v [6], věta 2.9.23.

Ze zákona iterovaného logaritmu vyplývá, že pro 0 ≤ a < 1 < b nabývá proces
pro všechna dostatečně velká t hodnot B(t) < b

√
2t ln ln t, zat́ımco pro každé s ≥ 0

existuje t > s takové, že B(t) > a
√

2t ln ln t. Hranice ±
√

2t ln ln t jsou zaneseny
v grafu na obrázku 1.1.
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Obrázek 1.1. Simulace standardizovaného Brownova pohybu

Tvrzeńı 1.3 (Zákon velkých č́ısel pro Brown̊uv pohyb). Necht’ B je standardizo-
vaný proces Brownova pohybu. Pak

B(t)

t
→ 0

skoro jistě pro t→∞.

D̊ukaz. Pro d̊ukaz využijeme zákona iterovaného logaritmu:
√

2t ln ln t

t
→ 0 t→∞

Podle tvrzeńı 1.2 můžeme psát

lim sup
t→∞

B(t)

t
= lim sup

t→∞

B(t)√
2t ln ln t

√
2t ln ln t

t
= 0

Nav́ıc lze snadno ověřit, že −B je také proces Brownova pohybu a tedy

lim inf
t→∞

B(t)

t
= − lim sup

t→∞

−B(t)

t
= 0

Pro daľśı aplikace je vhodné uvést, jak proces Brownova pohybu reaguje na
některé transformace.
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Tvrzeńı 1.4. Následuj́ıćı transformace Brownova pohybu B jsou opět Brownovým
pohybem:

1. B̃(t) := cB (t/c2) , c ∈ R\{0} (změna měř́ıtka),

2. B̃(t) := tB(1/t), t > 0, B̃(0) := 0 (inverze času),

3. B̃(t) := {B(t+ s) : t ≥ 0}, s ∈ R+ (časová homogenita).

D̊ukaz. Důkaz tvrzeńı je převzat z [11], str. 8, tvrzeńı 1.6. Spoč́ıvá v ověřeńı
vlastnost́ı Brownova pohybu. Pro všechny zmı́něné transformace prob́ıhá obdobně,
proto jej provedeme pouze pro druhou z nich. Pro t > 0 je B̃ zřejmě spojitý proces.
Podle tvrzeńı 1.3 plat́ı

B̃(t) =
B(1/t)

1/t
→ 0 = B̃(0)

skoro jistě pro t→ 0 a proces B̃ je tedy spojitý také pro t = 0.
Dále pro 0 < s < t rozeṕı̌seme př́ır̊ustek

B̃(t)− B̃(s) = tB(1/t)− sB(1/s) = −s(B(1/s)−B(1/t)) + (t− s)B(1/t)

Z vlastnost́ı procesu B vyplývá, že

E
(
B̃(t)− B̃(s)

)
= 0

var
(
B̃(t)− B̃(s)

)
= (−s)2(1/s− 1/t) + (t− s)2(1/t) = t− s

Vzhledem k normálńımu rozděleńı př́ır̊ustk̊u procesu B určuj́ı tyto dva parametry
normálńı rozděleńı př́ır̊ustk̊u procesu B̃. Protože také B̃(t) má normálńı rozděleńı
s nulovou středńı hodnotou a rozptylem t2(1/t) = t, plat́ı stejný závěr i pro s = 0.
Necht’ 0 ≤ s ≤ t ≤ u. Potom

u− s = var
(
B̃(u)− B̃(s)

)
=

= var
(
B̃(u)− B̃(t)

)
+ var

(
B̃(t)− B̃(s)

)
+2 cov

(
B̃(u)− B̃(t), B̃(t)− B̃(s)

)
=

= u− t+ t− s+ 2 cov
(
B̃(u)− B̃(t), B̃(t)− B̃(s)

)
= u− s+ 2 cov

(
B̃(u)− B̃(t), B̃(t)− B̃(s)

)
z čehož plyne, že

cov
(
B̃(u)− B̃(t), B̃(t)− B̃(s)

)
= 0,

tud́ıž proces B̃ má nezávislé př́ır̊ustky.
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Obdobně bychom ukázali, že jsou nezávislé i přir̊ustky na dvou časových in-
tervalech, které na sebe bezprostředně nenavazuj́ı. Posledńı podmı́nka B̃(0) = 0

je splněna podle definice a proces B̃ je procesem Brownova pohybu.

Tvrzeńı 1.5. Pro proces Brownova pohybu B plat́ı

P

(
sup
t≥0

B(t) = +∞
)

= P

(
inf
t≥0

B(t) = −∞
)

= 1.

D̊ukaz. Pro libovolné a > 0 plat́ı

P

(
sup
t≥0

B(t) > a

)
= P

(
sup
t≥0

cB(t/c2) > a

)
= P

(
sup
s≥0

B(s) > a/c

)
.

Pravděpodobnost nezáviśı na a a proto má každá trajektorie supremum rovno
nule nebo ∞. Př́ıpad supt≥0B(t) = 0 nastává pouze tehdy, když

B(1) ≤ 0, sup
t≥0

(B(t)−B(1)) = 0.

Pokud ovšem definujeme B̃(t) = B(1+t)−B(1), maj́ı B̃(t) a B(t) stejná rozděleńı
a vzhledem k nezávislosti př́ır̊ustk̊u procesu B plat́ı

p = P
(
supt≥0B(t) = 0

)
=

= P
(
B(1) ≤ 0, supt≥0 (B(t)−B(1)) = 0

)
=

= P (B(1) ≤ 0) P
(

supt≥0 B̃(t) = 0
)

=

= 1
2
p

a tedy p = 0. Obdobně se ukáže, že P (inft≥0B(t) = −∞) = 1.

Důsledkem právě dokázaného tvrzeńı je, že proces Brownova pohybu osciluje
mezi kladnými a zápornými hodnotami, a to i na malých intervalech. Speciálně
neńı tento proces diferencovatelný (d̊ukaz např. v [4], str. 25, tvrzeńı 2.9).

Proces Brownova pohybu s sebou nese některá omezeńı, kv̊uli kterým neńı
použitelný pro finančńı modelováńı. Na př́ıklad proces vývoje ceny akcie nezač́ıná
v nule, jeho př́ır̊ustky nemı́vaj́ı nulovou hodnotu ani jednotkový rozptyl pro každý
jednotkový interval a ceny dvou akcíı nejsou nekorelované. Př́ır̊ustky Brownova
pohybu nav́ıc maj́ı normálńı rozděleńı a tud́ıž existuje kladná pravděpodobnost, že
proces bude nabývat záporných hodnot. Pokusme se nyńı tato omezeńı eliminovat
zobecněńım některých podmı́nek v definici Brownova pohybu a zavedeńım jeho
exponenciálńı transformace.
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Definice 1.6. Zobecněný d-rozměrný proces Brownova pohybu je d-rozměrný
proces B, který splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

(GBM1) B(t) je spojitý v t skoro jistě,

(GBM2) pro libovolné časové okamžiky 0 ≤ t0 < . . . < tn jsou př́ır̊ustky
B (t1)− B (t0) , . . . ,B (tn)− B (tn−1) nezávislé,

(GBM3) pro libovolné časové okamžiky 0 ≤ s < t existuj́ı jednoznačně určená
d-rozměrná čtvercová matice Σ a d-rozměrný vektor µ takový, že
př́ır̊ustek B(t) − B(s) má normálńı rozděleńı se středńı hodnotou
(t− s)µ a kovariančńı matićı (t− s)Σ.

Zobecněný proces Brownova pohybu můžeme zkonstruovat z procesu standar-
dizovaného. Necht’ σ je (n×d)-dimenzionálńı matice, B0 a µ jsou n-dimenzionálńı
vektory, potom

B(t) = B0 + tµ+ σB(t)

je n-dimenzionálńı zobecněný proces Brownova pohybu s počátečńı hodnotou
B(0) = B0, středńı hodnotou př́ır̊ustk̊u µ a kovariančńı matićı př́ır̊ustk̊u Σ = σσT .

Vzhledem k normalitě př́ır̊ustk̊u Brownova pohybu existuje kladná pravděpo-
dobnost, že hodnota procesu bude záporná. Proto zavedeme jeho exponenciálńı
transformaci.

Definice 1.7. Mějme B jednorozměrný zobecněný proces Brownova pohybu. Pro-
ces S ve tvaru S = eB nazveme geometrickým Brownovým pohybem.

Pro úplnost ještě dodejme, že geometrický Brown̊uv pohyb B je markovský
proces s vlastnost́ı

P (S(t+ h) ∈ A|S(t)) = P (S(t+ h) ∈ A|S(u), u ≤ t) A ∈ F ,

nebot’ Brown̊uv pohyb má nezávislé př́ır̊ustky.

Př́ıklad 1.8. Geometrický Brown̊uv pohyb nacháźı uplatněńı při modelováńı ceny
akcie, potažmo hodnoty finančńı opce na akcii. V Black-Scholesově modelu, který
představ́ıme později, je cena akcie interpretována s využit́ım Brownova pohybu B
jako

S(t) = S(0) exp {µt+ σB(t)} ,
kde S(0) > 0, µ a σ > 0 jsou konstanty. Zřejmě

lnS(t) = lnS(0) + µt+ σB(t)

je zobecněný proces Brownova pohybu.

Definice 1.9. (Standardizovaným) d-rozměrným Wienerovým procesem vzhle-
dem k filtraci F = (Ft) nazveme d-rozměrný náhodný proces W na intervalu
[0,∞), který splňuje následuj́ıćı podmı́nky:
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(W1) W je spojitý,

(W2) W je adaptován na filtraci F ,

(W3) pro s, t ∈ [0,∞), 0 ≤ s ≤ t je př́ır̊ustek Wt−Ws nezávislý na Fs a má
normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a korariančńı matićı
(t− s)I, kde I je d-rozměrná jednotková matice,

(W4) W0 = 0 skoro jistě.

Podmı́nka (W4) v předchoźı definici je opět pouze doplňuj́ıćı.

Tvrzeńı 1.10. Wiener̊uv proces je centrovaný gaussovský proces s kovariančńı
funkćı K(s, t) = min(s, t) = s ∧ t.

D̊ukaz. Pro Wiener̊uv proces W plat́ı

EWt = EW0 + E (Wt −W0) = 0,

nebot’ jeho př́ır̊ustky jsou vzájemně nezávislé a maj́ı standardizované normálńı
rozděleńı. Dále pro s < t plat́ı

cov (Ws,Wt) = EWsWt = E
(
Ws (Wt −Ws) +W 2

s

)
= s = s ∧ t

Necht’ t1 < t2 < . . . < tn, nW = (Wt1 , . . . ,Wtn). Označ́ıme

nW̃ =
(
Wt1 ,Wt2 −Wt1 , . . . ,Wtn −Wtn−1

)
.

Pak nW̃ má n-rozměrné normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a kovari-
ančńı matićı

T =


t1 0 . . . 0
0 t2 − t1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . tn − tn−1


Protože lze rozepsat

Wt1 = Wt1

Wt2 = Wt2 −Wt1 +Wt1

Wt3 = Wt3 −Wt2 +Wt2 −Wt1 +Wt1

atd.,

můžeme psát nW = AnW̃ , kde

A =


1 0 . . . 0
1 1 . . . 0
...

...
. . .

...
1 1 . . . 1
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Označ́ıme-li Σ = ATAT , dostáváme

Σ =


t1 t1 ∧ t2 . . . t1 ∧ tn

t1 ∧ t2 t2 . . . t2 ∧ tn
...

...
. . .

...
t1 ∧ tn t2 ∧ tn . . . tn


a nW má rozděleńı Nn(0,Σ).

Necht’ W je Wiener̊uv proces vzhledem k filtraci F = (Ft) a G = (Gt) je filtrace
taková, že Ft ⊂ Gt pro všechna t. Jestliže pro 0 ≤ s ≤ t jsou př́ır̊ustky Wt −Ws

nezávislé na Gs, pak W je také Wiener̊uv proces vzhledem k G. Následuj́ıćı tvrzeńı
ukazuje, jak Wiener̊uv proces souviśı s procesem Brownova pohybu.

Tvrzeńı 1.11. Proces W je Wiener̊uv proces vzhledem k filtraci F , právě když

• W je standardizovaný proces Brownova pohybu,

• W je adaptován na F ,

• Wt −Ws nezáviśı na Fs, pokud 0 ≤ s ≤ t.

D̊ukaz. Necht’ W je Wiener̊uv proces vzhledem k F . Jestliže 0 ≤ t0 < . . . < tn,
jsou př́ır̊ustky Wt1−Wt0 , . . . ,Wtn−Wtn−1 nezávislé, nebot’ pro 0 ≤ i < j < n jsou
př́ır̊ustky Wtj+1

−Wtj nezávislé na Ftj a tud́ıž nezávislé na př́ır̊ustku Wti+1
−Wti .

Opačná implikace vyplývá př́ımo z definic.

Definice 1.12. Stochastický proces M = M(t), t ∈ T je martingal vzhledem
k filtraci F = Ft, jestlǐze splňuje tyto podmı́nky:

(M1) je adaptovaný na F ,

(M2) E [|M(t)|] <∞, t ≥ 0,

(M3) pro skoro všechna s, t ∈ T , s ≤ t plat́ı E
[
M(t)|FMs

]
= M(s).

Pojem martingalu v našem kontextu dobře interpretuje skutečnost, že budoućı
hodnoty vývoje cen na finančńım trhu neńı možné určit na základě znalosti his-
torických dat. Jak již bylo řečeno dř́ıve, budeme při modelováńı budoućıho vývoje
cen akcie (měnových kurz̊u, úrokových měr atd.) využ́ıvat Wienerova procesu.

Př́ıklad 1.13. Necht’ W je Wiener̊uv proces a F = (Ft) filtrace generovaná t́ımto
procesem. Pak následuj́ıćı procesy jsou martingaly:

1. Zt = {Wt, t ≥ 0},

2. Zt = {W 2
t − t, t ≥ 0},
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3. Zt =
{

exp
(
λWt − 1

2
λ2t
)
, t ≥ 0

}
, λ ∈ R (tzv. Wald̊uv martingal).

Postup ověřeńı je u všech výše zmı́něných proces̊u obdobný. Využ́ıvá nezávislosti
a normálńıho rozděleńı př́ır̊ustk̊u Wienerova procesu. Ověřeńı ilustrujeme na Wal-
dově martingalu. Pro 0 ≤ s ≤ t rozeṕı̌seme

E [Zt|Fs] = E
[
exp

{
λ (Wt −Ws +Ws)− 1

2
λ2(t− s+ s)

}
|Fs
]

=

= E
[
Zs exp

{
λ (Wt −Ws)− 1

2
λ2(t− s)

}
|Fs
]

=

= Zs E
[
exp

{
λ (Wt −Ws)− 1

2
λ2(t− s)

}]
=

= Zs exp
{

1
2
λ2 var (Wt −Ws)− 1

2
λ2(t− s)

}
=

= Zs. 4

Podobně jako u Brownova pohybu můžeme zavést zobecněný Wiener̊uv proces
úpravou některých podmı́nek v definici.

Definice 1.14. Zobecněným d-rozměrným Wienerovým procesem vzhledem k fil-
traci F = (Ft) nazveme d-rozměrný proces W na intervalu [0,∞), který splňuje
následuj́ıćı podmı́nky:

(GW1) W je spojitý,

(GW2) W je adaptován na filtraci F ,

(GW3) pro 0 ≤ s ≤ t je př́ır̊ustek Wt −Ws nezávislý na Fs a má normálńı
rozděleńı se středńı hodnotou (t− s)µ a korariančńı matićı (t− s)Σ,
kde µ je d-rozměrný vektor a Σ d-rozměrná čtvercová matice, vektor
µ a matice Σ jsou určeny jednoznačně.

Při sestrojováńı zobecněného Wienerova procesu můžeme použ́ıt stejný postup
jako v př́ıpadě Brownova pohybu, tedy lineárńı transformaci a přidáńı lineárńı
trendové složky. Přesto jsou středńı hodnoty, rozptyly a kovariance př́ır̊ustk̊u pro-
cesu nenáhodné a konstantńı v čase. Tato vlastnost je v jistých situaćıch poněkud
omezuj́ıćı.

Nyńı již máme dobrou představu o Wienerově procesu a můžeme učinit daľśı
krok ke zobecněńı teorie stochastických proces̊u, který spoč́ıvá v sestrojeńı stocha-
stického integrálu.

1.2 Stochastický integrál

Stochastický integrál je nástroj, který nab́ıźı větš́ı flexibilitu pro finančńı mode-
lováńı než Wiener̊uv proces. Nejprve zavedeme pojem kvadratické variace, která
nám pomůže posoudit, zda je některý proces pro konstrukci stochastického in-
tegrálu vhodný.
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Připomeňme pro daľśı úvahy předpoklad, že prostor (Ω,F , P ) je úplný (tzn.
pro každou cauchyovskou posloupnost na tomto prostoru existuje v (Ω,F , P ) jej́ı
limita) a že filtrace F = (Ft) je P -úplná (tj. obsahuje všechny množiny nulové
vzhledem k mı́̌re P ). T́ım je mimo jiné zaručeno, že každá verze procesu adapto-
vaného na F je také adaptovaná na F .

Definice 1.15. Necht’ X = {X(t), t ∈ T } je stochastický proces. (Totálńı) variaci
procesu X definujeme pro t ∈ T jako

VX(t) = sup
∆

n(∆)∑
i=1

|X (ti)−X (ti−1)| ,

kde ∆ =
{
t0 = 0 < t1 < . . . < tn(∆)

}
je děleńı intervalu [0, t]. Jestlǐze X splňuje

podmı́nky

• VX(t)(ω) < +∞ pro všechna t skoro jistě,

• X je zprava spojitý a existuj́ı limity zleva (tj. pro všechna t ≥ 0 plat́ı
limh→0X(t+ h) = X(t) a existuje limh→0X(t− h),

• X je adaptován na Ft,

pak ř́ıkáme, že X má konečnou variaci.

Stochastický integrál vzhledem k náhodnému procesu s konečnou variaćı je
možné zavést stejným zp̊usobem jako Lebesgue-Stieltjes̊uv integrál, tedy má-li
proces X konečnou variaci, existuj́ı rostoućı zprava spojité procesy X+ a X−

takové, že X = X+ − X− skoro jistě, a Stochastický integrál můžeme definovat
jako ∫ t

0

H(u) dX(u) =

∫ t

0

H(u) dX+(u)−
∫ t

0

H(u) dX−(u),

pro nějaký proces H měřitelný vzhledem k F , přičemž oba integrály na pravé
straně jsou Lebesgue-Stieltjesovy. Poznamenejme ještě, že takovýto stochastický
integrál má také konečnou variaci.

Jak jsme poznali dř́ıve, mohou být finančńı trhy dobře popsány procesy, které
jsou martingaly. Jediné spojité martingaly s konečnou variaćı jsou však skoro
jistě konstantńı (d̊ukaz např. v [4], str. 51, věta 3.62). Pokud chceme sestrojit
stochastický integrál vzhledem k nějakému martingalu, muśıme tedy postupovat
obezřetněji.

Definice 1.16. Označme ∆n(t) posloupnost děleńı intervalu [0, t], t ∈ T , kde
|∆n(t)| → 0 pro n→∞, a

S2
∆n(t) =

∑
∆n(t)

(X (tk)−X (tk−1))2 .
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Existuje-li stochastický proces 〈X〉 = 〈X(t), t ∈ T 〉 takový, že plat́ı

l.i.m.
n→∞

S2
∆n(t) = 〈X〉,

ř́ıkáme, že proces X má kvadratickou variaci 〈X〉.

Pro úplnost dodejme, že symbolem l.i.m. znač́ıme stejně jako v [9] konvergenci
podle (kvadratického) středu a plat́ı l.i.m.

n→∞
nX = X, jestliže

lim
n→∞

E (nX −X)2 = 0.

Př́ıklad 1.17. Wiener̊uv proces W má kvadratickou variaci 〈W 〉t = t, jeho vari-
ace je nekonečná.

Bez újmy na obecnosti rozdělme interval [0, t] na n stejně dlouhých podinterval̊u.
Pak tk − tk−1 = t/n a př́ır̊ustky Wtk − Wtk−1

jsou vzájemně nezávislé náhodné
veličiny s normálńım rozděleńım N(0, t/n), k = 1, . . . , n a

ES2
∆n(t) =

n∑
k=1

E
(
Wtk −Wtk−1

)2
= n

t

n
= t.

Dále je

var
(
S2

∆n(t)

)
= E

(
n∑
k=1

(
(Wtk −Wtk−1

)2 − t

n

))2

=

=
n∑
k=1

E

(
(Wtk −Wtk−1

)2 − t

n

)2

=
n∑
k=1

(
E (Wtk −Wtk−1

)4 −
(
t

n

)2
)

=

= n

(
3

(
t

n

)2

−
(
t

n

)2
)

=
2t2

n

vzhledem k vlastnostem moment̊u normálńıho rozděleńı, proto

lim
n→∞

E
(
S2

∆n(t) − t
)2

= 0.

Protože plat́ı

n∑
k=1

(
Wtk −Wtk−1

)2 ≤ max
k

∣∣Wtk −Wtk−1

∣∣ · n∑
k=1

∣∣Wtk −Wtk−1

∣∣
a prvńı činitel na pravé straně konverguje skoro jistě k nule, muśı druhý činitel
r̊ust nade všechny meze a Wiener̊uv proces má tedy nekonečnou variaci. 4

Tvrzeńı 1.18. Necht’ M je spojitý martingal. Pak jeho kvadratická variace 〈M〉
je skoro jistě konečná, spojitá a rostoućı.
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D̊ukaz. Tvrzeńı je dokázáno např. v [4], str.52, věta 3.66.

V př́ıkladu 1.13 jsme viděli, že je-li W Wiener̊uv proces, je {W 2
t − t, t ≥ 0}

martingal. Definici kvadratické variace můžeme uvést v alternativńım tvaru: je-li
M spojitý kvadraticky integrovatelný martingal (tj. supt≥0 E

(
|Mt|2

)
<∞), pak

kvadratická variace 〈M〉 procesu M je jednoznačně určený rostoućı spojitý proces
takový, že M2 − 〈M〉 je martingal. Bĺıže se této problematice věnuje [2], kapitola
1.6.

Stochastický integrál sestroj́ıme obvyklým postupem z teorie mı́ry: začneme
př́ıpadem, kdy integrandem je jednoduchý náhodný proces, a rozš́ı̌ŕıme jej na
stochastický integrál pro obecné procesy (až na některé omezuj́ıćı podmı́nky nutné
pro existenci integrálu). Nebude-li uvedeno jinak, budeme ṕısmenem W značit
Wiener̊uv proces. Pojem neanticipativńı proces vzhledem k filtraci F = {Ft, t ≥ 0}
znač́ı náhodný proces Φ = {Φt, t ≥ 0}, který je Ft-měřitelný, tedy jehož hodnota
v čase t ≥ 0 je určena pouze jevy, které nastaly do času t.

Náhodný proces Φ na intervalu [0, t] je jednoduchý proces, existuje-li děleńı
0 = t0 < t1 < . . . < tn = t intervalu [0, t] a náhodné veličiny ϕ, ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn−1,
ϕ ∈ F0 a ϕi ∈ Fti pro i = 0, 1, . . . , n− 1 takové, že Φ lze zapsat ve tvaru

Φ = ϕ1{0} +
n−1∑
i=0

ϕi 1(ti,ti+1], (1.1)

to znamená, že proces je po částech konstantńı na deterministicky určených in-
tervalech, Φ(0) = ϕ a Φ(t) = ϕi pro t ∈ (ti, ti+1]. Snadno nahlédneme, že jsou-li Φ
a Ψ jednoduché procesy a c konstanta, jsou také cΦ a Φ + Ψ jednoduché procesy.

Stochastický integrál pro jednoduchý proces Φ vzhledem k Wienerově procesu
W definujeme jako náhodnou veličinu

It =

∫ t

0

Φs dWs =
n−1∑
i=0

ϕi
(
Wti+1

−Wti

)
, (1.2)

tedy jako vážený pr̊uměr př́ır̊ustk̊u Wienerova procesu. Vyjádřeńı procesu Φ neńı
jednoznačné, můžeme volit jiné děleńı intervalu [0, t]. Je však zřejmé, že odpov́ı-
daj́ıćı stochastické integrály (1.2) jsou identické.

Př́ıklad 1.19. Volme Φ deterministickou jednoduchou funkci s nenáhodnými koe-
ficienty ϕi. Stochastický integrál It =

∫ t
0

Φs dWs je náhodná veličina s normálńım
rozděleńım s nulovou středńı hodnotou a rozptylem

n−1∑
i=0

ϕ2
i (ti+1 − ti) . 4
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Tvrzeńı 1.20 (Vlastnosti stochastického integrálu I).

1. Pro jednoduchý proces Φ plat́ı

E

[∫ t

0

ΦsdWs

]
= 0.

2. Necht’ Φ, Ψ jsou jednoduché procesy a c, d č́ısla. Potom

c

∫ t

0

Φs dWs + d

∫ t

0

Ψs dWs =

∫ t

0

(cΦs + dΨs) dWs.

3. Jsou-li Φ ∈ L1, Ψ ∈ L1 jednoduché procesy, tj. pro všechna t ∈ T je∫ t
0
|Φs| ds <∞ a

∫ t
0
|Ψs| ds <∞, potom

E

[(∫ t

0

Φs dWs

)(∫ t

0

Ψs dWs

)]
= E

[∫ t

0

ΦsΨs ds

]
.

Je-li nav́ıc Φ ∈ L2, tj. pro všechna t ∈ T je
∫ t

0
|Φs|2ds < ∞, dostaneme

speciálně

var

[∫ t

0

ΦsdWs

]
= E

[(∫ t

0

Φs dWs

)2
]

= E

[∫ t

0

Φ2
s ds

]
.

Rovnost v bodech 1. až 3. plat́ı skoro jistě.

D̊ukaz. Uvedené vlastnosti plynou př́ımo z definice stochastického integrálu pro
jednoduchý proces a z vlastnost́ı Wienerova procesu.

Nyńı zavedeme stochastický integrál pro náhodné procesy, které nejsou jed-
noduché. Takové procesy však můžeme aproximovat posloupnost́ı jednoduchých
proces̊u, jak je uvedeno v následuj́ıćıch tvrzeńıch.

Definice 1.21. Necht’ {nΦ, n = 1, 2, . . .} je posloupnost jednoduchých proces̊u.

Řekneme, že posloupnost stochastických integrál̊u
{∫ t

0
nΦsdWs, n = 1, 2, . . .

}
pro

t ≥ 0 je

• cauchyovská v pravděpodobnosti, jestlǐze pro ε > 0 plat́ı

lim
m,n→∞

P

(
sup
t∈T

∣∣∣∣∫ t

0

(nΦs − mΦs) dWs

∣∣∣∣ > ε

)
= 0,

• cauchyovská v kvadratickém středu, pokud

lim
m,n→∞

E

(∫ t

0

nΦsdWs −
∫ t

0

mΦsdWs

)2

= 0.
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Zavedeme stochastický integrál pro neanticipativńı procesy Φ ∈ L2. Necht’ tedy∫ T
0

Φ2
sds <∞. Pak existuje posloupnost jednoduchých proces̊u {nΦ, n = 1, 2, . . .}

taková, že

p lim
n→∞

∫ T

0

(nΦs − Φs)
2 ds = 0. (1.3)

Předpokládejme spojitost trajektoríı procesu Φ. Pokud tomu tak neńı, použijeme
spojitou modifikaci Φ (přesné zněńı d̊ukazu existence spojité verze procesu z L2

je uvedeno např. v [8], str. 96-97 a 105): nejprve přistouṕıme ke spojitému dodefi-
nováńı použit́ım aproximace procesu Φ funkcemi

hΦt :=
1

h

∫ t

t−h
Φsds,

kde h > 0, t ∈ T a pro s /∈ T polož́ıme Φs = 0. Plat́ı

lim
h→0+

∫ T

0

(
hΦs − Φs

)2
ds = 0 s.j.,

nebot’ bod̊u nespojitosti, které t́ımto zp̊usobem dodefinujeme, je jen spočetně
mnoho. Spočetná množina má však mı́ru nula a proto nemá na hodnotu in-
tegrálu na levé straně vliv. Volbou jednoduchého procesu nΦt = Φbntc/n pro t ∈ T ,
n = 1, 2, . . . je splněna rovnost (1.3). Protože podle Minkowského nerovnosti pro
prvky prostoru L2 je(∫ T

0

(mΦs − nΦs)
2 ds

)1/2

≤
(∫ T

0

(mΦs − Φs)
2 ds

)1/2

+

(∫ T

0

(nΦs − Φs)
2 ds

)1/2

,

dostáváme

p lim
m,n→∞

∫ T

0

(nΦs − mΦs)
2 ds = 0.

Zbývá dokázat, že posloupnost
{∫ t

0
nΦsdWs, t ∈ T

}
je cauchyovská v pravděpo-

dobnosti, k čemuž nám pomůže následuj́ıćı lemma. Pak budeme schopni nalézt
limitu, nebot’ prostor L2 je úplný.

Lemma 1.22. Mějme Φ = {Φt, t ∈ T } jednoduchý proces. Pro libovolná č́ısla
a > 0, b > 0 plat́ı

P

(
sup
t∈T

∣∣∣∣∫ t

0

ΦsdWs

∣∣∣∣ > a

)
≤ P

(∫ t

0

Φ2
sds > b

)
+ 2 exp

{
−a

2

2b

}
. (1.4)

D̊ukaz. Důkaz je převzat z [9], str. 114-115. Necht’ Φ je jednoduchý proces, který
lze zapsat ve tvaru (1.1). Označme pro k = 1, . . . , n

Z0 = 1, Zk = exp

{
k−1∑
j=0

(
ϕj
(
Wtj+1

−Wtj

)
− 1

2
ϕ2
j(tj+1 − tj)

)}
.
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Z definice Wienerova procesu v́ıme, že př́ır̊ustek Wtk+1
− Wtk je nezávislý na

ϕ0, Z1, . . . , Zk, ϕk a má normálńı rozděleńı s nulovou středńı hodnotou a rozptylem
tk+1 − tk. Pro k = 0, 1, . . . , n− 1 je

E [Zk+1 |ϕ0 = f0, Z1 = z1, . . . , Zk = zk, ϕk = fk] =

= E

[
exp

{
ϕk
(
Wtk+1

−Wtk

)
− 1

2
ϕ2
k (tk+1 − tk)

}
Zk | . . . , Zk = zk, ϕk = fk

]
=

= E

[
exp

{
fk
(
Wtk+1

−Wtk

)
− 1

2
f 2
k (tk+1 − tk)

}
zk | . . . , Zk = zk, ϕk = fk

]
= zk

Z věty o úplné středńı hodnotě dostáváme

E [Zk+2 | . . . , Zk = zk, ϕk = fk] =

= E {E [Zk+2 | . . . , Zk = zk, ϕk = fk, Zk+1, ϕk+1] | . . . , Zk = zk, ϕk = fk} =

= E [Zk+1 | . . . , Zk = zk, ϕk = fk] = zk.

T́ımto postupem dospějeme k rovnosti

E [Zn | . . . , Zk = zk, ϕk = fk] = zk, k = 0, . . . , n− 1, z0 = 1.

Dále plat́ı
1 ≥ E {E [Zn |ϕ0]} = E [Zn] ≥

≥
n∑
j=1

P (Z1 ≤ x, . . . , Zj−1 ≤ x, Zj > x) E [Zj |Z1 ≤ x, . . . , Zj−1 ≤ x, Zj > x] ≥

≥
n∑
j=1

P (Z1 ≤ x, . . . , Zj−1 ≤ x, Zj > x)x = P

(
max
k=1,...,n

Zk > x

)
x,

a tedy

P

(
max
k=1,...,n

Zk > x

)
≤ 1

x
.

Uváž́ıme-li, že děleńı intervalu T můžeme volit libovolně jemné, plyne z posledńıho
vztahu

P

(
sup
t∈T

exp

{∫ t

0

ΦsdWs −
1

2

∫ t

0

Φ2
sds

}
> x

)
≤ 1

x
.

Necht’ a > 0 a b > 0. Zaměńıme-li v předchoźım vzorci Φ za a
b
Φ a zvoĺıme

x = exp
{
a2

2b

}
, dostáváme
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P

(
sup
t∈T

(∫ t

0

ΦsdWs −
a

2b

∫ t

0

Φ2
sds

)
>
a

2

)
=

= P

(
sup
t∈T

exp

{
a

b

∫ t

0

ΦsdWs −
a2

b2

∫ t

0

Φ2
sds

}
> exp

{
a2

2b

})
≤ exp

{
−a

2

2b

}
.

Odsud a ze stejné nerovnosti pro −Φ źıskáváme

P

(
sup
t∈T

∣∣∣∣∫ t

0

ΦsdWs

∣∣∣∣ > a

2
+

a

2b

∫ T

0

Φ2
sds

)
≤ 2 exp

{
−a

2

2b

}
.

Nav́ıc plat́ı {
sup
t∈T

∣∣∣∣∫ t

0

ΦsdWs

∣∣∣∣ > a

}
⊂

⊂
{∫ T

0

Φ2
sds > b

}
∪
{

sup
t∈T

∣∣∣∣∫ T

0

ΦsdWs

∣∣∣∣ > a

2
+

a

2b

∫ T

0

Φ2
sds

}
.

T́ım je lemma dokázáno.

S využit́ım lemmatu 1.22 máme pro b > 0

lim
m,n→∞

P

(
sup
t∈T

∣∣∣∣∫ t

0

(nΦs − mΦs) dWs

∣∣∣∣ > ε

)
≤

≤ lim
m,n→∞

P

(∫ T

0

(mΦs − nΦs)
2 ds > b

)
+ 2 exp

{
− ε

2

2b

}
= 2 exp

{
− ε

2

2b

}
.

Pro b→ 0 dospějeme k závěru, že posloupnost proces̊u
{∫ t

0
nΦsdWs, n = 1, 2, . . .

}
,

t ∈ T je cauchyovská, a tedy konverguje ke spojitému procesu I = {It, t ∈ T }. Pro
dokončeńı definice stochastického integrálu pro obecný náhodný proces z prostoru
L2 položme ∫ t

0

ΦsdWs = It t ∈ T .

Abychom mohli právě zmı́něný postup konstrukce stochastického integrálu apliko-
vat i pro př́ıpad T = ∞, muśıme předpokládat

∫∞
0

Φ2
sds < ∞. Pak ze spojitosti

integrálu plyne

lim
t→∞

∫ t

0

ΦsdWs =

∫ ∞
0

ΦsdWs.

Definice integrálu nezáviśı na zvolené posloupnosti jednoduchých funkćı. Necht’

posloupnost
{
nΦ̃, n = 1, 2, . . .

}
splňuje (1.3). Pak této podmı́nce vyhovuje také

posloupnost 1Φ, 1Φ̃, 2Φ, 2Φ̃, . . . a posloupnost integrál̊u∫ t

0

1ΦsdWs,

∫ t

0

1Φ̃sdWs,

∫ t

0

2ΦsdWs,

∫ t

0

2Φ̃sdWs, . . .
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konverguje k I.
Ověřme nyńı ještě konvergenci v kvadratickém středu. Označme H2 množinu

neanticipativńıch náhodných proces̊u Φ s vlastnost́ı E
∫ t

0
|Φs|2 ds < ∞. Zřejmě

H2 ⊂ L2.

Tvrzeńı 1.23. Necht’ Φ ∈ H2. Pak lze pro Φ nalézt posloupnost jednoduchých
proces̊u {nΦ ∈ H2, n = 1, 2, . . .} takovou, že pro všechna t ∈ T plat́ı

E

∫ t

0

|nΦs − Φs|2 ds→ 0 n→∞.

Nav́ıc plat́ı

l.i.m.
n→∞

∫ t

0

nΦsdWs =

∫ t

0

ΦsdWs.

D̊ukaz. Prvńı část tvrzeńı je dokázána např. v [8], lemma 4.4. Posloupnost in-
tegrál̊u

∫ t
0
nΦsdWs konverguje v L2(Ω,F , P ). To ale znamená, že také konverguje

v pravděpodobnosti ke stejné limitě (viz [7], str. 35, tvrzeńı 6.10), tj. k integrálu∫ t
0

ΦsdWs.

Tvrzeńı dokládá, že stochastický integrál je možné ekvivalentně sestrojit apro-
ximaćı posloupnost́ı náhodných proces̊u, které konverguj́ı v kvadratickém středu.
V praxi je však ověřeńı tohoto typu konvergence obt́ıžněǰśı než ověřeńı konvergence
v pravděpodobnosti.

Uved’me ještě vlastnosti stochastického integrálu pro obecný neanticipativńı
proces z prostoru L2.

Tvrzeńı 1.24 (Vlastnosti stochastického integrálu II). Bud’ Φ = {Φt, t ≥ 0}
neanticipativńı náhodný proces. Potom

1.
{∫ t

0
ΦsdWs, t ≥ 0

}
je spojitý neanticipativńı proces,

2. (linearita) pro libovolná č́ısla a, b plat́ı∫ t

0

aΦsdWs +

∫ t

0

bΦsdWs =

∫ t

0

(aΦs + bΦs)dWs t ≥ 0,

3. jestlǐze Φ ∈ H2, je

E

∫ t

0

ΦsdWs = 0,

E

∫ t

0

(ΦsdWs)
2 = E

∫ t

0

Φ2
sds t ≥ 0,

4. (integrace per partes) má-li trajektorie Φ spojitou derivaci Φ′ = {Φ′t, t ≥ 0},
plat́ı vzorec ∫ t

0

ΦsdWs = ΦtWt −
∫ t

0

Φ′sWsdWs.
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D̊ukaz. Prvńı dvě vlastnosti vyplývaj́ı př́ımo z postupu konstrukce stochastického
integrálu. Limitńım přechodem v bodu 1., resp. 3. tvrzeńı 1.20 dostaneme vlast-
nosti v bodu 3. Konečně∫ t

0

ΦsdWs = p lim
n→∞

n−1∑
k=0

Φkt/n

(
W(k+1)t/n −Wkt/n

)
=

= p lim
n→∞

(
ΦtWt −

n∑
k=1

(
Φkt/n − Φ(k−1)t/n

)
Wkt/n

)
=

= ΦtWt −
∫ t

0

Φ′sWsds.

Poznámka 1.25 (n-rozměrný stochastický integrál). Necht’ W =
(
W 1, . . . ,W d

)
je d-rozměrný Wiener̊uv proces a Φ ∈ L2 n× d-rozměrný (maticový) neanticipa-
tivńı náhodný proces

Φ =

 11Φ . . . 1dΦ
...

...

n1Φ . . . ndΦ

 ,

přičemž Φ ∈ L2 znamená, že pro jeho komponenty plat́ı jiΦ ∈ L2, j = 1, . . . , n,
i = 1, . . . , d. Stochastický integrál procesu Φ pak definujeme jako

∫ t

0

ΦsdWs =


∑d

i=1

∫ t
0 1iΦsdW

i
s

...∑d
i=1

∫ t
0 niΦsdW

i
s

 .

Vlastnosti mnohorozměrného stochastického integrálu plynou př́ımo z vlastnost́ı
pro př́ıpad d = n = 1. ©

Na závěr vyslov́ıme tvrzeńı, které dává do souvislosti pojem stochastického
integrálu a martingalu.

Tvrzeńı 1.26 (Martingalová reprezentace). Mějme W standardizovaný Wiener̊uv
proces. Je-li M martingal vzhledem k filtraci FW , pak existuje proces Φ ∈ L2

takový, že až na nerozlǐsitelnost plat́ı rovnost

X(t)−X(0) =

∫ t

0

ΦsdWs

D̊ukaz. Důkaz tvrzeńı je uveden v [6], tvrzeńı 4.16.
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1.3 Itôova formule

Daľśım krokem v našich úvahách bude vytvořeńı náhodného procesu s př́ır̊ustky,
jejichž středńı hodnota a rozptyl nejsou v čase konstantńı. Využijeme přitom
kombinace stochastického integrálu a integrálu podle času, který je závislý na
trajektorii integrandu, a tedy také náhodný.

Definice 1.27. Řekneme, že proces X je Itô̊uv proces, jestlǐze je ve tvaru

X(t) = X0 +

∫ t

0

A(s)ds+

∫ t

0

B(s)dW (s) t ∈ T , (1.5)

kde X0 je náhodná veličina měřitelná vzhledem k F0, A ∈ L1 a B ∈ L2 jsou nean-
ticipativńı procesy a W = {W (t), t ∈ T } je Wiener̊uv proces vzhledem k filtraci
F = {Ft, t ∈ T }. Pojmem stochastický diferenciál Itôova procesu X ve tvaru (1.5)
rozumı́me výraz

dX(t) = A(t)dt+B(t)dW (t) t ∈ T . (1.6)

Stochastický diferenciál (1.6) je pouze jiným zápisem integrálńı rovnice (1.5).
Pokud bude zápis stochastického diferenciálu zřejmý z kontextu, zjednoduš́ıme jej
v daľśım textu vynecháńım časového indexu t na

dX = Adt+BdW t ∈ T .

Koeficient A nazýváme driftem a koeficient B volatilitou Itôova procesu X.
Drift a volatilita jsou až na nerozlǐsitelnost jednoznačné. Z tvrzeńı 1.26 vyplývá,
že drift Itôova martingalu je nulový. Opačná implikace však plat́ı pouze tehdy,
když je koeficient volatility B z prostoru H2.

Snadno nahlédneme, že Itô̊uv proces je neanticipativńı a spojitý. Z vlastnost́ı
stochastického integrálu a linearity prostor̊u L1 a L2 vyplývá, že prostor Itôových
proces̊u je lineárńı, tedy jsou-li X, Y Itôovy procesy a c konstanta, jsou také X+Y
a cX Itôovy procesy.

Př́ıklad 1.28. Necht’ Z0 je náhodná veličina měřitelná vzhledem k F0 a µ a σ jsou
konstanty. Zobecněný Wiener̊uv proces Zt = z0 + tµ+ σWt, t ≥ 0 je Itô̊uv proces
se stochastickým diferenciálem dZt = µdt+σdWt. Speciálně jsou standardizovaný
Wiener̊uv proces W a proces času t Itôovy, nebot’ Wt =

∫ t
0

1dWs a t =
∫ t

0
= 1ds.4

Jak jsme poznali v př́ıkladu 1.8, ve finančńıch modelech se často využ́ıvá
transformaćı náhodných proces̊u hladkými funkcemi (v tomto př́ıpaděf = exp).
Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, jak se při těchto transformaćıch chová stochastický
diferenciál.

Tvrzeńı 1.29 (Itôova formule). Necht’ D ⊂ Rm je otevřená množina. Necht’ dále
d-rozměrný Itô̊uv proces X má komponenty X i = {X i(t), t ∈ T }, i = 1, . . . , d se
stochastickými diferenciály

dX i(t) = Ai(t)dt+Bi(t)dW (t), Ai ∈ L1, Bi ∈ L2 t ∈ T .
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Mějme funkci f(t, x1, . . . , xd) ∈ C2(T ×D) s derivacemi

ḟ =
∂

∂t
f, fi =

∂

∂xi
f, fij =

∂

∂xi∂xj
f i, j = 1, . . . , d.

Označme Y = f(t,X1, . . . , Xd). Potom proces Y = {Y (t), t ∈ T } je Itô̊uv a má
stochastický diferenciál ve tvaru

dY = ḟdt+
d∑
i=1

fidX
i +

1

2

d∑
i,j=1

fijdX
idXj, t ∈ T , (1.7)

kde ḟ = ḟ(t,X1, . . . , Xd) atd.

D̊ukaz. Limitńım přechodem v př́ıkladu 1.17 pro integrál obecného procesu na L2

dostáváme, že
∫ t

0
(dW (s))2 = 〈W 〉(t) = t, je tedy (dW (t))2 = dt a

dX i(t)dXj(t) = Ai(t)Aj(t)(dt)2+

+
(
Ai(t)Bj(t) +Bi(t)Aj(t)

)
dtdW (t) +Bi(t)Bj(t) (dW (t))2 =

= Bi(t)Bj(t)dt+ o(dt).

Přeṕı̌seme-li (1.7) jako

dY (t) =

(
d∑
i=1

Ai(t)fi +
1

2

d∑
i,j=1

Bi(t)Bj(t)fij

)
dt+

(
d∑
i=1

Bi(t)fi

)
dW (t),

vid́ıme, že zápis odpov́ıdá (1.6). Dále je∫ T

0

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

Ai(t)fi +
1

2

d∑
i,j=1

Bi(t)Bj(t)fij

∣∣∣∣∣ dt <∞,
∫ T

0

(
d∑
i=1

Bi(t)fi

)2

dt <∞.

Proces Y je Itô̊uv.
Důkaz Itôovy formule (1.7) je uveden v [9], str. 120, tvrzeńı 1.

Poznámka 1.30 (d-rozměrná verze Itôovy formule). Necht’ W =
(
W 1, . . . ,W d

)
je

d-rozměrný Wiener̊uv proces a komponenty X i, i = 1, . . . , d d-rozměrného Itôova
procesu X necht’ maj́ı stochastické diferenciály

dX i(t) = Ai(t)dt+
d∑
l=1

Bil(t)dW l(t), Ai ∈ L1(T ), Bil ∈ L2(T ) t ∈ T ,

Mějme f a Y stejné jako v tvrzeńı 1.29. Pak plat́ı vzorec (1.7). Důkaz je taktéž uve-
den v [9], str. 121, tvrzeńı 2. Výraz dX i(t)dXj(t) =

∑d
l=1 B

il(t)Bjl(t)dt odvod́ıme
s využit́ım těchto pravidel pro násobeńı diferenciál̊u standardizovaného Wienerova
procesu a procesu času:

(dt)2 = 0, dtdW l = 0,
(
dW l

)2
= dt,

(
dW kdW l

)
= 0, k 6= l. ©
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Př́ıklad 1.31. Necht’ F (x) je primitivńı funkce ke spojitě diferencovatelné funkci
f(x) na R. Potom

dF (W ) = f(W )dW +
1

2
f ′(W )dt.

Přepisem do integrálńıho tvaru dostáváme∫ t

0

f(Ws)dWs = F (Wt)− F (W0)− 1

2

∫ t

0

f ′(Ws)ds t ≥ 0,

speciálně pak ∫ t

0

WsdWs =
1

2

(
W 2
t − t

)
t ≥ 0.

4

Př́ıklad 1.32. Mějme cenu akcie S(t) vyjádřenu jako v př́ıkladu 1.8, nav́ıc před-
pokládejme znalost informaćı do času t. Namı́sto procesu Brownova pohybu tedy
použijme Wiener̊uv proces. Označme Z(t) = lnS(t). Pak Z je Itô̊uv proces, nebot’

jej m̊užeme vyjádřit jako

Z(t) = lnS(0) +

∫ t

0

µds+

∫ t

0

σdW (s).

Jeho stochastický diferenciál je ve tvaru

dZ = µdt+ σdW.

Protože S(t) = exp {Z(t)}, tj. f = exp = f ′ = f ′′, dostáváme s využit́ım Itôovy
formule

dS = df(Z) = eZdZ +
1

2
eZ(dZ)2 = S

(
µ+

1

2
σ2

)
dt+ SσdW.

4

Př́ıklad 1.33 (Integrace per partes). Mějme procesy X1 a X2 se stochastickými
diferenciály

dX i
t = Aitdt+Bi

tdWt t ≥ 0, i = 1, 2.

Potom
dX1X2 = X1dX2 +X2dX1 +B1B2dt,

neboli v integrálńı podobě

X1(t)X2(t) = X1(0)X2(0) +

∫ t

0

X1dX2 +

∫ t

0

X2X1 + dX1dX2.

4
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Mějme neanticipativńı náhodné procesy A ∈ L1, B ∈ L2 a náhodný proces γ
takový, že γA ∈ L1 a γB ∈ L2. Stochastický integrál procesu γ vzhledem k Itôovu
procesu X ve tvaru (1.5) definujeme přirozeným zp̊usobem jako∫ t

0

γ(s)dX(s) =

∫ t

0

γ(s)A(s)dt+

∫ t

0

γ(s)B(s)dW (s).

Tento integrál je také Itôovým procesem, speciálně je neanticipativńı a spojitý.
Ukažme ještě, jak můžeme rozeznat, zda je daný Itô̊uv proces martingalem.

Pro α ∈ L1 a β ∈ L2 zavedeme v souladu se značeńım v [11] stochastickou
exponencielu předpisem

ε[α, β;W ](t) = ε[α, β](t) = exp

{∫ t

0

(
α− 1

2
β2

)
ds+

∫ t

0

βdW

}
.

Tvrzeńı 1.34. Necht’ β ∈ L2. Náhodný proces ve tvaru ε[0,−β] je martingal
na T právě tehdy, když E ε[0,−β] = 1. Postačuj́ıćı podmı́nkou je tzv. Novikova
podmı́nka

E exp

{
1

2

∫ T

0

β2ds

}
<∞.

D̊ukaz. Tvrzeńı je dokázáno v [8], tvrzeńı 6.1.

Př́ıklad 1.35. Připomeňme př́ıklad 1.13, ve kterém jsme popsali tzv. Wald̊uv
martingal. 4

1.4 Stochastické diferenciálńı rovnice

Pro naše účely vybereme z rozsáhlé teorie stochastických diferenciálńıch rovnic
(SDR) jen zvláštńı př́ıpad rovnice ve tvaru

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dWt t ≥ 0 (1.8)

s počátečńı podmı́nkou X(0) = x0 ∈ R skoro jistě, kde W je Wiener̊uv proces
vzhledem k filtraci Ft a zobrazeńı b, σ : R → R borelovsky měřitelné funkce.
Rovnice je definována dvojićı (b, σ), proto ji budeme označovat jako (b, σ)-SDR.
Úlohou je nalézt Itô̊uv proces X splňuj́ıćı (1.8) s danou počátečńı podmı́nkou.
Proces s předpisem (1.8) bývá nazýván pojmem difúzńı proces.

Proces X nazveme řešeńım rovnice (1.8), jestliže pro skoro všechna t ≥ 0 plat́ı
podmı́nky ∫ t

0

(
|b(Xs)|+ σ2(Xs)

)
ds <∞,

Xt = X0 +

∫ t

0

b(Xs)ds+

∫ t

0

σ(Xs)dWs.
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Př́ıklad 1.36 (Lineárńı SDR). Hledejme řešeńı rovnice

dX = µXdt+ σdW, X0 = x0 > 0, µ ∈ R, σ > 0

ve tvaru X = f(t,W ), f ∈ C2. Podle Itôovy formule máme

dX = ḟ(t,W )dt+ fx(t,W )dW +
1

2
fxx(t,W )dt

a porovnáńım koeficient̊u pro diferenciál dX dostáváme

µf(t, x) =
∂

∂t
f(t, x) +

1

2

∂2

∂2x
f(t, x), (1.9)

σf(t, x) =
∂

∂x
f(t, x). (1.10)

Z rovnice (1.10) vyplývá, že

fx
f

(t, x) = σ ⇒ f(t, x) = K exp {σx+ g(t)} K ∈ R

pro nějakou funkci g, nebot’ f(t, x) nezáviśı na t. Dosazeńım do rovnice (1.9)
dostáváme tvar

µ = g′(t) +
1

2
σ2, g(t) =

(
µ− 1

2
σ2

)
t+ C C ∈ R.

Nakonec dosazeńım X(t) = f(t,W ) a s využit́ım počátečńı podmı́nky X(0) = x0

źıskáme jako řešeńı geometrický proces Brownova pohybu

Xt = x0 exp

{(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σW (t)

}
t ≥ 0.

4

1.5 Girsanovova věta

Až dosud jsme pracovali s jedinou pravděpodobnostńı mı́rou P. V praxi je však
d̊uležité ve finančńıch modelech správným zp̊usobem zohlednit možnost přechodu
k jiné pravděpodobnostńı mı́̌re.

Definice 1.37. Necht’ P a Q jsou pravděpodobnostńı mı́ry na měřitelném prostoru
(Ω,F). Řekneme, že Q je absolutně spojitá vzhledem k P, jestlǐze pro všechny
F ∈ F plat́ı P (F ) = 0⇒ Q (F ) = 0, ṕı̌seme Q� P. Pokud plat́ı ekvivalence, tj.
P� Q a současně Q� P, pak ř́ıkáme, že mı́ry P a Q jsou ekvivalentńı, ṕı̌seme
P ∼ Q.

Bez d̊ukazu připomeneme větu z teorie mı́ry, která ukazuje vztah mezi dvěma
ekvivalentńımi pravděpodobnostńımi měrami.
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Tvrzeńı 1.38 (Radon-Nikodým). Mějme P a Q ekvivalentńı pravděpodobnostńı
mı́ry na prostoru (Ω,F). Pak existuje až na modifikace jednoznačně určená nezá-
porná náhodná veličina ρ ∈ L1(Ω,F ,P) taková, že pro všechny F ∈ F

Q (F ) =

∫
F

ρdP = EP [ρ1F ] .

Nav́ıc ρ−1 ∈ L1(Ω,F ,P) a

P (F ) =

∫
F

ρ−1dQ = EQ

[
ρ−1 1F

]
.

Definice 1.39. Náhodná veličina ρ z věty 1.38 se nazývá Radon-Nikodýmova
derivace Q vzhledem k P na (Ω,F). Znač́ıme

dQ

dP

∣∣∣∣
F

= ρ,
dP

dQ

∣∣∣∣
F

= ρ−1

skoro jistě.

Uvažujme náhodnou veličinu X definovanou na (Ω,F). Vztah mezi středńı
hodnotou vzhledem k pravděpodobnostńım měrám P a Q ekvivalentńım vzhledem
k F je takovýto:

EQ[X] = EP[ρX] EP[X] = EQ[ρ−1X].

Je-li G ⊂ F nějaká σ-algebra, pak P ∼ Q vzhledem k G. Nav́ıc pro náhodnou
veličinu X ∈ L1(Ω,F ,P) plat́ı

EQ [X|G] =
EP [ρX|G]

EP [ρ|G]
(1.11)

skoro jistě. Podrobnosti a d̊ukazy jsou uvedeny v [4], kapitola 5.

Lemma 1.40. Pro pravděpodobnostńı mı́ry P ∼ Q a filtraci F = {Ft} označme

ρt =
dQ

dP

∣∣∣Ft.
Potom M je martingal vzhledem k (F,Q) právě tehdy, když ρM je martingal
vzhledem k (F,P).

D̊ukaz. Abychom lemma dokázali, muśıme ověřit podmı́nky z definice martingalu
1.12. Podmı́nka (M1) je zřejmě splněna. Platnost podmı́nek (M2) a (M3) plyne
ze vztahu (1.11).

Tvrzeńı 1.41 (Girsanovova věta pro Wiener̊uv proces). Mějme pravděpodobnost-
ńı mı́ry P ∼ Q a filtraci F = {Ft}, ρt jako v lemmatu 1.40. Je-li W Wiener̊uv
proces vzhledem k mı́ře P, pak

Wα(t) =

∫ t

0

αds+W (t)

je Wiener̊uv proces vzhledem k mı́ře Q a plat́ı ρt = ε[0,−α].
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Kapitola 2

Oceňováńı finančńıch derivát̊u

V této kapitole budeme studovat metody oceňováńı finančńıch derivát̊u. Zaměř́ıme
se na akciové deriváty, jejichž ceny vycházej́ı z tzv. Black-Scholesova modelu, kdy
je cena podkladového aktiva modelována pomoćı geometrického Wienerova pro-
cesu. Zmı́ńıme také metody oceněńı měnových derivát̊u. U nich je podkladovým
aktivem měnový kurz, který můžeme modelovat stejným zp̊usobem jako kurz ak-
cie. Při určováńı budoućı hodnoty podkladových aktiv finančńıch derivát̊u apliku-
jeme poznatky z předešlé kapitoly, v ńıž jsme pracovali se spojitými náhodnými
procesy. Pro začátek však uvedeme diskrétńı model vývoje ceny akcie, z nějž poté
limitńım přechodem odvod́ıme model spojitý.

Při odvozováńı tzv. Black-Scholesovy formule pro oceňováńı finančńıch de-
rivát̊u budeme předpokládat, že na trhu neexistuj́ı transakčńı ani jiné vedleǰśı
náklady, neexistuje rozd́ıl mezi nab́ıdkovou a poptávkovou cenou aktiv a že ak-
tiva mohou být obchodovatelná v jakémkoliv množstv́ı. Připust́ıme také prodeje
nakrátko, tj. s možnost́ı krátkodobé výp̊ujčky prostředk̊u od třet́ı strany.

Model dále předpokládá neexistenci arbitráže. Arbitráž představuje možnost
bezrizikového zisku. Vzniká v př́ıpadě, kdy jsou dvě aktiva obchodována ve stejný
okamžik na r̊uzných mı́stech a s r̊uznou cenou. Obchodńık tak může aktivum
nakoupit za nižš́ı cenu a prodat za vyšš́ı cenu na jiném trhu. Jiným př́ıkladem
arbitrážńı př́ıležitosti je situace, kdy dvě aktiva maj́ı v současnosti r̊uzné ceny,
avšak jejich očekávané ceny k budoućımu datu jsou shodné. Obchodńık si může
vyp̊ujčit dražš́ı aktivum, prodat jej a koupit levněǰśı aktivum. Poté vyčkává, až
se jejich ceny budou shodovat, prodané aktivum zpět vykouṕı a vrát́ı p̊uvodńımu
majiteli. Nakonec prodá druhé z aktiv. T́ım realizoval zisk bez počátečńı investice.
Pokud připust́ıme možnost arbitráže, budeme předpokládat, že je tato př́ıležitost
investory ihned využita a t́ım eliminována.

Kromě rychlé reakce trhu na cenu jednotlivých aktiv je argumentem pro jejich
modelováńı jako náhodných veličin také skutečnost, že celá historie se odráž́ı
v současné ceně a na budoućı cenu nemá vliv. Trh s těmito vlastnostmi se označuje
jako eficientńı trh.
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2.1 Black-Scholes̊uv model

Mějme akcii, jej́ıž současná cena je S = S(0). Pro jednoduchost předpokládejme,
že tato akcie nevypláćı dividendu. Předpokládejme dále, že za obdob́ı délky 1
může cena akcie vzr̊ust na uS s pravděpodobnost́ı p, nebo poklesnout na dS
s pravděpodobnost́ı 1 − p. Označme r bezrizikovou úrokovou mı́ru. Zřejmě muśı
platit d < 1 + r < u, nebot’ jinak by bylo možné bez rizika realizovat zisk. Ar-
bitrážńı př́ıležitosti jsme však prozat́ım z našich úvah vyloučili.

Obrázek 2.1. Vývoj ceny akcie v diskrétńım modelu - binomický strom

Vývoj kurzu akcie podle tohoto schématu je zachycen na obrázku 2.1. Současná
očekávaná cena akcie v modelu pro n obdob́ı odpov́ıdá při diskontováńı bezrizi-
kovou úrokovou mı́rou

S(n) =
1

(1 + r)n

n∑
j=0

(
n

j

)
pj(1− p)n−jujdn−jS. (2.1)

Posloupnost {
ln
S(k)

S(0)
, k = 0, 1, . . .

}
představuje náhodnou procházku s krokem velikosti log u (s pravděpodobnost́ı p)
a log d (s pravděpodobnost́ı 1− p).

Již dř́ıve jsme ukázali, že standardizovaný Wiener̊uv proces lze vhodnou trans-
formaćı a limitńım přechodem zkonstruovat z náhodné procházky s krokem 1.
Tohoto závěru nyńı využijeme. Při přechodu ke spojitému modelu budeme pos-
tupovat stejně jako [10], strana. 82. Mějme standardizovaný Wiener̊uv proces W
a proces Z(t) = W0 +µt+σW (t), t ≥ 0, kde W0, µ a σ > 0 jsou konstanty. Proces
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Z je zobecněný Wiener̊uv proces, pro nějž EZ(t) = µt a varZ(t) = σ2t, t ≥ 0.
Necht’ pro nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny Xi, i = 1, . . . , n plat́ı

p := P (Xi = σ) =
1

2

(
1 +

µ

σ
√
n

)
, P (Xi = −σ) = 1− p.

Označ́ıme-li

Zn(t) =
1√
n

bntc∑
i=0

Xi,

pak Zn d→ Z pro n→∞. Platnost konvergence se ukáže stejným zp̊usobem jako
pro standardizovaný Wiener̊uv proces.

Do času t se podle binomického modelu ceny akcie uskutečńı bntc krok̊u. Pro
n→∞ požadujeme

E lnS(bntc)− lnS(0) = bntc(p lnu+ (1− p) ln d) = bntc
(
p ln

u

d
+ ln d

)
→ µt,

var lnS(bntc) = bntc
[
p(lnu)2 + (1− p)(ln d)2 − (p lnu+ (1− p) ln d)2] =

= bntcp(1− p)
(

ln
u

d

)2

→ σ2t,

což je podle předchoźıch úvah splněno pro

u = exp

{
σ√
n

}
, d = exp

{
− σ√

n

}
, p =

1

2

(
1 +

1

σ
√
n

)
. (2.2)

Cena akcie v čase t je tedy v souladu s př́ıkladem 1.8 vyjádřena jako

St = S0 exp {µt+ σWt}.

V př́ıkladu 1.32 jsme odvodili tvar stochastického diferenciálu procesu St

dS = S

(
µ+

1

2
σ2

)
dt+ SσdW, (2.3)

cenu akcie tedy stanov́ıme tak, aby vyhovovala stochastické diferenciálńı rovnici
(2.3). Proces lnSt je zobecněný Wiener̊uv proces se středńı hodnotou a rozptylem
ve tvaru

E lnSt = lnS0 + µt,

var lnSt = σ2t.

V čase t + τ , τ ≥ 0 je cena akcie vyjádřena pomoćı př́ıslušného př́ır̊ustku
Wienerova procesu jako

St+τ = St exp {µτ + σ(Wt+τ −Wt)} .
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Podle definice Wienerova procesu je př́ır̊ustek Wt+τ −Wt normálně rozdělený
a nezávislý na Ft a St je náhodná Ft-měřitelná veličina. Těchto poznatk̊u využi-
jeme při výpočtu podmı́něné středńı hodnoty

E [St+τ |Ft] =

= E
[
St exp

{
µτ + σ

(
Wt+τ −Wt

)}
|Ft
]

=

= St E
[
exp

{
µτ + σ

(
Wt+τ −Wt

)}]
.

Z tvaru charakteristické funkce normálńıho rozděleńı (platnost př́ıslušného vzorce
je dokázána např. v [11], str. 85, tvrzeńı 2.29) plyne

E [St+τ |Ft] = St exp

{
µτ +

1

2
σ2τ

}
= Ste

(µ+ 1
2
σ2)τ , (2.4)

E

[
St+τ
St
|Ft
]

= e(µ+ 1
2
σ2)τ .

Jestliže akcie nevypláćı dividendu, můžeme výraz

dS

S
=

(
µ+

1

2
σ2

)
dt+ σdW

považovat za okamžitou mı́ru výnosu této akcie.
Uvažujme dále finančńı instrument se spojitým úročeńım v konstantńı výši

bezrizikové úrokové mı́ry r. Takovým instrumentem může být např. termı́novaný
účet nebo vládńı dluhopis. Proces, který popisuje cenu tohoto nástroje je vyjádřen
jako

Dt = D0e
rt,

kde D0 > 0 je konstanta, tedy pro dluhopis se splatnost́ı v čase T plat́ı vztah
Dt = exp {−r(T − t)}. Proces

lnDt = lnD0 + rt = lnD0 +

∫ t

0

rds

je Itô̊uv. Obdobným postupem jako u procesu St urč́ıme stochastický diferenciál

dD = Drdt

a okamžitou mı́ru výnosnosti
dD

D
= rdt.
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Proces D umožňuje zahrnout do modelu časovou hodnotu peněz. Využijeme
jej pro účely diskontováńı ceny akcie vyjádřené procesem S bezrizikovou úrokovou
mı́rou, neboli

SDt :=

(
S

D

)
t

= e−rtSt = S0e
(µ−r)t+σWt . (2.5)

Aplikaćı Itôovy formule pro proces SDt vyjádř́ıme stochastický diferenciál

d
(
SDt
)

= SDt

((
µ− r +

1

2
σ2

)
dt+ σdWt

)
.

Tvrzeńı 1.34 ř́ıká, že Itô̊uv proces je martingalem právě tehdy, když je drift
jeho diferenciálu nulový. Označme

α =
µ− r + 1

2
σ2

σ
.

Podle Girsanovovy věty existuje pravděpodobnostńı mı́ra Q, vzhledem k ńıž je
proces Wα

t = Wt + αt taktéž Wienerovým procesem a SDt martingalem, nebot’

konstanta α vyhovuje Novikově podmı́nce. Př́ıslušná stochastická diferenciálńı
rovnice má tvar

dSDt = σSDt dWα
t .

Cenu akcie 2.2 můžeme nyńı přepsat jako martingal vzhledem k Q a Wα jako

St = S0 exp

{(
r − 1

2
σ2

)
t+ σWα

t

}
t ≥ 0, (2.6)

speciálně pak

ST = S0 exp

{(
r − 1

2
σ2

)
T + σ

√
TZ

}
, (2.7)

kde Z je náhodná veličina se standardizovaným normálńım rozděleńım a hustotou

g(x) =
1√
2π

e−
1
2
x2

.

Př́ıklad 2.1. Na obrázku 2.2 je zobrazena jedna simulace vývoje ceny akcie podle
(2.6). Počátečńı cena akcie je S0 = 700, bezriziková úroková mı́ra r = 4% a vola-
tilita σ = 10%. 4

Ověřme ještě, zda je diskontovaná cena akcie SDt podle (2.6) skutečně martin-
gal. Máme v čase t pro τ ≥ 0

EQ

[
SDt+τ |Ft

]
= EQ

[
e−r(t+τ)St+τ |Ft

]
=

= EQ

[
e−r(t+τ)St exp

{(
r − 1

2
σ2

)
τ + σ (Wt+τ −Wt)

} ∣∣Ft] =
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Obrázek 2.2. Simulace vývoje ceny akcie

= e−rtSt EQ

[
exp

{
−1

2
σ2τ + σ (Wt+τ −Wt)

} ∣∣Ft] = SDt .

Nav́ıc z markovské vlastnosti procesu St vyplývá, že

EQ [St+τ |Fu, u ≤ t] = erτSt,

EQ [ST |F0] = erTS0,

tedy očekávaný výnos z akcie je stejný jako zhodnoceńı investice do bezrizikového
aktiva. Ukázali jsme t́ım, jak prob́ıhá přechod k bezrizikové pravděpodobnostńı
mı́̌re. Protože−1

2
σ2 je pouze korekčńı člen pro účely stanoveńı mı́ry Q, považujeme

výraz

λ =
µ− r
σ

pro σ > 0 za cenu rizika. V rizikově neutrálńım světě zřejmě plat́ı µ = r.
Vrat’me se ještě k předpokladu, že akcie, která je v našich úvahách pod-

kladovým aktivem nějakého finančńıho derivátu, nevypláćı dividendu. Nezř́ıdka se
však na trhu setkáme s akciemi, jejichž dividendový výnos neńı nulový. Uvažme
nejprve př́ıpad, kdy je dividenda vyplácena spojitě v konstantńı výši δ, tomu
odpov́ıdá δStdt za časový inteval [t, t+dt]. Protože hodnota dividendy je zahrnuta
v ceně akcie, po jej́ım vyplaceńı se cena akcie sńıž́ı. Budeme postupovat obdobně
jako v př́ıpadě akcie bez výplaty dividendy. Máme cenu akcie

St;δ = S0e
(µ+δ)t+σWt

v čase t ≥ 0 s diferenciálem

dSt;δ = St;δ

(
µ+

1

2
σ2

)
dt+ St;δσdWt + δSt;δdt.
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Hledáme pravděpodobnostńı mı́ru Q, při které je e−rtSt;δ martingalem. Výsledkem
je cena akcie ve tvaru

St;δ = S0e
(r−δ− 1

2
σ2)t+σWα

t , (2.8)

kde

Wα
t = Wt + αt α =

µ− r − δ + 1
2
σ2

σ
.

Protože EQ [ST ;δ|F0] = e(r−δ)TS0, použije se dále ve vzorćıch S0;δ = e(r−δ)TS0

namı́sto erTS0.
Dividenda je však zpravidla vyplácena diskrétně v nenáhodných časových

okamžićıch t1, t2, . . . a v nekonstantńı výši. Symbolem δ(ti) označ́ıme pod́ıl z ceny
akcie, který připadá na dividendu vyplacenou v čase ti, i = 1, 2, . . . Označme dále
n(t) počet výplat dividendy do času t. Cenu akcie pak modelujeme jako

St = S0e
µt+σWt

n(t)∏
i=1

(1− δ(ti))

a namı́sto erTS0 použijeme S0;δ = erTS0

∏n(T )
i=1 (1− δ(ti)).

Podobným zp̊usobem jako s cenou akcie se zacháźı také s měnovými kurzy.
Označme

£Dt = eγt $Dt = eρt

cenu bezrizikového aktiva (např. vládńıho dluhopisu) na dolarovém, resp. librovém
trhu, které je úročeno úrokovou mı́rou ρ, resp. γ. Směnný kurz E budeme modelo-
vat podobně jako v př́ıpadě kurzu akcie pomoćı geometrického Wienerova procesu,
librová částka je v dolarech vyjádřena jako

Et = E0 exp {µt+ σWt} t ≥ 0,

kde E0 > 0 je konstanta. Hodnota librového dluhopisu v čase t v dolarech je pak
rovna

ED
t = Et

£Dt = E0 exp {(µ+ γ)t+ σWt} .

Měnový kurz tedy svou podstatou odpov́ıdá Black-Scholesovu modelu. Z předcho-
źıho výkladu pro cenu akcie v́ıme, že diskontovaný proces e−ρtSt je při pravděpo-
dobnostńı mı́̌re Q martingalem, tj. existuje Wiener̊uv proces Wα vzhledem k Q,
pro který

ED
t = E0 exp

{(
ρ− 1

2
σ2

)
t+ σWα

t

}
.

Na závěr uved’me, jak se odhaduj́ı parametry v modelu vývoje kurzu akcie,
resp. měnového kurzu, tj. trend µ a historická volatilita σ. Odhady jsou převzaty
z [9], kapitola 3. Předpokládejme, že máme k dispozici data o vývoji na trhu
(např. denńı závěrečné kurzy), tj. hodnoty Sti , i = 0, . . . , n. Časové intervaly mezi
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jednotlivými pozorováńımi považujme za stejně dlouhé, jejich délku označme dt.
Máme

ln

(
Sk+1

Sk

)
= µdt+ σ (Wtk+dt −Wtk) ,

což je náhodná veličina s normálńım rozděleńım N (µdt, σ2dt). Nestranným odha-
dem pro σ2 je

s2 =
1

(n− 1)

n−1∑
i=0

(
ln

(
Si+1

Si

)
−m

)2

,

kde

m =
1

n

n−1∑
i=0

ln

(
Si+1

Si

)
je odhad µ. Přitom je nutné porovnávat odpov́ıdaj́ıćı hodnoty kurzu. Např. ak-
ciový kurz je ovlivněn výplatou dividendy, výměnou akcie za několik nových s nižš́ı
hodnotou nebo naopak sloučeńım akcíı, tyto vlivy tedy muśıme vyloučit.

Př́ıklad 2.2. Na Burze cenných paṕır̊u Praha byly kótovány následuj́ıćı denńı
závěrečné kurzy akcie Komerčńı banky:

26.6.2008 27.6.2008 30.6.2008 1.7.2008 2.7.2008
S0 = 3 531 S1 = 3 468 S2 = 3 530 S3 = 3 338 S4 = 3 393

Dne 30.6.2008 byla vyplacena dividenda ve výši D = 180 Kč. Při výpočtu volatility
tedy uvažujeme tyto mı́ry výnosnosti:

ln
S1

S0

=
3 468

3 531
, ln

S2

S1

=
3 530

3 468
, ln

S3

S2 −D
=

3 338

3 350
, ln

S4

S3

=
3 393

3 338
.

V části A př́ılohy uvád́ıme zdrojový kód pro výpočet volatility akcie společnosti
ČEZ. Data pocháźı z Burzy cenných paṕıru Praha a byla poř́ızena 28.11.2008 za
obdob́ı jednoho roku, tj. 252 obchodńıch dńı. 4

V čase t známe hodnoty všech parametr̊u opce kromě volatility (tj. cenu pod-
kladového aktiva St, realizačńı cenu K, termı́n splatnosti T , aktuálńı okamžik t,
výši bezrizikové úrokové mı́ry r i tržńı hodnotu obchodovaného derivátu V

f(M)
t ).

Tu můžeme vypoč́ıtat jako řešeńı rovnice

V
f(M)
t = f(St, K, σ, T, t, r)

vzhledem k proměnné σ. Takto źıskaná volatilita se označuje jako implikovaná.
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2.2 Replikačńı portfolio

Nebude-li řečeno jinak, budeme za podkladové aktivum finančńıho derivátu po-
važovat akcii s náhodnou cenou St podle (2.6) v čase t ∈ T .

Obchodńı strategii tvoř́ı dvojice neanticipativńıch náhodných proces̊u (φ, ψ),
kde φ označuje proces určuj́ıćı počet akcíı a ψ proces určuj́ıćı počet dluhopis̊u
v portfoliu. Hodnotu portfolia v čase t budeme značit jako Vt = φtSt+ψtDt. Protože
připoušt́ıme prodeje nakrátko, mohou procesy φ, ψ nabývat také záporných hod-
not. Dále připomeňme předpoklad, že aktiva můžeme obchodovat v jakémkoliv
množstv́ı.

Pro účely zajǐstěńı budeme pracovat se samofinancuj́ıćım portfoliem, tj. s tako-
vým portfoliem, které vyžaduje pouze počátečńı investici v čase 0 a jehož hodnotu
neńı možné ovlivňovat dodáńım nebo naopak odčerpáńım finančńıch prostředk̊u,
např. připsáńım dividend. Jediným zp̊usobem, jak lze ovlivnit složeńı takového
portfolia, je výměna části akcíı za dluhopisy a naopak. Hodnota portfolia se měńı
pouze v závislosti na změně ceny akcie, resp. dluhopisu. Portfolio je tedy samofi-
nancuj́ıćı, jestliže pro proces hodnoty V tohoto portfolia je splněna stochastická
diferenciálńı rovnice

dVt = φtdSt + ψtdDt.

Př́ıklad 2.3. Uvažujme dvě portfolia P1 = (1, 0) (vlastńıme jednu akcii) a P2 =
(0, SDt ) (vlastńıme SDt peněžńıch jednotek na bankovńım účtu s úrokovou mı́rou
r). Hodnota portfolia P1 je Vt(P1) = 1 · St + 0 · Dt = St, hodnota portfolia P2 je
Vt(P2) = 0 · St + SDt ·Dt = St, portfolia tedy maj́ı stejnou hodnotu. Je však

dVt(P1) = (1, 0) · (dSt, dDt)
T = dSt,

zat́ımco
dVt(P2) = (0, SDt ) · (dSt, dDt)

T = SDt dDt = Strdt 6=

6= Stµdt+ StσdWt = dSt.

Portfolio P1 je samofinancuj́ıćı, portfolio P2 nikoliv. 4

Označme V D
t = e−rtVt = D−1

t Vt diskontovanou hodnotu samofinancuj́ıćıho
portfolia. Pomoćı integrace per partes (viz př́ıklad 1.33) urč́ıme jej́ı diferenciál
jako

dV D
t = dD−1

t Vt +D−1
t dVt =

= de−rt(φtSt + ψtDt) + e−rt(φtdSt + ψtdDt) =

= φtd(e−rtSt) + ψtd(e−rtDt) = φtdS
D
t .

Vid́ıme tedy, že diskontovaná hodnota celého portfolia se měńı pouze v závis-
losti na diskontované ceně akcíı. Definujme proto proces ψt = V D

t −φtSDt . Zřejmě
Vt = ertV D

t a
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dVt = d(ertV D
t ) = (ψt + φtS

D
t )dDt + φtDtdS

D
t =

= φt(S
D
t dDt +DtdS

D
t ) + ψtdDt = φtdSt + ψtdDt

a portfolio (φ, ψ) je samofinancuj́ıćı.
Výplatńı funkce derivátu f je funkćı ceny podkladového aktiva. Označme

V f (t, St) = V f
t = Dt EQ

[
D−1
T f(ST )|St

]
= e−r(T−t) EQ [f(ST )|St] (2.9)

hodnotu závazku vyplatit v čase T částku f(ST ) nahĺıženou v čase t. Jestliže
existuje takové samofinancuj́ıćı portfolio, pro které VT = V f

T , pak jej nazveme
replikačńım portfoliem. Vzhledem k neexistenci arbitráže muśı být hodnota Vt
tohoto portfolia shodná s hodnotou derivátu V f

t v jakémkoliv čase t ∈ T , portfolio
tedy replikuje výplatu při realizaci derivátu f(ST ). Z opačného pohledu je zřejmé,
že finančńı derivát s odpov́ıdaj́ıćı výplatńı funkćı plně zajǐst’uje své replikačńı
portfolio proti náhodným výkyv̊um ceny jeho složek.

Potřebný počet akcíı v replikačńım portfoliu se urč́ı následuj́ıćım zp̊usobem.
Mějme samofinancuj́ıćı portfolio Vt. Určili jsme, že

dVt = φtdSt + ψtdDt,

dSt = σStdWt + rStdt,

dDt = rDtdt.

Podle Itôovy formule je

dV f
t =

∂

∂t
V f
t dt+

∂

∂S
V f
t dSt +

1

2

∂2

∂S2
V f
t (dSt)

2 =

=

(
∂

∂t
V f
t + rSt

∂

∂S
V f
t +

1

2
σ2S2

t

∂

∂2S2
V f
t

)
dt+ σSt

∂

∂S
V f
t dWt =

= (φrSt + ψrDt)dt+ φσStdWt.

Porovnáńım koeficient̊u u dWt dostáváme

φt =
∂

∂S
V f
t ψt = e−rt

(
V f
t − St

∂

∂S
V f
t

)
.

Porovnáńım koeficient̊u u dt nav́ıc dostáváme

∂

∂t
V f
t + rSt

∂

∂S
V f
t +

1

2
σ2S2

t

∂2

∂S2
V f
t = φrSt + ψrDt = rV f

t . (2.10)

Spolu s počátečńı podmı́nkou V (T, St) = f(St) jsme dospěli ke stochastické dife-
renciálńı rovnici, kterou se urč́ı replikačńı portfolio.
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S ohledem na (2.7) je hodnota finančńıho derivátu evropského typu (tj. s vy-
pořádáńım právě v čase T ) při sjednáńı rovna

V0 = V D
T = e−rTV f

T =

=
e−rT√

2π

∫ ∞
−∞

f
(
S0e

(r− 1
2
σ2)T+σ

√
Tz
)
e−

1
2
z2dz. (2.11)

Ze vzorce je zřejmé, že cena derivátu nezáviśı na parametru µ, který udává
rychlost r̊ustu ceny podkladového aktiva, ale pouze na volatilitě σ.

Shrňme postup, kterým sestroj́ıme z akcíı a dluhopis̊u replikačńı portfolio:

1. nalezneme pravděpodobnostńı mı́ru Q, vzhledem k ńıž je proces diskonto-
vané hodnoty akcie SDt martingalem,

2. vytvoř́ıme proces V D
t = EQ

[
e−r(T−t)f(ST )|St

]
,

3. nalezneme neanticipativńı proces (φt, t ≥ 0) takový, že dV D
t = φtdS

D
t ,

4. v čase t ∈ T udržujeme portfolio tak, aby obsahovalo φt podkladových akcíı
a ψt = V D

t − φtSDt dluhopis̊u.

2.3 Opce evropského typu

Opce je kontrakt, který představuje právo nakoupit (call) či prodat (put) určité
aktivum k budoućımu předem stanovenému datu T v př́ıpadě evropských općı,
nebo kdykoliv před t́ımto datem v př́ıpadě amerických općı. Součást́ı oceňovaćıho
schématu opce jsou kromě data vypršeńı T ještě předem dohodnutá realizačńı cena
aktiva K a specifikace podkladového aktiva s cenou St, t ∈ T . Jelikož má majitel
opce právo na jej́ı realizaci, nikoliv povinnost, plat́ı za toto právo upisovateli opce
opčńı prémii.

Mějme nejprve evropskou call opci. Jej́ı majitel zřejmě uplatńı své právo
v př́ıpadě, kdy ST > K a jeho okamžitý zisk je ve výši ST−K. Výplatńı funkce má
tedy tvar f(ST ) = (ST −K)+. Dosad’me do rovnice (2.11). S využit́ım substituce

z = −1

2
σ2T + σ

√
Tx

dostáváme pro cenu opce při jej́ım sjednáńı (tj. v čase t = 0)

e−rT√
2π

∫ ∞
−∞

(
S0e

(r− 1
2
σ2)T+σ

√
Tz −K

)+

e−
1
2
z2dz =

=
1√
2π

∫ ∞
−∞

(
S0e

− 1
2
σ2T+σ

√
Tz −K

)+

e−
1
2
z2dz =
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=
1√

2πσ2T

∫ ∞
−∞

(S0e
x −Ke−rT )+ exp

{
−
(
x+ 1

2
σ2T

)2

2σ2T

}
dx =

=
1√

2πσ2T
S0

∫ ∞
ln
(
K
S0

)
−rt

exp

{
−
(
x− 1

2
σ2T

)2

2σ2T

}
dx−

− 1√
2πσ2T

Ke−rT
∫ ∞

ln
(
K
S0

)
−rt

exp

{
−
(
x+ 1

2
σ2T

)2

2σ2T

}
dx =

= S0

1− Φ

 ln
(
K
S0

)
− rt− 1

2
σ2T

σ
√
T

−e−rTK
1− Φ

 ln
(
K
S0

)
− rt+ 1

2
σ2T

σ
√
T


Využili jsme přitom vlastnost́ı distribučńı funkce Φ normovaného normálńıho
rozděleńı. Předchoźım výpočtem jsme dospěli k Black-Scholesově formuli ve tvaru

ct = StΦ(d)− e−r(T−t)KΦ(d− σ
√
T − t), (2.12)

kde

d =
ln
(
St
K

)
+
(
r + 1

2
σ2
)

(T − t)
σ
√
T − t

,

která popisuje cenu evropské call opce na akcii v čase t, tj. když do realizace zbývá
doba T − t.

Známe-li již cenu evropské call opce c, odvod́ıme cenu evropské put opce p na
základě tzv. put-call parity. Majitel put opce zřejmě uplatńı své právo v př́ıpadě,
kdy K > ST a jeho okamžitý zisk je ve výši K − ST . Výplatńı funkce má tedy
tvar f(ST ) = (K − ST )+. Mějme kromě zakoupené put opce ještě prodanou call
opci, obě se stejnou realizačńı cenou, splatnost́ı a na totéž podkladové aktivum,
jehož jsme majitelem. Pak hodnota takového portfolia k datu splatnosti T je

pT − cT + ST = (K − ST )+ − (ST −K)+ + ST =

=

{
K − ST + ST = K, K ≥ ST
−(ST −K) + ST = K, ST > K.

Je tedy za každých okolnost́ı rovna K. Proto

pt = ct + e−r(T−t)K − St, (2.13)

což lze pomoćı Black-Scholesovy formule vyjádřit jako

pt = StΦ(d)− e−r(T−t)KΦ(d− σ
√
T − t) + e−r(T−t)K − St =

= St(Φ(d)− 1)− e−r(T−t)K(Φ(d− σ
√
T − t)− 1) =

= e−r(T−t)KΦ(σ
√
T − t− d)− StΦ(−d). (2.14)
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Př́ıklad 2.4. Závěrečný kurz akcie společnosti Microsoft na frankfurtské burze
dne 5.12.2008 byl 15, 57 EUR, volatilita za obdob́ı jednoho roku 52, 66%. Uvažujme
call opci na tuto akcii upsanou 5.11.2008 se splatnost́ı za 6 měśıc̊u a realizačńı
cenou 15, 25 EUR. Jej́ı hodnota ke dni 5.12.2008 je 1, 35 EUR. Hodnota put opce
se stejnými parametry je 0, 77 EUR. Výpočet byl proveden podle Black-Scholesovy
formule v programu Mathematica, zdrojový kód je uveden v části B př́ılohy. 4

Na obrázku 2.3 je zobrazena hodnota výplatńı funkce v okamžiku realizace
(přerušovaná čára) a v čase 0 podle Black-Scholesovy formule (plná čára) pro
evropskou call a put opci. Obě opce jsou vypsány na realizačńı cenu 50 a s dobou
splatnosti 6 měśıc̊u.

20 40 60 80 100K
St
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20
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50

ct

20 40 60 80 100K
St

10

20

30

40

50

pt

Obrázek 2.3. Call opce (nahoře) a put opce (dole) - hodnota výplatńı funkce
podle Black-Scholesovy formule v časech 0 a T v závislosti na ceně podkladového
aktiva

43



Povšimněme si ještě, jaký vliv maj́ı na hodnotu call opce jednotlivé jej́ı para-
metry:

• cena akcie St - jestliže cena podkladového aktiva vzroste významně nad rea-
lizačńı cenu, bude opce realizována s kladným ziskem. Cena opce proto roste.
Pro St →∞ se hodnota opce bĺıž́ı ceně podkladového aktiva. Pokud naopak
cena podkladového aktiva klesá, snižuje se očekávaná hodnota výrazu (ST −
K)+, s ńı předpokládaný zisk a tedy i hodnota opce. Extrémem je př́ıpad,
kdy St = 0. Pak je hodnota call opce na tuto akcii nulová.

• doba do splatnosti T - s klesaj́ıćı zbývaj́ıćı dobou do splatnosti se snižuje
volatilita ceny akcie, která je podle předchoźıho výkladu na této době závislá.
Hodnota opce se proto bude přibližovat výrazu (ST −K)+. Naopak jestliže
T →∞, bude se diskontovaná hodnota realizačńı ceny bĺıžit nule a hodnota
opce se bude bĺıžit ceně akcie.

• volatilita σ - při velmi ńızké volatilitě se cena akcie vyv́ıj́ı obdobným zp̊u-
sobem jako cena bezrizikového aktiva. S rostoućı volatilitou je naopak vyšš́ı
pravděpodobnost, že opce bude zisková, proto jej́ı hodnota roste.

Reakce hodnoty evropské put opce je opačná než v př́ıpadě call opce. Jestliže je
St = 0, přibližuje se hodnota opce k e−r(T−t)K, naopak pro St → ∞ se hodnota
opce bĺıž́ı nule. Ostatńı závislosti uvedené pro call opci plat́ı stejně i pro put
opci. Matematicky jsou tyto závislosti popsány pomoćı tzv. sensitivit, o kterých
pojednáme v obecněǰśım kontextu v daľśı kapitole.

V Black-Scholesově modelu jsme kromě finančńıch derivát̊u na akcii zmı́nili
také deriváty na měnové kurzy. Výpočet jejich hodnoty je velmi podobný. Vý-
platńı funkce měnové opce je ve tvaru f(ET ) = (ET −K)+, kde K je dohodnutý
realizačńı měnový kurz. Stejným postupem jako v př́ıpadě akciových derivát̊u
dospějeme k vyjádřeńı hodnoty call opce na dodáńı librového obnosu v čase T při
kurzu K

V f (t, Et) = e−ρ(T−t) EQ

[
(ET −K)+|Et

]
.

Dále je

e−ρT EQ

[
(ET −K)+|Et

]
= e−γT EQ

[
e−ρT (ED

T −Ke−γT )+|St
]
,

což je e−γT násobek hodnoty z Black-Scholesovy formule pro realizačńı cenu
dodávky KeγT .

2.4 Forward a futures

Forward představuje závazek jedné strany zakoupit a druhé strany prodat k ur-
čitému budoućımu datu T dané množstv́ı podkladového aktiva za dohodnutou
realizačńı cenu K. Výplatńı funkce forwardu má tvar f(ST ) = ST −K.
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Protože se cena podkladového aktiva (v našem př́ıpadě akcie) vyv́ıj́ı náhodně,
je současná cena forwardu v čase t stanovena jako EQ

[
e−r(T−t) (ST −K) |St

]
.

Protože nepřipoušt́ıme možnost arbitráže, stanov́ı účastńıci při sjednáńı kontraktu
(tj. v čase t = 0) realizačńı cenu podkladového aktiva tak, aby

0 = EQ [ST −K|F0] = EQ (ST |S0)−K = erTS0 −K,

jak jsme ukázali dř́ıve. Je tedy

K = S0e
rT .

Také pro oceněńı forwardu je možné využ́ıt výpočtu př́ımo ze vzorce (2.11),
snazš́ı je uvědomit si vztah evropské call opce a forwardu. Jestliže se cena ak-
cie bĺıžit nekonečnu, dojde zajisté k realizaci opce. Hodnotu forwardu v čase t
tedy stanov́ıme jako

Ft = St − e−r(T−t)K.

Očekávaný budoućı měnový kurz pro oceněńı měnového forwardu stanov́ıme ob-
dobným postupem jako

EQ [ET ] = E0e
(ρ−γ)T .

Hodnotu forwardu pak vyjádř́ıme jako

V f (t, Et) = e−ρ(T−t) EQ

[
ET − E0e

(ρ−γ)T
]

=

= e−ρ(T−t) EQ

[
Et exp

{
σ (WT −Wt) +

(
ρ− 1

2
σ2

)
(T − t)

}
− E0e

(ρ−γ)T
∣∣Et] =

= e−γT
(
eγtEt − eρtE0

)
.

Kontrakty futures maj́ı oproti forward̊um standardizované parametry, tj. z hle-
diska oceněńı předevš́ım velikost kontraktu a dobu splatnosti. Důsledkem stan-
dardizace je snazš́ı vyhledáńı protistrany a tedy vyšš́ı likvidita trhu s futures.
Důležitým rozd́ılem je denńı vypořádáńı, které u futures provád́ı clearingové
centrum jakožto zprostředkovatel obchodu prostřednictv́ım maržováńı (marking-
to-market), kdy jsou denńı ztráty, resp. zisky ihned vyrovnány z př́ıslušných
maržových účt̊u. Snižuje se tak riziko selháńı protistrany. Naproti tomu u for-
wardového kontraktu se protistrany obvykle dobře znaj́ı, proto je riziko selháńı
ńızké.

Stejným zp̊usobem jako v [3] ukážeme, že za předpokladu konstantńıch úroko-
vých měr jsou ceny forwardu a futures stejné. Mějme futures na n dńı s denńım
vypořádáńım a cenou Fi na konci dne i, i = 0, . . . , n. Necht’ rd je konstantńı denńı
bezriziková úroková mı́ra. Výsledek z futures ke konci i-tého dne od sjednáńı

(Fi − Fi−1)erdi
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je dále úročen bezrizikovou úrokovou mı́rou až do konce n-tého dne, plat́ı tedy

(Fi − Fi−1)erdierd(n−i) = (Fi − Fi−1)erdn.

Celková hodnota denńıch výsledk̊u na konci n-tého dne je

n∑
i=1

(Fi − Fi−1)erdn =

= erdn[(Fn − Fn−1) + (Fn−1 − Fn−2) + . . .+ (F1 − F0)] =

= (Fn − F0)erdn.

Hodnota Fn je ale shodná s cenou podkladového aktiva při realizaci, tj. Fn = ST .
Uvažujme nav́ıc investici ve výši F0 v čase 0 se stejnou bezrizikovou úrokovou
mı́rou. Celkový výsledek z obchodu můžeme přepsat do tvaru

F0e
rdn + (ST − F0)erdn = ST e

rdn.

Necht’ dále hodnota forwardu při jeho sepsáńı je G0. Nákupem F0 jednotek bez-
rizikového aktiva a uzavřeńım erdn forward̊u dosáhneme taktéž výsledku ST e

rdn

v čase T . Obě strategie vedou ke stejnému výsledku, proto muśı platit F0 = G0.
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Kapitola 3

Zajǐst’ováńı

Z konstrukce jednotlivých finančńıch derivát̊u je zřejmé, že jsou využitelné pro
spekulativńı účely, kdy jedna strana sáźı na pokles a druhá naopak na r̊ust ceny
podkladového aktiva. Vědomě se tak vystavuj́ı riziku opačného vývoje. Z tohoto
d̊uvodu jsou deriváty často označovány za hazardńı hry.

Deriváty jsou však užitečným nástrojem v opačném př́ıpadě, kdy chceme riziko
redukovat. Dř́ıve jsme uvedli, že replikačńı portfolio replikuje výplatu při realizaci
derivátu. Z opačného pohledu derivát zajǐst’uje odpov́ıdaj́ıćı replikačńı portfo-
lio proti pohybu hodnoty jednotlivých aktiv. Toho využ́ıvaj́ı zajǐst’ovatelé, kteř́ı
vstupuj́ı na derivátový trh za účelem ochrany svého portfolia proti nepř́ıznivým
výkyv̊um. Strategie obou typ̊u investor̊u se na trhu vzájemně doplňuj́ı.

V této kapitole nejprve osvětĺıme koncept zajǐst’ováńı na obecné úrovni a poté
ukážeme, jak lze k zajǐstěńı portfolia využ́ıt općı a forward̊u. Postupy budeme
ilustrovat na akciových derivátech, lze je však stejným zp̊usobem přenést i na
měnové deriváty. Předpokládáme přitom, že podkladová akcie nevypláćı divi-
dendu. Výplatu dividendy zohledńıme podle postupu uvedeného v závěru kapitoly
2.1.

Pomoćı tvz. Greeks vysvětĺıme, jakým zp̊usobem reaguje hodnota portfolia na
změnu r̊uzných faktor̊u. Ukážeme vývoj těchto citlivost́ı v závislosti na ceně pod-
kladového aktiva, která má ze všech uvažovaných veličin největš́ı vliv na hodnotu
derivátu.

3.1 Citlivosti - The Greeks

Zajǐst’ováńı úzce souviśı s citlivost́ı portfolia na r̊uzné vlivy. Zajǐst’ovatel zauj́ımá
opačné pozice v r̊uzných typech finančńıch instrument̊u, aby sńıžil dopady změn
ceny aktiv, které jsou v jeho portfoliu zastoupeny.

Prvńı takový př́ıstup jsme ukázali při stanoveńı ceny evropské put opce. Ses-
tavili jsme portfolio z evropské put opce, evropské call opce a akcie. Portfolio
bylo zajǐstěno proti pohyb̊um v cenách podkladového aktiva aniž bylo nutné do
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jeho složeńı jakkoliv zasahovat. Nav́ıc zajǐst’ovatel s takovým portfoliem dosáhne
bezrizikového výnosu.

Při sestrojováńı replikačńıho portfolia V pro obecný typ finančńıho derivátu
jsme dospěli k vyjádřeńı procesu počtu akcíı v tomto portfoliu

∆ = φ =
∂V

∂S
.

Veličina, kterou jsme označili ∆ (delta), vyjadřuje citlivost finančńıho derivátu
(resp. jeho replikačńıho portfolia) s hodnotou V na změnu ceny akcie.

Uvažujme, že vlastńıme jednu akcii s cenou St. Vhodným zajǐstěńım chceme
dospět k ∆Π = 0 pro nově vytvořené portfolio Π složené z námi vlastněné akcie
a vhodného počtu derivát̊u, tj. k tzv. delta-neutrálńı pozici. Máme

Πt = St − nVt,

∆Π = ∆S − n∆V = 1− n∆V = 0,

Zajǐstěńı akcie dosáhneme prodejem n = 1
∆V

kus̊u derivátu na tuto akcii. Č́ıslo n

označuje tzv. zajǐst’ovaćı poměr.
Pro evropskou call opci oceněnou podle Black-Scholesovy formule (2.12) plat́ı

∆c = Φ(d). Tento vztah odvod́ıme derivováńım (2.12) podle St. Označme d1 = d,
d2 = d− σ

√
T − t. Pak je

∆c =
∂c

∂S
= Φ(d1) + S

∂

∂S
Φ(d1)−Ke−r(T−t) ∂

∂S
Φ(d2) =

= Φ(d1) + SΦ′(d1)
∂d1

∂S
−Ke−r(T−t)Φ′(d2)

∂(d2)

∂S
=

= Φ(d1) +
SΦ′(d1)−Ke−r(T−t)Φ′(d2)

σ
√
T − t

.

Dále je
Φ′(d1)

Φ′(d2)
= exp

{
−1

2

(
d2

1 − (d1 − σ
√
T − t)2

)}
=

exp

{
−1

2

(
2 ln

(
S

K

)
+ 2

(
r +

1

2
σ2

)
(T − t)− σ2(T − t)

)}
=

= e−r(T−t)
K

S
,

a proto
∆c = Φ(d).
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Protože ∆c > 0, je hodnota call opce vždy rostoućı funkćı ceny podkladového
aktiva St. S využit́ım put-call parity snadno vypočteme

∆p = Φ(d)− 1 = −Φ(−d)

pro evropskou put opci. Plat́ı ∆p < 0, proto je hodnota put opce vždy klesaj́ıćı
funkćı St.

∆-zajǐstěńı je také někdy označováno jako dynamické zajǐst’ováńı, nebot’ zajǐs-
t’ovatel muśı v portfoliu pr̊uběžně udržovat poměr akcíı a derivát̊u na tyto akcie.
Vezmeme-li v úvahu, že předpoklad neexistence transakčńıch náklad̊u neńı při
reálném obchodováńı splněn, je dynamické zajǐst’ováńı vždy ztrátové.

Jednodušš́ı situace je u forwardu, kde vždy plat́ı ∆F = 1. Jednu akcii tedy
můžeme zajistit prodejem jednoho forwardu na tuto akcii. ∆-zajǐstěńı pomoćı
forwardu je označováno jako statické zajǐst’ováńı, nebot’ při této strategii nejsou
až do vypršeńı kontraktu nutné žádné daľśı zásahy do portfolia.

Z Taylorova rozvoje hodnoty portfolia na časovém intervalu [t, t+ δ), δ > 0

Vt+δ = Vt + δ
∂Vt
∂St

+
1

2
δ2∂

2Vt
∂St

+ . . .

je zřejmé, že ∆-zajǐstěńı chráńı portfolio pouze proti malým změnám ceny pod-
kladového aktiva. Při velkých změnách se výrazně projevuje efekt konvexity (tj.
kvadratický člen Taylorova rozvoje) a portfolio neńı zcela zajǐstěno. Označme
proto (gamma)

Γ =
∂2V

∂S2
.

Jestliže máme delta-neutrálńı portfolio, jehož gamma je rovna Γ a opci s gamma
rovnou ΓO, pak požadujeme

0 = Γ−mΓO.

Prodejem m = Γ/ΓO općı zajist́ıme portfolio proti výkyv̊um zp̊usobeným konve-
xitou. Pro Γ-zajǐstěńı nelze použ́ıt forward, protože ΓF = 0. Využ́ıvaj́ı se proto
opce, jejichž hodnota nezáviśı na ceně podkladového aktiva lineárně a proto má
nenulovou druhou derivaci podle St. Zahrnut́ı dodatečných m općı do portfolia
má vliv na citlivost delta. Proto je nutné přepoč́ıtat zajǐst’ovaćı poměr, abychom
udrželi delta-neutrálńı pozici.

Gamma vyjadřuje citlivost delta na změnu ceny podkladové akcie. Jestliže
má gamma ńızkou hodnotu, znamená to, že se hodnota delta měńı pouze po-
malu a změny v portfoliu vedoućı k delta-neutrálńı pozici mohou být prováděny
v deľśıch časových intervalech. Jak vyplývá z uvedeného postupu vedoućıho ke
gamma-neutrálńı pozici, Γ-zajǐst’ováńı narozd́ıl od ∆-zajǐst’ováńı chráńı portfolio
i proti velkým výkyv̊um ceny podkladového aktiva.

Na tomto mı́stě je nutné podotknout, že kvalita zajǐstěńı záviśı do jisté mı́ry
na zvoleném modelu vývoje ceny podkladového aktiva, proto s sebou ∆-zajǐstěńı
(resp. Γ-zajǐstěńı) nese riziko modelu.
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Pro evropskou call opci a put opci má Γ stejnou hodnotu

Γc = Γp =
∂2c

∂S2
=
∂∆c

∂S
=

φ(d)

Sσ
√
T − t

.

Protože je Γc > 0 a Γp > 0, je hodnota call i put opce konvexńı funkćı St.
Časovou citlivost portfolia vyjadřuje (theta)

Θ =
∂V

∂t
.

Pro evropskou call opci je

Θc = −Ke−r(T−t)
(

1

2

σφ(d2)√
T − t

+ Φ(d2)

)
,

pro evropskou put opci opět použit́ı put-call parity vede k výsledku

Θp = Θc +Kre−r(T−t).

Časová hodnota call opce se s rostoućım t snižuje, protože se snižuje pravděpodob-
nost dosažeńı vysokého zisku. Tomu odpov́ıdá hodnota Θc, která je vždy záporná.
O hodnotě put opce v závislosti na čase do splatnosti nelze s určitost́ı vyslovit
žádný závěr. Theta má z hlediska zajǐst’ováńı pouze popisnou funkci, nebot’ čas je
deterministickou veličinou.

Podle rovnice (2.10) můžeme vyjádřit vztah mezi delta, gamma a theta citli-
vost́ı. Máme totiž

∂Vt
∂t

+ rSt
∂Vt
∂St

+
1

2
σ2S2

t

∂2Vt
∂S2

t

= rVt,

což znamená

rV = Θ + rS∆ +
1

2
σ2Γ.

Při ∆-zajǐstěńı plat́ı ∆ = 0. Proto nabývá-li Θ velkých kladných hodnot, muśı Γ
nabývat velkých záporných hodnot a naopak.

Při odvozováńı ceny akcie (2.6) jsme došli k závěru, že pro odhad jej́ıho vývoje
je d̊uležitá znalost volatility σ. Předpokládali jsme, že σ je konstantńı, v praxi však
tento předpoklad neńı splněn. Reakci hodnoty portfolia na změnu volatility ceny
akcie měř́ı (vega)

ν =
∂V

∂σ
.

V př́ıpadě evropské call opce je

νc =
∂c

∂σ
= Stφ(d1)

∂d1

∂σ
−Ke−r(T−t)φ(d2)

∂d2

∂σ
=

= Stφ(d1)
1

2

√
T − t+Ke−r(T−t)φ(d2)

1

2

√
T − t = Stφ(d)

√
T − t,
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kde φ = Φ′. Pomoćı put-call parity snadno nahlédneme, že pro evropskou put opci
plat́ı νp = νc.

Pro ohodnoceńı dopadu změny bezrizikové úrokové mı́ry se použ́ıvá (rho)

ρ =
∂V

∂r
.

Pro evropskou call, resp. put opci plat́ı

ρc = K(T − t)e−r(T−t)Φ(d2),

ρp = −K(T − t)e−r(T−t)Φ(−d2).

Protože ρc > 0, má zvýšeńı bezrizikové úrokové mı́ry za následek zvýšeńı hodnoty
call opce. Naopak ρp < 0 a zvýšeńı bezrizikové úrokové mı́ry zp̊usob́ı pokles
hodnoty put opce.

V praxi bývá obt́ıžné nalézt na trhu potřebné deriváty pro složitěǰśı typy
zajǐstěńı (gamma, vega atd.). Investoři se proto snaž́ı dosáhnout ∆-zajǐstěńı a os-
tatńı citlivosti pouze sleduj́ı. Zasáhnou v př́ıpadě, kdy vzrostou na př́ılǐs vysokou
hodnotu.

[3] v dodatku 14A dává do souvislosti výše zmı́něné citlivosti. Předpokládá
závislost hodnoty derivátu V na (nekonstantńı) volatilitě podkladového aktiva σ,
ceně podkladového aktiva S a čase t. Taylor̊uv rozvoj pro interval délky δt pro V
je pak ve tvaru

δV =
∂V

∂S
δS +

∂V

∂σ
δσ +

∂V

∂t
δt+

1

2

∂2V

∂S2
δS2 + ....

T́ım je demonstrován postup zajǐstěńı portfolia V . Nejprve prostřednictv́ım ∆-
zajǐstěńı eliminujeme prvńı lineárńı člen, poté Γ-zajǐstěńım prvńı kvadratický člen
atd. Pro členy vyšš́ıch řád̊u je možné definovat obdobné citlivosti a dosáhnout tak
efektivněǰśıho zajǐstěńı. Tento postup je však obt́ıžně aplikovatelný v praxi.

Př́ıklad 3.1. V části C př́ılohy uvád́ıme zdrojový kód programu Mathematica na
výpočet citlivost́ı ∆, Γ, Θ, ν a ρ. Demonstrujeme jejich pr̊uběh v závislosti na
době do splatnosti T pro opci v peněźıch (tj. při St > K), opci na peněźıch (tj.
St = K) a opci mimo peńıze (tj. St < K), a to pro call i put opci. Dále uvád́ıme
grafy citlivost́ı v závislosti na ceně podkladového aktiva St. 4
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Kapitola 4

Deriváty amerického typu

Derivát amerického typu se splatnost́ı v čase T může být (narozd́ıl od derivátu
evropského typu) realizován k jakémukoliv datu τ ≤ T . Pro obchodńıka s ame-
rickými finančńımi deriváty se tak kĺıčovým stává problém stanoveńı optimálńıho
okamžiku realizace.

Pojmem markovský čas vzhledem k filtraci F = {Ft, t ≥ 0} rozumı́me náhod-
nou veličinu τ ≥ 0 takovou, že

{τ(ω) ≤ t, ω ∈ Ω} ∈ Ft t ≥ 0.

V teorii oceňováńı amerických derivát̊u vyjadřuje okamžik, kdy dojde k realizaci
kontraktu, tedy k zastaveńı daľśıho vývoje jeho hodnoty (proto by bylo vhodněǰśı
použ́ıvat doslovný překlad anglického termı́nu stopping time, tedy okamžik zas-
taveńı). Symbolem M budeme značit množinu všech markovských čas̊u vzhledem
k filtraci F . Jestliže (Xt, t ≥ 0) je martingal vzhledem k F a τ ∈ M markovský
čas, pak také zastavený proces (Xt∧τ , t ≥ 0) je martingal vzhledem k F . Vlastnost
vyplývá př́ımo z definice martingalu.

Uvažujme finančńı derivát, jehož podkladovým aktivem je akcie s cenou St
podle (2.6) v čase t ∈ [0, T ]. V souladu s předchoźımi kapitolami budeme značit
f(St) výplatńı funkci derivátu, která má pro americký i evropský typ stejný tvar,
a V f

t , resp. V f ;a
t hodnotu evropského, resp. amerického derivátu v čase t. Ame-

rický derivát nab́ıźı svému majiteli stejná práva jako evropský derivát, avšak
s možnost́ı dř́ıvěǰśı realizace, proto muśı být jeho hodnota přinejmenš́ım rovna
hodnotě evropského derivátu se stejnými parametry. Je tedy V f ;a

t ≥ V f
t .

Pro derivát amerického typu zřejmě plat́ı

V f ;a
t = sup

τ∈M∩[t,T ]

EQ

[
e−r(τ−t)f(Sτ )|St

]
= sup

τ∈M∩[t,T ]

V f
t (τ), (4.1)

úlohou je naj́ıt optimálńı čas realizace τ ∗, který maximalizuje hodnotu derivátu.
Na americký derivát pohĺıž́ıme jako na množinu evropských derivát̊u se splatnost-
mi v časech τ ∈ M ∩ [t, T ], jejich hodnotu v čase t znač́ıme V f

t (τ). Rozhodnut́ı
o předčasné realizaci učińıme na základě porovnáńı hodnoty dvou evropských
derivát̊u se splatnost́ı v čase τ a T .
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Tvrzeńı 4.1. Supremum ve výrazu (4.1) je nabýváno pro

τ = min{t, V f ;a
t = f(St)} τ ∈ [0, T ].

D̊ukaz. Důkaz sleduje [12], str. 89, lemma 4.22. V kapitole 2.2 jsme uvedli, že pro
každý derivát můžeme zkonstruovat portfolio s hodnotou Vt, které replikuje jeho
výplatu, nav́ıc proces e−rtV f

t je martingal. Proces e−rtV f ;a
t je supermartingalem,

tj. pro s ≤ t plat́ı
EQ[e−rtV f ;a

t |Fs] ≤ e−rsV f ;a
s .

Necht’ τ× je markovský čas maximalizuj́ıćı V f
t (τ). Protože V f ;a

t ≥ f(St), máme
v čase 0

V f ;a
0 ≥ EQ[e−rτ

×
V f ;a
τ× |F0] = EQ[e−rτ

×
V f ;a
τ× ] ≥

≥ EQ[e−rτ
×
f(Sτ×)] = V f ;a

0 .

Proto
V f ;a

0 = EQ[e−rτ
×
V f ;a
τ× ] = EQ[e−rτ

×
f(Sτ×)]

a
V f ;a
τ× = f(Sτ×)

skoro jistě. Markovský čas τ ∗ maximalizuj́ıćı V f
t (τ) splňuje τ ∗ ≤ τ× ≤ T , a proto

e−rτ
∗
f(Sτ∗) = e−rτ

∗
V f ;a
τ∗ ≥

≥ EQ[e−rτ
×
V f ;a
τ× |Fτ∗ ] = EQ[e−rτ

×
f(Sτ×)|Fτ∗ ].

Výpočtem středńı hodnoty na obou stranách dostáváme

EQ[erτ
∗
f(Sτ∗)] ≥ EQ[erτ

×
f(Sτ×)] = V f ;a

0 ,

pro τ ∗ je supremum v 4.1 taktéž nabýváno, a proto je optimálńım časem realizace
amerického derivátu.

Shrneme nyńı závěry dosavadńıch úvah. Hodnota amerického derivátu je při-
nejmenš́ım rovna hodnotě evropského derivátu se stejnými parametry a stejnou
výplatńı funkćı f , tj. V f ;a

t ≥ V f
t . Jestliže plat́ı V f

t > f(St), je výhodněǰśı de-
rivát nerealizovat předčasně, jeho hodnota je v tom př́ıpadě shodná s hodnotou
evropského derivátu. V př́ıpadě, že nastane rovnost V f ;a

t = f(St), je čas t op-
timálńım pro předčasnou realizaci derivátu.

Právě vyloženou teorii aplikujeme na př́ıkladu americké put opce (jej́ı hodnotu
v čase t označ́ıme Pt), pro americkou call opci (hodnotu v čase t označ́ıme Ct)
vystač́ıme s jednodušš́ımi úvahami. Podle předchoźıho výkladu je dolńı hranice
hodnoty americké opce dána hodnotou evropské opce, Ct ≥ ct a Pt ≥ pt.
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4.1 Americká call opce

Věnujme se nejprve americké call opci na akcii, která nevypláćı dividendu. Mějme
v čase t evropskou call opci se splatnost́ı v čase T a částku Ke−r(T−t), kterou
můžeme do času T zhodnotit bezrizikovou úrokovou mı́rou na částku K. Opce
je realizována, jestliže ST > K, a výsledná hodnota portfolia je v tom př́ıpadě
(ST −K) +K = ST . Jestliže naopak ST ≤ K, opce nebude realizována a výsled-
kem je K. Hodnota tohoto portfolia v čase T je max(ST , K) ≥ ST . Celkově tedy
máme

ct +Ke−r(T−t) ≥ St,

a proto
Ct ≥ ct ≥ St −Ke−r(T−t) > St −K. (4.2)

Při realizaci americké opce v čase τ < T dosáhne jej́ı majitel zisku Sτ −K, tedy
nižš́ı částky, než je hodnota evropské call opce v čase τ . Důsledkem je, že americká
call opce nebude nikdy realizována před datem splatnosti T a jej́ı hodnota je rovna
hodnotě evropské call opce se stejnými parametry.

Poznámka 4.2. Tento závěr můžeme zobecnit pro všechny americké deriváty
s konvexńı výplatńı funkćı f , pro kterou f(0) = 0. Mějme evropský derivát s vý-
platou f(ST ) v čase T , kde f je konvexńı funkce, f(0) = 0. Pak pro λ ∈ [0, 1]
plat́ı

f(λx) = f(λx+ (1− λ)0) ≤ λf(x) + (1− λ)f(0) = λf(0).

Hodnota derivátu v čase t je

V f
t = EQ[e−r(T−t)f(ST )|St].

Dále je
e−rtV f

t ≥ e−rtEQ[f(e−r(T−t)ST )|St] ≥

≥ e−rtf(ertEQ[e−rTST |St]) =

= e−rtf(St).

Využili jsme postupně konvexity funkce f , Jensenovy nerovnosti (viz např. [12],
str. 91, lemma 1.23) a závěru, že e−rtSt je martingal. Hodnota evropského derivátu
v čase t je vyšš́ı než výplata při realizaci amerického derivátu, nebot’ V f

t ≥ f(St).
Proto neńı nikdy optimálńı předčasně realizovat americký derivát na akcii bez
výplaty dividendy, jehož výplatńı funkce f je konvexńı a f(0) = 0. ©

Uvažujme dále, že podkladová akcie vypláćı dividendu v okamžićıch ti ve výši
Di, i = 1, . . . , n. Dividenda je započtena do ceny akcie, která se po jej́ım vyplaceńı
sńıž́ı na Sti −Di. Proto má-li být americká call opce realizována předčasně, muśı
se tak stát bezprostředně před výplatou dividendy, tj. se ziskem Sti − K. Zda
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je optimálńı opci realizovat urč́ıme opět porovnáńım zisku při předčasné realiza-
ci americké opce a hodnoty evropské opce k témuž okamžiku. Budeme přitom
vycházet z úvah uvedených v [3], kapitola 8, a [12], kapitola 5.

Uvažujme nejprve, že je opce realizována před výplatou posledńı dividendy,
tj. v čase tn. Př́ıslušnou úpravou (4.2) dostáváme, že je-li

Stn −Dn −Ke−r(T−tn) ≥ Stn −K,

tedy jestliže pro výši dividendy plat́ı

Dn ≤ K(1− e−r(T−tn)),

je výhodněǰśı opci nerealizovat, nebot’ hodnota př́ıslušné evropské opce je v tako-
vém př́ıpadě vyšš́ı. Naopak jestliže

Dn < K(1− e−r(T−tn))

a Stn je významně vyšš́ı než K (tj. opce je v peněźıch), je optimálńı strategíı
realizace opce. Splněńı této podmı́nky je možné v př́ıpadě dostatečně vysoké di-
videndy, ale také v př́ıpadě, kdy od vyplaceńı posledńı dividendy Dn do doby
splatnosti opce T zbývá krátká doba, tj. člen T − tn nabývá malé hodnoty.

Podobně pokud neńı opce realizována před výplatou předposledńı dividendy
v čase tn−1, klesne cena akcie na Stn−1 − Dn−1 a daľśım datem realizace, které
přicháźı v úvahu, je tn. Proto je-li pro výši dividendy

Dn−1 ≤ K(1− e−r(tn−tn−1)),

nebude opce v čase tn−1 realizována, nebot’ je výhodněǰśı ponechat ji v platnosti
alespoň do okamžiku tn.

Zobecněńım pro i < n źıskáváme kritérium na výši dividendy, podle kterého
urč́ıme, zda je výhodné opci realizovat předčasně. Je-li

Di ≤ K(1− e−r(ti+1−ti)) i = 1, . . . , n− 1,

neńı čas ti optimálńı pro realizaci americké call opce. Nav́ıc je-li dividenda vyplá-
cena v pravidelných časových intervalech (např. k určitému datu v roce), je

T − tn ≤ ti+1 − ti i = 1, . . . , n− 1

a okamžik výplaty posledńı dividendy před splatnost́ı opce je jediným vhodným
kandidátem pro jej́ı předčasnou realizaci.

Shrneme-li předchoźı postup, můžeme hodnotu americké call opce stanovit
jako maximum hodnot dvou evropských call općı. Prvńı z nich má splatnost
v čase T shodném se splatnost́ı americké opce, splatnost druhé je v čase tn,
tj. bezprostředně před výplatou posledńı dividendy. Ostatńı parametry jsou pro
všechny tři opce stejné. V př́ıpadě, že neńı vyplácena dividenda, nebo je vyplácena
dividenda v ńızké výši, neńı optimálńı opci realizovat předčasně a pro jej́ı oceněńı
můžeme využ́ıt Black-Scholesovu formuli.
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4.2 Americká put opce

Na obrázku 2.3 je zobrazena hodnota výplatńı funkce evropské put opce při reali-
zaci k okamžiku splatnosti T (přerušovaná čára) a k nějakému datu před realizaćı
(plná čára). Jejich pr̊useč́ık děĺı osu, na které je vynesena aktuálńı hodnota pod-
kladové akcie, na dvě části. V prvńı z nich je Pt(St) < (K − St)

+, ve druhé
plat́ı opačná nerovnost. Př́ıpad Pt(St) < (K − St)+ však neńı v souladu s naš́ım
předpokladem neexistence arbitráže, nebot’ bychom mohli nakoupit akcii za St
a opci za Pt, ihned ji realizovat a utržit tak bezrizikový zisk K − P − S. Z to-
hoto d̊uvodu uvažujeme stejně jako v obecném př́ıpadě pouze druhou nerovnost
Pt(St) ≥ (K−St)+. Jestliže zmiňovaný děĺıćı bod neexistuje, pak má americká put
opce stejnou hodnotu jako evropská put opce a můžeme využ́ıt Black-Scholesovu
formuli.

Pokud děĺıćı bod existuje, označ́ıme jej S∗t pro každý okamžik t. Představuje
optimálńı cenu podkladového aktiva, při které je vhodné opci realizovat a dosá-
hnout tak vyšš́ıho výnosu než při držeńı do splatnosti. Hranice S∗t se měńı s časem,
jako nástroj pro nalezeńı optimálńıho času realizace opce použijeme úlohu volné
hranice. Poṕı̌seme postup řešeńı, který uvád́ı [13], str. 110, kapitola 7.4. Prvńı
hraničńı podmı́nka pro řešeńı rovnice v př́ıpadě americké put opce je zřejmá již
z grafu (2.3), představuje ji rovnice Pt(S

∗
t ) = K − S∗t . Volba S∗t tedy ovlivňuje

hodnotu opce pro všechny St > S∗t .
Povšimněme si dále hodnoty ∆ = ∂P

∂S
při St = S∗t . Jestliže je ∆ < −1, pak s ros-

toućı cenou akcie klesá hodnota opce rychleǰśım tempem, což odporuje podmı́nce
Pt(St) ≥ (K − St)

+, tento př́ıpad tedy nemůže nastat. Pokud je ∆ > −1, je
možné hodnotu opce v okoĺı S∗t zvýšit malým posunem po ose vyjadřuj́ıćı cenu
akcie. V tom př́ıpadě ale S∗t neńı optimálńı hranićı. Druhou hraničńı podmı́nkou
je tedy ∂P

∂S
= −1 při S = S∗t .

Daľśım požadavkem pro řešeńı úlohy je spojitost procesu St a spojitost prvńı
derivace hodnoty opce ∂P

∂S
. Nesplněńı této podmı́nky opět neńı v souladu s před-

pokladem neexistence arbitráže. Pokud by proces nebyl spojitý, bylo by možné
dosáhnout bezrizikového výnosu v každém bodě nespojitosti.

Evropský finančńı derivát s jakoukoliv výplatńı funkćı muśı splňovat parciálńı
diferenciálńı rovnici (2.10). Jej́ı tvar jsme źıskali konstrukćı replikačńıho portfolia
na základě výpočtu citlivosti ∆. Protože neńı možné udržet ∆-neutrálńı pozici
pouze nákupem či prodejem amerických općı z d̊uvodu možnosti jejich předčasné
realizace, přecháźı rovnice (2.10) v nerovnost

∂P

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2P

∂S2
+ rS

∂P

∂S
− rP ≤ 0,

nebot’ výnos z portfolia nemůže být v bezarbitrážńım prostřed́ı vyšš́ı než výnos
z bezrizikového investičńıho nástroje, rovnost je splněna pro evropskou opci. Opce
bude zřejmě realizována předčasně v čase τ pouze v př́ıpadě, kdy Sτ < K. Pak
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ale Pτ = K − Sτ a dosazeńım do (2.10) dostáváme

∂P

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2P

∂S2
+ rS

∂P

∂S
− rP = −rK < 0.

Shrňme postup, kterým źıskáme optimálńı cenu podkladové akcie, při ńıž je
výhodné realizovat americkou put opci předčasně. Pro každý čas t ∈ [0, T ] sta-
nov́ıme hranici S∗t . Pokud 0 ≤ St < S∗t , je optimálńı strategíı realizovat opci
předčasně a plat́ı

Pt = K − St
∂P

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2P

∂S2
+ rS

∂P

∂S
− rP < 0.

V opačném př́ıpadě St ≥ S∗t plat́ı

Pt > K − St
∂P

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2P

∂S2
+ rS

∂P

∂S
− rP = 0,

opce neńı realizována. Hraničńı bod S∗t źıskáme z podmı́nek

Pt(S
∗
t ) = (K − S∗t )+ ∂P

∂S
(S∗t ) = −1.

Viděli jsme, že hodnotu americké put opce stanov́ıme podobně jako v př́ıpadě
call opce porovnáńım s odpov́ıdaj́ıćı evropskou općı. Pro nalezeńı optimálńıho
okamžiku realizace put opce však neexistuje explicitńı vzorec a muśıme postupovat
numericky.

Ve stručnosti ještě zmı́ńıme zjednodušený př́ıstup ke stanoveńı optimálńıho
okamžiku realizace americké put opce, který vycháźı z binomického stromu vývoje
jej́ı hodnoty. Binomický model jsme představili na začátku kapitoly 2.1. Snadno
jej rozš́ı̌ŕıme pro hodnotu put opce.

Hodnota evropské put opce n-obdob́ı před datem splatnosti je

P (n) = e−rn
n∑
j=0

(
n

j

)
pj(1− p)n−j(K − ujdn−jS)+.

Označme δ (konstantńı) délku časového úseku mezi jednotlivými okamžiky hod-
noceńı, (i, j) pozici v j-té větvi binomického stromu v čase iδ, i = 1, . . . , n,
j = 0, . . . , i a P (i, j) hodnotu put opce na pozici (i, j). Pak pro americkou put
opci muśı platit

P (n, j) = (K − S(0)ujdn−j)+ j = 0, . . . , n.

Opce se s pravděpodobnost́ı p dostane v následuj́ıćım časovém úseku na pozici
(i+ 1, j + 1), s pravděpodobnost́ı 1− p na pozici (i+ 1, j) a pro hodnotu opce na
pozici (i, j) proto plat́ı

P (i, j) = e−rδ(pP (i+ 1, j + 1)− (1− p)P (i+ 1, j)).
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Porovnáńım hodnoty americké a evropské opce pak źıskáváme výsledný vztah

P (i, j) = max
{
K − S0u

jdi−j, e−rδ
(
pP (i+ 1, j + 1) + (1− p)P (i+ 1, j)

)}
,

i = 0, . . . , n − 1, j = 0, . . . , i. Stromem postupujeme zpětně až k hodnotě P(0,0)
a pro každou pozici zkoumáme, zda je výhodné opci realizovat.

Př́ıklad 4.3. Využit́ı binomického stromu při oceňováńı americké put opce ilus-
trujeme př́ıkladem z [3], strana 209. Máme binomický strom pro vývoj hodnoty
americké put opce s realizačńı cenou 52 za dvě obdob́ı jako na obrázku 4.1.

Obrázek 4.1. Binomický strom pro americkou put opci.

Cena podkladové akcie m̊uže ze současných 50 vzr̊ust za jedno obdob́ı na 60 s prav-
děpodobnost́ı p, nebo poklesnout na 40 s pravděpodobnost́ı 1−p, bezriziková úroková
mı́ra je r = 5%. Muśı tedy platit

50e0,05·1 = 60p+ 40(1− p),

odkud źıskáme p = 0, 6282. Daľśımi parametry jsou u = 1, 2 a d = 0, 8. Pro
hodnotu v uzlech B, C a A plat́ı

B = e−r(0p+ 4(1− p)) = 1, 4147,

C = e−r(4p+ 20(1− p)) = 9, 4636,

A = e−r(1, 4147p+ 12(1− p)) = 5, 0894.

Při realizaci opce v uzlu B bychom dosáhli výsledku 52− 60 = −8, předčasná rea-
lizace proto neńı výhodná. Oproti tomu hodnota opce v uzlu C je 9, 4636, zat́ımco
zisk při okamžité realizaci je 12. V tomto př́ıpadě je optimálńı strategíı opci re-
alizovat. Hodnota opce v uzlu A je 5, 0894, předčasnou realizaćı bychom dosáhli
ztráty 2. Vid́ıme tedy, že o předčasné realizaci lze uvažovat pouze v př́ıpadě B.4
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Kapitola 5

Exotické opce

V kapitolách 2.3 a 4 jsme odvodili metody oceněńı evropských a amerických općı
s jednoduchou výplatńı funkćı (ST−K)+ v př́ıpadě call, resp. (K−ST )+ v př́ıpadě
put opce (v anglické terminologii jsou označovány př́ıvlastkem vanilla). Jedná se
o opce, jejichž hodnota se od ceny podkladového aktiva odv́ıj́ı lineárně.

Deriváty se složitěǰśımi výplatńımi funkcemi jsou obvykle označovány jako
exotické a mohou být evropského i amerického typu. Výplata exotické opce může
např. být ovlivněna historíı vývoje ceny podkladového aktiva (jej́ı maximálńı hod-
notou, pr̊uměrem, datem prvńıho překročeńı určité hranice atd.) nebo může během
jej́ı platnosti doj́ıt ke změně realizačńı ceny. V našich úvahách bude podkladovým
aktivem akcie s cenou podle (2.6) a s dividendovým výnosem ve výši δ.

Za spojovaćı článek mezi klasickými a exotickými opcemi bývaj́ı považovány
bermudské opce. Jedná se o nestandardńı americkou opci, která může být uplat-
něna pouze k datu splatnosti nebo v určených okamžićıch τ1, . . . , τn před datem
splatnosti. Při oceněńı bermudské opce postupujeme stejným zp̊usobem jako při
stanoveńı hodnoty americké opce, ve vzorci (4.1) však uvažujeme supremum pouze
přes markovské časy z množiny M ∩{τ1, . . . , τn, T}. Protože jsou časy τi diskrétńı,
můžeme při oceňováńı použ́ıt také binomického stromu jako v kapitole 4.2.

Zahrnut́ı exotických općı do portfolia s sebou nese několik nevýhod. Předevš́ım
nestandardńı výplatńı funkce snižuje jejich likviditu. V př́ıpadě, že se obchodńık
rozhodne upsat exotickou opci z d̊uvodu zajǐstěńı portfolia, ale zajǐstěńı neńı
dostatečně efektivńı, je pro něj zpravidla obt́ıžné opci zpět vykoupit popř. naj́ıt
za tuto opci vhodnou náhradu.

Komplikovanost některých typ̊u exotických općı znemožňuje jejich obchodová-
ńı na burzách, nav́ıc klade vysoké nároky na znalost problematiky jejich oceňováńı,
pro některé typy (stejně jako pro americké opce) neexistuje explicitńı vzorec na
určeńı aktuálńı hodnoty opce. S t́ım jsou spojeny dodatečné náklady na výpočetńı
techniku, kvalitńı software i kvalifikované pracovńıky pověřené obchodováńım
s těmito deriváty. Složitěǰśı bývá také zajǐst’ováńı pomoćı exotických derivát̊u,
nebot’ jsou citlivěǰśı na změny hodnoty podkladového aktiva. Mezi výhody exo-
tických općı patř́ı možnost vyšš́ıho zisku, nebot’ se u nich ve vyšš́ı mı́̌re projevuje
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pákový efekt.
Z exotických općı uvedeme dva druhy, které [1], str. 127, uvád́ı jako nejd̊uleži-

těǰśı - digitálńı (nebo též binárńı) a bariérové opce - a jako zástupce tzv. složených
derivát̊u opci s volbou.

5.1 Digitálńı opce

Digitálńı opce vypláćı fixńı částku A v př́ıpadě, že cena podkladového aktiva
v okamžiku realizace je vyšš́ı než předem stanovená hodnota K (digitálńı call
opce), nebo naopak nižš́ı (digitálńı put opce). V opačném př́ıpadě opce zaniká
k datu splatnosti s nulovou výplatou. V anglické literatuře je taková opce nazý-
vána jako cash-or-nothing. Výplatńı funkce má tvar

f(ST ) = AI{S≥K} =

{
A, ST ≥ K
0, ST < K

v př́ıpadě call opce, digitálńı put opce má výplatńı funkci A − f(ST ). Hodnota
digitálńı opce je

Vt = Ae−r(T−t)EQ[I{ST≥K}|St] = Ae−r(T−t)Q [ST ≥ K|St],

kde Q znač́ı bezrizikovou pravděpodobnostńı mı́ru. Daľśı postup vycháźı z [1], str.
130. Z (2.7) se zahrnut́ım dividendového výnosu δ źıskáme podmı́nku

ST = S0e
(r−δ− 1

2
σ2)T+σZ

√
T = K,

při které je opce realizována. Úpravou dojdeme k závěru Z = d2 = d− σ
√
T , kde

d je stejné jako v Black-Scholesově formuli (2.12). S využit́ım (2.11) źıskáme

Q [ST ≥ K] =

∫ ∞
Z

1√
2π
e−

z2

2 dz = Φ(−Z).

Hodnota evropské digitálńı call opce je určena vztahem

Vt = Ae−r(T−t)Φ(d2).

Snadno nahlédneme, že hodnota evropské digitálńı put opce je

Vt = Ae−r(T−t)Φ(−d2).

Kromě pevné částky může být podkladovým aktivem digitálńı opce akcie (pak
bývá tato opce označována jako asset-or-nothing). Povšimněme si, že stejné vý-
platy, jakou źıskáme z evropské call opce na akcii s realizačńı cenou K, dosáhneme
kombinaćı jedné asset-or-nothing opce v dlouhé pozici a jedné cash-or-nothing
opce na částku K v krátké pozici. Jiným postupem tak dospějeme k Black-
Scholesově formuli (2.12). [1] na straně 132 dále ukazuje, že neńı vhodné využ́ıvat
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digitálńı opce pro zajǐst’ováńı, nebot’ citlivosti ∆ a Γ mohou před datem splatnosti
opce nabývat velmi vysokých hodnot.

Optimálńı strategíı v př́ıpadě americké digitálńı opce je předčasná realizace
v okamžiku, kdy cena podkladového aktiva poprvé dosáhne hranice K. Jej́ı hod-
notu lze stanovit podobně jako v kapitole 4.2 pomoćı binomického stromu.

5.2 Bariérová opce

Výplata bariérové opce se uskutečńı v př́ıpadě, že cena podkladového aktiva
dosáhla během splatnosti určité hladiny H. Opce, která se aktivuje v okamžiku,
kdy cena podkladového aktiva dosáhne H, je označována jako knock-in opce.
Naopak opce, která vyprš́ı v okamžiku dosažeńı H, se nazývá knock-out opce.
Klasická opce je zřejmě kombinaćı knock-in opce s cenou ic a knock-out opce
s cenou oc, tj. plat́ı vztah

c = ic+ oc

a podobně pro put opci. Postačuje tedy určit hodnotu knock-out opce.
Protože se opce aktivuje, resp. deaktivuje během své platnosti, je jej́ı cena

nižš́ı než u klasické opce. Hranice H může být libovolná, č́ımž je sńıžena likvidita
bariérové opce. Proto jsou tyto opce obchodovány pouze na mimoburzovńıch
trźıch.

Existuje mnoho typ̊u bariérových općı. Kromě specifikace, zda se jedná o call,
nebo put opci, jejich označeńı uvád́ı, zda je opce při překročeńı hranice aktivována
(in), nebo deaktivována (out) a zda je H horńı (up), či dolńı (down) hranice. Např.
označeńı up-and-in call tedy znamená call opci, která je aktivována v př́ıpadě, že
cena podkladového aktiva vzroste nad hranici H. Při odvozeńı vzorce popisuj́ıćıho
hodnotu bariérové opce budeme postupovat stejně jako [1], str. 142.

Uvažujme down-and-out put opci s realizačńı cenou K, splatnost́ı T a dolńı
bariérou H < K. Označme τH prvńı okamžik, kdy cena akcie dosáhne hranice
H, tj. plat́ı SτH = H. Cenu této knock-out opce stanov́ıme přidáńım dodatečné
podmı́nky v (2.9)

op = e−rTEQ[(K − ST )+ | τH > T ].

Podmı́nka τH > T je zřejmě ekvivalentńı podmı́nce min0≤t≤T St > H, proto
rozeṕı̌seme

op = e−rT EQ [K − ST |H < ST < K]−

−e−rT EQ

[
K − ST |H < ST < K, min

0≤t≤T
St ≤ H

]
=

= e−rT EQ [K − ST |ST < K]− e−rT EQ [K − ST |ST < H]−

−Ke−rT Q

[
H < ST < K, min

0≤t≤T
St ≤ H

]
+
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+e−rT EQ

[
ST |H < ST < K, min

0≤t≤T
St ≤ H

]
.

Dále máme

e−rT EQ [K − ST |ST < K] = e−rT EQ [(K − ST )+],

což je hodnota evropské put opce s realizačńı cenou K, obdobným výpočtem,
který vedl k Black-Scholesově formuli (2.14) źıskáme vyjádřeńı pro druhý člen
v předchoźım rozpisu. Odvozeńı zbývaj́ıćıch dvou člen̊u je uvedeno v [1], str. 142-
143. Daľśımi úpravami dospějeme k výsledku

op = Ke−rT
(

Φ(−dK + σ
√
T )− Φ(−dH + σ

√
T )
)
− Se−δT

(
Φ(−dK)−Φ(−dH)

)
−

−Ke−rT
(
H

S

)e−1 (
Φ(a− σ

√
T )− Φ(b− σ

√
T )
)

+

+Se−δT
(
H

S

)e+1 (
Φ(a)− Φ(b)

)
,

kde

dK =
ln S0

K
+
(
r − δ + 1

2
σ2
)
T

σ
√
T

dH =
ln S0

H
+
(
r − δ + 1

2
σ2
)
T

σ
√
T

,

a =
ln H

S0
+
(
r − δ + 1

2
σ2
)
T

σ
√
T

b =
ln H2

S0K
+
(
r − δ + 1

2
σ2
)
T

σ
√
T

,

e =
2(r − δ)
σ2

.

Obdobným postupem bychom vyjádřili hodnotu ostatńıch typ̊u bariérových općı.

5.3 Volitelné opce

Volitelné opce (anglicky chooser) je zástupcem složených derivát̊u. Svému majiteli
dává právo rozhodnout se k určitému datu τ < T , zda bude opce k datu splatnosti
T prodejńı, či kupńı. Hodnota volitelné opce k datu τ je proto max{cτ , pτ}, kde c je
cena podkladové call opce, p je cena podkladové put opce, obě opce jsou vypsány
na stejné podkladové aktivum a maj́ı shodnou dobu splatnosti T . Dosazeńım
(2.13) dostáváme

max{cτ , pτ} = max{cτ , cτ +Ke−r(T−τ) − Sτe−δ(T−τ)} =

= cτ + e−δ(T−τ)(Ke−(r−δ)(T−τ) − Sτ )+.

Hodnota volitelné opce je tedy součtem hodnoty evropské call opce se splatnost́ı
v čase T a put opce se splatnost́ı τ a realizačńı cenou Ke−(r−δ)(T−τ). Pro vyč́ısleńı
přesné hodnoty se použije Black-Scholesova formule (2.12) a (2.14).
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Závěr

V práci jsme se zabývali oceňováńım finančńıch derivát̊u. Postupovali jsme na
dostatečně obecné úrovni, která umožňuje úpravu model̊u pro deriváty s libovol-
nou výplatńı funkćı. Za pomoci teorie stochastického kalkulu jsme nejprve popsali
Black-Scholes̊uv model vývoje ceny akcie a měnového kurzu ve spojitém čase.

Poté jsme sestrojili replikačńı portfolio, které za určitých předpoklad̊u umož-
ňuje oceněńı derivátu k datu jeho splatnosti. Ne vždy však bylo možné sestavit ex-
plicitńı oceňovaćı formuli pro okamžik, který tomuto datu předcháźı. Pro takovéto
př́ıpady jsme odvodili parciálńı diferenciálńı rovnici, jej́ımž numerickým řešeńım
lze hodnotu derivátu vypoč́ıtat.

Model jsme aplikovali na výpočet hodnoty evropských općı a forward̊u. Uvedli
jsme, jaký význam maj́ı citlivosti derivátu na změnu faktor̊u, které ovlivňuj́ı
jeho hodnotu. Finančńı deriváty jsme využili pro popis metody zajǐst’ováńı proti
výkyv̊um hodnot složek portfolia.

Ukázali jsme také, jakým zp̊usobem lze postupovat v př́ıpadě amerických de-
rivát̊u, jejichž majitel má právo předčasné realizace. Z řady exotických derivát̊u,
u nichž je výplatńı funkce složitěǰśı než u tradičńıch derivát̊u, jsme vybrali tři
zástupce a odvodili pro ně oceňovaćı vzorce.

Uvedenou teorii jsme zpracovali ve výpočetńım systému Mathematica a apli-
kovali na numerické př́ıklady.
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Př́ıloha - modelováńı v systému
Mathematica

Grafy a numerické výpočty prezentované v předchoźıch kapitolách byly provedeny
ve výpočetńım systému Mathematicar. Tento program (nebo některý obdobný)
lze použ́ıt i pro odvozeńı některých vzorc̊u, nebot’ je v něm integrována podpora
symbolických výpočt̊u. Zdrojové kódy a výstupy uvád́ıme v této př́ıloze.

V části A ukazujeme, jakým zp̊usobem lze generovat náhodnou procházku
(aproxWiener) a exponenciálńı náhodnou procházku (aproxSt). Uživatel má mož-
nost model upravovat pomoćı parametr̊u sigma (volatilita kurzu akcie), r (výše
bezrizikové úrokové mı́ry), S0 (počátečńı cena akcie), steps (počet krok̊u simulace
náhodné procházky) a scale (měř́ıtko doby mezi kroky). Jak jsme uvedli v kapi-
tole 1.1, limitńım přechodem pro steps→∞ bychom źıskali z náhodné procházky
proces Brownova pohybu, resp. Wiener̊uv proces, který je základńım stavebńım
kamenem v modelu vývoje ceny akcie a měnového kurzu. Dále v této části demon-
strujeme zákon iterovaného logaritmu a zákon velkých č́ısel pro Brown̊uv pohyb.
Na př́ıkladu akcie společnosti ČEZ ilustrujeme odhad volatility a na základě mo-
delu vývoje ceny akcie odhadujeme jej́ı budoućı cenu.

V části B nejprve zavád́ıme předpis distribučńı funkce a hustoty normovaného
normálńıho rozděleńı. S využit́ım těchto funkćı uvád́ıme zápis zdrojového kódu
pro výpočet hodnoty evropské call a put opce a pro obě tyto opce výpočet jejich
implikované volatility. Hodnota opce je odvozena v kapitole 2.3. Graficky zobrazu-
jeme výplatńı funkci općı a jejich vnitřńı hodnotu. Řeš́ıme také př́ıklad 2.4.

Část C využ́ıvá funkćı definovaných v části B. Poč́ıtáme v ńı citlivosti evropské
call a put opce na jednotlivé faktory, které ovlivňuj́ı jejich hodnotu - tzv. Greeks.
Pomoćı graf̊u zobrazujeme pr̊uběh citlivost́ı v závislosti na době do splatnosti
a ceně podkladového aktiva. Př́ıslušná teorie je uvedena v kapitole 3.1.
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