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Kapitola 1

Z.akladni definice a oznaceni

Nasledovat bude nékolik zakladnich definic a oznadeni, které budu v teoretické Casti
pouzivat.

Definice 1
Dvojici (©,A), kde Q je neprizdni mnoZina a A je jeji ndjakd o —algebra,
nazyvame meéfitelny prostor.

Definice 2
Trojici (Q,A,P), kde (Q,A) je méfitelny prostor a P je pravdépodobnostni mira
definovand na A, nazyvame pravdépodobnostni prostor.

Definice 3

Mgjme pravdépodobnostni prostor (Q,A,P) a méfitelny prostor (S,X). Méfitelnou
funkci X :(Q,A) — (S,X) nazveme ndhodnou veli¢inou (n&kdy budu zkracovat
n.v.).

Definice 4

Necht (Q,A, P) je pravddpodobnostni prostor, (S,X), (G,®) méfitelné prostory a

X:(A)—(S,X), Y:(Q A4) > (G,®) niahodné velitiny.

Pak rozdéleni n.v. X je pravdépodobnostni mira P, definovand na X takto
P,(D)=P(X e D),kde De X.

Obdobné definujeme rozdéleni nihodného vektoru (X,Y) jako pravdépodobnostni

miru P, , na X ® ® nasledujicim zpiisobem

P,(DxC)=P(Xe D,Ye C),kde DxCecX®®.

Definice 5

Mgjme pravdépodobnostni prostor (Q,A,P), méfitelny prostor (S,X), n.v.
X :(Q,4)—>(S,X) a 0 -kone¢nou miru g na X.

Rekneme, Ze rozdéleni n.v. X m4 hustotu fx (x) vzhledem k x, jestlize fx (x) je
nezdporna méfitelnd funkce, pro kterou plati

P(X € D)= jfx (x)d,u(x) pro VDe X.



Kapitola 2
Pokrocilejsi definice

Definice 6
Mgjme pravdépodobnostni prostor (Q,A,P), Bc A o —algebru a nahodnou
veli¢inu X :(Q,A)%(S,Z), pficemz X € LI(Q,A,P). Pak stfedni podminénou
hodnotou n.v. X vzhledem k o —algebfe B nazveme kaZdou n.v. Y takovou, kterd
ma nésledujici vlastnosti

1. YelL (Q,B, PB), kde P, je ziZzeni P na o —algebru B

2. pro kazdou mnozinu C € B plati

deP =ijP
B B

a budeme ji oznaovat E[X |B]. Jelikoz E[X|B] neni urena jednoznaéng,
oznacime E*[X I B] jako mnoZinu vSech E[X I B].
Pak pro jev De A avolbou X =1, dostaneme E[X I B]= E[ID IB]= P(D I B).

Definice 7
Symbolem o(Y) zna¢ime o -algebru generovanou ndhodnou veli¢inou Y .

Definice 8

Mé&jme pravdépodobnostni prostor (Q,A,P), méfitelné prostory (S,%),(G,®) a
nihodné veli¢iny X :(Q,A)—(S,X), Y:(Q,A4)— (G,®). Podminénou stiedni
hodnotu E[X | o(Y )] nazveme podminénou sttedni hodnotou n.v. X vzhledem k Y
a budeme ji znacit E[X IY].

Z definice podminéné stfedni hodnoty vime, Ze libovolnd E [Z 'Y ] je olr)-
méfitelnd, kde Z € L, (Q, A, P). Déle pak vime (napt. z [2] Lemma 7.18), Ze existuje
méfitelnd redlnd funkce f :(G,®)— (R,B) takovi, Ze
E[ZIY]zf(Y) a7 na mnozinu N , kde P(N)=0.
Z definice 8 tak dostdvame
[ElziYlap= [zaP= | faP,kde Ce ®.

[rec] [rec] [rec]
Pouzijeme-li na tuto rovnost vétu o substituci, dostaneme

IZdP = jf(y)dpy (v),kde Ce &.

[rec] c



Zvolime-li navic ¢(C)= j ZdP, kde Ce @, je funkce f R-N derivaci j}(f (tj.

[YeC] Y

VCe® o(C j ()P, (y)) P, -skoro jednoznacné.

Plati-1i vztah

jZdP jf )dP, (y), kde Ce @,

[rec]
definujeme funkci f :(G,®)— (R,B) jako podminénou stiedni hodnotu n.v. X pfi
Y ([1] str. 336).
Zvolime-li Z specidlné, tj. Z=1,(X), kde De I, existuje f, takovd, Ze

f,(Y)= E[I X)IY]=P(XeDlY)

(fo(y)=El1,(x )IY—y]=P(Xe DIY =y))

a uzitim definice podminéné pravdépodobnosti dostaneme
P(XxeD,YyeC)= [P(xeDIY)dP= [E[I,(X)IY}P= [f,dP= ij )dP, (y)

[rec] [rec] [rec]

Posledni fadky jsou obzvlasté dilezité vzhledem k nésledujici definici.

Definice 9
Necht (Q,A, P) je pravdépodobnostni prostor, (S,X), (G,®) méfitelné prostory a

X :(Q,4)=(5.%), Y:(Q A) = (G,®) nihodné veli¢iny. Podminénym rozdélenim
n.v. X zapodminky n.v. ¥ budeme rozumét funkci
Py : (2@ @)= [0.1]:(B.y) = Py, (B1y).

kterd ma nasledujici tfi vlastnosti
1. Pro Vye G je mnoZzinové funkce D — P, (D1y) pravdépodobnostni mirou

na X
2. Pro VDe X je funkce y — P, (D1y) ®-méfitelnd

3. VDeX,VCe ® plati IPXlY (D1y)dP,(y)=P(X e D,Y e C)
C

Piirozené bychom tak mohli definovat podminénou hustotu f,, (x1y) jako

nezdpornou méfitelnou funkci takovou, pro kterou plati, zZe
Py (D1y)= [ fy (x1y)du(x) pro ¥(B,y)e (E@®),
B

respektive takovou, pro kterou plati, Ze

VDe LVCe @ plati | { [ Fa (1 y)d,u(x)}dPY (y)=P(X e D,Y € C).
CLD
Déme-li nyni do rovnosti tento vztah a posledni rovnost pied definici 9, dostaneme

[ o (61 y)dulx) = £,(y)= P(X € D1Y = y) pro ¥De ¥.



Kapitola 3

Motivace/Cesta k definici

Nyni si predstavime jiny zpuasob, kterym je mozné dojit k definici podminéné
hustoty.

Necht' (Q, A, P) je pravdépodobnostni prostor.

Pak podminénou pravdépodobnost jevu A za podminky, Ze nastal jev B, lze

vypocist pomoci vzorce
p(a15)=PACE)

P(B)
Jak naslednd dvaha ukéaze, v ptipad¢ ndhodnych veli€in 1ze ocekdvat podobny vztah.
Mg¢jme redlné ndhodné veliCiny X a Y, jejich sdruzenou hustotu f, , a margindlni

,je-li P(B)>0.

hustotu n.v. Y, kterou budeme znacit f, . Ddle m¢me interval [y1 Y, ] , pro n¢jZ plati
P(y, <Y <y,)>0.
Podle vztahu pro podminénou pravdépodobnost pak miiZeme napsat, Ze

A Yo

[ [ i (x y)dyax

P(X <x 1y, <Y<y2):P(X<x1’y1 <Y<J’z):—wyl

P(y1<Y<y2)

[ 7,y

Necht' déle je f, spojitd na [yl,yz] a fyy spojitd na [yl,yz] pro kazdé
xe (- oo,xl], pak podle véty o stiedni hodnoté integrdlniho poctu existuji y,, a yq,
ze

[ 7,0y =0 =) £, ()

Y2

.[fx,y(x’y)dy = (yz - y1)' fx,y(x’ ys)-

N
Po dosazeni do predchozi rovnosti a po zkraceni ( V, — yl) dostdvame ndsledujici
vztah

)jle,Y (x’)’s )dx

P(X<x1|y1<Y<y2):‘°° :J'fX’Y(x’yS)

fY(yM) Lo fY(yM)
Pfi limitnim pfechodu y, Tya v, 1 y, kde stéle plati P(y1 <Y< y2)> 0, ziskdme
podminénou distribu¢ni funkci

dx.

P(X<x 1y <Y<y,)= T@L(Xy’)y)dx

a podminénou hustotu, jeZ bychom mohli definovat jako



_ fx,y(x’)’)
fxw(xU’)—W-

V pritbéhu vypoctu jsme vSak stanovili nékolik pfedpokladi, které byvaji v praxi jen
tézko ovéfitelné ba nékdy je jejich oveéfeni nemozné.

V obecnéj$im pitipad¢ lze uvézit piipad, kdy budeme podminovat diskrétni ndhodnou
veli¢inou, pfi¢emz zavér tohoto piikladu je posléze mozné zobecnén i na absolutné
spojité ndhodné veliciny.

M¢éjme ndhodnou veli¢inu Y, jeZ nabyvé jen a pravé kladnych celoc¢iselnych hodnot
(P(Y =k)>0 pro Vke Z"). Dile m&me nihodnou veli¢inu X , jejiz rozdéleni je

absolutné spojité k néjaké o -kone€né mife x# a md hustotu f, vzhledem k této

mife. Necht' D je néjakd borelovskd mnozina, pak podle vztahu pro podminénou
pravdépodobnost plati

P(XeD,Y=k)=P(XeDIY=k)-P(Y=k) pro Vke Z*.
Necht C < Z™, pak
P(XeDYeC)=) P(XeD,Y=k)=) P(XeDIY =k)-P(Y =k).

keC keC
Nyni ozna¢ime-li A° &itaci miru a f, hustotu rozdéleni n.v. ¥ vzhledem k mite A°,
muzeme piedchozi fadek prepsat do tvaru
P(XeD,YeC)= jP(X e DIY =y)- f,(y)dA(y).
C

Vybavime-li si nyni definici hustoty (viz. Definice 5), miZeme analogicky definovat
podminénou hustotu veli¢iny X pfi daném Y jako takovou nezdpornou meéfitelnou
funkci f,, (x1y), pro kterou plati

P(XeD,Ye ()= J-D Fay (1 y)}fy (y)dA(y) pro VC, D borelovské mnoZiny.
CcLD

(prevzato z [4] 3.5, str. 54 a 55)

Kapitola 4

Podminéna hustota

Definice 10 (podminéna hustota)

Mgjme pravdépodobnostni prostor (Q,A,P), méfitelné prostory (S,X),(G,®) a
nahodné veli¢iny X : (Q,4) = (S,X), Y :(Q,A) — (G,®). Necht (X,Y) ma hustotu
Fxy (x,y) vzhledem k sou¢inové mite ux A, kde u je o -kone¢nd mirana (S,X) a
A je o -kone¢nd mira na (G,®) (z &ehoZ plyne, ¢ XA je o -kone¢nd mira na
(SXG,L®®)).

Podminénou hustotou n.v. X pii daném Y nazveme takovou nezdpornou meétitelnou
funkci f,, (x I y) , kterd pro libovolné mnoziny D e X,C € & spliiuje vztah

-9.-



P(xeDyeC) j{ [ fuo (o1 )l )}fy (s)aaly)

Tvrzeni 1
Necht g, (x1y) je nezdpornd méfitelnd funkce, kterd také vyhovuje rovnici

v predchozi definici. Pak g, (x1y)= f,, (x1y) skv§ [vxu], kde v mira na
(G,®) a f,(y) je jeji hustota vzhledem k mite A (tzn. v(C)= Ify (v)dA(y), kde
C

Ced))

Dikaz
Uzitim Fubiniovy véty na rovnici v pfedchozi definici pro g, (x1y) i fyy (x1y)

dostaneme

P(XeD,yeC)= Hfm (x1y)d(vx u)

DxC

P(XeD,YeC)= jjgw (x1y)d(vx )

DxC
Aplikaci véty o rozsifeni miry a R-N véty dostaneme dokazovanou rovnost.

Véta 2 (o podminéné hustot¢)

Necht’ (Q,A,P) je pravdépodobnostni prostor, (S,Z), (G,CI)) meéfitelné prostory,
X:(QA)—(S,%), Y:(Q A) - (G,®) niahodné veliginy, 1 o -koneénd mirana X
a A o -konetni mira na ®. Dile necht’ mé rozdéleni nihodného vektoru (X,Y)
hustotu f , : (SxG,Z®®)— (R,,B(R,)) vzhledem k soudinové mife ux A .

Pak hustota rozdé€leni n.v. Y je fY .[ fX v, y)du(x) a podminénd hustota n.v.
X ptfidaném Y =y je rovna
For(ey)
Fr (1 y) == o) £ (y)>0

)
fxw(x')’)zo’kdyz fY( )

:h

Diikaz
Nejprve ukdZeme, ze f, (y) je skute¢n& hustotou P, vzhledem k mife 4, tj.

P(ye c):jfy(y)d/l pro VCe ®.

Necht Ce &, pak
P(reC)=P(reC,XeS)= [[ i, (xy)duxda.

CxS
Uzitim Fubiniovy véty ziskdme

jjfxy Xy d,UX‘M' j|:jfxy Xs yﬂﬂ}dﬂ _[fy

CxS

-10 -



vysledkem je tedy kyZend rovnost P(Y € C)= J. Iy (y)dA
C

Nyni se pfesuneme k druhé a hlavni ¢asti dikazu.
Z definice podminéné hustoty vime, Ze musi spliiovat rovnost

P(Xe D,Ye C) j[!fm x| y)du(x )}fy(y)d/i(y) pro VDe E.VCe ®.

Ozna¢me si M:{y.fY( )=0}, N c M, pak

P(XeD.YeN)= [[fey(eyduxdds [[ fc, (x.y)duxdr= j{jf” x, y)dﬂ}
=[£,(»)da=0

Oznac¢me O = G\ M . Dosadime-li do vztahu

P(xeD.yeC) j{ [ fuo (o1 )l )}fy (s)aaly)

I (x1 y) jak jsme si jej nadefinovali, zjistime, Ze

j{jfw(xly>du(x)}fy(y>dz(y): [ et g, (i) -

clLp (CAOWD Sy ()’)
[[ 1 y)dulx)da(y) =P(x € D.Y € (C M 0))

(cno)xD

Nyni vyuZijeme toho, Ze P(X e D,Ye (CNM))=0, diky emuz

| { | frn (1 y)dﬂ(X)}fy (VJdA(y)=P(Xe D.Ye (CnO)+P(XeD.Ye(CnM))=

CLD

=P(XeD,YeC).
Tim jsme dokazali, Ze f,, (x1y) je skute¢n& podminénou hustotou rozd&leni X za
podminky Y.
Tvrzeni 3

Necht plati predpoklady jako v pfedchozi vété a navic necht’ f, ( y) je hustota n.v. Y
a fyy (x I y) je podminénou hustotou rozdéleni X za podminky Y, pak

fX,Y('x’y) fxly(xly) ( )SV [II'IXZ’]

Dukaz
Z definice hustoty f, , (x,y) mame pro kazdé VD e X,VCe &

P(Xe DY C)= [[ fry( y)dulx)aaly).

DxC

Z definice podmin&né hustoty f,,, (x|y) mame pro kazdé VD e X,VCe ®
P(xeDyec) j{ [ fa el )}fy(ymy),
CcLD

-11 -



z ¢ehoz jednoduchou upravou dostidvame

P(X e D.Y € C)= [[ fay (x1 9)f, (V)dp(x)dA(y)

DxC
Aplikaci véty o rozSifeni miry a R-N véty ziskdme poZadovanou rovnost.

Tvrzeni 4

Necht’ (Q,A,P) je pravdépodobnostni prostor, (S,Z), (G,CI)) méfitelné prostory,
X:(Q,4)=(S.2), Y:(Q,A) - (G,®) ndhodné veliginy, 4 o -koneénd mirana X
a A o-kone¢nd mirana ®.

Pak nahodné veli¢éiny X a Y jsou nezavislé & f,, (xly)=f ) S.V. [,uxﬂ]

Dtikaz.

||:>H

Jsou-li ndhodné veli¢iny X a Y jsou nezdvislé, pak pro jejich sdruZzenou hustotu
plati

fX,Y(x’y):fX( fy )SV [/UX)“]

Dosadime-li do vzorce pro podminénou hustotu, dostaneme

Forlily)= %f ¥ sov. [uxAl.

n "

—
Pro opa¢nou implikaci vyuzijeme piedeslé véty, podle které

fX,Y('x’y) fxly(xly) ( )SV [II'IXZ’]

Dosadime-li za f,,, (x1y)= fx (x), dostaneme

fX,Y(x’y):fX(x)'fy(y) S.V. [,UX/I],

¢imzZ jsme dané tvrzeni dokazali.

Kapitola 5
Priklady

5.1 Priklad 1

Necht md (X,Y) rovnomérné rozdéleni na mnoziné M < R* kone¢né Lebesgueovy
miry. Ukazte, Ze f,, a f, jsourovnomérnd rozdé€leni na piisluSnych fezech.

Ze zadani vime, Ze A(M)=K ,kde K€ R" je kone¢nd hodnota. Plati tedy, Ze

1 1
fx,y(x’y)—TM)—E pro (x,y)e M,

fxy =0 jinak.
je hustota rozdé&leni (X,Y).

-12 -



Jako prvni vypolteme f, (x1y). Pro jeji vypocet budeme potiebovat fy (y).
Ozna¢me si I(y)={x:(x,y)e M} (I(y) je horizontalni fez mnoZiny M bodem y),
pak
1 1(y)
W= [Foryldx= [ fy,(xy)dx= | 1 gl
R 1(y) 1(y) K K
pricemz pro y takovd, ze Vxe R,(x,y)e M (neboli |[I(y)|=0),je f, =0.

pro Vye R,

fxwy pak jiz snadno vypocteme jako podil f,, a f,, neboli

1
Frap(xly)= f”( )—|f)|—| Xkdyzfy(y)>0mel(y),

I (xl y)=0 jinak.
Vidime tedy, Ze f,, je hustotou rovnomérného rozd€leni na intervalu

1(y)=1x:(x,y)e M}.

Analogicky provedeme vypocet f,, .
Oznaéme si I(x)={y:(x,y)e M} (I(x) je vertikdlni fez mnoZiny M bodem x),
pak

I(x
x):J-fX,Y(x’y)dy: J- fx,y(x,y)dy: J- K | ;{ | pro Vxe R,
R 1(x) I(x)

pficemz prox takovd, ze Vye R,(x,y)e M (neboli [I(x)|=0),je f, =0.
frix opét dostaneme jako podil f, , a f,, tedy

1
fXY(xy) E—l Z x)>0Anye Ilx
frx (1x)= S0 0 |(x)|,kdy fx(x)>0nye I(x),
K

Frx (¥1x)=0 jinak.
I pro tuto podminénou hustotu jsme tedy dostali, Ze je hustotou rovnomérného
rozd&lenim na intervalu I(x)={y:(x,y)e M}.

Specidlni pfipady mnoziny M :
Vypocty jednotlivych specidlnich pfipadii budeme provadét presné podle obecného
feSeni.
H M =[01]
Ze zadani ihned vime, ze
AM)=1,
tedy

1
T (x,y)=1=1 pro V(x,y)e M,

fry(x,¥)=0 jinak.
Zacneme vypoctem f,, (x1y), nejdtive je potieba zjistit, jak vypada funkce fy (y):
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£y )= Frw (e y)de= [ £y (e y)dx = [1dx =1 pro ¥ye [0.1],
R 1(y

) 0
fy (y)=0 jinak (pro jina y je I(y) prazdnd mnoZina).
Ted’ jiZ zndme vSe potiebné pro vypocet f,, :

Fay (1 y):mzlzl, kdyz Vye [01]axe[01],
H) 1

fXIY('X| y):() jinak.
Pro vypocet f,,, je potfeba urcit f, :

Fx ()= fey(eydy = [ fy, (6 y)dy = [1dy=1pro Vxe [0.1],
R I(x

) 0
fx (x)=0 jinak (pro jind x je I(x) prazdnd mnoZina).
Ted’ jiz zndme vSe potiebné pro vypocet f, . :

For (3] =LY 1 e foalave ol
frlx) 1
Frx (¥1x)=0 jinak.
V tomto piipad¢ jsme si mohli v§Simnout, Ze nejen podminéné hustoty byly hustotami
rovnomérnych rozdéleni, ale byly jimi dokonce i1 hustoty marginalni.
V tomto piipadé jsou ndhodné veli¢iny X a Y dokonce nezavislé.

2) Mnozina M je jednotkovy kruh, M = {(x, y)ixt+y? < 1}

Opc¢t budeme postupovat podle obecného feSenti, tj. uréime miru mnoziny M
AM)=r,

z ¢ehoz si odvodime sdruZenou hustotu

1
fX,Y(x’y):; pro V(x’)’)e M,

fry(x,y)=0 jinak.

Nynf si vypoéteme f, (v):
1-y? 2
[ Lae=2 o vye (1),
e T

£ (y)=0 jinak (pro jind y je [I(y]=0).
Ted’ jiz zname vie potiebné pro vypodet fy, (x1y):

1

fY(y): Ifx,y(x,Y)dx: I fX,Y(x,y)dxz
R 1(y)

fXY('x’y) VA 1
Xy I = g = = 5
Fa (1) A iy 21—y

T
kdyz Vye (-L,1)Axe [—w/1—y2 Al=y’ J

Frw(x1y)=0 jinak.
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Nyni si vypocteme f (x):

1 V1-x2 2
1 241 -
Fr@)=[Foyeydy= [ fi,(xyddy= [ =dy="""" pro vxe (-11),
R 1(x) =% T

fx (x) =0 jinak (pro jind x je |I(x)| =0).
Ted’ jiz zname vie potiebné pro vypodet f,,, (y1x):
1

fXY('x’ y) VA 1
YIX I = g = = S
Fry13) fl) ai-x 2=k

V4
kdyz Vxe (-L,I)A ye l—\/l—xz,\/l—le,
Frx (¥1x)=0 jinak.
Na rozdil od pfedchoziho pifipadu nejsou margindlni hustoty hustotami

rovnomérného rozdéleni (jejich hodnota byla zavisld na ptisluSné proménné) a n.v.
X a Y nejsou ani nezavislé.

3) V poslednim piipadé je mnoZina M trojiihelnik, M ={(x,y):0<x < y <1}
I nyni budeme postupovat podle obecného feSeni, tj. zaneme ur¢enim miry mnoziny
M

diky ¢emuz jednodusSe ur¢ime sdruZenou hustotu
fry e y)=2pro V(xy)e M,
Fry (x,¥)=0 jinak.
Nyni se zamétime na vypocet f, (y):

F )= Feyley)de= [ fey (e y)de=[2dx=2y pro Wye (0],
R 1(y

) 0
£, (y)=0 jinak (pro jind y je [I(y)]=0).
Uréeni f,, (x1y) jejiZ jen otdzkou podilu dvou zndmych funkcf

ley(XI y)zmzi:l,kdyi Vye (0,1]/\x€ [O,y],
fY()’) 2y y
Fxw (xl ,Y)Z 0 jinak.

Nyni si vypocteme f, (x):
1
Fx )= foy e y)dy= | fy,(xy)dy = [2dy=2(1-x) pro Vxe [0,1),
R I(x) X

fx (x) =0 jinak (pro jind x je |I(x)| =0).
Ted’ jiZ zndme v3e potfebné pro vypolet f,, (v!x):
_ SFxy (x’ y) 2 1

fyx (01x)= /e —2(1_x)=1_x,kdyi Vxe [0,1)Aye (x1],
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Frx (y1x)=0 jinak.
Stejné jako v druhém specidlnim piipadu ani nyni nejsou n.v. X a Y nezdvislé a ani
jejich marginalni rozdéleni nejsou rovnomerna.

5.2 Priklad 2

Necht’ (X Y, Z ) ma rovnomerné rozdéleni na mnoziné
M ={(x,y,2):0<x<y<z<1}v R°.

Najdéte podminénou hustotu kazdé dvojice za podminky zbyvajici ndhodné veli¢iny,
dile pak najdéte podminénou hustotu kazdé z nahodnych veli¢in za podminky
zbyvajicich dvou.

Jako prvni si uré¢ime miru mnoziny M

= [[[aas -

Sdruzena hustota ndhodného vektoru (X LY, Z) je tedy definovand nasledovné
fxyz(x.y,2)=6 pro (x,y,z)e M,

fryz(x.y.2)=0 jinak.
Nejprve si vypocteme margindlni rozdéleni a ndsledné¢ podminéné hustoty kazdé
dvojice za podminky zbyvajici ndhodné veliiny.

fix _”6dzdy 3(1 2x+x° )pro xe[01),

Xy

fx (x)=0 jinak.
:ﬁ6dzdx 6y(1—y) pro ye (0.1),
0y
fy (y)=0 jinak.
7)= ﬁ6dxdy =3z" pro ze (0.1],
0 sz (z)=0 jinak.

Nyni, kdyZ zndme vSechny margindlni hustoty, je vSe pfipraveno pro vypocet
podminénych hustot fy , (x,y12), fy .z (x.21y) a fyuy (v.21x).

fxy|z(x ylz)= M— 22 pro ze (01]A0<x< y<z,
f(2)
fxnz (x’y I Z): 0 jinak.
fx,zu’(x’zly):fX!Y!Z(x,y’Z): ! pro ye(O,l)/\OSxSySzﬁl,
£ () y(1-y)

fX,ZIY (x,Z | y) =0 jinak.

fX,Y,Z (x’y,Z) _ 2
[y (x) 1-2x+x
Jrzix (y’Z | X): 0 jinak.

Frox (y.21x)= — pro xe [0,)Ax< y<z<I,
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Pro vypocet zbylych podminénych hustot budeme potfebovat zndt f, , (x,v),

frax2)a fy,(v.2).
fx,y(x,y)=j6dz=6(1—y) pro 0<x<y<l,
)
SFxy (x,y)=0 jinak.
fx,z(X,Z):j-6dy=6(z—x) pro 0<x<z<1,
Xfxz(x z)=0 jinak.
frz(v.z I6dx 6y pro 0<y<z<I,

fy,z(y, )=0 jinak.
Opét zndme vSe potiebné pro vypoCet podminénych hustot f,, , (x1y,2),

fxw,z(XI y’Z) a fy|x,z(y|x Z)

fxwz(X'y,) M=lpr00<x<y<z<l/\y;t0
fY,Z(y’) y
fXIYZ(X|y’) 0 jinak.
fYIXZ(ylx) fXYZ(xy’)z ! pro 0<x<y<z<IlAx#7,
fx,z(x’z) Z—X

fY|X,z(y|X,Z)=0 jinak.
Fax(21xy) = fX’Y'Z(x’y,Z): ! pro 0<x<y<z<lay=#l,
fX,Y(x’y) I-y

Faxv(z1x,y)=0 jinak,

5.3 Priklad 3

Bud X rovnomérné rozdélend na [0,1] a necht ma Yza podminky X =x
rovnomérné rozdéleni na [O,x]. Najdi sdruzené rozd&leni (X,Y), hustotu ¥ a
podminénou hustotu X za podminky Y

f,(x)=1pro xe[0,1],
() 0 jinak.

fYIX(ylx):_ pro ye [O,X],

Fox (¥ x) =0 jinak.
SdruZenou hustotu ziskdme pouzitim vzorce f, , ( X, y) = fox ( yl x)- fy (x) SV,

fX,Y(x,y)zl-l pro 0<y<x<IAx#0,
X

fyy(x,¥)=0 jinak.
Nyni miZeme vypocist f, ( y),

-17 -



—_—

1
fr(y)=]<dx==lIny pro ye (0.1],

-

fy (y)=0 jinak.
Podminéna hustotu jizZ snadno dopocteme

1
_fX,Y(x’y)_ x _ 1
Far(x1y)= ) " Tiny iy pro ye (0,1]axe [y.1].

Far (x1y)=0 jinak.

5.4 Priklad 4
(X,Y) ma rozdéleni s hustotou Fxy (x,y)=(x+ y)-I[OJ]2 (x,y) na R*. Najdéte fxw-

Pro vypocet hustoty X pfi podmince Y budeme potiebovat f,, tu vypocteme
ndsledovné

1 1 1
Fr ()= [ fuy (e y)de= [ et pyde ="+ y pro ye [0,1],

f,(y)=0 jinak.
Iy (xl y) pak jiZ spoCteme jako podil f, , (x,y) a fY(y):

fXY(-x7y) 2x+2y
xy X ly)==— =
Far )= 0 = ey

Far (x1y)=0 jinak.

pro ye [0,1]/\ Xe [0,1],

5.5 Piiklad 5
(X,Y) méd rozdéleni s hustotou fX!Y(x,y)=2(x+y)-IM(x,y) na R°, kde

M ={(x,y):0< x< y<1}.Najdéte f,, a fyy-

Pro vypocet hustoty X pii podmince n.v. Y budeme potiebovat hustotu
marginalniho rozdéleni Y f, (y). Tu vypodteme nasledovné
v

Fr )= [ Fupley)dx=[ £, (e y)dx = [2-(e+ y)dx =3y* pro ye (0.1],

1(y) 0 0
fy (y)=0 jinak.

fxw (xl y) pak jiZ spoCteme jako podil f, , (x,y) a fY(y):

fXIY('X| y): fx,y(x’)’) = 2(x+y)

fr () 3y’
Far (x1y)=0 jinak.

Pro vypocet hustoty Y pfi podmince X budeme potiebovat hustotu margindlniho
rozdéleni n.v. X f, (x), tu vypodteme ndsledovng

pro ye (0,1]axe[0,y],

fx (x)= J‘fX,Y(x,y)dy :Ifx’y(x,y)dy:j2-(x+y)dy =-3x*+2x+1 pro xe [O,l),

I(x) x

f, (x)=0 jinak.
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Frix (y [ x) pak jiz spocteme jako podil fxy (x,y) a fy (x):
fxy(x’y) 2(x+y)

| = 2 =

S (1) felx)  =3x +2x+1

Frix (y I x) =0 jinak.

pro xe [O,I)Aye [x,l],

5.6 Piiklad 6
(X,Y) maji rozdéleni s hustotou fxy (x, y)=15x%y - I, (x, y) na R?, kde
M je jako v predchozim piikladé. Najdéte f,, a f, -

Pro vypocet hustoty X pfi podmince Y budeme potiebovat f, (y), tu vypoéteme
ndsledovné

y y
Fr(0)= [ feyley)de = foy (6, y)dxe = [152° ydx =5y pro ye (0.1],
1(y) 0 0

fy(¥)=0 jinak.
Iy (xl y) pak jiZ spoCteme jako podil f, , (x,y) a fY(y):
2 2
Fuplot )= L)Y 3 e o)
Far (x1y)=0 jinak.
Pro vypocet hustoty Y pfi podmince X budeme potfebovat f, (x), tu vypoéteme
ndsledovné

Fe ()= [ Foy (ey)dy = [ £y (. y)dy = [152% ydy =157x(1—x2) pro xe [0,1),

I(x) x
f, (x)=0 jinak.
Frix (y [ x) pak jiZ spoCteme jako podil f, , (x,y) a fy (x):
C fery) 1527y 2y

fYIX(ylx)_ fX (X) - lsxz(l_xz): 1—X2 pro Xe [0,1)Ay€ [.X,l],
2

Frix (y I x) =0 jinak.

5.7 Piiklad 7
Necht ma (X,Y) v R™ xR" normdlni rozd&leni N(u,V) s detV #0.

V., V
OznaCme ﬂz(ﬂlj,V:( " 12].
My Vo Vi

Ukazte, Ze I (1y) je hustota normdlniho rozdéleni

N(/ul + Van_z1 (y — M, )’ Vi — V12V2_21V21 )

Definujme U =X -V,,V,,'Y.
Y _ I - V12V2_21 X
Y) 0 1 Y
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Podle [4] Véta 4.4 ma ndhodny vektor (U,Y) rozdéleni N(Bu,BVB'), kde

B= 1 _V12V2_21
0 1

Sdruzené rozd€leni vektoru U a Y je tedy normélni, navic
cov(U,Y) = E(UY)- EW)E(Y) = E(XY =,V 27 )= (i, VoV w1 Ju,
kde
E(XY)=V,, +u,p,, EZ> =V + 4],
¢imZ po dosazeni dostaneme
cov(U Y ) =0,
coZ znamend, Ze dané vektory jsou spolu nezdvislé (vyuZijeme pozd¢ji).

Nyni si ur¢ime stfedni hodnotu a rozptyl U , abychom mohli zapsat jeho hustotu.
EU = E(X - V12V2_21Y): EX - V12V2_21EY =H, _VIZVZ_ZIILlZ
varU = var(X —V,V;'Y)= varY —cov(X,V, V'Y ) - cov(V,,V,; Y, X )+ var(V,,V,) ¥ )=

=V, - V12V2_21V1§ - V12V2_21V21 + V12V2_21V22V2_21V1§ =V _V12V2_21V1§ - V12V2_21V21 + V12V2_21V1§ =

=Vi- V12V2_21V21 .
Nédhodny vektor U ma tedy hustotu

1 B _ — _
eXP{_ 5 (u —H Tt Vlzvzzl:uz )T (Vu - V12V221V21 ) l (u —Ht V12V2211u2 )}
fylu)=

m 1
)2 ‘Vn - V12V2_21V21‘ 2

a ndhodny vektor Y ma hustotu f, (y), kterd odpovidd marginalnimu rozdé&leni

N(ﬂZ’VZZ)'

SdruZend hustota U a Y je diky nezdvislosti rovna f, , (u,y)= fu (u )fy (y).
Nyni provedeme transformaci nahodného vektoru (U,Y) na (X,Y).

)~
(o))

t je reguldrni a prosté na R"™".
Oznacme 7 inverzni zobrazeni k ¢ definovanym

X U
T: — ,
Y Y
T (xj N (x_vuvz_zl)’)
Yy Yy
Jakobidn zobrazeni 7 je roven jedné, podle véty o transformaci tak plati, ze

fx,y(x’y): fuy (x—Vlle_zly,y)z fu (x_Vqu_zly) Y(y)'
Podle véty o podminéné hustoté vyjddiime f,,, (x1y)
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fXY('x’y) fu(x_Vqu_zly)fY(y) -1
xyxly)==—= = = fux=V,,Vy, y).
Fare19)= =05 o) k)

Z toho jiz dostavame, Ze fy, (x1y) je skute¢n& hustotou normdlniho rozd&leni

N(/u1 + V11Vz_21 (y — M, )’ Vi — V12V2_21V21 )

Hlavni my3lenka (definice U = X —V,,V,,'Y ) pievzata z [3] Véta V.9.

5.8 Priklad 8

(X,Y) maji v R* normalni rozdéleni N(0,7), I je identickd matice. Necht (p, ),
kde p>0 a 0<a <2, jsou poldrni soutadnice (X,Y). Spodtéte podminénou
hustotu f,, (@lr).

Hustotu f, , (x,y) ihned uréime ze zadéni (bud’to pfimym vypoétem a nebo si

uvédomime, Ze v tomto piipadé jsou X a Y nezdvislé ndhodné veliCiny, a jejich
sdruzend hustota tak bude rovna souc¢inu jejich margindlnich hustot), tj.

1 2 + 2
fx,y(x,y)=—eXp(— Y j pro (x,y)e R
2 2

Provedeme transformaci ndhodného vektoru (X,Y) na (p, @)

(0
o)

y arctg2(x, y)

kde

arctg2(x, y) = arctg(l) sje-li (x> O)/\ (y > 0),
X
_ y -
arctg?2(x, y) = arctg(—j +7,je-li x<O0,
X

arctg?2(x, y) = arctg(lj +27, je-li (x> O)/\ (y < O).
X

t je reguldrni a prosté na mnozing R\ (0,0).
Ozna¢me 7 inverzni zobrazeni k ¢

“o)(7)
{)(0)

Jakobidnem zobrazeni 7 je

LA

dp da|_[cosa —r-sina
D 5 = = =
p.a) d7, d7,| |[sina r-cosa ’

Jdp Jda

Podle véty o transformaci pak
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2
fpa(r,a)zfXY(r-cosa,r'sina)'r=2Lexp(—%j pro r>0A0<a<2rx,
' ' /3

Spa (r,a)=0 jinak.
Pro spocteni f,, (a1 r) budeme potiebovat f » (r).

2 2 2 2 2
r r r r r
r)= |—CX[) i da——exp - | 'da—r 'CX[) - [)I'O 14 >O,
fp( ) 027Z ( ZJ 272 ( ZJ 0 ( Zj

f,(r)=0 jinak.
Pro dokonceni vypoctu f,, (a1r) jiz jen sta&i poddlit f b (r,a) a f » (r),

o T
fpa(r,a) 27 P 2
’ = =—pro 0<a<2rx.

o125 00 R
2

fuplalr)=0 jinak.

Podminéna hustota f,, (a1r) je hustotou rovnomérného rozdéleni. Vysledek takté

potvrzuje to, ¢eho si bylo mozné vSimnout jiZ pii vypocteni f,, (r,a), tj. toho, Ze
nahodné veli¢iny p a a jsou nezavislé (velikost vektoru (x, y) je nezdvisla na dhlu,
jenZ svird s osou x a naopak).

5.9 Priklad 9

V situaci piedchoziho piikladu spoctéte podminénou hustotu X za podminky o .

1 2 + 2
Né&hodny vektor (X Y ) md rozd¢leni s hustotou f , (x, y) = Z_GXP(_ * > Y j pro
' T

(x,y)e R2.

Opét provedeme transformaci vektoru (X,Y). Definujme si zobrazeni ¢,
X X
t: - ,
v) (p

X X
t(y) i (\/xz ) j
t je regularni v mnoziné M = {(x, y)eR?,y = 0}. Aby bylo zobrazeni ¢ i prosté, je
potieba provézt transformaci zvlast pro M ™' = {(x, y)eR?,y > 0} a zvIast pro
M~ = {(x,y)eiﬁz,y < 0}.
Necht tedy nejprve je t zobrazeniz M* — R*
Dale ozna¢ime 7 inverzni zobrazeni Kk t,

Jakobidnem zobrazeni 7 je
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9, 9%, 1 0
D.(x,p)=| 9% 9P :‘ ~2x 2r ‘:L
P13z, 9
d7, 07, ‘\/rz—xz \/rz_xz‘ r—x°
ox dp

Podle véty o transformaci pak
2

[ 2 2r r r
fx,p(x’r):fx,y(x’ ’.Z_XZ)'\/’.Z_X2 :ﬂ\/rz_xz exp(—gj pro |x|<r,

fx.,(x,7)=0 jinak.
Pro spoctent fy,, (x17) budeme potiebovat f» (r).

0§ o 5 ool [
%p(jj b

. X
Nyni provedeme substituci — = z
r

—lex —ﬁ j L dz—Lex —ﬁ[arcsin]1 =Lex —ﬁ “T=r-€ex —ﬁ
Pt U I Y S B S I 72 )

tedy

2

fp(r): r-exp(—%) pro r>0,

f,(r)=0 jinak.
Pro dokon&en{ vypottu f,,, (x|r) jiz jen sta&f podélit f, ,(x,7) a f,(r)

r r?
_fX.p(x’r)_ﬂ'\jrz—xz p( 2] 1

= pro |x| <r,

Pl r-exp(_r;j e

fxp(x17)=0 jinak.

V pifpadg, Ze t zobrazeniz M~ — R’ , vypadd inverzni zobrazeni 7 takto

L) 0)
L)

. ) 2 .
Jakobidn zobrazeni 7 opét vyjde % , podle véty o transformaci pak

r—-x
fX,p(x’r):fX,Y(x’_ ”z_xz )

fx,(x,7)=0 jinak,

2r r’
2 exp( ]pm <,
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tedy taktéz stejn¢ jako v prvnim piipadé€. Vypocet tak bude probihat naprosto stejné a
1 naprosto stejny dd vysledek.

5.10 Ptiklad 10

Necht ma N Poissonovo rozdéleni s parametrem 1 (N ~ Po(1)) a X za podminky
N =n ma binomické rozdéleni s parametry n a p ((X IN = n) ~ Bi(n, p)).
Naleznéte rozdéleni (N, X ), rozdéleni X a podminéné rozdéleni N za podminky
X=k.

Oznaéme w° ¢&itaci miru, pak n.v. N ma hustotu vzhledem k mife u°,

fuln)="Le.
n

Nihodn4 veli¢ina X za podminky N =7 ma hustotu vzhledem k mite z°,

Funtin)={ o=

Necht’ existuje sdruzend hustota f, , (k,n) rozdéleni (N,X) vzhledem k 1°xu°,
pak podle tvrzeni 3
Fenlen)= £ ) fn (k1n) s.v. [u®x ],
neboli
pt-p)™" . !
fywln)= me pro ne Z; Ake{0,1,2,....,n—1,n},
frn(k,n)=0 jinak.

Hustotu rozdéleni X ziskdme Vypoétenim rovnice

nk o n—k
ijNkndﬂ Zp e’ p—elZ
'k' k' =
p © k pk
— -l,l-p -p +
_k Z(; ! k'ee k!e pro ke Z;,

f, (k)= 0 jinak.
X mé tedy Poissonovo rozdéleni s parametrem p (X ~ P(p)).

Pfi znalosti f , (k,n) a fx (k) jiz miZeme vypoéist hustotu rozdéleni N za

podminky X =k.

) pHi-p)™"

Sxnlk,n (n—k)k!

wx \nlk)=— = X

N R
k!

:e_(l_”)wpro ke Z: anefk,k+1,k+2,.},
(n—k)!
fux (n1k)=0 jinak.
N za podminky X =k ma tedy rozd¢€leni jako ndhodnd veli¢ina kK + M , kde M ma
Poissonovo rozdéleni s parametrem 1— p pro k€ Z; Ane {k, k+1,k+ 2,...}.
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