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Abstrakt:

Klasické algoritmy pre triedenie vo vnutornej paméti boli navrhnuté za predpokladu, Ze
tato pamit je homogénna. V modernych pocitacoch je ale Struktira paméte hierarchicka s
rozdielnou rychlostou jednotlivych vrstiev. Doba vypoctu algoritmu teda zavisi nielen na pocte
vykonanych operécii (napr. porovnanie prvkov), ale aj na pocte presunov dat mezi jednotlivymi
vrstvami. Interné algoritmy tak ziskavaju niektoré rysy algoritmov externych.

V tejto préci si kladieme za tlohu struéne zhrnt’ existujuce pristupy k problematike a
opisat’ zname vylepSenia niektorych algoritmov pre pracu v nehomogénnej paméti. Hlavny doraz je
kladeny na implementaciu vybranych algoritmov a ich experimentalne overenie.
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Abstract:

Classical algorithms for sorting in internal memory were designed with an assumption, that
the memory is homogenous. But modern computers have hierarchically structured memory with
various speeds of it's layers. Execution time of algortihm is dependant not only on operation count,
but also on count of transfers between memory layers. Therefore internal algorithms are having
some characteristics of external algorithms.

In this paper we set our goal to summarize some existing approaches to this problem and
summarize known optimalizations of internal sorting algorithms. Our main goal however is to
impelent chosen algorithms and measure their performance experimentally.
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Kapitola 1
Uvod

Témou tejto diplomovej prace je skimanie vplyvu cache pamiti na vnutorné triedenie.
Nasou hlavnou tlohou je v prvom rade prakticky overit’ niektoré teoretické vysledky v tejto oblasti
a d’alej zhrnut' existujuce pristupy k riSeniu problematiky. Na presnost’ implementacie a merania
triediacich algoritmov je kladeny vel'ky doraz.

V kapitole 2 si rozobrané¢ aspekty modernych pamitovych systémov. V kapitole 3
uvadzame prehl'ad vypoctovych modelov. V Kapitole 4 st uvedené dosiahnuté teoretické vysledky
vo forme algortimov. Kapitola 5 zhfiia vysledky naSich testov.



Kapitola 2

Pamat’ové systémy a latencia

Cache-oblivious algoritmy st analyzované v Ideal-cache modeli a tento model je naozaj
abstrakciou redlnych pamitovych hierarchii. Pochopenie modernych pamét'ovych systémov je preto
nevyhnutné k pochopeniu cache-oblivious pristupu.

V kapitole 2.1 su popisané aspekty modernych pamitovych systémov ktoré su dolezité¢ s
ohl'adom na cache-oblivious algoritmy. V sekcii 2.2 je popisany problém pamétovej latencie.

2.1 Dédlezité asopekty pamétovej hierarchie

V tejto sekcii su popisané aspekty modernych pamiatovych systémov, ktoré su dolezité v
kontexte cache-oblivious algoritmov. Doraz sa preto nekladie na popis detailov ur¢itého systému od
nejakého vyrobcu, ale skor na popis myslienok niektorych obecnych a rozSirenych
konceptov/postupov.

Pamétovy systém obsahuje data s ktorymi pracuje program (vstupné, vystupné data) a
samotny koéd programu. V kontexte cache-oblivious algoritmov nas nezaujima ako paméitovy
systém uklada programovy koéd. Z toho dovodu bol popis konceptov venujici sa tejto téme
vynechany.

Moderné pamitové systémy su zlozené z niekolkych vrstiev paméti zoradenych do
hierarchickej Struktary. Typickd pamét'ova hierarchia je zobrazend na obr. 2.1 . Mala ale vel'mi rychla
pamétova vrstva sa nachddza najblizSie k procesoru, jedna alebo viacero vicsich, ale pomalSich
pamétovych vrstiev sa nachadza d’alej od procesoru. Ak sa budeme divat’ na registre ako integrovanu
Cast’ procesoru, typickd pamitova hierarchia pozostava z jednej alebo viacerych vrstiev paméte medzi
procesorom, hlavnou pamédtou a diskom — ako najvac¢Sou paméatovou vrstvou. Pojem cache sa pouziva
pri popise vrstiev medzi procesorom a hlavnou pamitou, takze hierarchia zobrazena na obr. 2.1 ma dve
vrstvy cache a disk na celkovy pocet Styroch pamétovych vrstiev. Pojem cache sa tiez pouziva pri
popise ulohy mensej z dvoch po sebe nasledujucich pamitovych vrstiev, pr. hlavna paméit’ sluzi ako



cache disku a pod. Ak nebude uvedené inak, v tejto praci pod pojmom cache rozumieme prvy z
uvadzanych vysvetleni slova cache.

T -,
I.r )
N S
/"'_-_--“‘\ B

[ CPUa Level 1 Level 2 Hlavna

[ | { !

| registre cache cache pamét Disk

"
\‘x ____,_.f/
- Rychlejsia vrstva -
- Varsia vrstva -

Obr. 2.1: Pamit'ova hierarchia pozostava z viacerych pamétovych vrstiev. Cim d’alej sa nachadza
vrstva od procesoru, tym je jej vel'kost’ vicsia a jej rychlost’ pomalSia.

Je rozdiel medzi docasnou ¢astou pamitove]j hierarchie, kde data nepretrvaju po vypnuti
pradu (pr. vrstvy blizSie k procesoru), a stadlou Castou pamitovej hierarchie, kde data pretrvavaja
nezmenené aj po vypnuti pocitacu (pr. disk). Docasnd Cast pamét'ovej hierarchie reprezentuje
primarnu pamét, a disk reprezentuje sekundarnu pamit’. Niekedy sa primarna a sekundarna pamét’
nazyva vnutornd a vonkajsia pamat’.

V idedlnom pripade pamétva hierarchia dodrzuje vlastnost’ nazyvanu ,,inclusion property*.
(Algoritmus dodrzuje ,,inclusion property”, ak pre dany vstup, pamétovy stav algoritmu v kazdom
Casovom bode pre velkost m+1 zahriiuje stav m ). Pre pamit'ova hierarchiu to znamena Ze
pamétova vrstva blizSie k procesoru obsahuje spravnu podmnozinu dat ktorejkol'vek d’alSej vrstvy. Ak
si ozna¢ime vrstvy v rasticom poradi, vrstva [ sa sprava ako buffer pre vrstvu i+1 . Vrstva
najd’alej od procesoru obsahuje vSetky data. V tabulke 2.2. sa nachadza prehl'ad vlastnosti cache L1 a
L2 procesorov rodiny Intel.



Poéitaé

Popis

Intel Pentium

8 alebo 16 kB 2 alebo 4 cestnd L1 cache, 32 bytova cache line
L2 cache je externa, zavisi na mati¢nej doske

Intel Pentium 2

16 kB 4-cestna L1 cache, 32 bytové cache line
256 alebo 512 kB 4-cestna L2 cache , 32 bytova cache line

Intel Pentium 3

16 kB 4-cestna L1 cache, 32 bytova cache line
256 alebo 512 4- alebo 8-cestna L2 cache, 32 bytova cache line

Intel Pentium 4

8 kB 4-cestna L1 cache, 64 bytova cache line
128, 256, alebo 512 kB 2-,4-, alebo 8-cestna L2 cache, 64 bytova
cache line

Tab. 2.2: Prehl'ad vlastnosti cache L1 a L2 procesorov rodiny Intel. Zdroj: http://sandpile.org

2.1.1 Princip lokality referencii

Pamit'ova hierarchia je zalozena na dvoch pozorovaniach ohl'adne spravania sa pocitacovych
programov. Tieto pozorovania v§eobecne nazyvaju principy lokality referencii:

temporal locality — je pozorovanie, ze pristup na rovnaké pamitové miesto je vacSinou

vykonany vela krat v kratkom ¢asovom tUseku. Prikladom je pocitadlo vo for
cykle, ktoré je Citané a na ktoré je zapisované asponl raz pocas kazdej iteracie
cyklu. Inak povedané toto pozorovanie hovori, Ze ak bolo na dané pamétové
miesto pristipené, pavdepodobnost ze bude na toto isté pamidtové miesto
pristipené znovu v kratkom case je vysoka.

spatial locality — je pozorovanie, Ze pristup na paméitové miesto v blizkosti pamét'ového

miesta, na ktoré bolo nedavno pristupené, je vel'mi pravdepodobny. Prikladom
tohoto pozorovania je for cyklus iterujici cez pole prvkov.

Tieto dva principy st ddlezité v stvislosti s cache-oblivious algoritmami, nakol’ko programy
ktoré su navrhnuté v stlade s tymito principmi sa spravaju efektivne o do prace s pamitou. To ako
pamédtova hierarchia zaru€uje princip lokality bude zrejmé z popisu kedy a ako sa data prestivajii medzi
pamétovymi vrstvami.



2.1.2 Presuvanie a adresovanie dat v pamat’ovej hierachii
)

Procesor moze pristupovat’ iba na data umiestnené v najlizSej pamédtove] vrstve, takze
temporal locality je zachovana udrzovanim €asto pouzivanych dat vo vrstve o najblizSej procesoru.

V pripade Ze si procesor vypyta data ktoré su uloZené v najbliZz§ej pamét'vej vrstve, procesor ma
okamzity pristup k tymto datam a hovorime Ze nastal cache hit. Ak pamitova vrstva najblizsie k
procesoru neobsahuje data poZadované procesorom hovorime Ze nastal cache miss (cache vypadok). V
takom pripade sa data musia presunut’ zo vzdialenejSej pamitovej vrstvy skor ako k nim bude moct
procesor pristapit. Cisto teoreticky teda modze procesor spdsobit’ cache miss v kazdej vrstve okrem
poslednej. Je zrejmé ze procesor nemoze sposobit’ cache miss v poslednej pamétovej vrstve, pretoze
posledna pamét'ova vrstva obsahuje vSetky data.

V kazdej pamédtovej vrstve sa obsah deli na po sebe idlice nepretrzité kusy. V cache vrstvach sa
tieto kusy nazyvaji bloky alebo cache bloky a moézu byt rézne ¢o do velkosti medzi jednotlivymi
pamdtovymi cache vrstvami. Véc¢Sinou jeden blok obsahuje niekolko slov. (Pozn.: Na 32 bitovom
pocitaci vel'kost’ pamédtového miesta je 32 bitov — a teda moZe ulozit’ akékol'vek Cislo reprezentovatel'né
32 bitmi. V tomto zmysle je slovo rovnaké ako pamét'ova bunka.)

V pripade cache vypadku, spatial locality sa zachova presunutim dat medzi vrstvami po blokoch.
Z toho vyplyva, ze velkost’ bloku danej pamitovej vrstvy urcuje granularitu pamédtového adresovania v
tej danej vrstve. Adresovanie paméte vramci pamétovej hierarchie je preto iné ako adresovanie pamaéti
procesorom.

Cim d’alej sa pamitova vrstva nachadza od procesoru, tym je jej velkost vicsia a tym su
vacsie aj pamét'ove , kasky* v ktorych sa pamit’ adresuje a presuva. V hlavnej pamétovej vrstve su
tieto kusy vel'ké aj niekol’ko kilobytov a pouziva sa pre ne pojem strdnka (page) namiesto bloku.
Nasledkom toho sa neschopnost’ néjst’ data v hlavnej paméti nazyva page fault (vypadok stranky)
namiesto cache miss. Strdnka obsahujuca pozadované data sa potom presunie z disku do hlavnej
pamate.

Kapacita pamitove] vrstvy je urcend poctom blokov alebo stranok, ktoré moéze ponat.
Cache su rozdelené na cache lines (cache riadky) ktoré moézu obsahovat’ kazda jeden blok, takze
kapacita cache vrstvy sa jednoducho spocita vynasobenim velkosti jedného bloku s po¢tom cache
riadkov. Hlavna pamit’ je rozdelend na frames (ramce), ktoré moézu ponat’ kazda jednu stranku.
Velkost hlavnej pamite je definovana poctom stranok ktoré moZze ponat’.

Ktory blok sa mé& vymenit' v pripade cache vypadku urCuje associativity (asociativita) a
replacement policy (stratégia vymeny) cache pamitovej vrstvy v ktorej cache vypadok nastal.

Asociativita obmedzuje pocet cache riadkov v ktorych moze byt dany blok ulozeny. Cache
riadky, ktoré mozu potencidlne obsahovat’ dany blok pamite nazyvame cadidate line (kandidatny
riadok) pre dany blok. Inymi slovami, blok sa mapuje na urcity pocet kandidatnych riadkov. Cache
st rozdelené do troch kategorii podl'a asociativity:

fully-associative (plne asociativna) cache — nekladie Ziadne obmedzenia na to, kam sa
modze blok umiestnit. Pocet kandidatnych riadkov pre ktorykol'vek blok je
rovnaky ako celkovy pocet cache riadkov v cache pamiti, t.j. ktorykol'vek
blok mdze byt umiestneny kamkol'vek.



direct-mapped (priamo mapovand) cache — je najviac obmedzujtci typ. Kazdy blok ma iba
jeden kadidatny riadok. Index kandidatneho riadku v cache je vypocitany ako
adresa bloku modulo pocet cache riadkov.

set-associative (mnozinovo-asociativna) cache — je hybrid plne asociativnej cache a priamo

mapovanej cache. X-cestna set-associative cache je rozdelend na mnoziny, z

ktorych kazda obsahuje x cache riadkov. Blok paméte sa mapuje presne

na jednu z tychto mnozin, ale vramci mnoziny moéze byt blok uloZeny

kamkol'vek, t.j. do ktoréhokol'vek riadku. Ak je pamit rozdelend na bloky

ocislované rastiic podla adresy od 0 do m potom index mnoziny v

cache na ktory sa mapuje blok a ( 0<a<m ) je vypolitany ako

amod x . Cislo x definuje stupen asociativity cache pamite. Typické
set-asociativne cache maju stupen 2, 4, 8 prip 16

V pripade cache miss v mnozinovo-asociativnej alebo plne-asociativnej cache potrebujeme
nejaky typ stratégie na vyber cache riadku spomedzi kandidatnych riadkov do ktorého ulozime
novy blok. Ak existuji prazdne riadky medzi kandidatmi, vyber je I'ahky. Ak vSetky kandidatne
riadky obsahuju data, potom vol'ba, ktory cache riadkok sa ma vymenit, sa robi podl'a stratégie
vymeny danej cache pamite. Aby sme zachovali princip temporal locality, optimalna stratégia
vymeny by vymenila cache riadok ktory je referencovany najviac v budicnosti. Zist'ovanie, ktory
cache riadok by to mal byt’, vyzaduje znaznli znalost’ postupnosti instrukcii CPU v buducnosti a
preto sa v praxi vyuzivaju jednoduchsie stratégie vymeny.

Pre 2-cestnii mnozinovo-asociativnu cache je implementovana LRU (Least-Recently-Used)
stratégia tak, Ze sa drzi pre kazdy cache riadok jeden bit: Ked’ sa pristipi na cache riadok nastavi sa
bit tomuto riadku a jeho susediacim riadkom sa vynuluje. Tento bit sa nazyva ,recency bit“.
Teoreticky by mohla byt LRU stratégia implementovand aj pre vyssie stupne asociativity, pouzitim
vaicerych ,;recency bitov. V praxi sa vSak pouzZiva len akasi aproximacia LRU ako napr. ,,not-
recently-used” stratégia. Totiz pre cache obmedzenej asociativity, stratégia vymeny nema skoro
ziadny dopad na pocet cache vypadkov. Dokonca bolo zistené, Zze pre 2-, 4- a 8-cestné set-
asociativne cache paméte, nahodny vyber riadku pre vymenu funguje skoro tak dobre ako LRU pre
cache obsahujiice 16, 64 a 256 kB data a 64 bytové bloky [6]. Cim vicsia cache pamit, tym mensi
rozdiel a pre 256 kB cache pamite, uvadzané dve stratégie vymeny boli rovnako dobré. Pre mensie
velkosti cache pamiti vySsi stupen asociativity vyustil do menSieho poctu cache vypadkov ale pre
256 kB cache tomu uz tak nebolo.

Rozhodnut’, ktort stranku nahradit’ v hlavnej pamiti ak dojde k vypadku stranky je ovela
dolezitejSie. Vyhnut' sa postihu za ¢o i len par vypadkov stranok v hlavnej paméti je ovela
dolezitejSie a vyplati sa pouzit’ chytru stratégiu vymeny v hlavnej pamiti. Vo vrstve hlavnej pamiti
je stratégia vymeny implementovand softwarovo a teda zavisi od operacného systému.



2.1.3 Kategorizacia vypadkov cache

Vypadky cache sa delia do troch hlavnych kategorii podla toho ako nastanu:

complusory vypadky — nastavaja ak je blok adresovany prvy krat, tzn. nenachadzal sa predtym
v cache pamiti. Tieto vypadky st preto neodstranitelné a deju sa v kazdej
vrstve pamét'ovej hierarchie.

capacity vypadky — nastavaji ked’ cache nema ziadny vol'ny cache riadok do ktorého by mohol
byt umiestneny blok, ktory uz bol predtym v cache. Velkost’ cache pamite a
kvalita stratégie vymeny urcuju pocet capacity vypadkov programu. Tento typ
vypadku nesposobuje nutne vypadok v kazdej Grovni pamétovej hierarchie,
pr. ak bol blok vyhodeny z L1 cache stéle sa eSte mdze nachadzat’ v L2 cache.

conflict vypadky — nastavaju ak adresovany blok moze byt umiestneny iba do obsadeného
cache riadku. Tento typ vypadkov moze nastat’ iba v cache pamétiach ktoré nie
su plne asociativne aj napriek tomu, ak sa v cache nachadzaja prazdne riadky.
Je to spdsobené faktom, Ze v mnozinovo-asociativnych cache pamitiach sa na
jeden cache riadok mapuje viacero blokov. V plne asociativnhych cache
pamatiach tento typ vypadkov nenastava, nakol’ko ktorykol'vek blok mdze byt
umiestneny do ktoréhokol'vek cache riadku. Ak plne asociativna cache pamat’
nema ziadny prazdny riadok do ktorého by sa umiestnil blok, nastdva capacity
vypadok a nie conflict vypadok.

2.1.4 Virtualna pamit

Na vitualny pamitovy systém sa moézeme pozerat’ ako na cachovaci systém beziaci paralelne
k hierarchickému pamétovému systému (obr.2.3). Tento paralelny systém sa stard o presuny dat
medzi primarnou a sekundarnou pamitou. Jeho ulohou je aby si programy beziace simultdnne
mysleli ze maju k dispozicii celil hlavnu paméit’. Program si neuvedomuje ze sa o hlavnu paméit’ deli
s ostatnymi programami. Ako dosledok, systém virtualnej pamidte odstrafiuje nutnost aby
programator manazoval hlavni pamdt manudlne. To znamena ze systém virtudlnej pamite musi
zabezpecCit’ aby sa zdielanie hlavnej pamite dialo bezpecne (napr. aby jeden program neprepisal
data druhému programu).
Znalost’ presnych implementacnych detailov nie je pre nas dolezitd, ale stoji za to spomenut’
aspon par konceptov:

virtualna a fyzicka adresa. Je rozdiel medzi virtudlnymi adresami odkazujucimi sa na
imagindrny priestor a medzi fyzickymi adresami odkazujicimi sa na pamét
reprezentovanu pamitovymi ¢ipmi RAM. Ked'Zze kazdy proces by mal byt
schopny vykonat’ sa tak akokeby mal k dispozicii cell hlavnli pamét, kazdy
proces ma svoj vlasnty virtudlny adresovy priestor. Velkost' pointeru je 32
bitov na 32 bitovej architektire, takze pocet adresovatenych pamétovych
miest je obmedzeny na 2*? | teda virtualny adresovy priestor je 4 GB. Casto
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sa stava ze vela procesov bezi simultanne a suma ich virtualneho adresového
priestoru je pravdepodobne vécSia ako dostupnd fyzickd pamit a systém
virtudlnej pamidte sa musi stale starat o to ktoré virtudlne stranky sa
momentalne nachadzaju vo fytickej pamiti a ktoré na disku. Velkost
dostupnej fyzickej paméite neobmedzuje priamo kol'ko paméte mdze alokovat’
jediny proces. Na pocita¢i s malym mnozstvom fyzickej pamite, systém
virtudlnej paméte jednoducho musi udrzovat’ vacsiu Cast’ naalokovanej pamite
na disku. Ako dosledok, mensie mnozstvo fyzickej pamite znamend vicsie
mnozstvo vypadkov stranok hlavnej pamite.

TLE
L1 L2
cache cache

pamér

Obr. 2.3: Virtualna pamat’ vytvara pamét'ova hierarchiu paralelne k hierarchii na

obr.2.1

preklad adresy a tabulka stranok: Ked proces adresuje nejaké data, musi sa virtualna adresa
prelozit’ na fyzicka adresu. Ked’ze hlavna pamét je zdieland medzi viacerymi
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programami, spravidla obsahuje iba podmnoZinu celého virtudlneho priestoru
adresovate'ného danym procesom. TakZe data na ktoré ukazuje virtualna adresa
moézu byt kl'udne umiestnené aj na disku. Kazdy proces preto ma tabulku
strdnok obsahujicu mapovanie z virtudlnych adries na fyzické adresy. Tabul'ka
stranok obsahuje informécie o tom, ktoré virtualne stranky sa momentalne
nachadzaju v hlavnej pamiti a ktoré sa nachddzaji na disku. Samotné tabul'ky
stranok sl umiestnené v hlavnej pamiti, ale tak ako ktordkol'vek Cast’ hlavnej
pamite, aj tabulka strdnok moZze docasne byt presunutd na disk, ak sa tak
rozhodne operacny systém.

Translation Lookaside Buffer (TLB): Tak ako tabulka stranok, TLB obsahuje mapovanie z
virtualnej na fyzické adresy. Sl0Zi ako cache pre tabulky strdnok tym ze
obsahuje najposlednejSie preklady adries. TLB je spravidla implementovany
hardwarovo aby sa zabezpecilo Ze Casto odkazované virtualne stranky (vd’aka
temporal locality) sa prelozia ¢o mozno najrychlejsie.

Ked’ procesor adresuje nejaké data, virtudlna adresa dat sa najskor hl'add zaroven v TLB aj v
L1 cache. L1 cache kontroluje ¢i obsahuje blok s pozadovanou virtualnou adresou, TLB preklada
virtudlnu adresu na fyzicku adresu ktort doda L1 cache. Ak nastane hit v L1 cache na virtudlnu
adresu, potom L1 pouzije fyzickli adresu ktori dostalo od TLB aby skontrolovalo ¢i dany blok je
ten spravny, alebo ¢i nddhodou nepatri inému programu a s ktorym néhodou zdielaji rovnaku
virtudlnu adresu.
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2.2 Latencia pamate

Pojem latencia paméte sa pouziva na popisanie rezijnych nékladov spojenych s pamitovym
systémom. Ale ¢o je v skuto€nosti latencia paméte, ako ovplyvituje navrh pamétovych systémov?

Latencia je casovy usek, ktory stravi jedna komponenta ¢akanim na ini komponentu. Inymi
slovami latencia znamend premrhany cas. Teda pamdtova latencia znamena c¢as procesoru
premrhany ¢akanim na pamitovy systém. Dopad latencie pamite je Casto vyjadrovany v pocte
cyklov procesoru, ktoré procesor straca cakanim na pamédtovy systém. To je praktické z dvoch
doévodov:

Taktovacia frekvencia procesoru a pamétového systému sa malokedy zhoduje. Taktovacia
frekvencia pamitového systému je menSia ako taktovacia frekvencia procesoru. Jeden typ
procesoru sa Casto vyrdba s roznymi taktovacimi frekvenciami procesoru ale iba s jednou
taktovaciou frekvenciou paméte. Takze aj ked’ meranie latencie v cykloch frekvencie pamite je
nezavislé od procesoru, nie je vel'mi prakticky pouzitel'né. Latencia pamaite je zaujimava vo vztahu
k vykonu procesoru.

Vzhl'adom k stuptiu paralelizmu na urovni inStrukcii, moderné procesory su schopné
vykonat’ niekol’ko inStrukcii behom jedného cyklu. Ak poznédme tento stupen paralelizmu a latenciu
pamdte v cykloch procesoru, méZeme bez problémov interpretovat’ dopad latencie jednoducho
spoc¢itanim poctu inStrukcii ktoré sa mohli vykonat’ kym procesor ¢akal na pamitovy systém.

Latencia paméte vSak nie je nemenna metrika. Je Specifickd pre danu tGroven pamétovej
hierarchie a zvySuje sa ¢im dalej sme od procesoru. Teda kazdd vrstva pamitove] hierarchie
pridava k latencii celého pamatového systému. Za predpokladu, ze data sa nenacitavaji paralelne,
pre kazda vrstvu je latencia suma Casu stradveného hl'adanim pozadovaného bloku a ¢asu straveného
presuvanim tohoto bloku do rychlejSej vrstvy. Preto poziadavka na data, ktora spdsobi vypadky
cache naprie¢ celou pamét'ovou hierarchiou sposobi latenciu odpovedajicu sume latencii vSetkych
vrstiev.

Cas ktory procesor stravi ¢akanim na pamitovy systém nie je niekedy celkom strateny. Ak
inStrukcia i spdsobi vypadok cache a vykondvanie nasledujicej instrukcie i+1 nezavisi od
vysledku i , procesor moze vykonat instrukciu i+1 kym bude ¢akat na pamétovy systém.

Latencia sposobnend konkrétnou vrstvou pamétovej hierarchie je ovplyvnend asociativitou
danej vrstvy pamitovej hierarchie. Co do vrstiev pamitovej hierarchie najbliz§ie k procesoru,
asociativita tychto vrstiev je implementovana hardwarovo a vys§i stupenn asociativity znamena
zlozitejsie obvody a preto vyssiu latenciu. Ubytok vypadkov cache spdsobeny vysSou asociativitou
proste nevyrovna narast latencie pamét'ového systému.
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2.4 Zhrnutie

V tejto kapitole sme nahliadli do klI'ic¢ovych konceptov modernych pamétovych systémov a
videli sme ako pamét'ova hierarchia dodrzuje princip ,,locality of reference®. Popisali sme ako st
organizované¢ rdzne vrstvy pamaitovej hierarchie a videli sme ako rdozne parametre ako napr.
velkost” bloku, asociativita a stratégia vymeny ovplyviiuji pohyb dat medzi jenotlivymi vrstvami
pamaitovej hierarchie a ako nastavaju rozne typy vypadkov cache. Rozobrali sme pohlad na systém
virtualnej pamite ako na hierarchiu paralelnti k pamitovému systému. Vieme ¢o je pamitova
latencia a ako moze ovplyvnit’ ¢as behu programov
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Kapitola 3

Prehlad Pamat’'ovych modelov

3.1 1/0 Model (External Memory Model)

Myslienka analyzy algoritmov pocitanim poctu pristupov do paméti, ktoré algoritmus vykona, nie
je vobec nova. V oblasti algoritmov a datovych Struktur vonkajSej paméte je analyza zlozitosti
zahfnajuca pocitanie pristupov do paméti zndma uz vela rokov.

Algoritmy a datové Struktiry vo vonkajsej paméti pracuju s mnozinami dat, ktoré velkostou
d’aleko presahuju hlavnli pamét’. Hlavna mysSlienka je Ze explicitnym riadenim pohybu dat medzi
vnutornou a vonkajSou pamitou mézeme minimalizovat’ dopad cakacej doby (latencie) spojeny s
pristupom na disk. Ako také, algoritmy a datové Struktiry vo vonkajSej paméti obchadzaju systém
virtualnej pamaiti.

Désledkom explicitného riadenia dat je, Ze cachovacie parametre vnlitornej pamite mozu byt’
optimalizované pre Specificky algoritmus, napr. stratégia vymeny (replacement policy) moze byt
usitd na mieru, lebo dokonca zmenend pocas vykonavania programu. Pre ulahcenie analyzy
algoritmov vo vonkajSej pamiti sa v priebehu minulosti vyvinulo niekol’ko réznych modelov.
Najzname;jsi z nich je external-memory model (tieZ znamy ako I/O Model) ktory navrhli Aggrawal
a Vitter [1].

Pristup autorov k problému bol skimat’ hlavné obmedzenia z hladiska poctu I/O operacii pre
vonkajsie triedenie. I/O model ktory navrhli pre vyskum pozostava z jediného procesoru a vonkajsia
pamait’ je modelovana ako vSeobecny (random-access) magneticky disk. Parametre modelu su:

. N oznacuje pocet triedenych zaznamov,
. M oznacuje aky pocet zdznamov sa zmesti do vnlitornej paméte,
. B oznacuje aky pocet zaznamov moze byt prenesenych v jednom bloku,
. P oznacuje aky pocet blokov moze byt prenesenych sucasne,
kde 1<B<M<N a 1<P<|M/B]
Parametre N , M a B sa oznaCuju tiez ako velkost' suboru, velkost’ pamite a velkost

bloku. Kazdy prenos bloku mé pristup k l'ubovolnej stvislej skupine B zaznamov na disku.
Paralelizmus je v probléme inherentny dvoma spdsobmi: Kazdy blok moze naraz preniest B
zaznamov (o modeluje fakt Ze disk vie preniest’ I/O operaciami blok dat zhruba rovnako rychlo
ako vie preniest’ jeden bit). Druhy faktor je Ze suCasne moze prebiehatt P prenosov blokov ¢o
Ciastotne modeluje Specidlne vlastnosti ktoré moéze mat’ disk (napr. viacnasobné I/O kandly a
Citacie/zapisovacie hlavy, schopnost’ pristupovat’ k zaznamom, ktoré nie su ulozené suvisle za
sebou, v jednej I/O operacii). Na obr. 3.1 je zobrazeny I/O model.

VysSie spomenuta nerovnost 1<B<M <N hovori, ze blok obsahuje aspon jede prvok a ze
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velkost” problému (teda vstupnych dat) musi presahovat’ velkost vnutornej paméte. Nerovnost
1<P<|M/B]| hovori ze poéet blokov ktoré mozu byt prenesena naraz nesmie presiahnut’ pocet
blokov v pamiiti.

Vymena blokoy za
spravuje manualne

/ \, Parir = Potet
f ! — X diskow P
| velkosti Il /_

Vellost” bloku

dislu B
Obr 3.1: I/O model je dvojvrstvovy pamétovy model pozostavajici z vnitornej a
vonkajSej pamite. Stratégia vymeny blokov sa deje manuadlne, t.j. algoritmus sdm
rozhoduje stratégiu vymeny a preto je znalost B a M dolezita.

Nevyhodou I/O modelu je Ze aj ked znalost’ presnych hodnét B a M nie je potrebna pri
navrhovani algoritmu v modeli, tieto hodnoty musia byt zname pri implementacii algoritmu. Tato
nevyhoda je zrejma nakol'ko cela myslienka algoritmov v externej pamiti je vyladit’ algoritmus na
vlastnosti daného systému manudlnym presuvanim dat. Presné hodnoty B a M sa mézu liSit’ systém
od systému a tym obmedzuju efektivne pouZitie implementécie algoritmu iba na niektoré pamitové
systémy. Portovanie takychto algoritmov na iné platformy je preto netrividlna uloha.
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3.2 Hierarchicky paméatovy model

V kontraste k dvojarovilovému modelu externej paméte hierarchicky pamitovy uvazuje
niekol’kotroviiovii paméat'ovu hierarchiu.
Hierarchicky pamitovy model pripomina RAM. Poskytuje rovnaké operacie a tiez predpoklada
potencidlne neobmedzeny pocet pamitovych registrov R, ..., R, (kazdy o velkosti jedného
integeru). Tak ako pri RAM modeli, zaujima nas hlavne ¢as behu algoritmu, ale na rozdiel od RAM
modelu, pristup na miesto R, trva f (i) (oproti konstantnému ¢asu RAM modelu).
Predpoklada sa ze funkcia /(i) je monoténna neklesajica a vyber f urduje velkost a pocet
pamétovych vrstiev. Spravidla sa volia funkcie pr.  f(i)=x" , kde «>0 alebo
f(i)=[log,(i)] . Druhy z prikladov naznaGuje pamitovi hierarchiu o niekolkych vrstvach so
zvacsujucou sa vel'kost'ou jednotlivych vrstiev. Uvedené funkcie f st iba priklady a je mozné
aplikovat’ aj iné funkcie £ . Priklad hierarchického pamitového modelu pre £ (i)=[log,(i)] je
zobrazeny na Obr. 3.2.

| Procesor [—— | — — —
N 0 [ u
2 | bt C u

2 221 | |

2 —

21— 1

Obr. 3.2: Pre funkciu f(i)=[log,(i)| hierarchicky pamitfovy model
pozostava z niekol’kych, polynomidlne sa zvacSujucich, pamitovych vrstiev.

Je zrejmé Ze hierarchicky pamédtovy model simuluje spravanie pamét'ovej hierarchie pozostavajlice;
z ¢im d’alej tym vacsich a pomalSich pamétovych vrstiev. Tento model ma vSak svoje nevyhody.
PredovSetkym zlyhdva v simulacii réznych stupiiov asociativity medzi pamitovymi vrstvami.
Dalej predpoklada Ze data su medzi vrstvami presivané programatorom. V praxi viak programator
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nema takuto kontrolu nad datami hlavne v rychlejsich vrstvach. A na zaver, vybrat funkciu f
takl, aby odrazala aspon Ciastocne realitu, je vel'mi tazkd loha. VyZzaduje presné znalosti vlastnosti
daného pamétového systému. Tympadom je tazké aby cas behu programu predpovedany modelom
odpovedal skuto¢nému casu behu programu v praxi. Fukcia f by totiz asi musela byt vysoko
zavisld na Specifickych vlastnostiach daného paméidtového systému pre ktory bol algoritmus
navrhnuty.

3.3 Ideal-cache model

Frigo, Leiserson, Prokop, Ramachandran [4] navrhli (Z, L) ideal-cache model k §tidiu cache
zlozitosti algoritmov. Tento model je zobrazeny na obr.12 a pozostava z pocitaca s dvojuroviiovou
pamdtovou hierarchiou, ktora sa sklada z idealnej (data) cache o Z slovach a z 'ubovolne velkej
hlavnej pamiti. PretoZe skutocna velkost’ slov v pocitaci je va¢Sinou mala a pevne dana (pr. 4 byty,
8 bytov a pod.), m6zme predpokladat’ ze vel'kost’ slova je konstanta. Cache je rozdelena do cache
riadov (cache lines), kazdy pozostavajuci z L naslednych (po sebe nasledujucich) slov, ktoré sa
medzi cache a hlavnou pamétou vzdy prendsaji naraz. Navrhari cache pamiti vac¢Sinou pouzivaju L
> 1, za ucelom vylepSenia priestorovej lokality (pozn. - typ lokality referencii) k umoreniu
rezijnych nakladov spojenych s presuvanim cache riadkov. Obvykle sa predpoklada, Zze cache
pamat’ je ,,vysoka“, teda Ze plati Z = omega(L"2), €o je vdcSinou v praxi pravda.

Mhlain
Memeory
Organized by
optitnal replacemert
strategy
Cache
CPU
W
work
o
Z/ L Cache lines cache misses
+——»
Lines
oflength I

Obr.3.3: Ideal-cache model

Procesor mdze odkazovat’ len slova ktoré sa nachadzaju v cache. Ak odkazované slovo patri riadku
ktory uz je v cache pamiti, nastdva cache hit a slovo sa odovzda procesoru. V opacnom pripade
nastava cache miss a riadok sa prenesie do cache. Idedlna cache pamit’ je plne asociativna: riadky
mozu byt ulozené kdekol'vek v cache pamiti. V pripade ak je cache pamit’ plna, musi sa nejaky
cache riadok vyhodit’.
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Narozdiel od inych hierarchickych pamitovych modelov v ktorych s algoritmy analyzované z
jedného hladiska, ideal-cache model pouZziva dve miery. Algoritmus so vstupnymi datami velkosti
n je skimany z hladiska zlozitosti (work complexity) W(n): ¢as behu programu v modeli RAM a
cache zlozitosti (cache complexity) Q(n; z, L): poCet cache miss-ov spdsobenych algoritmom ako
funkcia velkosti Z a dizky riadku L idedlnej cache pamite. Ak s hodnoty premennych Z a L jasné
z kontextu zapisuje sa cache zlozitost’ jednoducho ako Q(n).

Hovorime, Ze algoritmus je ,,cache aware* ak obsahuje parametre (nastavované pri kompilacii alebo
spustani programu) ktorych nastavovanim moézme optimalizovat’ cache zlozitost’ pre konkrétnu
velkost’ cache pamite a dlzku riadku. V opacnom pripade hovorime, Ze algoritmus je ,,cache
oblivious*

Aby sme ziskali predstavu o pojme ,,cache awareness* vezmime si lohu nasobenia dvoch n X n
matic A a B vysledkom ¢oho dostaneme n X n maticu C. Predpokladdme, Ze vSetky tri matice su
ulozené po riadkoch. Za ucelom zjednodusenia analyzy d’alej predpokladame, Ze n je dostatoCne
velké, tzn. n > L. Obvykly spdsob ako nasobit’ matice na pocitaci s cache pamitou je pouzit’
blokovy algortimus. Myslienka spoc¢iva v tom pozerat’ sa na kazdi maticu M ako na zostavu (n/s) x
(n/s) podmatic Mij (bloky), kazda vel'kosti s X s, kde s je ladiaci parameter.

BLOCK-MULT(A, B, C, n)

1 fori<«1 ton/s

2 do forj « 1 ton/s
3 do fork < 1 to n/s
4 do ORD-MULT( A_ik, B kj, C_ij, s)

Podprogram ORD-MULT spocita C — C + AB na maticiach velkosti s X s pouzitim
obyc¢ajného O(s"3) algoritmu. Algoritmus popisovany v priklade predpoklada pre jednoduchost’ ze

s je celociselnym delitelom n . V skutoCnosti s a n nemusia byt v Ziadnom
(Specidlnom) vztahu Co sa odrazi iba v zlozitejSom zépise kodu.

V zavislosti na velkosti cache pamite na pocita¢i na ktorom bude BLOCK-MULT spusteny,
mdzme zmenou parametra s optimalizovat’ algoritmus tak aby bezal rychlejSie. Teda program
BLOCK-MULT sa nazyva ,cache aware“. Aby sme minimalizovali cache zlozitost' zvolime
hodnotu s najva¢siu moznu tak abysatri s X s podmatice suasne zmestili do cache pamiite.
Matica velkosti s X s jeulozena v O(s + s* / L) cache riadkoch. Z predpokladu, Ze cache
pamit’ je ,,vysoka“ vidime, ze s = ©( (Z) ). Teda kazdé zavolanie ORD-MULT spdsobi najviac
ZIL = ©( s*/L ) cache missov potrebnych k presunutiu matic do cache pamite. Z toho
vyplyva Ze cache zlozitost celého algoritmu je O( 1+n°/L+(n/\(Z))(ZIL) ) = O
1+n*/L+n*/L\J(Z) ), nakolko algoritmus musi preitat n>  prvkov umietnenych v
[(n*/L)] cache riadkoch.

Také ist¢é medze mozme dosiahnut’ pouzitim jednoduchého cache-oblivious algoritmu, ktory
nevyzaduje ziadne ladiace parametre ako parameter s pripade BLOCK-MULT.
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Kapitola 4
Algoritmy

4.1 Multimergesort, multiquicksort, memory-optimized heapsort

Na pracu Aggrawalla a Vittera vol'ne naviazali vo svojej praci LaMarca a Ladner[2]. Niektoré
algoritmické myslienky v externom pamét'ovom modeli sa mézu dobre uplatnit’ aj v hierarchickom
pamdtovom modeli. Jedna sa hlavne o multimerging a multipartitioning. Aj ked’ je vel'a veci medzi
I/O modelom a ahierarchickym pamétovym modelom podobnych, su tu rozdiely. Algoritmus vo
vonkajSej pamiti ma kontrolu nad tym ktoré data st v hlavnej paméti a ktoré na disku. Naopak pri
hardwarovych cache , ked’ nastane vypadok, algoritmus nema na vyber kam da nahra novy blok
alebo ktory blok sa vyhodi. Dalsim rozdielom je, e v 1/O modeli, jediné ¢o sa poéita st I/O
operacie s diskom, vypocet je ,,zadarmo®. Je to logické z dévodu ze diskové I/O operacie su radovo
drahsie ako vypoctovy krok. A nakoniec je tu rozdiel vo velkosti.

Cache najblizsie k hlavnej pamiti je relatives velkd v pomere k hlavnej paméti. Naopak v I/O
modeli, kapacita disku je vdcSinou vel'mi vel'ka v pomere k velkosti hlavnej paméte. Vo svojej
praci LaMarca a Ladner predpokladaju Ze existuje vel’ka pamét’ rozdelend na bloky a mensia cache
pamit rozdelend na C Dblokov. Na vstupe je n klucov a B je pocet kI'icov ktoré sa
zmestia do jedného cache bloku. Dalej predpokladaju Ze kl'aée st uloZene v savislom poli velkosti

nl/B paméitovych blokov.

4.1.1 Base Mergesort

Za zakladny algoritmus bol vybrany iterativny mergesort, pretoze je 'ahko implementovatelny a
pristupny tradi¢nym optimaliza¢nym technikam. Algoritmus pouziva dve polia, vstupné a pomocné.
Standardny iteraény mergesort robi horni mez(log;n) priechodov nad vstupnym polom, kde i-ty
priechod zlieva zotriedené podpostupnosti dizky 2! do zotriedenych podpostupnosti dizky 2 v
pomocnom poli. Délezita optimalizacia je pozmenit’ proces zlievania z jedného pol'a do druhého
aby sme sa vyhli kopirovaniu. Ak je pocet priechodov neparny, musime nakoniec prekopirovat
obsah pomocného pol'a do vstupného pola. Dalse optimalizacie (na zniZenie podtu vykonavanych
inStrukcii):

® ukladanie podpostupnosti (podpoli), ktoré sa maju zlu€ovat,, v opacnom poradi

® triedenie podpostupnosti dizky 4 rychlou triediacou metédou na mieste.

® loop unrolling (optimaliza¢na technika — nepiSe sa €1 na ktorej urovni high/low ani sa d’alej
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nerozdiskutovavajl rizikd)

Pocet priechodov vstupnym polom je teda hornd medza(log.(n/4)). Ak je toto Cislo neparne je
nakoniec treba prekopirovat’ zotriedené pole do vstupného pol'a. Nas zadkladny mergersort vykonava

Cvwr

4.1.2 Paméat’'ové optimalizacie pre Mergesort

Zakladny mergesort pouzije kazdé dato iba jeden krat za priechod. Ak vstupné pole presahuje
kapacitu cache pamite, kl'ice sa vyhodia predtym (skor) ako sa pouziju znovu. Ak mnozina klI'i¢ov
je menSia alebo rovnda BC/2 | celé triedenie sa m6ze vykonat' v cache pamiti a utrpime iba
compulsory misses. Ak je mnozina vacSia ako BC/2  opitovna vyuzitelnost’ (temporal reuse)
prudko klesa a ak je mnozina vicSia ako cache pamit, opdtovné vyuZitie je nulové. Aby sme
vylepsili popisanu neefektivitu aplikujeme na zakladnom mergesorte dve pamitové optimalizécie.
Aplikaciou prvej vznika tiled mergesort multimergesort

Tiled mergesort uplatituje myslienku nazyvanu tiling, ktora sa tiez pouziva pri optimalizécii
kompilatorov. Tiled mergesort ma dve faze Aby sa zlepSila temporal locality, v prvej faze triedia sa
podpostupnosti dizky BC/2  pouzitim obydajného mergesortu. V druhej fize sa vratime k
zékladnému mergesortu a dokon¢ime triedenie celého pol'a. Aby sme sa vyhli zaverecnému
kopirovaniu ak je log,(n/4) neparne &islo, triedime in-line podpostupnosti dizky 2 namiesto 4.
Aplikacia techniky tiling dramaticky redukuje pocet spdsobenych vypadkov.

Tiling zlepSuje cache performance prvej faze. Druhd faza vSak stile trpi tym istym
problémom ako zdkladny mergeosrt. Kazdy priechod zdrojovym polom v druhej fdze musi zlyhat
vo vSetkych blokoch a nedosiahneme ziadnej znovu pouzitel'nosti ak je mnozina vicsia ako cache. .
Aplikujeme viaccestné zlucovanie podobné tomu pouzitému pri externom triedeni. Vysledkom je
algorimus  nazyvany  multimergesort. V  multimergesorte  vymenime  zavere¢nych

[log,(n/(BC))| zlutovacich priechodov tiled mergeosrtu jednym priechodom, ktory naraz zlii
vSetky cCasti. Tento zédverecny priechod vyuZziva pamétovo optimalizovant heapu, v ktorej si uklada
hlavicky zlucovanych zoznamov/postupnosti.

4.1.3 Base Quicksort

Za zakladny quicksort bola zvolena implementaciu quicksortu pod’la Sedgewick-a[3]. Sedgewick
doporucuje tri zakladné optimalizacie. Pouzitie stacku namiesto rekurzie. Pouzitie medidnu 3 na
vyber pivota. Zakladny algoritmus nepouziva quicksort na triedenie malych postupnosti. Necha
vSetky podpostupnosti pod urcitou hranicou (Co do velkosti podpostupnosti) nezotriedené.
Nakoniec sa pocas zaverecného priechodu zotriedi pole pomocou optimalizovaného insertion sortu.
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4.1.4 Paméat’ové optimalizacie pre Quicksort

V praxi quicksort obecne vykazuje vybornu cache performance. Pretoze algoritmus prechadza
vstupné pole sekvencne , vSetky kl'ice v bloku sa vzdy pouziji. Ak je podmnozina trieden¢ho pola
dost’ mala na to aby sa zmestila do cache, quicksort sposobi nanajvys 1 vypadok per block skor ako
sa celd podmnozina utriedi. Aj napriek tomu faktu, aplikaciou optimalizacii na zdkladny quicksort
sa moze docielit’ lepSich verzii. Autori aplikdciou optimalizacii vyvinuli dva algoritmy[2]:

® memory-tuned quicksort
® multiquicksort

Memory-tuned quicksort jednoducho odstrani Sedgewickov elegantny insertion sort na konci.
Namiesto toho triedi malé podpolia hned’ ako sa na ne narazi pouzitim obycajného insertion sortu.

Multiquicksort vznika aplikaciou multipartitioningu, ktorym sa rozdeli vstupné pole na zaciatku na
mnozstvo mensich podproblémov (ktoré maju vacsiu pravdepodobnost’ zmestit’ sa do cache).

Maltipartitioning sa pouziva v paralelnych triediacich algoritmoch. Autori zvolili pocet pivotov tak
aby pocet podpoli vacsich ako cache bol maly s velkou pravdepodobnostou. Je zname Ze ak
rozdelime k& bodov nahodne na tsecke o velkosti 1, pravdepodobnost’ Ze vysledny podusek bude
mat dizku x je (1-x)* . Multiquicksort deli vstupné pole na 3n/BC kiskov, na &o je
potrebnych 3{n}/{B}{C} — 1 pivotov. Po rozdeleni je teda pravdepodobnost ze podpole bude
vitsieako BC je (1-BC[n)®"ECY

4.1.5 Heapsort

Za zékladny heapsort autori zvolili Williams-Floydovu varaintu heapsortu, tzv. bottom-up heapsort.

Pamétové optimalizécie pre heapsort zahrituju nahradenie bindrnej haldy B-haldou, kde B je pocet
kl'acov ktoré sa zmestia do jendého cache bloku. DalSou optimalizaciou je zarovnat’ haldu v paméti
tak ze vSetci synovia (ktorych pocet je B) su v jednom cache bloku.
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4.2 Funnelsort

Cache-oblivious algoritmy ako napr. two-way mergesort nie su optimalne (asymptoticky) vzhl'adom
k poctu cache vypadkov. Funnelsort je triediaci, cache-oblivious algoritmus. Ma optimalnu
O(nlogn) zlozitost a optimalnu cache zlozitost O(1+(n/L)(1+log_(n)))

Funnelsort je podobny mergesortu. Na zotriedenie sivislého pola 7 prvkov funnelsort vykonava
nasledujuce dva kroky:

(1/3) (2/3)

1. Rozdel vstupné pole na n
rekurzivne.

suvislych poli velkosti n a zotried’ tieto polia

(1/3)

2. Zlej n'"¥ zotriedenych postupnosti pouzitim n -mergeru, ktory je popisany niZsie.

Funnelsort sa 1i$i od mergesortu v sposobe akym funguje (akym sa vykondva) zlievanie. Zlievanie
sa vykonava zariadenim nazyvanym & -merger, ktoré na vstupe dostane k&  zotriedenych
postupnosti a zleje ich. K -merger pracuje tak, Ze rekurzivne zlieva zotriedené postupnosti ktoré
sa postupne stavaju dlh§imi. Narozdiel od mergesortu k& -merger pozastavi pracu na zlievani
podproblému ked’ sa vystupna postupnost’ stane ,,dostato¢ne dlhou* a zacne pracovat’ na zlievani
iné¢ho podproblému. Na obrazku obr.4.2 je zobrazenie k-mergeru:

buffers

k-merger

Obr.4.2: k-merger je vystavany rekurzivne z (k)
Jlavich N(k)—mergerov Ly ... L | zo skupiny
bufferov a jedného ,,pravého* ~(k)—mergeru

Pocas prace &k -merger udrzuje nasledujuci invariant.

Invariant. Kazdé zavolanie & -mergeru vyprodukuje nasledujicich &° prvkov zotriedeného
pola, ziskaného zlievanim k vstupnych postupnosti.
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K-merger je vybudovany rekurzivne z k -mergerov nasledujucim spdsobom: k  vstupov je
rozdelenych do vk mmnozin po +k prvkoch ktoré tvoria vstup pre k Vk -mergerov

L, L,.. Ly v lavej Gasti obrazku. Vystupy tychto mergerov sii napojené na vstupy 'k
bufferov. Kazdy buffer je FIFO velkosti 2k** . Nakoniec vystupy bufferov si napojené na

JVk vstupov +Vk -mergeru R v pravej Gasti obrazku. Vystup tohoto posledného vk -mergeru
je vystupom celého k-mergeru. Buffery st predimenzované, kazdy moze ponat 2 4k** prvkov o
je dvojnasobok  &*”  prvkov vyprodukovanych jednym k -mergerom. Toto predimedzovanie
je potrebné pre spravny chod algoritmu ako bude ukazané d’alej. Koneénym pripadom rekurzie je k-
merger s k rovnym 2 ktory vyprodukuje &° = 8 prvkov.

K-merger pracuje rekurzivne. Aby vyprodukoval &° prvkov k-merger zavolda R &>  krat.
Pred kazdym zavolanim k-merger naplni vSetky buffre ktoré si menej ako spolovice plné (tzn.
vietky buffre ktoré obsahuju menej ako &*> prvkov). Aby sme mohli naplnit’ buffer i algoritmus
zavola odpovedajuci ,Javy“ merger L; jeden krat. Kedze L; vyprodukuje £°” prvkov,
buffer obsahuje asponn  &** prvkov po tom ako L, skonéi.

D4 sa indukciou dokazat, Ze zlozitost funnelsortu je O(nlog,(n)) a ze funnelsort na n
prvkoch vyzaduje najviac  Q(n) cache vypadkov, kde Q(n)=0(1+(n/L)(1+log,n)) .
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Kapitola 5
Testy

Tato kapitola pojednava o metodike a prostredi testov vybranych triediacich algoritmov. Ciel'om
testov nebolo navzajom porovnat’ vSetky mozné zname triediace algoritmy, ale v praxi
naimplementovat’ a redlne overit’ par vybranych algoritmov.

5.1 Prostredie
Testy boli spustané v nasledujicom prostredi:
Hardware:

® Procesor: CPU Intel Celeron D 336, 4-cestnd 256kB L2 cache pamét s vel'kostou bloku 128
bytov

® Mati¢na doska: Asus PSLD2
e Pamat: DDR SDRAM 512 MB

OS: Gentoo Linux, verzia jadra 2.6.2.2

Kompilator: gcc verzia 4.12

$ cat /proc/cpuintfo
0

processor 3

vendor id : GenuinelIntel

cpu family : 15

model HE:

model name : Intel (R) Celeron(R) CPU 2.80GHz
stepping : 9

cpu MHz : 2810.137

cache size : 256 KB

fdiv_bug : no

hlt bug : no

f00f bug : no

coma bug : no

fpu : yes

fpu exception : yes

cpuid level : 5

wp : yes

flags : fpu vme de pse tsc msr pae mce cx8 apic sep mtrr pge mca cmov

pat pse36 clflush dts acpi mmx fxsr sse sse2 ss ht tm pbe 1lm constant tsc pni
monitor ds cpl tm2 cid cx16 xtpr lahf Im

bogomips : 5624.95

clflush size : 64
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PreCo sme pre testy vybrali prave prostedie unixového systému bude vysvetlené d’ale;.

5.2 Meranie ¢asu

Meranie casu behu program je na pocitacovych systémoch obecny problém. Neexistuje portabilna
metoda naprie¢ vSetkymi platformami, ktord by zarucila presné zmeranie Casu behu daného
programu. Dovod, preco je tomu tak spociva jednak v réznosti operacnych systémov ale hlavne v
tom, ze jadro opera¢ného systému pri suCasnom behu viacerych programov musi nutne procesy
preplanovavat a teda zmerany cas behu programu spravidla zahriiuje aj €asti behov inych procesov.
Ideadlne by bolo vytvorit nepreemptivny proces, ktorého kritické Casti merania nemozu byt
prerusené prerusenim. V takom pripade by namerané hodnoty boli presné a pouziteI'né. Presne z
toho dévodu bol pre testy zvoleny unixovy operacny systém (linux). VysSie popisany sposob
merania totiz mézeme I'ahko dosahnut’ nasledovne:

® nabootovanim cez init=/bin/sh , ¢im nam systém pobeZzi bez nevyhnutnych sluzieb.
Vysledkom je naozaj minimalne zat'azeny systém.

® zamaskovanim preruSeni , ¢im dosiahneme nepreemptivnost’ procesu. Teda ak by aj jadro
chcelo nas§ merany program prerusit’ , stane sa tak az po jeho dokonceni.

Technicky sa to da docielit pomocou funkcie iopl (3) ktorym sa prepneme do prislusného
runlevelu (o potrebujeme k zakézaniu preruSeni) a ndslednym zakdzanim preruSeni volanim
asm (“CLIY). Po skonceni samotného vypoctu mdézme bezpecne povoilt’ prerusenia pomocou
asm (“STI"Y). Sta¢i ndm chréanit’ vypoctové Casti programu.

Samotné meranie ¢asu sa da robit’ viacerymi sposobmi. Pévodne sme zamysl'ali merat’ cas pomocou
pocitania cyklov procesoru (teda cez cycle counter), tak ako to navrhuje [5]. Tato metoéda vyzaduje
funkciu v nasledujicom zmysle:

void access counter (unsigned *hi, unsigned *lo)
{
asm("rdtsc; movl %%edx,%0; movl %$%eax, %1"
":r" (*hi), ":r" (*lo)
/**/

"Sedx", "%$eax"):;

Teda pred meranym a po meranom usekom zaznaCime stav pocitadla a od¢itame. Tato metoda je
vel'mi presnéd ale nie je nutne portabilna a stile trpi nepresnostami v pripade velkého zatazenia
systému. Preto som sa rozhodol pre meranie funkciou clock t gettime() ktora je skoro rovnako
presna (presnost v nanosekundach) a je portabilna. Nakol'ko sme vysSSie popisanou metdodou
zarucili, ze proces pobezi bez prerusenia s maximom dostupnych systémovych prostriedkov, je tato
metdda merania ¢asu dostacujica.
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5.3 Realizacia testov

Pre realizaciu testov sme vybrali algoritmy popisané v [2] (Kapitola 3.1). Naimplementované boli
vsetky algoritmy okrem poslednej optimalizacie hepasortu.

5.3.1 Testovacie data

Testy boli realizované na dvoch typoch vstupnych dat a to na integeroch a ret'azcoch. Retazce
boli vel'kosti 128 bytov.

Parametre a CB algoritmov z [2] boli pre prostredie behu testov zvolené nasledovne. Pre
typ integer boli parametre B=32 a (C=2048 . Pre typ string (retazec o velkosti 128 bytov)
boli parametre B=1 a C=2048

Kedze testované algoritmy st algoritmami vo vnutornej pamditi, je vhodné aby velkost
vstupnych dat bola taka velka aby mohol algoritmus bezat’ ¢isto vo vnatornej pamiti bez nutnosti
swapovania, ¢o je zrejme logické. Otazkou je ako zistit' pre danu velkost’ vnatornej paméte a
vel'kost’ vstupnych dat ¢i dany proces pobezi bez nutnosti swapovania.

D4 sa to urobit’ empiricky, nasledujicim sposobom. Systému sa zakaze swapovanie prikazom
swapoff -a a postupne sa pre, po malych krokoch, zvicSujliice sa vstupné data otestuju naraz
vSetky metody. V pripade Ze program spadne (skonci) je to vysledok toho Ze v systému uZ nebola
vol'na pamét’ — a tym dostaneme hornu hranicu velkosti vstupnych dat.

Za generator permutéacii som zvolil funkciu Irand48() ktord generuje pseudo-ndhodné cisla
uniformne distribuované v rozmedzi (0, 2*' ). Ako seed som pouzil &as.

5.3.2 Implementa¢né poznamky

Zvoleny jazyk testov je jazyk c.
Operacie porovnania, kopie a vymeny boli implementované tymto spdsobom:
compare()

{

no_comparisons++;
/* Porovnanie */

}

swap()

no_swaps+;
/* Vymena prvkou pomocou volania funkcie copy() */

}

copy()
{

no_copiest++;
/* kopirovanie */

}

Z tohoto dovodu je v tabul’kach vysledkov uvadzany pocet kopii s poznamkou ze zahfiia vymeny.
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5.4 Vysledky testov

zrychleniu Casu za ktory sa vykonaji.

Ciel'om tejto prace bolo hlavne prakticky implementaciou overit proklamované teoretické
vysledky niektorych triediacich algoritmov. Této loha sa nam podarila avSak vysledky testov
uvedené v tejto kapitole naznacuju Ze vylepSenia algoritmov nemusia nutne viest' k celkovému

Tabul'ky nameranych dat sa nachadzaju v prilohach. Tabul'ka behu s celymi ¢islami sa nachadza v
Prilohe B a tabulka behu s retazcami sa nachadza v Prilohe A. Casy uvadzané v tabulkach v
prilohach st uvedené v sekundéch.
Prvy z grafov je test na triedenie retazcov, kde je vidiet’ Ze najlepSie st na tom quicksorty. Lepsie
priemerné Casy vykazuje quicksort ako jeho optimalizované varianty. Takisto zakladny mergesort si
vedie lepSie ako multimergesort, ale uz nie ako tiled mergesort. Toto je v kontraste s teoretickymi
vysledkami uvadzanymi v [2].

v

Cas (merany v sekundach)

Triedenie retazcov

5,5000000000 .
5,0000000000 \
4,5000000000 =
S
4,0000000000 v
A O base_merge
3,5000000000 5 2 e inline_merge
3,0000000000 = S v tiled_merge
PR 4 A multimerge
2,5000000000 _ F”X = WN » base, gsort
2,0000000000 = < | < optimized_gsort
- M multi_gsort
< -
1,5000000000 q K**@” /—4/; ¥/ﬁ % dheapsort
1,0000000000 A~ — /
0,5000000000 |+ —E——5"——
0,0000000000%
800 160 240 320 400 480 560 640 720 800
00 000 000 000 000 000 000 000 000 000

Pocet prvkov triedného pola

Druhy z grafov uvadza beh triediacich algorimov na celych ¢islach. Najhorsie si vedie d-arny
heapsort. Rozdiel medzi mergesortom a multimergesortom je minimalny, tak ako u vSetkych variant

quicksortov. Pomerne dobre si vediet tiled mergesort.
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Triedenie integerov

70,0000000000

65,0000000000 1

60,0000000000 x

55,0000000000
— 500000000000 S
S 45,0000000000 nine. merge
S 40,0000000000 P p—
=2 35,0000000000 multimerge
% 30,0000000000 base_gsort
Z 25,0000000000 optimized_gsort
@ 20,0000000000 multi_gsort
©  15,0000000000 4 dheapsort

10,0000000000 - .

5,0000000000 5 g

0.0o0000000C0%* —— ——
2 456 712 968 122 148 173 199 224 250
4 6 2 8 4

PocCet prvkov triedného pofa (v mil.)

Tieto uvadzané grafy a hodnoty st samozrejme len ¢astou moznych velkosti vstupnych dat a
je mozné ze pre daleko vicSie data by optimalizované varianty boli nesporne rychlejsie. Avsak
treba brat’ do uvahy aj vypoctové prostredie a to v takomto zmysle: Pokial’ by testovanie (a dokaz)
opodstatnenia optimalizacii vyzadovalo vstupné data d’aleko preshujiice mozné velkosti vnutornych
pamati, tak takéto optimalizacie stracajii s€asti zmysel, nakol’ko ich zameranim je vylepsit rychlost’
programu _vnutorného triedenia. V pripade dat presahujucich vnatorni pamét musime brat’ do
uvahy swapping a to uz je doména externych algoritmov, kde algoritmy vnutorného triedenia
nemo6zu konkurovat’.
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Priloha A
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Zakladnyv mergesort bez optimalizacii

pocet prvkov 80000 160000 240000 320000 400000

cas 0,2280804430|0,5702965320 {1,4132789364 |1,7553557800 |{2,4012990498
# porovnani 1229185 2618814 4002244 5558066 7065935

# kopii (zahriia vymeny) | 1440000 3200000 4800000 6400000 8000000

# vymen 0 0 0 0 0

pocet prvkov 480000 560000 640000 720000 800000

cas 2,4276430347|2,4182560128 |2,8815633590 |3,4185351248 |3,5298262280
# porovnani 8485666 10375177 11755045 13228551 14931937

# kopii (zahriia vymeny) | 9600000 12320000 14080000 15840000 17600000

# vymen 0 0 0 0 0




Mergesort s in-line triedenim

pocet prvkov 80000 160000 240000 320000 400000

cas 0,2092465950 | 1,3819008780 | 1,4051454410 | 1,4261531561 |2,3856640070
# porovnani 1235935 2632121 4022258 5584638 7099063

# kopii (zahriia vymeny) | 1280000 2880000 4320000 5760000 7200000

# vymen 0 0 0 0 0

pocet prvkov 480000 560000 640000 720000 800000

cas 2,4056181651|2,4016479158 |2,6260307780 |2,6960423660 | 4,4538405814
# porovnani 8525838 10421746 11808462 13288332 14998574

# kopii (zahriia vymeny) | 8640000 11200000 12800000 14400000 16000000

# vymen 0 0 0 0 0




Tiled Mergesort

pocet prvkov 80000 160000 240000 320000 400000

cas 1,3540739328 | 1,3704035877 | 1,3989636747 | 1,4210777834 | 1,4252678308
# porovnani 1235935 2618814 4002244 5584638 7099063

# kopii (zahriia vymeny) | 1280000 3039968 4559968 5760000 7200000

# vymen 0 0 0 0 0

pocet prvkov 480000 560000 640000 720000 800000

cas 1,1106093570 |2,4099297216 |2,3953573939 |2,4051107500 | 2,8801449800
# porovnani 8525838 10375177 11755045 13228551 14931937

# kopii (zahriia vymeny) | 8640000 11759968 13439968 15119968 16799968

# vymen 0 0 0 0 0




Multimergesort

pocet prvkov 80000 160000 240000 320000 400000

cas 0,2181762660 | 1,3873488682 |1,4264252795 12,3726845587 |2,4219643627
# porovnani 1879521 4078081 6379870 8795411 11254000

# kopii (zahiiia vymeny) | 559968 1119968 1679968 2239968 2799968

# vymen 0 0 0 0 0

pocet prvkov 480000 560000 640000 720000 800000

cas 3,3751291250 | 3,4681032200 |3,7217246850 14,2628070430 |4,9196012430
# porovnani 13719006 16248695 18866602 21487437 24112463

# kopii (zahriia vymeny) 3359968 3919968 4479968 5039968 5599968

# vymen 0 0 0 0 0




Zakladny quicksort

pocet prvkov 80000 160000 240000 320000 400000

cas 0,1457516330|1,3623659073 |0,4588565900 | 1,3969148523 | 1,4171240956
# porovnani 1454431 3158655 4835219 6716060 8394190

# kopii (zahfna vymeny) | 1381864 2865485 4404243 5955496 7546469

# vymen 407288 848495 1308081 1771832 2248823
pocet prvkov 480000 560000 640000 720000 800000

cas 2,3367255195 |1,1754509030 |2,3740669431 |2,3873341468 | 1,9092032840
# porovnani 10207094 12031401 13841924 15702460 17889474

# kopii (zahfiia vymeny) | 9160791 10781806 12423596 14076414 15682285

# vymen 2733597 3220602 3714532 4212138 4694095




Pamit’ovo optimalizovanv quicksort

pocet prvkov 80000 160000 240000 320000 400000

cas 1,3435484209 1 0,3138708490 | 1,3766856319 |0,6770760680 | 1,4091337382
# porovnani 1418041 3086132 4726652 6571308 8212803

# kopii (zahfna vymeny) | 1360758 2823309 4341087 5871134 7440723

# vymen 407288 848495 1308081 1771832 2248823
pocet prvkov 480000 560000 640000 720000 800000

cas 1,4230735187 | 1,1281993390 | 1,2744862390 | 1,5924959580 | 1,6369577090
# porovnani 9989607 11777724 13552059 15376439 17526723

# kopii (zahfia vymeny) | 9033947 10634078 12254838 13886470 15471145

# vymen 2733597 3220602 3714532 4212138 4694095




Multiquicksort

pocet prvkov 80000 160000 240000 320000 400000

cas 0,1519517910 10,3117350620 | 0,4708995720 | 1,3984943861 | 1,4119865577
# porovnani 1421982 3022776 4709047 6388327 8099743

# kopii (zahffia vymeny) | 1224350 2468626 3734610 5016701 6319147

# vymen 301334 609309 924520 1245100 1572465
pocet prvkov 480000 560000 640000 720000 800000

cas 1,2223978300 | 1,2296429870 | 1,4090277500 |2,3932223089 |2,4130072462
# porovnani 9952872 11777981 13552885 15365262 17279097

# kopii (zahffia vymeny) | 7649520 8998733 10393414 11814330 13181915

# vymen 1909138 2252092 2610202 2977057 3326135




D-arny heapsort

pocet prvkov 80000 160000 240000 320000 400000

cas 0,3114432530 0,6935568010 | 1,1323130810 |2,3834584419 [2,1080616700
# porovnani 2395407 5110328 7942562 10859772 13838655

# kopii (zahfiia vymeny) | 1437051 3033508 4689500 6386411 8114903

# vymen 0 0 0 0 0

pocet prvkov 480000 560000 640000 720000 800000

cas 2,4862091860 | 3,2401922200 |3,4491664310 |4,4207814612 | 5,3825651244
# porovnani 16843820 19892451 23001111 26132438 29277971

# kopii (zahiiia vymeny) | 9857120 11620815 13414380 15219945 17030874

# vymen 0 0 0 0 0




Priloha B
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Zakladny mergesort bez optimalizacii

pocet prvkov 2000000 4560000 7120000 9680000 12240000

cas 2,3498102020 | 3,3019741500 |5,3938346252 | 7,3786110399 |8,3896436400

# porovnani 39432038 97901543 153830196  |216998799 274196164

# kopii (zahfiia vymeny) | 44000000 109440000 170880000  |{251680000 318240000

# vymen 0 0 0 0 0

pocet prvkov 14800000 17360000 19920000 22480000 25040000

cas 10,2716384440 |12,1221698890 | 14,3160018000 |16,3863433620 |19,3469993025
# porovnani 335997449 409539940 465478758 525893412 586053260

# kopii (zahifia vymeny) | 384800000 451360000 517920000 584480000 651040000

# vymen 0 0 0 0 0




Mergesort s in-line triedenim

pocet prvkov 2000000 4560000 7120000 9680000 12240000

cas 1,1821253520|2,8522683710 |5,3797039533 6,3682019250 |9,3628315373

# porovnani 39598878 98280624 154423337 217805504  |275215314

# kopii (zahriia vymeny) 40000000 100320000 156640000 232320000 293760000

# vymen 0 0 0 0 0

pocet prvkov 14800000 17360000 19920000 22480000 25040000

cas 10,4266696149 1 12,1199296970 | 14,3972780207 |15,4272259778 | 17,7134895990
# porovnani 337230088 410987193 467140504 527766963 588140075

# kopii (zahffia vymeny) | 355200000 416640000 478080000 539520000 600960000

# vymen 0 0 0 0 0




Tiled mergesort

pocet prvkov 2000000 4560000 7120000 9680000 12240000

cas 1,1369543220 |3,4072658624 |5,3737968036 | 6,3858438420 | 8,4264600403

# porovnani 39598878 98280624 154423337 216998799 274196164

# kopii (zahfiia vymeny) | 39997696 100320000 156637696 241994752 305996544

# vymen 0 0 0 0 0

pocet prvkov 14800000 17360000 19920000 22480000 25040000

cas 10,3970023035 |12,3926123890 | 13,3263435230 | 15,1888203830 | 17,4173726611
# porovnani 335997449 410987193 467140504 527766963 588140075

# kopii (zahiiia vymeny) | 369994752 416637696 478080000 539517696 600960000

# vymen 0 0 0 0 0




Multimergesort

pocet prvkov 2000000 4560000 7120000 9680000 12240000

cas 2,3733156050 | 3,6470778680 |6,1323522210 19,5796717710 | 13,3986006872

# porovnani 49419652 123563036 202228579 283509534 367332302

# kopii (zahfiia vymeny) | 29996544 68394752 106796544 145194752 183596544

# vymen 0 0 0 0 0

pocet prvkov 14800000 17360000 19920000 22480000 25040000

cas 17,2712586900 1 22,3688184396 | 25,1365433840 {30,6214902720 |36,4273158229
# porovnani 451132934 536119516 625026896 713947949 802856746

# kopii (zahifia vymeny) | 221994752 260396544 298794752 337196544 375594752

# vymen 0 0 0 0 0




Zakladny quicksort

pocet prvkov 2000000 4560000 7120000 9680000 12240000
tas 2,3644652934 |3,2542049970 |6,3538583621 | 7,2379885650 | 10,3543379130

# porovnani 46856068 115228676 190697846 258205867 334475727

# képii (zahfiia vymeny) 41209930 97587837 155147012 (214328227 273625668

# vymen 12403310 29489279 46969004 64989409 83048556

pocet prvkov 14800000 17360000 19920000 22480000 25040000

tas 11,2448854430 | 13,3975233730 | 16,3796562812 | 17,6051267520 | 19,7653290420
# porovnani 408014481  |482971115  |551006835 636896170 705846438

# kopii (zahfiia vymeny) |333736472 394474960  |456921684  |516860966 580101625

# vymen 101378824 119918320  |139027228  |157300322 176673875




Pamit’ovo optimalizovanv quicksort

pocet prvkov 2000000 4560000 7120000 9680000 12240000

cas 1,3371636190 |4,3514761565 |5,2180465220 | 7,1348842710 |9,1690232330

# porovnani 45949851 113162787 187473756  |253819997 328931752

# kopii (zahfna vymeny) | 40682486 96385847 153270254 211774645 270396464

# vymen 12403310 29489279 46969004 64989409 83048556

pocet prvkov 14800000 17360000 19920000 22480000 25040000

cas 12,3383704007 | 14,3521062675 | 15,3617217250 | 17,3714760900 | 19,5750433270
# porovnani 401311297 475112004 541984363 626720045 694516331

# kopii (zahfiia vymeny) 329832516 389896238 451666512 510934076 573499347

# vymen 101378824 119918320 139027228 157300322 176673875




Multiquicksort

pocet prvkov 2000000 4560000 7120000 9680000 12240000

cas 1,5137272660 |4,1484930900 | 7,1651316400 | 11,3729937025 | 14,7796370600

# porovnani 47171993 119121860 200614012 289903455 386974627

# kopii (zahfiia vymeny) 36639017 102089250 189503815 297889580 426427869

# vymen 9543411 27943072 53664177 297889580 125804695

pocet prvkov 14800000 17360000 19920000 22480000 25040000

cas 18,3937179110 |23,4067140848 |27,3904156150 | 33,4056357006 | 38,7279224500
# porovnani 493708903 606780836 726098901 851535592 990393689

# kopii (zahffia vymeny) 576859585 747695639 940055736 1150680259 1389879296

# vymen 172531517 226059785 286762734 353553825 429869754




D-arny heapsort

pocet prvkov 2000000 4560000 7120000 9680000 12240000

cas 4,4040643789 | 11,2402791250 1 16,2142872570|22,3330589410 |30,3556442720
# porovnani 78392104 189597883 305391684 423642013 544308145

# kopii (zahifia vymeny) 45176799 108434760 173986964 240764708 308749898

# vymen 0 0 0 0 0

pocet prvkov 14800000 17360000 19920000 22480000 25040000

cas 39,1668669660 |43,3377366440 1 50,8054795610 | 61,4207541619 |67,3537261170
# porovnani 665910200 788521682 913402198 1039039029 1165240878

# kopii (zahifia vymeny) 377208723 446165792 516263704 586741614 657493545

# vymen 0 0 0 0 0
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