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Abstrakt: Predlozena préce se vénuje feseni soustav diferenc¢nich rovnic
typu (z ® o) + (y ® ) = (x + y) ® v, kde nezndmé x,y i parametry
a, 3,7 jsou prvky stejné mnoziny X a +, @ jsou grupové operace na
mnoziné X. V kapitole 2 zavedeme pojem grupovy par, popiSeme nékteré
vlastnosti a vzajemné vztahy rtuznych grupovych paru. Kapitola 3 se
zabyva fesenim soustav diferencnich rovnic, kterym je vénovana prace
[1]. V kapitole 4 zadefinujeme grupovy pér se specidlni vzajemnou polo-
hou ptislusnych grup, zavedeme pojem prechodovd funkce, ktera popisuje
vzajemny vztah operaci + a @, a poté se zaméiime na TeSeni soustav
diferen¢nich rovnic v tomto grupovém paru.
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Abstract: The main topic of the present work is solving systems of dif-
ferential equations of the type (z ® «) + (y ® B) = (v + y) & v, where
both unknowns x,y and parameters «, 3,y are members of a set X, and
+ and & are group operations on the set X. In chapter 2, we establish
the term group pair, describe some properties and relationships between
different group pairs. In chapter 3, we deal with solving systems of differ-
ential equations of addition, which is discussed in paper [1]. In chapter
4, we define a group pair, the groups of which are of special alignment,
introduce the term transition function which describes alignment of the
operations + and &, and then focus on solving systems of differential
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Kapitola 1
Uvod

Paul a Preneel studovali feSeni soustav rovnic typu
(@ a)+(yep)=(z+y) &,

kde parametry «, (3,7 i neznamé x,y jsou prvky mnoziny 2" a kde + je
operace sc¢itani modulo 2™ a @ je operace xor. Nalezli algoritmus, ktery
v pripadé fesitelnosti této soustavy najde jedno jeji feseni s polynomialni
casovou slozitosti.

Cilem této prace je zobecnit vysledky publikované v ¢lanku Paula
a Preneela na obecnéjsi grupy. Ukazuje se, Ze i u obecnéjsich abelovskych
grup se specialni vzajemnou polohou je pouzitelny mirné upraveny algo-
ritmus Paula a Preneela.

V této praci nejprve zadefinujeme pojem grupovy pdr a nékteré spe-
cidlni typy grupovych paru. Dale popiSeme ruzné vlastnosti grupovych
paru a nékteré vzajemné vztahy mezi grupovymi pary. Poté se zaméiime
na feSeni soustav diferencnich rovnic v tzv. standardnim abelovském gru-
povém paru, kterym se ve své praci zabyvali Paul a Preneel. V posledni
kapitole zobecnime algoritmus uvedeny v ¢lanku [1] na algoritmus Fesici
soustavy diferencnich rovnic v tzv. hustych abelovskych grupovych parech.
Tento zobecnény algoritmus vSak neni obecné polynomialni. Proto na
zaver zformulujeme podminky na nékteré vlastnosti grupového paru, pri
jejichz splnéni uz zobecnény algoritmus bude polynomidlni.



Kapitola 2
Grupové pary

Oznaceni 2.1. Pro n € N oznacme
2" ={(ap_1,...,a0)] a; € {0,1},7=0,...,n—1}.
Na mnoziné 2™ budeme uvazovat dvé grupy
CY = (2", @), kde @ znaci operaci bitovy xor,
Con = (2™, 4), kde + znaci operaci s¢itani modulo 2".

Definice 2.2. Dvojici grup (G, H) na stejné mnoziné X nazyvame gru-
povym pdrem na mnoziné X.

Jsou-li grupy G a H abelovské, nazyvame par (G, H) abelovskym
grupovym. pdarem.

Bindrni grupovy pdr je dvojice grup (G, H) na mnoziné X mohutnosti
2" takova, ze G je izomorfni s C} a H je izomorfni s Cyn.

Dvojici grup (CF,Con) nazyvame standardnim grupovym pdrem na
mnoziné 2".

2.1 Podgrupy a rozkladové tridy

Pozndmka 2.3. Grupa Cyn je cyklicka. Jednim z jejich moznych genera-
toru je prvek (0,...,0,1). Jejimi podgrupami jsou pravé vsechny grupy

DQ«L = {((lnfl, cen ,CL())} - 2"

takové, ze aj = 0 pro j =0,...,i — 1, kde i = 0,...,n. Ziejme {0} =
Dgn CDanl C ... CDQl CD20 :2"



Pro vSechna i = 0,...,n jsou podgrupy D, grupy Cs. kanonicky!
izomorfni s grupami Con-i.

Vsimnéme si také, ze kazda podgrupa Dy grupy Ch. je uzaviend
rovnéz na operaci &, proto podmnozina D,: s operaci & je také pod-
grupou C7.

Tvrzeni 2.4. Dva proky x = (xp—1,...,20),Y = (Yn—1,---,%0) € 2" jsou
ekvivalentni modulo Dyi v grupé Con, prdve kdyz jsou ekvivalentni modulo
Dyi v grupé C3. Jingmi slovy, x —y € Dqi, prdvé kdyzZ x &y € Dai.

Dikaz. Nejprve ukdzeme platnost nasledujici ekvivalence
T—y €Dy & (xp=ypprok=0,...,i—1). (2.1)

Je-liz—y € Dyi,pakz—y = ((r —y)n-1,-..,(x—9);,0,...,0). Protoze
(x—y)+y == jexy =y,prok = 0,...,4 — 1. Je-li naopak z, =
ypprok=0,...;i—1,jex—y=((x—y)n_1,---,(®—9);,0,...,0) € Dy.

Nyni dokazeme tvrzeni. Jsou-li prvky z,y € 2" ekvivalentni modulo
Dyi v Con, znamend to, ze x —y € Dyi. Tedy xp, =y prok =0,...,i—1,
atedy x @y € Dai.

Predpokladejme naopak, ze z a y jsou ekvivalentni modulo Dyi v CF,
neboli Ze se shoduji jejich hodnoty na indexech 0, ...,7—1. Pak ale podle
(2.1) jex —y € Dai. O

Tvrzeni 2.4 ma tadu dusledki: Kazdd rozkladové tiida Con/Dai je
rozkladovou tiidou C% /Dy a naopak. Jejich faktorové grupy jsou na
stejné mnoziné rozkladovych tiid. Proto muzeme mluvit o rovnosti roz-
kladovych ttid i faktorovych grup.

V nasledujicich kapitolach budeme hovotit o reseni modulo podgrupa.
Nyni tento termin objasnime. Méjme algebru A = (X, +,®) a kon-
gruenci 7 algebry A. Budte t(z1,..., 25, 1,..., 1) a w(ys,...,Yp, O,
..., B;) termy v algebfe A s proménnymi z1, ..., Tk, Y1, . . ., Yp & konstan-
tami o, ..., o, O1, ..., B;. Symbolem [a], oznacujeme rozkladovou tiidu
A/m, jejimz prvkem je prvek a € X. Termy t(z1, ..., zk, [@1]r - - -, [1]x)
a wyr, - Yp, [Bilms---,[Bg)x) jsou termy v A/m. Rekneme, 7e prvky
aiy,...,ak, by, ..., b, jsou fesenim rovnice t(xq, ..., g, 01, ..., ) = u(ys,
s Ypy B1y e, By) (mod ), prave kdyz t([ad]r, - - -, (k) [0, - - [u]x)
— ulbilrs - Byl [Bi)ms - [l) v A/

Rozklad na podgrupy je kongruence. Proto, budeme-li mluvit o feseni
modulo podgrupa, budeme tim myslet feseni modulo ptislusna kongru-
ence.

Kanonickym izomorfismem zde myslime bijekci g : Dyi — Can—i, kterd prvku
x=(Tp_1,...,24,0...,0) € Dyi piitadi prvek (2,,_1,...,z;) € Can—i
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2.2 Prirozeny systém reprezentantu

Neékdy je vyhodnéjsi pracovat misto rozkladovych tiid se systémy jejich
reprezentantu. 7Z tvrzeni 2.4 plyne, ze systémy reprezentantu rozklado-
vych tiid Con / Dyi se shoduji se systémy reprezentantu rozkladovych tiid
C¥/Dyi. Budeme pracovat s konkrétnim systémem reprezentatu, ktery
nazveme prirozeniym.

Prirozenym reprezentantem prvku = (x,_1,...,29) € 2" v rozkla-
dové tiidé Con/Dgi, kde i = 1,...,n, je prvek

Ti(I) = (0,...,0,1‘1‘_1,...71’0) e 2"

Protoze kazda rozkladova tiida Can/Dgi je také rozkladovou tiidou
C3/ Dqi, hovoiime o spolecném systému prirozenych reprezentanti roz-
kladovych tfid standardniho grupového paru (C%,Cyn). Tento systém
reprezentantu znac¢ime

R(Con /Dai).

Pro kazdé ¢« = 1,...,n lze kazdy prvek xz € 2" jednoznacné zapsat

jako
r =ri(z)+ si(x),
kde r;(z) € R(Can/Dsi) a sij(x) € Dai.

Rekneme, ze dva prvky z,y € 2" jsou si roviny modulo podgrupa Dy,
pravé kdyz lezi ve stejné rozkladové tiidé Con/Dyi, tedy pravé kdyz se
rovnaji jejich pfirozené reprezentanty r;(z) = r;(y).

2.3 Izomorfismus grupovych parua

Definice 2.5. Rikdme, ze grupovy péar (Gi, H;) na koneéné mnoziné
X1 je izomorfni s grupovym parem (Go, Hy) na mnoziné X,, pokud exis-
tuje bijekce h : X7 — X, takovéd, ze h je izomorfismus G; — G5 a zaroven
izomorfismus H; — H,.

Poznamka 2.6. Kazdou grupu G izomorfni s C 1ze povazovat za aditivni
grupu aritmetického vektorového prostoru dimenze n nad dvouprvko-
vym télesem {0,1} s (jedinym moznym zpusobem definovanou) operaci
nasobeni prvky z télesa:

0x = (0,...,0) € 27,
lx ==z

pro kazdé x € G. Kdykoliv budeme mluvit o bazi GG, budeme tim myslet
bézi ptislusného vektorového prostoru.



Véta 2.7. Bindrni grupovy par (G, H) na mnozZiné X mohutnosti 2" je
izomorfni se standardnim grupovym pdrem (C},Con) na 2", prdvé kdyz
kazdd podgrupa grupy H je uzavrend také na operaci grupy G.

Diikaz. Operaci grupy G ozna¢ime @ a operaci grupy H oznacime +.
Predpokladejme, ze kazda podgrupa grupy H je uzaviena na operaci
@. Zvolme libovolny izomorfismus h : H — Cyn. Chceme ukézat, ze h je
také izomorfismem grup G a C¥. K tomu staci ukazat, ze existuje baze
grupy G, ktera se pomoci h zobrazi na bazi grupy C¥.
V grupé H zavedeme néasledujici oznaceni:

t-r=x+---+2x, x€ HteN.
—_——

t—krat
Uvazme bazi
eoc = (0,0,...,0,0,1),
es = (0,0,...,0,1,0),
es = (0,0,...,1,0,0),

enr = (1,0,...,0,0,0)

grupy C%. V grupé H existuje prvek xg takovy, ze h : xy — eg. Protoze
h je izomorfizmus, je také
h: 2-x — ey,
4- Zo = €9,

on—l. Tog —  €np_1.

Uké4zeme, Ze mnozina zg,2- T, . .., 2" 1 - 19 je baze grupy G. Protoze
tato mnozina ma n prvku, staci ukazat jeji linearni nezavislost, tedy ze
pro kazdé k = 0,...,n — 2 plati, Ze prvek 2¥ - 2y nelez{ v linedrnim obalu
prvki 281z, o 2771 L 200 To je ekvivalentni tomu, Ze prvek 2% -z
nelezi v podgrupé grupy G generované prvky 251 . o, ..., 2771 . xy. Pro
k = n — 1 tvrzeni plati, nebot obrazem prvku 277! - x, pfi izomorfismu
h je nenulovy prvek e,_i, a tedy prvek 2”71 . z¢ je rovnéz nenulovy.

Necht tedy 0 < k < n — 1. Protoze h je izomorfismus a prvek
h(2¥ - 29) = e & Dors1 nelezi v podgrupé grupy Con generované prvky
Chtls- - En_1 € Dors1, tak také prvek 2% - 2y nelezi v podgrupé K grupy
H generované prvky 281 .z, ..., 2" 1. 2,. Protoze K je podgrupa grupy
H, je vzhledem k predpokladu véty uzaviena na operaci @, cili pod-

grupa grupy G generovand prvky 281 xq, ..., 2" L. 2 je éasti K, a tedy
neobsahuje prvek 2% - z.
Opacna implikace plyne z konce poznamky 2.3. ]



Pozndmka 2.8. V predchozim dukazu bylo treba ukazat, ze pokud je
kazda podgrupa grupy H uzaviena i na operaci grupy G, pak existuje
izomorfismus h : G — C¥, ktery je také izomorfismem H — Cyn. Ukazali
jsme vsak silnéjsi tvrzeni, totiz ze takovymto izomorfismem je libovolny

izomorfismus h : H — Can.
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Kapitola 3

Soustavy diferenc¢nich rovnic

Necht (C%, Cyn) je standardni grupovy pdr. Nasim cilem je fesit soustavu
rovnic

(z @ afk]) + (y ® G[k]) = (z +y) K], (3.1)

s nezndmymi z,y € 2" a parametry «alk], B[k],~v[k] € 2", k = 1,...,m.
K tomu stac¢i umeét najit vSechna feseni rovnice typu

(z@a)+yep)=(+y @ (3.2)

Mnozinu feseni soustavy (3.1) pak ziskdme jako prunik mnozin Feseni
jednotlivych rovnic soustavy.

Rovnici (3.2) budeme fesit tak, ze indukei podle i najdeme vSechna
feseni této rovnice modulo Dy pro ¢ =1,...,n. Tak nakonec dostaneme
viechna feSeni modulo Dan, tedy Feseni puvodni rovnice (3.2).

3.1 Reseni modulo D,

Tvrzeni 3.1. Nutnou a postacujici podminkou pro resitelnost rovnice
(3.2) modulo Do je ag@® o®yo = 0. Resenim modulo Dy je pak libovolnd
dvojice x,y € 2™.

Dikaz. Hleddme-li reseni
(x@a)+ydp)=(r+y)®y (mod Dy), (3.3)

hledame takova x,y € 2", pro kterd se shoduji prirozené reprezentanty

r(z@a)+(y&s)an((z+y) &)
Vsimnéme si, ze pro libovolna u,v € 2" je

u+v=u®v (mod Da). (3.4)
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Z toho plyne, ze r((z @ o) + (y® B)) = (0,...,0,20 B a9 B Yo © o)
ar((x+y)@y) =(0,...,0,20DyoPH ). Rovnice (3.3) je tedy Tesitelna,
praveé kdyz

zo @ ap @ Yo D Fo = zo D Yo B Y0,

coz je ekvivalentni

o @ fo = Yo-
Tato rovnost nezavisi na x,y, proto je v piipadé jeji platnosti fesenim
rovnice (3.3) libovolna dvojice z,y € 2™. O

3.2 Indukéni krok

Nez ukazeme obecny indukéni krok, tedy jak lze ze znalosti feSeni rovnice
(3.2) modulo D, ziskat jeji feSeni modulo Dyi+1, uvedeme, jak lze nalézt
feseni modulo D, za predpokladu, ze rovnice (3.2) je feSitelnd modulo
Dyi. Pozdéji uvidime, ze tento krok je specidlni pripad obecného in-
dukéniho kroku.

V dalsim textu budeme symbolem u’ znacit prvek

u' = (v _,,...,u.0,...,0) € Dy.

Pro kazdou dvojici prvku a, b € 2" plati pro soucet jejich prirozenych
reprezentantu rovnost 7;(a) + r;(b) = ri(r;(a) + (b)) + s;(r;(a) + r:i(D)).
Je 7i(ri(a) + r;(b)) = ri(a + b), nebot prvek a lezi ve stejné rozkladové
tiidé Can / Dgi jako jeho reprezentant r;(a) a prvek b lezi ve stejné rozkla-
dové tiidé Can/Dyi jako jeho reprezentant r;(b), a proto jsou reprezen-
tanty rozkladovych t¥id Con/Dsi, ve kterych lezi soucty a + b a ri(a) +
r:(b), stejné. Protoze kazd4 rozkladova tiida Can /Do je také rozkladovou
tiidou CF / Do, je také r;(r;(a)®r;(b)) = r;(a®b). Prvek s;(r;(a)+r;(b)) €
Dyi nazyvame prenosem z i-té souradnice pii modularnim séitani.

Lemma 3.2. Pro kaZdou dvojici a,b € 2" a kazdé i =0,...,n — 1 plati
rip1(a+0) =(0,...,0,a; Db ®el, a1 Bbi_1®ei1,...,a1 Db Del,ag®
bo), kde € = (eF_, ... €k 0,...,0) € Do, k = 1,...,i, je prenos' pri
(moduldrnim) scitdni z (k — 1)-ni pozice.

1V pifpadé standardniho grupového paru mize byt nenulovy pienos pouze z i-té
na (i + 1)-nf pozici. Tedy hodnoty ef pro I # k jsou nulové. V nésledujici kapitole
ukazeme, ze toto obecné neplati.
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Dikaz. Lemma dokdzeme indukei podle i. Z rovnosti (3.4) plyne, ze
ri(a+0b) =(0,...,0,a0 @ by). Pro i = 0 tedy tvrzeni plati.

Vsimnéme si, ze pro kazdé ¢ = 1,...,n — 1 a kazdou dvojici a,b €
2" je ri(a) + r;(b) = ri(a +b) + €', € € Dy, coz pro i = 1 znamend
(O,...,0,(10)+(0,...,0,b0):(0 an@bo) (nl?" 61,0) Proto

ra(a) +12(b) = (0,...,0,a1,a0) + (0,...,0,b1,by) =
= (0,...,0,a1,0) + (0,...,0,by,0) +
+(0,...,0,a0 ® by) + (nl,...,e%,O):
=(0,...,0,a1 @by Dey,0)+(0,...,0,a0 D by) +
(€2 ,,...,€5,0,0) =
= (0,.. Oal@bl@el,ao@bo) +(e2_4,...,€3,0,0),

+

z tehoz plyne ro(a +0) = (0,...,0,a; ® by D el,ag @ by).
Predpokladejme, ze n-(a—i—b) (0,...,0,a,1®bi1De; 1, ..., a0Dby)
a ukazme, ze ;11 (a+b) = (0,...,0, aZGEb Del a1 ®b_1Del” i,...,a(]@
bo), kde i = 2,...,n — 1.
Je

rivi(a) + ripa(b) =
=(0,...,0,a;,a;—1,...,a0) + (0,...,0,b;,b;—1,...,by) =
= (0,...,0,a;,0,...,0)+(0,...,0,b;,0,...,0) +

0,...,0,ai1 Dbi_1 Del1,...,a0® by) +

(41w.eo ,0)=(0,...,0,a; ©b; ®€,0,...,0) +

» G

(0, OCLZ 1@()1_1@62 1,...,a069b0)—|—
@waiﬁﬂ ,0) = |
=(0,...,0,a; ®Y; @el,ai_l@bi_l@e’;:},...,ao@bo)+
+(€%7117"-7 2370 0)
A protoze je riy1(a) +7i41(0b) = rig1(a+b) + e plati vy (a +0) =
(0,...,0,a; ®b; D el,aiy Dby D ey, ... a0D by). O

Tvrzeni 3.3. Je-li rovnice (3.2) tesitelnd modulo Dy, pak je Tesitelnd
modulo Da2, pravé kdyz oq, B1, 71, o, Bo spliugi jednu z podminek uve-
denych v tabulce 3.1. Je-li spinénd nekterd z téchto podminek, pak jsou
resenim takové dvojice x,y € 2", jejichZ hodnoty xg,yo jsou v tabulce
3.1 na stejnych vddcich jako hodnoty oy @ B1 ® Y1, g, Bo?. V pripadé, Ze

2Vyznam sloupce d} v tabulce 3.1 ozfejmime pozdéji.
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a1 @ B D 1, o, Bo nabyvagi hodnot, které nejsou uvedeny v tabulce 3.1,
nemd rovnice (3.2) resent modulo Dsz, a tedy nemd resent.

Tabulka 3.1: Hodnoty ¢, yo vyhovujici rovnici (3.5) pfi
znalosti ag, By, a1, 31, 71; hodnoty d} jsou pouze pomocné
a jsou jednoznacné urcitelné z hodnot xg, yo

B
0

&
<
o
S

— R R RO OO0 O O o OO

0
0
0
0
0
0
1
1
1
1
0
0
1
1
1
1

— RO Ol Rk RO O, RROOOO
= Ol Ol k= ol olo ok~ o o|&

— Ol == OO =IO OOk O = O
— Ol Ol OO O O O~ O O O

Dikaz. Predpokladejme, ze rovnice (3.3) je Fesitelnd a hledejme z,y € 2"
takova, ze plati

(r@a)+ (o) =(+y) Sy (mod Dy). (3.5)

Podle lemmatu 3.2 je pfirozeny reprezentant ro((z @ a) + (y @ 3))
vyrazu (x ® ) + (y® B) roven (0,...,0,71 By Dy, & B D, oD ap D
Yo®fo), kderi(z®a)+ri(y®p) =ri((z®a)+ (y®B)) +c'. Podobné
spocitame ro((z +y) @) = (0,...,0,21 & y1 71 D di, T D Yo B Vo),
kde ri(z) + ri(y) = ri(z +y) +d', a tedy (ri(z) +ri(y)) & ri(y) =
(nz+y)+d)en() =nE+y)on()+d =n(z+y)eq) +d,
nebot d! € Da.
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Existuje-li feseni rovnice (3.3), pak feSenim rovnice (3.5) jsou prévée
vSechny dvojice x,y € 2" takové, ze

$1@a1@y1@ﬁ1@01=$1€By1®’71@d%,

neboli
o @di=0a1® B S, (3.6)

Snadno ovérime, ze
L= 0 (a0 =20V o= w0)
® Qo = Zo 0= Yo)

o ci =1 (ag # 20 A B # W),
o dj=0% (xg=0Vy =0),
edi=1&(xg=1Ayy=1).
Redme nynf rovnici (3.6). Mohou nastat dva pifpady:
1. Jeli oy @ By @y = 0, pak ¢l @ dl = 0. Zde opét rozlisime dva
pripady:
(a) c;=0 A di =0
Diky pozorovani za rovnici (3.6) vidime, ze rovnici (3.5) v ta-

kovém pripadé vyhovuji hodnoty zg, yo, g, By uvedené v ta-
bulce 3.2.

(b) cb=1 A dl =1
Hodnoty zg, yo, g, o vyhovujici rovnici (3.5) v tomto pripadée
jsou uvedeny v tabulce 3.3

2. Je-li ay ® By @ v, = 1, neboli ¢} & d} = 1, pak bud

(a) c;=0 A di =1
nebo

(b) ¢f =1 A d} =0.
Hodnoty xg, yo, @, o vyhovujici rovnici (3.5) v ptipadech 2a,
resp. 2b, jsou uvedeny v tabulkach 3.5, resp. 3.4.

Tabulka 3.1 je shrnutim tabulek 3.2, 3.3, 3.4 a 3.5. O
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Tabulka 3.2: Hodnoty g, 3o, o, 8o vyhovujici rovnici (3.5) v pripadé, ze
1 1

’%‘yo‘ao‘ﬂo‘

=0 0O 000 0o o
O OO =M= OOO
= = O = OO0k OOO
R OO R PPk OOFO

Tabulka 3.3: Hodnoty xg, yo, @, By vyhovujici rovnici (3.5) v pfipadé, ze
1 1

Tabulka 3.4: Hodnoty =, 4o, v, B0 vyhovujici rovnici (3.5) v pripadé, ze
1 1

’xo‘yo‘ao‘ﬁo‘

111 0] 1
111 110
17 1) 1] 1

Tabulka 3.5: Hodnoty g, 4o, v, B0 vyhovujici rovnici (3.5) v pripadé, ze
1 1
c;=1Nd; =0

’xo‘yo‘ao‘ﬂo‘

0] 0] 1] 1
O 1| 1] 0
110 0] 1
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Nyni ukazeme obecny indukéni krok. Predpokladejme, Ze zndme mno-
zinu feseni rovnice (3.2) modulo Dyi, kde i = 2,...,n — 1. Potfebujeme
zjistit, ktera z téchto feseni vyhovuji také rovnici

(x@a)+(y@dP)=(x+y)®dy (mod Dyit+1). (3.7)

Budeme postupovat podobné jako pti hledani feSeni modulo Dy za
predpokladu fesitelnosti modulo Do, aviak s tim rozdilem, ze c’, d?, kde
i = 2,...,n — 1, nezavisi pouze na «o;_1,5;_1,T;_1,Yi—1, jako to bylo
ui =1, ale také na ¢~ d*~!.

Tvrzeni 3.4. Je-li rovnice (3.2) Tesitelnd modulo Dqi, kde i = 1,...,
n—1, pak je resitelnd modulo Dayi+1, prave kdyz o, B;, Vi, ati—1, Bi—1, Vi1,
splnugi jednu z podminek uvedenych v tabulce 3.6. Pokud je nékterd z téch-
to podminek splnénd, pak‘ jsou tesenim takové dvojice x,y € 2™, pro
které jsou hodnoty d.- l,xl 1,Yi—1 v tabulce 3.6 na radcich s hodnotam:i
a; ® Bi ® Vi, -1, Bim1, Yie1. V pripade, Ze o; © B @ i, i1, Bim1, Vi1
nabyvagi hodnot, které nejsou uvedeny v tabulce 3.6, nemd rovnice (3.2)
resent modulo Dyi+1, a tedy nemd resent.

Tabulka 3.6: Hodnoty d.”}, ;1,1 vyhovujici rovnici
(3.7) pti znalosti a1, Bi—1,Vi—1, i, Bi, 7i; hodnoty d! jsou
pouze pomocné a jsou jednoznacné urcitelné z hodnot
A1, i1, Yia

| i@ Bi Dy | ior | Bica | viea || izt | @i | i || 2]
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1

Pokracovani na nésledujici strané
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Tabulka 3.6 — pokracovani
| i ®Bi D% [ i [Bica |7 | d

7
?

‘ Ti—1 ‘ Yi—1 H

1—1
i—1

Pokracovani na nasledujici strané
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Tabulka 3.6 — pokrac¢ovani
| i ®Bi D% [ i [Bica |7 | d
1 0 0

oS
—
&
N

[ Yo |
0

=

o

el e el ] e e | e e e e e
e L e ) e ] R | e e ] e i
e e ) R e e | L e e | K= e>] Hen M en] | Nen BN en] Nan)
[l o e i ] [ Kl Neo RN e} | I I | e B en) Ran)
— R RO O 0Ol o olr RO Ok RO O
— = O Ol = O Ol Ol Ol Ol Ol = =IO
— O~ Ol o R ol ok ol o Rk O~
_ == O OO OO Ol Ol OO O

Diikaz. Predpoklddejme, Ze rovnice (3.2) je fesitelnd modulo Dyi. Z lem-
matu 3.2 plyne, ze reprezentanty r; 1 ((z @ )+ (y® ), rixi((x+y) S7y)
jsou tvaru:

ri((z@a)+w®B) = (0,....0,, Q0 Py B dC,..., (3.8)
1B DY BBy, o B ag By ® fo),

TZ+1(($+y)@7) - (07a07$z@yl@/yz@dz77$1@y1@’71@d%7
To @ Yo D Y0)- (3.9)

Dvojice z,y € 2" je feSenim rovnice (3.7), pravé kdyz se shoduji

reprezenanty (3.8), (3.9) prislusné této dvojici, coz je pravé tehdy, kdyz
je splnéna rovnost

xi@ai@yi@ﬁi@d:wi@yi@%@d;
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cili A A
c; @ di = a; DB Dy

Plati

o C:::O <~ (93,'_1@01@'_1 =0 A yi_l@ﬁi_l =0 A Cz:i :0) V
(i1 ®ai1=0 A g1 ®Bii=0 A dZ;=1) V
(i1 ®a1=0 A i 1©Bi1=1 A c71=0) V
(Zlfi_l Do = 1 A Yi—1 D ﬁi—l =0 A Cz:% = O),

[ ] 01:1 = (Ii_l@Oéi_l =0 A yi_l@ﬁi_l =1 A C::% = 1) V
(i@ =1 A y1®Bi1=0 A ¢Z;=1) V
(i1 @1 =1 A y1®Bi1=1 A ¢Z;=0) V
(i@ =1 AN y1®Bioi=1 A Czj =1),
(im1=0 A 5.1=0 A dZ}=1) V
(.Ti,1 = N Yi—1 = 1 A dz:% = 0) V
(rii=1 A y1=0 A d-1=0),
(ri1=1 A y1=0 A dj=1) V
(ri1=1 A y1=1A d1=0) V

Z téchto tdajiu?® ziskdme tabulku 3.6.
]

Srovname-li tabulky 3.1 a 3.6, vidime, ze hledani Feseni rovnice (3.2)
modulo Dy2 za predpokladu jeji teSitelnosti modulo Dsi je specialni
piipad obecného indukéniho kroku. Pokud bychom z tabulky 3.6 vybrali
praveé ty fddky, na kterych je a; 1 @ 31 ® i1 = 0 a d’_1 = 0 a polozili
t = 1, ziskali bychom tabulku 3.1.

Vynechame-li z tabulky 3.6 sloupce a; & 3;®; a di, dosadime-li i = n
a Fadky vzniklé tabulky vhodné preusporaddame, zjistime, ze (v pfipadé,
ze rovnice (3.2) je fesitelnd) dvojice x,,_1,y,_1 muze nabyvat libovolnych
hodnot bez ohledu na hodnoty a,_1, Bu_1, Yn_1, d""1.

7 tabulky 3.6 je zfejmé, ze pro pevné dand o, 5;, Vi, ¥i—1, i1, Vi—1

3Chceme, aby tabulka 3.6 ukazovala zavislost z;_1, y;_1, dij na a;_1, Bi—1, YVi—1,
a;, Bi, vi- K tomu vyuzijeme rovnosti ¢t d: = a; & 5; ®;. Také vime, Ze céj @déj =
;1 ® Bi—1 ® Yi—1, a ze znalosti a;_1, B;—1 spotteme y;_1.
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plati pro velikosti mnozin feseni nasledujici rovnost

#{; ® B @ viy i1, Bict, Vi1, A1y Tioa, Yo, i
di_1 = 0521, yi-1,d; € {0,1}} = (3.10)
= #{Oéz' ® B © Vi, i1, Bim1, Vi1, dij, Li—1,Yi—1, dﬂ
di=1 =121, yi-1,d; € {0,1}}

pro kazdé ¢+ = 1,...,n— 1. Tuto velikost nazveme pro tcely nasledujiciho
odstavce poctem teseni dané rovnice na i-tém bitu. Protoze hodnota
d; nezavisi na «;,f3;,7;,7 = 0,...,n — 1, ale pouze na Ti1,Yi1,di T,

plati rovnost pro velikost mnozin trojic (d:”] = 0,2;_1,v;-1) a (di"1 =
1,2 1,y;—1), které vyhovuji soustavé (3.1) modulo Ds;.

Pocet dvojic (z;_1,vi—1), které vyhovuji soustavé (3.1) modulo D,
tedy nezavisi na hodnoté dﬁj, ale pouze na hodnotach o, 5;, v, a1, Bi—1,
~i—1, proto je pocet feseni soustavy (3.1) roven soucinu poctu Feseni na
jednotlivych bitech.

3.3 Algoritmus

Nyni popiseme algoritmus na hledani vsech feseni soustavy (3.1).

Algoritmus 3.5.

Vstup: Keoficienty o;[k], Gi[k], vilk],i =0,...,n—1,k=1,...,m.
Vystup: Mnozina vsech dvojic z = (z,—1,...,20),¥ = (Yn-1,- -, Y0),
které jsou resenim soustavy (3.1) s koeficienty ze vstupu.

Postup:

1. Pro k=1,...,m:
2. 0ver, jestli aglk] ® Bolk] ® yolk] = 0.

3. Pokud tato rovnost neplati, pak soustava (3.1)
nemd feSeni. Konec.

4. Pro k=1,...,m:
5. Poloz dj[k] =0.
6. Prot1=2,...,n:

7. Pro k=1,....,m:
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8. V tabulce 3.6 najdi mnoZinu v3ech FeZeni k-té
rovnice soustavy (3.1) modulo Dy, tj. mnoZinu
ctveric (di1, @i 1,yi1,d))*, které vyhovuji dané
rovnici modulo Dy;.

9. Pokud takové reSeni neexistuje, pak soustava (3.1)
nemd FeSeni. Konec.

10. UrZi prunik mnoZin ¥eSeni jednotlivych rovnic modulo

D2i .

11. Zkombinuj vysledky’, x,_1,yn—1 libovolné.

Véta 3.6. Nalezend jednoho resent soustavy (3.1) pomoci algoritmu 3.5
md casovou sloZitost polynomidini vzhledem k mn, kde m je pocet rovnic
soustavy (3.1). Nemd-li soustava (3.1) tesent, pak tuto skutecnost zjistime
také v éase O(mn).

Diikaz. Rozeberme ¢asovou slozitost jednotlivych kroku algoritmu. Kroky
2. a 3. maji konstantni ¢asovou slozitost, takze kroky 1.-3. maji slozitost
O(m). Kroky 4.-5. maji také casovou slozitost O(m). Krok 8. mé kon-
stantni ¢asovou slozitost, nebot hleddni feseni v tabulce 3.6 méa sloZitost
logaritmickou vzhledem k poctu radku tabulky, ktery je konstantni. Krok
9. ma také konstantni slozitost. Prunik m mnozin, z nichz kazdd ma& ve-

likost maximdlné [, lze nalézt v O(mi?). V nasem piipadé je | = 4.
Slozitost kroku 10. je tedy opét v O(m). Kroky 6.—10. maji tedy slozitost
O(mn).

Pokud ukonc¢ime krok 11. po nalezeni prvniho fesSeni, ziskdame tak
jedno feseni soustavy (3.1) v ¢ase O(n).

Celkové ¢asové slozitost takto upraveného algoritmu je tedy v O(mn).

Nemé-li soustava (3.1) FeSeni, zjistime to v prubéhu kroku 1. - 10.
algoritmu 3.5, tedy v case O(mn). O

Pozndmka 3.7. Pocet vSech feseni soustavy (3.1) muze byt exponencidlni
vzhledem k n (je v O(4"™)). Proto nalezeni vsech feseni soustavy (3.1)
obecné neni polynomidlni vzhledem k mn.

‘Hodnota d! neni sou¢dst{ feseni. Je to pomocnd hodnota, kterou vyuzijeme
v kroku 11.

5Principem prohleddvani do hloubky, a to tak, aby hodnota djj ziskand pti hledani
feSeni soustavy modulo Dy: byla shodnéd s hodnotou d?j, kterd je soucasti feseni

(3
modulo Dyi+t1.
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Tabulka 3.6 (bez sloupce d¢) odpovida tabulce 1 z ¢lanku [1]. Tabulka
3.6 je vSak jednorozmérna, zatimco tabulka 1 z ¢lanku je dvourozmérna.
Hodnoty «;, 8, %i, i, yi, ¢; z tabulky z ¢lanku odpovidaji poradé hod-
notam o;_1, Bi_1, ;1D Gi1 DVio1, Tio1, Yi1, dﬁj z tabulky 3.6. Hodnoty
Fix1 uvedené ,uvniti “ tabulky 1 z clanku odpovidaji hodnotam o;® 5;B;
v tabulce 3.6.
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Kapitola 4

Abelovské grupové pary

V této kapitole budeme zkoumat, za jakych podminek je soustava (3.1)
fesitelna v abelovském grupovém péru (G, H) (viz definici 2.2) na mno-
ziné X mohutnosti 2".

V predchozi kapitole, ktera se tykala clanku [1], jsme pouzivali in-
dexaci podgrup a soutadnic, kterd korespondovala s indexaci pouzitou
v tomto ¢lanku. V této kapitole budeme pouzivat ,obracenou indexaci,
jak uvidime v nasledujicicm odstavci.

Na mnoziné X budeme uvazovat algebru (X, 0, +, ®). Grupy G, H de-
finujeme nésledovné: G = (X,0,®) a H = (X,0,4). V celé kapitole
budeme predpokladat, ze txy =19 Cmy C--- C m, = X X X je posloup-
nost kongruenci algebry (X, 0,4, ®). Proi = 0,...,n ozna¢me symbolem
X; tridu kongruence 7;, kterda obsahuje prvek 0. Grupy G a H maji
spole¢ny neutralni prvek 0, proto (X;, 0, ®) je podgrupa G a (X;,0,+) je
podgrupa H a m; je rozklad G/X; a H/X; pro kazdé i = 0,...,n. Odtud
plyne, ze {0} = Xy, C X; C --- C X,, = X. Z Lagrangeovy véty a ze
skutecnosti, ze mohutnost mnoziny X je 2" a inkluze mezi X; | a X;
jsou ostré pro vSechna ¢ = 1,...,n, plyne, ze X;_; ma index 2 v X; pro
1=1,...,n.

Definice 4.1. Abelovsky grupovy péar (G = (X,0,®), H = (X,0,4)) na
mnoziné X mohutnosti 2" takovy, ze existuje maximalni retizek kongru-
enci Ly =m Cm C--- Cm, =X x X algebry (X,0,+,®), nazyvame
hustym abelovskym grupovym pdrem na mnoziné X.

Pro kazdé i = 1,...,n zvolme e; € X; \ X;_;. Takové prvky existuji,
protoze X;_; maindex 2v X; proi=1,...,n. Prokazdéi=1,...,n—1
plati, ze prvek e;;; nelezi v podalgebte X; algebry X, kterd obsahuje
prvky ey, ..., e;. Tuto posloupnost nazveme bazi grupového pdru (G, H)
a oznacime Exy = (eq,es,...,€,).
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Lemma 4.2. KaZdy prvek x € X lze jednoznacné zapsat jako x =
Yo xie; = @i yiey, kde xj,y; € {0,1} proj=1,...,n.

Dikaz. Lemma dokdzeme pouze pro operaci +. Pro operaci & by byl
dukaz obdobny.

Nejprve dokazeme existenci vyjadieni x = Z?:l zjej, x; € {0,1},j =
1,...,n. Indukef podle 7 ukdzeme, Ze kazdé = € X; lze zapsat jako x =
> -1 7€, kde x; € {0,1}, j = 1,...,i. Necht i = 1. Mnozina X,
obsahuje pouze dva prvky 0 = 0-e; a e; = 1-e;. Necht tedy i = L...,n—
1. Predpokladejme, ze kazdé x' € X; lze zapsat jako ' = Z;Zl zje;,
kde z; € {0,1}, j = 1,...,4. Necht € X;;;. Pak bud = € X; nebo
v € Xip1 \ Xi. V prvnim pifpadé je x = 2/ = 2’ + 0 - ¢;41 pro néjaké
¥’ € X;. Ve druhém piipadé © = ' + 1 - e;41. Je tedy = = Z;ill zje;,
z; €{0,1}, 5 =1,...,i+ 1, pro kazdé = € X;;;.

Zbyva dokazat jednoznacnost vyjadieni x = 2?21 z;e;. Necht jsou
>y wjej a i ahe; dvé riznd vyjadieni prvku » € X. Oznacéme k =

. n n k
max{j;z; # 2} Je 0 =37 xje; — >0 ale; = 35, ale;, kde z7 €
{-1,0,1}, 5 =1,... k. Je tedy 0 = 2521 zle; € Xy \ Xj—1, coz je spor
se skutecnosti, ze 0 € Xy C Xg_1. O

Poznamka 4.3. Kdykoliv budeme v dalsim textu hovotit o vyjadieni
prvku x € X pomoci operace + nebo o jeho vyjadieni pomoci operace @,
budeme tim myslet jeho vyjadieni z lemmatu 4.2, tedy x = Z?Zl xje;,
kde z; € {0,1} pro j = 1,...,n, nebo = = @?:1 yje;, kde y; € {0,1}
proj=1,...,n.

Definice 4.4. Necht z € X m4 nésledujici vyjddieni pomoci operaci
. _ n o n . <, e

+a @z =737 xe; = D), yje;. Uspofddanou n-tici (21,2, ..., 2n)

nazyvame souradnice prvku x vzhledem k bdzi Ex prislusné operaci +,

usporadanou n-tici (y1, ¥y, .., Yn) Nazyvame souradnice proku x vzhle-

dem k bdzi Ex prislusné operaci @.

Nyni definujeme pojem dilezity pro hledani feseni soustav diferenc¢nich
rovnic v hustém abelovském grupovém péaru (G, H).

Definice 4.5. Viha w je funkce w : X — {0,...,n}, kterd kazdému
prvku z € X priradi nasledujici hodnotu:

w(x) = nejmenst j takové, ze z € Xj.
Hodnotu w(x) nazyvame vdhou prvku x.
Predchozi definice je korektni, protoze kazdy prvek x € X je prvkem
X, = X a pro podgrupy plati Xo C X; C --- C X,,.
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Lemma 4.6. Pro kazdy prvek e; € Ex plati w(e;+e;) < i aw(e;®e;) < i.

Diikaz. Toto lemma opét stac¢i dokézat pro jednu z operaci, nebot pro
druhou operaci by byl diukaz obdobny. Dokazeme je pro operaci +.

Z volby prvku baze Ex plyne, ze w(e; + €;) < i.

Predpoklddejme, ze w(e; 4+ e;) = i, neboli e; + ¢; € X; \ X;_1. Prvek
e;+e; pak muzeme vyjadrit jako e;+e; = e;+h;_1, kde h;_1 € X;_1. Proto
e; = h;_1, atedy e; € X;_1, coz je spor s volbou prvki baze Ex. O

Disledek 4.7. Pro kazdé dva prvky x,y € X plati
(1) w(z) = w(y) = (w(z+y) <w(@) ANz dy) <w(r)),
(11) w(z) > w(y) = (w(z+y) =wx) ANw(z ®y) = w(x)).

Tedy Vo,y € X : w(z +y) < max{w(z),w(y)},w(z @ y) < max{w(z),

w(y)}-

Diikaz. Podobné jako predchozi lemma dokazeme toto tvrzeni pouze pro
operaci +. Bud'te (xq,...,2,) a (y1,. .., y,) souradnice prvku x a y vzhle-
dem k bazi Ex prislusné operaci +.

(i) Oznacme i = w(x) = w(y). Je x,y € X; \ X;_1, tedy
.Tzei—i‘hz, hw EXi—l?

y:ei—i—hy, hy € X;_1.

Proto x4y = (e;+¢;) +hy+hy, kde (e;+¢;) € X,;_; podle lemmatu
4.6. Tedy x4+ y € X;_1, a proto w(x +y) < i.

(ii) Oznac¢meopéti = w(zr)aj=w(y). Jex € X;\X;_1ay € X;\X,_1.
Protoze i > j, je X; C X;_;. Tedy y € X;_;. A protoze x = e; + hy,
kde h, € X;_1, dostdvame z+y = e; + h, +y, kde (h, +y) € X;_1,
tedy x +y € X; \ Xi_1.

O

7 dusledku 4.7 snadno plyne, ze pro kazdé x € X plati
w(—z) =w(er) =w(z). (4.1)
Podobné jako v 2. kapitole zavedeme pro kazdé i = 0,...,n — 1

prirozeny systém reprezentantu rozkladovych tiid X/ X; prislusny operaci
@, ktery znacime
R (X/X;).
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Prirozenym reprezentantem prvku x = @?:1 xje; € X piisluSnym ope-
raci @ v rozkladové tiidé X/X; je prvek

r (x EB zie; € X\ X, (4.2)

Jj=i+1

Nejprve je tieba ukazat, ze jde opravdu o systém reprezentantu X/X;.
Mnozina R®(X/X;) ma 2"~ prvki, proto staci ukdzat, Ze dva rizné
prvky této mnoziny lezi v ruznych tfidach X/X;. Predpokladejme, ze
dva ruzné reprezentanty v, (z) = @_,,; wiej, i () = Dy vie
lezi ve stejné rozkladové tiide X/X;. Prvky r (z) a rf,(y) jsou tedy
kongruentni modulo X;, a tedy jejich rozdil lezi v X;, 0 # Ti+1( x) &

ri(y) € Xi. Oznacme 2 = iy, (v) © i, (y) = Dy zjej. Je riyy(2) =
2@ ri(y) = @) tiej, kde t; = z pro j = 1,...,i a t; = y; pro
j=1+1,...,n. Prvek @?:1 tje; ale neni prvkem X \ X;, coz je spor
s vyjadrenim (4.2).

Pro kazdé i = 0,...,n —1 lze kazdy prvek x € X jednoznacné zapsat
jako soucet

v =18, () @ 52, (2),
kde ri  (z) € R®(X/X;), sf 1 (x) € X;.
Dale pro kazdé 7,57 = 0,...,n — 1, ¢ > j zavedeme pfirozeny systém
reprezentantu rozkladovych tfl'd X;/X; nasledovne:

Rekneme, 7ze dva prvky z,y € X jsou si rovny modulo podalgebra
X; = (X;,0,+,®), pravé kdyz lezi ve stejné rozkladové tiidé X podle
X;.

Podobné jako v pripadé standardniho grupového péaru (viz str. 12)
plati pro ¢ = 1,...,n a pro libovolné dva prvky a,b € X nasledujici
rovnost

r®(a) @ rP(0) =P (a ®b) & 5T (1P (a) @ rP (D)), (4.3)

kde sZ(r®(a)drf (b)) € X;_1. Prvek sZ(r®(a)®r (b)) nazveme prenosem
2 i-t€ souradnice pri operaci .

Déle zavedeme pro kazdé ¢ = 0,...,n — 1 prirozeny systém reprezen-
tantu rozkladovych tiid X/X; prislusny operaci +, ktery znacime

RH(X/X).
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Prirozenym reprezentantem prvku x = Z?Zl yje; € X piislusSnym ope-
raci + v rozkladové tiidé X/X; je prvek

ria@) = ye; € X\ X, (4.4)

j=i+1

Piirozeny systém reprezentantu R*(X/X;) ma obdobné vlastnosti jako
prirozeny systém reprezentantu R¥(X/X;).
Pro kazdé i = 0,...,n —1 Ize kazdy prvek x € X jednoznacné zapsat
jako soucet
x =1 (@) + 55 (2),

kde rf, (z) € RY(X/X;), sf,1(x) € X,

Pro operaci + plati také nésledujici obdoda rovnosti (4.3):
ri(a) + 1 (b) = 1 (a+b) + 57 (r (a) + (b)), (4.5)

kde s (ri(a)+r] (b)) € X;_1. Prvek s (r;f (a)+7r] (b)) nazveme prenosem
z 1-t€é souradnice pri operaci +.

Protoze pro kazdé i € {1,...,n} mnozina R¥(X;/X; 1) obsahuje
pouze dva prvky 0 a e;, plati nasledujici lemma.

Lemma 4.8. Necht i € {1,...,n}. Pro kazdé dva prvky u,v € R®(X,/
Xi) plati r(u +v) =7 (u ®v), neboliu+v=udv (mod X;_;).

4.1 Vyjadreni operace + pomoci operace &

K hledéani feseni soustav diferenc¢nich rovnic v hustém abelovském gru-
povém paru ((X,0,4), (X,0,®)) je tfeba umét vyjadiit jednu operaci
pomoci druhé. Operace + a @ jsou z tohoto hlediska rovnocenné. Protoze
vsak v pripadé standardniho grupového paru prevadime operaci + na
operaci &, pouzijeme tento piistup i v piipadé obecnéjsiho hustého abe-
lovského grupového paru.

Vyjadreni operace + pomoci operace ¢ na mnozinach X;, i =1,...,n,
ziskame indukci podle i. Pro i = 1,2 je situace jednoducha. Podmnozina
X; mnoziny X obsahuje pouze dva prvky: 0 a e;. Je w(e; + e1) =
w(e; ®ep) =0, atedy e; + e =e; Dep =0.

Mnozina Xj je ¢tyiprvkova, Xo = {0,e1,e2,e1 + €2} = {0, e1,€e9,61 B
ex}. Podle lemmatu 4.2 o jednoznac¢nosti vyjadreni je e; + es = e1 @ es.
Pro plny popis operaci + a & v mnoziné Xy zbyva ukéazat, jak mohou
vypadat prvky e; + e; a es @ ey Vzhledem k tomu, ze je (podle lemmatu
4.6) w(ea+e3) < 2aw(eaPey) < 2, musi byt ea+e9, eaP ey € X1, a tedy
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bud ey +es = 0 nebo ey +e5 = €1, podobné es @ ey = 0 nebo es B ey = e;.
Ve vsSech pripadech v X, tedy umime vyjadiit operaci + pomoci operace
D.

Indukeni krok je nédsledujici: Predpokladejme, ze pro vsechny dvo-
jice ',y" € X; zndme vyjadieni o' +y' = >0 ze; = D) Zle;.
V nésledujicim lemmatu ukazeme, ze staci umét vyjadrit pomoci operace
@ soucet e;11+x € X;11 pro vSechna z € X; a dale soucet e;11+e;11 € X,
a odtud pak odvodime vyjadieni pomoci operace & pro soucet x + y li-
bovolné dvojice prvka x,y € X, 1.

Lemma 4.9. Necht je zndmé vyjddrend proki 2’ +1y', ' +e;41 a e41+€i41
pomoci operace @ pro kazdé x',y € X;. Potom umime vyjadrit pomoci
operace & 1 soucet x +y pro libovolnou dvojici x,y € X;11.

Dikaz. Je x = 2’ + xi1€i01, y = Y + yir1€i01, kde 2’y € X;. Soucet
x + y urcime nésledovné:

z+y= 2"+ zipe) + (Y + yipr€i41) =
=a' +y + (xiy1€i01 + Yit1€i11),

kde 2'+y" € X;, tedy tento soucet umime vyjadiit pomoci operace &. Pro
Tir1€i11 + Yir1€;,41 mohou nastat dva ptripady: Pokud je x;11 = y;11, pak
Tir1€i1+Yir1ei01 € X;, tedy soucet x+y je prvkem X;, a proto jej umime
vyjadrit pomoci operace @. Je-li x;41 # i1, pak zi1€01 + Yir1€i01 =
ei+1, tedy prvek x + y je souc¢tem prvku mnoziny X; a prvku e;;q, ktery
podle predpokladu umime také vyjadiit pomoci operace 4. O

Zbyva urcit vyjadieni souctu =’ + e;41,2" € X;. Ukazeme, ze staci
znat vyjadieni tohoto souc¢tu pouze pro nékteré prvky x € X;, z nichz jiz
odvodime toto vyjadieni pro zbylé prvky mnoziny X;, a tedy i vyjadieni
sou¢tu = + y libovolnych dvou prvku z,y € X;.

K tomuto tcelu zavedeme pojem prechodovd funkce.

Definice 4.10. Necht ¢ € {0,...,n—1}. Prechodovou funkci od mnoziny
X; k mnoziné X, nazveme funkci

fiin'—>Xz‘,

pro kterou plati
T+ eip1 = [i(®) ® e
pro kazdé x € X;.

Tvrzeni 4.11. Pro kazdé i = 0,...,n — 1 je funkce f; permutace na
mnozine X;, a tedy bijekce.
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Diukaz. Ziejmé staci ukazat, ze jde o prostou funkci. Zvolme libovolné
i €{0,...,n—1}. Necht f;(z) = fi(y) pro z,y € X;. Pak
i

T+ eip1 = fi(x) ® ey,

Y+ e = fi(r) @ e
Odtud plyne, ze © + e€;.1 =y + €;41, a tedy x = y. n

Ukéazeme, ze ne kazda bijekce X; — X; je pfechodovou funkci a poté
najdeme minimdlni mnozinu m(X;) prvku mnoziny X;, kterd jednoznacné
urcuje prechodovou funkci f; v tom smyslu, ze zname-li vyjadieni hodnot
fi(y) pomoci operace @ pro vsechna y € m(X;), pak zndme vyjadieni
hodnot f;(x) pomoci operace @ pro vSechna x € X;.

Predné si uvédomme, ze pro kazdé x € X a kazdé ¢ = 0,...,n plati
dulezita rovnost

r+ X, =8 X, (4.6)

ktera plyne z toho, ze X; je tiida kongruence ;.
Piimym dusledkem rovnosti (4.6) je rovnost

r+e =xd ey, (4.7)

kterd plati pro vSechna x € X. Je totiz x + {0,e1} =2+ X; =2d X; =
r®{0,e1}, atedy {z,z+e1} = {z,2® e }. Z lemmatu 4.2 o jednozna-
¢nosti vyjadreni pak plyne rovnost (4.7).

Rovnost (4.7) plati pro vsechna x € X, a tedy specidlné pro prvky
e, 1 =2,...,n. Proto plati

fz‘(61> = €1, 7 :2,...,7’L. (48)
Z rovnosti (4.7) plyne také dalsi dulezita rovnost:
filerdz)=e1® fi(zx), ze€X,i=2,...,n. (4.9)

. A7
Je totiz fi(e1 @ x) Deiy1 = (1D T) +eip1 D (e1+o)+eip =er+(z+

(4.7)
eiy1) = e1® (v +eiy1) =1 ® fi(z) D ey
Z definice prechodové funkce a z rovnosti (4.6) plyne, ze pro kazdé

7 =0,...,7 plati nasledujici rovnost
Xj+eir1 = X; @ e, (4.10)
neboli
fi(X;) = X;. (4.11)

Prechodové funkce maji nékolik dulezitych vlastnosti, které dokazeme
v nasledujicim lemmatu.
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Lemma 4.12. Pro kazdé i =0,...,n — 1 plati
fi(0) =0. (4.12)
Pro kazdé i,j =0,...,n—1, j < plati
T~y e fi(T) ~n fily), Yo,y € X (4.13)

Dikaz. Prokazdéi=0,...,n—1plati 0+e;.1 = €;0.1 = 0P e;1q, a tedy
£:(0) = 0.

Necht 7 € {1,...,n—1} a 0 < j < i. Bud'te ddle z,y € X; takové, ze
T~ y. Pak

i1 ® filT) = €iv1 + T ~m, i1+ Y = 31 ® Fi(y),

nebot 7; je kongruence algebry (X,0,®,+). Odtud plyne, ze e;11 &
fi(@) ~a; i @ fiy), a tedy fi(z) ~x; fi(y).

Opacnou implikaci dokdzeme podobné. Necht pro i € {1,...,n — 1},
0<j<iamy€X;je fi(x) ~x fiy). Potom

i1 + T = €1 D fi(x) ~r; i1 D fi(y) = i1+,
a tedy = ~q; y. O
Lemma 4.13. Pro kazdé j =1,...,1 plati f;(X;_1 @ e;) = X1 Dejy.

Diikaz. K dukazu tohoto lemmatu pouzijeme predchozi lemma 4.12.

Méjme prvek x € X; 1 @ e;. Pak x ~;._| €;, coz je podle podminky
(4.13) ekvivalentni f;(z) ~n,_, fi(e;). Dokdzeme-li, Ze fi(e;) ~nx,_, €;,
pak bude f;(z) ~x,_, €;, a tedy f;(z) € X;_1 De;.

Pro prvek e; plati e; ~;, 0, a proto fi(ej) ~x, fi(0) = 0. Je tedy
file;) € Xj. Podle rovnosti (4.11) je fi;(X;—1) = X;_1. A protoze f; je
prostd funkce, musi byt fi(e;) € X;_1, a proto fi(e;) ~nx,_, €;.

Je tedy fz(l’) € Xj—l D €j, a pI‘OtO fi(Xj—l @D Gj) Q Xj—l ) €;. Protoze
vsak funkce f; je prosta, plati dokazovana rovnost. O

Lemma 4.14. Pro kazdé j =1,...,i je bud
[i(Xjo1 @ ejq1) = Xj1 @ ejya,
filXjo1@e;@ej) =X 1De; @ e

nebo
[ilXjo1@ejp) =X;01Pej Bejy,
JilXj1 @ e @eja) = Xj1 @ e
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Diikaz. Zvolme libovolny prvek x € X;_; @ e;41. Podobné jako v dikazu
predchoziho lemmatu 4.13 bychom ukdzali, ze f;(z) € X411 a fi(x) ¢
X;. Je tedy fi(zr) € X;41 \ X;. Podobné lze ukéazat, ze pro libovolné
'€ Xj 1 @e;Dejpje fi(r') € Xy \ X

Mnozina X, je disjunktnim sjednocenim c¢tyt tiid kongruence m;_1,
Xj+1 = Xj—.l U (Xj—l D Gj) U (Xj—l D €j+1) U (Xj—l D €; D 6j+1), kde
XJ = Xjfl U (Xjfl D ej) Proto je

X\ X = (X1 @ i) U (Xjm @ e D ejra). (4.14)

Protoze x € X;_; ® e;4+1, plati pro libovolny prvek y € X;_; @ e
ekvivalence v~ _, y. Podle lemmatu 4.12 je tedy f(z) ~nx,_, f(v).
Piedpoklddejme, ze f;(z) € X;_1Dejq1. Pak fi(y) ~x,_, fi(®) ~x,_, €41,
a tedy fi(y) € Xj-1 @ ej1.

Z prostoty prechodové funkce f; potom plyne, ze fi(X;_1 ® ej41) =
X;_1 @ e;j+1 a podle rovnosti (4.14) je tedy také f;(X,;_1 @ e; D ejyr) =
Xj1De; e

Podobné 1ze ukazat druhou moznost.

U

Ukazeme, ze obdoba lemmatu 4.14 plati pro vSechny mnoziny, které
nejsou tvaru X;, 7 =0,...,n.

Lemma 4.15. Necht i,j € {1,...,n— 1}, j <1, a necht je

fZ(X]@ @ $k€k) :Xj ) @ x;ek,

k=j+1 k=j+1

kd@xk,x;ﬁe{o,l}7k:']+1,,l7 aE'l,ZIE{j+1,...,i}Iﬂj‘l:x;/zl.

Pak bud’ , .

Jil X1 @ By mrer) = Xjo1 @ By Ther,

filXjm1 @ e; & Dy rer) = Xjo1 D e ® By Tilrs
nebo . ‘

fi(Xjo1 © Dy wwer) = Xj1 ® € © D Ther,

filXjo1 @ e ® Dy Trer) = Xjo1 © By Ther-
Diikaz. Tento dikaz bude podobny piedchozimu dikazu.

Pro mnozinu X; & @szﬂ xper, plati

7 )

j@ @ LK€l — (Xjfl@ @ $k€k) U (Xj,1®ej@ @ .Q?k@k). (415)

k=j+1 k=j+1 k=j+1
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Zvolme libovolny prvek z € X;_; @ @;C: i1 Treg- Pro libovolny prvek
€ X;1 @ @zzﬁl rieg plati z ~.._, y, a tedy podle lemmatu 4.12 je
f(@) ~my fy)- ‘

Predpokléddejme, ze fi(z) € X; 1 ® @y_;, vrer. Pak fi(y) ~x,_,
fil@) ~r_ D 11 Trer, a tedy fily) € Xjo1 @ P i1 TkE-

Opét z prostoty prechodové funkce f; potom plyne, ze fi(X;_1 ®
D _jTker) = X1 @ D i1 Txek- A podle rovnosti (4.15) je tedy
fi(X, 1 @e; @) _ i ker) = X1 @ e; © Dy Thek, kde jsme opét
vyuzili fakt, ze f; je prosta funkce.

Druhou moznost 1ze dokazat obdobné. O

K ilustraci chovani funkce f; slouzi obrazek 4.2.

Nyni jiz muzeme urc¢it minimalni mnozinu m(X;) mnoziny X;. Obraz
mnoziny X je urcen jednoznacné. V kazdé dalsi rozkladové tiidé podle
X, je tteba zvolit obraz jednoho z jejich prvku, obraz druhého prvku
pak bude uréen jednoznacné. Minimélni mnozina m(X;) m4 tedy 21 —
1 prvka. Mnozinu m(X;) lze zkonstruovat napiiklad takto: Definujme
m;(X;) minimalni mnozinu mnoziny X, na které je tfeba znat hodnoty
fi(@"), ' € m;(X;), abychom znali hodnotu fz( ) pro viechna z € Xj.
Jisté je m;(Xy) = {ez2} a déle pro j = 3,.

mi(X;) = mi(X;-1) U ({0} Umy(X;-0)) @ ey).

Pak m(X;) = m;(X;) je minimalni mnozina X;. Je tedy m;(X3) =
{ea, e3,eaPes}, m;(Xy) = {eq, 3, eaes, ey, eaDey, e3Pey, eadesdey } atd.
Tedy m;(X;) je mnozina vSech nenulovych ,pozitivnich liedrnich kom-
binact“ prvki {es, . .., e;} v (X;, 0, @), neboli m,(X;) = {@D]_, rex; xx €
{0,1} pro k =2,...,5}\ {0}.

Praveé popsany zpusob konstrukce minimalni mnoziny je jednim z né-
kolika moznych. Ve zbytku této kapitoly budeme pod pojmem minimdi-
ni mnozina mnoziny X; rozumét mnozinu m(X;) = {P_, zrer; Tr €
{0,1},k=2,...,7}\ {0}.

Z minimalni mnoziny m(X;) muzeme zkonstruovat prechodovou fun-
kei f; nasledujicim algoritmem 4.16, jehoz spravnost plyne z lemmat 4.12
a 4.13 a rovnosti (4.9).

Algoritmus 4.16.

Vstup: Minimalni mnozina m(X;) mnoziny X;.

Vystup: Hodnoty prechodové funkce f; na vSech prvcich mnoziny X;.
Postup:

1. Pro j=1,...,1
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2.  Poloz Z =m(X;)\ m(X;_1).
3. Dokud Z # (:
4. Zvol x € Z.

5. Zvol fi(x) tak, aby

fl<x) ~ri—1 €55
fi(@) #m fily), Yy € m(X;) \ m(X;-1)\ Z,
X~y Y = fl(x) 1 fz(Z/),
szo,l— ]., Y € m(X])\m(X]_l)\Z
6. Poloz fi(ey ® x) = fi(x) D e.
7. Poloz Z = Z \ {z}.

Kazd4a prechodova funkce f; od X; k X;,1 spolu s vyjadrenim prvku
€ir1 + €11 & €41 P e pomoci operace @ urcuje jeden typ prechodu od
X; k X,;11. V nasledujici podkapitole popiseme, jak lze v zavislosti na
typu prechodu od X; k X;,; zkonstruovat tabulku pro rozsiteni reseni
soustavy diferenc¢nich rovnic modulo X, na jeji feSeni modulo Xj;.

Zname-li soubor prechodovych funkci f; a prvky e; +¢;, e; D e;, 1 =
2,...,n—1, dokazeme prevést souradnice libovolného prvku x € X vzhle-
dem k bazi Fx piislusné operaci ¢ na soufadnice tohoto prvku vzhle-
dem k bézi Ex prislusné operaci + (viz definici 4.4), a to nasledujicim
algoritmem:

Algoritmus 4.17.

Vstup: Vyjadieni prvku x € X pomoci operace .
Vystup: Vyjadieni prvku x pomoci operace +.
Postup:

1. Proi=1,...,n:
2.  Poloz z;=0.
3. Poloz z=1=x.

4. Dokud w(z) > 0:
5. Poloz J:;U(Z) =1

6. Poloz z = 2z — ey -
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) _ n /5.
7. Vrat’ x =) ;.

Zmame-li prechodovou funkci f; a prvky e; + e;, e; @ e; pro ¢ €
{2,...,n — 1}, dokdzeme v polynomidlnim ¢ase najit prvek —e;. Proto
ma algoritmus 4.17 polynomidlni ¢asovou slozitost.

Tvrzeni 4.18. Necht (X,0,®) je abelovskd grupa na mnoZiné X mo-
hutnosti 2™ a m;, i = 0,...,n jsou takové kongruence grupy (X,0,®), Ze
tx =79 Cm C - Cm,=XxXX. Pro kazdé i = 0,...,n oznacme
symbolem X; tridu kongruence m;, kterd obsahwe proek 0 a pro kaZdé
j = 1,...,n zvolme prvek e; € X; \ X;_1. Necht ddle f; : X; — X;,
1=0,...,n—1, je soubor funkci, pro ktere platz

x ~rj Y = fz<x> ~r; fz(y) \leay S XZ7Z7] 207"'7n_ 17] <.

Predpokladejme ddle, ze g(i) je prvek X; 1 pro kazdéi=1,...,n

Potom existuje pravé jeden husty abelovsky grupovy pdr (X,0,®),
(X,0,+) takovy, Ze f;_1 jsou prechodové funkce tohoto grupového pdru
aei+e =g(i) prokazdéi=1,...,n

Diikaz. Operaci + definujeme na kazdé mnoziné X;, ¢ = 1, ..., n, indukei
podle 7.

Proi =1 je X; = {0,e1}. A protoze e; +e; = g(1) € Xo, je e; +
e1 = 0, a tedy také —e; = e;. Tim mame definovanou abelovskou grupu
(X1,0,4).

Predpokladejme, ze mame definovanou abelovskou grupu (X;,0,+).
Chceme ji rozsitit na abelovskou grupu (X;,1,0,+).

Zvolme tedy x,y € X,;.1. Soucet x + y definujeme nasledovneé:

e Je-li z,y € X;, madme soucet x + y definovany podle indukéniho
predpokladu.

e Jellize X;aye X1\ Xy, jey =9y ®eq, kde v € X;. V tomto
pifpadé definujeme y +z =2 +y = fi(x + £, () © i1

e A nakonec jsou liz,y € X;n\ X, jex =x @61+1 ay =y de; 1 pro
néjaka ', y' € X;. Pak definujeme z+y = f; 1 (2)+ ;1 (v/)+g(i+1).
Vsechny scitance na pravé strané predchozi rovnosti lezi v X;, kde
je operace + jiz definovana, proto je tato definice korektni. Navic
X; je komutativni grupa, takze v +y =y + .
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Mame tedy na X;,; komutativni bindrni operaci s neutralnim prvkem 0.

K dokonéeni dukazu, ze (X;11,0,+) je abelovska grupa, zbyva doka-
zat, ze operace + je asociativni v mnoziné X;,; a ze ke kazdému prvku
xr € X,;;1 existuje inverzni prvek —z € X;,; vzhledem k operaci +.

Dokazme tedy asociativitu operace + v mnoziné X, tedy, ze pro
libovolna z,y, z € X, plati

(x+y)+z=x+(y+ 2). (4.16)

Diky komutativité operace + na mnoziné X;,; sta¢i dokdzat rovnost
(4.16) rozborem nésledujicich ¢tyt pripadu:

e Je-li x,y,2z € X;, pak rovnost (4.16) plati podle indukéniho pred-

pokladu.

o Jelliz,y € X;aze X;11\X;, pak z = 2/ @e; 1 pro néjaké 2’ € X;.
Z definice operace 4+ na mnoziné X, a jeji asociativity na mnoziné
X; plyne

(e+y)+z=(4+y) + (& ®ei1) =
=fille+y)+ f7'(2) ® e =
= fz(ﬂU + (y + f;l(zl)» Deir1 =
=z+ (y+ f7'(Z) +em)=z+ (y+2),
nebot z,y, f; 1(2') € X;.
e ProxeX,ay,ze X\ Xijey=9 ®eip1, 2 =2 @ e, kde
y', 2" € X;. Opét podle definice operace + plati
(@+y)+z= iz + [T W) @ei) + (¢ @ i) =
=i (L@ + £ WD)+ E) +gli+1) =
=T+ fi_l(y/) + fi_l(zl) +g(i+1) =
=z+ (W) + ) +gli+ 1) =2+ (y+2),
kde jsme vyuzili komutativitu operace + v X; 1 a jeji asociativitu

v X; a skuteénost, ze z, f; 1 (v/), ;7 H(2'), g(i + 1) € X;.

e Konecné, jsou-li z,y,2z € X;11 \ X;, pak opét z definice operace
-+ na mnoziné X;,1, jeji asociativity na mnoziné X; a komutativity
na mnoziné X, plyne

(wt+y) +z= (@) + ) +gli+1)+ 2=
= fi(f71 @) + 7)) + 9+ 1) + f7(2) @ eipn =
= [T @) + () + [T +9(i+ 1) @ e =
=fi(fi' @)+ (y+2) ®e =z + (y+ 2),
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nebot’ fi_l(x/)v fi_l(y/)7 fi_1<Zl>ag(i + 1) S Xz

Nyni dokazeme, ze pro kazdy prvek x € X;,; existuje v mnoziné X;
prvek k nému inverzni vzhledem k operaci +.

Je-li z € X;, pak k nému existuje inverzni prvek vzhledem k operaci
+ v X; C X1 podle indukéniho predpokladu.

Je-li z € X;41 \ Xi, pak je x = 2’ @ e; 41 pro néjaké ' € X;. K prvku
z je inverzni prvek z = 2/ @ e;41, kde 2/ = fi(—f; 1 (2') — g(i + 1)). Oba
prvky v zavorce jsou z X;, takze zname prvky k nim opac¢né. Piimym
vypoctem ovétrime, ze = + z = 0. Je totiz

t4+z= (2 ®eq)+ (2 Pe) =
= (@' ®e) + (fi(—f1 (@) —g(i+1)) D eig) =
= [ )+ (TN —gi+ 1) +g(i + 1) = 0.

Tim je definovana grupa (X;41,0,+), a tedy ukoncen indukéni krok
v jeji definici.

Zbyva tedy dokazat, ze m;, 1 = 0,...,n, jsou spole¢né kongruence
grupového paru (X,0,®), (X,0,4). To udéldme opét indukei podle i.
A to tak, ze dokazeme, ze pro kazdé ¢ = 1,...,n plati, ze pro kazdé

0 <j <ijem;N(X;xX;)spoletnd kongruence grupového paru (X, 0, &),
(X,0,4+).
Necht ¢ = 1. Potfebujeme dokdzat, ze pro kazdou dvojici (z,y) €
X1 x X; plati
(r,y) em=x—yeX;

(x,y) € mo = 2 —y € Xp.

To je vsak snadné, nebot z i —y jsou prvky X, a tedy jejich soucet je
také prvkem Xi. Je-li (x,y) € m, znamen4 to, ze z ©y € X,. Pak nutné
x =1y = 0 nebo x =y = e;. Pro oba piipady je x —y = 0 € Xj.
Predpoklddejme, ze pro ¢ € {1,...,n — 1} plati, ze pro kazdé 0 <
Jj <ijemN(X; xX;) spolecnd kongruence grupového paru (X, 0,®),

(X,0 +) Dokazme, ze také pro i + 1 plati, ze pro kazdé 0 < j <i+1
je mi N (Xip X Xerl) spoleénéd kongruence grupového paru (X,0,®),
(X,0,+).

Pro j = i+ 1 je tieba dokézat, ze pro kazdé (x,y) € X1 X Xiq
plati (z,y) € mip1 = v —y € X;41. Protoze vsak z, —y € X, 1, je také
r—y€ X1

Je-li j <iawx,ye X, (v,y) € 7, pak je tieba dokdzat, ze x —y €
X;. Z predpokladu (z,y) € m; plyne, ze x ©y € X; C X;. To znamens,
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ze bud x,y € X;, a pak x —y € X; podle indukéntho predpokladu, nebo
r=2®eray=y ®ey, kde o',y € X;. Z ptedpokladu z & y € X
plyne, ze 2’ 6y’ € Xj, a tedy (2/,y’) € m; podle indukéntho predpokladu
a (f7'(2), f7'(¢)) € m; podle druhého piedpokladu o funkei f;, a tedy
také fi'(«)) — 7 (y) € X

Ukézeme-li, 7ze z —y = f; ' (z') — f7 ('), bude z — y € X, a tedy
budeme mit dokazéno, Ze 7; je spolecnd kongruence grupového péru
(Xit1,0,8), (Xit1,0,+).

Podle definice s¢itani a opacného prvku v X;, je

r—y= (2" ®eq1)— (¥ Begr) =
=@ ®e)+ fi( =7 W)—g(i+1) Bepa =
= ffl(ﬁ,) + fifl(fi(_fiil(y,) - g(i + 1))) + g(i + 1) =
= fit@) = 7).
Dokazali jsme tedy, ze (X, 0,®), (X, 0, +) je husty abelovsky grupovy
par.
Z definice s¢iténi prvku x € X; ay € X, 41\ X; a prvniho predpokladu
o funkci f; plyne, ze

e =1+ 0®e) = filz+ f710) ® e =
= fi(r +0) ® esp1 = fi(x) D ey
Odtud plyne, ze f;, © = 0,...,n — 1 jsou prechodové funkce hustého

abelovského grupového paru (X, 0, ®), (X,0,+).
Jednoznaénost tohoto grupového paru plyne z jeho konstrukce. [
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Obrazek 4.1: Rozkladové tiidy X, podle X, X5 a X3

Xiregy
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Obrazek 4.2: Pfechodova funkce. Plné Sipky znazornuji jednoznacnost
zobrazeni funkci f;, prerusované Sipky znazornuji alternativni moznosti
zobrazeni

Xio0e,2¢
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4.2 ReSeni soustav diferenc¢nich rovnic
v hustém abelovském grupovém paru

Nyni pristoupime k feSeni soustavy rovnic
(z & alk]) + (y ® Ok]) = (z +y) S [K], (4.17)

s neznamymi x,y € X a parametry «lkl], Bk],7[k] € X, k = 1,...,m,
v hustém abelovském grupovém paru (X,0,®), (X,0,+). Stejné jako
v kapitole 3 nejprve najdeme vSechna feSeni rovnice typu

(z@a)+yep)=(@+y @y (4.18)

a nasledné uréime mnozinu feseni soustavy (4.17) jako prunik mnozin
feSeni jednotlivych rovnic soustavy.

V celé kapitole budeme predpokladat znalost vyjadieni prvkua «,
a vy pomoci operace @, znalost souboru prechodovych funkei f; a prvku

€it1 D €1, €41+ e prot=0,...,n—1.
Pri znalosti vyjadieni daného prvku pomoci operace ¢ a souboru
prechodovych funkei f; a prvkua e; 1 ®e; 1, ;01 +e 1 proi =0,... , n—1

lze v ¢ase polynomidlnim vzhledem k n uré¢it vyjadieni tohoto prvku po-
moci operace +. Naopak, pfi znalosti prechodovych funkci f; a prvku
€ir1Peir1, €iu1+ €01 proi =0,...,n—1 a vyjadifeni daného prvku po-
moci operace + lze v polynomidlnim case (vzhledem k n) uréit vyjadreni
tohoto prvku pomoci operace &. Proto budeme prevod mezi vyjadienim
pomoci operace ¢ a vyjadienim pomoci operace + nebo naopak povazovat
za jeden krok algoritmu na nalezeni vSech feseni soustavy (4.17).

Pii hledéni feseni rovnice (4.18) budeme opét postupovat indukei,
stejné jako v predchozi kapitole.

Nez zformulujeme obdobu tvrzeni 3.1 pro husty abelovsky grupovy
par, dokdzeme jesté pomocné lemma.

Oznaceni 4.19. Symbolem % oznac¢ime béznou operaci xor na mnoziné
{0,1}.

Lemma 4.20. Bud' i € {1,...,n}. Pro libovolnou mnoZinuY = {x',
o2, €{0,1} proi=1,....k, k €N, plati

2

Y

le; @ ale; @ @ate; = (' k27 x xab)e; Bu (4.19)
a

wle; +a%e; + -+ afe; = (2t k2t  x2M)e; D, (4.20)
kde u,v € X;_1.
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Diikaz. Dokdzeme pouze rovnost (4.19), nebot dukaz rovnosti (4.20) je
obdobny. Dukaz provedeme indukci podle po¢tu nenulovych ¢lentit mnozi-
ny Y, ktery si oznacime j. Bez ijmy na obecnosti muzeme predpokladat,
exl = =2/ =lad’t = .. =2F=0.Jetedy 2'e; @ --- D aPe; =
rle; @ - @ e,

Pro j = 0,1 je rovnost (4.19) zfejma.

Pro j = 2 polozime u = e;®e; € X,;_1. Pak je x'e; ®2%e; ®- - -®abe; =
e; de; = (1*1)e; ®u=u. Rovnost (4.19) tedy plati i pro j = 2.

Predpokladejme, ze rovnost (4.19) plati pro j € {0,...,k — 1} a do-
kazme, 7e plati také pro j+1. Je tedy z'e; ®- - -®aFe; = 2le;®- - -Dale; =
(j mod 2)62 D u’, u’ S Xi—l-

Je-li j sudé, pak polozime u = u’. Podle piedpokladu je xle; ® z2e; ®
- Pate;de; = (jmod 2)e; Du' Pe; = ;v = ((j+1) mod 2)e; Bu’ =
((7 +1) mod 2)e; @ u.

Pro j liché polozime u = u'@e;Be;. Mame xte; Dale; ®- - -Pale;De; =
(jmod 2)e; Bu' e, =€, U @e;=u=((j+ 1) mod 2)e; ® u.

Rovnost (4.19) tedy plati i pro j+ 1 nenulovych élent mnoziny Y. [

Nyni dokézeme obdobu tvrzeni 3.1 pro husty abelovsky grupovy par.

V celém nasledujicim textu budeme predpokladat, ze prvky «, 3,7, x,
y maji nasledujici vyjadieni pomoci operace @: a = @?:1 aje;, B =
@?:1 Giej v = @?:1 Vi€ T = @?:1 L€, Y = @?:1 Yj€j-

Tvrzeni 4.21. Nutnou a postacujici podminkou pro resitelnost rovnice
(4.18) modulo X, 1 je an * By * v, = 0. ReSenim modulo X, 1 je pak
libovolna dvojice x,y € X.

Diikaz. Mnozina X/X,_1 je dvouprvkové, proto
utv=uPv (mod X, 1) Vu,veX. (4.21)
Je tedy
t@adydf = (z®a)+(yes) = ((z+y)®y) =z@y®dy (mod X,_1).

To znamend, ze pro Fesitelnost rovnice (4.18) je t¥eba, aby se rovnaly
prirozené reprezentanty r&(r @ a @y d ) arP(x Dy @ 7).

Z lemmatu 4.20 plyne, ze % (xDa®y®3) = (2, % *Yn* By )en, nebot
(@ @a®y®B) =r(r)(z) @r(a) ®r(y) ®r(B) = r;(Twe, &
Anen D Ynen D Bnen) = (Tn * @y * Yp * Bp)e,. Podobné lze ukdzat, ze
rP(z @y ®y) = (Ty * Yn * Yn)en.

Rovnice (4.18) je tedy fesitelnda modulo X,,_;, prave kdyz
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xn*an*yn*ﬁn:xn*yn*'%w
coz je ekvivalentni

Protoze tato rovnost nezavisi na x,y, je v piipadé jeji platnosti fesenim
rovnice (4.18) modulo X,,_; libovolnd dvojice z,y € X. O

Nyni dokazeme nékolik pomocnych lemmat a poté popiseme indukéni
krok algoritmu na nalezeni vSech Feseni soustavy (4.17).

Lemma 4.22. Pro libovolné dva prvky x = @,_, xrex, y = B _, ysex €
X plat?

n

rdy= @(mk*yk*ci)ek, (4.22)
k=1

kde c* = @?:1 c;‘?ej € Xy, k=1,...,n—1, je prenos z (k + 1)-ni

souradnice pri scitani x @ y. Definujeme c™ = 0.

Diikaz. Lemma dokazeme s vyuzitim lemmatu 4.20. Je

TDY = (Tnen @ Dr1e1) B (Ynen O -+ D yr€1) =
= (Tnln © Ynen) ® (Tn-1€n-1 @ Yn-16n-1) - © (711 © Y1€1) =
= (Zn * Yn)en B " B (Tn_1€01 B Yn-16n-1) &+ B
@ (r161 @ y1e1) 2 (T * Yn)en © (Tn 1 * Yoy ¥ & Nen 1 B2 @
© (Tn—26n—2 ® Yn—26n—2) & - @ (z161 D Y101) =

n

= (T3 * Y * CF)eg.
=1

Ed

Z predchoziho vypoctu, definice pfirozeného reprezentantu (4.2) a pie-
nosu (4.3) plyne, Ze c* je je prenos z (k+1)-nf soutadnice pii séitani 2@y
pro kazdé k=1,...,n—1. O

Obdobné lemma dokazeme i pro operaci +.
Lemma 4.23. Pro libovolné dva proky x = >} Tper, Y = > o, Y€k €
X plat?

n

r+y= Z (zp * yp * dY ey, (4.23)
k=1
kde d* = Z?zl d;?ej € Xy, k=1,...,n— 1. Definujeme d™ = 0.
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Diikaz. Toto lemma dokazeme, podobné jako predchozi lemma, s vyuzitim
lemmatu 4.20. Je

T4y = (e, + -+ x161) + (Ynn + - +1161) =
= (Tnn + Ynen) + (Tn_1€n-1 + Yn16n-1) + -+ + (161 + y101) =
= (Tp * Yn)en + A"+ (Ty_1€n1 + Yn1€n-1) + -+
x1e1 + y1eq) = (Tn % Yn)en + (Tn—1 * Yn—1 * dzjenfl) +d" 7+

+(
4.20 4.20
+ (xn—len—l + yn—len—l) + -+ ($1€1 + y161) = ... =

() * yp, * dﬁ)ek.
—1

ol

O

7 definice pienosu (4.5) a reprezentantu (4.4) plyne, 7ze prvek d*
z predchoziho lemmatu je prenos z (k+ 1)-ni soutadnice pii séitani = +y.
Nyni dokazeme uzite¢né lemma s velmi dulezitym dusledkem.

Lemma 4.24. Pro kazdé x € X a kazdé i =1,...n plati

w((x®e)—x)=1 (4.24)

w((x+¢e) ©x) =1i. (4.25)

Diikaz. Dokazeme pouze rovnost (4.24). Dukaz rovnosti (4.25) je ob-
dobny.

Zvolme libovolny prvek z € X. Protoze m; je kongruence algebry
(X,0,,+), plati:

€ hm  0=>0@e; b, ,x=(rDe€)—x hp,_, x—2x=0.

Jetedy (z®e;) —x ¢ X;_1, atedy w((x @ e;) —x) > i.

Zaroven vsak e; ~,. 0, a tedy x @ e; ~,, x, coz je ekvivalentni (z &
e;) —x € X;. To znamend, ze w((z @ e;) — z) < i. Dokézali jsme tedy, ze
jew((z@e;) —x) =1i. O

Dusledek 4.25. Necht © = @,_, xxer, = Y p_, Tpex jsou vyjadrent
prvku x pomoci operaci ® a +. Necht ddle i € {1,...,n}. Potom pro
r4e =@ tkex a xBe; =Y, zpey plati

th =k, 2z, =x, prok=i+1,... n, (4.26)

ti # 1y, 21 # . (4.27)
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Diikaz. Tento dusledek dokazeme opét pouze pro koeficienty zp, k =
i,...,n, nebot pro koeficienty t;, k = i, ...n, by byl ditkaz obdobny.
Kdyby existoval index j € {i +1,...,n} takovy, ze z; # =7, bylo
by w((x @ e;) —x) = j > i, coz by byl spor s pfedchozim lemmatem.
Podminka (4.26) je tedy dokazana.
Kdyby z; = z!, pak by (kvuli podmince (4.26)) bylo w((z®e;)—x) < i.
To je opét spor s lemmatem 4.24, a tedy plati i podminka (4.27). O

Protoze v dalsim textu budeme pracovat stiidaveé s vyjadrenim prvkua
pomoci operace + a pomoci operace @, zavedeme nasledujici oznaceni.

Oznaceni 4.26. Pro libovolny prvek z € X ai=1,...,n oznac¢ime i-ty
koeficient vyjadieni prvku z pomoci operace @& symbolem (z)f a sym-
bolem (x); oznaéime i-ty koeficient vyjadieni prvku x pomoci operace

+.

Poznamka 4.27. Vsimnéme si, ze pro kazdy prvek x € X a kazdé ¢ €
{1,....,n}je (r () = ()i a (7 (2))7 = (2)7.

Lemma 4.28. Pro libovolné dva proky x =Y} _| Trer, Y = > o, Y€k €
X a libovolné i € {1,...,n} plat(

rif (@) +rf(y) =rf (e +y) +d7, (4.28)
kde di~' =Yl dbe; € Xy, k=1,...,n—1, a kde definujeme d” = 0.

. J:1 J .
Pro kazdéi=1,...n je

(x+y)] =zi*y; » d.. (4.29)
Diikaz. Toto lemma dokazeme podobné jako lemma 4.23. Je

ri (@) 47 (y) = (Tnen oo @) + (ynen + - F yii) =

= (xnen + ynen) + (xnflen—l + ynflen—l) + -+ (iliiei + yi€i> 4£O

= (xn * yn)en + dn_l + (In—len—l + yn—len—l) + -+ (430)
(250 + yier) 2 (T Yn)en + (Tnot * Yoy ¥ d2 " Len 1) +
+d" % + (Tn1€n1 + Yno16n-1) + -+ (Tie; + yie;) R

= Z (xp * yp * dl]z)ek +di L.
k=1

A protoze z lemmatu 4.23 plyne, ze 1 (x4+y) = D1, (z) * yp * d})ex,
je dukaz rovnosti (4.28) u konce.

Rovnost (4.29) plyne z rovnosti (4.28) a posledniho fadku vyjadieni
(4.30). O
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Lemma 4.29. Necht z je libovolny prvek mnoziny X. Pak pro kaZdé
1=1,...,n plati
(rf (x))] = ()] VYji=1i,...,n, (4.31)

¢ J

(rP(x)f = (x)] Vi=i,...,n (4.32)

i j

Diikaz. Také u tohoto lemmatu dokézeme pouze rovnost (4.31), nebot
rovnost (4.32) by se dokazovala obdobné.

Diikaz rovnosti (4.31) provedeme indukei podle i. Protoze r{ (x) = z,
je

(7“?'(x))§9 = (:16)55 Vi=1,...,n.

Indukéni krok je ndsledujici: Necht ¢ € {1,...,n—1}. Predpokladejme,

ze plati

(rf(z)f =(@)7 Vi=i,...,n (4.33)
a dokazme, zZe
(rig @)y = (x)7 VYi=i+1,...,n (4.34)
Plati
ri(x) =i (@) + e (4.35)
Je-lie; = 0, pak r (z) = r},; (), a tedy podle indukéniho predpokladu
(4.33) je (i, (2)F = (ri ()7 (43 ()5 pro kazdé j =i,...,n.
Pro g; = 1 médme r(z) = rj,,(z) + ¢, a tedy podle indukéniho

predpokladu (4.33), rovnosti (4.35) a dusledku 4.25 je

4.25 (4.35) (4.33)
(rig(@)§ = (rfa(e) +e)f =" (i (@)f =" (o), (4.36)
coz plati pro vsechna j = ¢ + 1,...,n, nebot prvni rovnost plat{ pro
vsechna j° = i + 1,...,n, prostiedni rovnost plati pro vsechna I’ =

1,...,n a posledni rovnost plati pro vSechna [ =1,...,n. O

Lemma 4.30. Necht x € X je libovolny prvek mnoziny X . Pak pro kazdé
1=1,...,n plati

(ri (@))7 = ()7 (4.37)
(r (@) = (@)F (4.38)
a pro kazdé k=1,...,n—1 plati
(@) = (@) = (ra (@)} (4.39)
(@) = (@) * (rg (@) (4.40)
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Diikaz. Zde opét staci dokdzat rovnosti (4.37) a (4.39), nebot dukaz
rovnosti (4.38) a (4.40) by byl obdobny.

Rovnost (4.37) je specidlnim piipadem vztahu (4.31) pro j = .

K duakazu rovnosti (4.39) stejné jako v predchozim dikazu pouzijeme
nasledujici vyjadieni prvku r;f (x):

ri(z) = i (2) + erex (4.41)

Je-li e, = 0, pak ;" (x) = r}f, | («) a z rovnosti (4.37) plyne, ze (z)} =
(7 @) = (Fa (@) = 0Ky (@) = (@) *(17 11 (), mebot ()}
e = 0. Pro g = 0 tedy plati rovnost (4.39).

Pro g, = 1 plyne z dusledku 4.25 a rovnosti (4.37) a (4.41), Ze

(4.37) (4.41) 4.25
(@) =" e (@) =" (ria @) + el = (ria @)y« 1,

coz dokazuje rovnost (4.39) pro (x)} = e, = 1. O
Oznaceni 4.31. Ve zbylém textu budeme pro kazdé ¢ = 1,...,n — 1
oznacovat symbolem b prvek b’ = @, _, bie), takovy, ze

rda=r(r®a)db,

kde i, (z ® o) € R®(X/X;) je piirozeny reprezentant prvku z @ «
v rozkladové tiidé X /X, prislusny operaci @. ‘
Déle budeme symbolem ¢’ oznacovat prvek ¢' = @, _, cie, takovy,

ze
y@p=ri(yep)ac,

kde r, (y® 3) € R®(X/X;) je prirozeny reprezentant prvku y® 8 v roz-
kladové tiide X/X; ptislusny operaci @. '
Symbolem d* budeme oznacovat takovy prvek d° = >, diex € X;,
pro ktery plati
vy =ri(rt+y) +d,

kde r,  (z+y) € RT(X/X;) je prirozeny reprezentant prvku z+y v roz-
kladové tiide X/X; ptislusny operaci +. ‘

Symbolem g’ budeme oznacovat takovy prvek g = >, gier € X;,
pro ktery plati

@a)+ e =ri(zea)+yan) +¢,

kde rf, ((z @ a) + (y® 8)) € RT(X/X;) je prirozeny reprezentant prvku
(x ® a) + (y @ [B) v rozkladové tiidé X/X; prislusny operaci +.
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Koneéné symbolem h? budeme oznacovat prvek h* = @;:1 hier € Xi,
pro ktery plati

(z+y)dy=ri,((z+y) @) ®h,

kde r  ((z +y) @) € R®(X/X;) je piirozeny reprezentant prvku (z +
y) & v v rozkladové tiidé X /X, prislusny operaci @.
Definujeme b" =0, ¢c"=0,d"=0,g"=0ah™=0.

Tvrzeni 4.32. Pro libovolné i € {1,...,n— 1} je
rf(@ea)+ef)=rizoa)+yen)dle,  (442)
kde
i = T % i+ bl * (ri (@ @) *y; * 6 chx (4.43)
« (i@ B) + g+ (i (@@ a) + (y& p))y.
Dukaz. 7 definice ptirozeného reprezentantu plyne, ze
rP((r@a)+(yo ) =ri (e ®a) +(y®B) ®Nei, A € {0,1}.

Chceme tedy najit hodnotu koeficientu ;.

Oznatme si p = ®a aq=y® L. Necht p = >} prex a g =
> i1 qrey jsou vyjadreni prvku p, ¢ pomoci operace +.

Nejprve ukazeme, ze

Ai =ik q; * gf * (7“¢++1(P +q))7. (4.44)

Podle lemmatu 4.28 je ;" (p+q) = i1 (p+ q) + (pi * ¢ * g})e;, a tedy
(podle pozndmky 4.27) (p +q);" = (r{ (p + )] = pi * ¢; * gi.
K dokonceni dikazu rovnosti (4.44) zbyva dokézat, ze

Ni=@+a) (i + ) (4.45)
Necht rf  (p+q) = @j_, oie; ar; (p+q) = @;_, gie; jsou vyjadrent
prvku 7";:1(2? +q) a i (p + q) pomoci operace @. Protoze r; (p + q) =
7";;1(]7 +q) + (p+ q)] e, je podle dusledku 4.25
e pp=o,prok=1,...,n, pokud (p+q)} =0,

° gok:akprokzi—f—l,...,na%#ai?POkUd(P+Q>;r:1-
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To znamend, ze p; = o; % (p+q); . A protoze je o; = (1, (p+q))7, stac

ukdzat, ze \; = @;, a diikaz rovnosti (4.44) bude hotov. Rovnost \; = ;

vSak plyne z lemmatu 4.30, nebot \; = (p+q)F a ;= (rf (p+q))7.
Ukéazeme-li, ze

Pi = T % Qg kbl * (ri(z @) (4.46)

G =y * Bix cix (rfa(y @ B)7 (4.47)
bude tvrzeni dokazano.

Dokdzeme pouze rovnost (4.46), nebot rovnost (4.47) 1ze dokézat ana-
logicky. Dukaz rovnosti (4.46) bude podobny dukazu rovnosti (4.44).

Z definice prirozeného reprezentantu (4.2) a lemmatu 4.22 plyne, ze
rP(p) = rP(x®a) = ri}, (t©a) ® (z:xa;xb))e;, a tedy (p)f = (@) =
T * bl

Podivejme se nyn{ na vyjadfeni reprezentantu ri,  (z® ) a r (z® a)
pomoci operace +. Oznaéme 7, (z @ a) = > ,_ me; a rP(z @ a) =
Y p; wie;. Podle dusledku 4.25 je

e wy=mn,prok=1,...,n, pokud (x & a)f =0,
ewy=mnprok=i+1,...,naw; #mn, pokud (z® a)? =1.

To znamend, Ze w; = 1; * (x ® a)i. A protoze je p; = (v ® ) a w; =
(rP(x & ), plyne z lemmatu 4.30, Zze p; = w; = n; * (x D a)f =
(rig(z @ @) « (z @ a)f, nebot n; = (rf,(z ® a));.
Rovnost (4.46) je tedy dokézdna, nebot (jak jsme jiz difve ukdzali)
je (z ® )f =z x a; * bl O
Dukaz nasledujictho tvrzeni je velmi podobny dikazu tvrzeni 4.32,

proto uvedeme pouze naznak dukazu.

Tvrzeni 4.33. Pro libovolné i € {1,...,n— 1} je
(@ +y) @) =ri(@+y) &) @ mie, (4.48)
kde ‘ '
ki = (@) (y)i = i (rify (2 + )7 i = Dy, (4.49)

)

Ndznak dikazu. Oznaéme si z = v +y = @,_, zkep a w = 2By =
P,_, wiey. Podobné jako v predchozim tvrzeni lze dokazat, ze

5= @)F * @) *dx (rFyy(z +9)F (4.50)

a .
hi=w; = ()2 % ()P % B (451)
ke (2)f =z a (1)f = s
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Nyni zformulujeme tvrzeni, které v sobé zahrnuje kombinaci predcho-
zich tvrzeni 4.32 a 4.33.

Tvrzeni 4.34. Predpokladejme, Ze x,y € X jsou Tesenim rovnice (4.18)
modulo X;. Potom jsou prvky x,y € X teSenim rovnice (4.18) modulo
X1, praveé kdyz

aix Bk = (1 ()7 (rfa ()7 * (rf (@ + )+
* (ria (@ ®a) * (rf, (y © 9))," * (4.52)

* (ria (@ @ o) + (y @ §)))F * b * ¢+ dj + g; * Iy,

Diikaz. Prvky x,y € X jsou feSenim rovnice (4.18) modulo X;_;, prévé
kdyz prvek (z @ «a)+ (y @ ) lezi ve stejné rozkladové tiide X podle X; 4
jako prvek (z+vy)@®~, tedy prave kdyz se rovnaji prirozené reprezentanty
r((z®a)+ (y® B)) arP((z+y) ® ). Podle tvrzeni 4.32 a 4.33 tato
rovnost nastava, prave kdyz

ik o by x (1 (2@ a))f * i« B x cix
* (ri(y@ P =gl * (ri (@ )+ (y@ B))F =
= (x)] = () *dix (riy(x +y))F * v * hi,

nebot podle predpokladu je riy, ((z @ a) + (y @ 5)) = ri (x +y) & 7).
Podle rovnosti (4.40) z lemmatu 4.30 je

(2);" = @i (ria ()

W) =vix (2 (w)i

7 tohoto vyjadreni ziskame po jednoduché tupravé dokazovanou rov-
nost (4.52). O

Oznaceni 4.35. Ve zbyvajicim textu budeme oznacovat symbolem o
bézné sc¢itani v mnoziné prirozenych cisel. Symbolem - oznacime bézné
nasobeni v mnoziné ptirozenych ¢isel. A konecéné celociselné déleni ¢isla
a Cislem b oznacime a div b.

Ve vyjadien{ hodnoty «; * [3; * 7; pomoci rovnosti (4.52) se objevuji

hodnoty (r ()], (rfa (), (i (@ + )7, (K (e ® ), (ri(y @
B)) a(rf ((z®a)+(y®p)))7, které jsou nezdvislé na hodnotdch 41,
Yit1, Qiy1, Bir1, Yir1, @ hodnoty b, ¢, di, g; a hj, které na hodnotach

Tit1, Yitls Qit1, Big1, Vip1 ZAvisi.
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Oznacme si hodnotu (rf | (2)); * (ri () * (ri (z+y)F * (rE (z @
)= (ri (v B) «(ri ((z®a)+(y®3)))f symbolem d;. Pak muzeme
rovnost (4.52) zapsat nasledovné:

Qi * B % = 0 x bk chxdl* glox B (4.53)
Pro hodnoty b}, ci, di, g¢ a h! zfejmé plati
b; = b§+1 * ((xi—i-l O (41 O bzi%) div 2) : (6,’4_1 D €i+1),§B,

C = ClH ((Z/z’+1 o fBit10 Ciﬂ) div 2) (eiy1 D ey
di = d; o (((2)F 0 ()i o dify) div2) - (eipr + ein)]
gi =g (e a)fy o (y®B)fy0giTy)dive) - (e + i),
hy = B s (2 + y)F 0 Yir 0 hif) div2) - (e @ eipa)f.
Je tedy
ik ik dlx glox bl = b x At s d x gl xR
* [(<$1+1 o ole o biﬁ) div 2) ((ylﬂ o Bip10 c;ﬁ) div 2)
T+ y z+1 © %—i—l © hiﬁ) div 2)] (€ir1 @ eH-l)g9 * (4.54)

(((
« [(((2) M o (y)hy o dith)div2) «
(((z

*

* (x® )iy o (Y@ B)fy 0 gi1) div2)] - (e + e1)]
kde
@i 2w = (18,(2) s
Wi 2 g * (rEa W),
(2@ )iy 2w g x B (rEy (2 @ ),
(y @ B)is “an Yir1 * Bip1 * CZLl * (ris(y @ B))i
a

(4.39) (4.50)

(z + y)?j—l = (z+ y)ztﬂ * (ﬁh(w + y))?il =
; (4.40)

= (x)z—:-l * (y)j:i-l N dzﬁ * (7 ;-Q(I + y))i—l =

= Tjy1 * (7’@%2(1))@& * Yiy1 * (7’32@)) 1 ¥ dl’ii * ( 1,++2(x + y))?j—l‘

Hodnoty b7, ¢t ditt) gttt bt nezdvisi na hodnotach 1, yiy1,
i1, Biv1, Vie1, Proto je muzeme spolu s hodnotou d; ,,slouc¢it“ do jediné
promeénné, kterou oznac¢ime v; a definujeme

w — (5 *bl+1 *d1+1 *g:Jrl % h§+1.
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Pii oznaceni

i = ((Tis1 0 azyr 0 b17) div2) x ((yir1 0 Bisr 0 1) div2)x
s (2 + y)Py 0 i 0 hif]) div2)

Vi = (@)1 0 (1) 0 dif) div2) s
* ((z @ )iy o (@ B)f, 0 gify) div2)

tedy plati

o x By %y = % T - (€1 D €iq1)§ * ;- (€41 + €i41)7 -

Hodnota «; * §; % 7; tedy zavisi na hodnotach ¥y, x; 11, yir1, aiz1, Biv1,
i1 i+l i+l i+l gl
fy’igh b?il? C;il_f_ dZih@gz—tl’ h;ih 37’32(@)@117 (Ts—}&-é<y)>:§—17 (Ti++2<x++ y))fﬂ—h
(7"¢+2($ @ O‘))iﬂa (7"¢+2(y ® 5)),~+1; (i1 D eiv1); a (€ip1 +ei1); -

Tuto zavislost popisuji tabulky na pfilozeném CD. Kazdé uspordadané
desetici Ajyy = (biﬁa C;Eagfﬂyhﬁi (T'59+2($))ik17 (ng(y)):rlv (7";;2(5” +
U)ivts (M@ ® @)y, (1Fo(y © B))f1,¥i) pifslust jedna tabulka.

Na pruseciku tadku a sloupce urcenych hodnotami le,yHl,dﬁﬁ,
a;iy1, Bir1, Yir1 nalezneme usporadanou ¢tverici (uq, pe, i3, ft4), kde

e /iy je hodnota vyrazu a; * 3; * v; pro (e;1 @ ei41)f = 0 a (e +
6@'+1);r =0,

e 15 je hodnota vyrazu a; * 3; * v; pro (e;1 @ eip1)f = 0 a (€41 +
€z'+1);r =1,

e u3 je hodnota vyrazu a; * 3; * v; pro (e;1 @ ei1)f = 1 a (€41 +
€¢+1);r =0,

e 14 je hodnota vyrazu «; % [3; x 7; pro (e;+1 @ ei+1)§9 =1la(eyr+
ez'Jrl);r =1

4.3 Algoritmus

Nyni pfistoupime k hleddn{ feSeni rovnice typu (4.18). Prvky d’, i =
1,...,n—1, zavisi pouze na prvcich x, y, (€;41+ €i+1), (€i+1 D e;11) a na
prechodovych funkcich, nikoliv na prvcich «, 3,v. Proto je, stejné jako

v piipadé standardniho grupového paru, hodnota dﬁﬁ soucasti reseni.
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Ze zadani zndme hodnoty a1, /81_5,_1, Vit1, Q% B %y a (€11 D ez+1)l@,
(€ir1 + €ir1); . Hodnoty @41, i1, le, které spolu se zadanymi hodno-
tami spliuji rovnost (4.52), nazyvame fesenim rovnice (4.18) na (i+1)-ni
pozici. Dvojici (x;11,yiy1), pro kterou je x;i1,yit1, d;ﬂ feSenim rovnice
(4.18) na (i+ 1)-ni pozici, nazyvame resenim rovnice (4.18) na (i+1)-ni
pozici prislusnym hodnoté dZﬂ

K hledéni feseni na (i+ 1)-ni pozici muzeme pouzit prilozené tabulky.
V kazdé z nich ve sloupci uréeném hodnotami o1, Gi11, Yit1 najdeme
sloupecek uréeny hodnotami (e;11 @ e;41)¥, (eip1 + eiy1); . Radky, na
kterych se v tomto sloupecku vyskytuje hodnota a * (3; % y;, urcuji trojice
(Tit1, Yir1, di1), které jsou fesenfm rovnice (4.18) na (i + 1)-nf pozici
prislusnym dané desetici A;yq.

Jak vidime v prilozenych tabulkach, feseni rovnice (4.18) na (i + 1)-
-ni pozici v nékterych pripadech existuje pouze pro jediné 1);. Napt. pro
(€ir1 ®eir1)y =0, (eiy1 +eir1)! = 0 existuje Teseni pouze v pripade, ze
o * Bk = ;.

To zpusobuje, ze hledani jednoho feSeni rovnice (4.18) pomoci algo-
ritmu Paula a Preneela zobecnéného na husté abelovské grupové pary
nemuze byt obecné polynomialni. Muze se totiz stat, ze nékteré reseni
rovnice (4.18) modulo X; nepujde ,prodlouzit“ na reseni modulo X; 1,
ale zjistime to az v okamziku, kdy zname A;, 1, a tedy ;.

Nyni popiseme algoritmus na nalezeni vSech feseni soustavy (4.17).
Krok 9. uptfesnime v komentéfi za algoritmem.

Algoritmus 4.36.

Vstup: Soufadnice prvku «[k], B[k], v][k] vzhledem k bazi Ex piislusné
operaci & pro k = 1,...,m, soubor ptfechodovych funkci f; a prvky
e;bej,e;+e € X, gproi=0,...,n—1.

Vystup: Mnozina viech dvojic x = @]_, zje;,y = Dj_, yje; € X které
jsou Tesenim soustavy (4.17) s koeficienty ze vstupu.

Postup:

1. Pro k=1,...,m
2. 0var, jestli aylk]* G,[k] * yu[k] = 0.

3. Pokud tato rovnost neplati, pak soustava (4.17)
nemd feSeni. Konec.

4. Pro k=1,...,m

5.  Poloz b'k] =0, c’[k] =0, d°[k] =0, g'[k] =0, hO[k] = 0.
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6. Pro k=1,....m
7. Proi=n-—-1,...,0:

8. V kazdé z priloZenjch tabulek najdi mnoZinu v8ech
trojic (%iy1,Yit1,di1), pro které je na mistd urceném
. 1
hodnotami i1, Biy1, Vit1ls Titls Yitls dzil,

(eix1 ®eir1)d, (€41 +eir1)] dand hodnota a; * (3; * ;.

9. Principem prohledavani do hloubky najdi v8echna
YeSeni k-té rovnice soustavy (4.17).

10. Urci prunik mnoZin ¥eSeni jednotlivych rovnic soustavy.

Popisme 9. krok algoritmu 4.36. Mnoziny feSeni jednotlivych rovnic
budeme hledat ,,prodluzovanim* feSeni modulo X; na feSeni modulo
X; 1, kde 1 = 0,...,n — 1. Ve druhém kroku algoritmu jsme zjistili,
ze kazd4 rovnice soustavy (4.17) je fesitelnd modulo X,,_; (jinak by al-
goritmus ukonéil vypocet ve 3. kroku a nedostal by se na 9. krok).

Jak lze snadno ovérit, je vzdy A, = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0). Proto pii
prodluzovéni feseni rovnice (4.18) modulo X, _; na jeji feseni modulo
X9 pouzivame vzdy tabulku 1. Z 8. kroku algoritmu zndme mnozinu
viech trojic (x,, yn, d’), které jsou v tabulce 1 feSenim dané rovnice na
n-té pozici. Z nich vybereme ty, ve kterych je d = 0, protoze je d" =
0. Z takto ziskané mnoziny vybereme libovolny prvek (z,,y,), ktery je
feSenim dané rovnice na n-té pozici prislusnym hodnoté d} = 0. Odtud
urcime hOdHOty bn 15 Cn— 17dn 1> In— 17h2 %7( n(x));r—h (T@(y))n 1 (rf—:(x
)1 (0 (@@ @)y, (77 (Y @ B)) 1, Y2, €Mz ziskdme A,y a d)) 5.

Podobné postupujeme také pti prodluzovani feseni dané rovnice mo-
dulo X; na jeji feSeni modulo X;_; pro ¢ = 0,...,n — 2. Hodnoty d;ﬂ
a A;+1 ndm ur¢i mnozinu jejich feseni na (i+1)-ni pozici piislusné hodnoté
dzﬁ Z ni vybereme jeden prvek, s jehoz pomoci spocteme A; a d..

Rozeberme nyni ¢asovou slozitost jednotlivych kroku algoritmu 4.36.
Kroky 2. a 3. maji konstantni casovou slozitost, takze kroky 1.-3. maji
slozitost O(m). Kroky 4.-5. maji také ¢asovou slozitost O(m). Krok
8. ma konstantni ¢asovou slozitost, nebot velikost piiloZenych tabulek
je konstantni. V kroku 9. se pii kazdém prodluzovani feSeni rovnice
(4.18) modulo X; na jeji feseni modulo X; ; provadi nékolik prevodu
vyjadieni prvku pomoci operace + na jeho vyjadfeni pomoci operace
@ nebo naopak, coz ma casovou slozitost polynomialni v n. Krok 9. m4a
proto ¢asovou slozitost O(p(n)4™), kde p(n) je polynom v n. Kroky 6. - 9.
maji tedy ¢asovou slozitost O(m -4"). Slozitost kroku 10. je v O(m -42"),
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nebot prunik m mnozin, z nichz kazd4 mé velikost maximalné /, 1ze nalézt
v O(ml?). V tomto pifpadé je | = 4™.

Algoritmus 4.36 ma tedy casovou slozitost O(m - 4?"). Obecné je
tedy z hlediska ¢asové slozitosti vyhodnéjsi k nalezeni vSech feSeni sous-
tavy (4.17) vyzkouset vsech 4" moznost{ feseni, nebot tento postup ma
c¢asovou slozitost O(m - p(n)-4™), nebot i zde je treba prevadét vyjadient
prvku pomoci operce + na jeho vyjadieni pomoci operace & nebo opacné.

Pii splnéni urcitych podminek ovSem algoritmus 4.36 na nalezeni
viech feseni soustavy (4.17) najde jedno feSeni rovnice (4.18) v poly-
nomialnim case. Jaké jsou tyto podminky?

Predpokladejme, ze zndme prvky o = @,_, axer, 8 = @D;_, Brex,
v = @,_, wex a dile pro kazdé i = 1,...,n prechodovou funkei f;_4
a prvky (e; + ¢;), (e; @ ¢;). K tomu, aby algoritmus 4.36 nalezl v poly-
nomidlnim ¢ase jedno teseni rovnice (4.18), je tieba, aby pro kazdé i =
1,...,n, pro kazdou hodnotu a;_1 * 8;_1 * 7;-1 a pro kazdou dvojici
A, A, které se lisi pouze v jedné polozce, bud ani v jedné z tabulek
piislusnych A; a A; neexistovalo zddné feseni urcené hodnotami (e; +
e))i 1, (e ®e;)f |, nebo aby v tabulce pifslusné A; existovala takovd dvé
fesent (2i1,Yi1,d; ), (Ti2,Yiz2,d} o), Pro kterd di | # di,, a aby zdroven
v tabulce pifslusné A; existovala takova dvé Feseni (Ti1, Vi, CEJ), (Zi 2,
Yi2; gﬁ,?)a pro kterd 6711 # Jiz

Je-li splnéna prvni ¢ast podminky, tedy neexistence daného feseni ani
v jedné tabulce, pak v piipadé, Ze rovnice (4.18) neméd teseni, zjistime
to v prvni fazi algoritmu 4.36 (kroky 1. - 8.), kterd m& polynomialni
casovou slozitost. Podminka existence dvou feSeni na i-té pozici s riznymi
hodnotami df; # di, a d}, # d;, zajistuje, ze v piipadé fesitelnosti
rovnice (4.18) Ize jeji feseni modulo X;y; vzdy prodlouzit na jeji Feseni
modulo X;.

V pripadé standardniho grupového péru je pro kazdé ¢ =0,...,n—1
prechodova funkce f; identita na X;. Déle pro vSechna z € X a i =
1,...,n—1plati (r (@) =0a (rE,(z) =0, bt =t =qi*! =
gttt = Bt = 0. A také pro kazdé i = 1,...,n je b’ = ¢’ = h' = 0
a(ei+e)i, =1, (e; ®e)P | = 0. Proto je pro standardni grupovy pér
vzdy ¢; = 0 a Ay = (0,0,¢557,0,0,0,0,0,0,0).

Pro standardni grupovy péar jsou tedy relevantni pouze tabulky 1 a 129.
V nich z kazdého sloupce piislusejiciho trojici (cvii1, Bit1, Yit1) vybirdme
2. sloupecek, nebot ten ptislusi pifpadim, kdy (e;11+eir1)f =1, (€141 P
ez'+1)§B =0.

Ve standardnim grupovém paru navic plati podminka, ze o, * 3; % y; =
d: * gt. Proto z vybranych sloupecku uvazujeme pouze ty polozky, jejichz
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pifslusné hodnoty s, 5, v, d., g! spliuji tuto podminku.

Ve standardnim grupovém péru jsou tedy splnény podminky, pii
kterych algoritmus 4.36 najde jedno feseni rovnice (4.18) v polynomidlnim
case.
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