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sč́ıtáńı a booleovské operace
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Kapitola 1

Úvod

Paul a Preneel studovali řešeńı soustav rovnic typu

(x⊕ α) + (y ⊕ β) = (x+ y)⊕ γ,

kde parametry α, β, γ i neznámé x, y jsou prvky množiny 2n a kde + je
operace sč́ıtáńı modulo 2n a ⊕ je operace xor. Nalezli algoritmus, který
v př́ıpadě řešitelnosti této soustavy najde jedno jej́ı řešeńı s polynomiálńı
časovou složitost́ı.

Ćılem této práce je zobecnit výsledky publikované v článku Paula
a Preneela na obecněǰśı grupy. Ukazuje se, že i u obecněǰśıch abelovských
grup se speciálńı vzájemnou polohou je použitelný mı́rně upravený algo-
ritmus Paula a Preneela.

V této práci nejprve zadefinujeme pojem grupový pár a některé spe-
ciálńı typy grupových pár̊u. Dále poṕı̌seme r̊uzné vlastnosti grupových
pár̊u a některé vzájemné vztahy mezi grupovými páry. Poté se zaměř́ıme
na řešeńı soustav diferenčńıch rovnic v tzv. standardńım abelovském gru-
povém páru, kterým se ve své práci zabývali Paul a Preneel. V posledńı
kapitole zobecńıme algoritmus uvedený v článku [1] na algoritmus řeš́ıćı
soustavy diferenčńıch rovnic v tzv. hustých abelovských grupových párech.
Tento zobecněný algoritmus však neńı obecně polynomiálńı. Proto na
závěr zformulujeme podmı́nky na některé vlastnosti grupového páru, při
jejichž splněńı už zobecněný algoritmus bude polynomiálńı.
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Kapitola 2

Grupové páry

Označeńı 2.1. Pro n ∈ N označme

2n = {(an−1, . . . , a0)| aj ∈ {0, 1}, j = 0, . . . , n− 1}.

Na množině 2n budeme uvažovat dvě grupy

Cn
2 = (2n,⊕), kde ⊕ znač́ı operaci bitový xor,

C2n = (2n,+), kde + znač́ı operaci sč́ıtáńı modulo 2n.

Definice 2.2. Dvojici grup (G,H) na stejné množině X nazýváme gru-
povým párem na množině X.

Jsou-li grupy G a H abelovské, nazýváme pár (G,H) abelovským
grupovým párem.

Binárńı grupový pár je dvojice grup (G,H) na množině X mohutnosti
2n taková, že G je izomorfńı s Cn

2 a H je izomorfńı s C2n .
Dvojici grup (Cn

2 , C2n) nazýváme standardńım grupovým párem na
množině 2n.

2.1 Podgrupy a rozkladové tř́ıdy

Poznámka 2.3. Grupa C2n je cyklická. Jedńım z jej́ıch možných generá-
tor̊u je prvek (0, . . . , 0, 1). Jej́ımi podgrupami jsou právě všechny grupy

D2i = {(an−1, . . . , a0)} ⊆ 2n

takové, že aj = 0 pro j = 0, . . . , i − 1, kde i = 0, . . . , n. Zřejmě {0} =
D2n ⊂ D2n−1 ⊂ . . . ⊂ D21 ⊂ D20 = 2n.
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Pro všechna i = 0, . . . , n jsou podgrupy D2i grupy C2n kanonicky1

izomorfńı s grupami C2n−i .
Všimněme si také, že každá podgrupa D2i grupy C2n je uzavřená

rovněž na operaci ⊕, proto podmnožina D2i s operaćı ⊕ je také pod-
grupou Cn

2 .

Tvrzeńı 2.4. Dva prvky x = (xn−1, . . . , x0), y = (yn−1, . . . , y0) ∈ 2n jsou
ekvivalentńı modulo D2i v grupě C2n, právě když jsou ekvivalentńı modulo
D2i v grupě Cn

2 . Jinými slovy, x− y ∈ D2i, právě když x⊕ y ∈ D2i .

D̊ukaz. Nejprve ukážeme platnost následuj́ıćı ekvivalence

x− y ∈ D2i ⇔ (xk = yk pro k = 0, . . . , i− 1). (2.1)

Je-li x− y ∈ D2i , pak x− y = ((x− y)n−1, . . . , (x− y)i, 0, . . . , 0). Protože
(x − y) + y = x, je xk = yk pro k = 0, . . . , i − 1. Je-li naopak xk =
yk pro k = 0, . . . , i−1, je x−y = ((x−y)n−1, . . . , (x−y)i, 0, . . . , 0) ∈ D2i .

Nyńı dokážeme tvrzeńı. Jsou-li prvky x, y ∈ 2n ekvivalentńı modulo
D2i v C2n , znamená to, že x−y ∈ D2i . Tedy xk = yk pro k = 0, . . . , i−1,
a tedy x⊕ y ∈ D2i .

Předpokládejme naopak, že x a y jsou ekvivalentńı modulo D2i v Cn
2 ,

neboli že se shoduj́ı jejich hodnoty na indexech 0, . . . , i−1. Pak ale podle
(2.1) je x− y ∈ D2i .

Tvrzeńı 2.4 má řadu d̊usledk̊u: Každá rozkladová tř́ıda C2n/D2i je
rozkladovou tř́ıdou Cn

2 /D2i a naopak. Jejich faktorové grupy jsou na
stejné množině rozkladových tř́ıd. Proto můžeme mluvit o rovnosti roz-
kladových tř́ıd i faktorových grup.

V následuj́ıćıch kapitolách budeme hovořit o řešeńı modulo podgrupa.
Nyńı tento termı́n objasńıme. Mějme algebru A = (X,+,⊕) a kon-
gruenci π algebry A. Bud’te t(x1, . . . , xk, α1, . . . , αl) a u(y1, . . . , yp, β1,
. . . , βq) termy v algebře A s proměnnými x1, . . . , xk, y1, . . . , yp a konstan-
tami α1, . . . , αl, β1, . . . , βq. Symbolem [α]π označujeme rozkladovou tř́ıdu
A/π, jej́ımž prvkem je prvek α ∈ X. Termy t(x1, . . . , xk, [α1]π, . . . , [αl]π)
a u(y1, . . . , yp, [β1]π, . . . , [βq]π) jsou termy v A/π. Řekneme, že prvky
a1, . . . , ak, b1, . . . , bp jsou řešeńım rovnice t(x1, . . . , xk, α1, . . . , αl) = u(y1,
. . . , yp, β1, . . . , βq) (mod π), právě když t([a1]π, . . . , [ak]π, [α1]π, . . . , [αl]π)
= u([b1]π, . . . , [bp]π, [β1]π, . . . , [βq]π) v A/π.

Rozklad na podgrupy je kongruence. Proto, budeme-li mluvit o řešeńı
modulo podgrupa, budeme t́ım myslet řešeńı modulo př́ıslušná kongru-
ence.

1Kanonickým izomorfismem zde mysĺıme bijekci g : D2i → C2n−i , která prvku
x = (xn−1, . . . , xi, 0 . . . , 0) ∈ D2i přǐrad́ı prvek (xn−1, . . . , xi) ∈ C2n−i
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2.2 Přirozený systém reprezentant̊u

Někdy je výhodněǰśı pracovat mı́sto rozkladových tř́ıd se systémy jejich
reprezentant̊u. Z tvrzeńı 2.4 plyne, že systémy reprezentant̊u rozklado-
vých tř́ıd C2n/D2i se shoduj́ı se systémy reprezentant̊u rozkladových tř́ıd
Cn

2 /D2i . Budeme pracovat s konkrétńım systémem reprezentat̊u, který
nazveme přirozeným.

Přirozeným reprezentantem prvku x = (xn−1, . . . , x0) ∈ 2n v rozkla-
dové tř́ıdě C2n/D2i , kde i = 1, . . . , n, je prvek

ri(x) = (0, . . . , 0, xi−1, . . . , x0) ∈ 2n.

Protože každá rozkladová tř́ıda C2n/D2i je také rozkladovou tř́ıdou
Cn

2 /D2i , hovoř́ıme o společném systému přirozených reprezentant̊u roz-
kladových tř́ıd standardńıho grupového páru (Cn

2 , C2n). Tento systém
reprezentant̊u znač́ıme

R(C2n/D2i).

Pro každé i = 1, . . . , n lze každý prvek x ∈ 2n jednoznačně zapsat
jako

x = ri(x) + si(x),

kde ri(x) ∈ R(C2n/D2i) a si(x) ∈ D2i .
Řekneme, že dva prvky x, y ∈ 2n jsou si rovny modulo podgrupa D2i ,

právě když lež́ı ve stejné rozkladové tř́ıdě C2n/D2i , tedy právě když se
rovnaj́ı jejich přirozené reprezentanty ri(x) = ri(y).

2.3 Izomorfismus grupových pár̊u

Definice 2.5. Ř́ıkáme, že grupový pár (G1, H1) na konečné množině
X1 je izomorfńı s grupovým párem (G2, H2) na množině X2, pokud exis-
tuje bijekce h : X1 → X2 taková, že h je izomorfismus G1 → G2 a zároveň
izomorfismus H1 → H2.

Poznámka 2.6. Každou grupu G izomorfńı s Cn
2 lze považovat za aditivńı

grupu aritmetického vektorového prostoru dimenze n nad dvouprvko-
vým tělesem {0, 1} s (jediným možným zp̊usobem definovanou) operaćı
násobeńı prvky z tělesa:

0x = (0, . . . , 0) ∈ 2n,

1x = x

pro každé x ∈ G. Kdykoliv budeme mluvit o bázi G, budeme t́ım myslet
bázi př́ıslušného vektorového prostoru.
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Věta 2.7. Binárńı grupový pár (G,H) na množině X mohutnosti 2n je
izomorfńı se standardńım grupovým párem (Cn

2 , C2n) na 2n, právě když
každá podgrupa grupy H je uzavřená také na operaci grupy G.

D̊ukaz. Operaci grupy G označ́ıme ⊕ a operaci grupy H označ́ıme +.
Předpokládejme, že každá podgrupa grupy H je uzavřená na operaci

⊕. Zvolme libovolný izomorfismus h : H → C2n . Chceme ukázat, že h je
také izomorfismem grup G a Cn

2 . K tomu stač́ı ukázat, že existuje báze
grupy G, která se pomoćı h zobraźı na bázi grupy Cn

2 .
V grupě H zavedeme následuj́ıćı označeńı:

t · x = x+ · · ·+ x︸ ︷︷ ︸
t−krát

, x ∈ H, t ∈ N.

Uvažme bázi

e0 = (0, 0, . . . , 0, 0, 1),
e1 = (0, 0, . . . , 0, 1, 0),
e2 = (0, 0, . . . , 1, 0, 0),

...
en−1 = (1, 0, . . . , 0, 0, 0)

grupy Cn
2 . V grupě H existuje prvek x0 takový, že h : x0 7→ e0. Protože

h je izomorfizmus, je také
h : 2 · x0 7→ e1,

4 · x0 7→ e2,
...

2n−1 · x0 7→ en−1.
Ukážeme, že množina x0, 2 ·x0, . . . , 2

n−1 ·x0 je báze grupy G. Protože
tato množina má n prvk̊u, stač́ı ukázat jej́ı lineárńı nezávislost, tedy že
pro každé k = 0, . . . , n− 2 plat́ı, že prvek 2k · x0 nelež́ı v lineárńım obalu
prvk̊u 2k+1 · x0, . . . , 2

n−1 · x0. To je ekvivalentńı tomu, že prvek 2k · x0

nelež́ı v podgrupě grupy G generované prvky 2k+1 · x0, . . . , 2
n−1 · x0. Pro

k = n − 1 tvrzeńı plat́ı, nebot’ obrazem prvku 2n−1 · x0 při izomorfismu
h je nenulový prvek en−1, a tedy prvek 2n−1 · x0 je rovněž nenulový.

Necht’ tedy 0 ≤ k < n − 1. Protože h je izomorfismus a prvek
h(2k · x0) = ek /∈ D2k+1 nelež́ı v podgrupě grupy C2n generované prvky
ek+1, . . . , en−1 ∈ D2k+1 , tak také prvek 2k · x0 nelež́ı v podgrupě K grupy
H generované prvky 2k+1 ·x0, . . . , 2

n−1 ·x0. Protože K je podgrupa grupy
H, je vzhledem k předpokladu věty uzavřená na operaci ⊕, čili pod-
grupa grupy G generovaná prvky 2k+1 ·x0, . . . , 2

n−1 ·x0 je část́ı K, a tedy
neobsahuje prvek 2k · x0.

Opačná implikace plyne z konce poznámky 2.3.
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Poznámka 2.8. V předchoźım d̊ukazu bylo třeba ukázat, že pokud je
každá podgrupa grupy H uzavřená i na operaci grupy G, pak existuje
izomorfismus h : G→ Cn

2 , který je také izomorfismem H → C2n . Ukázali
jsme však silněǰśı tvrzeńı, totiž že takovýmto izomorfismem je libovolný
izomorfismus h : H → C2n .
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Kapitola 3

Soustavy diferenčńıch rovnic

Necht’ (Cn
2 , C2n) je standardńı grupový pár. Naš́ım ćılem je řešit soustavu

rovnic
(x⊕ α[k]) + (y ⊕ β[k]) = (x+ y)⊕ γ[k], (3.1)

s neznámými x, y ∈ 2n a parametry α[k], β[k], γ[k] ∈ 2n, k = 1, . . . ,m.
K tomu stač́ı umět naj́ıt všechna řešeńı rovnice typu

(x⊕ α) + (y ⊕ β) = (x+ y)⊕ γ. (3.2)

Množinu řešeńı soustavy (3.1) pak źıskáme jako pr̊unik množin řešeńı
jednotlivých rovnic soustavy.

Rovnici (3.2) budeme řešit tak, že indukćı podle i najdeme všechna
řešeńı této rovnice modulo D2i pro i = 1, . . . , n. Tak nakonec dostaneme
všechna řešeńı modulo D2n , tedy řešeńı p̊uvodńı rovnice (3.2).

3.1 Řešeńı modulo D21

Tvrzeńı 3.1. Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro řešitelnost rovnice
(3.2) modulo D21 je α0⊕β0⊕γ0 = 0. Řešeńım modulo D21 je pak libovolná
dvojice x, y ∈ 2n.

D̊ukaz. Hledáme-li řešeńı

(x⊕ α) + (y ⊕ β) = (x+ y)⊕ γ (mod D21), (3.3)

hledáme taková x, y ∈ 2n, pro která se shoduj́ı přirozené reprezentanty
r1((x⊕ α) + (y ⊕ β)) a r1((x+ y)⊕ γ).

Všimněme si, že pro libovolná u, v ∈ 2n je

u+ v = u⊕ v (mod D21). (3.4)
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Z toho plyne, že r1((x ⊕ α) + (y ⊕ β)) = (0, . . . , 0, x0 ⊕ α0 ⊕ y0 ⊕ β0)
a r1((x+y)⊕γ) = (0, . . . , 0, x0⊕y0⊕γ0). Rovnice (3.3) je tedy řešitelná,
právě když

x0 ⊕ α0 ⊕ y0 ⊕ β0 = x0 ⊕ y0 ⊕ γ0,

což je ekvivalentńı

α0 ⊕ β0 = γ0.

Tato rovnost nezáviśı na x, y, proto je v př́ıpadě jej́ı platnosti řešeńım
rovnice (3.3) libovolná dvojice x, y ∈ 2n.

3.2 Indukčńı krok

Než ukážeme obecný indukčńı krok, tedy jak lze ze znalosti řešeńı rovnice
(3.2) modulo D2i źıskat jej́ı řešeńı modulo D2i+1 , uvedeme, jak lze nalézt
řešeńı modulo D22 za předpokladu, že rovnice (3.2) je řešitelná modulo
D21 . Později uvid́ıme, že tento krok je speciálńı př́ıpad obecného in-
dukčńıho kroku.

V daľśım textu budeme symbolem ui značit prvek

ui = (uin−1, . . . , u
i
i, 0, . . . , 0) ∈ D2i .

Pro každou dvojici prvk̊u a, b ∈ 2n plat́ı pro součet jejich přirozených
reprezentant̊u rovnost ri(a) + ri(b) = ri(ri(a) + ri(b)) + si(ri(a) + ri(b)).
Je ri(ri(a) + ri(b)) = ri(a + b), nebot’ prvek a lež́ı ve stejné rozkladové
tř́ıdě C2n/D2i jako jeho reprezentant ri(a) a prvek b lež́ı ve stejné rozkla-
dové tř́ıdě C2n/D2i jako jeho reprezentant ri(b), a proto jsou reprezen-
tanty rozkladových tř́ıd C2n/D2i , ve kterých lež́ı součty a + b a ri(a) +
ri(b), stejné. Protože každá rozkladová tř́ıda C2n/D2i je také rozkladovou
tř́ıdou Cn

2 /D2i , je také ri(ri(a)⊕ri(b)) = ri(a⊕b). Prvek si(ri(a)+ri(b)) ∈
D2i nazýváme přenosem z i-té souřadnice při modulárńım sč́ıtáńı.

Lemma 3.2. Pro každou dvojici a, b ∈ 2n a každé i = 0, . . . , n− 1 plat́ı
ri+1(a+ b) = (0, . . . , 0, ai⊕ bi⊕ eii, ai−1⊕ bi−1⊕ ei−1

i−1, . . . , a1⊕ b1⊕ e1
1, a0⊕

b0), kde ek = (ekn−1, . . . , e
k
k, 0, . . . , 0) ∈ D2k , k = 1, . . . , i, je přenos1 při

(modulárńım) sč́ıtáńı z (k − 1)-ńı pozice.

1V př́ıpadě standardńıho grupového páru může být nenulový přenos pouze z i-té
na (i + 1)-ńı pozici. Tedy hodnoty ek

l pro l 6= k jsou nulové. V následuj́ıćı kapitole
ukážeme, že toto obecně neplat́ı.
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D̊ukaz. Lemma dokážeme indukćı podle i. Z rovnosti (3.4) plyne, že
r1(a+ b) = (0, . . . , 0, a0 ⊕ b0). Pro i = 0 tedy tvrzeńı plat́ı.

Všimněme si, že pro každé i = 1, . . . , n − 1 a každou dvojici a, b ∈
2n je ri(a) + ri(b) = ri(a + b) + ei, ei ∈ D2i , což pro i = 1 znamená
(0, . . . , 0, a0) + (0, . . . , 0, b0) = (0, . . . , 0, a0⊕ b0) + (e1

n−1, . . . , e
1
1, 0). Proto

r2(a) + r2(b) = (0, . . . , 0, a1, a0) + (0, . . . , 0, b1, b0) =

= (0, . . . , 0, a1, 0) + (0, . . . , 0, b1, 0) +

+ (0, . . . , 0, a0 ⊕ b0) + (e1
n−1, . . . , e

1
1, 0) =

= (0, . . . , 0, a1 ⊕ b1 ⊕ e1
1, 0) + (0, . . . , 0, a0 ⊕ b0) +

+ (e2
n−1, . . . , e

2
2, 0, 0) =

= (0, . . . , 0, a1 ⊕ b1 ⊕ e1
1, a0 ⊕ b0) + (e2

n−1, . . . , e
2
2, 0, 0),

z čehož plyne r2(a+ b) = (0, . . . , 0, a1 ⊕ b1 ⊕ e1
1, a0 ⊕ b0).

Předpokládejme, že ri(a+b) = (0, . . . , 0, ai−1⊕bi−1⊕ei−1
i−1, . . . , a0⊕b0)

a ukažme, že ri+1(a+b) = (0, . . . , 0, ai⊕bi⊕eii, ai−1⊕bi−1⊕ei−1
i−1, . . . , a0⊕

b0), kde i = 2, . . . , n− 1.
Je

ri+1(a) + ri+1(b) =

= (0, . . . , 0, ai, ai−1, . . . , a0) + (0, . . . , 0, bi, bi−1, . . . , b0) =

= (0, . . . , 0, ai, 0, . . . , 0) + (0, . . . , 0, bi, 0, . . . , 0) +

+ (0, . . . , 0, ai−1 ⊕ bi−1 ⊕ ei−1
i−1, . . . , a0 ⊕ b0) +

+ (ein−1, . . . , e
i
i, 0, . . . , 0) = (0, . . . , 0, ai ⊕ bi ⊕ eii, 0, . . . , 0) +

+ (0, . . . , 0, ai−1 ⊕ bi−1 ⊕ ei−1
i−1, . . . , a0 ⊕ b0) +

+ (ei+1
n−1, . . . , e

i+1
i+1, 0, . . . , 0) =

= (0, . . . , 0, ai ⊕ bi ⊕ eii, ai−1 ⊕ bi−1 ⊕ ei−1
i−1, . . . , a0 ⊕ b0) +

+ (ei+1
n−1, . . . , e

i+1
i+1, 0, . . . , 0).

A protože je ri+1(a) + ri+1(b) = ri+1(a+ b) + ei+1, plat́ı ri+1(a+ b) =
(0, . . . , 0, ai ⊕ bi ⊕ eii, ai−1 ⊕ bi−1 ⊕ ei−1

i−1, . . . , a0 ⊕ b0).

Tvrzeńı 3.3. Je-li rovnice (3.2) řešitelná modulo D21, pak je řešitelná
modulo D22, právě když α1, β1, γ1, α0, β0 splňuj́ı jednu z podmı́nek uve-
dených v tabulce 3.1. Je-li splněná některá z těchto podmı́nek, pak jsou
řešeńım takové dvojice x, y ∈ 2n, jejichž hodnoty x0, y0 jsou v tabulce
3.1 na stejných řádćıch jako hodnoty α1 ⊕ β1 ⊕ γ1, α0, β0

2. V př́ıpadě, že

2Význam sloupce d1
1 v tabulce 3.1 ozřejmı́me později.
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α1 ⊕ β1 ⊕ γ1, α0, β0 nabývaj́ı hodnot, které nejsou uvedeny v tabulce 3.1,
nemá rovnice (3.2) řešeńı modulo D22, a tedy nemá řešeńı.

Tabulka 3.1: Hodnoty x0, y0 vyhovuj́ıćı rovnici (3.5) při
znalosti α0, β0, α1, β1, γ1; hodnoty d1

1 jsou pouze pomocné
a jsou jednoznačně určitelné z hodnot x0, y0

α1 ⊕ β1 ⊕ γ1 α0 β0 x0 y0 d1
1

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 1 1
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 0
1 0 1 1 0 0
1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 0
1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1

D̊ukaz. Předpokládejme, že rovnice (3.3) je řešitelná a hledejme x, y ∈ 2n

taková, že plat́ı

(x⊕ α) + (y ⊕ β) = (x+ y)⊕ γ (mod D22). (3.5)

Podle lemmatu 3.2 je přirozený reprezentant r2((x ⊕ α) + (y ⊕ β))
výrazu (x⊕α) + (y⊕ β) roven (0, . . . , 0, x1⊕α1⊕ y1⊕ β1⊕ c1

1, x0⊕α0⊕
y0⊕β0), kde r1(x⊕α) + r1(y⊕β) = r1((x⊕α) + (y⊕β)) + c1. Podobně
spoč́ıtáme r2((x + y) ⊕ γ) = (0, . . . , 0, x1 ⊕ y1 ⊕ γ1 ⊕ d1

1, x0 ⊕ y0 ⊕ γ0),
kde r1(x) + r1(y) = r1(x + y) + d1, a tedy (r1(x) + r1(y)) ⊕ r1(γ) =
(r1(x+ y) + d1)⊕ r1(γ) = r1(x+ y)⊕ r1(γ) + d1 = r1((x+ y)⊕ γ) + d1,
nebot’ d1 ∈ D21 .
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Existuje-li řešeńı rovnice (3.3), pak řešeńım rovnice (3.5) jsou právě
všechny dvojice x, y ∈ 2n takové, že

x1 ⊕ α1 ⊕ y1 ⊕ β1 ⊕ c1
1 = x1 ⊕ y1 ⊕ γ1 ⊕ d1

1,

neboli
c1

1 ⊕ d1
1 = α1 ⊕ β1 ⊕ γ1. (3.6)

Snadno ověř́ıme, že

• c1
1 = 0⇔ (α0 = x0 ∨ β0 = y0),

• c1
1 = 1⇔ (α0 6= x0 ∧ β0 6= y0),

• d1
1 = 0⇔ (x0 = 0 ∨ y0 = 0),

• d1
1 = 1⇔ (x0 = 1 ∧ y0 = 1).

Řešme nyńı rovnici (3.6). Mohou nastat dva př́ıpady:

1. Je-li α1 ⊕ β1 ⊕ γ1 = 0, pak c1
1 ⊕ d1

1 = 0. Zde opět rozlǐśıme dva
př́ıpady:

(a) c1
1 = 0 ∧ d1

1 = 0

Dı́ky pozorováńı za rovnićı (3.6) vid́ıme, že rovnici (3.5) v ta-
kovém př́ıpadě vyhovuj́ı hodnoty x0, y0, α0, β0 uvedené v ta-
bulce 3.2.

(b) c1
1 = 1 ∧ d1

1 = 1

Hodnoty x0, y0, α0, β0 vyhovuj́ıćı rovnici (3.5) v tomto př́ıpadě
jsou uvedeny v tabulce 3.3

2. Je-li α1 ⊕ β1 ⊕ γ1 = 1, neboli c1
1 ⊕ d1

1 = 1, pak bud’

(a) c1
1 = 0 ∧ d1

1 = 1

nebo

(b) c1
1 = 1 ∧ d1

1 = 0.

Hodnoty x0, y0, α0, β0 vyhovuj́ıćı rovnici (3.5) v př́ıpadech 2a,
resp. 2b, jsou uvedeny v tabulkách 3.5, resp. 3.4.

Tabulka 3.1 je shrnut́ım tabulek 3.2, 3.3, 3.4 a 3.5.
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Tabulka 3.2: Hodnoty x0, y0, α0, β0 vyhovuj́ıćı rovnici (3.5) v př́ıpadě, že
c1

1 = 0 ∧ d1
1 = 0

x0 y0 α0 β0

0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 0 1 1

Tabulka 3.3: Hodnoty x0, y0, α0, β0 vyhovuj́ıćı rovnici (3.5) v př́ıpadě, že
c1

1 = 1 ∧ d1
1 = 1

x0 y0 α0 β0

1 1 0 0

Tabulka 3.4: Hodnoty x0, y0, α0, β0 vyhovuj́ıćı rovnici (3.5) v př́ıpadě, že
c1

1 = 0 ∧ d1
1 = 1

x0 y0 α0 β0

1 1 0 1
1 1 1 0
1 1 1 1

Tabulka 3.5: Hodnoty x0, y0, α0, β0 vyhovuj́ıćı rovnici (3.5) v př́ıpadě, že
c1

1 = 1 ∧ d1
1 = 0

x0 y0 α0 β0

0 0 1 1
0 1 1 0
1 0 0 1
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Nyńı ukážeme obecný indukčńı krok. Předpokládejme, že známe mno-
žinu řešeńı rovnice (3.2) modulo D2i , kde i = 2, . . . , n − 1. Potřebujeme
zjistit, která z těchto řešeńı vyhovuj́ı také rovnici

(x⊕ α) + (y ⊕ β) = (x+ y)⊕ γ (mod D2i+1). (3.7)

Budeme postupovat podobně jako při hledáńı řešeńı modulo D22 za
předpokladu řešitelnosti modulo D21 , avšak s t́ım rozd́ılem, že ci,di, kde
i = 2, . . . , n − 1, nezáviśı pouze na αi−1, βi−1, xi−1, yi−1, jako to bylo
u i = 1, ale také na ci−1,di−1.

Tvrzeńı 3.4. Je-li rovnice (3.2) řešitelná modulo D2i, kde i = 1, . . . ,
n− 1, pak je řešitelná modulo D2i+1, právě když αi, βi, γi, αi−1, βi−1, γi−1,
splňuj́ı jednu z podmı́nek uvedených v tabulce 3.6. Pokud je některá z těch-
to podmı́nek splněná, pak jsou řešeńım takové dvojice x, y ∈ 2n, pro
které jsou hodnoty di−1

i−1, xi−1, yi−1 v tabulce 3.6 na řádćıch s hodnotami
αi ⊕ βi ⊕ γi, αi−1, βi−1, γi−1. V př́ıpadě, že αi ⊕ βi ⊕ γi, αi−1, βi−1, γi−1

nabývaj́ı hodnot, které nejsou uvedeny v tabulce 3.6, nemá rovnice (3.2)
řešeńı modulo D2i+1, a tedy nemá řešeńı.

Tabulka 3.6: Hodnoty di−1
i−1, xi−1, yi−1 vyhovuj́ıćı rovnici

(3.7) při znalosti αi−1, βi−1, γi−1, αi, βi, γi; hodnoty dii jsou
pouze pomocné a jsou jednoznačně určitelné z hodnot
di−1
i−1, xi−1, yi−1

αi ⊕ βi ⊕ γi αi−1 βi−1 γi−1 di−1
i−1 xi−1 yi−1 dii

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 1 1
0 0 0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1

Pokračováńı na následuj́ıćı straně
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Tabulka 3.6 – pokračováńı
αi ⊕ βi ⊕ γi αi−1 βi−1 γi−1 di−1

i−1 xi−1 yi−1 dii
0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 1 0 1

0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 1 0
0 0 1 1 1 1 0 1
0 0 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 1 1 1
0 1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 1 0 1 1

0 1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 1 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 1 1

0 1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0 1

1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 1 1 0 1

1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 1 1
1 0 1 0 1 1 1 1

1 0 1 1 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 1 1

Pokračováńı na následuj́ıćı straně
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Tabulka 3.6 – pokračováńı
αi ⊕ βi ⊕ γi αi−1 βi−1 γi−1 di−1

i−1 xi−1 yi−1 dii
1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 1 0
1 1 0 0 1 1 0 1
1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 0 1 0 0 1 0
1 1 0 1 0 1 1 1
1 1 0 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1 0 1

1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 1 1 1
1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 1 0 0
1 1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

D̊ukaz. Předpokládejme, že rovnice (3.2) je řešitelná modulo D2i . Z lem-
matu 3.2 plyne, že reprezentanty ri+1((x⊕α)+(y⊕β)), ri+1((x+y)⊕γ)
jsou tvaru:

ri+1((x⊕ α) + (y ⊕ β)) = (0, . . . , 0, xi ⊕ αi ⊕ yi ⊕ βi ⊕ cii, . . . , (3.8)

x1 ⊕ α1 ⊕ y1 ⊕ β1 ⊕ c1
1, x0 ⊕ α0 ⊕ y0 ⊕ β0),

ri+1((x+ y)⊕ γ) = (0, . . . , 0, xi ⊕ yi ⊕ γi ⊕ dii, . . . , x1 ⊕ y1 ⊕ γ1 ⊕ d1
1,

x0 ⊕ y0 ⊕ γ0). (3.9)

Dvojice x, y ∈ 2n je řešeńım rovnice (3.7), právě když se shoduj́ı
reprezenanty (3.8), (3.9) př́ıslušné této dvojici, což je právě tehdy, když
je splněna rovnost

xi ⊕ αi ⊕ yi ⊕ βi ⊕ cii = xi ⊕ yi ⊕ γi ⊕ dii,
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čili
cii ⊕ dii = αi ⊕ βi ⊕ γi.

Plat́ı

• cii = 0 ⇔ (xi−1 ⊕ αi−1 = 0 ∧ yi−1 ⊕ βi−1 = 0 ∧ ci−1
i−1 = 0) ∨

(xi−1 ⊕ αi−1 = 0 ∧ yi−1 ⊕ βi−1 = 0 ∧ ci−1
i−1 = 1) ∨

(xi−1 ⊕ αi−1 = 0 ∧ yi−1 ⊕ βi−1 = 1 ∧ ci−1
i−1 = 0) ∨

(xi−1 ⊕ αi−1 = 1 ∧ yi−1 ⊕ βi−1 = 0 ∧ ci−1
i−1 = 0),

• cii = 1 ⇔ (xi−1 ⊕ αi−1 = 0 ∧ yi−1 ⊕ βi−1 = 1 ∧ ci−1
i−1 = 1) ∨

(xi−1 ⊕ αi−1 = 1 ∧ yi−1 ⊕ βi−1 = 0 ∧ ci−1
i−1 = 1) ∨

(xi−1 ⊕ αi−1 = 1 ∧ yi−1 ⊕ βi−1 = 1 ∧ ci−1
i−1 = 0) ∨

(xi−1 ⊕ αi−1 = 1 ∧ yi−1 ⊕ βi−1 = 1 ∧ ci−1
i−1 = 1),

• dii = 0 ⇔ (xi−1 = 0 ∧ yi−1 = 0 ∧ di−1
i−1 = 0) ∨

(xi−1 = 0 ∧ yi−1 = 0 ∧ di−1
i−1 = 1) ∨

(xi−1 = 0 ∧ yi−1 = 1 ∧ di−1
i−1 = 0) ∨

(xi−1 = 1 ∧ yi−1 = 0 ∧ di−1
i−1 = 0),

• dii = 1 ⇔ (xi−1 = 0 ∧ yi−1 = 1 ∧ di−1
i−1 = 1) ∨

(xi−1 = 1 ∧ yi−1 = 0 ∧ di−1
i−1 = 1) ∨

(xi−1 = 1 ∧ yi−1 = 1 ∧ di−1
i−1 = 0) ∨

(xi−1 = 1 ∧ yi−1 = 1 ∧ di−1
i−1 = 1).

neco
Z těchto údaj̊u3 źıskáme tabulku 3.6.

Srovnáme-li tabulky 3.1 a 3.6, vid́ıme, že hledáńı řešeńı rovnice (3.2)
modulo D22 za předpokladu jej́ı řešitelnosti modulo D21 je speciálńı
př́ıpad obecného indukčńıho kroku. Pokud bychom z tabulky 3.6 vybrali
právě ty řádky, na kterých je αi−1⊕ βi−1⊕ γi−1 = 0 a di−1

i−1 = 0 a položili
i = 1, źıskali bychom tabulku 3.1.

Vynecháme-li z tabulky 3.6 sloupce αi⊕βi⊕γi a dii, dosad́ıme-li i = n
a řádky vzniklé tabulky vhodně přeuspořádáme, zjist́ıme, že (v př́ıpadě,
že rovnice (3.2) je řešitelná) dvojice xn−1, yn−1 může nabývat libovolných
hodnot bez ohledu na hodnoty αn−1, βn−1, γn−1, d

n−1
n−1.

Z tabulky 3.6 je zřejmé, že pro pevně daná αi, βi, γi, αi−1, βi−1, γi−1

3Chceme, aby tabulka 3.6 ukazovala závislost xi−1, yi−1, d
i−1
i−1 na αi−1, βi−1, γi−1,

αi, βi, γi. K tomu využijeme rovnosti cii⊕di
i = αi⊕βi⊕γi. Také v́ıme, že ci−1

i−1⊕d
i−1
i−1 =

αi−1 ⊕ βi−1 ⊕ γi−1, a ze znalosti αi−1, βi−1 spočteme γi−1.
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plat́ı pro velikosti množin řešeńı následuj́ıćı rovnost

#{αi ⊕ βi ⊕ γi, αi−1, βi−1, γi−1, d
i−1
i−1, xi−1, yi−1, d

i
i|

di−1
i−1 = 0;xi−1, yi−1, d

i
i ∈ {0, 1}} = (3.10)

= #{αi ⊕ βi ⊕ γi, αi−1, βi−1, γi−1, d
i−1
i−1, xi−1, yi−1, d

i
i|

di−1
i−1 = 1;xi−1, yi−1, d

i
i ∈ {0, 1}}

pro každé i = 1, . . . , n−1. Tuto velikost nazveme pro účely následuj́ıćıho
odstavce počtem řešeńı dané rovnice na i-tém bitu. Protože hodnota
dii nezáviśı na αj, βj, γj, j = 0, . . . , n − 1, ale pouze na xi−1, yi−1, d

i−1
i−1,

plat́ı rovnost pro velikost množin trojic (di−1
i−1 = 0, xi−1, yi−1) a (di−1

i−1 =
1, xi−1, yi−1), které vyhovuj́ı soustavě (3.1) modulo D2i .

Počet dvojic (xi−1, yi−1), které vyhovuj́ı soustavě (3.1) modulo D2i ,
tedy nezáviśı na hodnotě di−1

i−1, ale pouze na hodnotách αi, βi, γi, αi−1, βi−1,
γi−1, proto je počet řešeńı soustavy (3.1) roven součinu počt̊u řešeńı na
jednotlivých bitech.

3.3 Algoritmus

Nyńı poṕı̌seme algoritmus na hledáńı všech řešeńı soustavy (3.1).

Algoritmus 3.5. neco
Vstup: Keoficienty αi[k], βi[k], γi[k], i = 0, . . . , n− 1, k = 1, . . . ,m.
Výstup: Množina všech dvojic x = (xn−1, . . . , x0), y = (yn−1, . . . , y0),
které jsou řešeńım soustavy (3.1) s koeficienty ze vstupu.
Postup:

1. Pro k = 1, . . . ,m :

2. Ověř, jestli α0[k]⊕ β0[k]⊕ γ0[k] = 0.

3. Pokud tato rovnost neplatı́, pak soustava (3.1)

nemá řešenı́. Konec.

4. Pro k = 1, . . . ,m :

5. Polož d0
0[k] = 0.

6. Pro i = 2, . . . , n :

7. Pro k = 1, . . . ,m :
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8. V tabulce 3.6 najdi množinu všech řešenı́ k-té
rovnice soustavy (3.1) modulo D2i , tj. množinu

čtveřic (di−1
i−1, xi−1, yi−1, d

i
i)

4, které vyhovujı́ dané

rovnici modulo D2i.

9. Pokud takové řešenı́ neexistuje, pak soustava (3.1)

nemá řešenı́. Konec.

10. Urči průnik množin řešenı́ jednotlivých rovnic modulo

D2i.

11. Zkombinuj výsledky5, xn−1, yn−1 libovolné.

Věta 3.6. Nalezeńı jednoho řešeńı soustavy (3.1) pomoćı algoritmu 3.5
má časovou složitost polynomiálńı vzhledem k mn, kde m je počet rovnic
soustavy (3.1). Nemá-li soustava (3.1) řešeńı, pak tuto skutečnost zjist́ıme
také v čase O(mn).

D̊ukaz. Rozeberme časovou složitost jednotlivých krok̊u algoritmu. Kroky
2. a 3. maj́ı konstantńı časovou složitost, takže kroky 1.–3. maj́ı složitost
O(m). Kroky 4.–5. maj́ı také časovou složitost O(m). Krok 8. má kon-
stantńı časovou složitost, nebot’ hledáńı řešeńı v tabulce 3.6 má složitost
logaritmickou vzhledem k počtu řádk̊u tabulky, který je konstantńı. Krok
9. má také konstantńı složitost. Pr̊unik m množin, z nichž každá má ve-
likost maximálně l, lze nalézt v O(ml2). V našem př́ıpadě je l = 4.
Složitost kroku 10. je tedy opět v O(m). Kroky 6.–10. maj́ı tedy složitost
O(mn).

Pokud ukonč́ıme krok 11. po nalezeńı prvńıho řešeńı, źıskáme tak
jedno řešeńı soustavy (3.1) v čase O(n).

Celková časová složitost takto upraveného algoritmu je tedy vO(mn).
Nemá-li soustava (3.1) řešeńı, zjist́ıme to v pr̊uběhu krok̊u 1. - 10.

algoritmu 3.5, tedy v čase O(mn).

Poznámka 3.7. Počet všech řešeńı soustavy (3.1) může být exponenciálńı
vzhledem k n (je v O(4n)). Proto nalezeńı všech řešeńı soustavy (3.1)
obecně neńı polynomiálńı vzhledem k mn.

4Hodnota di
i neńı součást́ı řešeńı. Je to pomocná hodnota, kterou využijeme

v kroku 11.
5Principem prohledáváńı do hloubky, a to tak, aby hodnota di−1

i−1 źıskaná při hledáńı
řešeńı soustavy modulo D2i byla shodná s hodnotou di−1

i−1, která je součást́ı řešeńı
modulo D2i+1 .
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Tabulka 3.6 (bez sloupce dii) odpov́ıdá tabulce 1 z článku [1]. Tabulka
3.6 je však jednorozměrná, zat́ımco tabulka 1 z článku je dvourozměrná.
Hodnoty αi, βi, γ̃i, xi, yi, ci z tabulky z článku odpov́ıdaj́ı pořadě hod-
notám αi−1, βi−1, αi−1⊕βi−1⊕γi−1, xi−1, yi−1, d

i−1
i−1 z tabulky 3.6. Hodnoty

γ̃i+1 uvedené
”
uvnitř“ tabulky 1 z článku odpov́ıdaj́ı hodnotám αi⊕βi⊕γi

v tabulce 3.6.
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Kapitola 4

Abelovské grupové páry

V této kapitole budeme zkoumat, za jakých podmı́nek je soustava (3.1)
řešitelná v abelovském grupovém páru (G,H) (viz definici 2.2) na mno-
žině X mohutnosti 2n.

V předchoźı kapitole, která se týkala článku [1], jsme použ́ıvali in-
dexaci podgrup a souřadnic, která korespondovala s indexaćı použitou
v tomto článku. V této kapitole budeme použ́ıvat

”
obrácenou“ indexaci,

jak uvid́ıme v následuj́ıćıcm odstavci.
Na množině X budeme uvažovat algebru (X, 0,+,⊕). Grupy G, H de-

finujeme následovně: G = (X, 0,⊕) a H = (X, 0,+). V celé kapitole
budeme předpokládat, že ιX = π0 ⊂ π1 ⊂ · · · ⊂ πn = X ×X je posloup-
nost kongruenćı algebry (X, 0,+,⊕). Pro i = 0, . . . , n označme symbolem
Xi tř́ıdu kongruence πi, která obsahuje prvek 0. Grupy G a H maj́ı
společný neutrálńı prvek 0, proto (Xi, 0,⊕) je podgrupa G a (Xi, 0,+) je
podgrupa H a πi je rozklad G/Xi a H/Xi pro každé i = 0, . . . , n. Odtud
plyne, že {0} = X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xn = X. Z Lagrangeovy věty a ze
skutečnost́ı, že mohutnost množiny X je 2n a inkluze mezi Xi−1 a Xi

jsou ostré pro všechna i = 1, . . . , n, plyne, že Xi−1 má index 2 v Xi pro
i = 1, . . . , n.

Definice 4.1. Abelovský grupový pár (G = (X, 0,⊕), H = (X, 0,+)) na
množině X mohutnosti 2n takový, že existuje maximálńı řet́ızek kongru-
enćı ιX = π0 ⊂ π1 ⊂ · · · ⊂ πn = X ×X algebry (X, 0,+,⊕), nazýváme
hustým abelovským grupovým párem na množině X.

Pro každé i = 1, . . . , n zvolme ei ∈ Xi \Xi−1. Takové prvky existuj́ı,
protože Xi−1 má index 2 v Xi pro i = 1, . . . , n. Pro každé i = 1, . . . , n−1
plat́ı, že prvek ei+1 nelež́ı v podalgebře Xi algebry X, která obsahuje
prvky e1, . . . , ei. Tuto posloupnost nazveme báźı grupového páru (G,H)
a označ́ıme EX = (e1, e2, . . . , en).
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Lemma 4.2. Každý prvek x ∈ X lze jednoznačně zapsat jako x =∑n
j=1 xjej =

⊕n
j=1 yjej, kde xj, yj ∈ {0, 1} pro j = 1, . . . , n.

D̊ukaz. Lemma dokážeme pouze pro operaci +. Pro operaci ⊕ by byl
d̊ukaz obdobný.

Nejprve dokážeme existenci vyjádřeńı x =
∑n

j=1 xjej, xj ∈ {0, 1}, j =
1, . . . , n. Indukćı podle i ukážeme, že každé x ∈ Xi lze zapsat jako x =∑i

j=1 xjej, kde xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , i. Necht’ i = 1. Množina X1

obsahuje pouze dva prvky 0 = 0·e1 a e1 = 1·e1. Necht’ tedy i = 1, . . . , n−
1. Předpokládejme, že každé x′ ∈ Xi lze zapsat jako x′ =

∑i
j=1 xjej,

kde xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , i. Necht’ x ∈ Xi+1. Pak bud’ x ∈ Xi nebo
x ∈ Xi+1 \ Xi. V prvńım př́ıpadě je x = x′ = x′ + 0 · ei+1 pro nějaké
x′ ∈ Xi. Ve druhém př́ıpadě x = x′ + 1 · ei+1. Je tedy x =

∑i+1
j=1 xjej,

xj ∈ {0, 1}, j = 1, . . . , i+ 1, pro každé x ∈ Xi+1.
Zbývá dokázat jednoznačnost vyjádřeńı x =

∑n
j=1 xjej. Necht’ jsou∑n

j=1 xjej a
∑n

j=1 x
′
jej dvě r̊uzná vyjádřeńı prvku x ∈ X. Označme k =

max{j;xj 6= x′j}. Je 0 =
∑n

j=1 xjej −
∑n

j=1 x
′
jej =

∑k
j=1 x

′′
j ej, kde x′′j ∈

{−1, 0, 1}, j = 1, . . . , k. Je tedy 0 =
∑k

j=1 x
′′
j ej ∈ Xk \Xk−1, což je spor

se skutečnost́ı, že 0 ∈ X0 ⊂ Xk−1.

Poznámka 4.3. Kdykoliv budeme v daľśım textu hovořit o vyjádřeńı
prvku x ∈ X pomoćı operace + nebo o jeho vyjádřeńı pomoćı operace ⊕,
budeme t́ım myslet jeho vyjádřeńı z lemmatu 4.2, tedy x =

∑n
j=1 xjej,

kde xj ∈ {0, 1} pro j = 1, . . . , n, nebo x =
⊕n

j=1 yjej, kde yj ∈ {0, 1}
pro j = 1, . . . , n.

Definice 4.4. Necht’ x ∈ X má následuj́ıćı vyjádřeńı pomoćı operaćı
+ a ⊕: x =

∑n
j=1 xjej =

⊕n
j=1 yjej. Uspořádanou n-tici (x1, x2, . . . , xn)

nazýváme souřadnice prvku x vzhledem k bázi EX př́ıslušné operaci +,
uspořádanou n-tici (y1, y2, . . . , yn) nazýváme souřadnice prvku x vzhle-
dem k bázi EX př́ıslušné operaci ⊕.

Nyńı definujeme pojem d̊uležitý pro hledáńı řešeńı soustav diferenčńıch
rovnic v hustém abelovském grupovém páru (G,H).

Definice 4.5. Váha w je funkce w : X → {0, . . . , n}, která každému
prvku x ∈ X přǐrad́ı následuj́ıćı hodnotu:

w(x) = nejmenš́ı j takové, že x ∈ Xj.

Hodnotu w(x) nazýváme váhou prvku x.

Předchoźı definice je korektńı, protože každý prvek x ∈ X je prvkem
Xn = X a pro podgrupy plat́ı X0 ⊂ X1 ⊂ · · · ⊂ Xn.
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Lemma 4.6. Pro každý prvek ei ∈ EX plat́ı w(ei+ei) < i a w(ei⊕ei) < i.

D̊ukaz. Toto lemma opět stač́ı dokázat pro jednu z operaćı, nebot’ pro
druhou operaci by byl d̊ukaz obdobný. Dokážeme je pro operaci +.

Z volby prvk̊u báze EX plyne, že w(ei + ei) ≤ i.
Předpokládejme, že w(ei + ei) = i, neboli ei + ei ∈ Xi \Xi−1. Prvek

ei+ei pak můžeme vyjádřit jako ei+ei = ei+hi−1, kde hi−1 ∈ Xi−1. Proto
ei = hi−1, a tedy ei ∈ Xi−1, což je spor s volbou prvk̊u báze EX .

Důsledek 4.7. Pro každé dva prvky x, y ∈ X plat́ı

(i) w(x) = w(y)⇒ (w(x+ y) < w(x) ∧ w(x⊕ y) < w(x)),

(ii) w(x) > w(y)⇒ (w(x+ y) = w(x) ∧ w(x⊕ y) = w(x)).

Tedy ∀x, y ∈ X : w(x + y) ≤ max{w(x), w(y)}, w(x ⊕ y) ≤ max{w(x),
w(y)}.

D̊ukaz. Podobně jako předchoźı lemma dokážeme toto tvrzeńı pouze pro
operaci +. Bud’te (x1, . . . , xn) a (y1, . . . , yn) souřadnice prvk̊u x a y vzhle-
dem k bázi EX př́ıslušné operaci +.

(i) Označme i = w(x) = w(y). Je x, y ∈ Xi \Xi−1, tedy

x = ei + hx, hx ∈ Xi−1,

y = ei + hy, hy ∈ Xi−1.

Proto x+y = (ei+ei)+hx+hy, kde (ei+ei) ∈ Xi−1 podle lemmatu
4.6. Tedy x+ y ∈ Xi−1, a proto w(x+ y) < i.

(ii) Označme opět i = w(x) a j = w(y). Je x ∈ Xi\Xi−1 a y ∈ Xj\Xj−1.
Protože i > j, je Xj ⊆ Xi−1. Tedy y ∈ Xi−1. A protože x = ei+hx,
kde hx ∈ Xi−1, dostáváme x+ y = ei +hx + y, kde (hx + y) ∈ Xi−1,
tedy x+ y ∈ Xi \Xi−1.

Z d̊usledku 4.7 snadno plyne, že pro každé x ∈ X plat́ı

w(−x) = w(	x) = w(x). (4.1)

Podobně jako v 2. kapitole zavedeme pro každé i = 0, . . . , n − 1
přirozený systém reprezentant̊u rozkladových tř́ıd X/Xi př́ıslušný operaci
⊕, který znač́ıme

R⊕(X/Xi).
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Přirozeným reprezentantem prvku x =
⊕n

j=1 xjej ∈ X př́ıslušným ope-
raci ⊕ v rozkladové tř́ıdě X/Xi je prvek

r⊕i+1(x) =
n⊕

j=i+1

xjej ∈ X \Xi. (4.2)

Nejprve je třeba ukázat, že jde opravdu o systém reprezentant̊u X/Xi.
Množina R⊕(X/Xi) má 2n−i prvk̊u, proto stač́ı ukázat, že dva r̊uzné
prvky této množiny lež́ı v r̊uzných tř́ıdách X/Xi. Předpokládejme, že
dva r̊uzné reprezentanty r⊕i+1(x) =

⊕n
j=i+1 xjej, r

⊕
i+1(y) =

⊕n
j=i+1 yjej

lež́ı ve stejné rozkladové tř́ıdě X/Xi. Prvky r⊕i+1(x) a r⊕i+1(y) jsou tedy
kongruentńı modulo Xi, a tedy jejich rozd́ıl lež́ı v Xi, 0 6= r⊕i+1(x) 	
r⊕i+1(y) ∈ Xi. Označme z = r⊕i+1(x) 	 r⊕i+1(y) =

⊕i
j=1 zjej. Je r⊕i+1(x) =

z ⊕ r⊕i+1(y) =
⊕n

j=1 tjej, kde tj = zj pro j = 1, . . . , i a tj = yj pro
j = i + 1, . . . , n. Prvek

⊕n
j=1 tjej ale neńı prvkem X \ Xi, což je spor

s vyjádřeńım (4.2).
Pro každé i = 0, . . . , n− 1 lze každý prvek x ∈ X jednoznačně zapsat

jako součet
x = r⊕i+1(x)⊕ s⊕i+1(x),

kde r⊕i+1(x) ∈ R⊕(X/Xi), s
⊕
i+1(x) ∈ Xi.

Dále pro každé i, j = 0, . . . , n − 1, i > j zavedeme přirozený systém
reprezentant̊u rozkladových tř́ıd Xi/Xj následovně:

R⊕(Xi/Xj) := R⊕(X/Xj) ∩Xi.

Řekneme, že dva prvky x, y ∈ X jsou si rovny modulo podalgebra
Xi = (Xi, 0,+,⊕), právě když lež́ı ve stejné rozkladové tř́ıdě X podle
Xi.

Podobně jako v př́ıpadě standardńıho grupového páru (viz str. 12)
plat́ı pro i = 1, . . . , n a pro libovolné dva prvky a, b ∈ X následuj́ıćı
rovnost

r⊕i (a)⊕ r⊕i (b) = r⊕i (a⊕ b)⊕ s⊕i (r⊕i (a)⊕ r⊕i (b)), (4.3)

kde s⊕i (r⊕i (a)⊕r⊕i (b)) ∈ Xi−1. Prvek s⊕i (r⊕i (a)⊕r⊕i (b)) nazveme přenosem
z i-té souřadnice při operaci ⊕.

Dále zavedeme pro každé i = 0, . . . , n− 1 přirozený systém reprezen-
tant̊u rozkladových tř́ıd X/Xi př́ıslušný operaci +, který znač́ıme

R+(X/Xi).
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Přirozeným reprezentantem prvku x =
∑n

j=1 yjej ∈ X př́ıslušným ope-
raci + v rozkladové tř́ıdě X/Xi je prvek

r+
i+1(x) =

n∑
j=i+1

yjej ∈ X \Xi. (4.4)

Přirozený systém reprezentant̊u R+(X/Xi) má obdobné vlastnosti jako
přirozený systém reprezentant̊u R⊕(X/Xi).

Pro každé i = 0, . . . , n− 1 lze každý prvek x ∈ X jednoznačně zapsat
jako součet

x = r+
i+1(x) + s+

i+1(x),

kde r+
i+1(x) ∈ R+(X/Xi), s

+
i+1(x) ∈ Xi.

Pro operaci + plat́ı také následuj́ıćı obdoda rovnosti (4.3):

r+
i (a) + r+

i (b) = r+
i (a+ b) + s+

i (r+
i (a) + r+

i (b)), (4.5)

kde s+
i (r+

i (a)+r+
i (b)) ∈ Xi−1. Prvek s+

i (r+
i (a)+r+

i (b)) nazveme přenosem
z i-té souřadnice při operaci +.

Protože pro každé i ∈ {1, . . . , n} množina R⊕(Xi/Xi−1) obsahuje
pouze dva prvky 0 a ei, plat́ı následuj́ıćı lemma.

Lemma 4.8. Necht’ i ∈ {1, . . . , n}. Pro každé dva prvky u, v ∈ R⊕(Xi/
Xi−1) plat́ı r⊕i (u+ v) = r⊕i (u⊕ v), neboli u+ v = u⊕ v (mod Xi−1).

4.1 Vyjádřeńı operace + pomoćı operace ⊕
K hledáńı řešeńı soustav diferenčńıch rovnic v hustém abelovském gru-
povém páru ((X, 0,+), (X, 0,⊕)) je třeba umět vyjádřit jednu operaci
pomoćı druhé. Operace + a ⊕ jsou z tohoto hlediska rovnocenné. Protože
však v př́ıpadě standardńıho grupového páru převád́ıme operaci + na
operaci ⊕, použijeme tento př́ıstup i v př́ıpadě obecněǰśıho hustého abe-
lovského grupového páru.

Vyjádřeńı operace + pomoćı operace⊕ na množináchXi, i = 1, . . . , n,
źıskáme indukćı podle i. Pro i = 1, 2 je situace jednoduchá. Podmnožina
X1 množiny X obsahuje pouze dva prvky: 0 a e1. Je w(e1 + e1) =
w(e1 ⊕ e1) = 0, a tedy e1 + e1 = e1 ⊕ e1 = 0.

Množina X2 je čtyřprvková, X2 = {0, e1, e2, e1 + e2} = {0, e1, e2, e1 ⊕
e2}. Podle lemmatu 4.2 o jednoznačnosti vyjádřeńı je e1 + e2 = e1 ⊕ e2.
Pro úplný popis operaćı + a ⊕ v množině X2 zbývá ukázat, jak mohou
vypadat prvky e2 + e2 a e2⊕ e2. Vzhledem k tomu, že je (podle lemmatu
4.6) w(e2 +e2) < 2 a w(e2⊕e2) < 2, muśı být e2 +e2, e2⊕e2 ∈ X1, a tedy
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bud’ e2 +e2 = 0 nebo e2 +e2 = e1, podobně e2⊕e2 = 0 nebo e2⊕e2 = e1.
Ve všech př́ıpadech v X2 tedy umı́me vyjádřit operaci + pomoćı operace
⊕.

Indukčńı krok je následuj́ıćı: Předpokládejme, že pro všechny dvo-
jice x′, y′ ∈ Xi známe vyjádřeńı x′ + y′ =

∑i
j=1 zjej =

⊕i
j=1 z

′
jej.

V následuj́ıćım lemmatu ukážeme, že stač́ı umět vyjádřit pomoćı operace
⊕ součet ei+1+x ∈ Xi+1 pro všechna x ∈ Xi a dále součet ei+1+ei+1 ∈ Xi,
a odtud pak odvod́ıme vyjádřeńı pomoćı operace ⊕ pro součet x + y li-
bovolné dvojice prvk̊u x, y ∈ Xi+1.

Lemma 4.9. Necht’ je známé vyjádřeńı prvk̊u x′+y′, x′+ei+1 a ei+1+ei+1

pomoćı operace ⊕ pro každé x′, y′ ∈ Xi. Potom umı́me vyjádřit pomoćı
operace ⊕ i součet x+ y pro libovolnou dvojici x, y ∈ Xi+1.

D̊ukaz. Je x = x′ + xi+1ei+1, y = y′ + yi+1ei+1, kde x′, y′ ∈ Xi. Součet
x+ y urč́ıme následovně:

x+ y = (x′ + xi+1ei+1) + (y′ + yi+1ei+1) =

= x′ + y′ + (xi+1ei+1 + yi+1ei+1),

kde x′+y′ ∈ Xi, tedy tento součet umı́me vyjádřit pomoćı operace ⊕. Pro
xi+1ei+1 + yi+1ei+1 mohou nastat dva př́ıpady: Pokud je xi+1 = yi+1, pak
xi+1ei+1+yi+1ei+1 ∈ Xi, tedy součet x+y je prvkem Xi, a proto jej umı́me
vyjádřit pomoćı operace ⊕. Je-li xi+1 6= yi+1, pak xi+1ei+1 + yi+1ei+1 =
ei+1, tedy prvek x+ y je součtem prvku množiny Xi a prvku ei+1, který
podle předpokladu umı́me také vyjádřit pomoćı operace ⊕.

Zbývá určit vyjádřeńı součtu x′ + ei+1, x
′ ∈ Xi. Ukážeme, že stač́ı

znát vyjádřeńı tohoto součtu pouze pro některé prvky x ∈ Xi, z nichž již
odvod́ıme toto vyjádřeńı pro zbylé prvky množiny Xi, a tedy i vyjádřeńı
součtu x+ y libovolných dvou prvk̊u x, y ∈ Xi.

K tomuto účelu zavedeme pojem přechodová funkce.

Definice 4.10. Necht’ i ∈ {0, . . . , n−1}. Přechodovou funkćı od množiny
Xi k množině Xi+1 nazveme funkci

fi : Xi → Xi,

pro kterou plat́ı
x+ ei+1 = fi(x)⊕ ei+1

pro každé x ∈ Xi.

Tvrzeńı 4.11. Pro každé i = 0, . . . , n − 1 je funkce fi permutace na
množině Xi, a tedy bijekce.
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D̊ukaz. Zřejmě stač́ı ukázat, že jde o prostou funkci. Zvolme libovolné
i ∈ {0, . . . , n− 1}. Necht’ fi(x) = fi(y) pro x, y ∈ Xi. Pak

x+ ei+1 = fi(x)⊕ ei+1,

y + ei+1 = fi(x)⊕ ei+1.

Odtud plyne, že x+ ei+1 = y + ei+1, a tedy x = y.

Ukážeme, že ne každá bijekce Xi → Xi je přechodovou funkćı a poté
najdeme minimálńı množinu m(Xi) prvk̊u množinyXi, která jednoznačně
určuje přechodovou funkci fi v tom smyslu, že známe-li vyjádřeńı hodnot
fi(y) pomoćı operace ⊕ pro všechna y ∈ m(Xi), pak známe vyjádřeńı
hodnot fi(x) pomoćı operace ⊕ pro všechna x ∈ Xi.

Předně si uvědomme, že pro každé x ∈ X a každé i = 0, . . . , n plat́ı
d̊uležitá rovnost

x+Xi = x⊕Xi, (4.6)

která plyne z toho, že Xi je tř́ıda kongruence πi.
Př́ımým d̊usledkem rovnosti (4.6) je rovnost

x+ e1 = x⊕ e1, (4.7)

která plat́ı pro všechna x ∈ X. Je totiž x+ {0, e1} = x+X1 = x⊕X1 =
x⊕ {0, e1}, a tedy {x, x+ e1} = {x, x⊕ e1}. Z lemmatu 4.2 o jednozna-
čnosti vyjádřeńı pak plyne rovnost (4.7).

Rovnost (4.7) plat́ı pro všechna x ∈ X, a tedy speciálně pro prvky
ei, i = 2, . . . , n. Proto plat́ı

fi(e1) = e1, i = 2, . . . , n. (4.8)

Z rovnosti (4.7) plyne také daľśı d̊uležitá rovnost:

fi(e1 ⊕ x) = e1 ⊕ fi(x), x ∈ X, i = 2, . . . , n. (4.9)

Je totiž fi(e1⊕ x)⊕ ei+1 = (e1⊕ x) + ei+1
(4.7)
= (e1 + x) + ei+1 = e1 + (x+

ei+1)
(4.7)
= e1 ⊕ (x+ ei+1) = e1 ⊕ fi(x)⊕ ei+1.

Z definice přechodové funkce a z rovnosti (4.6) plyne, že pro každé
j = 0, . . . , i plat́ı následuj́ıćı rovnost

Xj + ei+1 = Xj ⊕ ei+1, (4.10)

neboli
fi(Xj) = Xj. (4.11)

Přechodové funkce maj́ı několik d̊uležitých vlastnost́ı, které dokážeme
v následuj́ıćım lemmatu.
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Lemma 4.12. Pro každé i = 0, . . . , n− 1 plat́ı

fi(0) = 0. (4.12)

Pro každé i, j = 0, . . . , n− 1, j < i plat́ı

x ∼πj
y ⇔ fi(x) ∼πj

fi(y), ∀x, y ∈ Xi. (4.13)

D̊ukaz. Pro každé i = 0, . . . , n− 1 plat́ı 0 + ei+1 = ei+1 = 0⊕ ei+1, a tedy
fi(0) = 0.

Necht’ i ∈ {1, . . . , n− 1} a 0 ≤ j < i. Bud’te dále x, y ∈ Xi takové, že
x ∼πj

y. Pak

ei+1 ⊕ fi(x) = ei+1 + x ∼πj
ei+1 + y = ei+1 ⊕ fi(y),

nebot’ πi je kongruence algebry (X, 0,⊕,+). Odtud plyne, že ei+1 ⊕
fi(x) ∼πj

ei+1 ⊕ fi(y), a tedy fi(x) ∼πj
fi(y).

Opačnou implikaci dokážeme podobně. Necht’ pro i ∈ {1, . . . , n− 1},
0 ≤ j < i a x, y ∈ Xi je fi(x) ∼πj

fi(y). Potom

ei+1 + x = ei+1 ⊕ fi(x) ∼πj
ei+1 ⊕ fi(y) = ei+1 + y,

a tedy x ∼πj
y.

Lemma 4.13. Pro každé j = 1, . . . , i plat́ı fi(Xj−1 ⊕ ej) = Xj−1 ⊕ ej.

D̊ukaz. K d̊ukazu tohoto lemmatu použijeme předchoźı lemma 4.12.
Mějme prvek x ∈ Xj−1 ⊕ ej. Pak x ∼πj−1

ej, což je podle podmı́nky
(4.13) ekvivalentńı fi(x) ∼πj−1

fi(ej). Dokážeme-li, že fi(ej) ∼πj−1
ej,

pak bude fi(x) ∼πj−1
ej, a tedy fi(x) ∈ Xj−1 ⊕ ej.

Pro prvek ej plat́ı ej ∼πj
0, a proto fi(ej) ∼πj

fi(0) = 0. Je tedy
fi(ej) ∈ Xj. Podle rovnosti (4.11) je fi(Xj−1) = Xj−1. A protože fi je
prostá funkce, muśı být fi(ej) /∈ Xj−1, a proto fi(ej) ∼πj−1

ej.
Je tedy fi(x) ∈ Xj−1⊕ ej, a proto fi(Xj−1⊕ ej) ⊆ Xj−1⊕ ej. Protože

však funkce fi je prostá, plat́ı dokazovaná rovnost.

Lemma 4.14. Pro každé j = 1, . . . , i je bud’
fi(Xj−1 ⊕ ej+1) = Xj−1 ⊕ ej+1,
fi(Xj−1 ⊕ ej ⊕ ej+1) = Xj−1 ⊕ ej ⊕ ej+1

nebo
fi(Xj−1 ⊕ ej+1) = Xj−1 ⊕ ej ⊕ ej+1,
fi(Xj−1 ⊕ ej ⊕ ej+1) = Xj−1 ⊕ ej+1.
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D̊ukaz. Zvolme libovolný prvek x ∈ Xj−1⊕ ej+1. Podobně jako v d̊ukazu
předchoźıho lemmatu 4.13 bychom ukázali, že fi(x) ∈ Xj+1 a fi(x) /∈
Xj. Je tedy fi(x) ∈ Xj+1 \ Xj. Podobně lze ukázat, že pro libovolné
x′ ∈ Xj−1 ⊕ ej ⊕ ej+1 je fi(x

′) ∈ Xj+1 \Xj.
Množina Xj+1 je disjunktńım sjednoceńım čtyř tř́ıd kongruence πj−1,

Xj+1 = Xj−1

.
∪ (Xj−1 ⊕ ej)

.
∪ (Xj−1 ⊕ ej+1)

.
∪ (Xj−1 ⊕ ej ⊕ ej+1), kde

Xj = Xj−1

.
∪ (Xj−1 ⊕ ej). Proto je

Xj+1 \Xj = (Xj−1 ⊕ ej+1)
.
∪ (Xj−1 ⊕ ej ⊕ ej+1). (4.14)

Protože x ∈ Xj−1 ⊕ ej+1, plat́ı pro libovolný prvek y ∈ Xj−1 ⊕ ej+1

ekvivalence x ∼πj−1
y. Podle lemmatu 4.12 je tedy f(x) ∼πj−1

f(y).
Předpokládejme, že fi(x) ∈ Xj−1⊕ej+1. Pak fi(y) ∼πj−1

fi(x) ∼πj−1
ej+1,

a tedy fi(y) ∈ Xj−1 ⊕ ej+1.
Z prostoty přechodové funkce fi potom plyne, že fi(Xj−1 ⊕ ej+1) =

Xj−1 ⊕ ej+1 a podle rovnosti (4.14) je tedy také fi(Xj−1 ⊕ ej ⊕ ej+1) =
Xj−1 ⊕ ej ⊕ ej+1.

Podobně lze ukázat druhou možnost.

Ukážeme, že obdoba lemmatu 4.14 plat́ı pro všechny množiny, které
nejsou tvaru Xj, j = 0, . . . , n.

Lemma 4.15. Necht’ i, j ∈ {1, . . . , n− 1}, j < i, a necht’ je

fi(Xj ⊕
i⊕

k=j+1

xkek) = Xj ⊕
i⊕

k=j+1

x′kek,

kde xk, x
′
k ∈ {0, 1}, k = j+ 1, . . . , i, a ∃l, l′ ∈ {j+ 1, . . . , i} : xl = x′l′ = 1.

Pak bud’
fi(Xj−1 ⊕

⊕i
k=j+1 xkek) = Xj−1 ⊕

⊕i
k=j+1 x

′
kek,

fi(Xj−1 ⊕ ej ⊕
⊕i

k=j+1 xkek) = Xj−1 ⊕ ej ⊕
⊕i

k=j+1 x
′
kek,

nebo

fi(Xj−1 ⊕
⊕i

k=j+1 xkek) = Xj−1 ⊕ ej ⊕
⊕i

k=j+1 x
′
kek,

fi(Xj−1 ⊕ ej ⊕
⊕i

k=j+1 xkek) = Xj−1 ⊕
⊕i

k=j+1 x
′
kek.

D̊ukaz. Tento d̊ukaz bude podobný předchoźımu d̊ukazu.
Pro množinu Xj ⊕

⊕i
k=j+1 xkek plat́ı

Xj⊕
i⊕

k=j+1

xkek = (Xj−1⊕
i⊕

k=j+1

xkek)
.
∪ (Xj−1⊕ ej⊕

i⊕
k=j+1

xkek). (4.15)
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Zvolme libovolný prvek x ∈ Xj−1⊕
⊕i

k=j+1 xkek. Pro libovolný prvek

y ∈ Xj−1 ⊕
⊕i

k=j+1 xkek plat́ı x ∼πj−1
y, a tedy podle lemmatu 4.12 je

f(x) ∼πj−1
f(y).

Předpokládejme, že fi(x) ∈ Xj−1 ⊕
⊕i

k=j+1 xkek. Pak fi(y) ∼πj−1

fi(x) ∼πj−1

⊕i
k=j+1 xkek, a tedy fi(y) ∈ Xj−1 ⊕

⊕i
k=j+1 xkek.

Opět z prostoty přechodové funkce fi potom plyne, že fi(Xj−1 ⊕⊕i
k=j+1 xkek) = Xj−1 ⊕

⊕i
k=j+1 x

′
kek. A podle rovnosti (4.15) je tedy

fi(Xj−1 ⊕ ej ⊕
⊕i

k=j+1 xkek) = Xj−1 ⊕ ej ⊕
⊕i

k=j+1 x
′
kek, kde jsme opět

využili fakt, že fi je prostá funkce.
Druhou možnost lze dokázat obdobně.

K ilustraci chováńı funkce fi slouž́ı obrázek 4.2.
Nyńı již můžeme určit minimálńı množinu m(Xi) množiny Xi. Obraz

množiny X1 je určen jednoznačně. V každé daľśı rozkladové tř́ıdě podle
X1 je třeba zvolit obraz jednoho z jej́ıch prvk̊u, obraz druhého prvku
pak bude určen jednoznačně. Minimálńı množina m(Xi) má tedy 2i−1 −
1 prvk̊u. Množinu m(Xi) lze zkonstruovat např́ıklad takto: Definujme
mi(Xj) minimálńı množinu množiny Xj, na které je třeba znát hodnoty
fi(x

′), x′ ∈ mi(Xj), abychom znali hodnotu fi(x) pro všechna x ∈ Xj.
Jistě je mi(X2) = {e2} a dále pro j = 3, . . . , i

mi(Xj) = mi(Xj−1) ∪
(
({0} ∪mi(Xj−1))⊕ ej

)
.

Pak m(Xi) = mi(Xi) je minimálńı množina Xi. Je tedy mi(X3) =
{e2, e3, e2⊕e3},mi(X4) = {e2, e3, e2⊕e3, e4, e2⊕e4, e3⊕e4, e2⊕e3⊕e4} atd.
Tedy mi(Xj) je množina všech nenulových

”
pozitivńıch lieárńıch kom-

binaćı“ prvk̊u {e2, . . . , ej} v (Xj, 0,⊕), nebolimi(Xj) = {
⊕j

k=2 xkek;xk ∈
{0, 1} pro k = 2, . . . , j} \ {0}.

Právě popsaný zp̊usob konstrukce minimálńı množiny je jedńım z ně-
kolika možných. Ve zbytku této kapitoly budeme pod pojmem minimál-
ńı množina množiny Xi rozumět množinu m(Xi) = {

⊕j
k=2 xkek;xk ∈

{0, 1}, k = 2, . . . , j} \ {0}.
Z minimálńı množiny m(Xi) můžeme zkonstruovat přechodovou fun-

kci fi následuj́ıćım algoritmem 4.16, jehož správnost plyne z lemmat 4.12
a 4.13 a rovnosti (4.9).

Algoritmus 4.16. neco
Vstup: Minimálńı množina m(Xi) množiny Xi.
Výstup: Hodnoty přechodové funkce fi na všech prvćıch množiny Xi.
Postup:

1. Pro j = 1, . . . , i :
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2. Polož Z = m(Xj) \m(Xj−1).

3. Dokud Z 6= ∅:

4. Zvol x ∈ Z.

5. Zvol fi(x) tak, aby

· fi(x) ∼πj−1
ej,

· fi(x) 6∼π1 fi(y), ∀y ∈ m(Xj) \m(Xj−1) \ Z,
· x ∼πk

y ⇒ fi(x) ∼πk
fi(y),

∀k = 0, . . . i− 1, y ∈ m(Xj) \m(Xj−1) \ Z.

6. Polož fi(e1 ⊕ x) = fi(x)⊕ e1.

7. Polož Z = Z \ {x}.

Každá přechodová funkce fi od Xi k Xi+1 spolu s vyjádřeńım prvk̊u
ei+1 + ei+1 a ei+1 ⊕ ei+1 pomoćı operace ⊕ určuje jeden typ přechodu od
Xi k Xi+1. V následuj́ıćı podkapitole poṕı̌seme, jak lze v závislosti na
typu přechodu od Xi k Xi+1 zkonstruovat tabulku pro rozš́ı̌reńı řešeńı
soustavy diferenčńıch rovnic modulo Xi+1 na jej́ı řešeńı modulo Xi.

Známe-li soubor přechodových funkćı fi a prvky ei + ei, ei ⊕ ei, i =
2, . . . , n−1, dokážeme převést souřadnice libovolného prvku x ∈ X vzhle-
dem k bázi EX př́ıslušné operaci ⊕ na souřadnice tohoto prvku vzhle-
dem k bázi EX př́ıslušné operaci + (viz definici 4.4), a to následuj́ıćım
algoritmem:

Algoritmus 4.17. neco
Vstup: Vyjádřeńı prvku x ∈ X pomoćı operace ⊕.
Výstup: Vyjádřeńı prvku x pomoćı operace +.
Postup:

1. Pro i = 1, . . . , n:

2. Polož x′i = 0.

3. Polož z = x.

4. Dokud w(z) > 0:

5. Polož x′w(z) = 1.

6. Polož z = z − ew(z).
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7. Vrat’ x =
∑n

i=1 x
′
iei.

Známe-li přechodovou funkci fi a prvky ei + ei, ei ⊕ ei pro i ∈
{2, . . . , n − 1}, dokážeme v polynomiálńım čase naj́ıt prvek −ei. Proto
má algoritmus 4.17 polynomiálńı časovou složitost.

Tvrzeńı 4.18. Necht’ (X, 0,⊕) je abelovská grupa na množině X mo-
hutnosti 2n a πi, i = 0, . . . , n jsou takové kongruence grupy (X, 0,⊕), že
ιX = π0 ⊂ π1 ⊂ · · · ⊂ πn = X × X. Pro každé i = 0, . . . , n označme
symbolem Xi tř́ıdu kongruence πi, která obsahuje prvek 0 a pro každé
j = 1, . . . , n zvolme prvek ej ∈ Xj \ Xj−1. Necht’ dále fi : Xi → Xi,
i = 0, . . . , n− 1, je soubor funkćı, pro které plat́ı

fi(0) = 0 ∀i = 0, . . . , n− 1,

x ∼πj
y ⇔ fi(x) ∼πj

fi(y) ∀x, y ∈ Xi; i, j = 0, . . . , n− 1, j < i.

Předpokládejme dále, že g(i) je prvek Xi−1 pro každé i = 1, . . . , n.
Potom existuje právě jeden hustý abelovský grupový pár (X, 0,⊕),

(X, 0,+) takový, že fi−1 jsou přechodové funkce tohoto grupového páru
a ei + ei = g(i) pro každé i = 1, . . . , n.

D̊ukaz. Operaci + definujeme na každé množině Xi, i = 1, . . . , n, indukćı
podle i.

Pro i = 1 je Xi = {0, e1}. A protože e1 + e1 = g(1) ∈ X0, je e1 +
e1 = 0, a tedy také −e1 = e1. T́ım máme definovanou abelovskou grupu
(X1, 0,+).

Předpokládejme, že máme definovanou abelovskou grupu (Xi, 0,+).
Chceme ji rozš́ı̌rit na abelovskou grupu (Xi+1, 0,+).

Zvolme tedy x, y ∈ Xi+1. Součet x+ y definujeme následovně:

• Je-li x, y ∈ Xi, máme součet x + y definovaný podle indukčńıho
předpokladu.

• Je-li x ∈ Xi a y ∈ Xi+1 \Xi, je y = y′⊕ ei+1, kde y′ ∈ Xi. V tomto
př́ıpadě definujeme y + x = x+ y = fi(x+ f−1

i (y′))⊕ ei+1.

• A nakonec, jsou-li x, y ∈ Xi+1\Xi, je x = x′⊕ei+1 a y = y′⊕ei+1 pro
nějaká x′, y′ ∈ Xi. Pak definujeme x+y = f−1

i (x′)+f−1
i (y′)+g(i+1).

Všechny sč́ıtance na pravé straně předchoźı rovnosti lež́ı v Xi, kde
je operace + již definovaná, proto je tato definice korektńı. Nav́ıc
Xi je komutativńı grupa, takže x+ y = y + x.
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Máme tedy na Xi+1 komutativńı binárńı operaci s neutralńım prvkem 0.
K dokončeńı d̊ukazu, že (Xi+1, 0,+) je abelovská grupa, zbývá doká-

zat, že operace + je asociativńı v množině Xi+1 a že ke každému prvku
x ∈ Xi+1 existuje inverzńı prvek −x ∈ Xi+1 vzhledem k operaci +.

Dokažme tedy asociativitu operace + v množině Xi+1, tedy, že pro
libovolná x, y, z ∈ Xi+1 plat́ı

(x+ y) + z = x+ (y + z). (4.16)

Dı́ky komutativitě operace + na množině Xi+1 stač́ı dokázat rovnost
(4.16) rozborem následuj́ıćıch čtyř př́ıpad̊u:

• Je-li x, y, z ∈ Xi, pak rovnost (4.16) plat́ı podle indukčńıho před-
pokladu.

• Je-li x, y ∈ Xi a z ∈ Xi+1 \Xi, pak z = z′⊕ei+1 pro nějaké z′ ∈ Xi.
Z definice operace + na množině Xi+1 a jej́ı asociativity na množině
Xi plyne

(x+ y) + z = (x+ y) + (z′ ⊕ ei+1) =

= fi
(
(x+ y) + f−1

i (z′)
)
⊕ ei+1 =

= fi
(
x+ (y + f−1

i (z′))
)
⊕ ei+1 =

= x+ (y + f−1
i (z′) + ei+1) = x+ (y + z),

nebot’ x, y, f−1
i (z′) ∈ Xi.

• Pro x ∈ Xi a y, z ∈ Xi+1 \ Xi je y = y′ ⊕ ei+1, z = z′ ⊕ ei+1, kde
y′, z′ ∈ Xi. Opět podle definice operace + plat́ı

(x+ y) + z = (fi(x+ f−1
i (y′))⊕ ei+1) + (z′ ⊕ ei+1) =

= f−1
i

(
fi(x+ f−1

i (y′))
)

+ f−1
i (z′) + g(i+ 1) =

= x+ f−1
i (y′) + f−1

i (z′) + g(i+ 1) =

= x+ (f−1
i (y′) + f−1

i (z′) + g(i+ 1)) = x+ (y + z),

kde jsme využili komutativitu operace + v Xi+1 a jej́ı asociativitu
v Xi a skutečnost, že x, f−1

i (y′), f−1
i (z′), g(i+ 1) ∈ Xi.

• Konečně, jsou-li x, y, z ∈ Xi+1 \ Xi, pak opět z definice operace
+ na množině Xi+1, jej́ı asociativity na množině Xi a komutativity
na množině Xi+1 plyne

(x+ y) + z = (f−1
i (x′) + f−1

i (y′) + g(i+ 1)) + z =

= fi
(
(f−1
i (x′) + f−1

i (y′) + g(i+ 1)) + f−1
i (z′)

)
⊕ ei+1 =

= fi
(
f−1
i (x′) + (f−1

i (y′) + f−1
i (z′) + g(i+ 1))

)
⊕ ei+1 =

= fi
(
f−1
i (x′) + (y + z)

)
⊕ ei+1 = x+ (y + z),
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nebot’ f−1
i (x′), f−1

i (y′), f−1
i (z′), g(i+ 1) ∈ Xi.

Nyńı dokážeme, že pro každý prvek x ∈ Xi+1 existuje v množině Xi+1

prvek k němu inverzńı vzhledem k operaci +.
Je-li x ∈ Xi, pak k němu existuje inverzńı prvek vzhledem k operaci

+ v Xi ⊂ Xi+1 podle indukčńıho předpokladu.
Je-li x ∈ Xi+1 \Xi, pak je x = x′ ⊕ ei+1 pro nějaké x′ ∈ Xi. K prvku

x je inverzńı prvek z = z′ ⊕ ei+1, kde z′ = fi(−f−1
i (x′) − g(i + 1)). Oba

prvky v závorce jsou z Xi, takže známe prvky k nim opačné. Př́ımým
výpočtem ověř́ıme, že x+ z = 0. Je totiž

x+ z = (x′ ⊕ ei+1) + (z′ ⊕ ei+1) =

= (x′ ⊕ ei+1) +
(
fi(−f−1

i (x′)− g(i+ 1)
)
⊕ ei+1) =

= f−1
i (x′) + (f−1

i (x′)− g(i+ 1)) + g(i+ 1) = 0.

T́ım je definována grupa (Xi+1, 0,+), a tedy ukončen indukčńı krok
v jej́ı definici.

Zbývá tedy dokázat, že πi, i = 0, . . . , n, jsou společné kongruence
grupového páru (X, 0,⊕), (X, 0,+). To uděláme opět indukćı podle i.
A to tak, že dokážeme, že pro každé i = 1, . . . , n plat́ı, že pro každé
0 ≤ j ≤ i je πj∩(Xi×Xi) společná kongruence grupového páru (X, 0,⊕),
(X, 0,+).

Necht’ i = 1. Potřebujeme dokázat, že pro každou dvojici (x, y) ∈
X1 ×X1 plat́ı

(x, y) ∈ π1 ⇒ x− y ∈ X1

a
(x, y) ∈ π0 ⇒ x− y ∈ X0.

To je však snadné, nebot’ x i −y jsou prvky X1, a tedy jejich součet je
také prvkem X1. Je-li (x, y) ∈ π0, znamená to, že x	 y ∈ X0. Pak nutně
x = y = 0 nebo x = y = e1. Pro oba př́ıpady je x− y = 0 ∈ X0.

Předpokládejme, že pro i ∈ {1, . . . , n − 1} plat́ı, že pro každé 0 ≤
j ≤ i je πj ∩ (Xi × Xi) společná kongruence grupového páru (X, 0,⊕),
(X, 0,+). Dokažme, že také pro i + 1 plat́ı, že pro každé 0 ≤ j ≤ i + 1
je πj ∩ (Xi+1 × Xi+1) společná kongruence grupového páru (X, 0,⊕),
(X, 0,+).

Pro j = i + 1 je třeba dokázat, že pro každé (x, y) ∈ Xi+1 × Xi+1

plat́ı (x, y) ∈ πi+1 ⇒ x − y ∈ Xi+1. Protože však x,−y ∈ Xi+1, je také
x− y ∈ Xi+1.

Je-li j ≤ i a x, y ∈ Xi+1, (x, y) ∈ πj, pak je třeba dokázat, že x− y ∈
Xj. Z předpokladu (x, y) ∈ πj plyne, že x 	 y ∈ Xj ⊆ Xi. To znamená,
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že bud’ x, y ∈ Xi, a pak x− y ∈ Xj podle indukčńıho předpokladu, nebo
x = x′ ⊕ ei+1 a y = y′ ⊕ ei+1, kde x′, y′ ∈ Xi. Z předpokladu x	 y ∈ Xj

plyne, že x′	 y′ ∈ Xj, a tedy (x′, y′) ∈ πj podle indukčńıho předpokladu
a (f−1

i (x′), f−1
i (y′)) ∈ πj podle druhého předpokladu o funkci fj, a tedy

také f−1
i (x′)− f−1

i (y′) ∈ Xj.
Ukážeme-li, že x − y = f−1

i (x′) − f−1
i (y′), bude x − y ∈ Xj, a tedy

budeme mı́t dokázáno, že πj je společná kongruence grupového páru
(Xi+1, 0,⊕), (Xi+1, 0,+).

Podle definice sč́ıtáńı a opačného prvku v Xi+1 je

x− y = (x′ ⊕ ei+1)− (y′ ⊕ ei+1) =

= (x′ ⊕ ei+1) + fi
(
− f−1

i (y′)− g(i+ 1)
)
⊕ ei+1 =

= f−1
i (x′) + f−1

i

(
fi(−f−1

i (y′)− g(i+ 1))
)

+ g(i+ 1) =

= f−1
i (x′)− f−1

i (y′).

Dokázali jsme tedy, že (X, 0,⊕), (X, 0,+) je hustý abelovský grupový
pár.

Z definice sč́ıtáńı prvk̊u x ∈ Xi a y ∈ Xi+1\Xi a prvńıho předpokladu
o funkci fi plyne, že

x+ ei+1 = x+ (0⊕ ei+1) = fi(x+ f−1
i (0))⊕ ei+1 =

= fi(x+ 0)⊕ ei+1 = fi(x)⊕ ei+1.

Odtud plyne, že fi, i = 0, . . . , n − 1 jsou přechodové funkce hustého
abelovského grupového páru (X, 0,⊕), (X, 0,+).

Jednoznačnost tohoto grupového páru plyne z jeho konstrukce.
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Obrázek 4.1: Rozkladové tř́ıdy X4 podle X1, X2 a X3
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Obrázek 4.2: Přechodová funkce. Plné šipky znázorňuj́ı jednoznačnost
zobrazeńı funkćı fi, přerušované šipky znázorňuj́ı alternativńı možnosti
zobrazeńı
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4.2 Řešeńı soustav diferenčńıch rovnic

v hustém abelovském grupovém páru

Nyńı přistouṕıme k řešeńı soustavy rovnic

(x⊕ α[k]) + (y ⊕ β[k]) = (x+ y)⊕ γ[k], (4.17)

s neznámými x, y ∈ X a parametry α[k], β[k], γ[k] ∈ X, k = 1, . . . ,m,
v hustém abelovském grupovém páru (X, 0,⊕), (X, 0,+). Stejně jako
v kapitole 3 nejprve najdeme všechna řešeńı rovnice typu

(x⊕ α) + (y ⊕ β) = (x+ y)⊕ γ (4.18)

a následně urč́ıme množinu řešeńı soustavy (4.17) jako pr̊unik množin
řešeńı jednotlivých rovnic soustavy.

V celé kapitole budeme předpokládat znalost vyjádřeńı prvk̊u α, β
a γ pomoćı operace ⊕, znalost souboru přechodových funkćı fi a prvk̊u
ei+1 ⊕ ei+1, ei+1 + ei+1 pro i = 0, . . . , n− 1.

Při znalosti vyjádřeńı daného prvku pomoćı operace ⊕ a souboru
přechodových funkćı fi a prvk̊u ei+1⊕ei+1, ei+1 +ei+1 pro i = 0, . . . , n−1
lze v čase polynomiálńım vzhledem k n určit vyjádřeńı tohoto prvku po-
moćı operace +. Naopak, při znalosti přechodových funkćı fi a prvk̊u
ei+1⊕ ei+1, ei+1 + ei+1 pro i = 0, . . . , n− 1 a vyjádřeńı daného prvku po-
moćı operace + lze v polynomiálńım čase (vzhledem k n) určit vyjádřeńı
tohoto prvku pomoćı operace ⊕. Proto budeme převod mezi vyjádřeńım
pomoćı operace⊕ a vyjádřeńım pomoćı operace + nebo naopak považovat
za jeden krok algoritmu na nalezeńı všech řešeńı soustavy (4.17).

Při hledáńı řešeńı rovnice (4.18) budeme opět postupovat indukćı,
stejně jako v předchoźı kapitole.

Než zformulujeme obdobu tvrzeńı 3.1 pro hustý abelovský grupový
pár, dokážeme ještě pomocné lemma.

Označeńı 4.19. Symbolem ∗ označ́ıme běžnou operaci xor na množině
{0, 1}.

Lemma 4.20. Bud’ i ∈ {1, . . . , n}. Pro libovolnou množinu Y = {x1, x2,
. . . , xk}, xi ∈ {0, 1} pro i = 1, . . . , k, k ∈ N, plat́ı

x1ei ⊕ x2ei ⊕ · · · ⊕ xkei = (x1 ∗ x2 ∗ · · · ∗ xk)ei ⊕ u (4.19)

a
x1ei + x2ei + · · ·+ xkei = (x1 ∗ x2 ∗ · · · ∗ xk)ei ⊕ v, (4.20)

kde u, v ∈ Xi−1.
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D̊ukaz. Dokážeme pouze rovnost (4.19), nebot’ d̊ukaz rovnosti (4.20) je
obdobný. Důkaz provedeme indukćı podle počtu nenulových člen̊u množi-
ny Y , který si označ́ıme j. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat,
že x1 = · · · = xj = 1 a xj+1 = . . . = xk = 0. Je tedy x1ei ⊕ · · · ⊕ xkei =
x1ei ⊕ · · · ⊕ xjei.

Pro j = 0, 1 je rovnost (4.19) zřejmá.
Pro j = 2 polož́ıme u = ei⊕ei ∈ Xi−1. Pak je x1ei⊕x2ei⊕· · ·⊕xkei =

ei ⊕ ei = (1 ∗ 1)ei ⊕ u = u. Rovnost (4.19) tedy plat́ı i pro j = 2.
Předpokládejme, že rovnost (4.19) plat́ı pro j ∈ {0, . . . , k − 1} a do-

kažme, že plat́ı také pro j+1. Je tedy x1ei⊕· · ·⊕xkei = x1ei⊕· · ·⊕xjei =
(j mod 2)ei ⊕ u′, u′ ∈ Xi−1.

Je-li j sudé, pak polož́ıme u = u′. Podle předpokladu je x1ei⊕ x2ei⊕
· · ·⊕xjei⊕ ei = (j mod 2)ei⊕u′⊕ ei = ei⊕u′ = ((j+ 1) mod 2)ei⊕u′ =
((j + 1) mod 2)ei ⊕ u.

Pro j liché polož́ıme u = u′⊕ei⊕ei. Máme x1ei⊕x2ei⊕· · ·⊕xjei⊕ei =
(j mod 2)ei ⊕ u′ ⊕ ei = ei ⊕ u′ ⊕ ei = u = ((j + 1) mod 2)ei ⊕ u.

Rovnost (4.19) tedy plat́ı i pro j+1 nenulových člen̊u množiny Y .

Nyńı dokážeme obdobu tvrzeńı 3.1 pro hustý abelovský grupový pár.
V celém následuj́ıćım textu budeme předpokládat, že prvky α, β, γ, x,

y maj́ı následuj́ıćı vyjádřeńı pomoćı operace ⊕: α =
⊕n

j=1 αjej, β =⊕n
j=1 βjej, γ =

⊕n
j=1 γjej, x =

⊕n
j=1 xjej, y =

⊕n
j=1 yjej.

Tvrzeńı 4.21. Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nkou pro řešitelnost rovnice
(4.18) modulo Xn−1 je αn ∗ βn ∗ γn = 0. Řešeńım modulo Xn−1 je pak
libovolná dvojice x, y ∈ X.

D̊ukaz. Množina X/Xn−1 je dvouprvková, proto

u+ v = u⊕ v (mod Xn−1) ∀u, v ∈ X. (4.21)

Je tedy

x⊕α⊕y⊕β = (x⊕α)+(y⊕β) = ((x+y)⊕γ) = x⊕y⊕γ (mod Xn−1).

To znamená, že pro řešitelnost rovnice (4.18) je třeba, aby se rovnaly
přirozené reprezentanty r⊕n (x⊕ α⊕ y ⊕ β) a r⊕n (x⊕ y ⊕ γ).

Z lemmatu 4.20 plyne, že r⊕n (x⊕α⊕y⊕β) = (xn∗αn∗yn∗βn)en, nebot’

r⊕n (x ⊕ α ⊕ y ⊕ β) = r⊕n (r⊕n (x) ⊕ r⊕n (α) ⊕ r⊕n (y) ⊕ r⊕n (β)) = r⊕n (xnen ⊕
αnen ⊕ ynen ⊕ βnen) = (xn ∗ αn ∗ yn ∗ βn)en. Podobně lze ukázat, že
r⊕n (x⊕ y ⊕ γ) = (xn ∗ yn ∗ γn)en.

Rovnice (4.18) je tedy řešitelná modulo Xn−1, právě když
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xn ∗ αn ∗ yn ∗ βn = xn ∗ yn ∗ γn,

což je ekvivalentńı

αn ∗ βn ∗ γn = 0.

Protože tato rovnost nezáviśı na x, y, je v př́ıpadě jej́ı platnosti řešeńım
rovnice (4.18) modulo Xn−1 libovolná dvojice x, y ∈ X.

Nyńı dokážeme několik pomocných lemmat a poté poṕı̌seme indukčńı
krok algoritmu na nalezeńı všech řešeńı soustavy (4.17).

Lemma 4.22. Pro libovolné dva prvky x =
⊕n

k=1 xkek, y =
⊕n

k=1 ykek ∈
X plat́ı

x⊕ y =
n⊕
k=1

(xk ∗ yk ∗ ckk)ek, (4.22)

kde ck =
⊕k

j=1 c
k
j ej ∈ Xk, k = 1, . . . , n − 1, je přenos z (k + 1)-ńı

souřadnice při sč́ıtáńı x⊕ y. Definujeme cn = 0.

D̊ukaz. Lemma dokážeme s využit́ım lemmatu 4.20. Je

x⊕ y = (xnen ⊕ · · · ⊕ x1e1)⊕ (ynen ⊕ · · · ⊕ y1e1) =

= (xnen ⊕ ynen)⊕ (xn−1en−1 ⊕ yn−1en−1)⊕ · · · ⊕ (x1e1 ⊕ y1e1)
4.20
=

= (xn ∗ yn)en ⊕ cn−1 ⊕ (xn−1en−1 ⊕ yn−1en−1)⊕ · · · ⊕
⊕ (x1e1 ⊕ y1e1)

4.20
= (xn ∗ yn)en ⊕ (xn−1 ∗ yn−1 ∗ cn−1

n−1)en−1 ⊕ cn−2 ⊕

⊕ (xn−2en−2 ⊕ yn−2en−2)⊕ · · · ⊕ (x1e1 ⊕ y1e1)
4.20
= · · · 4.20

=

=
n⊕
k=1

(xk ∗ yk ∗ ckk)ek.

Z předchoźıho výpočtu, definice přirozeného reprezentantu (4.2) a pře-
nosu (4.3) plyne, že ck je je přenos z (k+1)-ńı souřadnice při sč́ıtáńı x⊕y
pro každé k = 1, . . . , n− 1.

Obdobné lemma dokážeme i pro operaci +.

Lemma 4.23. Pro libovolné dva prvky x =
∑n

k=1 xkek, y =
∑n

k=1 ykek ∈
X plat́ı

x+ y =
n∑
k=1

(xk ∗ yk ∗ dkk)ek, (4.23)

kde dk =
∑k

j=1 d
k
j ej ∈ Xk, k = 1, . . . , n− 1. Definujeme dn = 0.
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D̊ukaz. Toto lemma dokážeme, podobně jako předchoźı lemma, s využit́ım
lemmatu 4.20. Je

x+ y = (xnen + · · ·+ x1e1) + (ynen + · · ·+ y1e1) =

= (xnen + ynen) + (xn−1en−1 + yn−1en−1) + · · ·+ (x1e1 + y1e1)
4.20
=

= (xn ∗ yn)en + dn−1 + (xn−1en−1 + yn−1en−1) + · · ·+
+ (x1e1 + y1e1)

4.20
= (xn ∗ yn)en + (xn−1 ∗ yn−1 ∗ dn−1

n−1en−1) + dn−2 +

+ (xn−1en−1 + yn−1en−1) + · · ·+ (x1e1 + y1e1)
4.20
= · · · 4.20

=

=
n∑
k=1

(xk ∗ yk ∗ dkk)ek.

Z definice přenosu (4.5) a reprezentantu (4.4) plyne, že prvek dk

z předchoźıho lemmatu je přenos z (k+1)-ńı souřadnice při sč́ıtáńı x+y.
Nyńı dokážeme užitečné lemma s velmi d̊uležitým d̊usledkem.

Lemma 4.24. Pro každé x ∈ X a každé i = 1, . . . n plat́ı

w((x⊕ ei)− x) = i (4.24)

a
w((x+ ei)	 x) = i. (4.25)

D̊ukaz. Dokážeme pouze rovnost (4.24). Důkaz rovnosti (4.25) je ob-
dobný.

Zvolme libovolný prvek x ∈ X. Protože πi je kongruence algebry
(X, 0,⊕,+), plat́ı:

ei 6∼πi−1
0⇒ x⊕ ei 6∼πi−1

x⇒ (x⊕ ei)− x 6∼πi−1
x− x = 0.

Je tedy (x⊕ ei)− x /∈ Xi−1, a tedy w((x⊕ ei)− x) ≥ i.
Zároveň však ei ∼πi

0, a tedy x ⊕ ei ∼πi
x, což je ekvivalentńı (x ⊕

ei)− x ∈ Xi. To znamená, že w((x⊕ ei)− x) ≤ i. Dokázali jsme tedy, že
je w((x⊕ ei)− x) = i.

Důsledek 4.25. Necht’ x =
⊕n

k=1 xkek =
∑n

k=1 x
′
kek jsou vyjádřeńı

prvku x pomoćı operaćı ⊕ a +. Necht’ dále i ∈ {1, . . . , n}. Potom pro
x+ ei =

⊕n
k=1 tkek a x⊕ ei =

∑n
k=1 zkek plat́ı

tk = xk, zk = x′k pro k = i+ 1, . . . , n, (4.26)

ti 6= xi, zi 6= x′i. (4.27)
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D̊ukaz. Tento d̊usledek dokážeme opět pouze pro koeficienty zk, k =
i, . . . , n, nebot’ pro koeficienty tk, k = i, . . . n, by byl d̊ukaz obdobný.

Kdyby existoval index j ∈ {i + 1, . . . , n} takový, že zj 6= x′j, bylo
by w((x ⊕ ei) − x) = j > i, což by byl spor s předchoźım lemmatem.
Podmı́nka (4.26) je tedy dokázaná.

Kdyby zi = x′i, pak by (kv̊uli podmı́nce (4.26)) bylo w((x⊕ei)−x) < i.
To je opět spor s lemmatem 4.24, a tedy plat́ı i podmı́nka (4.27).

Protože v daľśım textu budeme pracovat stř́ıdavě s vyjádřeńım prvk̊u
pomoćı operace + a pomoćı operace ⊕, zavedeme následuj́ıćı označeńı.

Označeńı 4.26. Pro libovolný prvek x ∈ X a i = 1, . . . , n označ́ıme i-tý
koeficient vyjádřeńı prvku x pomoćı operace ⊕ symbolem (x)⊕i a sym-
bolem (x)+

i označ́ıme i-tý koeficient vyjádřeńı prvku x pomoćı operace
+.

Poznámka 4.27. Všimněme si, že pro každý prvek x ∈ X a každé i ∈
{1, . . . , n} je (r+

i (x))+
i = (x)+

i a (r⊕i (x))⊕i = (x)⊕i .

Lemma 4.28. Pro libovolné dva prvky x =
∑n

k=1 xkek, y =
∑n

k=1 ykek ∈
X a libovolné i ∈ {1, . . . , n} plat́ı

r+
i (x) + r+

i (y) = r+
i (x+ y) + di−1, (4.28)

kde di−1 =
∑i−1

j=1 d
k
j ej ∈ Xi−1, k = 1, . . . , n−1, a kde definujeme dn = 0.

Pro každé i = 1, . . . n je

(x+ y)+
i = xi ∗ yi ∗ dii. (4.29)

D̊ukaz. Toto lemma dokážeme podobně jako lemma 4.23. Je

r+
i (x) + r+

i (y) = (xnen + · · ·+ xiei) + (ynen + · · ·+ yiei) =

= (xnen + ynen) + (xn−1en−1 + yn−1en−1) + · · ·+ (xiei + yiei)
4.20
=

= (xn ∗ yn)en + dn−1 + (xn−1en−1 + yn−1en−1) + · · ·+ (4.30)

+ (xiei + yiei)
4.20
= (xn ∗ yn)en + (xn−1 ∗ yn−1 ∗ dn−1

n−1en−1) +

+ dn−2 + (xn−1en−1 + yn−1en−1) + · · ·+ (xiei + yiei)
4.20
= · · · 4.20

=

=
n∑
k=i

(xk ∗ yk ∗ dkk)ek + di−1.

A protože z lemmatu 4.23 plyne, že r+
i (x+y) =

∑n
k=i (xk ∗ yk ∗ dkk)ek,

je d̊ukaz rovnosti (4.28) u konce.
Rovnost (4.29) plyne z rovnosti (4.28) a posledńıho řádku vyjádřeńı

(4.30).
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Lemma 4.29. Necht’ x je libovolný prvek množiny X. Pak pro každé
i = 1, . . . , n plat́ı

(r+
i (x))⊕j = (x)⊕j ∀j = i, . . . , n, (4.31)

(r⊕i (x))+
j = (x)+

j ∀j = i, . . . , n. (4.32)

D̊ukaz. Také u tohoto lemmatu dokážeme pouze rovnost (4.31), nebot’

rovnost (4.32) by se dokazovala obdobně.
Důkaz rovnosti (4.31) provedeme indukćı podle i. Protože r+

1 (x) = x,
je

(r+
1 (x))⊕j = (x)⊕j ∀j = 1, . . . , n.

Indukčńı krok je následuj́ıćı: Necht’ i ∈ {1, . . . , n−1}. Předpokládejme,
že plat́ı

(r+
i (x))⊕l = (x)⊕l ∀l = i, . . . , n (4.33)

a dokažme, že

(r+
i+1(x))⊕j = (x)⊕j ∀j = i+ 1, . . . , n. (4.34)

Plat́ı
r+
i (x) = r+

i+1(x) + εiei. (4.35)

Je-li εi = 0, pak r+
i (x) = r+

i+1(x), a tedy podle indukčńıho předpokladu

(4.33) je (r+
i+1(x))⊕j = (r+

i (x))⊕j
(4.33)
= (x)⊕j pro každé j = i, . . . , n.

Pro εi = 1 máme r+
i (x) = r+

i+1(x) + ei, a tedy podle indukčńıho
předpokladu (4.33), rovnosti (4.35) a d̊usledku 4.25 je

(r+
i+1(x))⊕j

4.25
= (r+

i+1(x) + ei)
⊕
j

(4.35)
= (r+

i (x))⊕j
(4.33)
= (x)⊕j , (4.36)

což plat́ı pro všechna j = i + 1, . . . , n, nebot’ prvńı rovnost plat́ı pro
všechna j′ = i + 1, . . . , n, prostředńı rovnost plat́ı pro všechna l′ =
1, . . . , n a posledńı rovnost plat́ı pro všechna l = i, . . . , n.

Lemma 4.30. Necht’ x ∈ X je libovolný prvek množiny X. Pak pro každé
i = 1, . . . , n plat́ı

(r+
i (x))⊕i = (x)⊕i (4.37)

a
(r⊕i (x))+

i = (x)+
i (4.38)

a pro každé k = 1, . . . , n− 1 plat́ı

(x)⊕k = (x)+
k ∗ (r+

k+1(x))⊕k (4.39)

a
(x)+

k = (x)⊕k ∗ (r⊕k+1(x))+
k . (4.40)
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D̊ukaz. Zde opět stač́ı dokázat rovnosti (4.37) a (4.39), nebot’ d̊ukaz
rovnost́ı (4.38) a (4.40) by byl obdobný.

Rovnost (4.37) je speciálńım př́ıpadem vztahu (4.31) pro j = i.
K d̊ukazu rovnosti (4.39) stejně jako v předchoźım d̊ukazu použijeme

následuj́ıćı vyjádřeńı prvku r+
k (x):

r+
k (x) = r+

k+1(x) + εkek. (4.41)

Je-li εk = 0, pak r+
k (x) = r+

k+1(x) a z rovnosti (4.37) plyne, že (x)⊕k =
(r+
k (x))⊕k = (r+

k+1(x))⊕k = 0∗(r+
k+1(x))⊕k = (x)+

k ∗(r
+
k+1(x))⊕k , nebot’ (x)+

k =
εk = 0. Pro εk = 0 tedy plat́ı rovnost (4.39).

Pro εk = 1 plyne z d̊usledku 4.25 a rovnost́ı (4.37) a (4.41), že

(x)⊕k
(4.37)
= (r+

k (x))⊕k
(4.41)
= (r+

k+1(x) + ek)
⊕
k

4.25
= (r+

k+1(x))⊕k ∗ 1,

což dokazuje rovnost (4.39) pro (x)+
k = εk = 1.

Označeńı 4.31. Ve zbylém textu budeme pro každé i = 1, . . . , n − 1
označovat symbolem bi prvek bi =

⊕i
k=1 b

i
kek takový, že

x⊕ α = r⊕i+1(x⊕ α)⊕ bi,

kde r⊕i+1(x ⊕ α) ∈ R⊕(X/Xi) je přirozený reprezentant prvku x ⊕ α
v rozkladové tř́ıdě X/Xi př́ıslušný operaci ⊕.

Dále budeme symbolem ci označovat prvek ci =
⊕i

k=1 c
i
kek takový,

že
y ⊕ β = r⊕i+1(y ⊕ β)⊕ ci,

kde r⊕i+1(y⊕β) ∈ R⊕(X/Xi) je přirozený reprezentant prvku y⊕β v roz-
kladové tř́ıdě X/Xi př́ıslušný operaci ⊕.

Symbolem di budeme označovat takový prvek di =
∑i

k=1 d
i
kek ∈ Xi,

pro který plat́ı
x+ y = r+

i+1(x+ y) + di,

kde r+
i+1(x+y) ∈ R+(X/Xi) je přirozený reprezentant prvku x+y v roz-

kladové tř́ıdě X/Xi př́ıslušný operaci +.
Symbolem gi budeme označovat takový prvek gi =

∑i
k=1 g

i
kek ∈ Xi,

pro který plat́ı

(x⊕ α) + (y ⊕ β) = r+
i+1((x⊕ α) + (y ⊕ β)) + gi,

kde r+
i+1((x⊕α) + (y⊕β)) ∈ R+(X/Xi) je přirozený reprezentant prvku

(x⊕ α) + (y ⊕ β) v rozkladové tř́ıdě X/Xi př́ıslušný operaci +.
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Konečně symbolem hi budeme označovat prvek hi =
⊕i

k=1 h
i
kek ∈ Xi,

pro který plat́ı

(x+ y)⊕ γ = r⊕i+1((x+ y)⊕ γ)⊕ hi,

kde r⊕i+1((x+ y)⊕ γ) ∈ R⊕(X/Xi) je přirozený reprezentant prvku (x+
y)⊕ γ v rozkladové tř́ıdě X/Xi př́ıslušný operaci ⊕.

Definujeme bn = 0, cn = 0, dn = 0, gn = 0 a hn = 0.

Tvrzeńı 4.32. Pro libovolné i ∈ {1, . . . , n− 1} je

r⊕i ((x⊕ α) + (y ⊕ β)) = r⊕i+1((x⊕ α) + (y ⊕ β))⊕ λiei, (4.42)

kde

λi = xi ∗ αi ∗ bii ∗ (r⊕i+1(x⊕ α))+
i ∗ yi ∗ βi ∗ cii∗ (4.43)

∗ (r⊕i+1(y ⊕ β))+
i ∗ gii ∗ (r+

i+1((x⊕ α) + (y ⊕ β)))⊕i .

D̊ukaz. Z definice přirozeného reprezentantu plyne, že

r⊕i ((x⊕ α) + (y ⊕ β)) = r⊕i+1((x⊕ α) + (y ⊕ β))⊕ λiei, λi ∈ {0, 1}.

Chceme tedy naj́ıt hodnotu koeficientu λi.
Označme si p = x ⊕ α a q = y ⊕ β. Necht’ p =

∑n
k=1 pkek a q =∑n

k=1 qkek jsou vyjádřeńı prvk̊u p, q pomoćı operace +.
Nejprve ukážeme, že

λi = pi ∗ qi ∗ gii ∗ (r+
i+1(p+ q))⊕i . (4.44)

Podle lemmatu 4.28 je r+
i (p+ q) = r+

i+1(p+ q) + (pi ∗ qi ∗ gii)ei, a tedy
(podle poznámky 4.27) (p+ q)+

i = (r+
i (p+ q))+

i = pi ∗ qi ∗ gii.
K dokončeńı d̊ukazu rovnosti (4.44) zbývá dokázat, že

λi = (p+ q)+
i ∗ (r+

i+1(p+ q))⊕i . (4.45)

Necht’ r+
i+1(p+q) =

⊕n
k=1 σiei a r+

i (p+q) =
⊕n

k=1 ϕiei jsou vyjádřeńı
prvk̊u r+

i+1(p + q) a r+
i (p + q) pomoćı operace ⊕. Protože r+

i (p + q) =
r+
i+1(p+ q) + (p+ q)+

i ei, je podle d̊usledku 4.25

• ϕk = σk pro k = 1, . . . , n, pokud (p+ q)+
i = 0,

• ϕk = σk pro k = i+ 1, . . . , n a ϕi 6= σi, pokud (p+ q)+
i = 1.
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To znamená, že ϕi = σi ∗ (p+ q)+
i . A protože je σi = (r+

i+1(p+ q))⊕i , stač́ı
ukázat, že λi = ϕi, a d̊ukaz rovnosti (4.44) bude hotov. Rovnost λi = ϕi
však plyne z lemmatu 4.30, nebot’ λi = (p+ q)⊕i a ϕi = (r+

i (p+ q))⊕i .
Ukážeme-li, že

pi = xi ∗ αi ∗ bii ∗ (r⊕i+1(x⊕ α))+
i (4.46)

a
qi = yi ∗ βi ∗ cii ∗ (r⊕i+1(y ⊕ β))+

i , (4.47)

bude tvrzeńı dokázáno.
Dokážeme pouze rovnost (4.46), nebot’ rovnost (4.47) lze dokázat ana-

logicky. Důkaz rovnosti (4.46) bude podobný d̊ukazu rovnosti (4.44).
Z definice přirozeného reprezentantu (4.2) a lemmatu 4.22 plyne, že

r⊕i (p) = r⊕i (x⊕α) = r⊕i+1(x⊕α)⊕(xi∗αi∗bii)ei, a tedy (p)⊕i = (x⊕α)⊕i =
xi ∗ αi ∗ bii.

Pod́ıvejme se nyńı na vyjádřeńı reprezentant̊u r⊕i+1(x⊕α) a r⊕i (x⊕α)
pomoćı operace +. Označme r⊕i+1(x ⊕ α) =

∑n
k=1 ηiei a r⊕i (x ⊕ α) =∑n

k=1 ωiei. Podle d̊usledku 4.25 je

• ωk = ηk pro k = 1, . . . , n, pokud (x⊕ α)⊕i = 0,

• ωk = ηk pro k = i+ 1, . . . , n a ωi 6= ηi, pokud (x⊕ α)⊕i = 1.

To znamená, že ωi = ηi ∗ (x ⊕ α)⊕i . A protože je pi = (x ⊕ α)+
i a ωi =

(r⊕i (x ⊕ α))+
i , plyne z lemmatu 4.30, že pi = ωi = ηi ∗ (x ⊕ α)⊕i =

(r⊕i+1(x⊕ α))+
i ∗ (x⊕ α)⊕i , nebot’ ηi = (r⊕i+1(x⊕ α))+

i .
Rovnost (4.46) je tedy dokázána, nebot’ (jak jsme již dř́ıve ukázali)

je (x⊕ α)⊕i = xi ∗ αi ∗ bii.
Důkaz následuj́ıćıho tvrzeńı je velmi podobný d̊ukazu tvrzeńı 4.32,

proto uvedeme pouze náznak d̊ukazu.

Tvrzeńı 4.33. Pro libovolné i ∈ {1, . . . , n− 1} je

r⊕i ((x+ y)⊕ γ) = r⊕i+1((x+ y)⊕ γ)⊕ κiei, (4.48)

kde
κi = (x)+

i ∗ (y)+
i ∗ dii ∗ (r+

i+1(x+ y))⊕i ∗ γi ∗ hii. (4.49)

Náznak d̊ukazu. Označme si z = x + y =
⊕n

k=1 zkek a w = z ⊕ γ =⊕n
k=1 wkek. Podobně jako v předchoźım tvrzeńı lze dokázat, že

zi = (x)+
i ∗ (y)+

i ∗ dii ∗ (r+
i+1(x+ y))⊕i (4.50)

a
κi = wi = (z)⊕i ∗ (γ)⊕i ∗ hii, (4.51)

kde (z)⊕i = zi a (γ)⊕i = γi.
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Nyńı zformulujeme tvrzeńı, které v sobě zahrnuje kombinaci předcho-
źıch tvrzeńı 4.32 a 4.33.

Tvrzeńı 4.34. Předpokládejme, že x, y ∈ X jsou řešeńım rovnice (4.18)
modulo Xi. Potom jsou prvky x, y ∈ X řešeńım rovnice (4.18) modulo
Xi−1, právě když

αi ∗ βi ∗ γi = (r⊕i+1(x))+
i ∗ (r⊕i+1(y))+

i ∗ (r+
i+1(x+ y))⊕i ∗

∗ (r⊕i+1(x⊕ α))+
i ∗ (r⊕i+1(y ⊕ β))+

i ∗ (4.52)

∗ (r+
i+1((x⊕ α) + (y ⊕ β)))⊕i ∗ bii ∗ cii ∗ dii ∗ gii ∗ hii.

D̊ukaz. Prvky x, y ∈ X jsou řešeńım rovnice (4.18) modulo Xi−1, právě
když prvek (x⊕α) + (y⊕β) lež́ı ve stejné rozkladové tř́ıdě X podle Xi−1

jako prvek (x+y)⊕γ, tedy právě když se rovnaj́ı přirozené reprezentanty
r⊕i ((x ⊕ α) + (y ⊕ β)) a r⊕i ((x + y) ⊕ γ). Podle tvrzeńı 4.32 a 4.33 tato
rovnost nastává, právě když

xi ∗ αi ∗ bii ∗ (r⊕i+1(x⊕ α))+
i ∗ yi ∗ βi ∗ cii∗

∗ (r⊕i+1(y ⊕ β))+
i ∗ gii ∗ (r+

i+1((x⊕ α) + (y ⊕ β)))⊕i =

= (x)+
i ∗ (y)+

i ∗ dii ∗ (r+
i+1(x+ y))⊕i ∗ γi ∗ hii,

nebot’ podle předpokladu je r⊕i+1((x⊕ α) + (y ⊕ β)) = r⊕i+1((x+ y)⊕ γ).
Podle rovnosti (4.40) z lemmatu 4.30 je

(x)+
i = xi ∗ (r⊕i+1(x))+

i

a
(y)+

i = yi ∗ (r⊕i+1(y))+
i .

Z tohoto vyjádřeńı źıskame po jednoduché úpravě dokazovanou rov-
nost (4.52).

Označeńı 4.35. Ve zbývaj́ıćım textu budeme označovat symbolem ◦
běžné sč́ıtáńı v množině přirozených č́ısel. Symbolem · označ́ıme běžné
násobeńı v množině přirozených č́ısel. A konečně celoč́ıselné děleńı č́ısla
a č́ıslem b označ́ıme a div b.

Ve vyjádřeńı hodnoty αi ∗ βi ∗ γi pomoćı rovnosti (4.52) se objevuj́ı
hodnoty (r⊕i+1(x))+

i , (r⊕i+1(y))+
i , (r+

i+1(x+ y))⊕i , (r⊕i+1(x⊕ α))+
i , (r⊕i+1(y ⊕

β))+
i a (r+

i+1((x⊕α)+(y⊕β)))⊕i , které jsou nezávislé na hodnotách xi+1,
yi+1, αi+1, βi+1, γi+1, a hodnoty bii, c

i
i, d

i
i, g

i
i a hii, které na hodnotách

xi+1, yi+1, αi+1, βi+1, γi+1 záviśı.
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Označme si hodnotu (r⊕i+1(x))+
i ∗ (r⊕i+1(y))+

i ∗ (r+
i+1(x+y))⊕i ∗ (r⊕i+1(x⊕

α))+
i ∗(r⊕i+1(y⊕β))+

i ∗(r+
i+1((x⊕α)+(y⊕β)))⊕i symbolem δi. Pak můžeme

rovnost (4.52) zapsat následovně:

αi ∗ βi ∗ γi = δi ∗ bii ∗ cii ∗ dii ∗ gii ∗ hii. (4.53)

Pro hodnoty bii, c
i
i, d

i
i, g

i
i a hii zřejmě plat́ı

bii = bi+1
i ∗

(
(xi+1 ◦ αi+1 ◦ bi+1

i+1) div 2
)
· (ei+1 ⊕ ei+1)⊕i ,

cii = ci+1
i ∗

(
(yi+1 ◦ βi+1 ◦ ci+1

i+1) div 2
)
· (ei+1 ⊕ ei+1)⊕i ,

dii = di+1
i ∗

(
((x)+

i+1 ◦ (y)+
i+1 ◦ di+1

i+1) div 2
)
· (ei+1 + ei+1)+

i ,

gii = gi+1
i ∗

(
((x⊕ α)+

i+1 ◦ (y ⊕ β)+
i+1 ◦ gi+1

i+1) div 2
)
· (ei+1 + ei+1)+

i ,

hii = hi+1
i ∗

(
((x+ y)⊕i+1 ◦ γi+1 ◦ hi+1

i+1) div 2
)
· (ei+1 ⊕ ei+1)⊕i .

Je tedy

bii ∗ cii ∗ dii ∗ gii ∗ hii = bi+1
i ∗ ci+1

i ∗ di+1
i ∗ gi+1

i ∗ hi+1
i ∗

∗
[(

(xi+1 ◦ αi+1 ◦ bi+1
i+1) div 2

)
∗
(
(yi+1 ◦ βi+1 ◦ ci+1

i+1) div 2
)
∗

∗
(
((x+ y)⊕i+1 ◦ γi+1 ◦ hi+1

i+1) div 2
)]
· (ei+1 ⊕ ei+1)⊕i ∗ (4.54)

∗
[(

((x)+
i+1 ◦ (y)+

i+1 ◦ di+1
i+1) div 2

)
∗

∗
(
((x⊕ α)+

i+1 ◦ (y ⊕ β)+
i+1 ◦ gi+1

i+1) div 2
)]
· (ei+1 + ei+1)+

i ,

kde

(x)+
i+1

(4.40)
= xi+1 ∗ (r⊕i+2(x))+

i+1,

(y)+
i+1

(4.40)
= yi+1 ∗ (r⊕i+2(y))+

i+1,

(x⊕ α)+
i+1

(4.46)
= xi+1 ∗ αi+1 ∗ bi+1

i+i ∗ (r⊕i+2(x⊕ α))+
i+1,

(y ⊕ β)+
i+1

(4.47)
= yi+1 ∗ βi+1 ∗ ci+1

i+i ∗ (r⊕i+2(y ⊕ β))+
i+1

a

(x+ y)⊕i+1

(4.39)
= (x+ y)+

i+1 ∗ (r+
i+2(x+ y))⊕i+1

(4.50)
=

= (x)+
i+1 ∗ (y)+

i+1 ∗ di+1
i+1 ∗ (r+

i+2(x+ y))⊕i+1

(4.40)
=

= xi+1 ∗ (r⊕i+2(x))+
i+1 ∗ yi+1 ∗ (r⊕i+2(y))+

i+1 ∗ di+1
i+1 ∗ (r+

i+2(x+ y))⊕i+1.

Hodnoty bi+1
i , ci+1

i , di+1
i , gi+1

i , hi+1
i nezáviśı na hodnotách xi+1, yi+1,

αi+1, βi+1, γi+1, proto je můžeme spolu s hodnotou δi ”
sloučit“ do jediné

proměnné, kterou označ́ıme ψi a definujeme

ψi = δi ∗ bi+1
i ∗ ci+1

i ∗ di+1
i ∗ gi+1

i ∗ hi+1
i .
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Při označeńı

τi =
(
(xi+1 ◦ αi+1 ◦ bi+1

i+1) div 2
)
∗
(
(yi+1 ◦ βi+1 ◦ ci+1

i+1) div 2
)
∗

∗
(
((x+ y)⊕i+1 ◦ γi+1 ◦ hi+1

i+1) div 2
)

a

ϑi =
(
((x)+

i+1 ◦ (y)+
i+1 ◦ di+1

i+1) div 2
)
∗

∗
(
((x⊕ α)+

i+1 ◦ (y ⊕ β)+
i+1 ◦ gi+1

i+1) div 2
)

tedy plat́ı

αi ∗ βi ∗ γi = ψi ∗ τi · (ei+1 ⊕ ei+1)⊕i ∗ ϑi · (ei+1 + ei+1)+
i .

Hodnota αi ∗ βi ∗ γi tedy záviśı na hodnotách ψi, xi+1, yi+1, αi+1, βi+1,
γi+1, b

i+1
i+1, c

i+1
i+1, d

i+1
i+1, g

i+1
i+1, h

i+1
i+1, (r

⊕
i+2(x))+

i+1, (r
⊕
i+2(y))+

i+1, (r+
i+2(x + y))⊕i+1,

(r⊕i+2(x⊕ α))+
i+1, (r

⊕
i+2(y ⊕ β))+

i+1, (ei+1 ⊕ ei+1)⊕i a (ei+1 + ei+1)+
i .

Tuto závislost popisuj́ı tabulky na přiloženém CD. Každé uspořádané
desetici Λi+1 =

(
bi+1
i+1, c

i+1
i+1, g

i+1
i+1, h

i+1
i+1, (r

⊕
i+2(x))+

i+1, (r
⊕
i+2(y))+

i+1, (r
+
i+2(x +

y))⊕i+1, (r
⊕
i+2(x⊕ α))+

i+1, (r
⊕
i+2(y ⊕ β))+

i+1, ψi
)

př́ısluš́ı jedna tabulka.
Na pr̊useč́ıku řádku a sloupce určených hodnotami xi+1, yi+1, d

i+1
i+1,

αi+1, βi+1, γi+1 nalezneme uspořádanou čtveřici (µ1, µ2, µ3, µ4), kde

• µ1 je hodnota výrazu αi ∗ βi ∗ γi pro (ei+1 ⊕ ei+1)⊕i = 0 a (ei+1 +
ei+1)+

i = 0,

• µ2 je hodnota výrazu αi ∗ βi ∗ γi pro (ei+1 ⊕ ei+1)⊕i = 0 a (ei+1 +
ei+1)+

i = 1,

• µ3 je hodnota výrazu αi ∗ βi ∗ γi pro (ei+1 ⊕ ei+1)⊕i = 1 a (ei+1 +
ei+1)+

i = 0,

• µ4 je hodnota výrazu αi ∗ βi ∗ γi pro (ei+1 ⊕ ei+1)⊕i = 1 a (ei+1 +
ei+1)+

i = 1.

4.3 Algoritmus

Nyńı přistouṕıme k hledáńı řešeńı rovnice typu (4.18). Prvky di, i =
1, . . . , n− 1, záviśı pouze na prvćıch x, y, (ei+1 + ei+1), (ei+1⊕ ei+1) a na
přechodových funkćıch, nikoliv na prvćıch α, β, γ. Proto je, stejně jako
v př́ıpadě standardńıho grupového páru, hodnota di+1

i+1 součást́ı řešeńı.
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Ze zadáńı známe hodnoty αi+1, βi+1, γi+1, αi ∗βi ∗ γi a (ei+1⊕ ei+1)⊕i ,
(ei+1 + ei+1)+

i . Hodnoty xi+1, yi+1, d
i+1
i+1, které spolu se zadanými hodno-

tami splňuj́ı rovnost (4.52), nazýváme řešeńım rovnice (4.18) na (i+1)-ńı
pozici. Dvojici (xi+1, yi+1), pro kterou je xi+1, yi+1, d

i+1
i+1 řešeńım rovnice

(4.18) na (i+ 1)-ńı pozici, nazýváme řešeńım rovnice (4.18) na (i+ 1)-ńı
pozici př́ıslušným hodnotě di+1

i+1.
K hledáńı řešeńı na (i+1)-ńı pozici můžeme použ́ıt přiložené tabulky.

V každé z nich ve sloupci určeném hodnotami αi+1, βi+1, γi+1 najdeme
sloupeček určený hodnotami (ei+1 ⊕ ei+1)⊕i , (ei+1 + ei+1)+

i . Řádky, na
kterých se v tomto sloupečku vyskytuje hodnota αi ∗βi ∗γi, určuj́ı trojice
(xi+1, yi+1, d

i+1
i+1), které jsou řešeńım rovnice (4.18) na (i + 1)-ńı pozici

př́ıslušným dané desetici Λi+1.
Jak vid́ıme v přiložených tabulkách, řešeńı rovnice (4.18) na (i + 1)-

-ńı pozici v některých př́ıpadech existuje pouze pro jediné ψi. Např. pro
(ei+1 ⊕ ei+1)⊕i = 0, (ei+1 + ei+1)+

i = 0 existuje řešeńı pouze v př́ıpadě, že
αi ∗ βi ∗ γi = ψi.

To zp̊usobuje, že hledáńı jednoho řešeńı rovnice (4.18) pomoćı algo-
ritmu Paula a Preneela zobecněného na husté abelovské grupové páry
nemůže být obecně polynomiálńı. Může se totiž stát, že některé řešeńı
rovnice (4.18) modulo Xi nep̊ujde

”
prodloužit“ na řešeńı modulo Xi−1,

ale zjist́ıme to až v okamžiku, kdy známe Λi+1, a tedy ψi.
Nyńı poṕı̌seme algoritmus na nalezeńı všech řešeńı soustavy (4.17).

Krok 9. upřesńıme v komentáři za algoritmem.

Algoritmus 4.36. neco
Vstup: Souřadnice prvk̊u α[k], β[k], γ[k] vzhledem k bázi EX př́ıslušné
operaci ⊕ pro k = 1, . . . ,m, soubor přechodových funkćı fi a prvky
ei ⊕ ei, ei + ei ∈ Xi−1 pro i = 0, . . . , n− 1.
Výstup: Množina všech dvojic x =

⊕n
j=1 xjej, y =

⊕n
j=1 yjej ∈ X které

jsou řešeńım soustavy (4.17) s koeficienty ze vstupu.
Postup:

1. Pro k = 1, . . . ,m :

2. Ověř, jestli αn[k] ∗ βn[k] ∗ γn[k] = 0.

3. Pokud tato rovnost neplatı́, pak soustava (4.17)

nemá řešenı́. Konec.

4. Pro k = 1, . . . ,m :

5. Polož b0[k] = 0, c0[k] = 0, d0[k] = 0, g0[k] = 0, h0[k] = 0.
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6. Pro k = 1, . . . ,m :

7. Pro i = n− 1, . . . , 0 :

8. V každé z přiložených tabulek najdi množinu všech

trojic (xi+1, yi+1, d
i+1
i+1), pro které je na mı́stě určeném

hodnotami αi+1, βi+1, γi+1, xi+1, yi+1, di+1
i+1,

(ei+1 ⊕ ei+1)⊕i , (ei+1 + ei+1)+
i daná hodnota αi ∗ βi ∗ γi.

9. Principem prohledávánı́ do hloubky najdi všechna

řešenı́ k-té rovnice soustavy (4.17).

10. Urči průnik množin řešenı́ jednotlivých rovnic soustavy.

Popǐsme 9. krok algoritmu 4.36. Množiny řešeńı jednotlivých rovnic
budeme hledat

”
prodlužováńım“ řešeńı modulo Xi na řešeńı modulo

Xi−1, kde i = 0, . . . , n − 1. Ve druhém kroku algoritmu jsme zjistili,
že každá rovnice soustavy (4.17) je řešitelná modulo Xn−1 (jinak by al-
goritmus ukončil výpočet ve 3. kroku a nedostal by se na 9. krok).

Jak lze snadno ověřit, je vždy Λn = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0). Proto při
prodlužováńı řešeńı rovnice (4.18) modulo Xn−1 na jej́ı řešeńı modulo
Xn−2 použ́ıváme vždy tabulku 1. Z 8. kroku algoritmu známe množinu
všech trojic (xn, yn, d

n
n), které jsou v tabulce 1 řešeńım dané rovnice na

n-té pozici. Z nich vybereme ty, ve kterých je dnn = 0, protože je dn =
0. Z takto źıskané množiny vybereme libovolný prvek (xn, yn), který je
řešeńım dané rovnice na n-té pozici př́ıslušným hodnotě dnn = 0. Odtud
urč́ıme hodnoty bn−1

n−1, c
n−1
n−1, d

n−1
n−1, g

n−1
n−1, h

n−1
n−1, (r

⊕
n (x))+

n−1, (r
⊕
n (y))+

n−1, (r
+
n (x

+y))⊕n−1, (r
⊕
n (x⊕α))+

n−1, (r
⊕
n (y⊕β))+

n−1, ψn−2, č́ımž źıskáme Λn−1 a dn−1
n−1.

Podobně postupujeme také při prodlužováńı řešeńı dané rovnice mo-
dulo Xi na jej́ı řešeńı modulo Xi−1 pro i = 0, . . . , n − 2. Hodnoty di+1

i+1

a Λi+1 nám urč́ı množinu jej́ıch řešeńı na (i+1)-ńı pozici př́ıslušné hodnotě
di+1
i+1. Z ńı vybereme jeden prvek, s jehož pomoćı spočteme Λi a dii.

Rozeberme nyńı časovou složitost jednotlivých krok̊u algoritmu 4.36.
Kroky 2. a 3. maj́ı konstantńı časovou složitost, takže kroky 1.–3. maj́ı
složitost O(m). Kroky 4.–5. maj́ı také časovou složitost O(m). Krok
8. má konstantńı časovou složitost, nebot’ velikost přiložených tabulek
je konstantńı. V kroku 9. se při každém prodlužováńı řešeńı rovnice
(4.18) modulo Xi na jej́ı řešeńı modulo Xi−1 provád́ı několik převod̊u
vyjádřeńı prvku pomoćı operace + na jeho vyjádřeńı pomoćı operace
⊕ nebo naopak, což má časovou složitost polynomiálńı v n. Krok 9. má
proto časovou složitost O(p(n)4n), kde p(n) je polynom v n. Kroky 6. - 9.
maj́ı tedy časovou složitost O(m ·4n). Složitost kroku 10. je v O(m ·42n),
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nebot’ pr̊unik m množin, z nichž každá má velikost maximálně l, lze nalézt
v O(ml2). V tomto př́ıpadě je l = 4n.

Algoritmus 4.36 má tedy časovou složitost O(m · 42n). Obecně je
tedy z hlediska časové složitosti výhodněǰśı k nalezeńı všech řešeńı sous-
tavy (4.17) vyzkoušet všech 4n možnost́ı řešeńı, nebot’ tento postup má
časovou složitost O(m ·p(n) ·4n), nebot’ i zde je třeba převádět vyjádřeńı
prvku pomoćı operce + na jeho vyjádřeńı pomoćı operace⊕ nebo opačně.

Při splněńı určitých podmı́nek ovšem algoritmus 4.36 na nalezeńı
všech řešeńı soustavy (4.17) najde jedno řešeńı rovnice (4.18) v poly-
nomiálńım čase. Jaké jsou tyto podmı́nky?

Předpokládejme, že známe prvky α =
⊕n

k=1 αkek, β =
⊕n

k=1 βkek,
γ =

⊕n
k=1 γkek a dále pro každé i = 1, . . . , n přechodovou funkci fi−1

a prvky (ei + ei), (ei ⊕ ei). K tomu, aby algoritmus 4.36 nalezl v poly-
nomiálńım čase jedno řešeńı rovnice (4.18), je třeba, aby pro každé i =
1, . . . , n, pro každou hodnotu αi−1 ∗ βi−1 ∗ γi−1 a pro každou dvojici
Λi, Λ̃i, které se lǐśı pouze v jedné položce, bud’ ani v jedné z tabulek
př́ıslušných Λi a Λ̃i neexistovalo žádné řešeńı určené hodnotami (ei +
ei)

+
i−1, (ei⊕ ei)⊕i−1, nebo aby v tabulce př́ıslušné Λi existovala taková dvě

řešeńı (xi,1, yi,1, d
i
i,1), (xi,2, yi,2, d

i
i,2), pro která dii,1 6= dii,2, a aby zároveň

v tabulce př́ıslušné Λ̃i existovala taková dvě řešeńı (x̃i,1, ỹi,1, d̃
i
i,1), (x̃i,2,

ỹi,2, d̃
i
i,2), pro která d̃ii,1 6= d̃ii,2.

Je-li splněna prvńı část podmı́nky, tedy neexistence daného řešeńı ani
v jedné tabulce, pak v př́ıpadě, že rovnice (4.18) nemá řešeńı, zjist́ıme
to v prvńı fázi algoritmu 4.36 (kroky 1. - 8.), která má polynomiálńı
časovou složitost. Podmı́nka existence dvou řešeńı na i-té pozici s r̊uznými
hodnotami dii,1 6= dii,2 a d̃ii,1 6= d̃ii,2 zajǐst’uje, že v př́ıpadě řešitelnosti
rovnice (4.18) lze jej́ı řešeńı modulo Xi+1 vždy prodloužit na jej́ı řešeńı
modulo Xi.

V př́ıpadě standardńıho grupového páru je pro každé i = 0, . . . , n− 1
přechodová funkce fi identita na Xi. Dále pro všechna x ∈ X a i =
1, . . . , n − 1 plat́ı (r+

i+1(x))⊕i = 0 a (r⊕i+1(x))+
i = 0, bi+1

i = ci+1
i = di+1

i =
gi+1
i = hi+1

i = 0. A také pro každé i = 1, . . . , n je bi = ci = hi = 0
a (ei + ei)

+
i−1 = 1, (ei ⊕ ei)⊕i−1 = 0. Proto je pro standardńı grupový pár

vždy ψi = 0 a Λi+1 = (0, 0, gi+1
i+1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0).

Pro standardńı grupový pár jsou tedy relevantńı pouze tabulky 1 a 129.
V nich z každého sloupce př́ıslušej́ıćıho trojici (αi+1, βi+1, γi+1) vyb́ıráme
2. sloupeček, nebot’ ten př́ısluš́ı př́ıpad̊um, kdy (ei+1 +ei+1)+

i = 1, (ei+1⊕
ei+1)⊕i = 0.

Ve standardńım grupovém páru nav́ıc plat́ı podmı́nka, že αi∗βi∗γi =
dii ∗ gii. Proto z vybraných sloupečk̊u uvažujeme pouze ty položky, jejichž
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př́ıslušné hodnoty αi, βi, γi, d
i
i, g

i
i splňuj́ı tuto podmı́nku.

Ve standardńım grupovém páru jsou tedy splněny podmı́nky, při
kterých algoritmus 4.36 najde jedno řešeńı rovnice (4.18) v polynomiálńım
čase.
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