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Uvod

Délitelnost standardné zkoumame ve strukture celych nebo prirozenych cisel.
Na této struktufe zname rizné dulezité véty z teorie cisel, naptiklad ¢inskou zbyt-
kovou vétu, ktera se vyuziva i v kryptografii. Prvni zminka o ni pochazi ze tretiho
stoleti naseho letopocétu z knihy Sun Tzu Suan Ching. V této praci si ukazeme,
ze tato véta lze zevseobecnit pro libovolny obor integrity. Na struktute celych ¢i-
sel dale pouzivame Euklidav algoritmus, ktery je pojmenovan podle starovékého
filozofa Euklida, ktery jej uvedl ve svém dile Zaklady (cca 300 pf. n. 1.), prestoze
pravdépodobné neni ptivodnim autorem. Ukazeme si, ze tento algoritmus mize-
me pouzivat jen ve specialnich oborech, které nutné musi splnovat Zakladni vétu
aritmetiky, jejiz jednodussi verzi dokazuje uz Euklides a je zapsana také v Za-
kladech. Zakladni vétu aritmetiky poté ve své knize Disquisitiones Arithmeticae
Carl Friedrich Gauss dokazal i pro dalsi struktury. Tato véta ndm tiké, ze kaz-
dé c¢islo 1ze jednoznacné rozlozit. My tuto vétu zevseobecnime a ukézeme si, Ze
muzeme pouzivat rozklad jednoznac¢ny az na asociativnost. Obor, kde lze pouzit
Euklidav algoritmus, je ale i zaroven Bezoutovym oborem, coz je obor, kde plati
Bezoutova véta, kterou v roce 1748 Leonhard Euler a Gabriel Cramer uvedli, ale
ani jednomu se nepodatilo dokonc¢it dikaz. O nékolik let pozdéji, v roce 1764, dal
Etienne Bezout prvni uspokojivy dikaz jako vysledek drivejsi prace Colina Mac-
laurina. Ve skutecnosti byl tento ditkaz netplny v nékolika bodech. Kompletni
diikaz prisel o vice nez sto let pozdéji, v roce 1873, diky Georges-Henri Halphe-
novi. Tato véta nam 1ika, ze nejvétsi spolecny nasobek dvou cisel lze zapsat jako
jeho linearni kombinaci. Existuji ale i obory, kde tento pozadavek neplati. Tako-
vym oborem je naptiklad obor polynomu nad celymi cisly, ve kterém sice plati
zakladni véta aritmetiky, ale neplati v ném Bezoutova véta. Obory, kde plati za-
kladni véta aritmetiky, se jmenuji Gaussovy obory. Plati to, Ze naopak existuji i
Bezoutovy obory, ve kterych neplati zakladni véta aritmetiky - takovy oborem je
obor algebraickych ¢isel. Dokonce existuje i obor hodnot, kde neexistuje nejvétsi
spolecny délitel. Takovym oborem jsou algebraicka cela cisla, ale na téchto ¢islech
funguje nase zevseobecnéna cinska zbytkova véta.



1. Délitelnost

1.1 Obory integrity a jejich vlastnosti

Délitelnost se uéime zkoumat vétsinou na prirozenych nebo celych cislech,
pojdme dilezité vlastnosti celych ¢isel zevSeobecnit a vytvorit algebraicky po-
jem, kterému se tika okruh. Takova struktura je uzaviena na s¢itani a nasobeni,
pii s¢itani nezalezi na poradi ani zavorkach. Vime jak roznasobovat a vytykat a
existuje tu takovy prvek, ktery kdyz k libovolnému prvku pricteme, tak se pr-
vek nezméni. Posledni vlastnosti celych cisel, kterou budeme chtit zachovat, je
existence opac¢ného prvku vzhledem ke sc¢itani. Nyni si tyto vlastnosti zapiseme
axiomaticky.

Definice 1.1.1 (Okruh).
Nosi¢ R se dvéema bindrnimi operacemi 4+ a * nazveme okruhem, pravé tehdy kdyz
pro vSechny x,y,z2 € R splnuje ndsledujici axiomy:

1. Uzavrenost scitini a ndasobeni:

(x+y € R),
(x*y € R).

2. Asociativita operaci:

(x+y)+z=a+(y+2),

(xxy)*xz=xx%(yx*z2).
3. Komutativita scitani:
r+y=y-+ux.
4. Euxistence neutrdlniho proku pro scitani (budeme jej znacit 0):
(30 € R)(x + 0 = x).
5. Ezistence opacného prvku pro scitdni:
(Joe R)(x+0=0).

6. Oboustrannd distributivita scitani a nasobeni:

+

=
*

&

zx(y+2) = (zxy)
(y+z2)xx=(yxx)+ (2 *xx).



Rozeberme si podrobnéji, co tyto axiomy okruhu o této strukture rikaji. Za-
¢néme prvnim axiomem uzavienosti sé¢itdni a nasobeni nam fika, ze okruh je
uzavien na tyto dvé operace. To znamend, ze pro kazdé dva prvky nosice jsou
v nosidi i vysledky téchto dvou operaci. Pro usnadnéni zapisu (z % y) muzeme
zapisovat i jako xy. Zavedme si jesté zkratku pro soucin n stejnych prvki x jako
x™. Druhy axiom 1ika, Ze nezalezi na zavorkach pii s¢itani ani pii nasobeni, proto
napiiklad misto (a+b)+c, mizeme psat a+b+-c. Podle tietiho axiomu nezalezi na
poradi prvki pti s¢itani. Ve ¢tvrtém axiomu jsme oznacili neutralni prvek jako 0.
Ukazme si, ze tato definice je korektni a Ze neutralni prvek je urc¢en jednoznacné.

Lemma 1.1.2.
V okruhu je neutrdlni prvek urcen jednoznacné.

Diikaz:
Uvazujme, ze mame h,f € R, které oba jsou neutralni prvky.
Proto pro libovolné x € R plati jak x + h =z, tak x + f = x.
Dosadime do rovnice  + h = x oba prvky f i h.
Dostali jsme, ze f +h=fah+ f=h.
Ze tretiho axiomu ale vime, ze f +h =h + f.
Z ¢ehoz plyne, ze h = f.
O

Dokazali jsme, ze neutralni prvek v okruhu je urcen jednoznac¢né. Oznacme si
jej jako 0. Pokrac¢ujme k dalSimu axiomu, ktery nam tikd, ze ke kazdému prvku
v okruhu existuje opacny prvek vici scitani. Dokazeme si, ze tento prvek je pro
kazdy prvek urcéen jednoznacné.

Lemma 1.1.3.
V' okruhu je opacny prvek urcen jednoznacneé.

Diikaz:

Pro libovolné = € R uvazujme h,f € R, které oba jsou opa¢nymi prvky pro x.
Vezméme x + f = 0 a prictéme k obéma stranam h.

Dostaneme h + x + f = h, ale z predpokladu vime, Ze i h je opacny prvek k x.
Proto plati f = h a proto je opac¢ny prvek urcen pro libovolny prvek v okruhu
jednoznacné.

]

Dokazali jsme, ze pro libovolny prvek z existuje opacny prvek vzhledem ke
s¢itani, ktery je urcéeny jednoznacné. Budeme ho znacit —z. Pro prehlednéjsi zapis
piSme misto a + (—x) zkrdcené a — .

Posledni axiom Oboustranna distributivita nasobeni a s¢itani nam ukazujeme jak
roznasobovat soucty a vytykat ze soucti.

Jesté jsme si nerekli, jak se bude chova neutralni prvek s¢itani chova pii nasobeni.
Bude to standardné také jako v celych ¢islech. Proto jeho libovolny nasobek bude
zase on sam. Tuto vlastnost neutralniho prvku si nyni dokédzeme.



Lemma 1.1.4.
Meéjme okruh R a libovolné a € R. Pak a0 = 0.

Diikaz:
Méjme okruh R a v ném prvek a € R.
Podle distributivniho zdkonu plati, Ze a * (a + 0) = a* + a * 0.
7. definice nulového prvku mame a = a + 0.
Po prendsobeni a a dostaneme a® = a * (a + 0).
Tim padem dostaneme a? = a® + a * 0.
Ale jsme okruhu proto a? = b pro néjaké b € R.
Z definice okruhu pro b € R musi existovat opacny prvek vzhledem ke scitani.
Tento prvek miizeme pricist k obéma strandm rovnice b —b =0+ ax0 — b.
Po upravé dostaneme 0 = a * 0.
O

Jednoznacnost nulového prvku viéi séitani, jednoznacnost opacéného prvku
vuci séitani pro kazdy prvek ve strukture a nasobeni nulovym prvkem ve struktute
plati samoziejmé pro libovolny okruh. Ustfednim tématem této prace je specificky
druh okruht, kterym jsou obory integrity. Jsou to dalsi vlastnosti, celych ¢isel,
které si pridame k nasi definici a to, ze pri nasobeni nezéalezi na poradi, ze existuje
prvek vzhledem k nésobeni, kterym kdyz vynasobim libovolny prvek, tak se prvek
nezméni. Nakonec budeme jesté pozadovat, ze neexistuji délitelé nuly, které by
nebyly samy nulou. Nyni si tyto vlastnosti zformalizujme.

Definice 1.1.5 (Obor integrity).
Meéjme okruh R. Pak R je oborem integrity, prdvé tehdy kdyz pro libovolné x,y € R
splnuje nasledujici axiomy:

1. Komutativnost nasobeni:
TY = YT.
2. Existence neutrdlniho prvku vzhledem k ndsobeni:
(Jy € R)(Vx € R) (zy = z).
3. Neexistence vlastnich déliteli nulového prvku:

xy=0—=(z=0VvVy=0).



Obor integrity je takovy okruh ve kterém je nasobeni komutativni. To je ta-
kovy obor integrity, pfi kterém nezdalezi na poradi. Z tohoto divodu jsme si mohli
dovolit zjednodusit definici neutralniho prvku pro nasobeni a psat ji jen pro po-
uziti neutralniho prvku pro nasobeni z jedné strany. V oboru integrity existuje i
neutralni prvek vzhledem k této operaci, aby se nam to nepletlo s neutralnim prv-
kem viici sé¢itani, tak fikejme neutralnimu prvku vzhledem ke s¢itani prvek nulovy
a neutralnimu prvku vzhledem k nasobeni prvek jednotkovy. Nyni si dokazeme,
ze jednotkovy prvek je v oboru integrity urcen také jednoznacné.

Lemma 1.1.6.
V oboru integrity je jednotkovy prvek urcen jednoznacne.

Diikaz:
Uvazujme, ze mame dva jednotkové prvky h,f € R.
Pro libovolné x € R plati th =z a zf = x.
Dosadime f do prvni rovnice a h do druhé.
Dostaneme fh = f a hf = h.
V oboru integrity plati komutativita nasobeni a proto h = f.
O

Dokazali jsme, ze jednotkovy prvek je urcen v oboru integrity jednoznacné,
budeme jej znacit jako 1. Urcité se hodi otazka, jak je to s opaénymi prvky
vzhledem k nasobeni. Takové obory integrity samoziejmé existuji a rika se jim
télesa. Télesa jsou takové okruhy, které ke kazdému nenulovému prvku obsahuji
prvek opacny vzhledem k nasobeni. Lze dokazat, Ze télesa jsou oborem integrity.
Nés ale budou zajimat obory integrity obecné, protoze v nich chceme zkoumat
délitelnost a v télesech je délitelnost trividlni. Prvky s opacnym prvkem vuci
nasobeni nas rozhodné zajimat budou jen nezarucujeme jejich existenci. Prvek,
ktery ma opacny prvek vzhledem nasobeni, budeme nazyvat prvkem invertibil-
nim. Abychom nemuseli zdlouhavé psat opacny prvek vzhledem k néasobeni a
opacny prvek vzhledem ke s¢itani, tak opacnym prvkem budeme dale nazyvat
opacny prvek vzhledem ke sc¢itani a prvkem inverznim opac¢ny prvek vzhledem
nasobeni. Defimujme si nejdiive formalné inverzni prvek.

Definice 1.1.7 (Inverzni prvek).
Mejme obor integrity R. Pak tikame, Ze prvek x € R je inverzni prvek k prvku
y € R, kdyz plati xy = 1.

Maéame definovany inverzni prvek. V oborech integrity obecné nemusi pro kazdy
prvek existovat jeho prvek inverzni. My si dokazeme, ze pokud takovy prvek uz
v oboru integrity existuje, tak je urcen jednoznacné.

Lemma 1.1.8.
Pokud existuje inverzni prvek v oboru integrity, tak je urcen jednoznacne.

Diikaz:

Uvazujme h,f € R, které oba jsou inverzni prvky pro libovolné z € R.
Vezméme zf = 1 a vynasobme obé strany h. Dostaneme hx f = h.

V oboru integrity plati asociativni zakon a komutativni zakon pro nasobeni.
Dostévame proto, ze (zh)f = h.



7 predpokladu vime, Ze i h je inverzni prvek k x .
Proto plati, ze f = h podle axiomu o jednotkovém prvku.
O

Dokazali jsme, ze pokud inverzni prvek existuje, tak je urcen jednoznacné,
budeme inverzni prvek pro prvek z znaéit jako 1. Jak uZ bylo zminéno, takovy
prvek nemusi pro néjaké prvky existovat, definujme si tedy takové prvky, pro
které inverzni prvek existuje a nasledné si definujme mnozinu vSech invertibilnich
prvk.

Definice 1.1.9 (Invertibilni prvek).
Méjme obor integrity R. Pak prvek x je invertibilng prvek, pokud z—* € R.

Jelikoz tyto prvky nemusime zkoumat moc podrobné, tak vsSechny takové
prvky, které reprezentuji v oborech integrity tuto vlastnost definujme mnozinu
vsech takovych to prvkl v oboru integrity.

Definice 1.1.10 (Invertibilni trida).
Mé&jme obor integrity R. Pak R* = {x € R;z~' € R}.

Nyni si dokazme, Ze i jednotkovy prvek je vlastné prvkem invertibilnim, a
tedy o ném dale nemusime mluvit yvlast a budeme mluvit obecné o prvcich
invertibilnich a o jejich vlastnostech.

Lemma 1.1.11.
Necht R je obor integrity. Pak jednotkovy prvek je invertibilni.

Diikaz:

7, axiomu existence inverzniho prvku vime, ze pro libovolny nenulovy prvek oboru
integrity (z € R) plati (x = 1 x z).

Jednotkovy prvek je také prvkem R.

Po dosazeni dostaneme 1 = 1x1 a tedy jednotkovy prvek je invertibilnim prvkem.

Protoze je sam k sobé inverzni.
O

Dokazali jsme si tedy zakladni vlastnosti oborti integrity a jak se v nich chovaji
neutralni a jednotkovy prvek. Posledni axiom nam tika, Ze neexistuji takzvani
netrivialni délitelé nulového prvku. Proto si v nadchézejici podkapitole budeme
definovat déleni v oborech integrity a ukazeme si jeho zakladni vlastnosti.



1.2 Déleni v oborech integrity

Déleni byva chapano jako inverzni operace k nasobeni, z této vlastnosti také
vyjdeme pfi definici. Jak uz jsme psali, jsme obecné v oborech integrity a ne
jen v télesech, proto se zde kazdé dva prvky se délit vzajemné nemusi. Vime, ze
naptiklad v celych cislech je, ze prvek a déli prvek b je ekvivalentni s tim, ze b
je nasobek a. Definujme tedy takto relace délitelnosti obecné v oborech integrity.
Tento vztah a déli b budeme zapisovat jako a | b.

Definice 1.2.1 (D¢litelnost).
Necht R je obor integrity. Pak rikame o prucich a,b € R, Ze b | a, ezistuje-li c € R
takové, Ze a = bc.

Ukazme si nyni nejdrive jak se viic¢i této relaci chova nulovy prvek, a proto si
nejdrive dokazeme, ze nulovy prvek je délitelny libovolnym prvkem a ze nulovy
prvek déli jen sam sebe.

Lemma 1.2.2.
Mejme obor integrity R. Pak pro nulovy prvek 0 € R a libovolny prvek a € R
plati, Ze a | 0.

Dikaz:

Méjme obor integrity R a vezméme libovolny prvek a € R.

Podle definice relace délitelnosti a | 0 znamend, ze 0 = ac pro néjaké ¢ € R.
Takové ¢ dle lemmatu zname a je jim prave 0.

Lemma 1.2.3.
Méjme obor integrity R. Pak pro nulovy prvek 0 € R a libovolny prvek a € R
plati. Z2e 0| a — a = 0.

Diikaz:
Mé¢jme obor integrity R a libovolné a € R.
Z 0 | a vime, ze existuje ¢ € R takové, ze a = ¢ * 0.
Podle lemmatu dostavame, ze a = 0.
0

Tak jako jsme postupovali u neutralniho prvku, tak budeme stejné postupo-
vat u prvku jednotkového, respektive v tomto pripadé budeme mluvit obecné
o invertibilnich prvcich, protoze jak jsme dokazali, jednotkovy prvek je prvkem
invertibilnim. Dokazme nejdfive, ze invertibilni prvek naopak od neutralni déli
libovolny prvek, ktery neni nulovy, protoze jak jsme dokazali, ten mize délit jen
prvek neutralni a poté dokazme, ze prvek invertibilni je délitelny zas jen inverti-
bilnim prvkem.



Lemma 1.2.4.
Necht R je obor integrity. Pak pro libovolny invertibilni prvek e € R* a libovolny
prvek oboru integrity a € R — 0 plati, Ze e | a.

Diikaz:
Vezméme libovolné a € R —0 a e € R*.
Z definice invertibilniho prvku vime, Ze existuje e=! € R takové, Ze 1 = ee ™.
Pokud tuto rovnici vyndsobime a, tak dostaneme a = (ee™!)a.
7 definice okruhu vime, Ze ndsobeni je asociativni a tedy dostaneme a = e(e'a).
Mame tedy néjaké ¢ € R, pro které plati ¢ = e ta.
A tedy mame a = ec pro néjaké ¢ € R.
Coz podle definice znamena, Ze e | a.
m

Dokézali jsme tedy, ze invertibilni prvky déli vSechny nenulové prvky oboru
integrity, dokazme si tedy jesté, ze invertibilni prvek je délitelny jen invertibilnim
prvkem.

Lemma 1.2.5.
Necht R je obor integrity. Pak libovolné f € R* a libovolné e € R plati, Ze
el f—ecR

Diikaz:

Méjme libovolné e € R.

Z e | f vime, ze f = eg, pro néjaké g € R.

f je ale invertibilni, a tedy existuje f~! € R.

Timto prvkem vynasobime f = eg.

Dostaneme tedy ff~! =egf!.

V oboru integity tedy existuje prvek h € R takovy, Ze pro n&j plati h = gf .
Dostaneme tedy 1 = eh pro néjaké h € R .

7 Cehoz je ziejmé, 7e k e existuje v oboru integrity inverzni prvek, a tedy e je
invertibilni.

O

Dokazme si o relaci délitelnosti, ze je kvaziusporadanim. Nebudeme dokazo-
vat, ze je relaci usporadani, protoze ji byt obecné ani nemusi, a dokonce ji neni
naptiklad na celych ¢islech. Protoze prvek a jeho opacny prvek se vzajemné déli.

Lemma 1.2.6.
Relace déleni v oboru integrity R je kvaziuspordaddani na mnoZiné R.

Diikaz:

R je obor integrity. Podle definice existuje jednotkovy prvek a x 1 = a.
To podle definice relace délitelnosti znamena a | a.

Dokézali jsme, ze relace délitelnosti je vzdy v oboru integrity reflexivni.
Z predpokladu a | b vime Ze existuje e € R takové, ze b = ae.

Z b | c vime, ze existuje f € R takové, ze ¢ = bf.

Dosadime b = ae do ¢ = bf a dostaneme ¢ = aef.

Jsme v oboru integrity a tedy g = ef pro néjaké g € R.

9



Dostali jsme ¢ = ag, pro néjaké g € R, coz podle definice délitelnosti znamena
alec.
Relace je tedy tranzitivni.
Relace délitelnosti je tedy kvaziusporadanim.
O

Mame dokézano, ze relace délitelnosti je tedy kvaziusporadanim, ale muze
obsahovat cykly, tento problém ovsem vyfesime v nasledujici podkapitole tim, ze
tyto prvky ztotoznime. Nejdiive, ale si definujme zakladni pojem z teorie délitel-
nosti a tim je spolec¢ny délitel, respektive nejvétsi spoleény délitel. V nasi teorii,
ale takovych délitelit miize byt klidné vic, napriklad pokud je néjaky prvek nej-
vétsi spoleény délitel, tak zaroven i prvek opac¢ny je nejvétsim spolecény délitelem.
Definujme si nejdrive spoleéné délitele néjaké mnoziny, tedy prvky délici vSechny
prvky néjaké mnoziny. Pro mnozinu M budeme tuto mnozinu znacit jako SD(M)

Definice 1.2.7 (Spolecni délitelé).
Necht R je obor integrity a M C R. Pak

SDM)={ye Rz e M -y |z}

Mame tedy mnozinu vSech spolec¢nych délitelii. Definujme mnozinu nejvétsich
spolecnych délitell, jako délitele, které déli vsichni spole¢ni délitelé. Definujme si
tedy mnozinu nejvétsich spoleénych délitelt. Budeme ji znacit pro mnozinu M
jako NSD(M).

Definice 1.2.8 (Nejvétsi spolecni délitelé).
Necht R je obor integrity a M C R. Pak

NSD(M)={xe€ SD(M);y € SD(M) — y | x}.

Nejvetsi spolecény délitel vsak v oboru integrity nemusi existovat. Naptiklad
pokud si vezmeme mnozinu celych ¢isel a pridame k ni mnozinu nasobki od-
mocnin ze zaporného prvocisla, pak takova struktura je oborem integrity. Pro
tento pifklad zvolme Z[v/3]. V tomto oboru integrity plati a = 2 %2 = 4 =
(1++v=3)* (1 —+/=3)ab=(1+ 1y/=3) % 2. Spole¢nym délitelem takovych
prvki je jak 1+ 14/=3) tak i 2, ale tyto prvky se vzdjemné nedéli. Proto jak
si ukazeme v nasledujici kapitole podminka existence nejvétsiho spoleéného dé-
litele néjaké mnoziny je dilezity axiom. Proto si o nejvétsim spolecném délitele
nejdriv dokazeme, ze pro dva prvky existuje pravé tehdy, kdyz existuje pro libo-
volnou kone¢nou mnozinu, ale proto si nejdiive budeme muset dokazat lemma,
které nam 1ika, ze nejvétsi spoleéni délitelé sjednoceni dvou mnozin je nejvetsi
spolecny délitel nejvétsich spolecnych déliteli téchto mnozin.

Lemma 1.2.9.
Necht R je obor integrity a A, B C R,a € NSD(A) abe NSD(B). Pak

NSD(AU B) = NSD({a,b}).

Diikaz:
Nejdiive si dokazme inkluzi NSD(AU B) C NSD(a,b).
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Méjme tedy néjaké d € NSD(AU B).
Z definice NSD(A U B) vime, Ze pro libovolny prvek ¢ € SD(A U B) plati ¢ | d.
Pro libovolné ¢ € SD(AU B) plati ¢ € SD(A) i c € SD(B)
Z predpokladu vime, ze a € NSD(A) a b€ NSD(B).
Coz znamend, ze d | a a d | b, dokézali jsme tedy, ze d € SD({a,b}).
Dokazme si, ze pokud je néjaky prvek f € SD({a,b}), tak pak f | d.
Méjme néjaky prvek f € SD({a,b}), tedy f|aa f|b.
Z predpokladu a € NSD(A) a b € NSD(B) mame, ze a déli kazdy prvek A a b
deli kazdy prvek B.
Z transitivity dostavame, ze f | z pro libovolny prvek z z € AU B.
Plati, tedy Ze f € SD(AU B), ale z predpokladu vime, ze plati d € NSD(AU B)
takze musi platit, ze f | d.
Dokazme si opacnou inkluzi NSD({a,b}) C NSD(AU B).
Méjme néjaky d € NSD({a,b}). To znamena, ze d déli a i b.
Z predpokladu a déli kazdy prvek A a z transitivity dostaneme, ze d déli kazdy
prvek A.
Obdobné protoze b déli kazdy prvek B z transitivity dostaneme, ze d déli kazdy
prvek B.
Mame tedy, ze d déli kazdy prvek AU B a tedy d € SD(AU B).
Dokazme si, ze d je nejvetsi spoleény délitel.
Necht tedy méjme néjaké h € SD(AU B).
Proto musi urcité platit h € SD(A) a h € SD(B), z ¢ehoz plyne, ze h | a a h | b,
jinak by prvek a nebyl nejvétsi spolecny délitel na A a b nebyl nejvétsi spolecny
delitel na B.
Z toho ale plyne, ze h € SD({a,b}). Proto musi platit, ze h | d jinak by nebylo
d e NSD({a,b}).
Dostéavame tedy d € NSD(AU B).
0

Dokézali jsme tedy, jak se chova nejvétsi spoleény délitel vici sjednoceni. Do-
kazme si nyni, diky tomu Ze podminky, ze kazda dvouprvkova mnozina mé v
oboru integrity aspon jeden nejvétsi spolecny délitel a ze kazda koneéna mnozi-
na ma v oboru integrity aspon jeden nejvétsi spolecny délitel jsou ekvivalentni
podminky.

Lemma 1.2.10.
Necht R je obor integrity. Pak ndsledujici dve podminky jsou ekvivalentni:

1. KaZda dvouprvkovd mnoZina z R md v R aspon jednoho nejvétsiho spolec-
ného délitele.

2. KaZdd konecnd mnoZina z R mada v R aspon jednoho nejvétsiho spolecného
délitele.

Dikaz:

Pokud kazdé konecna mnozina ma spolecného délitele, tak rozhodné bude mit i
kazda dvouprvkova mnozina.

Dokazujme tedy ted opacnou implikaci. Méjme néjakou M C R koneénou pod-
mozinu.
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Postupujme indukci podle mohutnosti M:
Pokud m =1 tak M = {z}.
Relace déleni podle lemmatu je reflexivni.
Proto (x € SD(M)), v. SD(M) jsou jen prvky, které déli = a tedy podle definice
r € NSD(M).
Pokud m = 2, tak lemma je tautologie.
Dokazujme tedy tvrzeni pro m > 3 a mame indukéni predpoklad, ze tvrzeni plati
pro m — 1.
Vezmeme libovolné a € M a definujme B = M — {a}.
Podle indukéniho predpokladu existuje b € NSD(B).
Z definice B vime, ze NSD(M) = NSD(B U {a}).
Z lemmatu dostaneme NSD({a,b}) = NSD(B U{a}), z ¢ehoz dostaneme
NSD(M) = NSD({ab}).
Mnozina NSD({a,b}) je z predpokladu neprézdnd, takze i mnozina NSD(M)
musi byt neprazdna.
[

1.3 Prvodisla

Nyni zobecnime dvé vlastnosti prvocisel, jednou vlastnosti je, ze pokud pr-
vocislo déli néjaky soucin, tak déli jeden z Ciniteld soucinu, proto prvek s touto
vlastnosti budeme nazyvat prvocinitel. PTi definici na prirozenych ¢islech je touto
vlastnosti, ze libovolny prvek nedéli zadné jiné prvky, které nejsou jednickou ne-
bo nejsou tim samym prvkem. Tato vlastnost v obecném okruhu je samoziejmé
silnd, protoze muzeme mit vice prvki, které stejné jako jednicka, déli vSechny
prvky. Tedy potom definici zménime na to, ze to jsou takové prvky, které jsou
délitelné jen invertibilnim prvkem nebo sebou samym. Kdyz se ale podivame na-
priklad na cela ¢isla, tak podle nasi definice, se vzajemné opacné prvky déli vzdy.
Tedy bychom neméli, zadna takova ¢isla. Zobecnéme tedy tuto vlastnost a tako-
vym ¢islim dejme vyjimku. Takovym prvkim budeme fikat prvky asociované.
Na zakladé této vlastnosti, mizeme dovysvétlit posledni ¢ast definice oboru inte-
grity, kde tvrdime, ze neexistuji vlastni délitelé nuly. Proto si definujeme pojem
vlastniho délitele jako prvku takového, zZe je invertibilni a zaroven s prvkem neni
asociovany. Diky tomu, také mizeme definovat druhou vlastnost prvocisel a tim je
nedeélitelnost. Takovym prvkim budeme tikat ireducibilni prvky. To jsou takové
prvky, které nejsou nulovym ani jednotkovym prvkem a soucasné nemaji zadné
vlastni délitele. Néasledné si ukdzeme, Ze obecné je v oborech integrity prvocini-
telnost silnéjsi podminkou nez je ireducibilita. Jak si, ale ukdZeme v néasledujici
kapitole, tak pokud budeme mit obor integrity, kde zaruc¢ime existenci nejvét-
stho spolecného délitele. V takovych oborech integrity jsou tyto dvé podminky
ekvivalentni. Zacneme tedy definici prvocinitele.

Definice 1.3.1 (Prvodinitel).
Necht R je obor integrity a pro libovolnd p,a,b € R, pro kterd plati, Ze p # 0 a
p & R*. Definujeme, Ze p je prvocinitel, pravé tehdy kdyZp|ab— (p|aV p|b).

Nyni si dokazme, Ze z této definice plyne uz platnost pro libovolny konecny
soucin a ne jen soucin dvou prvk.
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Lemma 1.3.2. N
Necht R je obor integrity a ai,...,an,b € R. Pak b | ay,..a, — V b | a;
i=1

Diikaz:

Mé¢jme obor integrity R.
Postupujme indukci podle n.
Necht n =1, pak b | a; — b | a5.

Dokazme tedy indukéni krok b | aq,..a, — \77 b| a;.
i=1
Pokud b | ay,..a,, tak podle definice b | a1,..a,—1 V b | ay,.
Kdyz bude platit, ze b | a,, tak rozhodné plati \7} b| a;
i=1

n—1
Pokud plati, ze b | ai,..a,,_1, tak z indukéniho predpokladu plyne, ze V b | a;,
i=1

n
coz ale nutné musi znamenat, ze \/ b | a;.

=1

]

Nyni jsme dokazali, ze definice prvocinitele plati pro libovolny soucin. Pro
definici ireducibilni ho prvku si budeme muset nejdrive nadefinovat relaci byt
vlastni délitel, ale pro definici toho prvku potiebujeme nejdrive definovat relaci
asociovani, ktera nam naprtiklad v celych ¢islech déa do relace ¢islo s jeho opa¢nym
¢islem. Tyto dva prvky se vzajemné déli. Definujme tedy asociovani dvou prvka
jako jejich vzajemné déleni.

Definice 1.3.3 (Asociovani).
Necht R je obor integrity libovolné a,b € R. Pak definujeme a || b<>a|bAb]|a.

Vime, 7Ze invertibilni prvky déli kazdy prvek. Dalsim problém byly asociované
prvky, proto pri definici vlastniho délitele budeme pozadovat vlastniho délitele
jako prvek, ktery je délitelem, neni invertibilni a neni s prvkem asociovany.

Definice 1.3.4 (Vlastni délitel).
Necht R je obor integrity. Pak x je vlastni délitel y, jestlize x ¢ R*, x |y a proky
T a Yy nejsou asociovane.

Nyni, kdyz mame definovaného vlastniho délitele, mtizeme nyni definovat ire-
ducibilni prvek. Jako nenulovy neinvertibilni prvek, ktery nema zadné vlastni
délitele.

Definice 1.3.5 (Ireducibilni prvek).
Necht R je obor integrity a p € R, takie p # 0 a p ¢ R*. Pak p je ireducibilni
prvek, prdave tehdy kdyz p nemd v R Zddného vlastniho délitele.

Mame tedy nadefinovany dvé moznosti, jak definovat zobecnéni prvocisel, uka-
zeme si, ze kazdy prvocinitel je vzdycky ireducibilnim prvkem. Proto, ale budeme
muset nejdiiv dokazat, jaky vztah maji asociované prvky. Nejdiive si ale proto
budeme muset ukazat, ze relace asociovani ekvivalence, a proto budeme moc z
oboru integrity vytvorit faktorobor. Na zakladé faktoroboru budeme ukazovat
vztah asociovanych prvki, protoze jak si ukdzeme, jsou ve stejné tiidé ekvivalen-
ce.

Nynf si ukazeme, jaké spolu majf asociované prvky vztah, ale budeme si muset
nejdiiv dokazat, ze asociovani je v oboru integrity relace ekvivalence
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1.4 Faktorobor

Dokazme si, ze relace asociovani je relaci ekvivalence na faktoroboru.

Lemma 1.4.1.
Relace asociovani v oboru integrity R je ekvivalenci na mnoziné R.

Diikaz:

R je obor integrity.

Tedy existuje jednotkovy prvek.

Proto a || a a relace je tedy reflexivni.

Pokud existuje e € R, takové Ze a = be a zaroven existuje f € R takové, ze
b=cf.

Tak dosazenim za b,dostaneme a = cef.

Jsme v oboru integrity, a tedy mame néjaké d € R takové, ze d = ef a tedy ze
c = ad a tedy a déli c.

Mame tedy a | ¢. Relace asociovani je na R tranzitivni.

Relace délitelnosti je tedy také kvaziusporadanim. My si ale dokazeme, Ze je tedy
dokonce ekvivalenci. Dokazme si tedy symetrii relace. a || b znamend, ze a | b a
soucasné b | a.

Logické spojka a soucasné je komutativni, a tedy definice pro b || a je ekvivalentni
a || b.

Relace asociovani je symetricka.

Dokazali jsme tedy, zZe relace asociovani je relace ekvivalence.

[]

Touto ekvivalenci jsme ztotoznily prvky, které mohu byti vici relaci délitel-
nosti vzajemné deélitelné. Definujme si tedy pres tuto ekvivalenci faktorizaci na
mnoziné R. Tuto faktorovou mnozinu budeme znacit [R]. Na této mnoziné defi-
nujeme usporadani <. Je-li a € R, pak tridu ekvivalence, kde je obsazen prvek a,
budeme oznacovat [a]. Definujme si tedy pomoci a € R mnozinu [R].

Definice 1.4.2 (Faktorobor).
Necht R je obor integrity. Pak [R] = {[a];a € R}.

Faktorovd mnozina [R] je mnozina t¥id ekvivalence podle asociovani. Ukazme
si nyni postupné, jak jednotlivé tiidy vypadaji a definujeme usporadani téchto
trid. Dokazme si nejdiive, jak vypada takova tfida, ktera obsahuje nulovy prvek.

Lemma 1.4.3.
Necht R je obor integrity. Pak [0] = {0}.

Druikaz:

Méjme obor integrity R.

Rozhodné plati 0 C [0], protoze relace ekvivalence je reflexivni.
Vezméme si libovolné a € [0].

Podle definice vime, ze a | 0.
To ale podle lemmatu to znamena, ze a = 0.
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Vime tedy, jak vypada trida, ve které je nulovy prvek. Uz drive jsme doka-
zali, ze jednotkovy prvek je prvkem invertibilnim a Ze invertibilni prvek déli zas
jen prvek invertibilni. Ukazme, ze vSechny invertibilni prvky jsou v jedné tiidé
ekvivalence spolec¢né.

Lemma 1.4.4.
Necht R je obor integrity. Pak R* = [1].

Diikaz:
Nejdiive si dokdzeme, ze R* C [1].
Vezméme, néjaky libovolny prvek e € R*.
Podle lemmatu vime, ze pro libovolny prvek a € R plati e | a a tedy to plati
iprol € R.
Ze stejného lem, 7e 1 | e a tedy z definice asociovani dostavame, ze 1 || e-
Podle definice tfidy ekvivalence [1] dostaneme e € [1].
Pokrac¢ujme dikazem [1] C R*.
Méjme néjaké e € [1], z definice vime, ze e | 1.
Mame 1 = ef pro néjaky prvek f € R, ale to tedy znamena, ze prvek e € R*.
O

Dokazme si nyni, ze pokud mame néjakou tridu, ve které je ireducibilni prvek,
tak vsechny prvky v této tridé jsou ireducibilni. To neznamend, Ze existuje jen
jedna ireducibilni trida. Typicky ve stejné tridé jsou, jak si nasledné ukazeme, jen
nasobky ireducibilniho prvku s néjakym invertibilnim.

Lemma 1.4.5.
Necht R je obor integrity a prvky a,b € R a a || b. Pak a je ireducibilni, prdvé
kdyz je b ireducibilni.

Diikaz:

Uvazujme, Ze a je ireducibilni a b ireducibilni neni, coz tedy miize znamenat tri
moznosti:

Bud b=0.Z al| b vime, Ze b | a.

To podle lemmatu [1.1.8| znamena, ze a = 0.

To je spor, protoze a je ireducibilni.

Necht b € R*.

Existuje inverzni prvek w k b, Ze pro néj plati, ze wb = 1.

Z a || bvime, 7e a | b.

Tedy b = ac pro néjaké ¢ € R. Vynasobime tuto rovnici w.

Dostaneme bw = acw, ale to znamena, ze 1 = acw.

Jsme v oboru integrity, takze existuje x € R takové, ze cw = x.

Mame tedy 1 = ax a tedy v R existuje inverzni prvek k a.

Coz znamena, Ze a je invertibilni prvek.

Coz je spor s tim, ze a je ireducibilni.

Méjme néjakého vlastniho délitele ¢ € R takové, ze c | b.

Z predpokladu vime, ze b | a.

Podle lemmatu je délitelnost tranzitivni.

Dostaneme c¢ | a, a tedy i a by mélo vlastniho délitele, a tedy by nebylo ireduci-
bilni.
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Tedy b musi byt také ireducibilni.
Druhé strana implikace je obdobna.
m

Toto tvrzeni rozhodné neznamend, ze ireducibilni prvky tvori jen jednu tridu
ekvivalence, protoze ireducibilni prvky se nemusi ani vzajemné délit. Dokazme si
nyni, Ze sice mize existovat vice nejvétsich spoleénych déliteli, ale tyto délitelé
jsou poté ve stejné tridé ekvivalence, a tedy jsou vzajemné asociované.

Lemma 1.4.6.
Necht R je obor integrity a M C R. Pakd € NSD(M) — NSD(M) = [d].

Diikaz:
Dokazme si tedy nejdiive [d] € NSD(M).
Méjme néjaky prvek e € [d].
Pro tento prvek z definice tiidy ekvivalence plati, ze e || d.
To znamend, zZe d | e.
Z predpokladu vime, ze d € NSD(M) a tedy d déli kazdy prvek M.
Z lemmatu [1.2.6| vime, Ze relace déleni je transitivni.
Tedy pokud e déli libovolny prvek z M, tak i d déli kazdy prvek M.
Déle vime, ze e déli kazdy spolecny délitel M a z transitivity opét dostaneme, ze
d déli kazdy spolecny délitel M.
Tim padem d je nejvétsi spoleény délitel.
Budeme dokazovat opacnou inkluzi NSD(M) C [d].
Dokazme si, ze kazdy nejvétsi spolecny délitel je asociovany s d.
Necht tedy mame nejvétsiho spolecného délitel e.
Z definice nejvétsiho spolecného délitele tedy pro d mame e | d.
Zaroven i e je nejvétsi spoleény délitel, tedy z definice dostavame d | e.
A tedy e || d.
O

Nyni si dokdzeme, jak obecné vypadaji vSechny tridy na definovaném fakto-
roboru, ale zaroven tim, jak mame faktorobor definovany, tak ukazujeme, jaky k
sobé vztah maji asociované prvky.

Lemma 1.4.7.
Necht R je obor integrity, pro libovolné a,b € R plati a || b, prdvé tehdy kdyz,
a = be pro néjaké e € R*.

Dikaz:

Z a || b dostaneme a | b a b | a.

To znamena, ze existuji e,f € R takové, ze b =ae a a = bf.

Pokud a = 0, tak podle lemmatu [1.4.3| musi b = 0 také.

Protoze podle lemmatu vime, ze plati pro vSechna x € R 0 = 0 % .
R je obor integrity a tedy 1 € R.

Proto urcité platii 0 = 0 * 1.

Mame invertibilni prvek z R.

Méjme tedy a # 0.

Dosazenim b = ae do a = bf dostaneme a = aef.
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Jelikoz jsme v oboru integrity a a # 0, muzeme kratit a dostaneme 1 = ef.
Tim jsme dokazali, ze e, f € R*.
Méjme a = bf, kde f € R*.
Z definice déleni dostaneme b | a.
Z definice invertibilntho prvku dostaneme, Ze existuje g takové, ze 1 = fg.
Pokud s timto g vynasobime, rovnici a = bf, dostaneme ag = bfg.
Vime ale, ze fg = 1, mame tedy b = ag a tedy a | b.
O

Nyni si dokazme, ze podminka byt ireducibilnim prvkem plyne z podminky
byt prvocinitelem. Mohlo by se zdat, Ze opacna implikace by mohla platit v také
libovolném okruhu integrity, ale to neni pravda. Vezméme si Gausova ¢isla Z[i/7]
a ireducibiln{ prvek 2 rozhodné plati, Ze 2 | 8, ale soucasné, (1++/7)x(1—+/7) = 8,
ale 2 nedéli 1++/7 ani 1—+/7. Dokézali jsme, Ze existuji obory integrity, ve kterych
opacna implikace neplati. To znamena, ze v nich existuji ireducibilni prvky, které
nejsou prvociniteli. My si v nasledujici kapitole ukazeme, ze pokud mame obory
integrity, kde zaruc¢ime existenci nejvétsiho spoleéného délitele, tak uz v nich
opacna implikace platit musi.

Lemma 1.4.8.
Necht R je obor integrity a méjme libovolné p € R. Pak kdyZ p je prvocinitel, tak
je ireducibilnim prvkem

Diikaz:

Budeme postupovat obménou, necht tedy p neni ireducibilni.

Pokud p = 0, tak p podle definice neni prvocinitel.

Pokud p € R*, tak p podle definice neni prvocinitel.

Necht tedy p € R — R* a p # 0 a méjme libovolné x € R takové, ze x je vlastni
deélitel p.

Tedy mame e € R takové, ze p = xe Podle definice vlastniho délitele vime, ze
plfa.

Tedy podle lemmatu [[.4.7 je e € R — R*.

Urcité tedy plati, ze p | ze.

Ale kdyby platilo p | z, tak existuje f € R takové, 7e z = pf.

Dosadime za p a dostaneme x = xef.

Jsme v oboru integrity a musi platit, ze x # 0, protoze jinak by muselo byt x = 0
a to je v rozporu s predpokladem.

Dostaneme tedy 1 = ef, Z toho, ale plyne, ze e € —R*, coz je spor, protoze jsme
dokazali, ze e € R — R*.

Predpoklddejme, ze platip | e.

7 toho plyne, Ze e = ph. Do této rovnice dosadime za p.

Dostaneme tedy e = exh.

Z predpokladu ale plyne, ze e # 0, protoze jinak by bylo p = 0.

Jsme v oboru integrity a tedy mizeme kratit.

Dostaneme tedy 1 = xh.

Tedy x € R*, coz je ve sporu s definici vlastniho délitele.
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Dokézali jsme tedy, ze kazdy prvocinitel je ireducibilnim prvkem. Uz drive
jsme o relaci délitelnosti dokazali, ze je kvaziusporadanim, protoze muze obsa-
hovat cykly, coz jsou vzajemné asociované prvky, ale presné tyto prvky jsme na
faktoroboru odstranili, proto si nyni budeme moci dokéazat, ze na faktoroboru
existuje usporadani.

1.5 Usporadani faktoroboru

Pojdme se nyni podivat, jaky vzajemny vztah tridy ekvivalence na faktorové
mnoziné maji. Definujme si tento vztah na nasi faktorové mnoziné, budeme jej
znacit <. Tato relace rozsituje relaci déleni z kvaziusporadani na usporadani.
Dokazeme si poté, jak vypadaji extrémy tohoto usporadani a ze jimi jsou tfida
invertibilnich prvki a tfida kde je neutralni prvek. Dale si ukédzeme, jaky vztah pti
nasi definici usporadani maji vlastni délitelé a ze pokud z faktoroboru odstranime
tiidu invertibilnich prvki, tak jeho minimalnim prvkem je ireducibilni prvek.

Definice 1.5.1 (Usporadani faktoroboru).
Meéjme obor integrity R a [R] je jeho faktorobor. Pak pro viechny a,b € R. [a] <
[b] <> alb

Nyni kdyz jsme si definovali usporadani na faktoroboru. Dokazme si, Ze relace
= je opravdu relaci usporadani na mnoziné [R).

Lemma 1.5.2.
Meéjme obor integrity R. Pak relace = na mnoziné [R)] je relaci uspordddnd.

Diikaz:
V lemmatu jsme si dokazali, Ze a | a.
Podle definice usporddéani < dostaneme [a] < [a].
Relace =< je tedy reflexivni.
Budeme postupovat ditkazem transitivity.
Mgjme [a] < [b] a [b] < [c].
Z definice tedy a | b, a b | c.
Jak jsme si dokdzali v lemmatu [1.2.6] tak relace délitelnosti je tranzitivni.
Dostévame tedy a | c.
To ale podle definice < znamen4, ze [a] < [c].
Relace < je tedy na R tranzitivni.
Dokazme si nakonec slabou antisymetrii.
7 predpokladu mame a < b a b < a.
To z definice usporadani znamend, ze a | b a b | a.
Podle definice asociovani, ale to tedy znamend, ze b || a.
Tim padme plati [a] = [b].
Relace je tedy slabé antisymetricka.
Dokazali jsme tedy, zZe relace je usporadanim.
O

Vzhledem k tomu, zZe relace < je slabé antisymetricka, tak pokud a <X b a
b < a pak [a] = [b], abychom takové prvky od sebe v usporadani odlisily, budeme
pouzivat @ < b, pokud a = b a [a] # [b]. Nyni si dokdzeme, jak se v tomto
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usporadani chovaji nulova a invertibilni tiida. Ukazeme si, ze tiida ekvivalence
neutralniho prvku je maximalnim prvkem relace a trida ekvivalence jednotkového
prvku je prvkem minimalnim.

Lemma 1.5.3.
Méjme obor integrity R a néjaké a € R — R* tak, Ze a # 0. Pak [1] < [a] < [0].

Diikaz:
Méjme libovolné nenulové a € R — R*.
Z lemmat a definice uspofadani dostaneme [1] < [a].
Ale a < [1] platit nemize.
Jinak by to podle definice usporadani znamenalo, ze a déli néjaky invertibilni
prvek.
Z lemmatu [1.2.5 vime, Ze invertibilni prvek déli, jen invertibilni prvek.
To je spor s predpokladem, Ze a neni invertibilni.
Méme tedy [1] < [a].
7 lemmatu a definice usporadani dostaneme, ze [a] < [0], pokud by platilo
[0] < [a], tak pak jsou a || 0 a podle lemma by to znamenalo, ze a = 0, coz
je spor s predpokladem, mame tedy [a] < [0].
[

Dokazme si jaky vzajemny vztah vzhledem k usporadani spolu maji prvek a
jeho vlastni délitel a Ze opravdu tedy usporadani rozsituje délitelnost.

Lemma 1.5.4.
Meéjme obor integrity R a [R] je faktorobor. Pak prvek b € R je vlastnim délitelem
proku a € R, pravé kdyz v [R] plati [1] < [b] < [a].

Diikaz:
Pokud b je vlastnim délitelem, tak nemtze byt invertibilnim prvkem a ani nulou.
Podle lemmatu dostavame [1] < [b].
Z definice vlastniho délitele vime, ze b | a.
To znamend, ze [b] =< [a].
Kdyby platilo [a] < [b], tak by to znamenalo, Ze b || a.
To vsak platit nemuze, protoze podle definice vlastniho délitele prvky a,b nejsou
asociované.
Proto plati [b] < [a].
Dokazme si opac¢nou implikaci.
Z [1] < [b] vime, ze b ¢ R*.
Z [b] < [a] vime, Ze b | a a neplati b || a.
Dokazali jsme tedy, ze je to vlastni délitel.
O

Mame tedy relaci usporadanou opravdu podle délitelnosti a vime, zZe inverti-
bilni prvky jsou minimélni vii¢i nasi relaci usporadani. Pokud budeme zkoumat
usporadani dale, zjistime, ze pokud mame mnozinu, kde nejsou invertibilni prvky,
tak minimalni prvek na této mnoziné je ireducibilni prvek, pokud se zde vysky-
tuje.
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Lemma 1.5.5.
Mejme obor integrity R, jeho faktorobor |R| a néjaké p € R—R* tak, Zep # 0. Pak
p je ireducibilni, prdavé tehdy kdyz [p] je minimdlnim prokem mnoZiny [R] — [1].

Diikaz:

Uvazujme, Ze p je ireducibilni a Ze [p] neni minimélni.

To znamend, zZe existuje néjaké [¢] pro ¢ € R takové, ze [c] < [p].
To podle lemmatu znamena, ze c je vlastni délitel p.

Tim padem p neni ireducibilni.

Uvazujme, zZe p neni ireducibilni.

Z predpokladu vime, Ze neni nula a neni invertibilni.

Pokud nenfi ireducibilni, tak musi mit vlastniho délitele ¢ € R.

To podle lemmatu [1.5.4] znamens, ze [1] < [¢] < [p.

Tim padem, ale [p] neni minimalnim prvkem podmnoziny [R] — [1].

]

Dokazali jsme tedy, jak vypada usporadani na faktoroboru. Uz mame tedy
dokazanou spousty obecny vlastnost o oborech integrity proto si v dalsi kapitole.
Popiseme takzvané podminky délitelnosti a ukazeme jejich vzajemny vztah.
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2. Podminky Délitelnosti

2.1 Vztahy oboru integrity

V predchozi kapitole jsme zkoumali délitelnost v oborech integrity. Nyni bu-
deme k oboru integrity pridavat dalsi vlastnosti a budeme zkoumat vzajemny
vztah téchto vlastnosti. Prvni podminkou je existence nejvétsiho spole¢ného dé-
litele pro libovolnou koneé¢nou mnozinu. Druha podminka byla uz dfive zminéna,
a je ji tvrzeni, ze kazdy ireducibilni prvek je prvocinitelem. Ukazeme si, ze pokud
mame zaruceného nejvétsiho spolecného délitele, proto podminka, ze kazdy ire-
ducibilni prvek je prvocinitel, také plati. Z této podminky dale plyne, ze pokud
mame néjaké dva asociované souciny, potom jejich prvky rozkladu jsou vzajemné
asociované. Ctvrtad podminka mluvi o tom, Ze relace < je na [R] fundovana. Z
této podminky plyne, ze pak kazdé cislo ma ireducibilni rozklad. Ukazeme si,
ze pokud vezmeme Gaussiiv obor, coz je obor, kde plati tfeti a pata podminka,
tak v ném plati uz vSechny ostatni podminky. To je presné takovy obor, kde
plati zobecnéna forma Zakladni véty aritmetiky, kterd rikd, ze kazdy prvek ma
jednoznac¢ny rozklad az na asociativitu prvki. Standardni véta z prirozenych ¢i-
sel je prirozenym dusledkem, protoze nema asociativni prvky. Pro celd ¢isla to
znamena, ze v rozkladu mohou byt i zdporna cisla.

Dokézeme si nyni distributivitu nejvétsiho spolecného délitele viici nasobeni,
coz znamena, ze pokud je néjaky prvek nejvétsim spolecnym délitelem néjaké
mnoziny, tak pokud vynasobime prvky této mnoziny né¢jakym prvkem, jejich nej-
veétsi spolecny délitel je soucin tohoto prvku a ptvodniho nejvétsiho spoleéného
délitele. Pro toto lemma vsak budeme muset predpokladat, ze existence nejvét-
$tho spole¢ného délitele je zarucena. Uvazujeme Z[v/3] a 1 — /=3 a 2. Pro tyto
prvky je nejvétsim spolecnym délitelem jen jednicka. Pokud tyto prvky vynaso-
bime 1 + /=3, dostaneme 2 * (1 —y/=3) a (1 + v/=3) * (1 — /=3) = 4. Oba
tyto prvky maji spoleéné délitele 2,1 — \/—3, ale ty se vzéjemné nedéli. Proto
neexistuje nejvetsi spolecny délitel. Ukazme si, ze pokud predpokladame existen-
ci nejvétsiho spolecného délitele, tak muzeme dokazat distributivitu nejvétsiho
spolecného délitele vii¢i nasobeni.

Lemma 2.1.1.
Meéjme obor integrity R, A = {ay,as,..,a,} tak, 26 AC R ae € NSD(A), potom
pro kazdy prvek r € R je rd € NSD({ray,ras,..,ra,}).

Diikaz:

Protoze podle lemmatu plati pro libovolné b € R, ze b* 0 = 0.

Podle lemmatu [I.2.3] jen nula déli nulu, takze 0 € NSD({0,..,0}).

Méjme 7 # 0.

Z predpokladu vime, ze d | a; pro vSechny i < n.

To znamena a; = de; pro néjaké e; € R.

To je ekvivalentni s tim, Ze ra; = (rd)e;.

To znamend, ze rd | ra; a rd je spoleény délitel.

Z predpokladu existuje e, které je nejvetsi spolecny délitel {ray,ras,..,ra,}
Jelikoz e je nejvétsi spolecny délitel, musi jej délit i jini spolecni délitelé, a rd | e.
To znamena, ze e = rdf pro néjaké f € R.
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Rozhodné r | ra; pro i <n.
r je spolecny délitel a jelikoz e je nejvétsi spolecny délitel, tak musi také platit,
ze r | e. To znamend, ze e = rg pro néjaké vhodné g € R.
Z toho plyne, Ze rg je nejvetsi spolecny délitel {ra;,ras,..,ra,}.
Tudiz pro i@ < n mame rg | ra;. Diky tomu musi platit ra; = rgb; pro néjaké
b; € R.
r je ale nenulové a jsme v oboru integrity, takze musi platit a; = gb; pro néjaké
b; € R.
To znamend, ze pro vSechny i < n plati g | a;.
Musi platit ¢ | d, protoze d je nejvétsi spoleény délitel.
Z toho plyne, ze d = gh pro vhodné h € R.
Vynasobime nenulovym r a dostaneme rd = rgh pro néjaké vhodné h € R.
Proto rg | rd, ale rg = e, takze e | rd.
Tim padem e || rd, coz podle lemmatu znamena, ze i rd musi byt nejveétsi
spolecny délitel.

O

Definice 2.1.2 (Podminka D).
Meéjme obor integrity R. Pak kaZdd konecnda mnozina prvki z R md v R aspon
jednoho nejvetsiho spolecného délitele.

V predchozich kapitole jsme dokazali, Ze v oboru integrity je kazdy prvocinitel
ireducibilnim prvkem. V obecném oboru integrity opacné implikace, jak jsme si
ukazali, nemusi platit. Proto dalsi podminkou pro obory integrity, bude platnost
opacné implikace.

Definice 2.1.3 (Podminka P).
Meéjme obor integrity R. Pak kazdy ireducibilni prvek okruhu R je prvocinitel.

Dalsi podminka definuje takové obory integrity, kde, pokud spolu asociuji sou-
¢iny, tak spolu musi asociovat i ireducibilni prvky, ze kterych se souciny skladaji.
Dokonce takovych prvki je vzdy stejné.

Definice 2.1.4 (Podminka J).

Meéjme obor integrity R a dvé prirozend cisla m,n m-tici py,ps,...pm a n-tici
G1,42,qm treducibilnich prvki z R takové, Ze pi,pay...pm || @1,925,qm, potom
m =n a existuje permutace © takovd, Ze p; || qzs) proi < n

Dalsi podminka vybira takové obory integrity, u kterych ma v jejich faktoro-
boru podle asociovani kazda podmnozina néjaky minimalni prvek vici nasi relaci
usporadani.

Definice 2.1.5 (Podminka K).
Méjme obor integrity R. Pak relace =< na [R] je fundovand.

Posledni podminka definuje takové obory integrity, ve kterych kazdy prvek,
ktery neni nula a neni invertibilni, lze rozlozit na soucin ireducibilnich prvk.

Definice 2.1.6 (Podminka 7).
Meéjme obor integrity R. Pak kazdy neinvertibilni prvek z R, ktery neni nula, je
soucinem ireducibilnich prvki z R.
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Nyni jsme dokézali, ze nejvétsi spolecny délitel je distributivni viic¢i nasobeni.
Mizeme uz nyni dokazat, ze v oboru integrity, ve kterém kazda kone¢na mnozina
ma nejvetsi spolecny délitel, tak v tomto oboru integrity uz musi platit, ze kazdy
ireducibilni prvek je prvocinitel. Neboli podminka P plyne z podminky D.

Véta 2.1.7 (DP).
Méjme obor integrity R . Pak podminka P plyne z podminky D.

Diikaz:
Necht R spliuje D a necht p € R je libovolny ireducibilni prvek.
Predpokladejme, ze p | ab pro a,b € R.
Pokud by platilo p | a, tak podminka P plati pro p.
Predpokladejme, ze p nedéli a.
Z ireducibility p plyne, Ze bez ijmy na obecnosti nejvétsim spoleénym délitelem
paajel.
Podle lemmatu je b nejvétsim spolecnym délitelem pb a ab.
Je evidentni, Ze p | pb.
Z predpokladu vime, ze p | ab.
p je spolecny délitel a vzhledem k tomu, Ze b je nejvétsi spolecny délitel, tak p | b.
Dokazali jsme, ze p je prvocinitel a obor hodnot splnuje podminku P.
m

Obory integrity, kde kazda konecnd mnozina mé nejvétsiho spole¢ného déli-
tele, uz maji kazdy ireducibilni prvek jako prvocinitele. Dokézeme si, ze pokud
v oboru integrity kazdy ireducibilni prvek je prvocinitel, tak rozklady spolu uz
asociuji, neboli podminka J plyne z podminky P. To kvili transitivité zname-
na, ze kdyz si dokédzeme, ze podminka J plyne z podminky P. Potom jsme jisté
dokézali, ze podminka J plyne i z podminky D.

Véta 2.1.8 (PJ).
Necht R je obor integrity. Pak podminka J plyne z podminky P.

Diikaz:

Necht R splnuje P a nechf py,...ps,q1,-.,qm jsou ireducibilni prvky, pro které plati
pr-Po || q1--Gm-

Platnost podminky J ovérime indukeci.

Pro m =n =1 mame p; || ¢;.

Dokazme ted tvrzeni pro n + m.

Z p1..pn || 1--qm dostaneme py..p, | ¢1.-Gm -

Podle definice relace délitelnosti dostaneme q;..q,, = p1..ppa pro néjaké a € R.
Jsme v oboru integrity, proto R je uzaviené na asociativnost a nasobeni.

Tim padem mame ¢;..q,, = p1d, pro d € R kde d = py..p,a.

Mame p; | ¢1.-¢m a z podminky P plyne, Ze p; je prvocinitel.

Podle lemmatu dostavame, ze p; | ¢; pro néjaké i < N.

Pti vhodném ocislovani dostaneme p; | ¢;.

Podle predpokladu ¢; je ireducibilni.

Proto musi platit p; || ¢;.

Pokud ted na tyto skutecnosti pouzijeme lemma [I.4.7, dostaneme, Ze p; = gie
pro néjaké e € R*.
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Déale mame py..p, = q1..q,nf pro néjaké f € R*.
Po dosazeni a pouziti komutativniho zakona dostaneme pi..p, = p1¢o..q. fe, ale
jsme v oboru integrity, takze muzeme kratit, protoze p; je ireducibilni, proto
p1 # 0.
Dostaneme ps..p, = ¢2..¢;,g pro néjaké invertibilni g € R takové, ze g = fe, nacez
pouzijeme indukéni predpoklad.

[

Budeme pokracovat nastinénim vztahu nasich podminek, ukazeme si, ze po-
kud mame obor integrity takovy, ze < je na [R] fundovand, tak pak kazdé ¢islo
1ze rozlozit na soucin ireducibilnich prvki. Dokazme ale nejdiive, ze takové uspo-
radani implikuje existenci ireducibilniho prvku, ktery neireducibilni prvek déli.

Lemma 2.1.9 (Rozklad).
Necht R je obor integrity, ktery splnuje podminku K, a méjme nenulové a €
R — R*. Pak ezistuje ireducibilni prvek p € R takovy, Ze p | a.

Diikaz:
Z lemmatu mame [1] < [a] < [0].
Definujme

A ={[z] € [R];[1] < [2] = [a]}

. Do této mnoziny rozhodné patii [a]. Proto mnozina uré¢ité bude neprazdna.
Z definice A déle plyne, 7e A C [R].
Podle podminky K m4 tato podmnozina minimélni prvek [p].
Z definice A vime, ze musi platit [1] < [p].
Z definice A, [1] < [a] < [0] a transitivity dostaneme pro [p] [p] < [0].
Proto [p] je minimélni na [R] — [1]. To podle lemmatu [L.5.5 znamena, Ze p je
ireducibilni prvek.
Z definice A vime, ze plati [p] =< [a], coz znamen4, Ze p | a.
[l

Nyni si uz konecné muzeme dokazat vztah podminky K a I. To znamena,
ze fundovanost relace na faktoroboru oboru integrity implikuje pro tento obor
integrity existenci ireducibilniho rozkladu pro libovolné neinvertibilni nenulové
¢islo.

Véta 2.1.10 (KI).
Necht R je obor integrity. Pak podminka I plyne z podminky K.

Dikaz:
Necht R splnuje K a nesplnuje /. Definujme mnozinu

M ={a € R;0# a ¢ R'a neni souéinem ireducibilnich prvki}.

Neplati podminka I, tak M je neprazdna.

Vezméme néjaké a € M, dokazme si, ze plati [a] C M.
Pro kazdy prvek b € [a] plati, Ze b || a.

Z definice M vime, ze b # 0.

Protoze podle lemmatu neni a ve tridé s 0.
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Z b || a vime, Ze b i a jsou ve stejné tiidé, proto b nemuze byt ve stejné tiidé jako
0 a tim padem podle lemmatu dostédvame b # 0.

Vime, ze b € R — R*, protoze z lemmatu [1.4.4] vime, ze invertibilni prvky jsou
spolu ve stejné tride.

Z b || a vime, Ze b a a jsou ve stejné t¥idé a a neni invertibilni.

Uvazujme b souc¢in néjakych ireducibilnich prvka py,..,p,.

Z b || a dostaneme b = ae pro néjaké e € R*.

Dokézali jsme, ze ae = p;..p,.

Jelikoz e je invertibilni, proto existuje k nému inverzni prvek f € R. Tim, pokud
rovnici vynasobime, tak dostaneme aef = py..p, f, coz znamend, ze a = py..p, [
Pouzijeme asociativni zakon a dostaneme a = py..p,_1(pnf)-

Oznacme p, f = ¢q pro néjaké g € R.

Podle lemmatu [1.4.7] ale musi byt ¢ ireducibilni prvek,

protoze podle lemmatu jsou ve stejné tridé bud vsechny prvky ireducibilni
anebo zadny prvek neni ireducibilni.

Déle vime, Ze prvek ¢ je podle lemmatu ve stejné trideé jako p,, které iredu-
cibilni je.

Dostaneme a = p;..p,_1q, kde a je souc¢in ireducibilni prvka a to je spor s pred-
pokladem.

Dokézali jsme, ze [a] C M.

Vezméme A = {[a] € [R];a € M}.

Z definice je jasné, ze A C [R).

Podle podminky K tu je néjaky minimélni prvek [m] mnoziny A.

Jelikoz m € M, tak m € R — R* neni nula ani ireducibilni.

Podle lemmatu [2.1.9] dostaneme m = pc, kde ¢,p € R a p je ireducibilni prvek.
Urcité plati ¢ # 0, jinak by podle lemmatu muselo byt i m = 0.

Také ¢ € R — R*, protoze kdyby ¢ bylo invertibilni prvek, tak podle lemmatu
[1.4.7] je ¢ ve stejné tiidé jako m.

To je spor, protoze podle lemmatu [I.4.4) je c € R* am € R — R*.

Také ¢ nemuze byt souc¢inem ireducibilnich prvki, jinak by i m bylo souc¢inem
ireducibilnich prvki, protoze m je soucin ¢ s ireducibilnim prvkem.

7 toho ale dostavame, ze nutné musi byt ¢ € M.

Vime, ze ¢ Y m, c € R — R* a ¢ | m, proto c je vlastni délitel prvku m.

Podle lemmatu vime, ze plati [¢] < [m)].

Vime, ze [¢] € A, coz je spor s tim, Ze [m] je minim&ln.

Dokazali jsme, ze podminka I plati.

2.2 Gaussuv obor

Jak jsme si ukézali, tak obory integrity, které splnuji podminku 7, uz splnuji i
podminku K. Také jsme dokazali, ze obory integrity, které spliuji podminku D,
uz nutné splnuji podminku P a ty obory integrity, které splnuji podminku P, uz
nutné spliuji podminku J. Podminky K a J jsou v téchto hierarchiich nejslabsi z
nasich podminek. Dokézeme, Ze tyto podminky jsou spole¢né dostacujici a pokud
plati soucasné, tak plati uz libovolna z podminek. Nejdrive si proto nadefinujme
takzvany Gausstiv obor, coz je obor splnujici podminky [ a J.
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Definice 2.2.1 (Gausstv obor).
Necht R je obor integrity a splnuje podminky I a J. Pak jej nazyvame Gaussuv
obor.

Dokazme nyni, ze v Gaussové oboru ma kazdy prvek kanonické vyjadreni
pomoci ireducibilnich prvki. Dokazeme, si prvni ¢ast dikazu zédkladni véty arit-
metiky, ktery dokazuje existenci rozkladu.

Lemma 2.2.2 (Kanonické vyjadieni).
Meéjme Gaussuv obor R. Pak kazdy nenulovy prvek a € R— R* ma vyjddrent tvaru
a = ep’fl..ep’;i", kde p1,...pn € R jsou vzdjemné neasociované ireducibilni proky a

e € R* an,ky,...k, jsou prirozend cisla.

Diikaz:

Podle podminky I mame a = ¢;..qu,.

Pokud prvky jsou vzajemné neasociované, tak lemma plati.

Necht prvky jsou asociované.

Pokud ¢; = ¢; pro ¢ # j.

Mizeme diky asociativnosti a komutativnosti seskupit stejné prvky k sobé.

Pfi vhodném ocislovani skupina kolem ¢; obsahuje [; prvki pro vSechny j < n.

MiZzeme je ted zapisovat jako mocniny a dostaneme a = ¢%'..¢n" gns1™ .. qnya+e

pro néjaké d < m —n.

Postupujme nyni indukei podle d.

Pokud d = 1, tak a = ¢'..¢,/" gny1'"** a pii vhodném oéislovani q; || gnir-

Pro n&jaké f; € R* musi platit ¢,4+1 = ¢1 f1 podle lemmatu [1.4.7]

Muzeme pouzivat komutativnost a asociativnost a diky tomu dostaneme qfl"jf =
st plntt

" f i

Dosadime v ptivodnim zapisu a dostaneme a = fin+1gh gk Kde ry =1y + 11 a

ki =1; prol <i<n.

R je uzaviené na nasobeni, e = f'»+1 pro né&jaké e € R*

. Dostali jsme a = eqi*..q/".

Mame uz dokazano pro k a chceme dokéazat tvrzeni pro k + 1.

Méame néjaké a = eqi*..qr" qZ’fll, ale tam je dikaz zcela obdobny, jako jsme doka-

zovali v prvnim kroku.

]

Dokazali jsme, ze kazdé nenulové neinvertibilni ¢islo lze rozlozit pomoci ire-
ducibilnich ¢isel. Dokazme si nyni, ze takovy rozklad je jednoznaény az na inver-
tibilni prvek, jinak jsou prvky dvou rozkladi vzajemné asociované. Toto je druhé
cast dikazu Zakladni véty aritmetiky, respektive jeji zobecnéné verze. Pokud si
vezmeme prirozend ¢isla, tam invertibilnim prvkem je jen 1 a zadné prvky nejsou
asociované. Proto z této verze plyne Zakladni véta aritmetiky pro prirozena ¢isla.
Pro cela ¢isla to znamenad, Ze se ireducibilni prvky mutzou lisit ve znaménku a
invertibilni prvek bude bud 1 nebo —1.

Lemma 2.2.3 (Jednoznacnost kanonického vyjadreni).
Meéjme Gaussuv obor R a néjaky prvek a € R — R* se dvéma kanonickymi vyja-
drenimz fqil.. = q = eplfl..pf‘;;". Potom m = n a pri vhodném ocislovani prvki

Piybm € Rjeqi || pi a ki =1; proi <n.
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Diikaz:
Asociovan{ je reflexivni, proto urcité plati ¢i'..¢i || p§*..pkm.
Podle podminky J plati m = n a prvek p; je asociovan s nékterym z prvki z
d1--Gn-
Pti vhodném odcislovani plati p; || ¢; pro i < n.
Prvek p; je asociovan na levé strané jen s prvkem g;.
Kdyby byl asociovan i s jinym prvkem g;, tak by z transitivity asociovani platilo
¢; || @, coz je spor s lemmatem [2.2.2]
Takze pocet vyskytii napravo p; a vyskyt nalevo ¢; pro ¢ < n je stejny.
Proto k; = I; pro 1 < n.
O

Dokézali jsme nyni, ze kanonické vyjadreni je jednoznacné, az na vzajemné
asociované prvky. Dale jsme ale dokazali, Zze soucet mocnin vSech vyjadreni je
pro libovolny rozklad kazdého ¢isla totozny. Tim padem mame dokézano, ze pro
libovolny Gausstiv obor plati Zakladni véta aritmetiky. Dokazme si nyni, jaky
vztah maji kanonickd vyjadreni dvou ¢isel, kde jedno déli druhé.

Lemma 2.2.4 (Kanonického vyjadieni pti déleni).

Meéjme Gaussuv obor R. Méjme nenulové a,b € R — R*, takzZe qil..qff =ab=
p’fl..pfnm jsou dve kanonickd vyjadreni. Potom b | a prdvé, kdyz m < n a pri
vhodném ocislovani prvki py,...pm € R je q; || pi a ki <1; proi < n.

Diikaz:

Kdyz b | a, tak a = be pro vhodné ¢ € R.

Kdyby bylo ¢ = 0, tak by bylo a = 0 a to je spor s pfedpokladem.

Je-li ¢ € R*, pak podle lemmatu[L.4.7 je a || b.

Podle lemmatu pro ¢ € R* lemma plati.

Necht ¢ € R — R*, takze ¢ # 0.

Potom pro ¢ € R existuje podle lemmatu vyjadreni ve tvaru ¢ = hg{l.. Jo
prol <o<n—m.

Dostévame soucin be = hgi'..glepkt. plm.

7 toho dostavame qlf..qun = hg{l..go'Oplfl..pfnm.

Podle lemmatu dostavame n = o + m.

Jelikoz 1 < o, dostavame m < n.

Z lemmatu [2.2.3] vidime, Ze kazdé ¢; pro i < n muze byt vyjadieno tfemi zpusoby:

1. ¢ je jen nékteré z p; pro j < m.
Pti vhodném odcislovani plati k; = I; pro ¢; || p;.

2. g; je jen nékteré z g; pro i < o.
Pti vhodném oéislovani o; = I; pro ¢; || ¢g:, ale tim pddem k; = 0, proto

3. Necht ¢; mé vyjadreni mezi obéma ¢isly pfi vhodném ocislovani.
Podle lemmatu dostaneme, ze plati [; = k; + o;.
Jelikoz ¢; ma vyjadieni mezi p; i g;, tak dostavame k; < [; a ¢; || g; pro
1< m.

Dokazme opacnou implikaci.
Z predpokladu mame g; || p; pro i < m.
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Podle lemmatu plati, Ze ¢; = e;g; pro e; € R*.
Zasubstituujeme do a, dostaneme a = e}'pl..elmplm _ghn.
Diky komutativnosti upravime a = plf..pl,g”..qf;elf..eﬁ;“ y = elf..elr;g pro néjaké
y € R*.
Proto a = plt..plm ..qlny, proto plati b | a.
]

Dokézali jsme, jak vypada vztah dvou kanonickych vyjadieni dvou prvki,
kde jeden déli druhy. Ukazme si nyni, jak vypada kanonické vyjadieni spoleéného
délitele néjaké mnoziny.

Lemma 2.2.5 (Kanonického vyjadreni spolecného délitele).

Mejme Gaussiv obor R a néjaké nenulové a,b € R — R* takové, Ze a = eqlf..qiln a
b= fp’fl..p’fnm jsou dve kanonickd vyjadreni a a b. Necht ocislovani je takové, Ze
qi || pi pro néjaké r a pro vsechna i takovd, ze 0 < i < r < min(m,n) a ostatni
prvky spolecné neasociuji. Pak prvekt € R je spolecnym deélitelem a,b prdve tehdy,
kdyz t = hpi*.ptr, kde h € R* a 0 < v; < u; pro u; = min(k;,l;) pro vsechna
1< r.

Diikaz:
Meéjme néjaké t € R.
Pokud t | b a t | a, tak podle lemmatu dostaneme, ze fpi'.pfn = tx a
eqlf..qul =ty pro z,y € R.
Mame néjaké r takové, ze pro vsechny d < r vime, Ze pg; = qq2q pro néjaka
zq € R*.
Substituci a pouzitim komutativniho zdkona dostaneme ezi. zlplt plr. gl = ty.
Podle lemmatu [2.2.3] vidime, Ze a,b maji spole¢né prvky rozkladu p;..p,, proto
t = hpi'..plr, kde h € R* a 0 < v; < w; pro u; = min(k;,l;) pro vsechna ¢ < r.
Pokracujme opac¢nou implikaci.
Z predpokladu ¢; || p; pro i 0 < i <r mame ¢; = w;p;.
Udélame substituci a dostaneme a = w'plt . wlrplr gt
7 komutativnosti dostaneme a = plt..plr..glhwlt . wh .
Proto t je spolecnym délitelem.

]

Zmame nyni vztah kanonickych vyjadieni prvka a jejich spoleénych délite-
li. Ukazme, které z kanonickych vyjadreni spolecnych délitelt odpovida tomu
nejveétsimu spoleénému déliteli.

Lemma 2.2.6 (Kanonického vyjadreni nejvétsiho spole¢ného délitele).

Mejme Gaussiv obor R a néjaké nenulové a,b € R — R* takové, Ze a = eqlf..qil" a
b= fplfl..pfnm a necht ocislovdnd je takové, Ze q; || p; pro néjaké r, Ze pro vsechna
i takovd, zZe 0 < i < r < min(m,n) a ostatni proky spolecné nejsou asociovdny.
Pak prvek 0 # t € R je nejvétsim spolecnym délitelem a,b prdve tehdy, kdyz
t = hpit..plr, kde h € R* a v; = u; pro u; = min(k;,l;) pro vsechna i <r.

Diikaz:
Vzhledem k lemmatu [2.2.5 vime, Ze vSechny délitelé lze zapsat ve tvaru t =

hpit..hY, kde h € R* a 0 < v; < u; pro u; = min(k;,l;).
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Nejvetsi spoleény délitel je takovy délitel, kterého déli ostatni spoleéni délitelé.
Pokud v; < u;, tak pak pi* nedéli pi*.
Proto nejvétsi spolecny délitel je ve tvaru t = hpi*..hY".

O

Jak jsme si ukdzali v lemmatu [2.2.3] tak soucin mocnitelt je stejny pro kazdy
prvek nezavisle na jeho kanonickém vyjadreni. Dokazali jsme si také, ze dokazeme
vyjadrit v Gaussové oboru nejvétsiho spolecného délitele dvou prvki. V lemmatu
jsme si dokéazali, Ze podminku D muzeme dokazat jen pro dvouprvkovou
mnozinu, a proto Gausstiv obor uz nutné splnuje podminku D, ze kazda konecna
mnozina mé aspon jednoho nejvétsiho spolec¢ného délitele.

Véta 2.2.7 (I+J=D).
Meéjme Gaussuv obor R. Pak v ném plati podminka D.

Diikaz:
Méjme Gausstuv obor R, pak podle lemmatu [2.2.6) mizeme v Gaussové oboru
najit nejvétsiho spoleéného délitele pro dvouprvkovou mnozinu.
Podle lemmatu to znamena, ze existuje i nejvétsi spoleény délitel pro libo-
volnou kone¢nou mnozinu, a proto podminka D plati.

m

Diky tomu ale vime, Ze v Gassové oboru plati i P, protoze jak jsme dokazali
pomoci véty DP, v kazdém oboru integrity, kde plati D, plati P.

Véta 2.2.8 (I+J=P).
Mejme Gaussiuv obor R. Pak v ném plati podminka P.

Diikaz:
Méjme Gaussiiv obor R.
Pak podle véty 1+J=D dostaneme, ze zde musi platit D.
To podle véty DP znamend, ze tu musi platit i P.
m

Ukazuje se zatim, ze vSechny tyto podminky plati v Gaussové oboru. Ukazme
si nakonec, ze zde plati i podminka K. Nejdrive si dokazme, kolik vzajemné
neasociovanych vlastnich déliteli ¢isla v Gaussové oboru maji.

Lemma 2.2.9 (Pocet vlastnich délitel).
Méjme Gaussiuv obor R. Pak pocet vzajemné neasociovanyjch vlastnich deéliteli pro

¢islo a = epy*..pi~ je roven [] (u; +1) — 2.
i=1

Diikaz:

Dokazujeme indukei podle n.

Necht n = 1, potom plati, ze a = ep{*.

e je invertibilni, tudiz nemiize byt vlastnim délitelem.

Vime, Ze p! = 1, proto 0 < v;.

Zéroven podle lemmatu pit je asociovan s a a proto neni vlastni délitel,
proto plati, Ze v; < ;.
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7 definice v; musi byt prirozené cislo.

Mezi 0 < v; < u; je presné u; — 1.

Méjme tedy dokdzano, ze pro n = m ﬁ (u; + 1) — 2 plati.

Cheeme dokazat indukéni krok pro = m -+ 1.

7 predpokladu ﬁl(ul + 1) — 2 je jich takové, které to splnuji pro délku n = m.

Chceme se tedy vyvarovat takovému vyjadreni, kde vSechny indexy jsou nula, a
nebo jsou maximalni.
Ty uz ale nejsou obsazeny ani v indukénim kroku.

Tedy mame u, 1+ 1, jak je vytvorit ze vsech vlastnich délitelti pro indukéni krok.

Z toho ndm pro n = m + 1 vznikne (I] (u; + 1) — 2)(wpmy1 + 1).

1=
Pak nas ale zajimaji pripady, kdy pro vSechny indexy ¢ < n plati v; = 0.
To mizeme u,,,1 moznostmi rozsitit na m + 1 prvku.
Pro ptipady, kdy pro vsechny indexy i < n plati v; = u;,

muzeme U, moznostmi rozsirit na m + 1 prvki.
m
Takze méme pocet vlastnich déliteld ([T (u; + 1) — 2)(Umy1 + 1) + Ums1 + U1,
i=1
m+1
coz po upraveni je ( I] (u; + 1) — 2) - coz jsme chtéli dokdzat.
i=1

]

Dokézali jsme, kolik vlastnich spole¢nych délitelit méa libovolny nenulovy ne-
invertibilni prvek. Pro nas podstatné je zejména to, ze takové ¢islo je konecné.

Véta 2.2.10 (I+J=K).
Méjme Gaussiiv obor R. Pak v ném plati vSechny podminky K.

Diikaz:

Zbyva tedy dokéazat, ze v Gaussové oboru plati K.

Méjme tedy né&jakou podmnozinu [R).

Pokud a € R*, tak podle lemmatu je a minimalni prvek nasi podmnoziny.
Méjme libovolné nenulové a € R — R*.

Predpokladejme A C [R] — [1] tedy neobsahuje [1].

Necht tedy a je ireducibilni, podle lemmatu je [a] minimalni na A.
Tedy necht a neni ireducibilni, pak podle J existuje rozklad a = ex’fl..x’fnm.
Vezméme prunik AN D, kde D je mnozina vlastnich déliteli a.

Pokud AN D = (), tak a je minimaln{ prvek.

Podle lemmatu je AN D je vzdy konecna.

Tedy v ni vzdy najdeme minimélni prvek.

Tento prvek bude i miniméalni v mnoziné A.

Tedy relace < je na [R] fundovana.
O]

Pojdme si to nyni vsechno shrnout a dokéazat, ze Gausstiv obor splnuje vsech
pét podminek.

Véta 2.2.11 (Gaussuv obor).
Mejme Gaussiuv obor R. Pak v ném plati vsechny podminky D,P,J K ,I.
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Diikaz:

Podminky I,/ plati z definice Gaussova oboru.

Diky vété I + J = D vime, ze zde platii D.

Podle véty I + J = P vime, ze v Gaussové oboru plati podminka P.

Nakonec, diky véte I +.J = K vime, ze zde plati i podminka K. Tedy v Gaussove

oboru plati vSechny tyto podminky o délitelnosti.
O
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3. Idealy

3.1 Uvod do ideila

Dalsi vlastnosti, které zkoumame na celych &slech, jsou Bezoutova véta, Cin-
ska zbytkova véta a poté zplsob, jak najit nejvetsi spoleény délitel, respektive,
jak vibec délit efektivné. Tim postupem je Euklidiv algoritmus. Ukézeme si, ze
Cinskou zbytkovou vétu sice mizeme zevseobecnit pro libovolny obor integrity,
ale obecné v téchto oborech nemusi fungovat Euklidiv algoritmus. Jak si uka-
zeme, obory, kde Euklidav algoritmus funguje, jsou specidlnim pripadem obor,
ve kterych plati Zéakladni véta aritmetiky a zaroven v nich plati Bezoutova véta.
To jsou vsak nutné, nikoliv dostacujici podminky. Pro tuto c¢ast prace pouzije-
me tedy odliSenou teorii délitelnosti pomoci ideali. Idedly hraji v teorii okruht
vyznamnou roli. Nejdrive se seznamime se samotnymi idedly a jejich vlastnostmi.

Definujeme si idedl jako podmnozinu okruhu, ktera je uzaviend na sc¢itani a
obsahuje s kazdym prvkem i vSechny jeho nésobky z okruhu. Budeme tikat, Ze
A je idedl R a budeme znacit A < R. Tedy naptiklad idealem celych ¢isel mohou
byt nasobky néjakého ¢isla.

Definice 3.1.1 (Ideal).
Necht R je obor integrity a I C R. Pak I < R, pokud plati:

1. Uzavrenost scitani:

(Vabel)(a+0be ).

2. Uzavreni na nasobky z R:

(Vael)(Vr e R)(racl).

Lemma 3.1.2.
Necht I je idedl nad oborem integrity R. Pak I je okruh.

Diikaz:

Z toho, ze I < R, vime I C R.

Tedy jediné, co nam staci dokazat, jsou existence opac¢ného prvku a existence
nulového prvku.

Protoze I je ideal a je uzavien na nasobeni libovolnym prvkem x € R a R je obor
integrity, tak obsahuje opacny prvek k jednotkovému prvku, takze pro libovolné
y € I méme —y € [.

Jelikoz R je obor integrity, tak obsahuje neutralni prvek.

Takze 0 € I, protoze pro libovolny prvek podle lemmatu plati, Ze vysledek
nasobeni bude neutralni prvek.

Dokazme si nyni, ze kazdy idedl je uzavien i na rozdil prvki.

Lemma 3.1.3.
Meéjme obor integrity R a A< R. Pak (Vab € I)(a—0be€ ).

32



Diikaz:

Uvazujme, ze mame néjaké a,b € 1.

R je obor integrity takze, 1 € R.

Obor integrity je uzavieny na opacné prvky, takze —1 € R.

Idedl je uzavieny na nasobeni prvky z R, takze nutné musi platit —b € I.
Zaroven ideal je uzavien na scitani.

Tim padem dostavame a — b € 1.

]

S idedly rozhodné budeme chtit provadét néjaké operace, proto nejdrive defi-
nujme, jak mezi sebou budeme idealy nasobit a scitat.

Definice 3.1.4.
Necht R je obor integrity a I,J < R definujme:

1. Scitani:
I+J=i+730€l,j€J.

2. Nasobeni:

1J = Zijk,TLEN,Zk el j.elJ.
k=1

Dokazme si nyni vlastnosti téchto operaci. Dokazme si, Ze soucet i soucin
ideall jsou opét idedly a ze pokud k idealu pricteme jiny idedl, tak ptivodni ideal
je tohoto idealu podmnozinou. Naopak soucin dvou idealti je vzdy podmnozinou
obou idealii ze soucinu. Zacneme nejdiive dikazem, ze I C [ + J.

Lemma 3.1.5.
Necht R je oborem integrity R a I,J < R. Pak I C I+ J.

Dikaz:
Meéjme néjaké x € 1.
Podle definice idealu je 0 € J.
7 definice souctu idealu dostavame x + 0 = x.
Tedy x I + J.
O

Nyni si dokdzeme, zZe soucin je naopak vzdy podmnozinou idealt v soucinu.

Lemma 3.1.6.
Necht R je oborem integrity R o I,J < R. Pak IJ C I.

Diikaz:

Fixujeme néjaké k € N a mame 41,..,ix, € I,71,..,7% € J.

Jelikoz J C R aidedl je uzavieny na nasobeni prvkem z R dostavame iy j1,..,ixJx €
1.

Ale I je idedl, takze je uzavien i na sc¢itani a tedy 4171 + .. + ixJx € 1.
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]

Jelikoz na oborech integrity je nésobeni i s¢itani komutativni, tak lemmata
samoziejmé funguji i pro druhy ideal v operaci. Tim padem musi platit i pro
jejich prinik, coz si nyni dokazeme.

Lemma 3.1.7 (Usporadani produktu a pruniku).
Necht R je oborem integrity R a I[,J I R. Pak IJ C INJ.

Dukaz:
Méjme néjaké x € 1.J.
Podle lemmatu 3.1.0)plati z € [ a x € J.
Pak ale musi platit z € I N J
O

Pro scitani je komutativita na idedlech lehce nahlédnutelnd hned z definice.
Komutativitu souc¢inu idedlu si dokazeme.

Lemma 3.1.8.
Necht R je oborem integrity R o I,J IR, pak IJ = JI.

Diikaz:
Me¢jme néjaké k € Nji € 1,7 € J. Pak mame 4171 + .. + ipjx € 1J.
Urcité plati i171,...,i1Jk € R.
Obor integrity R je komutativni, takze pro kazdé | < k plati i1j; = jq41.
Dostavame tedy 171 + .. + ixJx = J1t1 + .. + Jrix, coz je prvek JI.
Tim padem ale i177 + .. + ixJ € J1.
Diitkaz opac¢né inkluze je stejny.
O

Nyni o sou¢inu i o souctu idealii dokazeme, ze jsou také idealy. Zacneme
diikazem pro soucet.

Lemma 3.1.9.
Necht R je obor integrity a I,J I R. Pak I+ J < R.

Dikaz:

7 definice idealu plati, ze I C R.

V lemmatu jsme dokézali, ze I.J C I.

7 transitivity podmnoziny dostaneme I.J C R.

Dokazme si, ze IJ je uzaviené na scitani.

Méjme Hé]aké 11 +j1,i2 —|—j2 el+J.

Dokazme si ze (i1+4j1)+ (i2+7j2) € [+ J. Z asociativity a komutativity dostaneme
(11 +J1) + (i2 + j2) = (i1 +i = 2) + (J1 + Ja).

Jelikoz I,J < R vime, Ze existuje i3 € I, takze (i1 + i) = i3.
Déle existuje js € J, takze (ji1 + j2) = js.

Pak ale z definice I + J musi platit, ze i3 + j3 € [ + J.
Méjme néjaké r(i + j) pror € R,i€laj e J.

Z distributivity dostaneme r(i + j) = ri + rj.
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Jelikoz I,J < R, vime, ze ri € [ arj € J.
Tim padem ale nutné musi byt ri +rj € I + J.
m

Dokazali jsme, ze mnozina vSech souctu prvki ze dvou idedli je také idedlem.
Dokazme si to nyni i o souc¢inu

Lemma 3.1.10.
Necht R je obor integrity a I,J I R. Pak IJ < R.

Dikaz:
Podle lemmatu 3.1.6] plati I.J C I.
7 definice idedlu plati I C R.
Tim padem z transitivity dostaneme [.J C R.
Ovérime nyni, ze I.J je uzavieno na scitani.
Mejme néjaké prvky z,y € I.J a chceme dokazat, ze z +y € 1.J.
Fixujme tedy k,l € N, takze z = Zle a;b; ay= Zé-:l a;b;.
Séitani je asociativni, takie S8, aib; + S0, asby = S a;b;.
Podle definice soucinu takovy prvek je také v I.J.
Mé¢jme néjaké r € R a z € 1.J takové, ze z = 25:1 a;b;.
7 distributivity prvki R plyne, Ze 7z = 3% | rab;.
Kazdy ra; = ¢; pro néjaké ¢; € A, protoze A je ideal.
Dostaneme tedy rz = % | ¢;b;.
Ale pak musi byt rz € AB.
m

Dokazme si nyni, ze pokud idedly v souctu jsou stejné, tak pak jejich soucet
se rovna idealu samotnému.

Lemma 3.1.11.
Necht R je obor integrity a I < R, pak [ =1 + 1.

Diikaz:

Uvazujme, ze mame, a € I.

Protoze O € I, tak pak musi byt a € I + 1.

Tedy jsme dokazali I C I + 1.

Méjme nyni néjaké a +b € I + 1.

7 definice tedy a,b € I.

Z predpokladu I < R, takze je uzavien na sé¢itani a a +b € 1

Lemma 3.1.12.
Necht R je obor integrity a I,J,JK QR. Pak I(J+ K)=1J+ IK.

Drukaz:

Vezméme néjaky prvek x € I(J + K) a néjaké a € N, i, € I, j, € Jak, € K
pro vsechny.

Pak x =3¢ 1 ia(Jo + ka)-
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Pouzitim distributivniho zadkona na kazdy soucin v souc¢tu dostaneme x = 37 ; 7,7, +H
Gaka)-

U prvki zménime uzdvorkovani, a tedy ur¢ité @ = 3% (iaja) + S0y (iaka).-

To ale z definice souctu a soucinu idedlu znamena, ze x € I.J + I K).

Mé¢jme nyni néjaké x € IJ + [ K.

Z definice souctu a soucinu idedlu znamend, ze x = >0 (iaJa) + >y (iaka)-

Prvky muzeme ptezéavorkovat a tedy urcité x = Y7 | igja + iaka)-

Na kazdy tento prvek pouzijeme distributivni zdkon a dostaneme x = 3¢ i, (j,+
ka).

To ale pak znamend, ze x € I(J 4+ K).

Dokazme si, ze prunik ideali je také idealem.

Lemma 3.1.13.
Meéjme obor integrity R a neprdzdnou mnozinu S tak, Ze pro kaZdé s € S je dan
I S R. Pak Nyeg s < R.

Diikaz:

Pro kazdé s € S, plati z definice idealu I, C R.

Tedy urcité N,eg Is C R.

Uvazujme, ze mame a,b € Nyeg Is.

Kdyby a4+ b ¢ Nyeg Is-

Pak musi existovat néjaké s, ze a + b ¢ I;.

To by znamenalo, Ze I neni R, protoze podle predpokladu a,b € I.

Uvazujme, ze méame a € Nyeg Is a7 € R. Kdyby ra ¢ N,es Is, pak musi existovat
néjaké t, ze ra ¢ I,.

To by znamenalo, ze I, neni R, protoze podle predpokladu a € I;.

[]

Diky tomuto dikazu, ze prunik ideala je také idedlem, dostavame zaroven
zpusob, jak mizeme definovat idedl generovany néjakou podmnozinou.

Definice 3.1.14 (Generovany ideal).
Necht R je obor integrity a méjme M C R, definujme (M) =N{S; M C SAS
R}.

Dokazme si, jak vypadaji tyto idedly.

Lemma 3.1.15.
Méjme obor integrity R a neprazdnou mnozinu M = {ay,..,a,}. Pak (M) =
{riaq + .. + .rpan; 1,1 € R}

Dikaz:

Nejdiive dokazme, ze {ria; + .. + ..rpa,;ri,...,rn, € R} C (M).

Méjme néjaké riay + .. + ..rpa,.

Podle definice kazdé s € {S; M C S AS < R} obsahuje riay + .. + ..7pa,.
Protoze kazdé s obsahuje aq,..,a,.

Z predpokladu zaroven je s < R, takze musi byt uzaviené na nasobeni prvkem z
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R.
Tedy kazdé s obsahuje ria4,...,r,a, € s.
Ideal je zaroven uzavien na sc¢itani svych prvka, tedy riaq + ... + rpa, € s.
Ale tim padem musi platit ria; + ... + rpa, € (M).
Méjme danou M C R a méjme néjaky prvek d ¢ {ria; + ..+ ..rpa,;r1,..,r, € R}.
Pak existuje S takové, ze M C S, S<Rad¢S.
Potom tedy d ¢ (M).
]

Specialnim pripadem generovaného idealu je takzvany hlavni ideal, kde M je
jednoprvkova mnozina.

Definice 3.1.16 (Hlavni idedl).
Necht R je obor integrity a méjme a € R. Pak idedl (a) = ra;r € R nazgvame
hlavni idedl oboru integrity R generovany prvkem a.

Dokazme si, ze soucet hlavnich idealt se rovna idedlu generovaného jeho sjed-
nocenim.

Lemma 3.1.17.
Meéjme obor integrity R a dva prvky a,b € R takové, Ze (a) a (b) jsou hlavni idedly.
Pak (a,b) = (a) + (b).

Diikaz:

Podle lemmatu (a,b) = {riay + rab;r1,ro € R}.

Podle definice hlavniho idedlu je (a) = ra;r € R a (b) = sb;s € R.

Podle definice soucet ideédla je (a) + (b) = {ra + sb;r,s € R}, coz je tedy uplné
to samé.

O

Lemma 3.1.18.
Méjme obor integrity R a dva libovolné prvky a,b € R takové, Ze (a) a (b) jsou
hlavni idedly. Pak plati (a) C (a) + (b).

Dikaz:

Méjme néjaké x € (a). To znamend, ze * = sa pro néjaké s € R. Obor
integrity R obsahuje nulovy prvek. Protoze soucet idealii obsahuje vsechny moz-
né kombinace koeficienti z R pro prvky a,b, tak musi obsahovat i ten ve tvaru
sa + 0D.

m

Samoziejmé predchozi diikaz plati i pro druhy prvek souctu. Ukazme si nyni
jaky vztah maji hlavni idedly vzhledem k déleni abychom na nich mohli zavést
praveé teorii délitelnosti.

Lemma 3.1.19.
Meéjme obor integrity R a dva proky a,b € R kde (a) a (b) jsou hlavni idedly. Pak
alb<be(a)« (b) C(a).
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Diikaz:
Podle definice hlavniho ideélu je (a) = ra;r € R.
Pokud b € (a), tak pak b = ra pro néjaké r € R.
To je ale stejné jako definice déleni, jak jsme ji definovali v prvni kapitole.
Dokazme tedy dalsi ekvivalenci.
M¢gjme néjaké g € (b) a podle definice je ¢ = tb pro t € R.
Pokud b € (a), tak existuje g € R tak, ze b = ga.
Dosadime za b a dostaneme ¢ = gra pro g,t € R.
Obor integrity R je uzavieny na nasobeni a tedy tr = p pro néjaké p € R.
To znamend, ze mame ¢ = pa pro néjaké p € R a tedy ¢ € (a).
Predpokladejme Ze b ¢ (a).
V oboru integrit R musi platit 1 € R a tedy b € (b).
Pak ale (b) Z (a).
O

Definujme si Bezouttv obor, coz je obor, kde soucet hlavni idedl je zase
hlavni ideal. Nejdrive si, ale definujme obor NSD, coz je pravé takovy obor, ve
kterém pro kazdou konecnou mnozinu existuje nejvétsi spolecny délitel. Ukazeme
nasledné, ze Bezoutiiv obor je jeho specidlnim pripadem.

Definice 3.1.20 (NSD obor).
Necht R je obor integrity. obor je NSD oborem pravé tehdy, pokud splnuje pod-
minku D.

Definice 3.1.21 (Bezouttv obor).

Necht R je obor integrity a jeho libovolné dva prvky a,b € R takové, Ze (a) a (b)
jsou hlavni idedly. Pak rikame, Ze obor je Bezoutiv obor, pokud plati (a)+(b) = (d)
a (d) je hlavni idedl.

Ukazme si nyni dve vlastnosti Bezoutova oboru. Témi vlastnimi jsou, ze v ném
plati zobecnéna Bezoutova véta a ze libovolny Bezouttv obor je NSD oborem.

Véta 3.1.22 (Bezoutova rovnost).
Mejme obor integrity R, obor je Bezoutuv prdve tehdy, kdyz splnuje Bezoutovu
TOUNO0St.

Diikaz:

Vezméme libovolné a,b € R.

Podle definice Bezoutova oboru vime, ze plati (a) + (b) = (d) pro né&jaké d € R.
Z definice souctu ideala vime, ze pro libovolné t € R existuje r,s € R takové, ze
ra + sb = td.

Ale R je obor integrity, takze obsahuje i jednotkovy prvek.

Tedy dostaneme, ze existuje ¢,p € R takové, ze qa + pb = d.

Dokazme, ze plati, ze d = NSD(a,b).

Podle lemmatu [3.1.18) vime, ze (a) C (a) + (b) a (b) C (a) + (b).

Z definice Bezoutova oboru dostaneme (a) C (d) a (b) C (d).

To podle lemmatu znamend, ze dostaneme, ze d | a a d | b.

Tim padem d je spolecny délitel a,b.

Meéjme néjaké ¢ | a a ¢ | b a podle lemmatu plati (a) C (¢) a b C (c¢).

To znamend, ze libovolny prvek z x € (a) lze zapsat ve tvaru x = yc pro né&jaké
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y € R.
Zaroven také, ze libovolny prvek z z € (b) lze zapsat ve tvaru z = we pro néjaké
w € R.
Tim padem prvky (a) + (b), 1ze zapisovat jako yc + we pro néjaké y,w € R .
Podle lemmatu (a) + (b) I R.
Tedy na néj lze aplikovat distributivni zakon.
Dostaneme yc + we = (y + w)c.
Jsme oboru integrity, takze y + w = v pro néjaké v a tedyyc + we = ve.
Z predpokladu (c¢) je hlavni idedl a tedy obsahuje vSechny néasobky c.
Tim padem i ve, tedy dostévame (a) + (b) C (c).
Z definice Bezuotova oboru, ale vime ze (a) + (b) = (d) .
Tedy z transitivity podmnoziny mame (d) C (c).
To podle lemmatu znamena c | d.
Tim jsme dokézali, Ze d je tedy nejvétsi spolecény délitel.
Naopak méjme (a) a (b)a podle Bezoutovy véty plati za + yb = NSD(a,b) pro
r,y € R.
Ozna¢me NSD(a,b) = d a dokazeme, ze (a) + (b) = (d).
Nejdiive dokazme (a) + (b) C (d).
Méjme z € (a) + (b) a d je spoleény délitel a i b.
Musi tedy platit a = de a b = df.
Tedy x lze zapsat jako x = red + sfd.
Podle lemmatu [3.1.9 (a) + (b) < R.
Tedy na néj lze aplikovat distributivni zakon.
Muzeme tedy psat © = d(re+sf). Obor integrity je uzavieny na s¢itani a ndsobe-
ni a tedy mame h € R takové, ze plati h = re + sf. Dosadime do x a dostaneme
x = dh.
Tim padem z € (d).
Méjme tedy néjaké z € (d).
Vsechny prvky v (d) jsou tvaru z = rd pro né&jaké r € R.
Podle Bezoutovy véty mame tedy, ze libovolny prvek vypada z = r(ax + by).
Podle distributivniho zékona plati z = (rz)a + (ry)b.
Urcité r,x,y € R a tedy existuji prvky o,p € R tak ze o =rx a p = ry.
Mame tedy z = oa + pb, ale to znamena, ze z € (a) + (b).
O

Dokazme si disledek tohoto tvrzen jako vétu. Jelikoz v Bezoutové oboru plati
Bezoutova véta, tak urcité pro kazdé dva prvky existuje nejvétsi spolecny délitel.

Véta 3.1.23 (Bezout a NSD).
Méjme obor integrity R, pokud je obor Bezoutiv, tak potom uZ je NSD.

Diikaz:

Podle véty Bezoutova rovnost vime, jak pro kazdé dva prvky najit nejvétsi spo-

lecny délitel a tedy pro libovolnou dvojici nejvétsi spoleény délitel nutné existuje.
O

Vime tedy, ze jak Bezoutovy tak Gaussovy obory jsou obory NSD, protoze
jsme dokazali, Ze v nich plat podminka D. otdzkou je jestli existuji tedy obory
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které jsou jen Bezoutovy nebo které jsou jen Gaussovy, protoze pokud takové obo-
ry existuji, tak jsou vzajemnymi protiptiklady. Pokud vezmeme obor polynomi
dvou promnénych nad celymi ¢isly, ten je Gaussovym oborem, ale pro nesoudélna
z,y mame, ze NSD(z,y) = 1 a v celych ¢islech neexistuji inverzni prvky, tedy
nemuze najit dva takové prvky, jejichz linedrni kombinace bude jedna. Naopak,
pokud veme mnozinu vSech feseni nad témito polynomy, tak to je potom Bezout
protoze libovolné ¢islo dokédzeme vyjadrit jako linearni kombinaci néjakych dvou
prvki naopak relace vlastni délitel nebude fundovand, protoze kazdy prvek a lze
vydelit az. Tyto dva protipriklady jsou zaroven protiptiklady, ze ne vsechny Bez-
outovy respektive Gaussovy obory jsou obory hlavnich ideald, které si za chvili
nadefinujeme.

3.2 Obor hlavnich idealu

Ukazali jsme si tedy protipriklady, ze ne kazdy Gaussiiv obor je Bezouttv a ne
kazdy Bezoutiv obor je oborem Gaussovym. Nadefinujme obor hlavnich idedli,
o kterém si dokazeme, zZe je to prave takovy obor, ktery je Gaussuv a zaroven je
Bezouttv. Dokazeme si dale, ze specialnim oborem hlavnich ideali je Euklidav
obor, coz je obor, kde se zastavi Euklidiv algoritmus. Definujme si nejdiive pojem
obor hlavnich ideali.

Definice 3.2.1 (Obor hlavnich idedli).
Necht R je obor integrity a pokud jsou vsechny idedly hlavni. Pak rikdime Ze obor
je Obor hlavnich idedli.

Ukazme si ze Obor takovy obor, kde plati bezoutova véta a i Zakladni véta
aritmetiky, neboli pokud obor je Gausstiv a Bezoutiv zaroven musi byt oborem
hlavnich idealt. Definujme si nejdiive normy, které analogicky odpovidaji normam
nad vektorovym prostorem.

Definice 3.2.2 (Dediken-Hasse norma).
Necht R je obor integrity a funkci f : R — {0} — N nazgvame Dediken-Hasse
norma, pokud pro libovolnd nenulova a,b € R spliuje jednu z podminek:

1. Byt nasobkem.:
b| a.

2. Mensi prvek v idedlu:

(3d € (a,b) f(d) < f(b)).

Dokazme, si ze pokud na oboru integrity existuje Dediken-Hasse norma, tak
pak obor integrity, uz je oborem hlavnich idedli.

Lemma 3.2.3.
Meéjme obor integrity R, pokud je obor splniuje Dediken-Hasse normu, tak potom
uz je oborem hlavnich idedli.

Diikaz:
Necht I = {0}, pak b=0a I = (b).
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Tedy necht I # {0}, z existence Dediken-Hessovi normy, kterd je do priroze-
nych ¢isel, a proto lze dobie usporadat vime, ze existuje b € I — {0} takové, ze
vre I—{0}Hf(b) < F(1).
Vezmeme libovolné a € I.
Kdyz a = 0, tak urcité a € (b).
Kdyby existovalo néjaké r € (a,b), které splnuje druhou podminku Dediken-Hesse
normy.
Tak je to spor s vybérem naseho b.
Takze pro vSechny musi platit a € (b) a tedy I C (b).
Naopak b € I, to ale podle lemmatu plati (b) C 1.
Tedy jsme dokézali, ze I = (b).
O

Definujme si nyni dalsi normu a tou je ostie multiplikativni norma a dokazme,
ze rozklad v Gaussové oboru je takovou normou.

Definice 3.2.4 (Ostie multiplikativni monoténni norma).
Necht R je obor integrity a funkci f : R — {0} — N nazgvame ostre multiplika-
tivni monotonni norma, pokud pro libovolnd nenulovd a,b € R splnuje:

1. Monoténnost nasobeni:
f(ab) > maz{f(a),f(b)}.

2. Ostrost normy:

flab) = f(a) < ab || a.

Lemma 3.2.5.
Meéjme Gaussiv obor R. Pak délka rozkladu prvku je ostre monotonni multiplika-
tivni norma.

Diikaz:
Definujme f : R — {0} — N takovou, ze f(u) =0, pokud u € R je invertibilni.
Podle lemmatu f(upt*.pkn) = ki + .. + k, je hodnot a funkce pro kazdy
prvek jednoznacné.
Dokazme, ze plati podminky pro ostfe multiplikativni normu.
Meéjme tedy dva nenulové prvky a,b € R ozna¢me [(a),l(b) jejich délky.
Bez djmy na obecnosti predpokladejme, ze [(a) < I(b).
Evidentné plati [(ab) = I(a) + I(b).
JelikoZ I(a) je prirozené ¢islo, rozhodné bude platit [(ab) > 1(b).
Rovnost [(ab) = I(b), ale plati jen kdyz a je invertibilni prvek.
To podle lemmatu znamena, ze ab || b.
O

Ukazme si nyni, Ze ostfe monoténni multiplikativni norma na Bezoutové oboru
je Dediken-Hesse norma.

Lemma 3.2.6.
Meéjme Bezoutuv obor R. Pak ostre monotonni multiplikationi norma je Dediken-
Hesse norma.
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Diikaz:

Meéjme ostfe monoténni multiplikativni normu f a dva nenulové prvky a,b € R.
Jsme v Bezoutové oboru, a tedy plati Ze pro néjaké d € R, plati (a,b) = (d).

Z toho plyne, ze d | a a d | b.

Kdyby platilo b | d, tak z transitivity dostaneme b | a.

Necht tedy b |/d a tedy b |f d.

Podle lemmatu b = dc pro ndjaké neinvertibilni ¢ € R.

Urcité tedy plati f(d) < f(b).

Véta 3.2.7 (Gaussuv-Bezoutiv obor a obor hlavnich ideéli).
Méjme obor integrity R, ktery je Gaussiv a Bezoutiv zdroven, poté uz oborem
hlavnich idedli.

Diikaz:

Podle lemmatu [3.2.5] mame ostfe monoténni multiplikativni normu.
Podle predpokladu zaroven jsme v Bezoutové oboru.

To podle lemmatu [3.2.6] znamena, Ze to je také Dediken-Hesse norma.

Ale to podle lemmatu [3.2.3] znamend, Ze R je oborem hlavnich idealt
O

Dokézali jsme, ze pokud mame obor, ktery je Gaussiuv a zaroven Bezoutuv,
tak uz je oborem hlavnich idealt. Ukazme si, ze jesté ze kazdy obor hlavnich
ideald je Gausstv i Bezoutiiv. Na konci minulé podsekce jsme si ukazali, ze exis-
tuji Bezoutovy obory, které nejsou Gaussovy. To pak budou protiptiklady pro
Bezoutovy obory, ktery nejsou obory hlavnich idealii. Obory, které jsou Gaus-
sovy ale nejsou Bezoutovy, jsou pak protipiikladem pro Gaussovy obory, ktery
nejsou obory hlavnich idealii. Dokazme nyni Ze obor hlavnich ideald je vzdycky
Bezouttv obor.

Véta 3.2.8 (Obor hlavnich idedlt a Bezoutuv obor).
Meéjme obor integrity R, ktery je Oborem hlavnich idedli. Pak je Bezoutiv.

Diikaz:
Z definice souctu idedlt vime, Ze (a) + (b) = (a,b).
Z predpokladu R je oborem hlavnich ideala.
Tedy existuje d € R takze (d) = (a,b).
Dostavame tedy (a) + (b) = (d).
Tim padem R je Bezouttuv obor.
O

Tedy pro kazdé dva prvky oboru hlavnich idedlti dokazeme najit spolecné-
ho délitele, to ale znamena, ze takovy obor je zaroven Gaussiv, pokud relace
usporadani bude R fundovana.

Véta 3.2.9 (Obor hlavnich idealt a Gaussuv obor).
Meéjme obor integrity R, ktery je Oborem hlavnich idedli. Pak je Gausstv.
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Diikaz:

Z véty Obor hlavnich ideali a Bezoutiiv obor vime, ze Obor hlavnich idedli je
Bezouttiv, coz nutné znamend ze v ném plati podminka D.

Tedy podle véty DP, zde plati podminka P.

Coz podle véty P.J, znamend ze tu plati J podminka.

Gausstiv obor jsme definovali jako obor integrity, ve kterém plati podminky I a
J.

Budeme tedy dokazovat, ze plati podminka I.

To podle véty K1, znamend, ze muzeme dokazat, ze zde plati podminka K.
Predpokladejme, ze tedy neplati a relace < neni fundovana na [R].

Tedy existuje nekonecnd posloupnost prvku z R takové Ze a; 1 | a;.

Podle lemmatu to znamena, ze (a;) C (@i11).

[e.e]

Definujme I = U (a;).

=1

Dokazeme si nyni, ze v I C R.
Uvazujeme néjaky prvek x € I.
Z definice I vime, ze musi existovat k € N takové, ze = € (ay).
Vime ale, ze (ar) < R, takze urcité plati (ax) C R.
Z transitivity podmnoziny dostavame tedy I C R.
Dokazme si tedy, ze mnoziny jsou uzaviené na scitani.
Vezméme z,y € I, pak existuji i,j € N takové, ze x € (a;) a y € (a;).
Vezméme tedy veétsi z 4,7, takze bez Gjmy na obecnosti ¢ < j.
Pak ale musi platit € (a;) a y € (a;), protoze plati (a;) C (a;+1) a podmnozi-
nyjsou transitivni.
Pak ale musi platit « + y € (a;), protoze (a;) < R.
Z definice I dostavame, ze v +y € I.
Pak ale musi platit rz € (a;), protoze (a;) < R.
7 definice I dostavame, ze rx € I.
Tedy I < R.
Jsme ale v oboru hlavnich idedli a tedy existuje x € R, takové ze I = ().
V oboru integrity R existujes jednotkovy prvek, tedy musi platit z € I.
Podle definice I tedy existuje k, takové ze z € (ay).
Podle lemmatu plati (a) C (ax).
Z predpokladem, ze I = (a) dostaneme I C ay.
Z definice I ale vime, ze (aj) C 1.
Dostévame tedy I = (ax) pro néjaké k.
Pak podle predpokladu mame (ax) C (agi1).
Méjme néjaké x € (agi1) — (ax). Pak z definice I musi platit « € I, ale to je spor,
protoze jsme dokézali, ze I = (ay).
Takze musi platit podminka K.
O

Definujme Euklidovu normu, u které ukazeme, Ze je nutné Dediken-Hasse
norma a diky které mizeme definovat Euklidiv obor, o kterém mtzeme dokazat
ze v ném funguje Euklidiv algoritmus.

Definice 3.2.10 (Euklidova norma).
Necht R je obor integrity a funkci f : R — {0} — N nazgvdme ostre Euklidovskd
norma, pokud spliiuje pro libovolné nenulové ab € R :b|aV (a =bc+rAd(r) <
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d(b))-

Definujme si nyni pomoci Euklidovy normy Euklidav obor jako obor, ve kte-
rém Euklidova norma existuje.

Definice 3.2.11 (Eukliduv obor).
Necht R je obor integrity a existuje na nem Euklidova norma. Pak obor nazveme
FEuklidiv obor.

Véta 3.2.12 (Euklidiv obor a algoritmus).
Necht R je FEuklidiv obor. Pak pravé v ném lze pouzit Euklidiv algoritmus.

Dikaz:

Euklidav algoritmus zni:

Méjme déne dva prvky, ulozend v proménnych u a w.

Dokud w = 0 opakuj:

r =1u mod w

u=w

w=r

Po konci algoritmu, v u je ulozen nejvétsi spoleény délitel ptivodnich ¢isel. Z de-
finice Euklidovy normy vidime, Ze existuje ostie klesajici retézec funkéni hodnot
nasich zbytkt pti provadéni algoritmu.

Jelikoz je to funkce do prirozenych cisel, tak posloupnost musi byt konec¢na, pro-
toze bude mit maximalné f(u) krokd.

Naopak pokud takové posloupnost neexistuje, tak se Euklidiv algoritmus neza-

stavi.
O

Dokazme si nyni, ze Euklidiv obor je oborem hlavnich ideali, opacné to vSak
platit nemusi a existuji obory hlavnich idealt, které nejsou Euklidovké. Napriklad
Z[M=19] e obor, ktery neni Euklidiv viz. élének An example of a PID which is
not a Euclidean domai od R. A. Wilson.

Véta 3.2.13 (Euklidiv obor a obor hlavnich idedlu).
KazZdy Fukliduv obor je oborem hlavnich idedli.

Diikaz:
Podle lemmatu [3.2.3] sta¢i dokdzat, ze kazdd Euklidova norma je Dediken-Hasse
norma.
Meéjme tedy néjakou Euklidovnu normu f.
Tedy musime dokazat, Ze existuje prvek d € (a,b), ze f(d) # f(b).
My vime z Euklidovy normy, ze mame f(r) < f(b) takové, ze a = bc + 7.
Tedy nyni staci dokdzat, ze r € (a,b).
Z a = bc + r dostaneme r = a — be.
JelikoZ idedl uzavien na nasobeni prvkem z R, tak i bc € (a,b).
Idedl je podle lemmatu je idedl uzavren na rozdily a tedy a — be € (a,b).
Takze je to opravdu Dediken-Hasse norma.
O

44



Mame tedy dokazano, ze kazdy Euklidiv obor je oborem hlavni idealid. Do-
kazali jsme tedy, Ze mame hierarchii obortt Gaussovy obory, Bezoutovy obory C
NSD obory C obory integrity C okruh. Déle vime zZe plati Euklidiv obor C Obor
hlavnich idealit = Bezout obor + Gausstiv obor

3.3 Faktorokruh

V lemmatu jsme dokdzali, Ze kazdy idedl je uzavien i na rozdily. Proto
si definujeme rozdil jako ekvivalenci na mnoziné. Na zakladé této ekvivalence
definujeme faktorokruh podobné jako prvni kapitole. Tento faktorokruh ale je jen
okruhem tudiz nemusi obsahovat jednotkovy prvek.

Definujme si jak vypadd soucet idedli

Definice 3.3.1 (Relace modulo).
Necht R je obor integrity a I a je idedl R, definujme :a ~b<>a—bel

Dokazme si tedy o této relaci, ze je to relace ekvivalence.

Lemma 3.3.2.
Necht R je obor integrity a I < R. Pak relace ~ je relace ekvivalence.

Diikaz:
Dokazme nejdrive, ze relace je reflexivni.
Podle definice a ~ a, znamenda a — a = 0.
7 definice idealu ale vime, ze 0 € R.
Pak z lemmatu [1.1.4] plyne, ze 0 € I.
Dokazme si, ze relace je symetricka.
Vime ze platia —b € I.
7 definice idealu ale vime, ze b — a € R.
Jelikoz —1 € R a idedl je uzavieny na nasobeni prvkem z oboru integrity.
Dokazme si nakonec, ze relace je transitivni.
Vime, ze platia—belab—ce .
Podle lemmatu[3.3.6|je rozdil téchto prvka také prvkem idealu. Takze nutné musi
platit a —c € I.
Dokazali jsme tedy, ze ~ je relace ekvivalence.
O

Mame tedy relaci ekvivalence pres néjaky ideal, tato relace odpovida chovani
relace modulo. Definujme si tridy rozkladu [a] = a + I = {a +i|i € I}. Sjednoce-
nim téchto diiv dostaneme faktorokruh. Mnozina t¥id ekvivalence podlé idealu [
znacime R Q1.

Definice 3.3.3 (Faktorokruh).
Necht R je obor integrity [ I R a RVI. Na téchto tridich definujme operace a
konstanty takto:

1. Scitani:

(@+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1.
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2. Nasobeni:

(a+ )b+ 1)=(ab)+ 1.

3. Nulovy prvek:

ORZIZO‘i_I.

4. Jednotkovy prvek:

].Rz[:l“[‘].

5. Opacny prvek:

—(a+1)=(—a)+ 1

Dokazme si nyni jak v tom faktorokruhu vypadaji rizné tiidy. Zacneme tim,
ze dokazeme, jak vypada nulova tfida faktorokruhu a ze jim je vlastné samotny
ideal.

Lemma 3.3.4.
Necht R je obor integrity a I I R. Pak Opy = 1.

Diikaz:
Libovolny prvek v Ogy; je ve tvaru 0 4+ ¢ pro i € I.
Nula je neutrdlni prvek a tedy plati 0 47 = 1.
Tedy kazdy prvek z Og,; odpovida néjakému prvku z I.
m

Dokazme si nyni, ze faktorokruh je podmnozinou samotného oboru integrity.

Lemma 3.3.5.
Necht R je obor integrity a I I R. Pak R1I C R.

Diikaz:

Z definice faktorokruhu méme R = {a + I|a € R}.

7 toho, ze I < R, tak vime, ze [ C R.

Obor integrity R je uzavien na sc¢itani takze a + I € R.
Dostavame tedy R I C R.

Dokazme si nyni, ze faktorokruh je okruhem.

Lemma 3.3.6.
Necht R je obor integrity a I I R. Pak R I je okruh.

Dikaz:

Podle lemma nam staci ovérit jen existenci nulového prvku a existenci opac-
nych prvki.

Mam néjaké a+ 1 € RU1.
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Podle lemmatu faktorokruhu je zde nula Opy; = 1.
Dokazme si, ze pokud pricteme I k libovolnému prvku, tak dostaneme stejny
prvek.
Mé¢jme néjaké a +1 € RU1.
Pak a+1+I=a+ (I +1),alezB.11]vime, ze [ +1=1.
Takze dostavame a+ I + I = a+ I Nyni si dokazme, Ze pro kazdy prvek existuje
jeho opacny prvek.
Meéjme a + I € R 1. Pak z definice okruhu vime, Ze pro libovolné a € R existuje
—a € R.
Z definice faktorokruhu, ale tedy plati —(a + 1) € R 1.
Ovérime jesté, ze se opravdu jednd o opacny prvek.
Z definice faktorokruhu dostaneme (a + 1) — (a+1)=(a—a)+ 1 =1.
To podle lemmatu [3.3.4] znamena, Ze jsou opravdu vzajemné opacné.
O

Dokazme si nyni jak se se chovaji do sebe zanotené idedly, a ukazme jak se
chovaji jejich faktorokruhy.

Lemma 3.3.7.
Necht R je okruh a I,J < R pro které plati I C J. Pak I < J

Diikaz:

Podle lemmatu vime, ze J je okruh.

I je uzaviené na séitani, protoze je samo idedlem v R.
Dokonce je uzavieno na nasobeni, protoze J C R.

Jelikoz je IJ < R je dokonce uzaviena na nasobeni libovolnym prvkem z R.
O

Lemma 3.3.8.
Necht R je okruh a I,J < R pro které plati I C J. Pak JY I < R I.

Diikaz:

Podle lemmatu [3.1.2f vime, ze R je okruh.

Z definice faktorokruhu a J C R jasné plyne J{ I C R 1.

Dokazme ze J I je uzaviené na scitani.

Méjme néjaké a +I,b+1 € JU 1.

Z definice téchto prvkia dostaneme a,b € J. Podle predpokladu J < R a tudiz
a+beJ.

Pak tedy ale podle definice faktorokruhu dostaneme (a +b) + 1 € J 1.

Podle definice faktorokruhu plati (a +b0) + I = (a+ 1)+ (b+ I).

Dokazme jesté uzavienost na nasobeni prvkem z okruhu.

Méjme libovolné (r +1) €e Rilaa+ 1€ JU 1.

7 toho, ze J < R, tak musi platit J C R.

Okruhy jsou uzavieny na nasobeni a R [ je okruh podle lemmatu [3.1.2] Tim

padem J I je uzaviené na nasobeni prvkem z okruhu.
m
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3.4 Okruhové homomorfismy

Definujme si nyni pojem okruhového homomorfismu. Okruhovy homomorfis-
mus je takova funkce, ktera mezi okruhy prenasi vlastnosti s¢itdni a nasobeni.

Definice 3.4.1 (Okruhovy homomorfismus).
Necht R a S jsou okruhy. Funkce f : R — S je okruhovy homomorfismus pokud:

1. Scitani:
fla+b)= f(a) + f(b).

2. Nasobeni:

f(ab) = f(a)f(b).

3. Nulovy prvek:

f(Or) = 0s.

Definujme si nyni jesté dva zasadni pojmy souvisejici s homomorfismy, prvnim
takovym pojmem je pojem jadra zobrazeni, coz je mnozina prvki, které se zobrazi
na nulu a poté si jesté nadefinujeme pojem obrazu, coz jsou prvky na které se nas
homomorfismus zobrazi. Dokazme si, ze takové jadro je dokonce idedlem naseho
VZOru.

Definice 3.4.2 (Jadro a obraz homomorfismu).
Necht R a S jsou okruhy. Funkce f : R — S je okruhovy homomorfismus pak
definujeme:

1. Jddro:
Ker(f) ={a € R|f(a) =0}.
2. Obraz:
Img(f) ={f(a)la € R} CS.
Lemma 3.4.3.

Necht R a S jsou okruhy. Funkce f : R — S je okruhovy homomorfismus. Pak
Ker(f) < R.

Diikaz:

Z definice funkce f plyne, ze Ker(f) C R.

Dokazme, ze jadro je opravdu ideal a tedy je uzaviené na s¢itani a na nasobeni
prvkem z R.

Méjme tedy né&jaké dva prvky a,b € Ker(f).

Chceme dokazat, ze i jejich soucet bude v jadru.

Z definice homomorfismu vime, Ze f(a +b) = f(a) + f(b).

Z prekladu ale vime, Ze a,b € Ker(f), takze plati f(a+b) =04+0=0.

Tim padem i a + b je v jadru.

48



Dokazme si tedy, zZe je jesté uzaviené na nasobeni prvek z okruhu.
Méjme tedy néjaké r € R a a € Kerf.
Podle definice homomorfismu vime, ze f(ra) = f(r)f(a). Z predpokladu vime, ze
a € Ker(f).
Tim padem f(a) je nula.
Jsme v okruhu, tak podle lemmatu[L.1.4]je i f(r)f(a) = 0 pro libovolné r € R.
Tim padem i ra bude v jadru.
O

Ted si dokazme jednu vétu o homomorfismech, kterda nam ukaze, ze pokud
mame homomorfismus a néjaky idedl definicniho oboru, tak pak vime jak zkon-
struovat homomorfismus z faktorokruhu defini¢niho oboru podle tohoto idealu do
stejného obrazu.

Véta 3.4.4 (O homomorfismu).

Necht R a S jsou okruhy a funkce f : R — S je okruhovy homomorfismus a
soucasné mdme idedl I QR a plati pro néj I C Ker(f), tak pak existuje okruhovy
homomorfismus h : RY I — S takovy, Ze:

1. Hodnota:
h(a+1I)= f(a).
2. Jddro:
Ker(h) = Ker(f)1.
3. Obraz:
Img(h) = Img(f).
Diikaz:

Ovérme nejdrive, ze je to funkce. Uvazujme, Zze mame néjaké a +I,b+ 1 € R 1

pro které plati a + 1 =0+ 1.

To znamend, ze mame a + ¢ = b+ j pro néjaké 7,5 € I.

Jelikoz I < R, tak je uzavien na opacné prvky.

Dostaneme a + i — ¢ = b+ j — 1, z ¢ehoz plyne, ze a = b+ k pro néjaké k € I.

Podle definice plati h(a+ I) = f(a) a podle naseho predpokladu dostdvame tedy

ha+1)= f(b+k).

Z definice homomorfismu dostavame tedy h(a + I) = f(b) + f(k).

Z predpokladu plati I C Ker(f) a tedy k € Ker(f). Pak ale plati, ze h(a+ 1) =

£(b).

To podle definice znamend, ze h(a + I) = h(b+ I).

Méjme (a + I) + (b+ I), podle definice vime, ze (a+ 1)+ (b+1) = (a+b) + I.

Potom musi platit h((a + 1)+ (b+ 1)) = h((a+b) + I).

To podle definice funkce h znamend, ze h((a+ I)+ (b+ 1))
(b+

= f(a+0b).
Z definice homomorfismu, dostaneme h((a+ I)+ (b+ 1)) = f(a) + f(b).
Z definice funkce h dostaneme h((a+ 1)+ (b+ 1)) =h(a+ 1)+ h(b+ ])
Méjme (a + I)(b+ I), podle definice vime, Ze (a + I)(b+ I) = (ab) +
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Potom h((a+ I)(b+ 1)) = h(ab+ I).
To podle definice funkce h znamend, ze h((a + I)(b+ 1)) = f(ab).
Z definice homomorfismu, dostaneme h((a+ 1)+ (b+ 1)) = f(a)f(b).
Tim padem z definice funkce h dostaneme h((a + I)(b+ 1)) = h(a+ I)h(b+ I).
Podle definice Ker(f)!I ={a+ I|la € Ker(f)}.
Z definice funkce vime, ze Ker(f)1 I = {a+ I|a € Kerf}.
Déle vime ze h(a+ 1) =0 < f(a) = 0.
Z toho dostaneme, ze a € Ker(f) <> a+ 1 € Ker(h).
Tim padem Ker(f)1I = Ker(h).
Nakonec si dokazme, zZe obrazy jsou stejné.
Mgéjme néjaky prvek x € I'mg(f). Pak existuje néjaké y € R takové, ze x = f(y).
Bez ijmy na obecnosti mizeme Fict, Ze tento prvek méa faktorovou tiidu [y] do
které patrii.
Tyto prvky jsou ve tvaru y + I, ale my vime ze plati y + 1 € R 1.
Muzeme tedy na néj pouzit funkci h a dostaneme h(y + I) = f(y).
To je ale nase x, mame tedy = € I'mg(h). Méjme néjaké v € I'mg(h), podle defi-
nice tedy existuje néjaké h(a + I) = v.
Vime tedy Ze a € R, podle definice h(a + I) = f(a).
Mame tim padem v € I'mgf.
O

Ukazme si, ze pro homomorfismus plati, Ze funkce prosta tedy mame injektivni
homomorfismus, pokud se na nulové prvky, zobrazi jen nulové prvky.

Lemma 3.4.5.
Necht R a S jsou okruhy a funkce f : R — S je okruhovy homomorfismus. Pokud
fla)=0—a=0, pak f je injektivni.

Diikaz:
Méjme néjaké dvé od sebe riazné a,b € R.
Jsme v okruhu, a tedy méame i a — b € R pro které plati a — b # 0.
Z predpokladu tedy dostaneme f(a — b) # O.
Z definice homomorfismu tedy dostaneme f(a) — f(b) # 0.
Potom ale f(a) # f(b) a funkce je tedy injektivni.
O

Nyni si dokazme prvni vétu o izomorfismu okruhu, ktery nam rika, ze pokud
mame okruhovy homomorfismus, tak mizeme najit z faktorokruhu, ktery vznikne
ze vzoru faktorizaci pres jadro tohoto homomorfismu, izomorfismus do obrazu
puvodni funkece.

Véta 3.4.6 (1. o izomorfismu).
Necht R a S jsou okruhy a funkce f : R — S je okruhovy homomorfismus, pak
RYKerf a Imgf jsou isomorfni.

Diikaz:

Ve vété o homomorfismu vezméme I = Ker(f).

Dostaneme h : R Ker(f) — S.

Soucasné I'mg(f) = Img(h) a dostaneme tedy h : R Ker(f) — Img(f). Tato
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funkce z definice obrazu je na.

Dokéazeme, ze plati h(a) =0 — a = 0.

Podle lemmatu [3.4.5] je pak zobrazeni surjektivni a je tedy izomorfismem.
Meéjme tedy né&jaké a = b+ Ker(f).

Pak necht h(a + Ker(f)) = 0.

Z definice funkce dostaneme f(a) = 0 a vime tedy, ze plati a € Ker(f).

Z toho plyne ze a + Ker(f) = Ker(f).

Podle lemmatu faktorokruhu znamend, ze a + Ker(f) = [0].

]

Nyni si dokdzeme druhy izomorfismus, ktery nam rika, ze kdyz mame dva
idealy, kde jeden je druhému podmonozinu. Tak pokud vytvorime faktorokruh,
kde okruhem je faktorokruh z oboru integrity pfes mensi mnozinu a idedlem je
faktorokruh z vétsiho idedlu pres mensi, tak je ekvivalentni s faktorokruhem z
oboru integrity pres vétsi ideal.

Véta 3.4.7 (2. o izomorfismu).
Necht R je okruh,l,J < R takové, Ze J C I, pak (RVJ)V(IJ) a RV J jsou

isomorfni.

Diikaz:

Uvazujme funkci f: R — R s predpisem f(a) =a + I.

Dokazme si nejdrive, ze tato funkce je na.

Protoze pro kazdé a+ I v obrazu existuje ve vzoru prvek, ktery se na néj zobrazi.
Dokazme si nyni, ze plati Ker(f)=1.

Nejdiive si dokazme inkluzi I C Ker(f).

Méjme néjaké x € I, z definice nasi funkce dostaneme x + 1.

Jelikoz ale I < R, tak je uzavien na scitani.

Tim padem plati ale z + 1 € 1.

Podle lemmatu znamena, ze se prvek zobrazil do nulového prvku R 1.
Tim padem x € Ker(f).

Nyni predpoklddejme, ze mame prvek xz € R, ktery neni v /.

Podle lemma [3.3.4] to znamena, ze by platilo z + I € I.

To ale neni mozné protoze, idedl je uzavieny na odecitani a tim padem by musel
obsahovat i x.

Nyni na tuto funkci pouzijeme vétu 0 homomorfismu. Ovérme jeji predpoklady.
Mame, ze Ker(f) = I, takze z predpokladu méame J C Ker(f).

Podle lemmatu [3.3.8 je J idedl v R.

Takze mame funkci h: RV J — RU1.

Podle véty O homomorfismu plati Img(h) = Img(f).

Dokézali jsme tedy, ze f je funkce na.

Z definice funkce dostavame a z toho, ze je funkce na dostaneme I'mg(f) = RU1.
To ale znamend, ze mame tedy I'mg(h) = R 1.

Déle z véty O homomorfismu dostavame Ker(h) = Ker(f)J.

To znamena, ze Ker(h) =11J.

Podle véty 1. o izomorfismu, vime ze plati, ze (R1J) ! Ker(h) je izomorfni s
Img(h).

Dosadime a mame tedy, ze (RJ) (I J) je izomorfni s R 1.
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3.5 Komaximalita idealu

V lemmatu |3.1.7] jsme dokazali, Ze souc¢inem je vzdy podmnozinou priniku. V
této kapitole si dokazeme, Ze pro specialni idealy plati i opacna inkluze a pak je
soucin prave prunik idealu. Budeme si muset nejdrive tyto idealy nadefinovat, bu-
deme jim tikat komaximalni. Déle si ukazeme jesté definici nesoudélnych ideal,
jejiz definice bude ptripominat Bezoutovu vétu. Nasledné si ukazeme ekvivalen-
ci téchto definic. Poté si dokazeme opacnou inkluzi, ze prinik je podmnozinou
soucinu, pokud jsou idedly komaximalni tento diitkaz rozsiren pro libovolny pocet
idealt. Nasledné si ukazeme, vztah komaximalnich ideali vicéi homomorfismiam.
Diky niz bude moc dokézat zobecnénou Cinskou zbytkovou vétu pro libovolny
obor integrity.

Budeme definovat komaximéalni idedly jako idedly, jejiz soucet uz dava cely
obor integrity.

Definice 3.5.1 (Komaximalita).
Necht R je obor integrity a I,J I R, definujme : Idedly I,J jsou vzdjemne koma-
ximdlni, prave tehdy kdyz I + J = R.

Déle si nadefinujeme nesoudélnost ideali, ktera je obdobné s Bezoutovou vé-
tou pro nesoudélna cisla-

Definice 3.5.2 (Nesoudélnost idedlu).

Necht R je obor integrity a I,J I R a mé&me 1 € I a j € J, pak definujme :
Idedly I,J jsou vzdjemné nesoudélné, prave tehdy kdyz 30 € I a 35 € J takové,
zei+j5=1.

Lemma 3.5.3.
Necht R je obor integrity a I,J IR, definujme : Idedly I,J jsou vzdjemné koma-
ximalni, pravé tehdy kdyz jsou nesoudelné.

Diikaz:

M¢jme ¢ € 1,5 € J takové, ze i 4+ j = 1.

Evidentné plati I + J C R.

Méjme néjaky prvek r € R, vynasobime takovym prvkem rovnici a dostaneme

r(i+j)=r.

Pouzijeme distributivitu a dostaneme r7 + rj = r.

Jelikoz I,J < Rmusiplatirc € [ arj € J.

Pak ale mame, ze r € I + J. Dokazme si nyni opacnou implikaci.

V oboru integrity musi platit 1 € R.

Pak ale z ptedpisu [ 4+ J = R vime ze existuji« € [ a j € J takové, ze 1+ 75 = 1.
[

Dokazme si tedy nyni, ze pokud mame komaximalni idealy, tak jejich soucin
se rovna jejich priniku.
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Lemma 3.5.4.
Necht R je obor integrity a I,J < R jsou komazximdlni, pak I N J = 1J

Diikaz:

Podle lemmatu [3.1.7] vime, ze IJ C I N J.

Dokazme nyni, ze I'NJ C IJ.

Dokazme si nyni nejdiive, ze I NJ = (I NJ)(I + J).

Méjme néjaké r € I N J.

Podle lemmatu 3.1.13je I N J < R.

7 lemma vime, ze [ +J < R.

Nutné tedy musi platit, ze I + J C R

Podle lemmatu je I'NJ <R, takze je uzavien na nasobeni prvkem z oboru
integrity.

Tim padem musi platit r(i +j) € I N J.

Mame dokézano, ze I NJ C (I NJ)(I + J). Dokazme opacnou implikaci. Méjme
néjaky prvek m € I N J.

Podle predpokladu z lemmatu [3.5.3 vime ,7e 1 € T + J.

Pak ale pro kazdy prvek plati m € (INJ)(I + J).

Z lemmatu [3.1.12] dostaneme (I NJ)(I +J) = (I NJ) + (I N J)J.

Mame tedy dokazéno (INJ)=(INJ)[+(INJ)J.

Dokazme si nyni, ze (INJ)I +(INJ)J C JI+1J. Dokazme si nejdiive, ze plati
(INJ)I C JI. Kazdy prvek v (I N J) musi byt z definice priuniku v J.

Potom ale musi platit (I N J)I C JI.

Méame tedy dokéazano, ze INJ C IJ + JI.

Kombinaci lemmat a dostéavame IJ + JI = 1J.

Takze dostavame I'NJ C 1J.

Rozsitme si predchozi lemma pro libovolny pocet prvki.

Lemma 3.5.5.
Necht R je obor integrity a Iy,...I,, < R jsou po dvou komazximdlni a n > 2, pak
Lhn.nl,=5L.1, alLNn..NI, 1a I, jsou komazimdlni.

Diikaz:

Budeme postupovat indukci pro n = 2 mame dokazano, diky lemmatu komaxi-
malni prinik.

Pokracujme dikazem pro n > 2.

Podle lemmatu 3.1.10] je I;..1,,—; idedl.

Dokazme si nyni, ze I;..1,_1 a I,, jsou komaximalni.

Pro vsechna ¢ < n, plati ze I, + I,, = R.

Pro obor integrity urcité plati R I R .

Obor integrity R je uzavien na nasobeni a sc¢itani, takze urcité nutné musi byt
RR = R.

Pak ale nutné plati R = (I + I,)..(In—1 + I,).

To kdyZ upravime podle lemmatu [3.1.12]

Tak dostaneme R = I..1,_1 + I, X, kde X je urcité ideal.

Protoze produkt n — 2 prvki je také idedl a soucty idedali jsou také idedly, a to
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je presné ten vyraz ktery zapisujeme jako X.
Podle predpokladu I, < R a tedy je uzavien na nasobeni prvkem z R.
Z toho, ze X < R vime, ze X C R.
Pak, ale musi platit I, X C I,.
Tim padem dostaneme R C I..1,,_1 + I,.
Kazdy vyraz je slozen je z prvkil oboru integrity a soucti a soucint, na néz je
obor integrity uzavten.
Rozhodné plati I1..1,_1 + I, C R.
Dokazali jsme tedy, ze Iy..1,_1 a I, jsou komaximalni,
Muzeme pouzit lemma a dostaneme tedy (Iy...I, 1)I, = (I1..1,_1) N I,,.
Z indukéniho predpokladu vime, ze (Iy...0,—1) NI, = (L N...N1,—1) N L,.
O

Nyni si dokazeme, ze pokud mame komaximéalni idealy, tak dokazeme sestrojit
homomorfismus z oboru integrity do jejich faktorokruht. Tento homomorfismus
ma jako jadro prinik téchto ideall a je dokonce surjektivni, tim padem nam dava
nam dava reseni pro modularni rovnice modulo tyto idedly.

Véta 3.5.6 (Komaximalita a homomorfismus).

Necht R je obor integrity a Iy,...I,, < R. Méjme homomorfismus f: R — Rl X
. X R, s predpisem f(a) = (a+ I,...,a+ I,,), pak Ker(f)=1LN..N1IL, a f je
surjektivni prave tehdy kdyz I,...,1, jsou po dvou komaximdlni.

Diikaz:

Dokazme si nejdiive, ze Ker(f) =L N...N .

Méjme néjaké x € I N ... N I, pak pro kazdé i < n plati x € I;.

Z definice funkce f vime, ze f(z) =z + I;.

Pokud z € I; a I; < R, tak je uzavieny na scitani plati.

Tedy nutné plati f(z) = I; a tedy = € Ker(f).

Bez Gjmy na obecnosti uvazujme nyni = ¢ I, pak x ¢ Ker(f).

Protoze prvek z jadra se zobrazi vzdy na prvek idedlu podle lemmatu [3.3.4]
Jenze kdyby = + I ¢ I, tak podle lemmatu rozdil ideédld je x € I, coz je spor.
Dokazme druhou ¢ast této véty.

Predpokladejme, ze f je surjektivni a méjme dveé i # j .

Definujme poté funkci h : R1 [ x ... x RV, — RUI; x R 1; takovou, Ze pro
h(pi + Lyeoopi + Liseopj + Ljoopp + 1) = (pi + Lipy + 1)

Tato funkce je urcité surjektivni.

Nyni podle pfedpokladu [;,I; < R.

Pak podle lemmatu [3.1.9)je I; + I; < R.

Podle lemmatu 3.1.5je I; C I, + I;.

Pak podle lemmatu [3.3.8] je idedl (I; + I;) 0 [; v R I;.

Podle lemmatu [3.3.6] je R I;, okruh.

Nyni muzeme uvazovat funkci podobnou jako ve vété v 2. o izomorfismu, ktera
je také surjektivni.

Daéle jsme vété 2. o izomorfismu dokazali, Ze existuje bijekce do R (I; + I;) x R
(I; + I;), kterd samozfejme je také surjektivni.

Pokud slozime dvé funkce surjektvni mame opét funkci surjektivni.

Protoze pokud se libovolny prvek z kone¢né obrazu zobrazi néjaky prvek ze vzoru,
jez ma vzor v podle druhé zobrazeni v koneéném vzoru, tak pak musi mit slozeni
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téchto zobrazeni tento vzor také. Slozenim téchto funkei tedy dostdvame funkci
v:R< R+ 1) x RU(L; + I;) s pfedpisem v(z) = (v + [; + [;,x + I; + ;).
Tedy zobrazuje prvek na dvojici stejnych prvki.

To znamend, ze R (I; + I;) musi mit jen jeden prvek.

Pokud by tu byly asporl dva rtzné prvky a,b € R (I; + ;).

Pak potom pro tuto funkéni hodnotu (a + I; + 1;,b + I; + I;) neexistuje obraz.
Tim jsme dokazali, ze funkce je surjektivni.

Podle lemmatu [3.3.6] je R (I; + I;) okruhem.

Tudiz musi obsahovat neutralni prvek vzhledem ke s¢itani a tedy podle lemmatu
ViIl’le7 ze plati R (Iz + I]) = Iz + Ij.

To nam 1ika, Ze libovolny prvek x € R jde zapsat jako soucet prvki z I;,1;.

Pak tedy musi byt platit x € I; + I;.

Tedy R C I; + I;.

Podle lemmatu [3.1.9)je I; + I; < R.

Pak z definice idedlu musi platit I; + I; C R.

Méme tedy [; + I; = R, ale tim jsme dokézali, Ze idedly jsou komaximalni.
Pokracujme dikazem druhé casti implikace.

Méjme I4,...,1, komaximalni idedly a budeme postupovat indukci podle poctu
ideali.

Dokazme tedy pripad, kdy n = 2

Tedy pro libovolné a € R I, a libovolné b € R I, existuje r € R takové, ze
a+I=rab+I1=r.

Podle lemmatu jsou tedy I,I5 nesoudélné a tedy existuje ¢ € Iy a d € I,
takové, ze ¢ +d = 1.

Definujme nyni » = ad + bc. Dokazme si nyni, ze opravdu r ~ amodl; a
r ~ bmod Is.

Podle definice ekvivalence to znamend, ze r —a € Iy ar — b € I.

Z definice r dostaneme r —a = (ad + bc) —a a r — b = (ad + bc) — b, z pred-
pokladu vime, ze ¢ + d = 1, dostaneme tedy r — a = (ad + bc) — a(c + d) a
r—b=(ad + bc) — b(c+d).

Kdyz pouzijeme distributivitu a poté odstranime zavorky dostaneme r — a =
ad+ bc —ac—ad ar —b=ad+ bc— bc— bd.

Mame tedy r —a =bd — ad a r — b = ac — bc.

Na obé pouzijeme distributivitu a dostaneme r —a = ¢(b—a) ar —b = d(a — ¢).
Podle predpokladua —cb—a€ Rade l;ade I, .

Jelikoz I,,I, < R, tak musi byt uzaviené na nasobeni prvkem z R.
Mame tedy r —a € I ar —b € Is.

Predpokladejme tedy nyni, ze mame dokazano, pro n — 1.

Definujme I = I...In — 1.

Podle lemmatu [3.5.5] vime ze I = I N ... N I,y a také, ze 1,1, jsou vzajemné
komaximalni.

Mame tedy zobrazeni h : R — RUI; x ... Xx RU I, s predpisem h(a) =
(a + I,...,a + I,) takové, ze Ker(h) = I. V kroku pro n = 2 dokézali, ze si-
tuaci umime fesit pro libovolné dva faktorokruhy s komaxilmalnimi idedly.
Mame tedyig: R — RUI x R 1,.

Dokazme si, ze R Iy x ... x RV 1,1 je okruh.

Ten jim ale musi byt, protoze R I; pro ¢ < n je podle lemmatu |3.3.6| okruhem,
ale na produktu vSechny operace probihaji po slozkach a tedy i produkt okruht
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musi byt okruhem.

Nyni si dokazme tedy, ze h je homomorfismus.

Dokazme si nejdiive soucet.

Méjme tedy h(a) = (a + L1,....,a+ I,) a h(b) = (b+ I1,....b + I,,).

Potom h(a) + h(b) = (a + I1,....a+ I,) + (b + L1,....b + I,).

Budeme scitat po slozkéch a dostaneme h(a) + h(b) = (a +b+ I,...,a+ b+ I,,).
To je ale definice h(a + b), takze mame h(a) + h(b) = h(a + b).

Dtikaz pro nasobeni je viceméné obdobny.

Méjme tedy h(a) = (a + I1,....,a + I,) a h(b) = (b+ I1,....b + I,,).

Poté h(a)h(b) = (a + I1,....a+ I,)(b+ I1,....b + 1,,).

Budeme ndsobit po slozkdch to kdyz po slozkdch a dostaneme h(a)h(b) = (ab +
]1,‘..,ab + In)

To ale je definice h(ab), takze mame h(a)h(b) = h(ab). .

Podle definice h(0) = (I3,...,I,) a tedy zobrazeni je homomorfismus.

Pouzijeme tedy nyni vétu 1. o izomorfismu a dostaneme izomorfismu i : R [ —
Ry x ... xRUI,_;.

Dostavame tedy zobrazeni, kde slozime h a vnéjsi zobrazeni bude 7 x id.
Budeme mu tikat f. Zobrazeni f je surjektivni, protoze je slozeno ze dvou surjek-
tivnich zobrazeni.

]

Diisledkem této véty je jak si dokdzeme zobecnénd forma Cinské zbytkové
véty.

Véta 3.5.7 (Cinska zbytkovd véta ).
Necht R je obor integrity a Iy,...,I,, <R jsou komazximalni takové, Ze ILN...NI, = 0,
pak Nry,...,r, € RAlr € R takové, Ze r ~ r;mod I; pro vSechna i < n.

Diikaz:
Podle véty komaximalita a homomorfismus vime, ze diky komaximalité ideala je
f:R— RUI; xX...x R, funkce surjektivni. Tim padem pro kazdé ry,....,r, € R
mame r =1r; + I;.
Vime tedy, ze takové r € R existuje.
Kdyby ale existovalo vic feseni, tak méjme r,s € R, coz jsou dvé riizné reseni.
Potom pro kazdé ¢ < n plati pro néjaké x € I;, r +x = s.
Urcité plati pro kazdé ¢« < n je 0 € I;.
To znamena, ze v + 0 = s a rovnice tedy ma jen jedno reseni.
Podle véty komaximalita a homomorfismus x € Iy N ... N [,,.
Kdyby bylo z # 0, tak je to spor, protoze podle predpokladu I; N...N I, = 0.
O

Mame tedy Zobecnénou ¢inskou zbytkovou vétu, pokud za obor integrity vez-
meme celd ¢isla dostaneme nasi zndmou Cinskou zbytkovou vétu pro cela ¢isla.
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Z.aver

V ramci prace jsme nadefinovali dvé verze teorie délitelnosti. Jednu, na které
jsme definovali Gaussova ¢isla, na nichz jsme ukazali jaké podminky délitelnosti
muzeme na oboru integrity definovat a jaky maji vzajemny vztah.Také jsme do-
kazali, ze to jsou presné ty obory integrity, které chceme pouzivat pro délitelnost,
pokud pozadujeme platnost Zobecnéné zakladni véty aritmetiky. V posledni ka-
pitole jsme definovali délitelnost pomoci ideali a ukazali si nejdiive Bezoutovy
obory, coz jsou obory, kde plati Zobecnénd Bezoutova véta, a tedy pro libovolné
dva prvky je jejich spole¢ny nejvetsi délitel linerani kombinaci téchto prvki. Dale
jsme ukéazali, ze pokud budeme mit obor integrity, ktery je zaroven Bezoutiv a
Gausstuv, tak potom v ném kazdy idedal je hlavni, tedy lze jej generovat jednim
prvkem. Specidlnim ptipadem tohoto oboru integrity Euklidiv obor, ktery re-
prezentuje obory, kde se zastavi Euklidav algoritmus. Tedy mame polynomialni
feSeni viici délce vstupu. Jak jsme na konci dokézali, tak existuje Zobecnénd Cin-
ska zbytkova véta pro libovolny okruh. Tedy nékdy rozhodné dava smysl zkoumat
a Tesit délitelnost na obecnych oborech integrity, které nejsou Bezoutovy. Na Zo-
becnéné Cinské zbytkové vété, ale miizeme demonstrovat, ze nékdy se opravdu
vyplati, pridat k teorii dalsi axiomy a teorie je poté sice neni tak zobecnéna a uni-
verzalni, ale za to je o dost efektivnéjsi. Protoze jak jsme ukéazali, pokud pridame
axiom, ze existuje pro kazdou konecnou mnozinu aspon jeden nejvétsi spolecny
délitel, tak miazeme dokazat distributivitu nejvétsiho spolecného délitele viici néa-
sobeni. Poté pokud k této teorii pridame jesté axiom, ze na faktoroboru tohoto
oboru integrity je relace vlastniho délitele fundovana anebo kazdy nenulovy nein-
vertibilni prvek ma ireducibilni rozklad, tak dostaneme teorii, kde uz nutné musi
platit zakladni véta aritmetiky. Pokud k této teorii priddme Bezoutovu vétu, tak
diky ni nejen, ze mame zaruceno, ze nejvetsi spoleény délitel dvou cisel je jejich
linearni kombinaci. Pokud k této teorii pridame jesté axiom, Ze existuje na oboru
euklidovka norma, tak dostavam konecné obor, kde mame efektivni algoritmus
pro feseni pro Zobecnénou Cinskou zbytkvou nebo nalezeni nejvétstho spoleéného
délitele.
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