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Uvod

V teorii pravdépodobnosti se vyskytuje cela rada tvrzeni o ndhodnych veli-
¢indch, ktera predpokladaji jejich nezavislost. Jako ptiklad nékterého z téchto
tvrzeni muze slouzit silny zakon velkych c¢isel ¢i Borelovo-Cantelliho lemma. Na-
bizi se tak otazka, zda by existovala specidlni tfida nahodnych veli¢in, pro kterou
by bylo mozné predpoklad nezavislosti nahradit slabsi podminkou. Ukazuje se, ze
pro normalné rozdélené nahodné veliciny takova slabsi podminka skutecné exis-
tuje a hlavnim nastrojem k dikazu tohoto faktu je tvrzeni nazyvané Gebeleinova
nerovnost.

Prace je ¢lenéna do dvou kapitol. V prvni kapitole zformulujeme Gebeleinovu
nerovnost a prevedeme ji do podoby vyuzivajici pojmu funkcionalni analyzy. N&-
sledné predstavime Hermitovy polynomy a odvodime nékolik jejich vlastnosti
(ortogonalitu, integralni reprezentaci, vyjadreni Mehlerova jadra, ... ), na jejichz
zakladé nakonec Gebeleinovu nerovnost dokazeme.

Ve druhé kapitole Gebeleinovu nerovnost aplikujeme a dokazeme, ze pro nor-
mované gaussovské posloupnosti jejichz autokorelacni funkce p;; spliuje pod-
minku

sup E |pij| < o0,
e
j

plati Borelovo-Cantelliho lemma a silny zakon velkych ¢isel i bez predpokladu
nezavislosti.

Cela prace vychazi z [1]. Z tohoto ¢lanku se zabyvame prvni kapitolou (di-
kaz Gebeleinovy nerovnosti) a vybranymi aplikacemi z druhé a tieti kapitoly
(Borelovo-Cantelliho lemma, verze silného zédkona velkych ¢isel pro spoleénou
transformaci f).

Hlavnim prinosem prace nad ramec [I] je zkompletovani dikazu Gebeleinovy
nerovnosti ve smyslu podrobného rozpracovani jednotlivych kroki a doplnéni
chybéjicich dikazi pomocnych tvrzeni. Déale ve druhé kapitole navic ukazujeme
platnost potrebnych lemmat, odvozujeme Borelovo-Cantelliho lemma a dopliu-
jeme nékolik chybéjicich krokti a zdivodnéni v dikazu silného zakona velkych
¢isel.



1. Gebeleinova nerovnost

1.1 (Gaussovské nahodné veliciny

Uvazujme nahodny vektor (X,Y)? s nedegenerovanym centrovanym sdruZe-
nym normalnim rozdélenim s korelaci mezi velicinami X a Y o hodnoté EXY = p
(v celé praci budeme predpoklddat, Ze |p| < 1), tj. (X,Y)T m4 hustotu vzhledem
k dvojrozmérné Lebesgueové mire danou

1 22 4+ y? — 2xyp
p(x,y;p) = mexp {— 201 — p?)
Marginalni rozdéleni ndhodnych velicin X a Y pak bude dané hustotou
1 2
p(z) = Ee_T, r € R.
Jednou z pro nas dulezitych vlastnosti sdruzené normalnich nahodnych vektoru

bude, Ze slozku X ve vektoru (X,Y)T miizeme nahradit veli¢inou pY ++/1 — p2Z,
kde Z je normalné rozdélena a nezavisla s Y, a rozdéleni se tim nezméni.

}, z,y € R.

Tvrzeni 1.1. Necht Z ~ N(0,1) je ndhodnd velicina nezdvislda s Y. Oznacme
V =pY +1—=p2Z. Potom (X,Y)T a (V,Y)T maji stejné rozdélent.

Diikaz. Oznaéime V = pY ++/1 — p?Z a W =Y. Déle definujeme transformaci
R? — R2,

=)

Zobrazeni ¢! je zfejmé prosté, tiidy C'(R?) a pro jakobian plati

1 p
- 1
T (vw) = det [ VI-0? V1= | = ——_ 40
» ( ) ( 0 1 > /1 — p2 #

Jakobidn je tedy na celém R? nenulovy, tudiz miZeme uZit véty o transformaci
hustot a pro hustotu f(y.yyr ndhodného vektoru (V, W) psat

fvayr(,w) = fizyyr (07 (0, w) [Jpa (v,w)], vweR (L)

Diky predpokladu, ze Z a Y jsou nezavislé, je hustota fzy)r soucinem margi-
nalnich hustot p(z) a p(y). Dosazenim do rovnosti ([1.1]) dostdvame

1 1 v—pw\’| 1 1, 1
oy o) = mexp{_z () } o2} =
1 v — 2pvw + w?p? + w*(1 — p?)
a2 {_ 201 p?) }

1 v? + w? — 2pvw
= —————expq|—
o2 201 — p?)

:p<v7w;p)7 v7w€R'
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Ukézali jsme, Ze vektor (V, W)T m4 stejnou hustotu jako (X, Y)?, tedy ma i stejné
rozdéleni.

]

Hlavnim pfedmétem naseho zkoumani bude nasledujici véta, kterd nam dava
horni odhad na zménu kovariance mezi X a Y pro urc¢itou tiidu transformaci.

Véta 1.2 (Gebeleinova nerovnost). Necht f,g : R — R jsou méritelné funkce
takové, Ze f(X), g(Y) maji konecné druhé momenty a E f(X) = 0. Potom plati

|EF(X)g(Y)] < |pl (E|F(X)[?)Z (E|g(Y)]?)z.

Vsimnéme si, ze diky predpokladu E f(X) = 0 dostavame na levé strané ne-
rovnosti absolutni hodnotu kovariance mezi f(X) a g(Y'). Pokud bychom pridali
piedpoklad E g(Y') = 0, pak by véta [1.2] fikala, Ze

jcor (£(X), (V)| < lol.

Tedy transformace zachovavajici stfedni hodnotu nam absolutni hodnotu korelace
mezi X a Y nezvétsi.

N

1.2 Prostory L” s gaussovskou mirou

Nasim primarnim cilem bude v tuto chvili dikaz véty Ukazuje se, ze
k dikazu bude vhodné na funkce f a g nenahlizet jako na transformace nahod-
nych veli¢in, ale jako na prvky LP prostoru s pravdépodobnostni mirou norméalné
rozdélenych ndhodnych veli¢in.

Definice. Na méfitelném prostoru (R, B(R)) definujeme gaussovskou miru -y
predpisem

v(A) :/A d:c—/ \/_exp{—;xQ} dz, A€ B(R).

Mira 7 je tak pravdépodobnostnim rozdélenim gaussovskych ndhodnych veli-
¢in.
Nyni, kdyz jiz mdme definovanou nasi miru -, mizeme uvazovat prostor LP(7)

S normou L

3
171, = ([1f@Pay@)" 1<p<o.
NejduleZitéj$im prostorem pro nds bude prostor L?(7). Na ném uvaZujeme ska-

larni soucin
= [ f@)g(@) d(a).

Prostor L?(7) s takto definovanym skaldrnim soucinem pak je Hilbertovym pro-
storem.

Diky znalosti, ze ~ je pravdépodobnosti rozdéleni gaussovské nahodné veli-
¢iny X, mizeme psat

£ = [ 1) dr(x) = E|F(X)P
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L= [ F@)g(@) dy(a) = E[F(X)g(X).

Norma a skaldrni soucin funkci v LP(7) tedy odpovidaji momentim témito funk-
cemi transformovanych normalné rozdélenych nahodnych veli¢in.

Pro f € LP(v) a ndhodny vektor (X,Y)? jako v sekci [1.1] definujeme

Pfly) =E[f(X))Y =y], yeR

Operator P, mizeme vyjadrit dalsimi dvéma zptsoby, které pozdéji vyuZijeme.
Prvni vyjadieni dostavame, pouzijeme-li vzorec pro vypocet podminéné stiedni
hodnoty pomoci hustot:

1 /
= f@)p(z,y;p)dz, yeR.
W) Je ( )
Tento vyraz lze prepsat jako

Pof() = [ K(w.y:p)f(x) do(a)

Py 1 pa +y?) — 2ayp
K““>‘pwmw‘¢ﬁzip{ 2(1— p?) }

nazyvame Mehlerovym jadrem.
Druhé vyjadreni dostaneme diky tvrzeni S jeho pomoci pak totiz plati

Pof(y) =E[f(X)]Y =y] =
=E[f(pY + 1= p?2)|Y =y] =E[f(py + 1 - p*Z)]. (1.2)

Z definice operdtoru P, vsak neni jasné zda, vezmeme-li funkci f z LP(v)
a aplikujeme-li na ni operator P,, dostaneme opét funkei z LP(7).

Tvrzeni 1.3. Bud f € L*(v),1 < p < co. Potom
1Pl < £ -
Diikaz. S pomoci vyjadieni operdtoru P, v muzeme psat
L 1Pf @) ar(@) = [ [E oy +/1 = 22)7 dy(y).

S vyuzitim Jensenovy nerovnosti (funkce u +— |u|P je konvexni na R pro vSechna
p € [1,00)) plati

LIEFoy+\1=p2)F ay(y) < [ Elf(py+/1 = p22)1 ar(y) =

= [ [ 1oy + T = 2P drz)daty) = [ 1F@)F dota) = 11

kde predposledni rovnost plyne z tvrzeni (1.1}



7, tvrzeni tak nejen plyne, Ze operator P, zachovava prvky v ptivodnim
prostoru, navic dokonce normu prvkl nezvétsuje. Hlavnim krokem pro ditkaz véty
bude ukézat, ze na prostoru L?(v) operator P, spliiuje silngjsi nerovnost, a to

1Pofll2 < ol 1 fll2, f € L*(7)-

Nyni jiz mtZeme piepsat vétu do podoby, kterd bude vyuZzivat norem,
skalarniho soucinu a operatoru P,. S pomoci tvrzeni plati

E[f(X)g(Y)] = E[f(pY + /1 - p?Z)g(Y)]
= / / Floy + /1 = p22)g(y) dy(y) dy(2)
—/ flpy + 1= p*Z)]g(y) dv(y)
= [ Rf)9y) 41(v) = (Pof.9),.

kde jsme nejdiive ve druhé rovnosti vyuzili toho, ze Y a Z jsou nezavislé a poté
jsme ve tieti rovnosti uzili vyjadieni P, z (1.2). Nakonec diky rovnosti

= [ f@)dy@) = (£.1),
muzeme ekvivalentné formulovat vétu [L.2

Véta 1.4 (Gebeleinova nerovnost). Necht f,g € L*(v) spliugi (f,1), = 0. Potom

[(Bofs 90, | < ol fll2 N9l

1.3 Hermitovy polynomy

Hlavnim nastrojem pro dikaz véty bude specidlni systém polynomii nazy-
vany Hermitovy polynomy. V této sekci dokazeme dvé jejich dilezité vlastnosti
a sice, ze pri vhodné normalizaci tvoii ortonormélni bézi prostoru L?(v) a lze
s jejich pomoci vyjadrit Mehlerovo jadro. Nakonec tyto dvé vlastnosti uzijeme
a dokonc¢ime dukaz véty [1.4]

Definice. Pro n € Ny nazveme n-tym Hermitovym polynomem funkci

dn
@? ' 2 R,

Hy(x) = (~1)"e” e,

7, definice je ziejmé, ze n-ty Hermitiv polynom bude polynomem stupné n,
tedy Hermitovy polynomu generuji (ve smyslu linedrniho obalu) prostor vsech

polynomti.
Hermitovy polynomy déle maji nasledujici vlastnost (viz [2])

/H e~ dz = 2"nI\/Topm, (1.3)

kde



Vztah | . nam rikd, ze Hermitovy polynomy jsou ortogondlni vzhledem k va-
hové funkci e™*”, kterd je blizké hustoté p(z). P¥i vhodné normalizaci by tak
Hermitovy polynomy mohli byt ortonormalni vzhledem ke skalarnimu soucinu

(,+),- Oznacime-li
H,(2/V)

") =

pak

(o, o / o dry ()

1 (x/\/_ ) Hy (/2 ) o
\/ﬂ \/2"n' \/Qmm'

\/27T RV 2”2mn‘m /
—2"nl/mom
\/_\/ 2n2mplm) VT

- 5n,ma

d:z:

m()e ™V V2dy

kde jsme v predposlednf rovnosti uzili vztahu (L.3). Tedy {h,}52, tvoii ortonor-
méln{ systém polynomii v L?(v).

Nyni, kdyz jiz vime, ze {h, }32, je ortonormalni systém, vyvstava otdzka, zda
bychom jej mohli prohlésit za ortonormalni bézi prostoru L?(7). K tomu ndm staci
ukazat, Ze polynomy tvori hustou podmnozinu L?(v). K diikazu tohoto tvrzeni
vyuzijeme nasledujici lemma, které uvadi ekvivalentni podminku pro to, aby byla
mnozina hustd v L%(7).

Lemma 1.5. Bud S podprostor L*(~y). Pak S je hustd v L*(y) prdvé tehdy, kdyZ
pro kaZdé g € L*(v) plati:

je-li /fg dy =0 pro kazZdé f € S, pak g = 0 ~y-skoro jisté.

Diikaz. Viz [3, Proposition E.1.3]. Jde o specidlni ptipad L?(v) prostoru.

O
Lemma nyn{ vyuZijeme k diikazu hustoty polynomt v L?*(v). Zde ukdzany
diikaz je prevzat z [3, Proposition 1.1.5] pro specialni p¥ipad L*(7).

Tvrzeni 1.6. Posloupnost polynomii {z"}>, generuje hustou podmnozinu L*(7).
Diikaz. Diky lemmatu staci ukdzat, Ze pro kazdé g € L?(v) spliiujici
/ g(x)z*dy(z) =0, k=0,1,2,..., (1.4)
R

plati g = 0 y-skoro jisté. Necht tedy g € L?(v) spliiuje podminku (1.4) a t € R je
pevné. Pak pro vsechna x € R a n € N plati odhad

< |g()[el™.




Navic s uzitim Holderovy nerovnosti mame
/R\g(xﬂe‘m' dy(z) = [lg el < llgll2 fle!]lz < oe.

Funkce x + |g(z)|el*®l tedy lezi v prostoru L'(7), mizeme tak zaménit limitu
a integral a psat
/ z)z¥ dy(z) = 0.

| g@)e™ ay(a) J%Z

Z faktu, ze Fourierova transformace je prosta (viz [4, Theorem 7.7]), pak jiz plyne,
ze g = 0 ~-skoro jisté.

]

Druhou vlastnosti Hermitovych polynomi, kterou budeme chtit ukazat, je ta,
ze Mehlerovo jadro (a tedy i operdtor P,) lze s jejich pomoci jednoznacné vyja-
drit. K dikazu této vlastnosti bude uzitecna nasledujici integralni reprezentace
Hermitovych polynomt.

Tvrzeni 1.7. Pro kaZdé n € Ny a x € R plati

(—2i)" i
H,(z)= e” / ule " THI dy,
NZs R

Diikaz. Vyjdeme z rovnosti
1

NG /R eI qyy = o7 (1.5)

Tu dostaneme vypoctem

1 _ 2+2
i e U WU Jqp =
\/%/R

e (cos 2zu + i sin 2zu) du

2
e " cos2zudu

o2 i": (—1)"(2zu)*

n=0 <2n)'

n4n 2n
/e_“2u2” du
R

n4n 2n
Z 2 / w2 du,

—u2

du

e

- 5= 5151

M

kde jsme v druhé rovnosti vyuzili toho, ze funkce u +— e " sin2zu je licha

pro kazdé z € R. Dédle s pomoci substituce y = u? dostavame

1 _ 2_;'_2‘
- e U MU Jqp =
ﬁ/R

00 n4n 2n

Z 2/ ey s—dy

n=0
(_1)n4n 2n /OO L

(2n)!

Wl“(n%— )

%F(n%— )

NE

3
Il
=)

3
Il
o

NE

SI= S-Sl Sl
NE

3
i
o



K dalsi upravé vyuzijeme nésledujici vlastnost funkce I' (pro dikaz viz napft. [5])
1

I'(n)T (n + 2) _ 912 /ZT(2n). (1.7)

Vyjadiime-li z rovnosti ([1.7) ¢len I’ (n + %) a dosadime-li jej do ([1.6]), dostaneme

1 i 1)14ng 2nF<n ) i 1)rana® 212 /7D (20)

VT = 2nT(2n) VT = 2nT(2n) ['(n)
B [e'e) (_1)nx2n B o] (—ZEQ)n e
N nz:‘f) nl(n) 7;) S

Postupnym derivovanim obou stran rovnosti (1.5 dostavame

d" 2

—x

1
i A

_y2 i
une u“+2izu du,

potom tedy
(—24)"
NZS

2 _ 2 ;
H,(x) = e” /u”e umRT gy,
R

O
Nyni jiz mizeme dokazat tvrzeni o vztahu Mehlerova jadra a Hermitovych poly-
nomt. Dikaz zakladd na postupu ukazaného v [6].

Tvrzeni 1.8. Pro kazdé x,y € R a p € (—1,1) plati
K(z,y;p) E:ﬁh

Diikaz. Vyjédf"ime—li h,, pomoci pfedpisu 7z tvrzeni [1.7] dostavame

S vaoma Sy () (3

22 ez (—2i)"ez 2242 40 Y
Zgn '// \)r uhote T I du du
n m

o o5 (@*+y?)
_ Z // 2pUU> e—u —v +21f+27,fdv du

=0

z

3

e%(12+y2

_ // —uZ—v —2puv+2zf+2zf dU du

,_.

e2(® 2+y / / 2puv+2i L 12
—u?—v2 —2puv+2i-L 42 L
= VAR dv du

%( 2+y —’[}2-‘1-27,1)( —Hpu) 2+2
—Uu 7
LB ) g g

)

3@ +y?) ( ~ )2
2 —| F+ipu —u?42i %
- T (§] V2 [§] V2 du
s R
10,22
3 (@ +y?) 2 ) 9 9
_ e e—%—Z%zpu—i—p u? oY +22— 7z du

\/_ R

(kfﬁ%{i-ﬁ@
Vi i) qu,

D

e

e

ﬁRe




kde jsme pfi integrovani podle proménné v pouzili vztah ([1.5). S vyuzitim sub-
stituce z = uy/1 — p? pak plati

1 22 (1-p?) — (22 —20yp+42p?)
R 2(1-p2)

1 —22p242pwy—y2p?

= — 2(1_02)

1 P2 (22192 —2puy

= ——=¢ 20 = K(x,y;p).

O

JelikoZ operator P, je jednoznacné charakterizovan Mehlerovym jadrem, mi-

zeme jej také vyjadrit pomoci Hermitovych polynomt. Pro f € L?(7y) tvrzeni
dava

Pof(@) = [ K(o,y:0)f () dy(y)
= /R i‘o P ()P (y) f () ¥ (y)

= iop"hn(x) /R ha(y) f(y) dv(y)
_ iop"hn(x) o £,

Fakt, ze {h,}>2, je ortonormélni bdz{ prostoru L?(7), nyni budeme potiebo-
vat, abychom mohli vyjadfit normu P,f s pomoci nasledujiciho tvrzeni.

Tvrzeni 1.9 (Parsevalova rovnost). Necht X je Hilbertiv prostor se skaldrnim
soucinem (-,-) a {e,}5°, jeho ortonormdlni bize. Potom pro kazZdé x € X plati

[eS)
| = > e .
n=0

10



JelikoZz L?(v) je Hilberttiv prostor, pak mizeme psét

o0

I1Ff 1B = 3 [¢Pod )|
- <i Prhy <hk,f>v,hn>
n=0 | \k=0 v (1.9)
:Z Z p" (e, [, (P, T
= Z; o o ), = 221¥“| (o £,

kde jsme postupné vyuzili tvrzeni , rovnosti , linearity skalarniho soucinu
a ortonormality systému {h, }52 .

Vsimnéme si, Ze ho(x) = 1, tedy podminka (f, 1>7 =0 z véty nam rika, ze
muzeme vynechat prvni clen fady v ((1.9). Plati-li tedy tato podminka, pak pro
f € L*(v) mame

12, £113 = sznl (s £, Zp2"| (s ), 17 <

Mg

<

Pl (s £), P = p Z| hay ), 17 = 0?11 f 112, (1.10)

n=1

kde jsme vyuzili toho, ze pro n > 1 plati p>* < p? a v posledni rovnosti tvrzeni
1.9

Potom tak pro funkce f,g € L?*(v) spliujici (f, 1), = 0 s witim Holderovy
nerovnosti a dostavame

(Bof9), | = | [ Pof@)a

| < [P S@)g(@)] drw) =
= 1P, gl < prsz lgll2 < lel /12 gz

¢imz jsme dokézali vétu [1.4]
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2. Aplikace (Gebeleinovy
nerovnosti

Uvazujme normovanou gaussovskou posloupnost {X;}2°,, tj. pro kazdé n € N
a n-tici indexu ty,...,t, € N ma vektor (X,,...,X;,) n-rozmérné normalni
rozdéleni a navic X; ~ N(0,1). Gaussovskd posloupnost je jednoznacné urcena
stfednimi hodnotami a autokorelacni funkef (tj. funkef (i, ) € N? — cor(X;,X;)).

V této kapitole pomoci Gebeleinovy nerovnosti ukazeme, Ze pro normované
gaussovské posloupnosti, jejichz autokorelacni funkce p; ; spliuje podminku

C=sup)_|pi;| < oo, (P)
g
plati Borelovo-Cantelliho lemma a silny zakon velkych ¢isel i bez predpokladu
nezavislosti.

Prikladem normované gaussovské posloupnosti, kterd spliiuje podminku (P))
je staciondrni Ornsteintuv- Uhlenbeckiv proces. Ten je ur¢en autokorelac¢ni funkei

pl,] — e_IZ_J‘ .

Potom totiz plati

supZe’li’j‘ < sup2/ eIl g
Pt i

—supQ(/ ’x)dx—l—/ xldx)
= sup2 o]+ [~

= sup 2(1 — e"+ 1) =sup(4—2e7") =4 < co.

)

Naopak, prikladem normované gaussovské posloupnosti, kterd podminku @
nesplnuje, je gaussovska posloupnost urcena autokorelacni funkei

min (i, j)

SN
Jelikoz plati
i 0 _
j—+o0 1

pak rada
Z min(4, j)
Vivi
bude konvergentni prave tehdy, kdyz bude konvergentni fada
vt
Ta je ale zfejmé divergentni, tedy podminka (P)) nemutize platit.
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2.1 Borelovo-Cantelliho lemma

V této sekci dokazeme Borelovo-Cantelliho lemma pro normované gaussovské
posloupnosti splitujici podminku (P). Diikaz vyplyne z nasledujiciho odhadu.

Lemma 2.1. Necht {X;}$2, je normovand gaussovskd posloupnost spliujici pod-
minku a {A;}2, posloupnost mnozin z B(R). Potom pro kazdé n € N plati

2 L, (X5) : C
E(ﬂ;H&EAH_Q S“P(XeA)

Diikaz. Pro 1,7 € N definujeme funkce
filx) = 1a,(x) — P(X; € Aj),
9j(x) = 14, (x) — P(X; € Aj).
Pro tyto funkce zfejmé plati E f;(X;) = Eg;(X,) = 0. Déle také
|E £i(X0)g;(Y)| = [E (1a,(X3) = P(X; € A))) (1, (X)) = P(X; € A)))|
= |ELa,(Xi)1a,(X;) — E14,(X3) P(X; € 4))
—E 14, (X;)P(X; € A;) +EP(X; € A;) P(X; € Aj)
=|P(X; € A, X; € A;)) —P(X, € A)P(X; € A))|

(2.1)

E(fi(X;))? = var fi(X;) = var (]Ai(Xi) - P(X; € Az))
) = ELy(X) — (EL,(X)
—erA)[(XeAﬂ (2.2)
=P(X; € A) (1= P(X; € 4y))
= P(X; € A)P(Xi ¢ A,).

S vyuzitim veéty a , dostavame

|P(X; e A, X; € Aj) —P(X; € 4)P(X; € 4;)]

< lpiglyP(Xi € A P(X; ¢ Ai) P(X; € A)) P(X; ¢ A;)

< lpisly/P(X; € A)P(X; € A))

P(X; € A4)+P(X, € A4;
Slpi,j' )2 ( J ]).

= var [4,(X

(2.3)

Diky (2.3]) pak plati

e T la(X) N[ (X)) - S PG e A
P(X; € 4;) 1 P(X; € 4)

£ (X 14, (X0))® = 2500 1, (X0) Y0y P(X; € Aj) + (X P(X; € A)))?
( L P(X € Ay)?
E(X, 1a4,(X3)” = Xy X0, P(X; € A P(X; € A))
(i P(Xz € Ay))?
_ i Z?:l P(Xi e Ay, Xj € Aj) — XL, Z?:l P(X; € A;)) P(X; € Ay)
(X, P(X; € A)))?
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S ol (P(XG € A) +P(X; € A)))
B 2 (X5, P(X; € A)))°
X e pig| P(XG € Ay
(I P(XG € A))
e P(Xi € 4)) Sup;<; Z?:l ’Pi,j’
B (i P(Xi € A4y))°
< C
S S P(X, € A

]

Tvrzeni 2.2 (Borelovo-Cantelliho lemma) Necht {X;}2, je normovand gauss-
ovskd posloupnost spliugici podminku (P)) a {A;}5°, posloupnost mnozin z B(R)
takova, Ze

S P(X; € A) (2.4)
=1

Potom

P(limsup A;) =1

1—»00
Pokud posloupnost {A;}52, spliuje

i=1
pak
P(limsup A4;) = 0.
1—00
Diikaz. Ptredpokladejme nejprve, ze plati (2.4)). Z lemmatu pak dostavame,

ze )
j=114,(Xi)
E J=1 7 —1] ——0,
( " P(X; € A) ) n—o0

¢ili
Z?:1 ]Ai (Xz) L? 1
iz P(Xi € A;) noeo

Jelikoz piedpokldddme platnost podminky (2.4), pak je nutné 302, I4,(X;) = oo
skoro jisté. Protoze se vsak jedna o soucet pouze nul a jednicek a vysledny soucet
je nekonecno, muselo se v souc¢tu vyskytnout nekonecné mnoho jednicek, coz ale
implikuje, ze muselo nastat nekoneéné mnoho z jevi {X; € A;}.

Nyni zas predpokladejme platnost . Vyraz na pravé strané nerovnosti
v lemmatu tak konverguje ke koneénému c¢islu, tim padem ke koneénému
¢islu konverguje i vyraz na levé strané. To se vSak mohlo stat pouze v pripadeé,
ze Y72, 14,(X;) < oo skoro jisté. V tom pripadé ale nemohlo nastat nekonecéné
mnoho z jevu {X; € A;}.

]
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2.2 Silny zakon velkych cisel

Pro posloupnost {X;}5°, nezavislych ndhodnych veli¢in z N(0,1) a f € L'(y)
nam silny zakon velkych ¢isel 1ika, Ze

*Zf —>Ef(X1)

Otéazkou je, zda by toto tvrzeni platilo, pokud bychom neméli k dispozici
predpoklad nezavislosti. V této sekci ukazeme, ze pro normované gaussovské po-
sloupnosti, kde obecné predpoklad nezavislosti nemame, spliujici podminku (PJ),
silny zakon velkych ¢isel presto plati.

Jednim z nastroji, ktery budeme potiebovat, je nasledujici odhad na rozptyl
souctu transformovanych slozek normované gaussovské posloupnosti.

Lemma 2.3. Necht {X;}52, je normovand gaussovskd posloupnost spliujici pod-
minku a {fi}2, C L*(v). Potom pro kazdé n € N plati

var <Zfz ; ) < C’ZVarfl
Diikaz. Pro rozptyl sou¢tu ndhodnych veli¢in obecné plati
var (Z fi(Xi)> =Y var fi(Xi) + Y cov (fi(Xa), (X)) (2.6)
i=1 i=1

i#]

Definujeme-li funkce

g(z) = fi(z) — E fi(X3),
h(x) = f;(z) — E f;(X;),

pak s vyuzitim véty dostéavame
cov (fi(X2), f5(X;)) = Eg(Xi)h(X;)
< IpigVE lg(X0)[2 E[R(X;)
e —Eﬁ(X»PErfj(Xj)—Efj<Xj>P
= [pigly/var fi(X,) var f;(X;).
Pouzijeme-li tento odhad v ([2.6]), ziskdme

var <zn: fi(Xl-)> < znjvar fi( X))+ \p”\\/var [i(X;) var f;(X;)

=1 =1 i#]
=35 |pagly/var fi( X)) var f5(X;)
i=1 j=1

(X;) + var f;(X;)




coz jsme chtéli dokazat.

[]

Tvrzeni 2.4 (Silny zakon velkych ¢isel). Necht {X;}°, je normovand gaussovskd
posloupnost spliiujici podminku ([P)) a f € L*(y). Potom

LS ) S EF(X)

n =1 ¢ n—0o0 -

Diikaz. Na zacdtek si vSimnéme, Ze diky rozepsani f = f* — f~ na kladnou
a zapornou Cast, muzeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze f > 0. Pro
a > 1 definujeme posloupnost {k,}>° , pfedpisem

k, = |a"], n € Ny,

kde |-] znaci dolni celou ¢éast. Z odhadi

a” —1 k, a”
antl Tk ot — 1
plyne, ze
. k, 1
lim = —.
n—00 kn—l—l Q

Posloupnost {k,}22, je neklesajici a konverguje do nekoneéna. Potom tedy musi
platit
Vm >13n(m) > 1: kymy—1 <m < K. (2.7)

Oznacéime-li

Sn =3 F(X)

m-ty ¢astecny soucet, pak diky (2.7) a predpokladu, Ze f je nezédporné, plati

kn(m) kn(m)—l kn(m) om kn(m)—l kn(m)—l kn(m)
Predpokladejme nyni, ze
. Sk;n s.J.

Plati-li tento predpoklad, pak s uzitim nerovnosti v (2.8)) a limity spoctené vyse
obdrzime

1 1 S,
—Ef(Xy) = = lim inf Entm=1 < liminfs—m < limsups—m <
a

@ Mm—0oo n(m)fl m—oo M, m—00 m

S
< ozlimsupM =aE f(Xy).

m—00 n(m)
Jelikoz tyto nerovnosti plati skoro jisté pro kazdé a > 1, pak jiz musi

Sm s g pixy).

m Mm—oo
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K dokonceni dikazu ndm tak stac¢i pouze ukéazat platnost (2.9)). Mé&jme tedy a > 1
pevné. Vsimnéme si, ze plati
Ef(X1) <oo<= ) P(f(X1) >1i) < 0o <= P(limsup{f(X;) >1i}) =0,
i=1 1—00
(2.10)

kde druhd ekvivalence plyne z tvrzeni a prvni ekvivalenci zase dostavame
z nésledujicitho odhadu pro nezapornou ndhodnou veli¢inu Y:

ip(yzi)_EY‘ = iP(YZi)—/OOO(l—FY(S))dS

i=1

_ iP(YZi)—/O P(Y > 5)ds

=1

:// dPy du(i) // dPy ds |

kde p je ¢itaci mira. S uzitim Fubiniovy véty potom obdrzime

iP(YZi)—EY‘:/ /{12 | dudPy(a) / / dsd Py (2)

7777 I

S/ / dpd Py (z / / dsd Py (z
{1,2,...,|z]|}

_ d _/ ds) dP
/o </{1,2 ,,,,, an S> o

= [ (la) =) Py (@)
g/ooo“:cj—:c‘dPy(:v)

g/ooodPy(:c):P(YZO)zl.

V tvrzeni véty piedpokladame, ze f € L'(v), tedy E f(X;) < oo. Z ekvivalence
mezi prvnim a tfetim vyrokem v (2.10) dostdvame

S, —ES 5. S¢ —ES o
o o 200 () ey Zhn LN
kn n—o00 kn n—00

kde S¢, =>", f4(X;) a f(X;) = f(X)I{f(X;) <i}. Déle také
E[f(X)I{f(Xi) = i}] = B f(Xy) = E[f (X)I{f(X3) <i}] ——= 0.

— 00

Pak nam zfejmé budou konvergovat k nule i priméry téchto élenﬁ, tedy

iz E[f(X)I{f(X;)>i}] — 0

n—oo

a tudiz . .

n—oo TL*)OO/
n n

Posloupnost v (2.11]) pak konverguje skoro jisté k nule pravé tehdy, kdyz

(2.11)

Ve>0:P (limsup{]Sgn _ESE | > 5kn}) -
n—oo
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Platnost této podminky mtzeme z obecného Borelova-Cantelliho lemmatu zajistit
ovérenim konvergence rady

Z P(|S., —ESL | >¢€ky).
n=1

Jelikoz plati
E[f(X0)|* = E[f (X)) I{f (X)) < i}] < EPI{f(X;) <i}] SEi* =i < oo,

mitzeme uzit lemma [2.3f To ndm spolu s CebySevovou nerovnosti dévé

var S "

STP(ISE —ESE | >ek,) < = =P Z
n=1

O © 1 kn
2Zkzzvarfc
n=1"n i=1

C & OOvarfC i)

26222

n=1i=1 n

| /\

* 1 Cy

— < —, =12
;k%_’[/27 )=
i<kn

Potom tak dostavame

Ca -C i var f:(XZ) .

i—1 ¢

P(|S; —ES; | >¢ck,) <
2—:1 (1 En kn| eky) < -2

Zaroven ale plati odhad

§ /) S EUCP S EI T <)
:igz FOOPIG —1 < £(X0) < 5)]
— i E[f(X1)*I{j —1 < f(X1) < j}] i_o:jz

IA
M]3

B0 TG — 1< £060) < ) [ 2 de

<.
Il
—_

CE[f(X0)2I{j — 1 < f(X1) < j}]

<
I
—_

I
.Mg
S

<23 E[f(X0)I{j — 1< f(X) < )] = 2E /(X)) < oo
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Ukazali jsme, ze

Z P(|S;, —ESE | > k) < o0,
n=1

z CehoZ plyne konvergence v (2.11]). Jelikoz plati E S,%: = E f(X4), pak z véty
o spojité transformaci dostavame

St v g px,),

k, mn—oo

¢imz jsme dokazali (2.9) a tim i celé tvrzeni.
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Z.aver

V praci jsme se zabyvali Gebeleinovou nerovnosti a jejimi aplikacemi pro
normované gaussovské posloupnosti. Nejdiive jsme nerovnost zformulovali a na-
sledné ji prevedli do podoby, kterda vyuzivala pojmu funkcionalni analyzy. Dale
jsme definovali Hermitovy polynomy a ukazali, ze pti jejich vhodné normalizaci
tvoi{ ortonormalni bazi prostoru L? s gaussovskou mirou a lze s jejich pomoci
vyjadrit Mehlerovo jadro. Tyto vlastnosti jsme pak pouzili k diikazu Gebeleinovy
nerovnosti.

Déle jsme na zakladé Gebeleinovy nerovnosti odvodili nékolik dusledkt pro
normované gaussovské posloupnosti. Ukazali jsme, ze pokud jejich autokorelac¢ni
funkce p; ; splnuje podminku

sup E |pii| < o0,
e
j

pak stale plati Borelovo-Cantelliho lemma ¢i silny zédkon velkych ¢isel i presto, ze
uz nepredpokladame nezavislost ¢lenti posloupnosti.

V [I] jsou navic ukazany dal$i zajimavé dusledky Gebeleinovy nerovnosti,
kterymi jsme se v praci uz nezabyvali. Pro ukazku napriklad zminme, ze pro nor-
mované gaussovské posloupnosti splnujici podminku vyse, lze bez predpokladu
nezavislosti ukazat platnost zakona iterovaného logaritmu ¢i verze silného zakona
velkych cisel, kde jednotlivé Cleny posloupnosti transformujeme rtznymi funk-
cemi.

Nakonec se lze tazat, zda by sla Gebeleinova nerovnost a zde ukazané aplikace
néjakym zpusobem zobecnit. Tomuto tématu se vénuje [7], kde jsou ndmi ukdzané
vysledky zobecnény do vicerozmérnych prostort.
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