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Abstrakt: Vektorovy autoregresny model VAR patri medzi najpouzivanejsie viac-
rovnicové modely hlavne v oblasti financ¢nej ekonometrie. Hlavnou tlohou tejto
prace je spracovanie zékladnej tedrie VAR modelov a ilustracia aplikacie teodrie
na redlnych datach. Na zaciatku prace popiseme vlastnosti viacrozmernych c¢aso-
vych radov a uvedieme k nim zakladné linedrne modely. Nésledne sa podrobne
venujeme modelu VAR, a to jeho popisu, konstrukcii a aplikacii. V konstrukcii
sa zameriavame hlavne na identifikaciu radu, odhad modelu pomocou OLS me-
tody a diagnostiku. V ramci diagnostiky overujeme zakladné predpoklady modelu,
a to stacionaritu, nekorelovanost rezidui a normalitu. V aplikécii sa zameriavame
hlavne na popis a vysvetlenie Grangerovej kauzality. V poslednej ¢asti aplikujeme
zavedent tedriu na redlne data v dvoch prikladoch. llustrujeme na nich konstruk-
ciu modelu VAR. V druhom priklade navyse analyzujeme kauzalitu a diskutujeme
nadobudnuté vysledky.
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Abstract: Vector autoregression model VAR belongs to the most used multiple
time series models mainly in field of financial econometrics. The main role of
this text is to survey basic theory of VAR models and to illustrate application of
theory on real data. At first the properties of multiple time series and basic linear
models are described. Then we focus on the VAR model, more specifically on
its description, construction and application. In the construction subsection our
primary focus is on the order identification, model estimation by OLS method and
diagnostics. In the diagnostics basic assumptions of the model are checked, more
specifically stationarity, correlation of the residuals and normality. In applications
we focus on explanation and description of Granger causality. In the last section
previously described theory is applicated on real data in two examples. On them
we illustrate construction of the VAR model. Furthermore, in the second example
we also analyze causality and discuss the results.
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Uvod

Finan¢éna ekonometria je na pomedzi matematickych modelov, Statistickej
analyzy a financii. V ekonometrii se pouzivaji ekonomické modely, ktoré popisuji
hlavné rysy ekonomického javu, ktoré rozhoduju o jeho charakteristike. Cielom je
overenie ekonomickych teérii pomocou pozorovatelnych dat, ¢i odhaleni novych
kvantitativnych vztahov medzi ekonomickymi procesmi. Ekonometrické modely
zapadaji do komplexnych systémov modelov, ktoré se vyuzivaji v makroekono-
mii aj mikroekondmii.

K tymto modelom patri aj vektorovy autoregresny model VAR, ktory je Siroko
pouzivany prave v oblasti financnej ekonometrie. V poslednom case sa modely
VAR zacali vo viac¢som pouzivat aj v inych oblastiach, napr. epidemiolégii, medi-
cine ¢i biolégii. VAR je model viacrozmernych ¢asovych radov, ktorého cielom je
zachytit suvis medzi momentalnymi pozorovaniami premennej s jej minulymi po-
zorovaniami a minulymi pozorovaniami ostatnych premennych v systéme. Model
obsahuje pre kazdu premenntu rovnicu, ktord modeluje jej vyvoj v case. Kazda
rovnica sa skladd z minulych pozorovani premennej, minulych pozorovani zvys-
nych premennych v modeli a rezidualnej zlozky.

V prvej kapitole si predstavime vo vSeobecnosti viacrozmerné casové rady a ich
zékladné vlastnosti. Zadefinujeme stacionaritu, autokovarian¢éni a (parcidlnu) au-
tokorela¢nt maticovi funkciu a ich empirické odhady. V dalsej kapitole v kratkosti
popiseme zakladné linearne modely viacrozmernych ¢asovych radov, medzi ktoré
patri aj model VAR.

V tretej kapitole sa budeme podrobne venovat prave modelu VAR. Zékladnua
struktiru tvori popis modelu, jeho konstrukcia a aplikicie. V rdmci konstrukcie
modelu sa zameriame na identifikaciu rddu modelu, odhad, diagnostiku a kon-
strukciu predpovede. Cielom diagnostiky je overit predpoklady, ktoré st pre sprav-
nu interpretaciu modelu VAR nevyhnutné.

V poslednej kapitole aplikujeme zavedent teériu pomocou softwaru R na dva
praktické priklady a diskutujeme nadobudnuté vysledky.



1. Viacrozmerné casové rady

V tejto kapitole v kratkosti vSseobecne opiSeme viacrozmerné ¢asové rady a ich
zakladné vlastnosti, viz Cipra (2013).

M-rozmernym casovym radom chapeme postupnost vysledkov pozorovani
m nahodnych veli¢in tvoriacich m-rozmerny nahodny vektor v diskrétnom case ¢

Y= Wit Ymet) |- (1.1)

V nasledujicom texte budeme znacit viacrozmerny, resp.vektorovy, ¢asovy rad
ako {y:}.

1.1 Stacionarita

Slaba stacionarita m-rozmerného ¢asového radu znamena, ze dany casovy rad
je do druhého momentu invariantny vo¢i posunom v case.

Povieme, Ze m-rozmerny casovy rad je slabo staciondrny, ak ma nasledujice
dve vlastnosti:

1) E(y)) = p < o0

pre vietky hodnoty ¢, kde p je m-rozmerny stipcovy vektor strednych hodnot
jednotlivych casovych radov,

2) cov(ys, yi) = E(ys — 1) (y: — N)T = coU(Yssh; Yerh)
pre lubovolné h. Specidlne teda plati
var(y:) = Xy, < 00,

t.j. rozptyly a vzajomné kovariancie ¢asovych radov st konstantné. Pri popise
teoretickych charakteristik m-rozmerného casového radu budeme predpokladat
slabu stacionaritu, ktorti budeme dalej oznacovat zjednodusene stacionarita.

1.2 Autokovarian¢na a autokorelacna maticova
funkcia

Pre staciondarny casovy rad moézeme definovaf nasledujice funkcie: Autoko-
variancnd maticovd funkcia pre oneskorenie k ¢asového radu {y;} je definovana
ako

', = COU(ym yt—k) = E(yt - H)(yt—k; - H)T>

kde na diagondle si autokovariancie jednotlivych radov v ¢ase t a t-k, nad a pod
diagonalou kovariancie prislusnych dvojic radov v case t a t-k.

Autokorelacnd maticovd funkcia pre oneskorenie k je definovana ako

pp. =D 'T,D,



kde D je diagonalna matica, ktorda méa na diagonale smerodatné odchylky pri-
slusnych casovych radov, teda st to odmocniny diagonédlnych prvkov T'y.

Ak ozna¢ime vzdjomnu kovarianciu medzi radmi {y;+} a {y;:—r} ako vijx
(teda v;jx je ity element matice I'y ), potom st prvky 7110, - . . Ymm,0, leziace na
diagonale I'g, rozptyly casovych radov yiy, ..., Yme- Z toho vyplyva, ze vzdjomna
koreldcia medzi {y;+} a {y;—r} je

Yig.k

co je ij-ty element py. Zrejme p;; i popisuje, ako st medzi sebou dané rady zavislé.
Je vidno, ze obe autokovarian¢na aj autokorela¢na funkcia st parne, teda plati

Pijk =

T, =TL , py=pl,

Preto sa mdézeme obmedzit iba na pripad & > 0. Naviac plati, ze matica p, ma
na hlavnej diagonale jednotky.

1.3 Parcialna autokorelaé¢na maticova funkcia

Parcidlna autokorelacnd maticovd funkcia pre oneskorenie k, znacend ako pyy,
ma suvislost s odpovedajicim parametrom modelu

Yy = Pr1Yi—1 + -+ PrkYi—k T+ €,

kde {&:} je viacrozmerny biely sum (viz odstavec 2.1), pre ktory plati, ze FE(e;) =
0 (teda mé nulovy vektor strednych hodnét) a jeho zlozky st v réznych casoch
nekorelované s hodnotami y; 5, k£ > 1.

Vyjadrenim py, z vyssie uvedeného vztahu dostaneme tvar (viz Kiivy (2012))

pr = (T, — a Ay 'by.) (Do — by Ay 'by,) ™ kde

| I I‘I . I‘;—_g F,;r_l I

rn T, ..T,., r,, I,

Ay = . : : . » Ok = : 0 @k = :
Tio Ths ... To 7 Ty

Parcidlna autokorelanénd maticova funkcia vyjadruje priamy vztah medzi {y;}
a {y;—r}, teda vsetky oneskorené hodnoty medzi nimi (t.j. {ys—x+1},---,

{y1-1}) st pevné .

Grafické zaznamenanie (parcidlnej) autokorelacnej maticovej funkcie je nazy-
vané (parcidlny) korelogram. Ten popisuje korela¢nu struktiru daného casového
radu.

1.4 Empirické odhady zavedenych pojmov

Nech je dizka ¢asového radu {y:} n a jej rozmer je m. Ako empiricky od-
had vektoru strednych hodnét casového radu sa pouziva vektor aritmetickych



priemerov y, kde i-ta zlozka je vypocitana ako

- 13,
yi_n;yzt'

Ako empiricky odhad autokovariancnej maticovej funkcie sa pouziva vyraz

n

Z (ye =) (Y —9) L, E=0,1,...,n — 1,
t=k+1

ktory ma na diagondle empirické odhady autokovariancie jednotlivych ¢asovych
radov, nad a pod diagonalou mé empirické odhady kovariancii prislusnych caso-
vych radov (v ¢asoch t a t — k):

1 - —_— — . .
Cijh = > (Yie — i) (Yje—r — 7)) i =12,....,m.
t=1

Ako empiricky odhad autokorelacnej maticovej funkcie sa pouziva
R, =D 'C,D™,
kde D je diagonalna matica s odhadnutymi smerodatnymi odchylkami danych
casovy radov, i-ty prvok na diagonale matice Ry je
Cii .
Rii’k:J, 2:1,...,m.
Cii,0

Empiricky odhad parcidlnej autokorelacnej maticovej funkcie Ry dostaneme
dosadenim C}, za I'y vo vzorci pre parcidlnu maticovi autokorelacni funkciu.
Dostavame

Rkk = (Ck — a;A;lbk)(Cg — b;Alzlbk)_l



2. Linearne modely
viacrozmernych c¢asovych radov

V tejto kapitole v kratkosti priblizime tvary zakladnych linedrnych modelov
viacrozmernych ¢asovych radov.

2.1 Viacrozmerny linearny proces

Viacrozmerny linedrny proces mozeme chapat ako linedrnu kombinéciu rov-
nako rozdelenych, vzajomne nekorelovanych nahodnych vektorov. Definujeme m-
rozmerny linearny proces ako nekonecny rad

Y= +Wig 1 +Wogr o+ ...,

kde W¥;,i = 1,2,3,... je mxm matica parametrov a &; je m-rozmerny biely sum,
t.j. zlozky vektorov €; maji nulovi strednii hodnotu, si v réznych casoch na-
vzajom nekorelované, ale v rovnakom case moézu byt korelované s konstantnou
pozitivne definitnou rozptylovou maticou X

E(€t) =0
E(ee]) = 643,

viz Cipra (2013, 12.1.10). Pouzitim operatoru ¢asového oneskorenia B, ktory po-
stiva casovy index dozadu, mozeme prepisat rovnicu do kompaktnejsieho tvaru

yt = ‘II(B)eta
kde

U(B)=I1+)> ¥,B"

k=1

Predpokladé sa, ze korene polynému W¥(z) lezia mimo jednotkovy kruh v komplex-
nej rovine, ¢o potom znamena, ze tento proces je stacionarny. Za predpokladu,
ze je proces invertibilny, da sa zapisat ako

ye = Ihy, 1 + 1y, 2+ - + &,
teda pomocou operatoru B ako
II(B)y: = &;.

Podmienka invertibility je splnend, podobne ako vyssie, ak korene polynému IT(z)
lezia mimo jednotkovy kruh v komplexnej rovine. Plati vztah ¥(B) « II(B) = 1.



2.2 Viacrozmerny proces kizavych sactov

Model viacrozmerného procesu klzavych suctov radu ¢, skratene oznacovany
VMA(¢q), mozeme definovat ako

Yy = € + @16{/71 + @281572 + -+ @th,q.

Opét pomocou operatoru ¢asového oneskorenia B mozeme rovnicu prepisat do
skrateného tvaru

kde

q
O(B)=I+> ©,B"
k=1

Proces VMA(q) je vzdy staciondrny. Invertibilny je v pripade, ak vsetky korene
polynému ©(z) lezia mimo jednotkovy kruh v komplexnej rovine.

2.3 Viacrozmerny zmieSany proces

Viacrozmerny zmiesany proces radu p a ¢ , oznacovany ako VARMA(p, q),
ma model tvaru

Yy =Py 1+ Py o+ + Py, e+ O +Oogp o+ -+ Ouesy,

resp. s pouzitim operatoru B

2.4 Viacrozmerny autoregresny proces

Viacrozmerny autoregresny proces radu p, oznac¢ovany ako VAR(p), je popi-
sany modelom

Y= Py + Poyro + -+ Ppyrp + &4,
¢o vieme opat pomocou operatoru B zapisat ako
@(B)Et = Y.

Tomuto specialnemu pripadu linearneho viacrozmerného procesu sa budeme v na-
sledujucej casti venovat podrobnejsie.



3. Vektorova autoregresia VAR

V tejto kapitole bude podrobnejsie popisany proces VAR, ktory zachytdva
vplyv na pozorovani premennu zvysnymi premennymi a minulymi hodnotami
pozorovanej premennej. Tvori ho systém rovnic, ktoré reprezentuju vztahy me-
dzi viacerymi premennymi. Pri modeloch VAR $pecifikujeme, kolko casovy rad
obsahuje premennych a kolko obsahuje minulych pozorovani, napr. oznacenie m-
rozmerny VAR(p) znamend, Ze model mé p-minulych pozorovani a obsahuje m
premennych.

Cielom analyzy modelov VAR st hlavne predpoved a strukturalna analyza.
Oproti jednorozmernym AR modelom mo6zeme ziskaf viac informacii, kedze sku-
mana premenna nezavisi len na svojich oneskorenych hodnotéch, ale aj na hod-
notach zvysnych premennych v skimanom VAR procese. Vyhodou modelu VAR
je aj fakt, ze vsetky premenné su endogénne. To znamenad, Ze sa vSetky premenné
generuju vnutri tohoto modelu a nevstupuju do modelu zvonku.

Nevyhodou modelu VAR je predpoklad stacionarity pri jeho konstrukcii. Ten
v praxi ¢asto splneny nie je a na dosiahnutie stacionarity sa musi pouzif transfor-
macia dat, napr. diferencovanie, pri ktorom vSak dochadza k strate informacie.

Obsahom tejto kapitoly bude popis modelu, jeho konstrukcia a jeho aplikacie,
ktoré boli spracované podla Liitkepohl (2005).

3.1 Popis modelu

Vseobecne ma model VAR(p) tvar
Y =vrv + (ﬁlyt—l + @Qyt—Q + o+ (Ppyt—p + €t7t = 07 j:]-v j:2a R (31>

kde y, je m-rozmerny nahodny vektor, ®;,7 = 1, ..., p st matice koeficientov, &, je
biely Sum a v je (viacrozmerny) intercept, ktory je nenulovy v pripade nenulove;
strednej hodnoty E(y;).

Uvazujme model VAR(1) v tvare

Yy=v+ Py + e (3.2)
Ked urc¢ime zaciatok ako ¢t = 1, potom mame

Y1 =v+ 1y +e; (3.3)
Y=V + Py + e
= (L + 1) + Dlyo + P1ez + &

t—1
Y=+ 8+ -+ v+ Dy, + Z Ple;
i=0
Vidime, ze vektory wyi,...,y; si urcené jednoznacne hodnotami yg,€1,...,&;.
Predpokladajme, ze proces zacal v nekonecnej minulosti. Potom podla (3.3) méme

) . i
Y= Tn+P1+--+ v+ ‘I’]1Hyt—j—1 + Z Ple; ;.
i=0



Pre j — oo konverguje (I, + ®; + --- + ®])v k (I,, — ®;)"'v (Liitkepohl
(2005)[Appendix A, Proposition A.9.1]) a &/t konverguje k nule. Za tychto
podmienok moézme povedat, ze y; proces VAR(1) (3.2) je dobre definovany sto-
chasticky proces

y=p+> Pe;, t=0+1,+2,.. .,
=0

kde
w= (I, — @) 'v.

Prvy a druhy moment procesu y,; si

E(y) =p
Ly=Y &%),
=0

kde E(ge]) = X.

Podmienka, Ze vsetky vlastné ¢isla matice ®; st mensie ako 1, sa da ekvivalen-
tne zapisat ako det(I,, — ®1z) # 0, |z| < 1. Rady, ktoré spliiajii tito podmienku,
sa nazyvaju stabilné. Z definicie stacionarity vidime, zZe stabilné procesy su staci-
ondrne. Existuju aj nestabilné procesy, ktoré su stacionarne, tymi sa vsak v tejto
praci nebudeme zaoberat.

Kedze proces VAR(p) sa da zapisat vo forme VAR(1), vieme predchadzajicu
uvahu rozsirit. Nech y; VAR(p) ako (3.1). Potom jeho prislusny zapis vo forme
VAR(1) je

Y, =N+ ®Y, . + Ey,

kde

o B, ... B, B, 5
I, 0 ... 0 0 0
o 0o .. I, O 0

Y E¢

_ 0

vi=| "7 B=|

Yi—pt1 0

Pre prvy a druhy moment Y; potom plati
= E(Y) = (I, - ®) '

Fk — Z @k+i2E<@i)T’

i=0
kde ¥y = E(EE,"). Teda podmienka stability pre Y; je splnend, ak plati
det(I,, — ®z) = det(I,, — P12 — ... — ®,2") #0, |2 < 1.



Inak povedané, vsetkych m korenov tejto rovnice lezi mimo jednotkovy kruh
v komplexnej rovine.

Pre vypocet autokovariancii budeme najprv uvazovat stabilny (t.j. aj staci-
onarny) VAR(1) proces (3.2). Tento proces moézeme vdaka predpokladu stability
prepisat do tvaru

Y — L= ‘I’l(yt—l - H) + ;.

Vyndsobenim tejto rovnice hodnotou (y;_ — )" a prejdenim k strednej hodnote
dostaneme

El(y — 1)yt — 1) '] = @1E[(ye1 — ) (Wer — 1) '] + Eles(yi—i — p)].
Pre £ = 0 mame
[h=®I_,+X=&T +3%
apre k>0
Ty, =® .

Tieto dve rovnice nam davaju rekurzivny sposob vypoctu I'y, a nazyvaju sa Yule-
Walkerové rovnice.

Pre proces VAR(p) rovnakym spdsobom ziskame Yule- Walkerové rovnice:
pre k =0 v tvare

=&+ - +®l ,+X=&T + -+ +3
a pre k > 0 v tvare
Ty=® 01+ + &0,

Mozme opét rekurzivnym sposobom vypocitat I'y pre h > p, ak pozname hodnoty
Lo,...,T-1 a ¢q,...,®,. Autokovarianéné matice pre |h| < p sa urcia pomocou
VAR(1) procesu, viz Liitkepohl (2005).

3.2 Konstrukcia modelu

Konstrukcia modelu VAR spociva v styroch hlavnych krokoch:
1. Identifikacia radu modelu
2. Odhad modelu
3. Diagnostika modelu
4. Konstrukcia predpovede v modeli

3.2.1 Identifikacia radu modelu

V praxi je zvycajne rdd modelu p nezndmy a je treba ho spravne identifiko-
vat. Prilis velkda hodnota p znizuje presnost predikcie modelu, preto je dolezité
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urcit optimalnu hodnotu. VSeobecne nemusi byt rad modelu jednoznacny. Ak
uvazujeme (3.1) ako VAR(p), potom za podmienky ®,.; = 0 ma model

Y=V + Py 1 +Poys o+ + Py p + Py p1 tE,E=0,£1, 12,

rovnaké charakteristiky, teda model (3.1) je aj VAR(p+1) proces. Kvéli jednodu-
chosti budeme dalej uvazovat jednoznacny rad procesu p. Teda y, bude proces
VAR(p), ak ®, # 0 a ®; = 0Vj > p, teda p bude najmensi mozny rad modelu.
Rad modelu je mozné identifikovat viacrozmernym parcidlnym korelogramom, no
tento postup sa v praxi nepouziva kvoli jeho zlozitosti. Najcastejsie sa pouzivaju
metody zalozené na Statistickych testoch alebo informacnych kritériach.

Najpouzivanejsim Statistickym testom na identifikaciu radu modelu je test
pomerom vierohodnosti, LR-test (likelihood ratio). Za platnosti nulovej hypotézy
spocCivajucej v stacionarite a normélnym rozdelenim procesu VAR(p) mé testova
statistika tvar

g = Tn|%,| — In|2]],

pricom A\zr ma asymptoticky x?(m?q) rozdelenie s kritickym oborom
Ar > X3, (m?%q). T je dizka ¢asového radu, ¥, je maximélne vierohodny odhad
rezidudlnej zlozky ¥ v obmedzenom modeli s nulovymi maticami parametrov ®;
pre poslednych ¢ oneskoreni, ¥ je neobmedzeny maximéalne vierohodny odhad.
Na statistike Apr a jej kritickom obore je postavend nasledujica testovacia
schéma. Nech M je nejakd zndma horna hranica pre rad VAR. Potom testujeme
nasledujicu sériu nulovych a alternativnych hypotéz, kde pri kazdej hypotéze je
predpoklad, ze predchédzajica nebola zamietnuta:

Hj:®) =0 proti Hi : &) # 0
H@:@M,lzo proti H12:<I>M,17é0 | @y =0

Hi:®p ;01 =0 proti Hi : @y jy1 #0 |®pr=--- =Py 40 =0

HY &, =0 proti HY : ®, #0 |®y; =--- =Py, = 0.

Rad procesu VAR je urc¢eny nésledovne: Ak je zamietnutda nulova hypotéza
H{, potom je ako odhad rddu procesu VAR urcend hodnota p = M — i + 1.
Statistika v i-tom teste méa tvar

ALr(i) = T[In|S(M —4)] = In|S(M — i+ 1)]],

kde 3(q) zna¢f maximalne vierohodny odhad ¥, ked je model VAR(gq) napaso-
vany na casovy rad dlzky 7.

V pripade, zZe cielom modelu je nejaky konkrétny tucel, napriklad vysetrova-
nie kauzality alebo predikcia vyvoja premennych, ukazuje sa vhodnejsie pouzit
informacné kritérid. Nezaujima nas totiz prioritne rad modelu, ale chceme mat
model s ¢o najlepsou predikciou. Chceme teda zvolit rad modelu tak, aby sme
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minimalizovali MSE (mean squared error) predpovede. Akaike navrhol kritérium
na vyber radu, ktoré je zalozené na pribliznej predpovedi matice MSE o jeden
krok,

T+mg+1
(1) = — L,

kde T je opit dlzka ¢asového radu, ¢ je rad procesu VAR napasovany na data, m je
dimenzia ¢asovej rady. Matica kovariancii bieleho Sumu je neznama, a tak je nutné
ju odhadnut. Akaike odhad zalozil na odhade najmensich Stvorcov s upravou
pomocou stupniov volnosti,

T -

X(q) = mz(%

kde 3(g) je maximéalne vierohodny odhad 3(q) ziskany napasovanim modelu
VAR(q). Na ziskanie jednozna¢ného riesenia je vhodnejsie mat skalar miesto ma-
tice, a teda vezmeme determinant z vyslednej hodnoty. Kritérium, ktoré takto
dostaneme,

T+mg+1 T - T+mg+1

FPE(q) = det[————— - 120 = (

)" det%(q),

T—mqg—1

sa nazyva final prediction error, znacené FPE. Odhad radu VAR dostaneme opti-
malnym vybalansovanim hodnoty %, ktora sa so zvacsujucim ¢ zvacsuje
a hodnoty detX(q), ktord sa so zvadSujicim ¢ zmensuje. Odhad p(FPE) je po-

tom zvoleny ako
p(FPE) =min{FPE(q)|¢=0,1,...,M}.

Takze sa odhadni modely VAR radov 0, ..., M, vypocitaju sa prislusné hod-
noty FPE(¢q) a ako odhad p je zvolend hodnota, ktord minimalizuje FPE. Akaike
neskor navrhol podobné kritérium, nazyvané Akaikeho informac¢né kritérium, zna-
cené AIC. Je definované ako

- 2
AIC(q) = In|X(g)[ + 7k,
kde k = m?q+m znadi poCet parametrov, ktoré v modeli VAR(¢) musime odhad-
nuf. Hodnotu m vsak mdzeme ignorovat, pretoze rozdiel bude len v konstante,
a tym sa rdd modelu nezmeni. Odhadom je potom opéat hodnota minimalizujica
toto kritérium

p(AIC) = min{AIC(q)|l¢ =0,1,... ,M}.

Ukazuje sa, ze pre velké hodnoty T dosahuji obe kritéria minimum v rovnakej
hodnote.

Nech y; je stacionarny proces VAR(p), maximalny rad modelu M > p a p je
zvoleny tak, aby minimalizoval

qcr

Cr(g) = In[%(q) + 7,
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pre ¢ = 0,1...,M a cr je neklesajica postupnost redlnych ¢isel zavisla na 7.
Potom je p konzistentny odhad, ak plati
cr
cT—>oo,?—>OpreT—>oo.

Povieme, ze odhad p modelu VAR radu p je konzistentny (teda konverguje v prav-
depodobnosti), ak plati

Jim P(p=p)=1.
Na zéklade tejto definicie nie si odhady kritérii AIC a FPE konzistentné (viz

Liitkepohl (2005)). Dalsie dve kritérid, ktoré uvedieme, spliiaji konzistentnost.
Hannan-Quinn kritérium, znacené ako HQ), je definované ako

~ 2IninT
HQ(q) = In[%(q)| + —=—aqm”,

Odhad p(HQ) je zvoleny tak, aby minimalizoval HQ(q) pre ¢ = 0,1,... ,M.
Schwarzovo kritérium, znacené SC, je definované ako

~ InT
SC(q) = In[%(q)] + —5—qm”.

Odhad p(SC) je opét zvoleny tak, aby minimalizoval SC(¢) pre ¢ = 0,1,... M.

Kritéria AIC a FPE sice nie su konzistentné, ale kedze st urcené na minima-
lizovanie rozptylu, ukazuje sa, ze mozu dosahovat lepsie predikéné vysledky, aj
ked nemusia odhadnit rdd modelu spravne. Preto byva pre tcely predikcie casto
preferované kritérium AIC. Ako ukazali rozne pokusy, celkovo nie je jednoznacné,
ktoré kritérium je lepSie. Preto moze byt rozumny postup porovnat odhady roz-
nych kritérii a vykonat analyzu s réznymi radmi modelu VAR (viz Liitkepohl
(2005)).

3.2.2 O0Odhad modelu VAR

Budeme predpokladat, ze mame m-dimenzionalny ¢asovy rad generovany sta-
cionarnym procesom VAR réadu p

Yy =v+ Py 1 + Py o+ + Py, + &4 (3.4)

tak, ako bol definovany vyssie. V nasledujicej sekcii budu koeficienty nezndme
a ukazeme sposoby ich odhadu.

Odhad met6dou najmensich Stvorcov

Majme dlzku ¢asového radu T a hodnoty v, . .., yr pre kazdd z m premen-
nych v nasom modeli VAR(p) (3.4). Definujeme znacenie:

Y:(yla"'7yT) (mXT)
B:(u’a(plw'wd)p) (mx(mp+1))

1

Yy
Z, = :t ((mp+1)x1)

Yi—p+1

Z=(Zy,...,2Z71) (mp+1)xT)
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Potom mozeme prepisat y; do tvaru
yo=BZ, 1 +e.

Tito rovnicu prendsobime Z,' | sprava a prejdeme k strednym hodnotdm. Dost4-
vame

E[ytZtT—l] = E[BZt—IZtT—1] + E[etZtT—J = BE[Zt—lth—l]'

Dalej odhadneme strednti hodnotu E[y,Z," ;] priemerom

iZTj Z - tyz
Tt—lyt =1~

a podobne strednit hodnotu E[Z;_;Z," ] priemerom

! ZT:Z z], = tz77
T t=1 e T .
Dostaneme teda rovnicu
1 1
—YZ' ' =B-ZZ"
T T ’

z ktorej dostaneme odhad
B=Yv2Z"(zz")\

Tento odhad je rovnaky, ako keby sme jednorozmernou verziou metédy najmen-
sich stvorcov odhadli kazdd z m rovnic v (3.4) zvlast. Analytické vysledky pre
konecné T su v praxi velmi tazko ziskatelné, preto nas zaujimaji asymptotické
vlastnosti ziskaného odhadu. Za predpokladu, zZe je biely Sum normaéalne rozdeleny,
je odhad konzistentny a ma asymptoticky normélne rozdelenie. Plati teda

VTvee(B—B) % N0, T @),

kde vec znadi operétor, ktory transformuje stlpce matice do stlpcového vektoru

a ZTZT 4T (symbol 4 znad konvergenciu v distribtcii). Normalne rozdelenie
bieleho Sumu navyse implikuje normalne rozdelenie procesu y;. Ostava nam teda
este odhadnit nezname matice I' a 3. Ako konzistentny odhad matice I' sa

z vyssie uvedeného ako jednoznacnda volba javi

Z7Z'
T

=

Pretoze ¥ = E[e;e/ ], ako odhad ¥ moZeme pouZif priemer

Dosadenim za B a tpravou dostaneme
1

3= 7Y (Ir - Z(zZ"'z)Y".
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Podobne ako sme uviedli pri informacénych kritériach v sekcii 3.2.1, casto sa

pouziva upraveny odhad
~ T -
Y=——3
T—mp—1

pretoze pri regresii s pevnymi regresormi tento upraveny odhad vedie k nestran-
nému odhadu 3. Oba odhady st asymptoticky ekvivalentné.

Uvazujme dalej situdciu, v ktorej mame dany model VAR(p) v upravenom
tvare

(Yr — ) = Po(yer — ) + -+ Pp(yr—p — 1) + &4, (3.5)

kde p znac¢i stredntt hodnotu procesu. Podobne ako predtym, definujeme

Y= (g1~ yr — ) (mxT)
¢ =(d1,...,bp) (m x mp)
Y — B
yo— | ¥k (mp x 1)
Yt—p+1 — K
X =(Y),....Y? ) (mp x T)
U:(El,...,ET) (mxT)

Potom mézeme prepisat (3.5) do tvaru
Y’=9pX +U.
Zrejme mé LS odhad opat tvar
p=Y'XT(XXT)"

Za podmienok stacionarity a norméalneho rozdelenia procesu dostdvame opat po-
dobny asymptoticky vysledok

VTvec($ — @) i>./\/((),1"51 ®X),

kde Ty = E[Y,°(Y;°)"]. Vo vicsine pripadov je strednd hodnota procesu nezndma
a je nutné ju odhadnut. Odhadneme ju opédf pomocou priemeru ako

Vysledny odhad je rovnaky ako vyssSie s tym, ze miesto neznamej hodnoty u
dosadime odhad y.

V pripade, ze skimany proces ma normalne rozdelenie a je stacionarny, od-
had metédou najmensich stvorcov je identicky ako odhad metédou maximalnej
vierohodnosti, ktory je detailne spracovany v Liitkepohl (2005).
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3.2.3 Diagnostika modelu VAR

Pri zavadzani tedrie sme vyuzili isté predpoklady o nasom modeli, ktoré je
treba overit. Pri diagnostike modelu VAR chceme zistif, ¢i model, ktory sme
odhadli, spliia predpoklady stacionarity a podmienky na rezidud, teda ¢i je re-
zidualna zlozka naozaj biely Sum, resp. ako blizko k nemu je. Diagnostickych
postupov je mnoho, v tomto texte uvedieme len v praxi najpouzivanejsie.

Nekorelovanost rezidui

Na diagnostiku bieleho Sumu mozeme vyuzit portmanteau test, ktory skima
autokorelacie rezidui do oneskorenia h. Predpokladame, Zze mame odhadnuty mo-
del VAR(p) pomocou metédy LS a znacenim z predchédzajicej casti, teda B
zna&f odhad koeficientov a U = (€1,...,€r) =Y — BZ zmaéi odhadnuté rezi-
dué. Podobne ako sme v sekcii 1.4 mali odhad autokorelacnej funkcie ¢asového
radu y;, odhadneme autokovarianc¢ni maticu rezidui ako

. 1 Z T
CZ‘ = T Z EAzSEtA—l
t=it1
resp. (ak povolime nenulové stredné hodnoty)
P -
Ci== > (&—¢)e,1—¢9)',
T 5%

kde € = % Zthl g;. Autokorelacnd odhadnutd matica ma potom tvar
.RA,]C = DA_lékDA_l,

kde D je diagonalna matica s odmocninami prvkov na hlavnej diagonale Cj.
Testujeme hypotézu

HO . (Rl,...,Rh) =0 pI'Oti Hl : (Rl,...,Rh)%O.

Testova statistika ma tvar

Pouzitim Monte Carlo met6d sa podla prac Davies a kol. (1977) a Ljung a Box
(1978) ukazuje, ze upravend Statistika

—_ h A
Qh = T2 Z(T — ')71157'(01‘ CO CzCO )

=1

ma lepSie vlastnosti pri mensich hodnotach 7. Asymptoticky st si tieto sta-
tistiky ekvivalentné. Pre velké hodnoty T a k£ maju asymptotické rozdelenie
x2(m?(k — p)). Kriticky obor pre zamietnutie hypotézy ma teda tvar

Qn > Xi_o(m*(k —p))

pre turoven spolahlivosti a.

16



Normalita rezidui

Ziadanou vlastnostou je aj normalita rezidui. Testy na normalitu rezidui su
zalozené na tretom a Stvrtom centralnom momente (krivost a Spicatost), ktoré si
pre veli¢iny so standardnym normalnym rozdelenim zname.

Nech je €, m-dimenziondlny biely $um, pre ktory plati e, ~ N(u, X). Dalej
nech je P matica ziskan Cholského rozkladom matice 3 tak, aby platilo PPT =
3. Potom mdzeme transformovat €; tak, aby sme dostali veli¢inu so Standardnym
normalnym rozdelenim:

Wi = (Wigs -y wme) | = P e — ) ~ N(0,1,,,). (3.6)

Potom vieme, ze plati

w ?t w ilt
Efl : | =0, E| : | =3I, (3.7)
ngt ant

Cielom testu bude porovnat hodnoty tretieho a Stvrtého momentu nasho trans-
formovaného procesu s hodnotami vyssie. Dalej definujeme

T
_ 1 C AV(e _ )T
; S—T—l t(Et g)(er—€),

maticu Py, pre ktort plati P,P] = S a konverguje v pravdepodobnosti k P.
Zavedme dalej odhady (3.6) a (3.7)

v = (vlt,...,vmt)T = Ps_l(et —g), t=12,...,T,

1
bl:(b117...,bm1)—r’bi1:—zvi7 i:lj._"m7
bQZ(b127--' bm?—r sz_ szﬁ = 7"'am7

ktoré maju rozdelenie

b d 61, 0
vT <b2 —131m> - N, ( 0 24Im>)'

Odhady by, by st teda asymptoticky nezavislé a normélne rozdelené. Odtial do-
stavame Statistiky

bb
e =T 61$X2(m),

(by — 31,,) " (by — 31,,) 4
24 —

A =T x> (m).

Statistika A\, moZe byt potom pouzitd na testovanie

W?t W:ft
Hy:E| + [=0proti Hi:E| : | #0
w?nt wgv,t
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a Statistika Az na testovanie

wilt Wilt
Hy:E| @+ | =3I, proti Hi: E| : | # 3I,,.
ant w;lnt

Je mozné tieto hypotézy spojit a na testovanie (tzv. viacrozmerny Jarque-Bera
test) pouzit spojent statistiku

Ak = ds + M L x2(2m).

Uvedené vysledky potom platia aj v pripade, ze rezidud &; nahradime ich od-
hadmi, ¢o je v praxi ziadtce.

Stacionarita

Stacionaritu mozeme vysetrit graficky tak, ze zistime, ¢i lezia korene odhad-
nutého autoregresného polynému mimo jednotkovy kruh v komplexnej rovine.
V praktickej casti sa budeme okrem toho opierat aj o Augmented Dickey-Fuller
a Phillips-Perron testy, ktoré testuju pritomnost jednotkového korena v odhad-
nutom autoregresnom modeli. St implementované v software R v kniznici vars
ako funkcie adf.test a pp.test (viz Pfaff (2008)), kde st aj podrobnejsie popisané.

3.2.4 Konstrukcia predpovede v modeli VAR

Jednou zo zadsadnych tloh analyzy viacrozmernych éasovych radov je pred-
povedanie. Chceme uviest nejaké domnienky o budicich hodnotach yy, ..., yn,.
V nasom pripade mame k dispozicii ako proces generujici data odhadnuty proces
VAR a informac¢na mnozina bude obsahovat sicasné a minulé pozorovania sys-
tému. Cas t, kedy robime predpoved, je za¢iatok predikcie a ¢asom h budeme mat
na mysli predikény horizont. Cielom je minimalizovat zvoleni stratovi funkciu.
Pri VAR modeloch, ktorym sa v tejto praci venujeme, sa najCastejSie pouziva
strednd stvorcova chyba MSE (mean square error). Tuto volbu opodstatinuju via-
ceré fakty uvedené napr. v Granger (1969) . Okrem iného, predikcie zalozené na
minimalizacii MSE zaroven minimalizuju aj iné stratové funkcie a v pripade, ze je
prediktor nestranny, je MSE vlastne rozptyl predpovedanej chyby, ¢o je dolezity
faktor pri konstrukcii intervalov spolahlivosti.

Uvazujme stacionarny proces VAR(p) (3.1). Pre jednoduchost budeme uva-
zovat iba prediktory, ktoré su linearnymi funkciami y;,y;_1,... a minimalizuja
MSE. Potom ma optimélny prediktor rekurzivny tvar

Gern(t) =v + @1Gepn1() + - + BpGrrn—p(D),
kde zrejme plati 4, ;(t) = y;+; pre j < 0. Chybova matica MSE ma tvar
h—1

MSE[§i4n(t)] = Z &3P = MSE[§1n_1(t)] + @1 2P, .

=1
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3.3 Aplikacie

3.3.1 Kauzalita

Kauzalitu skiima ako jeden z prvych vo svojej praci Granger (1969). Preto sa
presnejsie pouziva pomenovanie Grangerova kauzalita. V dalsom texte budeme
mat preto vzdy pod pojmom kauzalita na mysli Grangerovu kauzalitu. Granger
definoval kauzalitu nasledujicim spésobom:

Nech €2; je mnozina obsahujica vsetky informécie do ¢asu ¢ vratane. Ozna¢me
z¢(h|€2) h-krokovy prediktor minimalizujici MSE procesu z; na zdklade informa-
cie z ;. Potom proces x; kauzédlne vplyva na proces z; (v Grangerovom zmysle),
ak aspon pre jedno h = 1,2, ... plati

22 (h[) < B (bl \{as|s < 1}), (3-8)

kde X,(h|Q;) je chyba daného prediktoru. ,\{xs|s < t} je mnozina obsahu-
juca vsetky informéacie okrem minulej a sticasnej informéacie zalozenych na hod-
notach procesu x, do casu t. Z tejto definicie je zrejmé, ze myslienka kauzality
je postavena na zlepseni predpovede jednej premennej pomocou druhej. Teda ak
premenna x ovplyviiuje premennu z, by mala pomoct pri predikeii .

Kauzalita sa vySetruje najcastejsie v ramci systému VAR, ktory v tejto praci
skimame. Ako je uvedené v Cipra (2013), mézeme zhrntat mozné pripady nésle-
dovne:

o Ak st oneskorené hodnoty premennej y; v rovnici vysvetlujicej premennii
y; vyznamné, potom y; kauzdlne pésobi (podla Grangera) na y;.

o Ak premennd y; kauzilne posobi na premenni y;, ale tento vzfah opacne
neplati, potom existuje jednosmernd zdvislost y; na y;. Premenna y; sa
v tomto pripade niekedy nazyva aj silno exogénna.

« Ak premennd y; kauzdlne posobi na premennu y; a tento vztah plati aj
opacne, povieme, ze medzi y; a y; existuje spdtnd vizba.

» Ak premennd y; kauzalne nepdsobi na premennu y;, a tak isto premennd
y; kauzdlne neposobi na premennd y;, potom su tieto premenné nezdvislé
(podla Grangera).

Ako sme uz naznadili vyssie, uvazujeme (3.1) m-dimenzionédlny proces VAR(p)
y; rozdeleny na k-dimenziondlny proces z; a (m — k)-dimenziondlny x,

2t v P11 Py Zt-1
= — + ) ) _|_
Yi <wt> <V2> <¢'21,1 ‘1)22,1> (%ﬁl)

(3.9)
4 ‘I’n,p ‘I'lz,p Zt—p 4 €1t
‘I’zl,p ‘I’Qz,p Tip €]
Potom mozeme testovat hypotézu, ze z; kauzalne neposobi na x;, ako
H() : ‘1)2171' =0 pI'Oti Hl . @2177; 7£ O,
pre i = 1,2,...,p. TakZe testujeme nulovost vhodnych blokov v rovnici (3.9).

Pre tento 1cel mozeme pouzit napr. F-testy ¢i Waldove testy. Pre podrobnejsie
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informéacie a najnovsie poznatky odkazujeme na Shojaie a Fox (2022).

Existuje este takzvana okamZzitd kauzalita, ktora sa od Grangerovej kauzality
lisi tym, ze pre lepsiu predikciu z; berieme do tvahy aj budiice hodnoty premennej
x;, co mbézeme zapisat podobne ako v 3.8 ako

S (B U {ze }) < 2.(h|Q).

Testy na okamziti kauzalitu st potom postavené na fakte, ze medzi z; a x;
nie je okamZitd kauzalita prave vtedy, ak plati E(ey;eq,) = 0. Smer okamZitej
kauzality ale nevieme urc¢it z VAR reprezentacie modelu a je nutnéd dalsia znalost
vztahu skimanych premennych. Tuto znalost moze obsahovat napr. ekonomicka
teéria. Podrobnejsie je tdto téma obsiahnutd napr. v Liitkepohl (2005).

3.3.2 Odozva na impulz

Grangerova kauzalita ndm nemusi povedaf vsetko o vztahoch medzi jednotli-
vymi premennymi v nasom systéme VAR. V praxi nas casto zaujima, ako dlho
trva kauzalny vztah alebo aké ma znamienko. Odozva na impulz skima, ako
prebieha odozva vybranej vysvetlovanej pramennej na impulz v niektorej rovnici
modelu VAR. Ak teda uvazujeme m-rozmerny model VAR pozorujeme v 1iom
m? odoziev. Vplyv vietkych impulzov postupne odznie, pretoze predpokladdme
stacionarny model VAR, viz Cipra (2013).

Impulz predstavuje exogénny Sok alebo inovaciu jednej alebo viacerych pre-
mennych systému. Pod exogénnym Sokom si mozeme predstavif napr. celosve-
tové zvysenie ceny ropy organizaciou zemi vyvazajucich ropu, zmenu urokove;j
sadzby centralnou bankou a pod. Koncept odozvy na impulz uvadza ako prvy
Sims (1980), kde je tato téma vysvetlend podrobnejsie. Pre podrobnejsi vyklad
odkazujeme tiez na Liitkepohl (2005) alebo Kirchgassner a Wolters (2007).

3.3.3 Dekompozicia rozptylu

Dekompozicia rozptylu predstavuje dalsie moznosti na skiimanie vztahov me-
dzi premennymi vo VAR modeloch. Je zalozena na ortogonalizovanych impulz-
nych maticiach koeficientov, ktoré dostaneme napr. Cholského rozkladom, viz
Liitkepohl (2005). Dekompozicia rozptylu umoznuje analyzovat, ako prispeje jed-
na premennd pri predikcii h-krokovej variac¢nej chyby druhej premennej. V praxi
sa na vysvetleni danej chyby predpovede najviac podiela inovacia v tej istej rov-
nici, resp. v kratkom casovom horizonte. Podrobnejsi vyklad viz napr. Kirchgass-
ner a Wolters (2007).
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4. Numericka studia

V tejto casti aplikujeme tedriu popisant v tejto praci na 2 priklady. Analyza
je vykonana pomocou softwaru R, hlavne pouzitim kniznice vars, viz Pfaff (2008).

4.1 Priklad 1

V prvom priklade vezmeme déta z Cipra (2013), ale miesto EViews pouzi-
jeme pre ich analyzu software R. Cielom bude porovnat a rozsirit nadobudnuté
vysledky (viz Cipra (2013, Priklad 12.1.1)). Skiimame dvojrozmerny c¢asovy rad
o 120 pozorovaniach, ktory tvoria diferencované mesacné vynosnosti do splatnosti
pre trojmesacné T-bills DTB3 v % p.a. v prvej zlozke a v druhej pre firemné dl-
hopisy DAAA (t.j. dlhopisy s najkvalitnejsim hodnotenim AAA od S&P) v %
p-a., viz Obr.4.1

0.5-

0.0-

DTB3

. DAAA

-0.5-

1986 1988 1990 1992 1994
Rok

Obr. 4.1: Diferencované casové rady z pr. 1

4.1.1 Identifikacia
Rad modelu

Na urcenie rddu modelu pontika prostredie R funkciu varselect v ramci kniz-
nice vars, ktord vrati odhadnuty rdd podla réznych informac¢nych kritérii (viz
Tab. 4.1). Do funkcie vstupuje hodnota maximalneho povoleného oneskorenia,
ktori urcéi uzivatel. Zvolené rady jednotlivych kritérii sihlasia s vysledkami
v Cipra (2013), aj ked samotné hodnoty v Tab. 4.1 st odlisné.

4.1.2 Odhad

V odhadnutom modeli VAR(2), ktory je uvedeny v Cipra (2013), vidime oproti
vysledkom v odhadnutom modeli VAR(2) v tejto praci u niektorych odhadov
pomerne velké rozdiely (viz Tab. 4.2). Kedze vyber rddu modelu nemusi byt

jednoznacny,v dalsej casti pre porovnanie vykoname testy pre odhadnuté modely
VAR(1), VAR(2) a VAR(3). Odhad bol vykonany pomocou funkcie VAR.

21



AIC(K) HQ(k) SC(k) FPE(K)

k

1 —6.82 —6.78  —6.72 0.001
2 —6.83 —6.76  —6.64 0.001
3
4

—6.83 —6.72  —6.55 0.001
—6.78 —-6.62  —6.39 0.001
) —6.74 —6.54 —6.26 0.001

Zvoleny rad 3 1 1 3

Tabulka 4.1: Odhad radu modelu z pr. 1 pomocou informac¢nych kritérii

Dependent variable:

DTB3 DAAA
dtb3.11 0.439** —0.066
(0.107) (0.105)
daaa.ll 0.193* 0.592%**
(0.111) (0.109)
dtb3.12 0.029 0.084
(0.105) (0.103)
daaa.l2 —0.194* —0.291"
(0.112) (0.110)
const —0.012 —0.024
(0.019) (0.018)
Observations 118 118
R? 0.278 0.247
Adjusted R? 0.252 0.220
Residual Std. Error (df = 113) 0.201 0.197
F Statistic (df = 4; 113) 10.859*** 9.269***
Roots of the characteristic polynomial 0.49 0.49
0.45 0.07
Note: *p<0.1; *p<0.05; **p<0.01

Tabulka 4.2: Odhad modelu VAR(2) z pr. 1
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4.1.3 Diagnostika
Stacionarita

Stacionaritu overime pre oba rady pomocou Augmented Dickey-Fuller(ADF)
a Phillips—Perron(PP) testov v rdamci funkcii adf.test a pp.test.

ADF test pre DTBS3 (viz Tab. 4.3) sice ukazuje nestacionaritu, ale druhy PP
test stacionaritu pre oba rady potvrdzuje (viz Tab. 4.4). Korene odhadnutého
autoregresného polynéomu vo vsetkych troch modeloch st vyrazne mensie ako 1,
a teda tiez prichadzame k zaveru, ze odhadnuty model je stacionarny.

Casovy rad Dickey-Fuller stat. P-hodnota
DTB3 —2.82 0,24
DAAA —4,30 0,01

Tabulka 4.3: Augmented Dickey-Fuller testy na stacionaritu z pr. 1

Casovy rad Dickey-Fuller Z(«) Stat. P-hodnota
DTB3 —67,70 0,01
DAAA 61,70 0,01

Tabulka 4.4: Phillips-Perron testy na stacionaritu z pr. 1

Nekorelovanost

Na skimanie nekorelovanosti rezidui vykoname Portmonteau test pre kazdy
z modelov (viz Tab. 4.5). Test je vykonany pomocou funkcie serial.test. Vysle-
dok pre VAR(2) je obdobny ako v Cipra (2013) Tab. 12.2.4.: p-hodnota je vicsia
ako 5%, teda nezamietame Hj (t.j. nekorelovanost rezidui). Takisto pohlad na
autokorelacné a parcidlne autokorelacné funkcie nas privadza k rovnakému za-
veru, a to takému, ze odhadnuté rezidud mézeme povazovat za nekorelované (viz

Obr. 4.2 a Obr. 4.3 ).

Model Q-stat. P-hodnota Stupen volnosti
VAR(1) 39,68 0,31 36
VAR(2) 27,90 0,67 32
VAR(3) 21,43 0,81 28

Tabulka 4.5: Portmonteau test na odhadnuté rezidué do oneskorenia 10 z pr. 1
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Obr. 4.2: Autokorelacia a parcidlna autokoreldcia pre D'TB3 v odhadnutom modeli

DTB3 ACF

oneskorenie

VAR(2) z pr. 1

autokorelacia

Obr. 4.3: Autokorelacia a parciadlna autokorelacia pre DAAA v odhadnutom mo-

DAAA ACF

deli VAR(2) z pr. 1

Normalita

Viacrozmerny Jarque-Bera test aplikovany na odhadnuté rezidud, vykonany
pomocou funkcie normality.test, potvrdzuje normalitu dat iba pri modeli VAR(3)

0.1

0.0

0.0

DTB3 PACF

oneskorenie

DAAA PACF

a aj to relativne na hranici Statistickej vyznamnosti (viz Tab. 4.6).

Model Chi? stat. P-hodnota Stupen volnosti
VAR(1) 10,93 0,03 4
VAR(2) 14,16 0,01 4
VAR(3) 8,65 0,07 4

Tabulka 4.6: Viacrozmerny Jarque-Bera test na normalitu dat z pr. 1
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4.2 Priklad 2

V tomto priklade budeme analyzovat data prevzaté z Eurostatu, a to kon-
krétne stvrfrocné data hrubého domaceho produktu Nemecka a Francuzska od
zaciatku roku 2000 do konca roku 2019 (viz Eurostat (2022b) a Eurostat (2022a)
v Literattre). Data st zobrazené v miliénoch eur na Obr. 4.4. Na zaistenie predpo-
kladov modelu VAR a jeho optimélneho odhadu pouZijeme na analyzu kvartdlne
diferencie logaritmov povodnych dat (viz Obr. 4.5). V texte budeme tieto casové
rady referovat skratene ako GER, resp. FR.

900,000 -
800,000 -

700,000 -

GDP_GER

600,000~
. GDP_FR

500,000 -

MIL. EUR

400,000 -

2000 2005 2010 2015 2020
Rok

Obr. 4.4: Casové rady z pr. 2

0.040-
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. GDP_FR

0.000-

-0.040-
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Rok

Obr. 4.5: Kvartalne diferencie logaritmov ¢asovych radov z pr. 2

4.2.1 Identifikacia
Rad modelu

Na urcenie radu modelu postupujeme obdobne ako v pr. 1. Pretoze pracujeme
s kvartalnymi datami, ako rozumné maximalne oneskorenie radu modelu sa javi
nasobok 4. Nechceme prilis vysoky rdd a tak pouzijeme pre odhad maximélne
oneskorenie 8. Ukéazalo sa vsak, ze aj pouzitie inych hodnét maximalneho one-
skorenia nemalo na volbu radu velky vplyv. Informac¢né kritéria urcili zhodne
hodnotu 2 (viz Tab. 4.7).
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k AIC(k)  HQ(k) SC(k)  FPE(k)
1 —18.80 —18.75 —18.67 0.00
2 —19.06 —18.95 —18.80 0.00
3 —19.01 —18.86 —18.62 0.00
4 —18.98 —18.78 —18.46 0.00
5 —-19.02 —18.76 —18.37 0.00
6 —18.94 —18.63 —18.16 0.00
7 —18.94 —18.58 —18.03 0.00
8 —18.84 —18.42 —17.79 0.00
Zvoleny rad 2 2 2 2

Tabulka 4.7: Odhad rddu modelu z pr. 2 pomocou informac¢nych kritérii

4.2.2 Odhad

V Tab. 4.8 je odhadnuty model VAR(2). Odhadnuty charakteristicky polyném
ma vsetky korene mensie ako 1 (viz Tab. 4.8), ¢o znaci stacionaritu odhadnutého
modelu (viz Pfaff (2008)). Dalej vidime, Ze aZ na jeden st vietky oneskorené ¢leny
vyhodnotené ako signifikantné. Kvartalne diferencie dopomohli k tomu, aby sme
¢o najlepsie odhadnuty model napasovali na pévodné data, ¢o sa prejavuje aj
na pomerne vysokej hodnote Statistik R2. Logaritmovanie dat znizilo hodnotu
rezidualnej standardnej odchylky a velkosti odhadnutych koeficientov.

4.2.3 Diagnostika

Stacionarita

Stacionaritu opéat overime testami ADF a PP | ktoré testujd, ¢i ma dany ca-
sovy rad jednotkovy koren. Vidime, ze ¢asovy rad FR vykazuje podla ADF testu
nestacionaritu (viz Tab. 4.9) a podobne aj (ale na hranici Statistickej vyznam-
nosti) podla PP testu (viz Tab. 4.10). Pre ¢asovy rad GER potvrdzuji oba rady
stacionaritu (aj ked v ADF na hranici statistickej vyznamnosti). V odhadnutom
modeli vysli korene charakteristického polynému mensie ako 1 (viz 4.8). Kedze
je zriedka mozné dosiahnut na redlnych datach tplne jednoznacni stacionaritu,
budeme povazovat odhadnuty model za stacionarny.

Casovy rad Dickey-Fuller stat. P-hodnota
GER —3,63 0,04
FR —3,05 0,14

Tabulka 4.9: Dickey-Fuller testy na stacionaritu z pr. 2
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Dependent variable:

GER FR
ger.l1 0.28* —0.19*
(0.16) (0.10)
fr.11 1.33** 1.58**
(0.26) (0.16)
ger.12 0.46%* 0.12
(0.15) (0.09)
fr.12 —1.42%* —0.72%
(0.26) (0.16)
const 0.01** 0.01%
(0.003) (0.002)
Observations 74 74
R? 0.73 0.84
Adjusted R? 0.72 0.83
Residual Std. Error (df = 69) 0.01 0.01
F Statistic (df = 4; 69) 47.157 88.53"**
Roots of the characteristic polynomial 0.90 0.72
0.72 0.33
Note: p<0.1; *p<0.05; **p<0.01

Tabulka 4.8: Odhad modelu VAR(2) pre kvartélne diferencie logaritmov casovych
radov z pr. 2
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Casovy rad Dickey-Fuller Z(«) stat. P-hodnota
GER —24,34 0,02
FR —18,51 0,07

Tabulka 4.10: Philips-Perron testy na stacionaritu z pr. 2

Nekorelovanost

Na sktimanie nekorelovanosti rezidui vykondme podobne ako v prvom pri-
klade Portmonteau test, ale teraz uvedieme vysledky aj pre upravenu testovi
statistiku (viz Tab. 4.11). Na hladine 5 % mdzeme celkom jednoznacne usidit, ze
odhadnuté rezidua st nekorelované. Tento zaver potvrdzuju aj (parcidlne) auto-
korelacné funkcie postupne pre GER a FR, aj ked v 6smom oneskoreni vidime

hodnoty prekrac¢ujice hranicu (viz Obr. 4.6 a Obr. 4.7).

Test Q-stat. P-hodnota Stupne volnosti
Upraveny 39,36 0,50 40
Asymptoticky 36,12 0,65 40

Tabulka 4.11: Portmonteau test na odhadnuté rezidua do oneskorenia 12 z pr. 2

Obr. 4.6: Autokorelacia a parcialna autokorelacia pre GER v odhadnutom modeli

GER ACF

oneskorenie

VAR(2) z pr. 2
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Obr. 4.7: Autokorelacia a parcidlna autokorelacia pre FR v odhadnutom modeli

VAR(2) z pr. 2

Normalita

Vsetky vykonané testy na normalitu dat v Tab. 4.12 nezamietaju na hladine
5 % nulovt hypotézu a tak mézme povazovat data za normadlne rozdelené.

Test Chi? stat. P-hodnota Stupen volnosti
Jarque-Bera 1,50 0,83 4
Krivost 0,43 0,81 2
Sikmost 1,08 0,58 2

Tabulka 4.12: Viacrozmerné testy Sikmosti, krivosti a Jarque-Bera na normalitu
dat z pr. 2

4.2.4 Kauzalita

V tejto casti pomocou funkcie causality testujeme kauzalitu jednotlivych pre-
mennych podla Grangera a okamziti kauzalitu. V Tab. 4.13 st postupne uvedené
vysledky pre dané pri¢inné premenné a takisto vysledok okamzitej kauzality.
Z vyslednych p-hodnot mozeme na hladine 5% celkom jednoznacne usudit, Ze
FR kauzélne vplyva na GER a Ze medzi premennymi je potvrdena silnda okam-
zitd kauzalita. Kauzalita GER na FR sa vSak nepotvrdila. Skimanie kauzality
je problematické, ak st niektoré premenné nestacionarne, pretoze nemusi platit
prislusna asymptoticka distribu¢na teéria. Vzhladom na to, Ze pri rade FR ne-
bola nestacionarita ADF a PP testami vyvratena, mali by sme na to mysliet pri
interpretacii vysledkov.
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Pricina F-sStat. P-hodnota

GER 2,02 0,14
FR 15,19 0,00

Wald-stat. P-hodnota

Okamzita kauzalita 24,20 0,00

Tabulka 4.13: Testy na Grangerovu a okamziti kauzalitu pre data z pr. 2
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Zaver

Cielom tejto prace bolo spracovat tedriu vektorovych autoregresnych proce-
sov a aplikovat ju na praktické priklady pomocou vybraného softwaru. Praca je
rozdelend na Styri casti.

V prvej kapitole sme definovali zakladné pojmy tedrie viacrozmernych caso-
vych radov ako je stacionarita, autokorelacna a parcialna autokorela¢na maticova
funkcia a ich empirické odhady.

V druhej kapitole sme v kratkosti uviedli zakladné linearne modely viacroz-
mernych ¢asovych radov, vratane modelu VAR, ktorym sa zaoberdme dalej.

V tretej kapitole sa podrobne venujeme modelu VAR. Najprv sme ukéazali
vSseobecny popis modelu, jeho rozne formy a kltucové vlastnosti, ako su staciona-
rita a autokovariancia. Dalej sa venujeme konstrukcii modelu. Opisujeme metédy
identifikacie rddu modelu, samotny odhad modelu, diagnostiku a konstrukciu
predpovede. Pri diagnostike uvadzame vybrané postupy, ktorymi overujeme, ¢i
odhadnuty model spliia spomenuté predpoklady. Na zaver kapitoly sme ukézali
mozné aplikidcie modelu VAR, a to najmé Grangerovu kauzalitu, ktora identifi-
kuje pri¢inné vztahy medzi danymi premennymi.

V poslednej kapitole sme pomocou softwaru R aplikovali teériu z predcha-
dzajucich kapitol na 2 praktické priklady. V tom prvom bolo cielom analyzovat
casové rady diferencovanych mesacnych zaznamov DTBS3 a DAAA a porovnat na-
dobudnuté vysledky z Cipra (2013, Piiklad 12.1.1), kde bol pouzity iny software,
konkrétne EViews. Identifikdcia rddu modelu na zaklade informac¢nych kritérii
ukazala rovnaké vysledky. Uréenie rddu vsak nie je uplne jednoznacné, a tak
sme pre lepsie porovnanie uviedli vysledky diagnostickych testov pre odhadnuté
modely o rddoch 1,2 aj 3. Zasadné rozdiely vo vysledkoch sme nezaznamenali.
Navyse sme spravili test na normalitu rezidui, ktory nebol zamietnuty iba pre
rad VAR(3) a aj to na hranici Statistickej vyznamnosti.

V druhom priklade sme z oficidlnych statistik eurostatu vzali kvartalne tdaje
hrubého doméceho produktu Nemecka a Francuzska, ktoré boli udané v mili-
6noch eur. Pre lepsie napasovanie modelu a zlepsenie klucovych vlastnosti pre
model VAR sme pracovali s kvartalnymi diferenciami logaritmov originalnych
dat. Postupovali sme podobne ako v pr.1. Na zdklade informacnych kritérii, ktoré
zhodne zvolili rdd 2, sme model odhadli ako VAR(2). V rdmci diagnostiky sme
cheeli overit, ¢ odhadnuty model spliia predpoklady stacionarity, nekorelovanosti
rezidui a normality. Model sme vyhodnotili ako stacionarny, aj ked tento vysle-
dok nebol dplne jednoznacny. Nekorelovanost rezidui sme potvrdili na zaklade
portmonteau testu pre dve rozne testové statistiky a na zaklade grafov autoko-
rela¢nych a parcidlnych autokorela¢nych funkeii. Dalej testy normality potvrdili
normalitu dat. Vysledky predikcie v tejto praci neuvadzame vzhladom na covi-
dovu krizu, ktord nebolo mozné v ramci modelu VAR predpovedat. Predpoved
na rok 2020 by teda bola velmi odlisSna od skuto¢nych dat. Na zaklade vysledkov
analyzy kauzality mozeme jednoznacne povedat, ze GDP Francuizska pri¢inne
vplyva na GDP Nemecka, no naopak to tvrdif nemozeme.
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