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mnohočásticových systémech
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Title: Quantum chaos in Ąnite many-body systems

Author: Jakub Novotný
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1.2 Kvantový chaos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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3.1 Krátkočasové chováńı a saturace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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Úvod

Chaos neznamená absenci řádu. Chaotické systémy jsou ř́ızeny jasnými a relativně
jednoduchými pravidly. Ty však dávaj́ı vzniknout zdánlivě náhodnému chováńı, které je
prakticky nepředv́ıdatelné. Pro alespoň přibližnou znalost budoucnosti je zapotřeb́ı znát
naprosto přesně př́ıtomnost. Tato exponenciálńı citlivost klasických chaotických systémů
na změnu počátečńıch podmı́nek se dostala i do podvědomı́ veřejnosti jako

Ť
efekt mávnut́ı

motýĺıho kř́ıdlaŞ. Podstatněǰśı je, že v chaotickém režimu je systém ergodický, tedy
uzavřený systém si po určitém čase vyzkouš́ı veškerá možné chováńı. Jejich popis je tak
lepš́ı provádět statisticky.

Otázkou bylo, jak létaj́ı motýli v kvantové mechanice. Unitarita časového vývoje totiž
nedovoluje exponenciálńı vzdalováńı kvantových stav̊u. Tato citlivost je kvantovou me-
chanikou skutečně potlačena. Zat́ımco klasický systém vykazuje exponenciálńı rozchod
bĺızkých trajektoríı, evoluce jeho kvantového analogu vede na bĺızké stavy s téměř stejnými
vlnovými funkcemi. Přesto má smysl mluvit o kvantovém chaosu. Kvantově chaotické
systémy se od těch regulárńıch lǐśı ve stacionárńıch vlastnostech, jako jsou statistické
vlastnosti spekter nebo podoba vlastńıch stav̊u, ale i v dynamice, kdy kvantově chaotické
systémy maj́ı tendenci relaxovat.

Jednou z podstatných odlǐsnost́ı chaotických a regulárńıch systémů je rychlost š́ı̌reńı
informace. To je zprostředkováno interakćı mezi jednotlivými stupni volnosti systému.
Nástrojem k měřeńı jeho rychlosti se v posledńı době staly r̊uznočasové korelátory (zkráceně
OTOCy1). Těmi lze studovat mı́seńı informace v systémech, jakými jsou kvantové poč́ıtače,
ale i černé d́ıry. Rychlost mı́seńı informace udává počátečńı nár̊ust OTOCů. Ten je u velké
skupiny kvantově chaotických systémů exponenciálńı a jeho rychlost je dána klasickým
Lyapunovovým exponentem.

Počátečńımu nár̊ustu r̊uznočasových korelátor̊u byla věnována v posledńı době velká
pozornost. V této práci ukazujeme, že s chaosem je spojeno i jejich chováńı v asympto-
tických časech. Ukážeme, že relativńı oscilace r̊uznočasových korelátor̊u jsou v chaotických
oblastech spektra potlačeny a toto potlačeńı roste algebraicky s jejich velikost́ı.

Různočasové korelátory budeme studovat v algebraickém modelu s hamiltoniánem
daným algebrou u(3). Tento model lze použ́ıt nejen k popisu molekulárńıch vibraćı,
ale také Bose-Einsteinova kondenzátu, což dovoluje jeho experimentálńı realizaci a měřeńı
OTOCů. Jeho hlavńımi výhodami jsou konečnost Hilbertova prostoru a algebraická formu-
lace celého problému. To výrazně zjednodušuje použit́ı stávaj́ıćıch indikátor̊u kvantového
chaosu, jakými jsou spektrálńı statistiky a delokalizace vlastńıch stav̊u.

Máme možnost porovnat chováńı relativńıch oscilaćı OTOCů nejen s kvantovými
idikátory chaosu, ale také s klasickým Lyapunovovým exponentem a pod́ılem chaotických

1Z anglického Out-of-Time-Order Correlators.
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oblast́ı na klasickém fázovém prostoru, nebotŠ jsme v předchoźı práci provedli klasickou
limitu tohoto modelu a detailně studovali klasický chaos na fázovém prostoru. Ukazuje se,
že právě pod́ıl chaotických oblast́ı na klasickém fázovém prostoru souviśı s mı́rou potlačeńı
relativńıch oscilaćı.
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Kapitola 1

Chaos

Chaotické systémy vykazuj́ı vysokou citlivost na změnu počátečńıch podmı́nek. Tato
vlastnost se dostala i do povědomı́ veřejnosti pod pojmem mávnut́ı motýĺıho kř́ıdla,
který odkazuje na otázku, zda mávnut́ı motýĺıho kř́ıdla na jižńı polokouli Země může
zp̊usobit hurikán na severńı polokouli. Exponenciálńı vzdalováńı bĺızkých trajektoríı je
jednou z charakteristických vlastnost́ı chaotických systémů v klasické mechanice a jeho
rychlost lze použ́ıt k vyjádřeńı mı́ry chaosu v daném systému.

Fundamentálněǰśı popis reality v podobě kvantové mechaniky však citlivost na počátečńı
podmı́nky nevykazuje. Linearita kvantové mechaniky vzdalováńı bĺızkých kvantových
stav̊u v čase nedovoluje. Přesto u kvantových systémů, jejichž klasická limita vyka-
zuje př́ıtomnost chaosu, pozorujeme jiné vlastnosti (spektrálńı statistiky, časový vývoj
středńıch hodnot) než u systémů s nechaotickým klasickým předobrazem.

V této práci nás zaj́ımaj́ı převážně kvantové projevy chaosu. Přesto se nejprve zmı́ńıme
o základńıch vlastnostech a projevech chaosu v klasické mechanice. Při studiu kvantového
chaosu se použ́ıvaj́ı také semiklasické techniky, takže určitá mı́ra intuice je užitečná. Pak
se podrobněji pod́ıváme na základńı indikátory chaosu v kvantových systémech. Zvláště
pak na r̊uznočasové korelátory, jejichž studium je hlavńı náplńı této práce.

1.1 Klasický chaos

Studium chaosu v klasických systémech je velmi bohatá discipĺına. Obecně se jedná
o studium diferenciálńıch rovnic, které udávaj́ı evoluci systému, a vlastnost́ı jejich řešeńı.
My se zaměř́ıme na hamiltonovské systémy s konečným počtem stupň̊u volnosti. Stav
hamiltonovského systému s f stupni volnosti je dán jako bod x na fázovém prostoru,
což je 2f dimenzionálńı prostor, na kterém lze zavést souřadnice z kanonicky sdružených
poloh qi a hybnost́ı pi

x = (q,p), q = (q1, . . . ),p = (p1, . . . ).

Dynamika je určena hamiltoniánem, tedy funkćı na fázovém prostoru H = H(q,p).
Omeźıme se jen na uzavřené systémy. V nich se zachovává energie, takže evoluce, která
je dána Hamiltonovými rovnicemi, prob́ıhá na oddělených energetických nadplochách
ve fázovém prostoru

H(q,p) = E = konst.
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Zachováváńı energie má velmi zaj́ımavé d̊usledky. V otevřených chaotických systémech
vznikaj́ı tzv. atraktory. Nejznáměǰśım je pravděpodobně fraktálńı Lorenz̊uv atraktor, jež
je řešeńım jednoduchého Lorenzova modelu atmosférické konvekce. S ńım je také spojeno
pojmenováńı chaosu jako efektu motýĺıch kř́ıdel.

V konzervativńıch systémech je hlavńım projevem chaosu rozpadáváńı tzv. invari-
antńıch tor̊u. Projevy chaosu na fázovém prostoru se pokuśıme popsat alespoň kvalitativně
po vzoru (Gutzwiller, 2013).

1.1.1 Integrabilńı systémy

Obecný systém nemuśı být chaotický. Najdeme-li stejný počet nezávislých integrál̊u
pohybu, jako je stupň̊u volnosti, můžeme pomoćı nich vyjádřit řešeńı pohybových rovnic.
To se projev́ı ve struktuře trajektoríı na fázovém prostoru. Mějme f nezávislých integrál̊u
pohybu ¶I1, . . . If♢, které jsou kompatibilńı, to znamená, že jejich Poissonovy závorky

¶A,B♢ ≡
f∑︂

i=1

(︄
∂A

∂qi

∂B

∂pi

− ∂B

∂qi

∂A

∂pi

)︄
, A,B fce. na fáz. prostoru (1.1)

jsou nulové. Pak na fázovém prostoru existuje f kompatibilńıch vektorových poĺı. Relaci

0 = ¶Ii, Ij♢ =
∂Ii

∂q

∂Ij

∂p
− ∂Ii

∂p

∂Ij

∂q
= (

∂Ij

∂p
,− ∂Ij

∂q
) ·
(︄

∂Ii

∂q

∂Ii

∂p

)︄

lze také chápat jako relaci ortogonality vektorového pole (∂Ij

∂p
,− ∂Ij

∂q
) a gradientu funkce Ii.

Tedy pole (∂Ij

∂p
, − ∂Ij

∂q
) je tečné pole nadploch konstantńıho Ii. Pr̊unikem těchto f kon-

stantńıch nadploch, z nichž každá odpov́ıdá jinému integrálu pohybu, je pak f -dimenzionálńı
varieta. Netriviálńım topologickým výsledkem je, že se jedná o f -dimenzionálńı torus.
To plyne opět z existence f kompatibilńıch vektorových poĺı. Ty můžeme na tomto f -
dimenzionálńım pr̊uniku použ́ıt k zavedeńım souřadnic. Otázkou pak je, na jakém to-
pologickém objektu lze takto souřadnice zavést. Muśıme např́ıklad vyloučit kouli, nebotŠ

tu nelze
Ť
učesatŞ, tedy na kouli nelze zavést tečné vektorové pole, které by bylo všude

nenulové. Hladká vektorová pole však můžeme zavést na f -dimenzionálńım toru, který
lze źıskat z f -dimenzionálńı krychle ztotožněńım jej́ıch hran. Zjednodušenou ilustraci
uvád́ıme na obrázćıch 1.1 a 1.2.
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E = ϵ+ δϵ

E = ϵ

E = ϵ− δϵ

I = ι+ δι

I = ι

2D pr̊unik jako invaritńı podprostor

E = ϵ+ δϵ
I = ι

(∂E
∂p
,− ∂E

∂q
)

( ∂I
∂p
,− ∂I

∂q
)

Obrázek 1.1: Ilustrace fázového prostoru integrabilńıho systému se dvěma stupni volnosti
(f = 2) a dvěma integrály pohybu E (energie) a I. Na fázovém prostoru tak existuje
dvojice kompatibilńıch vektorových poĺı (∂E

∂p
,− ∂E

∂q
) (červené) a ( ∂I

∂p
,− ∂I

∂q
) (modré), která

jsou tečná k trojrozměrným nadplochám konstatńıho I resp. E. Dvojrozměrné pr̊uniky
těchto nadploch (2D pr̊unik E = konst., I = konst.) jsou invariantńı podprostory. Každá
trajektorie vývoje lež́ı na právě jednom 2D podprostoru a nedocháźı k jejich mı́cháńı.
Topologicky odpov́ıdaj́ı tor̊um.

Invariantńı podprostor

E = konst.
I = konst.

Obrázek 1.2: Ilustrace invariantńıho podprostoru z obrázku 1.1. Na invariantńım podpro-
storu lze zavést souřadnice akce-úhel, což je opět netriviálńı výsledek Jacobi-Hamiltonovy
teorie. Ten pak odpov́ıdá f -dimenzionálńımu toru, který lze źıskat identiĄkaćı protěǰśıch
stran f -rozměrné krychle (zde obdélńıku). Na obrázku je červeně znázorněna ukázka pe-
riodické trajektorie.

Fázový prostor integrabilńıho systému se tak skládá z invariantńıch tor̊u, na kterých
jsou lokalizovány jednotlivé trajektorie, které však mezi sebou tyto tory nemı́chaj́ı. Právě
d́ıky této lokalizaci nevykazuj́ı integrabilńı systémy vysokou citlivost na změnu počátečńıch
podmı́nek. Bĺızké trajektorie budou stále popisovat

Ť
podobné chováńıŞ, protože se nemo-

hou výrazně vzdálit na fázovém prostoru, nebotŠ jsou napleteny na bĺızký torus.
Motivováni strukturou fázového prostoru integrabilńıho systému můžeme na fázovém

prostoru zavést f sad souřadnic akce-úhel

¶(Ji,νi)♢f
i=1.
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Jednotlivé tory jsou č́ıslovány hodnotami akčńıch souřadnic ¶Ji♢, zat́ımco úhlové souřadnice
¶νi♢, νi ∈ ⟨0, 2π⟩, tvoř́ı souřadnicovou śıtŠ na daném toru. Dı́ky této struktuře lze inte-
grabilńı systém nakvantovat pomoćı Bohr-Sommerfeldova kvantováńı, nebo lépe pomoćı
EKB1 kvantováńı, kdy každé akci Ji přǐrad́ıme kvantové č́ıslo ni a jej́ı hodnoty pak ekvi-
distatně nakvantujeme

Ji = niℏ + ai, (1.2)

kde ai jsou konstanty a ni jsou celá č́ısla. Stavy kvantového systému lze pak popsat sadou
f dobrých kvantových č́ısel.

1.1.2 KAM teorém

Každý integrál pohybu je d̊usledkem nějaké symetrie systému. Narušeńım této sy-
metrie tak můžeme narušit jeho integrabilitu. To se projev́ı i na struktuře trajektoríı
na fázovém prostoru.

Uvažujme integrabilńı systém, kterému naruš́ıme symetrii poruchou, jej́ıž intenzitu
můžeme regulovat např́ıklad hodnou parametru Eel. Př́ıkladem může být sféricky symet-
rický problém, který vlož́ıme do elektrického pole s intenzitou Eel, které však neńı sféricky
symetrické. Nulové intenzitě tak odpov́ıdá integrabilńı nechaotický systém. Zapnut́ım pole
však ztráćıme globálńı kompatibilńı vektorová pole na fázovém prostoru a invariantńı pod-
prostory přestávaj́ı existovat. Podobu fázového prostoru po ztrátě integrability v závislosti
na intenzitě poruchy, která tuto ztrátu zp̊usobila, popisuje právě KAM2 teorém.

Hlavńım bodem teorému je, že invariantńı tory se s malou poruchou okamžitě ne-
ztrácej́ı, nýbrž se postupně rozpadaj́ı. U p̊uvodně nechaotického systému nyńı s malou
poruchu Eel vznikaj́ı na fázovém prostoru nové oblasti z trajektoríı, které se odpoutaly
od invariantńıho toru. Tyto oblasti a trajektorie na nich maj́ı dvě základńı vlastnosti,
které deĄnuj́ı chaos (Skokos, 2010).

O zobrazeńı (v našem př́ıpadě evoluci dané integraćı hamiltonových rovnic) řekneme,
že je chaotické na oblasti V fázového prostoru, o které pak mluv́ıme jako o chaotické,
pokud

1. mı́śı body na této oblasti. Tedy vezmeme-li dvě libovolné otevřené oblasti ve V
a jednu z nich začneme vyv́ıjet, v nějakém konečném čase bude pr̊unik těchto dvou
oblast́ı nenulový i pro p̊uvodně nepřekrývaj́ıćı se oblasti. Začneme-li vyv́ıjet tra-
jektorii z libovolného bodu z V , v konečném čase se dostane do libovolného okoĺı
každého bodu z této oblasti.

2. periodické body jsou husté v oblasti V . Tedy v libovolném okoĺı každého bodu lež́ı
bod z periodické trajektorie.

To, že trajektorie na chaotických oblastech nejsou lokalizovány na f -dimenzionálńıch
torech, zp̊usobuje zvýšenou citlivost systému na změnu počátečńıch podmı́nek. K cha-
rakterizaci této citlivosti se použ́ıvá Lyapunov̊uv exponent. Ten charakterizuje rych-
lost vzdalováńı dvou bĺızkých trajektoríı na fázovém prostoru. Při evoluci trajektorie

1EinsteinŰBrillouinŰKellerovo kvantováńı. Jedná se o zobecněné Bohr-Sommerfeldova kvantováńı pro
integrabilńı systémy s v́ıce stupni volnosti.

2Podle jmen autor̊u Kolmogorov-Arnold-Moser.
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se můžeme d́ıvat na vzdalováńı okolńıch bod̊u, tedy na deformaci fázového prostoru podél
trajektorie. Většinou nás zaj́ımá maximálńı rychlost rozṕınáńı v asymptotických časech.
U chaotických systémů je toto rozṕınáńı (vzdalováńı bĺızkých trajektoríı γx(t) a γx+∆x(t)
vyv́ıjených z bod̊u x a x + δx ) exponenciálńı, takže rychlost pak lze psát jako

♣γx(t)− γx+δx(t)♣ ∼ eλt, (1.3)

kde t je čas a λ je Lyapunov̊uv exponent. Ten je pro nechaotické trajektorie (v integra-
bilńıch systémech a v poz̊ustatćıch invariantńıho toru v chaotických systémech) nulový,
což odpov́ıdá nejvýše polynomiálńımu vzdalováńı. Detailněji jsou rozṕınáńı fázového pro-
storu a výpočet Lyapunovova exponentu popsány v souhrnném článku (Skokos, 2010).

Kromě Lyapunovova exponentu nás může zaj́ımat pod́ıl chaotických oblast́ı ve fázovém
prostoru. K pohledu do fázového prostoru nám poslouž́ı Poincarého řezy. Jedná se
o dvoudimenzionálńı řez fázovým prostorem, kdy typicky uvažujeme řez nadplochou
konstantńı energie. Dostáváme tak chaotickou mapu, na které můžeme pozorovat cha-
otické oblasti a zbytky invariantńıch podprostor̊u. Pravidelné uzavřené obrazce, což jsou
pr̊useč́ıky řezu s regulárńımi trajektoriemi, jsou poz̊ustatky invariantńıho toru. Naopak
oblasti tvořené zdánlivě náhodnou změt́ı bod̊u (pr̊useč́ıky řezu s chaotickými trajektori-
emi) jsou oblasti chaotické. Výpočtu pod́ılu chaotických oblast́ı na fázovém prostoru jsme
se věnovali v předchoźı práci (Novotný, 2020).

Pod́ıl chaotických oblast́ı v energetických nadplochách se s energíı typicky měńı. De-
Ąnujeme pod́ıl regulárńıch oblast́ı na energetické nadploše

freg(E) =

∫︁
R(p,q)δ(E −H(p,q))dpdq
∫︁
δ(E −H(p,q))dpdq

, (1.4)

kde

R(p,q) =

∏︂
⨄︂
⋃︂

1, bod ¶p,q♢ lež́ı na regulárńı trajektorii,

0, bod ¶p,q♢ lež́ı na chaotické trajektorii.

Pod́ıl chaotických oblast́ı je pak jen

fch(E) = 1− freg(E). (1.5)

Obsahuje-li fázový prostor chaotické i regulárńı oblasti, mluv́ıme o tzv. částečně chao-

tickém systému3. Je-li naopak celý fázový prostor chaotický, jedná se o plně chaotický

systém4. I energetická nadplocha plně chaotického systému může obsahovat oblasti, které
se vzájemně nemı́chaj́ı, což je dáno zbylými symetriemi systému. Pokud mohou trajektorie
prostupovat celou energetickou nadplochou, systém se chová ergodicky.

1.2 Kvantový chaos

Počátky kvantového chaosu jakožto vědńıho oboru bývaj́ı spojovány s Wignerovým
studiem spekter jader atomů a neutronových rezonanćı v polovině minulého stolet́ı. Po-
dobné vlastnosti vykazovala také spektra kvantových systémů, jejichž klasický předobraz

3Anglicky soft chaos.
4Anglicky hard chaos.
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byl chaotický. Začalo tak hledáńı rozd́ılných vlastnost́ı kvantových systémů s regulárńı
a chaotickou klasickou limitou. Dnes bychom mohli tyto základńı odlǐsnosti rozdělit do tř́ı
skupin:

Stacionárńı
charakteristiky

∏︂
⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⨄︂
⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋃︂

• Podoba vlnové funkce - vlnové funkce chaotických systémů
vykazuj́ı jinou morfologii než funkce integrabilńıch systémů.
Obecně můžeme mluvit o jiných vlastnostech vlastńıch stav̊u
systému.

• Spektrálńı statistiky - rozděleńı hladin spekter chaotických
a integrabilńıch systémů vykazuj́ı r̊uzné vlastnosti zp̊usobené
korelaćı hladin.

Dynamické
d̊usledky

∏︂
⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⨄︂
⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋃︂

• Středńı hodnoty - u středńıch hodnot veličin v kvantových
chaotických a regulárńıch systémech pozorujeme rozd́ılné
vlastnosti. Lǐśı se také časové závislosti středńıch hodnot.

Tyto rozd́ıly integrabilńıch a neintegrabilńıch systémů byly pozorovány i v systémech
bez standardńı klasické limity. Velmi populárńı je např́ıklad studium spinových systémů.

Přesto se někdy mluv́ı o tom, že kvantový chaos neexistuje. Kvantověmechanické
systémy, které bychom dle předchoźıch tř́ı bod̊u nazvali chaotickými, totiž nevykazuj́ı
citlivost na změnu počátečńıch podmı́nek. Linearita Schrödingerovy rovnice nedovoluje
vzdalováńı vyv́ıjených stav̊u. Důsledkem linearity je unitarita evolučńıho operátoru Û(t).
Jsou-li ♣ψ1⟩ a ♣ψ2⟩ dva stavy z Hilbertova prostoru zvoleného systému, pak vzdálenost
vyv́ıjených stav̊u je dána jako

♣Û(t) ♣ψ1⟩ − Û(t) ♣ψ2⟩ ♣ = ♣Û(t)(♣ψ1⟩ − ♣ψ2⟩)♣ = ♣ ♣ψ1⟩ − ♣ψ2⟩ ♣, (1.6)

kde posledńı rovnost je d̊usledkem unitarity. Narozd́ıl od klasické mechaniky (výzraz (1.3))
neńı vzdálenost stav̊u časově závislá. Michael Berry navrhl (Berry, 1989) použ́ıvat namı́sto
pojmu kvantový chaos pojmenováńı kvantová chaologie, jakožto studium projev̊u kla-
sického chaosu v kvantových obrazech př́ıslušných systémů. Kvantová mechanika totiž
skutečně potlačuje citlivost klasicky chaotických systémů. Ukázkou může být práce (Ca-
sati a Ford, 1979), kdy autoři studovali periodicky poháněné kyvadlo. Vývoj dvou bĺızkých
stav̊u se v kvantovém systému ustálil na podobných rozděleńı pravděpodobnosti, zat́ımco
klasický systém vykazoval ve stejném př́ıpadě exponenciálńı vzdalováńı trajektoríı.

Přesto maj́ı zmı́něné tři body podstatné d̊usledky na chováńı kvantově mechanických
systémů. Podrobněji se budeme věnovat spektrálńım statistikám a středńım hodnotám.
Morfologii vlnových funkćı detailněji prob́ıraj́ı některé práce, které uvedeme. Začneme
však s teoríı náhodných matic, která nám poslouž́ı k pochopeńı některých vlastnost́ı cha-
otických kvantových systémů.
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1.2.1 Teorie náhodných matic

Teorie náhodných matic, zkráceně RMT5, je užitečnou teoríı pro studium kvantového
chaosu. Chaotická spektra maj́ı podobné vlastnosti jako spektra náhodných matic. Proje-
vem kvantového chaosu je v určitém smyslu ztráta informace o kvantovém systému, nebotŠ

s narušeńım integrability v podobě ztráty integrálu pohybu přicháźıme i o kvantové č́ıslo.
V této sekci uvedeme jen některé výsledky RMT, na které se budeme dále odkazovat.
Čtenáře pro detailněǰśı úvod odkazujeme na (Reichl, 2021) a (Mehta, 2004), jako hlavńı
zdroje následuj́ıćı sekce.

Počátky použit́ı RMT ve fyzice sahaj́ı do padesátých let 20. stolet́ı. Wigner praco-
val na vysvětleńı jaderných spekter. Složitý jaderný systém se pokusil popsat pomoćı
hamiltoniánu ve formě náhodné matice. Maticové elementy takové matice jsou náhodné
proměnné ze zvoleného rozděleńı. Hamiltonián musel splňovat známé symetrie systému
(např. ivariance v̊uči rotaci, časové inverzi atd.) a pravděpodobnostńı rozděleńı element̊u
mělo minimalizovat informaci.

Reálný symetrický hamiltonián H popisuje systém s invarianćı v̊uči rotaci a časové
inverzi. Pravděpodobnostńı rozděleńı, které v takovém př́ıpadě minimalizuje informaci, je
gaussovské

fGauss(x) =
1√
2πν

e
− 1

2

(︂
x−µ√

ν

)︂2

, Gaussovo rozděleńı (1.7)

Náhodný reálný symetrický hamiltonián lze pak sestavit z matice M , jej́ıž elementy jsou
náhodná gaussovsky rozdělená č́ısla (typicky bereme µ = 0), jako

H =
M +M⊤

2
. (1.8)

Pak plat́ı

⟨Hij⟩ = 0, ⟨H2
ij⟩ =

∏︂
⨄︂
⋃︂
ν, i = j
ν
2
, i ̸= j.

(1.9)

Takový typ matic označujeme jako gaussovské ortogonálńı soubory, neboli GOE6.
Dále budeme pracovat jen s těmito GOE hamiltoniány. Jiným typ̊um hamiltonián̊u

(komplexńı, kvaternionové) odpov́ıdaj́ı jiné soubory (GUE, GSE) s obecně jinými statis-
tickými vlastnostmi. V literatuře se k odlǐseńı vztah̊u pro r̊uzné typy náhodných matic
použ́ıvá Dysonov̊u index β, který odpov́ıdá počtu reálných parametr̊u, které určuj́ı mati-
cový element daného typu matic. Pro reálné GOE je β = 1, pro komplexńı GUE β = 2
a pro kvaternionové GSE β = 4. My se dále omeźıme jen na výsledky pro GOE, takže
tento index vynecháme.

Mějme tedy GOE hamiltonián v podobě matice dimenze D

H = V ·Diag¶E1, . . . ,ED♢ · V †,

kde V je matice vlastńıch vektor̊u v obecné bázi a Diag¶E1, . . . ,ED♢ je diagonálńı ma-
tice vlastńıch hodnot. Pro velká D je hustota hladin Ei dána přibližně Wignerovým
p̊ulkruhovým zákonem

ρ(E) ≈
∏︂
⨄︂
⋃︂

1
π

√
2D − E2 ♣x♣ <

√
2D

0 ♣x♣ >
√

2D.
(1.10)

5Z anglického Random Matrix Theory.
6Z anglického Gaussian Orthogonal Ensemble.
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1.2.2 Spektrálńı statistiky

Chaos ovlivňuje spektrum hamiltoniánu a korelace mezi jednotlivými hladinami. Ke
studiu spektra lze použ́ıt r̊uzné spektrálńı statistiky. Prvńımi př́ıspěvky do teorie kvan-
tového chaosu byla právě pozorováńı závislost́ı těchto statistik na chaotičnosti klasického
fázového prostoru př́ıslušného systému. Spektrum odráž́ı nejen chaotičnost, nebo př́ıpadnou
regularitu systému, ale také mı́ru chaotičnosti, tedy zda se v klasickém fázovém prostoru
vyskytuj́ı zbytky invariantńıho toru.

Vázaný kvantový systém má diskrétńı spektrum. Středńı hustotu hladin ρ̄ lze určit
z objemu klasického fázového prostoru

ρ̄ =
1

(2πℏ)f

∫︂
dq

∫︂
dp δ(E −H(q,p)), (1.11)

kde f je opět počet stupň̊u volnosti. V limitě velkých energíı E je počet vlastńıch stav̊u
N(E) pod touto energíı dán počtem buněk o velikosti hf v části fázového prostoru s energíı
menš́ı než E. Zaj́ımavé jsou však odchylky přesné hustoty ρ spektra od této středńı hod-
noty. Ty totiž odrážej́ı př́ıtomnost chaosu.

Abychom mohli odhalit tyto odchylky a vzájemně porovnávat spektra r̊uzných systémů,
je vhodné spektrum nanormovat, tedy zbavit se informace o středńı hustotě. Standardně
se spektrum škáluje tak, aby středńı hustota hladin byla rovna jedné

ρ̄ = 1.

Tento proces, který připomı́ná
Ť
natažeńıŞ spektra (obr. 1.3), se nazývá anglicky unfolding.

pořad́ı
hladin

en
er

gi
e

ρ̄

unfolding

pořad́ı
hladin

en
er

gi
e

ρ̄

Obrázek 1.3: Ilustrace unfoldingu. Původńı spektrum se středńı hustotou ρ̄ je nataženo
tak, aby mělo středńı hustotu ρ̄ = 1 a vynikly oscilace kolem této středńı hodnoty.
Z p̊uvodńı hustoty hladin zbyla jen osciluj́ıćı část, která je zodpovědná za to, že po un-
foldingu lež́ı hladiny jen přibližně na př́ımce.

Ještě se zmı́ńıme o hlavńı nevýhodě spektrálńıch statistik. K jejich výpočtu je zapotřeb́ı
velké množstv́ı hladin. To může být problém, zaj́ımá-li nás chaotičnost jen určité části
energetického spektra (chaotičnost systému na dané energii). Nedovoĺı nám tak studovat
chaotičnost jednotlivých stav̊u.

NNS distribuce

Po unfoldingu můžeme studovat oscilace kolem středńı hustoty hladin. Jeddou z nej-
jednodušš́ıch spektrálńıch statistik je rozděleńı vzdálenost́ı sousedńıch hladin, zkráceně
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NNSD7. Napoč́ıtáme-li rozd́ıly s následuj́ıch hladin a rozděĺıme-li je do histogramu, do-
staneme rozděleńı P (s), které nám ř́ıká, s jakou pravděpodobnost́ı nalezneme následuj́ıćı
hladinu ve vzdálenosti s.

Pokud poloha následuj́ıćı hladiny nezálež́ı na poloze té stávaj́ıćı, dostáváme rozděleńı,
které bývá v teorii kvantového chaosu nazýváno Poissonovým rozdělelńım 8.

P (s) = e−s, Poissonovo rozděleńı (1.13)

Poissonovo rozděleńı odpov́ıdá nekorelovaným energetickým hladinám a vysokému
počtu velmi bĺızkých hladin. Takové rozděleńı vykazuj́ı spektra integrabilńıch systémů.
Jejich hladiny nejsou korelované. Najdeme však i výjimky. Př́ıkladem jsou typicky systémy,
u kterých jsou hladiny korelované mnohem v́ıce než u chaotických systémů. Jedná se např́ıklad
o systémy s velkým počtem degeneraćı nebo o harmonický oscilátor, jehož hladiny jsou
po nanormováńı ekvidistantně rozloženy.

Spektra chaotických systémů maj́ı naopak statistické vlastnosti spekter náhodných
matic. Z p̊ulkruhového zákona rozděleńı hladin GOE matice (1.10) lze dále odvodit
rozděleńı nejbližš́ıch soused̊u. Wigner odvodil toto rozděleńı pro matice 2 × 2. Přesto
tento vztah

P (s) =
1

2
πs e− 1

4
πs2

, Wignerovo-Dysonovo rozděleńı rozděleńı (1.14)

velmi dobře aproximuje rozděleńı NNS pro obecnou dimenzi D, pro kterou nelze naj́ıt
rozděleńı NNS v analytické formě.

Hlavńımi vlastnostmi Wignerova-Dysonova rozděleńı, které budeme zkracovat na WD,
je nulový výskyt velmi bĺızkých hladin (P (s = 0) = 0) a korelace hladin. Tedy hladiny
se vzájemně ovlivňuj́ı, což se projevuje jako vzájemné odpuzováńı. Důsledkem pak je
posunut́ı maxima distribuce v porovnáńı s Poissonovým rozděleńım.

Wignerem odvozené rozděleńı dobře popisovalo naměřená jaderná spektra. Všimněme
si, že WD rozděleńı nemá volnost na Ątováńı. Postupně bylo nacházeno stále v́ıce systémů
s t́ımto rozděleńım spektra. V roce 1984 na tomto základě zformulovali Bohigas, Gian-
noni a Schmit (Bohigas a kol., 1984) domněnku, že spektrum každého kvantové systému
s klasicky plně chaotickým předobrazem (tedy s plně chaotickým fázovým prostorem) vy-
kazuje oscilace hustoty hladin popsané WD 9 rozděleńım (obr. 1.4). Do dnešńı doby bývá
tato domněnka stále potvrzována numerickými studiemi r̊uzných model̊u. WD rozděleńı
hladin se tak ukázalo být univerzálńı vlastnost́ı plně chaotických systémů.

To jsou NNS rozděleńı regulárńıch systémů a plně chaotických systémů. Otázkou
z̊ustávaj́ı oscilace hladin u systémů, jejichž klasický fázový prostor obsahuje chaotické i re-
gulárńı části. S pravděpodobnostńım rozděleńım, které v závislosti na parametru přecháźı
mezi Poissonovým a WD rozděleńım, přǐsli Berry a Robnik (Berry a Robnik, 1984).

7Z anglického Nearest Neighbour Spacing Distribution. Někdy se použ́ıvá také zkratka NND nebo
NNS.

8V teorii pravděpodobnosti popisuje Poissonovo rozděleńı

P (s,x) =
sx

x!
e−s (1.12)

pravděpodobnost počtu výskyt̊u x jev̊u v určitém intervalu, když nastávaj́ı nezávisle na sobě. Formule
(1.13) tak odpov́ıdá nulovému počtu výskyt̊u x = 0 hladin v otevřeném intervalu energíı (E, E + s).

9Systémům, které nejsou symetrické v̊uči časové inverzi, odpov́ıdaj́ı rozděleńı př́ıslušej́ıćı jiným typ̊um
náhodných matic.

13



Sinai̊uv biliár

Obrázek 1.4: Ukázka NNSD Sinaiova biliáru a porovnáńı s Wignerovým-Dysonovým
(GOE) a Poissonovým rozděleńım z práce (Bohigas a kol., 1984). Na ose x je vzdálenost
následuj́ıćı hladiny a P (x) je jejich pravděpodobnost. Biliáry jsou obĺıbenými modely pro
studium chaosu. Typicky je studován pohyb volné částice (klasicky i kvantově) v rovině
s daným tvarem okrajových podmı́nek. Kvantově to odpov́ıdá nekonečné potenciálové
jámě. Právě tvar oblasti, ve které je pohyb dovolen, je odpovědný za př́ıpadné chaotické
chováńı. Sinai̊uv biliár má tvar čtverce, v jehož středu je umı́stěn kruh (pravý obrázek).

Jejich úvaha vycházela ze semiklasické představy, že každá uzavřená oblast na fázovém
prostoru (nedocháźı k mı́seńı trajektoríı z jiných oblast́ı), přisṕıvá do semiklasického spek-
tra samostatnou sadou hladin. Trajektorie, které lež́ı na invariatńım toru, jsou zodpovědné
za poissonovskou statistiku a chaotické trajektorie naopak za WD. Berryho-Robnikovo
rozděleńı tak obsahuje parametr q, kterým lze Ątovat NNSD rozděleńı obecného kvan-
tového systému. Parametr q odpov́ıdá pod́ılu fázového prostoru, ve kterém je klasický po-
hyb neregulárńı. To se pokusili ověřit numericky na modelu atomu vod́ıku v elektrickém
poli autoři práce (Wintgen a Friedrich, 1987). V této práci porovnávaj́ı BR rozděleńı s tzv.
Brodyho rozděleńım (obr. 1.5), které také v závislosti na parametru β přecháźı od Pois-
sonova (β = 0) k WD (β = 1) rozděleńı. Parametr β však nemá př́ımý fyzikálńı význam.
Jedná se jednoduše o funkci, která naĄtuje př́ıslušná NNSD rozděleńı. Pro praktické účely
je však vhodněǰśı a dává kvalitativně stejné výsledky jako BR rozděleńı.

P (s) = (β + 1)bsβe−bsβ+1

, b =

[︄
Γ

(︄
β + 2

β + 1

)︄⟨︂β+1

, Brodyho rozděleńı (1.15)

Pr̊uběh NNSD pro semiklasické spektrum (tedy spektrum s nekonečným počtem hla-
din, které odpov́ıdá klasické limitě ℏ→ 0, kdy počet hladin mezi energiemi E a e + ∆ E di-
verguje jako ∆E/ℏf ) je tak v prvńım přibĺıžeńı dán pod́ılem chaotických oblast́ı na fázovém
prostoru. V daľśıch řádech Planckovy konstanty, které ovlivňuj́ı podobu rozděleńı předevš́ım
pro malé vzdálenosti sousedńıch hladin s, se uplatňuj́ı kvantové jevy, jako např́ıklad tune-
lováńı mezi klasicky oddělenými oblastmi fázového prostoru (spektra klasicky oddělených
chaotických a regulárńıch oblast́ı tak nejsou úplně nezávislá). Podrobněji se těmto spektrálńım
vlastnostem věnuje Berry ve svých pracech (Berry a Robnik, 1984) a (Berry, 1984). V nich
také popisuje morfologii vlnových funkćı chaotických systémů. Pokud by čtenáře zaj́ımala
pravidelnost vlnových funkćı integrabilńıch systémů a jej́ı narušeńı chaosem, odkazujeme
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Obrázek 1.5: Rozděleńı sousedńıch hladin
(NNSD) modelu atomu vod́ıku v elek-
trickém poli z práce (Wintgen a
Friedrich, 1987). Jedná se o grafy
pravděpodobnosti P (x) nalezeńı
následuj́ıćı hladiny ve vzdálenosti x.
Parametr Ê je dán intenzitou vněǰśıho
pole a energíı systému. Histogramy jsou
proloženy Brodyho (souvislá čára - volný
parametr Ątu qa) a Berryho-Robnikovým
(čárkovaná čára - volný parametr Ątu
qb) rozděleńım. Vid́ıme postupný nár̊ust
chaotičnosti s rostoućım parametrem Ê.

jej na souhrnou knihu o chaosu (Gutzwiller, 2013).

Při výpočtu NNSD pro obecný systém muśıme věnovat pozornost jeho symetríım. Ha-
miltonián chaotického systému s dodatečnou symetríı, která zp̊usob́ı, že ve vhodné bázi má
blokově diagonálńı strukturu, bude mı́t spektrum složené z GOE spekter z jednotlivých
blok̊u poissonovské rozděleńı. Hladiny z r̊uzných blok̊u (podprostor̊u) nejsou korelované,
takže výsledná statistika NNSD bude poissonovská, přestože se jedná o chaotický systém.
Spektrum tak muśıme na každém invariatńım podprostoru (invariatńı v̊uč́ı př́ıpadné sy-
metrii Hamiltoniánu) Hilbertova prostoru studovat samostatně. To bude přesně př́ıpad
námi studovaného modelu.

Daľśı statistiky

K charakterizaci korelaćı hladin jsou použ́ıvány r̊uzné statistiky. Spektrálńı statistiky
rozdělujeme na krátkodosahové, které uvažuj́ı jen vztahy sousedńıch hladin, a dlouhodo-

sahové, které studuj́ı korelace hladin na deľśıch energetických intervalech. Zmı́ńıme se jen
o některých z nich.

• krátkodosahové statistiky - NNS rozděleńı, pod́ıl vzdálenozt́ı sousedńıch hla-
din r, ˜︁r

• dalekodosahové statistiky - rigidita ∆3, rozptyl počtu hladin Σ2

15



Pod́ıl vzdálenost́ı sousedńıch hladin

V disktrétńım spektru ¶Ei♢i=1 deĄnujeme tento pod́ıl10 jako

ri =
Ei − Ei−1

Ei−1 − Ei−2

=
si

si−1

(1.16)

Mı́sto pravděpodobnosti výskytu následuj́ıćı hladiny ve vzdálenosti s pak studujeme
rozděleńı pravděpodobnosti P (r). Pro spektra s poissonovským a WD rozděleńım NNS
lze odvodit analytickou (Atas a kol., 2013) podobu těchto rozděleńı pod́ıl̊u:

PPoisson(r) =
1

(1 + r)2
, (1.17)

PWD(r) =
27

8

r + r2

(1 + r + r2)
5

2

. (1.18)

Často je také studována podobná veličina

˜︁ri = min¶ri, r
−1
i ♢ (1.19)

a jej́ı pravděpodobnostńı rozděleńı P (˜︁r).
Jako mı́ry chaosu studovaných systémů jsou pak většinou uváděny středńı hodnoty

⟨r⟩ a ⟨˜︁r⟩, které jsou porovnávány s hraničńımi př́ıpady

⟨r⟩Poisson =∞ ⟨˜︁r⟩Poisson = 2 ln 2− 1 (1.20)

⟨r⟩WD =
7

2
⟨˜︁r⟩WD = 4− 2

√
2 (1.21)

Hlavńı výhodou tohoto indikátoru chaosu je, že nemuśıme provádět unfolding spektra.

Rigidita

Jedná se o jednu z nejpouž́ıvaněǰśıch dalekodosahových spektrálńıch statistik. Byla
zavedena Dysonem a Mehtou v jedné z jejich praćı o teorii náhodných matic (Dyson a
Mehta, 1963). Zaj́ımaj́ı nás odchylky spektra po unfoldingu od středńı hodnoty, tedy jak
moc se lǐśı pr̊uběh funkce N(E) (počet hladin pod energíı E) od př́ımky

f(E) = AE +B,

která odpov́ıdá konstantńı hustotě hladin (viz ilustrace unfoldingu na obr. 1.3). Rigidita je
pak deĄnována jako odchylka počtu hladin N(E) v intervalu spektra [E0−L/2, E0 +L/2]
od př́ımky źıskané nejlepš́ım Ątem určeným metodou nejmenš́ıch čtverc̊u

∆3(E0,L) =
1

L
min
A,B

∮︂∫︂ E0+L/2

E0−L/2
[N(E)− (AE +B)]2dE

⨀︁
. (1.22)

Pracujeme-li se spektrem po unfoldingu, pak počet hladin n v intervalu délky L je přibližně
L, tedy

n ≈ L.

10anglicky Level Spacing Ratio
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Index 3 pocháźı z p̊uvodńı práce, kde autoři navrhli tři zp̊usoby provedeńı Ątu. Třet́ı
odpov́ıdá volnému Ątu, kdy na konstanty A a B již neklademe dodatečné podmı́nky.
Rigiditou studujeme dalekodosahové korelace na intervalu délky L, proto muśıme volit
délku intervalu tak, aby obsahovala velký počet hladin. Zaj́ımá nás jej́ı středńı hodnota
⟨∆3(L)⟩E0∈I , kde středováńı provád́ıme přes energie z nějakého podintervalu I spektra.
Pr̊uběh ⟨∆3(L)⟩E0∈I pro obecné spektrum pak porovnáváme s hraničńımi př́ıpady, totiž
spektry integrabilńıch systémů (resp. systémů s poissonovským rozděleńım NNS) a spek-
try GOE, které nejsou závislé na volbě intervalu, přes který středujeme. Plat́ı:

⟨∆3(L)⟩ =

∏︂
⋁︂⋁︂⨄︂
⋁︂⋁︂⋃︂

1
12

ekvidistantńı spektrum (harmonický oscilátor),
L
15

integrabilńı spektrum s poiss. rozděleńım,
1

π2

[︂
ln(2πL) + γ − π2

8
− 5

4

]︂
spektrum GOE (plně chaotický systém)

(1.23)
Konstanta γ ≈ 0,577 je Eulerova konstanta. Ukázka tohoto porovnáńı je na obrázku 1.6.
Podstatný je rozd́ıl v citlivosti oproti krátkodosahovým statistikám.

Obrázek 1.6: Porovnáńı rozděleńı NNS (a) a ∆3 (b) z práce (Wintgen a Marxer, 1988)
věnuj́ıćı se anizotropńımu Keplerovu problému. Zat́ımco histogram je jen obt́ıžně roze-
znatelný od Wignerova-Dysonova rozděleńı (GOE), v grafu rigidity vid́ıme jasný rozd́ıl.
Závěrem tak je, že studovaný model neńı plně chaotický. Pomaleǰśı r̊ust ∆3 v chaotických
systémech v závislosti na délce intervalu L je zp̊usoben odpuzováńım hladin.

Rozptyl počtu hladin

Stále nás zaj́ımaj́ı odchylky hladin spektra od středńı hodnoty. Rozptyl počtu hladin11

v intervalu délky L deĄnujeme jako

Σ2(L) = ⟨[N(L,E)]2⟩ − ⟨[N(L,E)]⟩2, (1.24)

kde N(L,E) je počet hladin unfoldovaného spektra v energetickém intervalu délky L
s počátečńı energíı E. Tuto funkci ve výrazu (1.24) středujeme přes energii E. Napoč́ıtáme-
li pr̊uběh N(L,E) ze spektra studovaného systému, opět jej porovnáváme (ukázka použit́ı

11Anglicky Level Number Variance.
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v (Santos a Rigol, 2010)) s krajńımi rozděleńımi př́ıslušej́ıćı systémům s poissonovkým
a WD rozděleńım NNSD, která lze źıskat v analytické formě (Dyson a Mehta, 1963)

Σ2(L) =

∏︂
⋁︂⋁︂⨄︂
⋁︂⋁︂⋃︂

0 ekvidistantńı spektrum (harmonický oscilátor),

L integrabilńı spektrum s poiss. rozděleńım ,
2

π2

[︂
ln(2πL) + 1 + γ − π2

8

]︂
spektrum GOE (plně chaotický systém),

(1.25)

Oproti rigiditě rozptyl Σ2 v́ıce osciluje, ale je jednodušš́ı na výpočet. Vyšš́ı momenty Σ3,
Σ4, (. . . ) bývaj́ı také studovány.

1.2.3 Středńı hodnoty

V chováńı kvantových středńıch hodnot chaotických a integrabilńıch systémů pozoru-
jeme podstatné rozd́ıly. My se zaměř́ıme na rozd́ılné časové chováńı spojené s termalizaćı
systému (zde odkazujeme na souhrnný článek (DŠAlessio a kol., 2016) o chaosu a termali-
zaci, podle kterého budeme postupovat). Termalizace v kvantové mechanice je analogická
termalizaci v klasické termodynamice. O pozorovatelné v daném systému řekneme, že se
termalizovala, pokud jej́ı středńı hodnota zrelaxuje na hodnotu danou termodynamickým
pr̊uměrem a po většinu času pak z̊ustane v jej́ı bĺızkosti. Uvid́ıme, že chováńı středńıch
hodnot pozorovatelných v chaotických stavech se bude podobat chováńı klasických er-
godických systémů. Ty popisujeme statisticky pomoćı středńıch hodnot na ergodických
oblastech fázového prostoru, kde je ergodicita d̊usledkem chaosu a rozpadem invariatńıho
toru.

Dále nás bude zaj́ımat energetická závislost středńıch hodnot ve stacionárńıch stavech,
která je ovlivněna ztrátou kvantových č́ısel při narušeńı integrability. Tu lze kvalitativně
pozorovat na tzv. Peresových mř́ıž́ıch, ve kterých se chaos projevuje narušeńım pravidelné
struktury.

Delokalizace vlastńıch stav̊u

S pochopeńım chováńı středńıch hodnot a vlastńıch stav̊u chaotických systémů nám
opět pomůže teorie náhodných matic. Vlastńı vektory vi GOE tvoř́ı ortonormálńı systém.
Jedná se však o náhodné vektory. Všechny orientace tohoto systémů jsou vD-dimenzionálńım
prostoru stejně pravděpodobné, tedy natočeńı v̊uči konkrétńı bázi je náhodné. Složky vek-
toru

vi =

∏︁
ˆ︂ˆ︂∐︂

vi1
...
viD

⎞
ˆ︃ˆ︃ˆ︁

jsou náhodná č́ısla z rozděleńı

P (vij) =

√︄
D

2π
e−

Dv2
ij

2 . (1.26)

Mı́ru delokalizace vektoru vi v dané bázi můžeme určit pomoćı vztahu

η(vi) =
1

√︂D
j=1 ♣vij♣4

, Inverse Participation Ratio. (1.27)
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Hodnoty IPR charakterizuj́ı lokalizaci v dané bázi V

η(v)

∏︂
⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⨄︂
⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋁︂⋃︂

= 1 v je bázový vektor,

≈ 1 v je lokalizovaný v dané bázi,

≫ 1 v je delokalizovaný v dané bázi,

≈ D
3

v je vlastńı vektor GOE,

tedy s rostoućı IPR roste delokalizace.

Vlastńı stavy fyzikálńıho systému z chaotické části spektra vykazuj́ı podobnou de-
lokalizaci jako vlastńı vektory GOE. Delokalizace má podstatné d̊usledky na chováńı
středńıch hodnot v těchto stavech. Stavy odpov́ıdaj́ıćı náhodným vektor̊um vykazuj́ı po-
dobné chováńı, tedy podobné středńı hodnoty.

Ukázka tohoto chováńı ve fyzikálńım systému je na obrázku 1.7. Prvńı dvě dvojice
((a),(b)) a ((c),(d)) odpov́ıdaj́ı chaotickým př́ıpad̊um. Vlastńı stavy hamiltoniánu vyka-
zuj́ı velkou delokalizaci (IPR) ve středu spektra. Na okraj́ıch se vlastńı vektory lǐśı od
náhodných vektor̊u, pro které by v př́ıpadě GOE matice ležely všechny hodnoty IPR
kolem hodnoty D/3. Téměř náhodné vektory maj́ı sice nekorelované elementy, ale velmi
podobné středńı hodnoty, jak vid́ıme na grafech středńıch hodnot spin-spinové korelace.
Ta se v oblastech energíı s delokalizovanými vektory chová téměř jako hladká funkce ener-
gie. Středńı hodnoty vykazuj́ı velmi malé odchylky v porovnáńı s krajńımi oblastmi, kde
vlastńı vektory nejsou náhodné. To pozorujeme také u integrabilńıho př́ıpadu ((e)),(f).
Delokalizace vlastńıch vektor̊u je v porovnáńı s chaotickými př́ıpady řádově menš́ı. S t́ım
jsou spojeny velké rozd́ıly mezi středńımi hodnotami na bĺızkých energíıch.

Časová závislost, termalizace a ETH

Uvažujme chaotický fyzikálńı systém s Hilbertovým prostorem dimenze D a s hamil-
toniánem Ĥ, který nezáviśı na čase. V prvńım přibĺıžeńı budeme předpokládát, že hamil-
tonián je v obecné bázi náhodná GOE matice a jeho vlastńı vektory ♣Em⟩ jsou náhodné

Ĥ ♣Em⟩ = Em ♣Em⟩ . (1.28)

Budou nás zaj́ımat středńı hodnoty obecné pozorovatelné Ô s ortonormálńı báźı ♣Om⟩

Ô ♣Om⟩ = Om ♣Om⟩ . (1.29)

V bázi hamiltoniánu jsou maticové elementy pozorovatelné vyjádřené jako

Omn ≡ ⟨Em♣ Ô ♣En⟩ =
D∑︂

i

Oi ⟨Em♣Oi⟩ ⟨Oi♣En⟩ . (1.30)

Středováńım přes náhodné vektory ♣Em,n⟩ dostáváme

⟨Em♣Oi⟩ ⟨Oj♣En⟩ =
1

D
δmnδij. (1.31)
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Obrázek 1.7: Ukázka IPR a středńı hodnoty spin-spinové korelace pro spinový systém
z práce (Torres-Herrera a kol., 2015). V každém řádku jsou energetické závislosti IPR
a středńı hodnoty pro daný parametr hamiltoniánu. Prvńı dvě dvojice ((a),(b)) a ((c),(d))
odpov́ıdaj́ı chaotickým př́ıpad̊um. Vid́ıme velkou delokalizaci v IPR a středńı hodnoty
se chovaj́ı jako hladká funkce energie. Posledńı dvojice ((e),(f)) odpov́ıdá integrabilńımu
př́ıpadu. S malou delokalizaćı jsou spojeny velké oscilace středńıch hodnot.

Bereme-li maticové elementy pozorovatelné Ô ve vlastńı bázi hamiltoniánu jako statistický
soubor, můžeme tak napoč́ıtat jejich středńı hodnoty a rozptyl s pomoćı (1.31).

Omn =

∏︂
⨄︂
⋃︂

1
D

√︂D
i Oi ≡ Ō m = n

0 m ̸= n
(1.32)

O2
mn −Omn

2
=

∏︂
⨄︂
⋃︂

2
D2

√︂D
i O

2
i ≡ 2

D
O2̄ m = n

1
D
O2̄ m ̸= n

(1.33)

Dostáváme tak představu o podobě středńıch hodnot pozorovatelných ve vlastńıch stavech
náhodného hamiltoniánu

Omn ≈ Ōδmn +

⌜⃓
⎷⃓O2̄

D
Rmn, (1.34)

kde Rmn jsou náhodná č́ısla s nulovou středńı hodnotou. Maticové elementy nejsou ener-
geticky závislé a odchylka od středńı hodnoty klesá s velikost́ı systému.

Středńı hodnoty ve stacionárńıch stavech se v čase neměńı. Pod́ıvejme se proto na chováńı
středńıch hodnot v obecném stavu chaotického systému v čase. Mějme obecný stav ♣ψ⟩
s dobře deĄnovanou středńı hodnotou energie a jej́ıho rozptylu. Jeho časový vývoj má po
rozepsáńı do báze hamiltoniánu tvar

♣ψ(t)⟩ =
D∑︂

m

cme
− i

ℏ
Emt ♣Em⟩ , cm = ⟨Em♣ψ⟩ . (1.35)
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Středńı hodnota operátoru Ô ve stavu ♣ψ⟩ je pak obecně časově závislá. Pracujeme-li
s nedegenerovaným hamiltoniánem, což je typicky př́ıpad chaotických systémů, lze středńı
hodnotu rozdělit na časově závislou a nezávislou část následuj́ıćım zp̊usobem

⟨ψ(t)♣ Ô ♣ψ(t)⟩ =
D∑︂

m

♣cm♣2Omm

⏞ ⏟⏟ ⏞
časově nezávislé

+
D∑︂

m,n
m̸=n

c∗
mcne

i
ℏ

(Em−En)tOmn

⏞ ⏟⏟ ⏞
časově závislé

. (1.36)

Časový vývoj středńı hodnoty je tak dán druhým členem, který je sumou oscilaćı.
Obecně se tyto oscilace zač́ınaj́ı rozcházet na časech

t ≈ ℏ(Em − En)−1.

Tyto časy mohou být u fyzikálńıch spekter v řádech délky života vesmı́ru (navzdory

tomu, že fyzikálńı systémy běžně relaxuj́ı). Časově závislý člen lze přesto u časového
vývoje daným GOE hamiltoniánem po konečném čase zanedbat, a to d́ıky velikosti nedi-
agonálńıch maticových element̊u Omn, nebotŠ z (1.34)

Omm

Omn

≈
√
D,

kde připomı́náme, že D je dimenze Hilbertova prostoru. Časově nezávislá složka nav́ıc dle
(1.32) nezáviśı na počátečńım stavu, nebotŠ

D∑︂

m

♣cm♣2Omm ≈ Ō
D∑︂

m

♣cm♣2 = Ō.

Relaxace chováńı odpov́ıdá termalizaci systému. Náhodný hamiltonián vede na mikroka-
nonický soubor bez energetické závislosti, což odpov́ıdá souboru při nekonečné teplotě.

Termalizace systémů úzce souviśı s chaosem a ergodicitou. V kvantové mechanice
je to právě delokalizace stacionárńıch stav̊u daná chaosem, která vede na termalizaci.
To jsme viděli u náhodných matic. Ve statistické fyzice chápeme termalizaci pomoćı in-
terakćı v systému, jakými mohou být např́ıklad srážky částic. Informace o termalizaci
kvantového systému je ukryta ve struktuře vlastńıch stav̊u hamiltoniánu. V čase se pak
projev́ı jako rozchod fáźı v (1.36).

U reálných systémů je však termálńı středńı hodnota (středńı hodnota po relaxaci)
závislá na energii a relaxačńı časy jsou závislé na konkrétńı pozorovatelné. Tedy mimodi-
agonálńı členy nesou informaci, kterou bychom neměli úplně zanedbat.

Pro popis termalizace je tak potřeba zvolit jiný popis maticových element̊u pozo-
rovatelných než ten ze vztahu (1.32). S lepš́ım anzatzem přǐsel v roce 1994 Mark Sred-
nicky v článku (Srednicki, 1994). Jeho předpis pro maticové elementy pozorovatelných v cha-
otických systémech je známý pod anglickým názvem Eigenstate Thermalization Hypo-

thesis, neboli ETH.
Maticový element pozorovatelné ve vlastńı bázi chaotického systému lze dle ETH psát

jako
Omn = O(Ē)δmn + e−S(Ē)/2fO(Ē, ω)Rmn, (1.37)
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kde

• Ē = Em+En

2
,

• ω = En − Em,

• S(E) - termodynamická entropie v závislosti na energii,

• O(Ē), fO(Ē, ω) jsou hladké funkce a O(Ē) je středńı hodnota mikrokanonického
souboru na energii Ē,

• Rmn - náhodné hodnoty s nulovou středńı hodnotou a jednotkovým rozptylem.

Výhodou oproti RMT je, že diagonálńı elementy nejsou stejné ve všech stavech, ale sṕı̌se
hladkou funkćı energie. Dále mimodiagonálńı členy osciluj́ı kolem hodnot hladké funkce f0.
Lze tak popisovat systém při konečné teplotě. V semiklasické limitě tohoto př́ıstupu
dostáváme klasicky chaotické systémy. V posledńı době je ETH stále častěji testována
numericky a to velmi úspěšně (např. souhrnný článek (Borgonovi a kol., 2016)).

Dále využijeme v práci ETH pro kvalitativńı vysvětleńı některých výsledk̊u. Zd̊urazńıme
jen, že ETH lze použ́ıt k daľśımu studiu r̊uznočasových korelátor̊u, kterým se budeme
věnovat v daľśı kapitole. Pro studium korelátor̊u dvou r̊uzných pozorovatelných je potřeba
ETH jakožto vztah (1.37) upravit (DŠAlessio a kol., 2016). Tomu se v této práci věnovat
nebudeme.

Kvantová č́ısla chaotických systémů a Peresovy mř́ıže

VratŠme se k nyńı k integrabilńım systémům. Podmı́nkou pro integrabilitu klasického
systému s f stupni volnosti byla existence f nezávislých integrál̊u pohybu s nulovými Po-
issonovými závorkami. Obdobně kvantový systém nazveme integrabilńım, pokud existuje
f nezávislých vzájemně komutuj́ıćıch integrál̊u pohybu

[Î i,Îj] = 0, ∀Î i ∈ ¶Î i♢f
i=1. (1.38)

Stále pracujeme s časově nezávislým hamiltoniánem, takže energie je jedńım z těchto
integrál̊u pohybu. Báze vlastńıch stav̊u hamiltoniánu ♣Ei⟩ je tak společnou vlastńı báźı
těchto operátor̊u a jednotlivé stacionárńı stavy můžeme popsat sadou f dobrých kvan-
tových č́ısel

¶ni♢f
i=1.

Energetické středńı hodnoty operátor̊u Îm (v integrabilńım př́ıpadě se tedy jedná o je-
jich vlastńı hodnoty) považujeme za přibližně hladké analytické funkce těchto kvantových
č́ısel

⟨E♣ Îm ♣E⟩ = ⟨(n1, . . . ,nf )♣ Îm ♣(n1, . . . ,nf )⟩ = Im(n1, . . . ,nf ), (1.39)

d́ıky EBK kvantováńı. Dı́ky vztahu (1.2) čekáme, že tyto středńı hodnoty budou tvořit v
f rozměrném prostoru pravidelnou mř́ıž. Pro systém se dvěma stupni volnosti uvažujeme
dva integrály pohybu jako funkce kvantových č́ısel

Ĥ(n1,n2), Î(n1,n2).

22



Obrázek 1.8: Ukázka Peresových mř́ıž́ı integrabilńıch spinových systémů z práce (Sri-
vastava a Müller, 1990). Na levém obrázku jsou grafy energetické závisloti středńı hodnoty
magnetizace M z pro r̊uzné hodnoty parametru spinového systému. Ve všech př́ıpadech
vid́ıme pravidelnou mř́ıžku, nebotŠ se jedná a integrabilńı systémy. Na pravém obrázku je
znázorněna śıtŠ explicitně pro konkrétńı graf (a). Pomoćı přechodu k ačńım souřadnićım
J1 a J2 z EBK lze śıtŠ transformovat na pravidelnou mř́ıž po vzoru vztahu (1.2).

Body v grafu závislosti ⟨E♣ Î ♣E⟩ na energii by měly tvořit nějakým zp̊usobem pravidelnou
mř́ıžku. Ukázka je na obrázku 1.8.

Tyto mř́ıže začal ve spojitosti s chaosem studovat Asher Peres (Peres, 1984). Můžeme
se tak setkat s označeńım Peresovy mř́ıže nebo také kvantové śıtě12. Narušeńım integra-
bility ztráćıme globálńı integrály pohybu a s nimi i dobrá kvantová č́ısla. To se projevuje
rozbit́ım hladkosti a analytičnosti vztah̊u (1.39) a rozbit́ım Perésových mř́ıž́ı.

Ztrátou integrability se p̊uvodńı integrál pohybu stal časově závislým. Mı́sto něj bu-
deme studovat śıtŠ středńıch hodnot jiného časově nezávislého operátoru. T́ım může být
časová středńı hodnota ÔT nějakého operátoru Ô nekomutuj́ıćıho s Ĥ. Ta je jistě časově
nezávislá, protože komutuje s hamiltoniánem. Využijeme-li vztah z předchoźı sekce (1.36),
dostáváme operátor

ÔT = lim
T →∞

1

T

∫︂ T

0
dtÔ(t) =

D∑︂

m

⟨Em♣ Ô(0) ♣Em⟩ ♣Em⟩ ⟨Em♣ =
D∑︂

m

Omm ♣Em⟩ ⟨Em♣ , (1.40)

který je diagonálńı ve vlastńı bázi hamiltoniánu. Dle semiklasické přestavy, je-li systém
na energii E plně ergodický, pak středńı hodnota operátoru Ô ve stavu ♣E⟩ s touto energíı

12Anglicky Peres lattices nebo Quantum webs.
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přibližně odpov́ıdá mikrokanonickému pr̊uměru veličiny O na energetické nadploše H = E
fázového prostoru, tedy

⟨E♣ Ô ♣E⟩ ≈
∫︁
O(p,q)δ(E −H(p,q))dpdq
∫︁
δ(E −H(p,q))dpdq

. (1.41)

V Peresově mř́ıži obecného chaotického systému tak můžeme naj́ıt zbytky nerozbité
śıtě, které odpov́ıdá v semiklasické představě integrabilńım oblastem a body z

Ť
potr-

hanéŞ śıtě, 13 které odpov́ıdaj́ı klasickým ergodickým oblastem. Rozbit́ı śıtě je d̊usledkem
delokalizace vektor̊u a posunu hodnot spektra.

Ukázka Peresovy mř́ıže chaotického systému je na obrázku 1.9, kde je čarou znázorněna
klasická hodnota mikrokanonického pr̊uměru ze vztahu (1.41).

Obrázek 1.9: Ukázka Peresovy mř́ıže chaotického systému z jeho navazuj́ıćı práce (Feingold
a Peres, 1986). Jedná se o graf závislosti středńı hodnoty momenty hybnosti J ve dvojdi-

menzionálńım systému. Čarou je znázorněna klasická hodnota mikrokanonického pr̊uměru
ze vztahu (1.41). Za pozornost stoj́ı také pravidelná řada bod̊u ve spodńı části grafu.
Ty odpov́ıdaj́ı regulárńım stav̊um. Dle semiklasické představy, se jedná o středńı hod-
noty ve stavech lokalizovaných na zbytćıch invaritńıho toru ve fázovém prostoru.

13Zp̊usob identiĄkace chaosu pomoćı této metody je sṕı̌se kvalitativńı, ale stejně jako IPR nám pomůže
identiĄkovat jednotlivé chaotické stavy.
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Obrázek 1.10: Ukázka Peresových mř́ıž́ı chaotických spinových systémů z práce (Sri-
vastava a Müller, 1990). V obou př́ıpadech se jedná o grafy energetické závislosti středńı
hodnoty časové středńı hodnoty magnetizace ⟨M z⟩T . Na levém gravu vid́ıme roztržeńı
śıtě, které odpov́ıdá tomu, že př́ıslušné středńı hodnoty byly poč́ıtány v chaotických sta-
vech. Na pravém grafu vid́ıme systém s jinou hodnotou parametru, kterým regulujeme
chaotičnost systému. Mezi oblastmi (a) a (b) vzniká nová lokálńı śıtŠ, což semiklasicky
odpov́ıdá vzniku nového invariatńıho toru na fázovém prostoru (př́ıpadně vniku nových
kvantových č́ısel, která ale nejsou dobrá globálně).
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Kapitola 2

Algebraický u(3) model

2.1 Vibronový model

Studovaným modelem v této práci je algebraický model molekulárńıch vibraćı. Byl
prezentován v článku (Iachello a Oss, 1996). Popis dvourozměrných molekulárńıch vibraćı
v rovině xy je postaven na operátorové algebře u(3). Operátory z této algebry lze sestavit
pomoćı dvou sad kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u ¶τ̂x, τ̂

†
x♢ a ¶τ̂ y, τ̂

†
y♢ a dodatečné sady

skalárńıch operátor̊u ¶σ̂, σ̂†♢. Bosony typu τ odpov́ıdaj́ı vibračńım excitaćım ve směrech
x a y, proto mluv́ıme o vibronovém modelu. Algebru u(3) je vhodné formulovat pomoćı
kruhových boson̊u

τ̂ †
± =

1√
2

(︂
τ̂ †

x ± iτ̂ †
y

)︂
, τ̂± =

1√
2

(τ̂x ∓ iτ̂ y) (2.1)

jako

n̂ =
(︂
τ̂ †

+τ̂+ + τ̂ †
−τ̂−

)︂
D̂+ =

√
2
(︂
τ̂ †

+σ̂ − σ̂†τ̂−

)︂

l̂ =
(︂
τ̂ †

+τ̂+ − τ̂ †
−τ̂−

)︂
D̂− =

√
2
(︂
−τ̂ †

−σ̂ + σ̂†τ̂+

)︂

Q̂+ =
√

2
(︂
τ̂ †

+τ̂−

)︂
R̂+ =

√
2
(︂
τ̂ †

+σ̂ + σ̂†τ̂−

)︂

Q̂− =
√

2
(︂
τ̂ †

−τ̂+

)︂
R̂− =

√
2
(︂
τ̂ †

−σ̂ + σ̂†τ̂+

)︂

n̂s =
(︂
σ̂†σ̂

)︂
.

(2.2)

Algebra u(3) obsahuje dva řetězce podalgeber

u(3) ⊃ u(2) ⊃ o(2) I. řetězec,

u(3) ⊃ o(3) ⊃ o(2) II. řetězec,

které jsou tvořeny operátory

u(2) =
{︂
n̂, l̂, Q̂+, Q̂−

}︂

o(3) =
{︂
D̂+, D̂−, l̂

}︂

o(2) = ¶l̂♢.

(2.3)

Model vibraćı je invariantńı v̊uči akci grupy O(2), což odpov́ıdá otočeńı molekuly ko-
lem osy z (viz obr. 2.1). Jako prostor stav̊u použijeme reprezentačńı prostor algebry u(3).
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Hamiltonián pak lze sestavit z Casimı́rových operátor̊u Ĉ podalgeber u(2) a o(3). Samo-
statně popisuj́ı členy v hamiltoniánu systémy invariantńı v̊uči větš́ım grupám SU(2), resp.
O(3), než je grupa symetríı fyzikálńıho problému. Autoři p̊uvodńıho článku představili
jednoparametrický hamiltonián

Ĥo = (1− ξ)Ĉ[u(2)]− ξ

(N − 1)
Ĉ[o(3)], (2.4)

kde parametr ξ udává geometrii molekuly s O(2) symetríı a N je celkový počet boson̊u,
tedy N̂ = n̂ + n̂σ. Ten se v systému zachovává. Hlavńı výhodou tohoto algebraického
modelu tak je, že pracujeme s Hilbertovým prostorem konečné dimenze. Operátory lze
reprezentovat pomoćı matic konečné dimenze. Přirozené je pak použ́ıt bázi, ve které budou
roli kvantových č́ısel hrát vlastńı hodnoty operátor̊u počtu částic. Elementy operátor̊u lze
určit čistě pomoćı komutačńıch relaćı.

z

x

y

(a) Řetězec I

z

x

y

(b) Řetězec II

Obrázek 2.1: Geometrie molekuly popsané řetězci podalgeber algebry u(3). Prvńımu
řetězci odpov́ıdá v hamiltoniánu Casimı́r̊uv operátor Ĉ[u(2)] a druhému operátor Ĉ[o(3)].

V d̊usledku symetrie komutuje operátor l̂ s hamiltoniánem

[Ĥo,l̂] = 0.

V systému se čtyřmi stupni volnosti tak najdeme dva nezávislé integrály pohybu, což
znamená, že se jedná o integrabilńı systém. Integrabilitu lze narušit např́ıklad interakćı
s elektromagnetickým polem. Interakci s polem ve směru osy x lze vyjádřit přidáńım
dipólového operátoru

D̂x =
1

2

(︂
D̂+ + D̂−

)︂
. (2.5)

Nový hamiltonián má tvar

Ĥ = (1− ξ)n̂− ξ

(N − 1)
Ŵ

2 − εD̂x, (2.6)

kde

Ŵ
2 ≡ 1

2

(︂
D̂+D̂− + D̂−D̂+

)︂
+ l̂

2

a parametr ε udává intenzitu elektrického pole. Jak už jsme zmı́nili, tento parametr je
zodpovědný za narušeńı O(2) symetrie modelu, integrability a vznik chaosu.
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Detailněji jsme se zavedeńı tohoto modelu věnovali v předchoźı práci (Novotný, 2020).
V ńı jsme provedli klasickou limitu (2.7) hamiltoniánu

Hcl =
1− ξ

2

⋃︁
⨄︁
∑︂

i=x,y

(︂
q2

i + p2
i

)︂
⋂︁
⋀︁− ξ

⋃︁
⨄︁
(︂
p2

x + p2
y

)︂
∏︁
∐︂2−

∑︂

i=x,y

(︂
q2

i + p2
i

)︂
⎞
ˆ︁

+ (pyqx − qypx)2
]︂
− ε

⋃︁
⨄︁py

√︄
2−

∑︂

i=x,y

(q2
i + p2

i )

⋂︁
⋀︁

(2.7)

a studovali chaos na čtyřdimenzionálńım fázovém prostoru se souřadnicemi

¶qx,qy,px,py♢.
Máme tak možnost porovnat indikátory kvantového chaosu s Lyapunovovým exponentem,
objemem chaotické části fázového prostoru a Poincarého řezy.

2.2 Bose-Einstein̊uv kondenzát

Před studiem kvantového chaosu v u(3) modelu uděláme menš́ı odbočku. Při stu-
diu vibronového modelu jsme zjistili, že jej lze převést na model, který popisuje Bose-
Einstein̊uv kondenzát boson̊u se spinem 1. Toto spojeńı nám v některých př́ıpadech
usnadńı interpretaci výsledk̊u a pomůže k nalezeńı dodatečné symetrie vibronového mo-
delu. Nejd̊uležitěǰśım d̊usledkem však je možnost experimentálńıho ověřeńı našich výsledk̊u
právě na experimentech s Bose-Einsteinovým kondenzátem.

V nedávném článku (Rautenberg a Gärttner, 2020) studovali jeho autoři chaos v mo-
delu Bose-Einsteinova kondenzátu (zkratka BEC1). Jedná se o tř́ıbosonový model, který
popisuje kondenzát boson̊u se spinem 1. Hamiltonián lze formulovat pomoćı tř́ı sad kreačńıch
a anihilačńıch operátor̊u, které př́ıslušej́ı jednotlivým projekćım spinu

¶â−1,â
†
−1♢,¶â0,â

†
0♢,¶â1,â

†
1♢.

Bez vněǰśı interakce je takový model integrabilńı. Autoři tak přidali poruchu v podobě
vněǰśıho magnetického pole. Hamiltonián kondenzátu s interakćı s vněǰśı poruchou má
podobu

ĤBEC =g
{︂(︂
â†

0â
†
0â1â−1 + â†

1â
†
−1â0â0

)︂
+ N̂0

(︂
N̂1 + N̂−1

)︂

+
1

2

(︂
N̂1 − N̂−1

)︂2
}︃

+ q
(︂
N̂1 + N̂−1

)︂

+
r√
2

{︂(︂
â†

1 + â†
−1

)︂
â0 + â†

0 (â1 + â−1)
}︂
,

(2.8)

kde N̂ i = â†
i âi je operátor počtu boson̊u s projekćı spinu i. Hamiltonián obsahuje tři

parametry g,q a r. Prvńı dva modeluj́ı samotný kondenzát, kde g je śıla s-interakce2 a
q odpov́ıdá kvadratickému Zeemanovu posuvu. Pro detaily odkazujeme na (Law a kol.,
1998). Parametr r souviśı s vněǰśım magnetickým polem. Pro r = 0 je systém necha-
otický. Při nenulové hodnotě již systém neńı integrabilńı. Parametr r tak hraje v BEC
modelu stejnou roli jako parametr ε ve vibronovém. Tento model dobře popisuje např́ıklad
kondenzát atomů rubidia 87Rb.

1Z anglického Bose-Einstein Condensate
2Anglicky s-wave interaction
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2.2.1 Vztah vibronového a BEC hamiltoniánu

IdentiĄkujeme-li vibronové a BEC sady kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u

¶τ̂−,σ̂,τ̂+♢ ↔ ¶â−1,â0,â1♢,

lze BEC hamiltonián (2.8) přepsat s pomoćı operátor̊u (2.2) algebry U(3) do tvaru

ĤBEC =
(︃
q − g

2

)︃
n̂+

g

2
Ŵ

2

R +
r√
2

(︂
R̂+ + R̂−

)︂
−gN, (2.9)

kde Casimı́rovým operátorem algebry o(3) je

Ŵ
2

R ≡
1

2

(︂
R̂+R̂− + R̂−R̂+

)︂
+ l̂

2
. (2.10)

Tento hamiltonián odpov́ıdá strukturou vibronovému hamiltoniánu (2.6) až na kon-
stantu −gN , která však jen posouvá spektrum a neprojev́ı se na dynamice. Ve vibronovém
hamiltoniánu je podalgebra o(3) reprezentována operátory

{︂
D̂+, D̂−, l̂

}︂
, zat́ımco v BEC

hamiltoniánu je použita reprezentace pomoćı operátor̊u R̂, které také tvoř́ı algebru o(3).
Pro odlǐseńı od algebry operátor̊u D̂ ji budeme označovat ō(3)

ō(3) =
{︂
R̂+, R̂−, l̂

}︂
. (2.11)

Můžeme pak př́ımo identiĄkovat jednotlivé parametry obou model̊u.

q − g

2
= (1− ξ), g

2
=

ξ

1−N ,
r√
2

= −ε
2

(2.12)

Volný vibronový hamiltonián (2.4) obsahuje jen jediný parametr ξ, zat́ımco volný BEC
hamiltonián má dva parametry q a p. Předchoźı vztah tak dává dodatečnou podmı́nku
na kombinaci q a p, pokud bychom je chtěli vyjádřit pomoćı ξ. BEC model lze z pohledu
parametr̊u chápat jen jako zobecněńı vibronového.

Otázkou je, jaký vliv má volba reprezentace podalgebry o(3) na spektrum a vlastńı
vektory př́ıslušného hamiltoniánu? Pro vibronový a BEC hamiltonián se stejnými para-
metry plat́ı:

• Oba hamiltoniány maj́ı stejné spektrum.

• Oba maj́ı dodatečnou diskrétńı symetrii, d́ıky které je lze blokově diagonalizovat do
dvou blok̊u. Obě báze, ve kterých jsou blokově diagonálńı, obsahuj́ı stejné vektory.
Lǐśı se však jejich pořad́ım. Komponenty vlastńıch vektor̊u vibronového a BEC ha-
miltoniánu př́ıslušej́ıćı stejné energii ve zvolené bázi se v absolutńı hodnotě rovnaj́ı.
V př́ıpadě volného hamiltoniánu se tato symetrie projev́ı dublety ve spektru.

Vibronový a BEC hamiltonián tak popisuj́ı stejný systém, ale vyjádřený v

jiné bázi. Souhrnně tak můžeme mluvit o u(3) hamiltoniánu. Odvozeńı těchto tvrzeńı
uvád́ıme v apendixu A.
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2.3 Chaos v u(3) modelu

Indikátory kvantového chaosu, které jsme zavedli v předchoźı kapitole, nyńı použijeme
pro studium u(3) hamiltoniánu (2.6).

Chaos je indukován poruchou s parametrem ε. Pro ε = 0 máme regulárńı integrabilńı
systém se zachovávaj́ıćı se veličinou l̂. Nar̊ustaj́ıćım ε je regularita narušena. Tomu od-
pov́ıdá chováńı NNSD v grafech na obrázku 2.2. Pro nenulové hodnoty poruchy zač́ıná
NNSD rozděleńı přecházet na Wignerovo-Dysonovo. Ve všech př́ıpadech ale neńı systém
plně chaotický, což poznáme z hodnoty Brodyho parametru.

(a) ε = 0,0 (b) ε = 0,2

(c) ε = 0,4 (d) ε = 0,8

Obrázek 2.2: Grafy histogramů NNSD vibronového hamiltoniánu s ξ = 0.4 pro r̊uzné hod-
noty parametru ε. Rozděleńı NNSD byla naĄtována Brodyho funkćı (1.15). Př́ıslušné Bro-
dyho parametry β i s chybou Ątu jsou uvedeny v grafech. Vyznačeno je také Wignerovo-
Dysonovo rozděleńı, které odpov́ıdá krajńı hodnotě β = 1. Výsledky jsou pro spektrum
z prvńıho ze dvou invariantńıch podprostor̊u, daných dodatečnou diskrétńı symetríı u(3)
hamiltoniánu, s dimenźı 2601. Celkový počet boson̊u je N = 100, tedy dimenze celého
Hilbertova prostoru je 5151.
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Obrázek 2.3: Spektrum neporušeného (ε = 0) vibronového
hamiltoniánu v závislosti na parametru ξ. V krajńıch hod-
notách má systém dodatečnou symetrii, což se projevuje
zvýšenou degeneraćı hladin. Dimenze Hilbertova prostoru
je 28, tedy N = 6.

Z graf̊u vid́ıme, že závislost
chaotičnosti na parametru ε
neńı př́ımočará. Tedy r̊ust in-
tenzity poruchy obecně ne-
znamená nár̊ust Brodyho pa-
rametru. Můžeme se pod́ıvat
na závislost chaotičnosti sys-
tému na kombinaci para-
metr̊u ε a ξ. Ta je na
obrázku 2.4. Vid́ıme, že v pa-
rametrickém prostoru exis-
tuje hlavńı oblast (b), ve
které je systém převážně
chaotický. Dle semiklasické
představy by to zname-
nalo, že většina fázového
prostoru je zaplněna chao-
tickými oblastmi. Oblasti (a)
sice také vykazuj́ı vysokou
hodnotu Brodyho parame-
tru, ale v tomto př́ıpadě se
jedná naopak o regulárńı systém. Pro krajńı hodnoty ξ = 0 a ξ = 1 obsahuje spektrum
dodatečné degenerace a jednotlivé hladiny jsou korelované podobně jako u harmonického
oscilátoru (obr. 2.3). Je to přesně př́ıpad integrabilńıho spektra, které nemá poissonovské
rozděleńı NNS.

Porovnáme výsledky se spektrálńı statistikou ⟨r̃⟩. Uvedené hodnoty byly normali-
zovány tak, aby krajńı př́ıpady odpov́ıdaly WD, resp. poissonovskému spektru

⟨r̃⟩ =
⟨r̃⟩ − ⟨r̃⟩Poisson

⟨r̃⟩WD − ⟨r̃⟩Poisson

. (2.13)

Závislost ⟨r̃⟩je znázorněna na obrázku 2.5. Ten ukazuje podobné chováńı jako v př́ıpadě
NNSD.

Takto jsme źıskali představu o chaotičnosti systémů v závislosti na parametrech ha-
miltoniánu. V semiklasické představě to přibližně odpov́ıdá informaci o pod́ılu fázového
prostoru zaplněného chaotickými oblastmi. Dále se budeme zaj́ımat o to, jaký vliv na
chaos ve vibronovém systému má energie. Použijeme-li opět semiklasickou představu,
zaj́ımá nás, jestli na dané energetické nadploše najdeme chaotické oblasti. Vhodným in-
dikátorem je v tomto př́ıpadě delokalizace vlastńıch vektor̊u IPR. Rozplýváńı vektor̊u
ve zvolené bázi budeme normovat faktorem D/3, kde D je dimenze př́ıslušného invari-
antńıho podprostoru tak, aby krajńı př́ıpady 3/D ≈ 0 a 1 odpov́ıdaly vlastńımu vektoru
báze (maximálńı lokalizace) a náhodnému vektoru (úplná delokalizace).

η(v) =
3

D
η(v). (2.14)

Na obrázku 2.6 je ukázka energetické závislosti IPR.
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Obrázek 2.4: Graf závislosti Brodyho parametru β (barevná škála) na kombinaci para-
metr̊u ξ a ε. V grafu pozorujeme dva typy oblast́ı (a) a (b) s výrazně vyšš́ı hodnotou β.
Oblasti typu (a) odpov́ıdaj́ı nechaotickým př́ıpad̊um, kdy se ve spektru vyskytuje velké
množstv́ı degeneraćı a Brodyho funkćı neńı možné NNSD dobře naĄtovat. Oblast (b)
odpov́ıdá př́ıpad̊um, kdy je systém převážně chaotický. Brodyho parametr byl určen Ą-
továńım spekter z obou invariantńıch podprostor̊u. Uveden je pak jeho pr̊uměr. Dimenze
Hilbertova prostoru je 5151, což odpov́ıdá celkovému počtu N = 100 boson̊u.

Obrázek 2.5: Graf závislosti ⟨r̃⟩ parametru (barevná škála) na kombinaci parametr̊u ξ a
ε. V grafu pozorujeme dva typy oblast́ı (a) a (b) s výrazně vyšš́ı hodnotou β. Oblasti
typu (a) odpov́ıdaj́ı nechaotickým př́ıpad̊um, kdy se ve spektru vyskytuje velké množstv́ı
bĺızkých hladin zp̊usobené p̊uvodńı dodatečnou symetríı pro krajńı hodnoty ξ. Oblast (b)
odpov́ıdá př́ıpad̊um, kdy je systém převážně chaotický. ⟨r̃⟩ byl určen ze spekter z obou
invariantńıch podprostor̊u. Uveden je pak jeho pr̊uměr. Dimenze Hilbertova prostoru je
5151, což odpov́ıdá celkovému počtu N = 100 boson̊u.

33



(a) ξ = 0,2 (b) ξ = 0,4

(c) ξ = 0,6 (d) ξ = 0,8

Obrázek 2.6: Grafy IPR vlastńıch vektor̊u vibronového hamiltoniánu s ε = 0.4 pro r̊uzné
hodnoty parametru ξ. Poč́ıtána je delokalizace v bázi ♣Nnl⟩. Hodnoty jsou normovány tak,
aby η(v) ≈ 0 odpov́ıdalo bázovému vektoru a η(v) = 1 byl náhodný vektor. Výsledky
jsou pro vektory z prvńıho invariantńıho podprostoru s dimenźı D = 2601. Celkový počet
boson̊u je N = 100, tedy dimenze celého Hilbertova prostoru je 5151.

Kvantový chaos se projevuje nejen delokalizaćı vektor̊u v podobě vysokého IPR, ale také
rozbit́ım struktur. To pozorujeme právě v maximech uvedených graf̊u. Dı́ky klasické li-
mitě můžeme pr̊uběh IPR porovnat s pod́ılem objemu chaotických oblast́ı na jednotlivých
energetických nadplochách. Ukázka je na obrázku 2.8. V oblastech, kde je klasický fázový
prostor plně chaotický, pozorujeme nár̊ust IPR nebo stlačeńı jednotlivých bod̊u, kdy η
se chová jako hladká funkce energie. Pravidelně uspořádané body s ńızkým IPR, které
vybočuj́ı (shluk bod̊u v grafu za energíı E = 0.25), odrážej́ı regulárńı chováńı systému a
v semiklasické představě odpov́ıdaj́ı regulárńım oblastem na energetických nadplochách
(ukázka plně regulárńıho systému na obrázku 2.7).

Pro dané intenzity poruchy ε jsme napoč́ıtali energetickou závislost IPR. Ukázky jsou
na obrázku 2.9. Oblasti s nejvyšš́ımi hodnotami IPR jsou v souladu s výsledky NNSD
(obr. 2.4) a ⟨r̃⟩(obr. 2.5). Obt́ıžné je však klasiĄkovat hraničńı oblasti, kde by mělo doj́ıt
k přechodu od regularity k chaosu. Zde slouž́ı indikátory sṕı̌se ke kvalitativńı identiĄkaci.

Využijeme klasické limity a pod́ıváme se pomoćı Poincarého řez̊u př́ımo na fázový pro-
stor. Na obrázku 2.10 je graf IPR v závislosti na energii a parametr ξ s pevnou hodnotou
poruchy ε. Podél oblasti s vysokou hodnotou delokalizace vlastńıch stav̊u jsme vybrali
pár bod̊u, ve kterých jsme napoč́ıtali Poncarého řezy klasickým fázovým prostorem ((a)
až (h)). Regulárńı oblasti (vyplněné černými křivkami) jsou postupně nahrazovány chao-
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Obrázek 2.7: Energetická závislost IPR pro regulárńı systém ξ = 0,4, ε = 0. Vid́ıme
pravidelné uspořádáńı bod̊u a ńızké hodnoty IPR. Výsledky jsou pro vektory z prvńıho
invariantńıho podprostoru s dimenźı D = 2601. Celkový počet boson̊u je N = 100, tedy
dimenze celého Hilbertova prostoru je 5151.

Obrázek 2.8: Porovnáńı energetické závislosti IPR vlastńıch stav̊u systému s parame-
try ξ = 0,4 a ε = 0,4 z grafu 2.6 s klasickým Lyapunovovým exponentem a pod́ılem
chaotických oblast́ı na klasickém fázovém prostoru. V oblastech spektra, kdy je klasický
fázový prostor plně chaotický, vid́ıme vysoké hodnoty IPR a téměř hladkou závislost η
na energii. Nad energíı E = 0,25 vznikaj́ı na fázovém prostoru opět regulárńı struktury.
To se projevuje v kvantovém př́ıpadě stavy s ńızkým IPR, které tvoř́ı v grafu pravidelnou
strukturu.
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tickými (vyplněné barevnými body; barva znač́ı hodnotu Lyapunovova exponentu). Opět
vid́ıme kvalitativńı shodu. Muśıme být však opatrńı u vyhodnocováńı přechodových ob-
last́ı, na kterých je systém málo chaotický. Dle grafu IPR bychom mohli očekávat, že v
grafu (a) uvid́ıme podobně chaotický systém jako v (d) nebo (f). Klasicky je však (a) téměř
regulárńı, (d) obsahuje chaotické i regulárńı oblasti a (f) je téměř plně chaotický. Rozd́ıl
mezi (a) a (f) ale zachytily obě spektrálńı statistiky, podle kterých by fázový prostor s
parametry pro (a) měl narozd́ıl od (f) mı́t malý pod́ıl chaotických oblast́ı.

Nyńı již máme představu o tom, kdy je studovaný model chaotický. V daľśı kapitole
budeme studovat chováńı r̊uznočasových korelátor̊u v regulárńıch a chaotických režimech.

(a) ε = 0,2 (b) ε = 0,4

(c) ε = 0,6 (d) ε = 0,8

Obrázek 2.9: Grafy závislosti IPR (barevná škála) vlastńıch vektor̊u vibronového hamil-
toniánu na energii a parametru ξ. Uvedeny jsou př́ıklady pro r̊uzné hodnoty intenzity
poruchy ε. Původně diskrétńı hodnoty spektra jsou uvedeny po vystředováńı přes ener-
getické intervaly dané velikosti. Výsledky jsou pro vektory z prvńıho invariantńıho pod-
prostoru s dimenźı D = 2601. Celkový počet boson̊u je N = 100, tedy dimenze celého
Hilbertova prostoru je 5151.
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f) (g) (h)

Obrázek 2.10: Grafy závislosti IPR vlastńıch vektor̊u vibronového hamiltoniánu na energii
a parametru ξ pro ε = 0,4. Pro vybrané body byly napoč́ıtány Poincarého řezy x = 0
klasickým fázovým prostorem s hamiltoniánem (2.7). Barva bod̊u odpov́ıdá Lyapunovovu
exponentu na škále ⟨0,0.2⟩ (černá - modrá - Ąalová - oranžová - žlutá).
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Kapitola 3

Různočasové korelátory

Různočasové korelátory se ukázaly být velmi dobrým nástrojem pro studium cha-
osu v kvantových systémech. Obecně vystihuj́ı, jak se p̊uvodně lokalizovaná informace
rozprost́ırá pomoćı interakce do jednotlivých stupň̊u volnosti systému1 (Swingle, 2018).
Nejjednodušš́ım př́ıkladem může být řet́ızek spin̊u. Převrát́ıme-li orientaci jednoho spinu,
v závislosti na interakci mezi spiny se informace o této změně rozš́ı̌ŕı podél celého řet́ızku.
Malá lokalizovaná porucha může být v pr̊uběhu evoluce výrazně ześılena. To je analogické
exponenciálńı citlivosti klasicky chaotických systémů. Tam porovnáváme vzájemné vzda-
lováńı stav̊u, zat́ımco v kvantovém př́ıpadě studujeme rozpad korelace mezi operátory v
r̊uzných časech. Mı́seńı informace tak úzce souviśı s kvantovým chaosem a lze jej chápat
jako mechanismus odpovědný za termalizaci kvantových systémů.

Různočasovým operátorem, neboli OTOCem2 budeme chápat záporně vzatou druhou
mocninu komutátoru pozorovatelných Â a B̂, kterou vystředujeme přes daný stav ♣ψ⟩

C(t) = ⟨ψ♣ Ĉ(t) ♣ψ⟩ = −⟨ψ♣ [Â(t),B̂(0)]2 ♣ψ⟩ = ⟨ψ♣ [Â(t),B̂(0)]†[Â(t),B̂(0)] ♣ψ⟩ . (3.1)

Celý výraz lze také přepsat jako součin komutátoru se svým hermitovským sdružeńım. Ko-
mutátor dvou hermitovských operátor̊u je antihermitovský. Ve výrazu (3.1) se vyskytuje
mı́nus a součin uvažujeme s hermitovským sdružeńım, aby Ĉ(t) byl hermitovský.

Je-li stav, přes který středujeme, vlastńım stavem hamiltoniánu ♣ψ⟩ = ♣Ei⟩, mluv́ıme
o mikrokanonických OTOĆıch. V literatuře se můžeme setkat s označeńım mOTOCy.
Dále budeme pracovat převážně s nimi a budeme o nich mluvit dále jako o OTOĆıch.
Uvažuj́ı se rovněž termálńı OTOCy (středováńı operátoru Ĉ se provád́ı přes termálńı
stavy na dané teplotě), které zmı́ńıme na konci této kapitoly, nebo OTOCy pro zcela
obecné (např. koherentńı) stavy.

Operátory Â a B̂ bereme v Heisenbergově obraze. Mı́sto stav̊u tak vyv́ıj́ıme operátory.
Jejich časová závislost je dána tradičńım vztahem

Â(t) = e
i
ℏ

tĤÂe− i
ℏ

tĤ . (3.2)

Podstatné je právě to, že v komutátoru bereme operátory v r̊uzných časech. OTOC nám
ř́ıká, jak se operátor Â časovým vývojem změnil. A tuto změnu

Ť
měř́ımeŞ operátorem B̂.

1Anglicky se toto mı́cháńı informace v kvantovém systému nazývá quantum scrambling.
2Z anglického Out-of-Time-Order Correlator.
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V komutátoru je člen Â(t)B̂, kde měř́ıme operátorem B̂ před evolućı, a druhý člen B̂Â(t)
s měřeńım po evoluci.

Časový pr̊uběh obecného OTOCu lze rozdělit na krátkočasové chováńı a asymptotické
chováńı v dlouhých časech. V krátkých časech docháźı k mı́cháńı informace mezi stupni
volnosti kvantového systému. V kontextu operátorového vývoje mluv́ıme o operátorovém

rozplýváńı3. Ten se typicky projevuje nár̊ustem OTOCu, jehož rychlost charakterizuje
rychlost mı́cháńı informace v systému. U regulárńıch kvantových systémů pozorujeme
nejvýše polynomiálńı nár̊ust OTOCů v čase, zat́ımco u kvantových systémů s chaotickou
klasickou limitou roste OTOC exponenciálně rychle. Zaj́ımavé je, že exponent je úměrný
hodnotě klasického Lyapunovova exponentu λ

C(t) ∼ e2λt. (3.3)

Pomoćı OTOCů lze rychlost š́ı̌reńı informace měřit i v systémech bez klasické limity.
Těmi jsou např́ıklad spinové systémy (Riddell a S⌀rensen, 2019) a kvantové poč́ıtače
(Mi a kol., 2021). Exponenciálńı nár̊ust OTOCů v kvantově chaotických systémech neńı
univerzálńı. U některých spinových model̊u(Fortes a kol., 2019) docháźı k polynomiálńımu
nár̊ustu a ve speciálńıch př́ıpadech jen k lineárńımu.

Tento interval krátkých čas̊u je omezen takzvaným Ehrenfestovým časem τE. Pro
v́ıcečásticové systémy s konečnou velikost́ı je deĄnován jako

τE =
1

λ
log(N), (3.4)

kde N je počet částic a λ je zmı́něný klasický Lyapunov̊uv exponent. Inverzńı počet
částic hraje ve v́ıcečásticových systémech roli efektivńı Planckovy konstanty (převrácená
velikost systému). Obecně by tak ve vztahu bylo log(1/ℏeff). Do tohoto času se p̊uvodně
lokalizovaný kvantový stav chová téměř klasicky, tedy časový pr̊uběh středńıch hodnot
v daném stavu odpov́ıdá přibližně pr̊uběhu těch klasických.

Po Ehrenfestově čase docháźı k saturaci hodnoty OTOCu. V dlouhých časech pozoru-
jeme aperiodické oscilace kolem asymptotické středńı hodnoty (Fortes a kol., 2019).

V daľśıch sekćıch nejprve uvedeme vysvětleńı krátkočasového chováńı OTOCů a jejich
následné saturace. V závěru se budeme věnovat právě asymptotickým oscilaćım OTOCů
a ukážeme, jak souvisej́ı s chaosem.

3.1 Krátkočasové chováńı a saturace

S pochopeńım některých vlastnost́ı OTOCů nám pomůže korespondence mezi Poisso-
novými závorkami (1.1) a komutátorem

¶A,B♢ ←→ iℏ[Â,B̂],

kde A a B jsou funkce na fázovém prostoru a Â a B̂ jsou př́ıslušné operátory na Hilbertově
prostoru. Spojitost mezi Lyapunovovým exponentem a Poissonovými závorkami najdeme
pomoćı Hessovy matice Hamiltoniánu. Ta totiž udává, jak se vzdaluj́ı bĺızké trajektorie
podél hamiltonovského toku.

3Anglický termı́n je operator spreading.
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3.1.1 Klasický př́ıstup

VratŠme se na chv́ıli na fázový prostor. Na něm uvažujeme bod x(t) na trajektorii γ a
bod x(t) + δx z jeho okoĺı na trajektorii γ′. Vektor δx je z tečného prostoru v bodě x(t).
Z bodu x(t) se posuneme podél trajektorie a otázkou je, jak se podél hamiltonovského
toku zdeformuje tečný prostor, tedy jak se vzdáĺı bĺızké trajektorie. Změna obecného
tečného vektoru δx v bodě x(t) podél hamiltonovského toku je dána součinem vektoru s
matićı druhých derivaćı hamiltoniánu ∇2H (Hessova matice)

∇2Hij(t) =
∂2H

∂xi∂xj

\︄\︄\︄\︄\︄
x=x(t)

a symplektickou formou ω

ω =

(︄
0 1f×f

−1f×f 0

)︄
,

tedy
δẋ(t) = ω · ∇2H(t) · δx(t). (3.5)

Chaotické trajektorie jsou charakteristické svým exponenciálńım vzdalováńım. Až na
množinu mı́ry nula se vektory z tečných prostor̊u na chaotických trajektoríıch v čase
exponenciálně zvětšuj́ı

\︄\︄\︄δx(t)
\︄\︄\︄ =

\︄\︄\︄\︄\︄

∫︂ t

0
dτδẋ(τ)

\︄\︄\︄\︄\︄ ∼ eλt (3.6)

kde λ je Lyapunov̊uv exponent. Jeho hodnota podél trajektorie měńı. V naprosté většině
př́ıpad̊u se tak uvažuje jeho asymptotická hodnota (viz (Skokos, 2010)).

Matice druhých derivaćı hamiltoniánu udává lyapunovovské rozṕınáńı elementu fázového
prostoru podél toku. Jej́ı maticové elementy lze spoč́ıtat z Poissonových závorek souřadnic
v r̊uzných časech. DeĄnuje-li Poissonovy závorky dvou vektorových funkćı X(q,p) a
Y(q,p) na fázovém prostoru jako matici s elementy

¶X,Y♢ij ≡ ¶Xi,Yj♢, (3.7)

pak plat́ı ∮︂(︄
q(t)
p(t)

)︄
,

(︄
p(0)
q(0)

)︄⨀︁
=
∫︂ t

0
ω · ∇2H(τ)dτ. (3.8)

Časová závislost znamená, že obě strany vyč́ıslujeme podél dané trajektorie γ paramet-
rizované časem t, resp. τ . Jedná se o jednoduchý d̊usledek deĄnice Poissonových závorek
a tvaru pohybových rovnic. Pro konkrétńı souřadnici q a k ńı kanonicky sdruženou p lze
výraz rozepsat na

¶q(t), p(0)♢ =
∫︂ t

0

∂

∂q
¶q,H♢

\︄\︄\︄\︄\︄
τ

dτ =
∫︂ t

0

∂2H

∂q∂p

\︄\︄\︄\︄\︄
τ

dτ =
∂q(t)

∂q(0)
.

Na chaotické trajektorii můžeme předpokládat
\︄\︄\︄\︄\︄
∂q(t)

∂q(0)

\︄\︄\︄\︄\︄ ∼ eλt =⇒ ♣¶q(t), p(0)♢♣ ∼ eλt. (3.9)

Ve výrazu, který by měl odpov́ıdat OTOCům, se na mı́sto absolutńı hodnoty použ́ıvá
kvadrát Poissonových závorek. Proto je exponent r̊ustu OTOCů 2λ.
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3.1.2 Semiklasický př́ıstup

Klasická obdoba OTOCů na chaotických trajektoríıch vykazuje exponenciálńı r̊ust
s Lyapunovovým exponentem. Spojeńı s kvantovou mechanikou můžeme źıskat pomoćı
Wignerovy kvazipravděpodobnostńı distribuce a formulace kvantové mechaniky na fázovém
prostoru. Źıskáme tak rozvoj OTOCu v mocninách ℏ, kdy vedoućım členem budou výrazy
typu (3.9).

My jen stručně uvedeme část výsledk̊u z článku (Cotler a kol., 2018). Ve formulaci
kvantové mechaniky na fázovém prostoru Ω je kvantový systém popsán Wignerovou dis-
tribućı ρ

ρ(q,p, t) ≡ 1

(πℏ)f

∫︂

Ω
dq′ ⟨q + q′♣ ρ̂(t) ♣q − q′⟩ e−2ip·q′/ℏ, (3.10)

kde ρ̂(t) je operátor matice hustoty systému. Stav kvantového systému je pak popsán
kvazipravděpodobnostńı distribućı ρ, která může nabývat záporných hodnot na oblastech
fázového prostoru s rozměry řádu ℏ. V klasické limitě ℏ→ 0 přecháźı v pravděpodobnostńı
hustotu splňuj́ıćı klasické pohybové rovnice.

Stejným zp̊usobem můžeme obecný operátor Â převést na funkci A na fázovém pro-
storu. Nekomutativita operátor̊u je převedena na nekomutativńı součin funkćı

A(q,p) ⋆ B(q,p) ≡ A(q,p) exp

[︄
iℏ

2

(︂←−
∂ q ·
−→
∂ p −

←−
∂ p ·

−→
∂ q

)︂⟨︂
B(q,p). (3.11)

Ten bývá nazýván Moyalovým součinem. OTOC v tomto formalismu zaṕı̌seme pomoćı
Moyalových závorek

¶¶A,B♢♢ ≡ 1

iℏ
(A ⋆ B −B ⋆ A) = ¶A,B♢+O

(︂
ℏ

2
)︂
. (3.12)

OTOC pro operátory polohy q̂i a hybnosti p̂j lze psát pomoćı funkćı Qi a Pj na fázovém
prostoru

− 1

ℏ2

[︂
q̂i(t), p̂j(0)

]︂2 ↦→ ¶¶Qi(q,p, t), Pj(q,p, 0)♢♢⋆2 . (3.13)

Autoři článku uváděj́ı výsledek pro obecnou dimenzi fázového prostoru. Podstatné je, že
vedoućı člen vykazuje chováńı jako (3.9). Pro jeden stupeň volnosti je chováńı nejnázorněǰśı

¶¶Q(q,p, t), P (q,p, 0)♢♢⋆2 =

(︄
∂Q(t)

∂q(0)

)︄2

+O
(︂
ℏ

2
)︂

=

(︄
∂q(t)

∂q(0)

)︄2

+O
(︂
ℏ

2
)︂
,

kde q(t) je řešeńı klasických Hamiltonových rovnic.
Různočasové korelátory libovolné kombinace operátor̊u poloh a hybnost́ı (dle (3.8)) tak

v nultém řádu rozvoje podle Planckovy konstanty zachycuj́ı citlivost klasického systému
na změnu počátečńıch podmı́nek. U chaotické trajektorie bychom v klasickém př́ıpadě
pozorovali exponenciálńı nár̊ust v každém čase. V kvantovém př́ıpadě však docháźı k sa-
turaci OTOCů za Ehrenfestovým časem a jejich daľśı r̊ust již nepozorujeme. Tato saturace
se zdá být čistě kvantovým jevem.
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Za saturaci OTOCů po Ehrenfestově čase je zodpovědný kvantový jev interference.
V těchto časech selhává semiklasický př́ıstup. V posledńı době byla snaha vysvětlit satu-
race ve v́ıcečásticových systémech pomoćı formalismu dráhového integrálu (Rammensee
a kol., 2018). Pokuśıme se alespoň nast́ınit, proč má časový pr̊uběh OTOCu kolem Ehren-
festova času singularitu (viz (Rozenbaum a kol., 2017)) a zásadně se měńı jeho chováńı.

Představme si, že OTOC měř́ıme ve stavu, kterému odpov́ıdá dobře lokalizované
Wignerovo rozděleńı v podobě baĺıku na fázovém prostoru. V krátkých časech evoluce
se stále jedná o pomalu se rozplývaj́ıćı, ale dobře lokalizovaný baĺık. Kvantové středńı
hodnoty se podobaj́ı těm klasickým. Fázový prostor je ale konečný, takže po určitém
čase se dostane zpět do oblast́ı, kde již byl a začne interferovat sám se sebou. Postupně
se delokalizuje na dostupné oblasti fázového prostoru. Klasické chováńı je tak potlačeno
na úkor interference a kvantového provázáńı.

T́ım se dostáváme k závislosti OTOCů na zvoleném stavu, přes který je středujeme.
Krátkočasové chováńı OTOCů budeme pozorovat jen ve stavech, které jsou daleko od
termalizace. Přechod do asymptotického termalizovaného stavu, zp̊usobený postupným
rozplýváńım informace mezi jednotlivé stupně volnosti, přesně koresponduje s krátkočasovým
chováńım OTOCů. U termalizovaných stav̊u tak tento nár̊ust nepozorujeme. Vlivu počátečńıho
stavu v obecných r̊uznočasových korelátorech se věnuj́ı autoři článku (Pappalardi a kol.,
2020). Podrobně se také zabývaj́ı volbou operátor̊u do OTOCů.

Zat́ım jsme pracovali jen s OTOCy souřadnic a hybnost́ı. Podobné chováńı však vyka-
zuj́ı i OTOCy operátor̊u obecných pozorovatelných. Často je možné experimentálně měřit
OTOCy pozorovatelných, které nemaj́ı význam souřadnic na fázovém prostoru. Ve spi-
nových modelech jsou pak často brány komutátory spinových operátor̊u.

I v této práci se zaměř́ıme na OTOCy obecných operátor̊u. V apendixu B uvád́ıme
odvozeńı klasického analogu OTOCů pro dvě obecné funkce na fázovém prostoru. Ta-
kový výraz již neobsahuje jen citlivost systému na změnu počátečńıch podmı́nek, ale také
časovou závislost zvolených pozorovatelných na dané trajektorii.

3.1.3 Termálńı OTOCy

Pro měřeńı rozplýváńı informace v kvantových systémech při dané teplotě se použ́ıvaj́ı
termálńı OTOCy. Jedná se o stejný operátor jako ve vztahu (3.1), který však středujeme
přes termálńı stav na teplotě T

CT (t) = −⟨[Â(t),B̂(0)]2⟩, ⟨•⟩ =
1

Tr¶e−βĤ♢
,Tr¶e−βĤ •♢ (3.14)

kde β = T−1. OTOC při nekonečné teplotě je tak jen stopou operátoru

C∞(t) =
1

D
Tr¶−[Â(t),B̂(0)]2♢, (3.15)

kde D je dimenze př́ıslušného Hilbertova prostoru.
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Pro deĄnici kvantového chaosu a termalizace lze použ́ıt rozpad korelace v OTOĆıch.
V plně chaotických systémech dosahuj́ı OTOCy ve velkých časech, kdy docháźı k terma-
lizaci, hodnot řádu

CT (ttermalizace) ∼ 2⟨A2⟩⟨B2⟩ (3.16)

nezávisle na volbě operátor̊u (Akutagawa a kol., 2020).
Existuje také domněnka (Maldacena a kol., 2016), že počátečńı exponenciálńı r̊ust

termálńıch OTOCů nemůže překročit rychlost s exponentem

λmax = 2πkB
T

ℏ
, (3.17)

kde kB je Boltazmanova konstanta. Rychlost r̊ustu termálńıch OTOCů lze použ́ıt jako
analog klasického Lyapunovova exponentu, nebotŠ nám dovoluje popisovat rychlost mı́seńı
informace i v systémech bez klasické limity. Můžeme tak porovnávat rychlost mı́seńı
např́ıklad ve spinových systémech a černých d́ırách. Černé d́ıry by podle daľśı domněnky
(Sekino a Susskind, 2008) měly být systémy s nejvyšš́ı rychlost́ı mı́seńı informace (terma-
lizace) v př́ırodě.
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Kapitola 4

OTOCy v u(3) modelu

V této sekci prezentujeme výsledky OTOCů v u(3) modelu. V prvńı části se zaměř́ıme
na krátkočasové chováńı mikrokanonických a termálńıch OTOCů v závislosti na poruše
a také volbě operátor̊u. Ve druhé části se budeme zabývat asymptotickým chováńım
OTOCů. Jedńım z hlavńıch výsledk̊u této práce je domněnka o tom, že relativńı osci-
lace OTOCů v asymptotických časech nesou podobnou informaci o chaosu v systému
jako počátečńı nár̊ust OTOCů. Tu podpoř́ıme numerickými výsledky.

4.1 Krátké časy a volba operátor̊u

I v př́ıpadě u(3) modelu pozorujeme u mikrokanonických OTOCů počátečńı expo-
nenciálńı nár̊ust v závislosti na energii, parametru ξ a poruše ε. Výsledky jsou v dobré
shodě s chováńım indikátor̊u chaosu z druhé kapitoly.

Na obrázku 4.1 jsou uvedeny časové pr̊uběhy mikrokanonických OTOCů operátoru
D̂x. Parametry modelu ε = 0,4 a ξ = 0,4 byly voleny tak, aby by byl model dle in-
dikátor̊u chaosu z druhé kapitoly (viz obr. 2.4 a 2.5) chaotický. Na obrázku 4.1a vid́ıme,
že OTOCy kolem energie E ≈ 0,3 vykazuj́ı nejprve exponenciálńı nár̊ust a následnou
saturaci. Exponenciálńı nár̊ust pozorujeme ve stavech s vyšš́ım IPR (graf 2.6) kolem hod-
noty energie E ≈ 0,3. Nejlépe je rozd́ıl v nár̊ustu patrný na detailu z obrázku 4.1b, kde
jsou hodnoty uvedeny logaritmicky. Exponenciálńımu nár̊ustu tu odpov́ıdá př́ımka. Detail
hladiny E = 0,3 je na obrázku 4.2. NaĄtovaná hodnota exponentu λ

.
= 0,21 dle vztahu

(3.3) dobře odpov́ıdá klasickému Lyapunovovu exponentu λcl
.
= 0,21 chaotických oblast́ı

na dané energetické nadploše.
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(a) OTOC −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩

(b) Detail krátkých čas̊u

Obrázek 4.1: Časový pr̊uběh mikrokanonických OTOCů C(t) = −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ v u(3)
modelu s parametry ε = 0,4, ξ = 0,4 a N = 50. Energie jsou voleny podél celého spektra.
Na obrázku (b) je uveden detail nár̊ustu OTOCů v krátkých časech. Hodnoty jsou uvedeny
logaritmicky (přirozený logaritmus), takže exponenciálńımu nár̊ustu odpov́ıdá př́ımka.
Původńı numerická data byla zhlazena. Každý bod odpov́ıdá pr̊uměru hodnot z deseti
sousedńıch bod̊u.

Obrázek 4.2: Fit exponenciálńıho nár̊ustu OTOCu C(t) = −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ z grafu 4.1b.
Jedná se o 750. hladinu spektra s energíı E

.
= 0,260. Vybraná oblast exponenciálńıho

nár̊ustu byla naĄtována dle vztahu (3.3). Ten v logaritmickém měř́ıtku odpov́ıdá rovnici
př́ımky. Hodnota exponentu 2λ byla určena Ątem na λ

.
= 0,21. Tato hodnota velmi dobře

odpov́ıdá hodnotě klasického Lyapunovova exponentu λcl
.
= 0,21 určeného z chaotických

oblast́ı na dané energetické nadploše.

Počátečńı nár̊ust mikrokanonických OTOCů C(t) = −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ modelu s pa-
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rametry ε = 0,4 a ξ = 0,4 jsme na všech energíıch naĄtovali a určili exponenty 2λ.
Ty výborně odpov́ıdaj́ı hodnotám klasického Lyapunovova exponentu (źıskané metodou
z předchoźı práce (Novotný, 2020). Numerické výsledky jsou tak v souladu se semikla-
sickou představou danou vztahem (3.9). Operátor D̂x lze totiž přibližně identiĄkovat s
operátorem kanonické souřadnice na klasickém fázovém prostoru (viz apendix A).

Obrázek 4.3: Graf porovnáńı exponentu λ počátečńıho r̊ustu mikrokanonických OTOCů
s klasickým Lyapunovovým exponentem na dané energii. Hodnoty exponentu 2λ jsme
źıskali naĄtováńım časových pr̊uběh̊u OTOCů C(t) = −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ modelu s para-
metry ε = 0, 4, ξ = 0, 4 a N = 50. Připomı́náme, že exponentem ve vztahu (3.3) je 2λ
a uvád́ıme jen λ. Hodnoty jsou středovány přes 10 hladin (celkový počet je 1326). Hod-
noty klasického Lyapunovova exponentu byly źıskány jako středńı hodnoty Lyapunovova
exponentu chaotických trajektoríı na energetických nadplochách dané energie.

Hodnoty OTOCů jsou však závislé na použitých operátorech. Pro ukázku jsme vybrali
dvě sady operátor̊u C(t) = −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩ a C(t) = −⟨[n̂(t),Ŵ (0)]2⟩. Časové pr̊uběhy
vybraných mikrokanonických OTOCů jsou na obrázćıch 4.4 a 4.5. Vid́ıme, že na volbě
operátoru záviśı středńı hodnota OTOCu po saturaci, což je pochopitelné, nebotŠ OTOCy
nenormujeme středńımi hodnotami samotných operátor̊u. Zaj́ımavé však je, že se lǐśı
i pořad́ı dané středńı hodnotou po saturaci OTOCů v jednotlivých energíıch. Nejpatrněǰśı
je to z vybraných graf̊u (včetně obr. 4.1) na hladině E = −0,1 (v pořad́ı postupně 4., 1.
a 2.).

Chaotičnost systému na dané energii však neńı charakterizována středńı hodnotou
OTOCu po saturaci, ale rychlost́ı počátečńıho r̊ustu. V grafu 4.6 jsme porovnali ex-
ponenty počátečńıho r̊ustu mikrokanonických OTOCů pro všechny tři sady operátor̊u.
Jednotlivé pr̊uběhy si odpov́ıdaj́ı kvalitativně. To odpov́ıdá semiklasické představě, dané
vztahem (B.4), kdy OTOC obecných operátor̊u vykazuje exponenciálńı závislost jako
OTOC kanonických souřadnic s dodatečnou závislost́ı na derivaćıch zvoleného operátoru.
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(a) OTOC −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩

(b) Detail krátkých čas̊u

Obrázek 4.4: Časový pr̊uběh mikrokanonických OTOCů C(t) = −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩ v u(3)
modelu s parametry ε = 0,4, ξ = 0,4 a N = 50. Energie jsou voleny podél celého spektra.
Na obrázku (b) je uveden detail nár̊ustu OTOCů v krátkých časech. Hodnoty jsou uvedeny
logaritmicky a po zhlazeńı (pr̊uměr přes deset bod̊u).

(a) OTOC −⟨[n̂(t),Ŵ
2
(0)]2⟩

(b) Detail krátkých čas̊u

Obrázek 4.5: Časový pr̊uběh mikrokanonických OTOCů C(t) = −⟨[n̂(t),Ŵ
2
(0)]2⟩ v u(3)

modelu s parametry ε = 0,4, ξ = 0,4 a N = 50. Energie jsou voleny podél celého spektra.
Na obrázku (b) je uveden detail nár̊ustu OTOCů v krátkých časech. Hodnoty jsou uvedeny
logaritmicky a po zhlazeńı (pr̊uměr přes deset bod̊u).
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Obrázek 4.6: Graf porovnáńı exponentu λ počátečńıho r̊ustu mikrokanonických OTOCů
pro tři sady operátor̊u C(t) = −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩, C(t) = −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩ a C(t) =
−⟨[n̂(t),Ŵ (0)]2⟩. OTOCy byly poč́ıtány v modelu s parametry ε = 0,4, ξ = 0,4 a N = 50.
Hodnoty parametru λ byly źıskány Ątem krátkočasového r̊ustu. Uvedené hodnoty jsou
vystředovány přes deset sousedńıch bod̊u

Můžeme se pod́ıvat na to, jak budou vypadat termálńı OTOCy. Jejich chováńı je
dané podobou mikrokanonických OTOCů, nebotŠ termálńı OTOC je jen váženým součtem
mikrokanonických Ci(t)

CT (t) =
1

Z

D∑︂

i=1

e−βEi ⟨Ei♣ Ĉ(t) ♣Ei⟩ =
1

Z

D∑︂

i=1

e−βEiCi(t), (4.1)

kde jsme jako Z označili partičńı funkci. Vybrané výsledky pro r̊uzné sady parametr̊u
modelu a operátory jsou uvedeny na obrázku 4.7. Pr̊uběh termálńıch OTOCů je opět
závislý na volbě operátor̊u. Počátečńı exponenciálńı nár̊ust pozorujeme až při vyšš́ıch
teplotách, kdy přisṕıvaj́ı mikrokanonické OTOCy na vyšš́ıch energíıch.

Podle teplotńı závislosti OTOCů také poznáme, na jakých energíıch je systém chao-
tický. Zaměřme se na grafy operátoru D̂x a rozd́ıl mezi OTOCy při teplotách T = 25 a
T = ∞. S r̊ustem parametru ξ se oba OTOCy postupně vzdaluj́ı. Pro ξ = 0,2 maj́ı oba
téměř stejný pr̊uběh. To znamená, že p̊uvod exponenciálńıho r̊ustu termálńıho OTOCu
pocháźı z mikokanonických OTOCů na nižš́ıch energíıch a na vysokých energíıch systém
již neńı tak chaotický. Oproti tomu na ξ = 0,8 má OTOC CT =25 výrazně nižš́ı pr̊uběh
než ten při nekonečné teplotě. Systém je tak chaotický hlavně na vysokých energíıch. To
přesně odpov́ıdá posunu oblasti maximálńı delokalizace vlastńıch vektor̊u ve výsledćıch
IPR (obr. 2.6 - maximum se postupně posunuje do vyšš́ıch energíı s r̊ustem parametru ξ).

Ještě ukážeme, jaký vliv má intenzita poruchy na chováńı OTOCů. K tomu použijeme
OTOCy při nekonečné teplotě. Na obrázku 4.8 jsou časové pr̊uběhy OTOCů C∞ =
−⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ pro r̊uzné hodnoty intenzity poruchy ε. Vid́ıme, že asymptotická středńı
hodnota s rostoućım ε klesá. Připomeneme, že s rostoućım ε roste vliv operátoru D̂x
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v hamiltoniánu. Jak už jsme zmı́nili, pro mı́ru chaosu v systému je podstatný počátečńı
nár̊ust. Ten je uveden na detailu 4.8b. Narozd́ıl od integrabilńıho př́ıpadu pozorujeme
v systémech s nenulovou poruchou exponenciálńı nár̊ust, který na daném grafu v logarit-
mickém měř́ıtku odpov́ıdá př́ımce.

(a) OTOC −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩, ξ = 0,2. (b) OTOC −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩, ξ = 0,2.

(c) OTOC −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩, ξ = 0,4. (d) OTOC −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩, ξ = 0,4.

(e) OTOC −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩, ξ = 0,8. (f) OTOC −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩, ξ = 0,8.

Obrázek 4.7: Časové pr̊uběhy termálńıch OTOCů při teplotě T . Parametry modelu jsou
ε = 0,4, N = 50.
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(a) OTOC −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩

(b) Detail krátkých čas̊u

Obrázek 4.8: Časový pr̊uběh mikrokanonických OTOCů C∞ = −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ pro
r̊uzné hodnoty intenzity poruchy ε. Daľśı parametry modelu jsou ξ = 0,4 a N = 50.
V grafu (b) je uveden detail krátkých čas̊u v logaritmickém měř́ıtku (přirozený loga-
ritmus). Pro větš́ı přehlednost jsou uvedeny jen tři řady. Všechny OTOCy s nenulovou
poruchou však vykazuj́ı počátečńı exponenciálńı nár̊ust (v grafu v podobě př́ımky - jednu
jsme přidali jako vod́ıtko pro oči).

4.2 Oscilace v asymptotických časech

Při studiu OTOCů v modelu jsme zjistili, že jejich relativńı oscilace kolem středńı hod-
noty v asymptotických časech nesou informace o chaotičnosti systému. Má smysl domńıvat
se, že toto chováńı neńı jedinečnost samotného modelu, ale jedná se o univerzálńı vlast-
nost, kterou lze použ́ıt jako indikátor chaosu. Oscilaćım v asymptotických časech věnovali
pozornost již autoři článku (Fortes a kol., 2019). Ti na numerických výsledćıch ukázali,
že hodnotu oscilaćı v asymptotických časech OTOCů při nekonečné teplotě lze použ́ıt
jako indikátor chaosu. My jsme studovali oscilace mikrokanonických OTOCů. Ukážeme,
že podstatná neńı samotná hodnota oscilaćı (rozptylu OTOCu), ale jej́ı relativńı hodnota
v̊uči středńı hodnotě po saturaci. Známkou chaosu je v takovém př́ıpadě potlačeńı oscilaćı.
Mı́ra tohoto potlačeńı roste s velikost́ı systému.

Budeme pracovat s hodnotami mikrokanonických OTOCů v dlouhých časech, tedy
po saturaci a daleko od počátečńıho r̊ustu. Časovou středńı hodnotu mikrokanonického
OTOCu v dlouhých časech označ́ıme

⟨C(E)⟩T = lim
T →∞

1

T

∫︂ T

t>τE

C(τ)dτ = lim
T →∞

1

T

∫︂ T

t>τE

⟨E♣ Ĉ(τ) ♣E⟩ dτ, (4.2)

kde jse zd̊uraznili energetickou závislost danou volbou vlastńıho stavu hamiltoniánu,
ve kterém provád́ıme středńı hodnotu OTOCu. Oscilace OTOCu poṕı̌seme pomoćı roz-
ptylu σ

σ2(E) = lim
T →∞

∫︂ T

t>τE

C(τ)2dτ − ⟨C(E)⟩2T = lim
T →∞

∫︂ T

t>τE

⟨E♣ Ĉ(τ) ♣E⟩2 dτ − ⟨C(E)⟩2T . (4.3)
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Zaj́ımat nás pak bude hodnota relativńıch oscilaćı mikrokanonických OTOCů ν

ν(E) =
σ(E)

⟨C(E)⟩T
(4.4)

na dané energii.
Nejprve ukážeme, jak vypadaj́ı středńı hodnoty a rozptyl OTOCů. Grafy na obrázćıch

4.9 a 4.10 ukazuj́ı energetickou závislost ⟨C(E)⟩T a σ na volbě parametru ξ pro ε = 0,4.
S rostoućım ξ zač́ıná být systém chaotický. To se projevuje rozbit́ım pravidelné struktury
podobně jako u Peresových mř́ıž́ı a

Ť
stlačeńımŞ bod̊u.

(a) ξ = 0,01 (b) ξ = 0,11 (c) ξ = 0,22

(d) ξ = 0,33 (e) ξ = 0,44 (f) ξ = 0,55

Obrázek 4.9: Energetické pr̊uběhy časových středńıch hodnot mikrokanonických OTOCů
⟨C(E)⟩T pro operátor −[D̂x(t),D̂x(0)]2 v u(3) modelu s intenzitou poruchy ε = 0,4 a
postupně rostoućım ξ, N = 50.

Grafy můžeme porovnat s IPR (viz obr. 2.6). Tam má chaotická oblast podobu maxima
v grafu delokalizace vektor̊u, které se s rostoućım ξ posouvá do vyšš́ıch energíı. Náznaky
posunuj́ıćıho se maxima lze pozorovat i na grafech středńı hodnoty a rozptylu pro vyšš́ı ξ.
Toho chováńı však neńı univerzálńı. Zd̊urazňujeme, že pro obecný operátor se chaotické
oblasti neprojev́ı maximálńımi hodnotami středńıch hodnot OTOCů a rozptylu, ale pouze
narušeńım pravidelné struktury. I když nám ⟨C(E)⟩T a σ dávaj́ı kvalitativńı informaci
o výskytu chaotických oblast́ı v systému, neslouž́ı jako dobrý kvantitativńı indikátor.
Porovnáme-li hodnoty mezi jednotlivými grafy, vid́ıme, že hodnoty ⟨C(E)⟩T a σ, které
považujeme za indikátor regularity stav̊u pro jednu sadu parametr̊u, odpov́ıdaj́ı řádově
hodnotám ⟨C(E)⟩T a σ ve stavech, které považujeme za chaotické v modelu s jinou sadou
parametr̊u. Ukázku najdeme v grafu 4.11. Vid́ıme, že s jeho pomoćı nelze identiĄkovat
chaotické oblasti (srovnejme s grafy 2.9).
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(a) ξ = 0,01 (b) ξ = 0,11 (c) ξ = 0,22

(d) ξ = 0,33 (e) ξ = 0,44 (f) ξ = 0,55

Obrázek 4.10: Energetické pr̊uběhy rozptylu σ mikrokanonických OTOCů pro operátor
−[D̂x(t),D̂x(0)]2 v u(3) model s intenzitou poruchy ε = 0,4 a postupně rostoućı ξ, N = 50.

Obrázek 4.11: Graf závislosti rozptylu σ/D2 (barevná škála) mikrokanonických OTOCů
−⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ na energii a parametru ξ. Původně diskrétńı hodnoty spektra jsou
uvedeny po vystředováńı přes energetické intervaly dané velikosti. Pro lepš́ı orientaci ve
výsledćıch je vyznačena hodnota ξ = 0,2. Celkový počet boson̊u je N = 50, tedy dimenze
celého Hilbertova prostoru je D = 1362.

Lepš́ım indikátorem chaosu v systému jsou relativńı oscilace ν. Z našich numerických
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výsledk̊u se zdá, že na energíıch, kde systém vykazuje chaotické chováńı, jsou tyto oscilace
potlačeny oproti regulárńım oblastem. Potlačeńı oscilaćı jako známka chaosu neńı jen
dobrým kvalitativńım indikátorem, ale také kvantitativńım. Na obrázku 4.12 jsou uvedeny
závislosti relativńıch oscilaćı na energii a parametrech ξ a ε. Jedná se o obdobu graf̊u z
obr. 2.9 s IPR. Porovnáńım obou výsledk̊u vid́ıme, že relativńı oscilace jsou potlačeny
na oblastech s vysokou mı́rou delokalizace vlastńıch vektor̊u. Souhlas obou výsledk̊u neńı
dokonalý, ale to je dáno t́ım, že vysoká hodnota IPR nemuśı nutně znamenat chaotický
systém, jak jsme ukázali na Poincarého řezech (obr. 2.10).

(a) ε = 0,2 (b) ε = 0,4

(c) ε = 0,6 (d) ε = 0,8

Obrázek 4.12: Grafy závislosti relativńıch oscilaćı ν mikrokanonických OTOCů
−⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ na energii a parametru ξ. Uvedeny jsou př́ıklady pro r̊uzné hodnoty
intenzity poruchy ε. Původně diskrétńı hodnoty spektra jsou uvedeny po vystředováńı
přes energetické intervaly dané velikosti. Pro lepš́ı orientaci ve výsledćıch je vyznačena
hodnota ξ = 0,2. Upozorňujeme, že oproti graf̊um z obr. 2.9 je barevná škála obrácena
(červená odpov́ıdá nejnižš́ı hodnotě). Celkový počet boson̊u je N = 50, tedy dimenze
celého Hilbertova prostoru je 1362.

V př́ıpadě regulárńıho systému nedocháźı k potlačeńı relativńıch oscilaćı. To je vidět
na obrázku 4.13. Dle našich výsledk̊u se zdá být vliv chaotičnosti systému na hodnotu
relativńıch oscilaćı stejný pro všechny volby operátor̊u v OTOĆıch, které jsme zkou-
mali. Relativńı oscilace sice vykazuj́ı operátorovou závislost, univerzálńım jevem však je
potlačeńı oscilaćı v chaotických oblastech v̊uči těm v regulárńıch. Výjimky mohou nastat
v krajńıch př́ıpadech ξ ≈ 0 a ξ ≈ 1, kdy má systém dodatečné symetrie, což se může
projevit u některých operátor̊u výrazně ńızkými, nebo naopak vysokými oscilacemi.
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V grafech na obrázku 4.14 jsou uvedeny relativńı oscilace OTOCů dvou sad operátor̊u

−⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩ a −⟨[n̂(t),Ŵ
2
(0)]2⟩. Výsledky porovnáme s grafem na obrázku 4.12 se stej-

nou hodnotou intenzity ε = 0, 4. Na všech třech grafech vid́ıme podobně umı́stěnou cha-

otickou oblast v centru. Výrazně se však lǐśı výsledky sady operátor̊u n̂ a Ŵ
2
. Jejich

OTOC je ovliněn dodatečnou symetríı zp̊usobenou krajńımi hodnotami ξ. V grafu se pro-

jevuje ńızkými oscilacemi. Pro ξ = 1 operátor Ŵ
2

(vztah 2.6) komutuje s hamiltoniánem
a OTOC neńı časově závislý. Hodnota OTOCu je tak pro ξ ≈ 1 téměř konstatńı, což
odpov́ıdá nulovým relativńım oscilaćım.

Obrázek 4.13: Graf závislosti relativńıch oscilaćı ν mikrokanonických OTOCů
−⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ na energii a parametru ξ pro př́ıpad regulárńıho systému ε = 0.
Původně diskrétńı hodnoty spektra jsou uvedeny po vystředováńı přes energetické in-
tervaly dané velikosti. Pro lepš́ı orientaci ve výsledćıch je vyznačena hodnota ξ = 0,2.
Celkový počet boson̊u je N = 50, tedy dimenze celého Hilbertova prostoru je D = 1362.
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(a) −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩ (b) −⟨[n̂(t),Ŵ
2
(0)]2⟩

Obrázek 4.14: Grafy závislosti relativńıch oscilaćı ν mikrokanonických OTOCů na ener-

gii a parametru ξ dvou sad operátor̊u −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩ a −⟨[n̂(t),Ŵ
2
(0)]2⟩. Uvedeny jsou

př́ıklady pro intenzitu poruchy ε = 0,4. Původně diskrétńı hodnoty spektra jsou uvedeny
po vystředováńı přes energetické intervaly dané velikosti. Pro lepš́ı orientaci ve výsledćıch
je vyznačena hodnota ξ = 0,2. Celkový počet boson̊u je N = 50, tedy dimenze celého
Hilbertova prostoru je 1362.

4.2.1 Relativńı oscilace a klasický chaos

Dı́ky znalosti klasické limity (2.7) můžeme porovnat energetickou závislost relativńıch
oscilaćı OTOCů s indikátory klasického chaosu. Zaj́ımat nás bude Lyapunov̊uv exponent
λcl a pod́ıl regulárńıch oblast́ı freg na nadploše fázového prostoru s danou energíı. Po-
drobně jsme se metodě výpočtu věnovali ve zmı́něné práci (Novotný, 2020).

Naše numerické výsledky ukazuj́ı, že energetická závislost relativńı oscilace OTOCů
v dlouhých časech koṕıruje pr̊uběh pod́ılu regulárńıch oblast́ı na dané energetické nadploše.
Oscilace jsou tak nejv́ıce potlačeny na energíıch, ve kterých je klasický systém plně chao-
tický.

Pod́ıvejme se detailněji na obrázek 4.15. V grafu jsou body odpov́ıdaj́ıćı hodnotám
relativńıch oscilaćı OTOCů −[D̂x(t),D̂x(0)]2 v modelu s parametry ξ = 0,4 a ε = 0,4.
Zhlazený pr̊uběh je v grafu porovnáván s pr̊uběhem Lyapunovova exponentu a pod́ılu
regulárńıch oblast́ı. Vid́ıme, že pr̊uběh oscilaćı ν velmi dobře koṕıruje pr̊uběh freg (resp.
1/2freg, který je kv̊uli větš́ı názornosti uveden v grafu).

Zaj́ımavá je oblast energie E ∈ ⟨0,10; 0,25⟩, na které je klasický systém plně chaotický.
Ve všech odpov́ıdaj́ıćıch kvantových vlastńıch stavech systému jsou relativńı oscilace na
přibližně stejné hodnotě. To odpov́ıdá představě dané ETH o maticových elementech
operátor̊u v chaotických oblastech spektra. Relativńı oscilace se tu skutečně chovaj́ı jako
hladké funkce energie.

Za t́ımto energetickým intervalem se na klasickém fázovém prostoru opět objevuj́ı
regulárńı ostr̊uvky a vid́ıme malý nár̊ust v freg. Na pr̊uběhu relativńıch oscilaćı se to
projev́ı v podobě samostatných bod̊u s výrazně vyšš́ı hodnotou ν. Jedná se o výsledky
ve stavech, jejichž vlnová funkce zasahuje právě do regulárńıch ostr̊uvk̊u na klasickém
fázovém prostoru. Přestože je v této oblasti energetická nadplocha téměř z 95% chaotická,
najdeme v grafu ν relativně velké množstv́ı bod̊u, které zachycuj́ı i regularitu.

Uvedeme ještě výsledky (obr. 4.16) pro daľśı konĄgurace parametr̊u modelu a i pro
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Obrázek 4.15: Porovnáńı energetických pr̊uběh̊u relativńıch oscilaćı ν (uvedena jsou i data
po zhlazeńı - pr̊uměr 25 bod̊u), klasického Lyapunovova exponentu λcl a pod́ılu objemu
regulárńıch freg oblast́ı na energetické nadploše. Ten je uveden pro větš́ı přehlednost grafu

s faktorem 1/2. Oscilace byly poč́ıtány pro OTOC −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩. Parametry modelu
jsou ξ = 0,4, ε = 0,4 a N = 100

OTOC −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩. Ve všech př́ıpadech trend poklesu relativńıch oscilaćı velmi dobře
koṕıruje pokles pod́ılu regulárńıch oblast́ı na fázovém prostoru. Převážně regulárńı oblasti
pak vykazuj́ı ještě určitou operátorovou závislost. Všimněme si, že podobné struktury jsme
pozorovali i v grafech IPR u velmi lokalizovaných stav̊u.

Obdobu dat z graf̊u IPR na obrázćıch 2.6 a relativńıch oscilaćı na obrázćıch 4.12 a 4.14
jsme napoč́ıtali pro pod́ıl pod́ıl regulárńıch oblast́ı na energetických nadplochách fázového
prostoru. Pro ε = 0,4 jsou výsledky na obrázku 4.17. Vid́ıme, že klasicky chaotické ob-
lasti velmi dobře koṕıruj́ı oblasti ńızkých relativńıch oscilaćı OTOCů −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩
a −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩.
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(a) −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩, ξ = 0,2 (b) −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩, ξ = 0,2

(c) −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩, ξ = 0,4 (d) −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩, ξ = 0,4

(e) −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩, ξ = 0,8 (f) −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩, ξ = 0,8

Obrázek 4.16: Porovnáńı energetických pr̊uběh̊u relativńıch oscilaćı ν (uvedena jsou i data
po zhlazeńı - pr̊uměr 25 bod̊u), klasického Lyapunovova exponentu λcl a pod́ılu objemu
fregregulárńıch oblast́ı na energetické nadploše. Ten je udeden pro větš́ı přehlednost grafu

s faktorem 1/2. Oscilace byly poč́ıtány pro OTOCy −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ a −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩.
Parametry modelu jsou ε = 0, 4 a N = 100.

4.2.2 Relativńı oscilace a velikost systému

Zat́ım jsme se věnovali vlivu parametr̊u ξ a ε na chováńı relativńıch oscilaćı OTOCů.
Zaměřme se nyńı na jejich závislost na velikosti systémuN . Z našich numerických výsledk̊u
se zdá, že relativńı oscilace v regulárńıch oblastech spektra z̊ustávaj́ı s r̊ustem N kon-
stantńı, nebo vykazuj́ı pomalý nár̊ust. V chaotických oblastech ale pozorujeme výrazně
odlǐsené chováńı. Na těchto oblastech spektra pozorujeme s r̊ustem velikosti systému ex-
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Obrázek 4.17: Pod́ıl regulárńıch oblast́ı freg (barevná škála) na energetických nadplochách
fázového prostoru pro parametru hodnoty ξ ∈ ⟨0; 1⟩. Hodnota intenzity poruchy je ε = 0,4.

ponenciálńı potlačeńı relativńıch oscilaćı. Zdá se, že rychlost tohoto potlačeńı roste s cha-
oticitou systému. Toto chováńı je univerzálńı pro všechny operátory, se kterými jsme
v OTOĆıch pracovali.

Ukázky energetických pr̊uběh̊u relativńıch oscilaćı na velikosti systému N jsou v gra-
fech na obrázku 4.19. Vybrali jsme jeden čǐstě nechaotický př́ıpad s ε = 0. Relativńı
oscilace v zde nejsou závislé na velikosti systému. Dále jsme vybrali dva př́ıpady s chao-
tickou i regulárńı oblast́ı ve spektru. V regulárńıch oblastech relativńı oscilace z̊ustávaj́ı
konstantńı, nebo pomalu rostou. Naopak v chaotických oblastech pozorujeme rychlý po-
kles a to nezávisle na volbě operátor̊u v OTOĆıch, v našem př́ıpadě −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ a

−⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩.
Pod́ıvejme se na závislost relativńıch oscilaćı na velikosti systému pro konkrétńı ener-

getickou hladinu. Vyneseme-li pr̊uběh

ν(E = konst.,N)

do grafu jako funkci N . Uvid́ıme algebraický pr̊uběh. Ukázku uvád́ıme v grafu 4.18, kde
jsou vynesena data logaritmicky (log-log). Algebraický pr̊uběh se tak jev́ı jako př́ımka.

Zdá se, že relativńı oscilace ν tak splňuj́ı následuj́ıćı závislost na energii E a velikosti
systému N

ν(E,N) = Nα(E)eβ(E). (4.5)

V grafu 4.20 uvád́ıme energetickou závislost koeĄcient̊u α a β relativńıch oscilaćı OTOCu
−⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩. Jedná se o výsledky źıskané naĄtováńım dat z grafu (b) na obrázku
4.19 (Ątujeme body ν(E = konst.,N) pro N ∈ ¶12, 16, 20, . . . 160♢). Všimněme si po-
dobného pr̊uběhu obou koeĄcient̊u po změně znaménka jednoho z nich. Porovnáńım s
ν(E) a freg (obr. 4.21) vid́ıme, že koeĄcient α je zodpovědný za energetický pr̊uběh rela-
tivńıch oscilaćı a kvalitativně odpov́ıdá pod́ılu regulárńıch oblast́ı na fázovém prostoru.

Mı́ra chaotičnosti dané oblasti spektra tak udává, s jakou rychlost́ı budou potlačeny
relativńı oscilace se zvětšováńım systému. V modelu bosonového kondenzátu zvětšováńı
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Obrázek 4.18: Ukázky závislosti relativńıch oscilaćı ν(E,N) na velikosti systému N . Data
jsou uvedena logaritmicky (přirozený logaritmus). Závislosti vykazuj́ı algebraický pr̊uběh,
který jsme proložili př́ımkami log(ν) = α log(N) + β.

systému odpov́ıdá přidáváńı atomů do kondenzátu. V př́ıpadě obecného spinového systému
by to odpov́ıdalo přidáváńı spin̊u. V chaotickém př́ıpadě bychom tak po přidáńı částic
měli pozorovat potlačeńı relativńıch oscilaćı OTOCů, zat́ımco v regulárńı části spektra
by oscilace neměly být zvětšeńım systému výrazně ovlivněny.

4.2.3 Relativńı oscilace a náhodné matice

Zdá se, že potlačeńı relativńıch oscilaćı včetně algebraické závislosti mı́ry potlačeńı na
velikosti systému bude možné vysvětlit pomoćı náhodných matic, př́ıpadně fyzikálněǰśıho
anzatzu, kterým je ETH.

Numericky jsme napoč́ıtali relativńı oscilace OTOCů operátor̊u z u(3) algebry. Časový
vývoj však byl ř́ızen hamiltoniánem v podobě GOE matice. Pro všechny volby operátor̊u
v OTOĆıch byly hodnoty relativńıch oscilaćı výrazně nižš́ı než v př́ıpadě u(3) hamil-
toniánu na regulárńıch i chaotických energíıch. I v př́ıpadě GOE hamiltoniánu vykazovala
mı́ra potlačeńı relativńıch oscilaćı algebraickou závislost.

Ukázka pro OTOC −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ je na obrázku 4.22. Levý graf je obdobou graf̊u
4.19 pro u(3) hamiltonián. V př́ıpadě GOE hamiltoniánu dle očekáváńı nepozorujeme
energetickou závislost relativńıch oscilaćı OTOCů. Stejně jako na chaotických oblastech
spektra u(3) hamiltoniánu maj́ı oscilace ńızkou hodnotu a ta je dále potlačena s velikost́ı
systému. Na pravém grafu je pak Ąt analogický těm na grafu z obrázku 4.18. I zde závislost
splňuje rovnici (4.5). Rychlost potlačeńı α je v GOE př́ıpadě větš́ı než na chaotických
oblastech u(3) hamiltoniánu. To odpov́ıdá představě, že tato rychlost roste s mı́rou chaosu
v systému.

Můžeme sńıžit náhodnost GOE hamiltoniánu a mı́sto plné matice vyplněné náhodnými
č́ısly uvažovat jen náhodnou n-diagonálńı matici. Zjist́ıme, že s klesaj́ıćı náhodnost́ı obecně
rostou relativńı oscilace a klesá exponent α. Tato studie si však zaslouž́ı pečlivěǰśı př́ıstup
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a nyńı se j́ı již podrobně věnovat nebudeme.
GOE hamiltonián hraje roli plně chaotického hamiltoniánu. Můžeme se ještě pod́ıvat

na relativńı oscilace OTOCů v čistě regulárńım systému. Jen jako poznámku uvád́ıme,
že relativńı oscilace OTOCů s operátory polohy a hybnosti v systému harmonického os-
cilátoru nabývaj́ı hodnoty

√
2/2 nezávisle na energii. Stejnou hodnotu bychom źıskali i

v klasickém př́ıpadě při výpočtu relativńıch oscilaćı kvadrátu Poissonových závorek. Jedná
se totiž o relativńı oscilace goniometrických funkćı sin2 a cos2.
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(a) −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩, ξ = 0,4, ε = 0,0

(b) −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩, ξ = 0,4, ε = 0,4

(c) −⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩, ξ = 0,8, ε = 0,4

Obrázek 4.19: Grafy závislosti relativńıch oscilaćı ν OTOCů −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ a

−⟨[l̂(t),l̂(0)]2⟩ na velikosti systému N pro r̊uzné hodnoty parametr̊u systému ξ a ε. Na
prvńım grafu je čistě regulárńı systém, zat́ımco spektra daľśıch dvou obsahuj́ı i chaotické
oblasti, na kterých pozorujeme pokles relativńıch oscilaćı s r̊ustem systému. Uvedená data
jsou po zhlazeńı. Brán byl pr̊uměr z N sousedńıch bod̊u.
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Obrázek 4.20: Energetické závislost koeĄcient̊u α a β ze vztahu (4.5). Data relativńıch os-
cilaćı OTOCu −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ v závislosti na N pro konstantńı energii byla naĄtována
dle (4.5) (body ν(E = konst.,N) pro N ∈ ¶12, 16, 20, . . . 160♢). Jedná se o výsledky z
grafu (b) na obrázku 4.19, ξ = 0,4, ε = 0,4.

Obrázek 4.21: Porovnáńı energetické závislosti koeĄcient̊u α a β s relativńımi oscilacemi
ν OTOCu −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2⟩ a pod́ılem regulárńıch oblast́ı na fázovém prostoru freg pro
systém s parametry ξ = 0,4, ε = 0,4. Uvedená data byla přeškálována a posunuta na ose
y pro lepš́ı možnost porovnáńı energetické závislosti.
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(a) Závislost ν(E,N) na N a energii.

(b) Logaritmicky pro ν(E = 0).

Obrázek 4.22: Grafy závislosti relativńıch oscilaćı ν OTOCů −⟨[D̂x(t),D̂x(0)]2 na velikosti
systému N s hamiltoniánem daným náhodnou GOE matićı. Na levém obrázku jsou uve-
deny energetické pr̊uběhy. Dı́ky náhodnosti hamiltoniánu neńı chováńı závislé na energii.
Na pravém grafu je logaritmicky vykreslena závislost log(ν) na log(N) pro jedinou energii
E = 0. Algebraická závislost byla proložena př́ımkou s rovnićı log(ν) = α log(N) +β, kde
parametry Ątu jsou α

.
= −0,97 a β

.
= 0,64.
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Závěr

Ćılem této práce bylo studovat chaos v kvantovém systému s hamilotniánem daným
operátorovou algebrou u(3). Detailněji jsme se věnovali r̊uznočasovým korelátor̊um a vlivu
chaosu na jejich relativńı oscilace v asymptotických časech. Na numerických výsledćıch
jsme ukázali, že chaos tyto oscilace potlačuje a mı́ra potlačeńı roste exponenciálně s
velikost́ı systému.

Nejprve jsme se detailněji věnovali samotnému modelu. Ukázali jsme, že p̊uvodńı mo-
del, který popisoval molekulárńı vibrace, lze také použ́ıt k modelováńı Bose-Einsteinova
kondenzátu s bosony se spinem 1. To nab́ıźı možnost experimentálńı realizace a měřeńı
OTOCů na kondenzátu atomů rubidia.

Pomoćı standardńıch indikátor̊u kvantového chaosu, jako jsou spektrálńı statistiky,
Brodyho parametr a delokalizace vlastńıch stav̊u, jsme určili chaotičnost kvantového u(3)
modelu v závislosti na parametrech hamiltoniánu a energii. Tyto výsledky se ukázaly být
s souladu s daty z předchoźı práce, kde jsme se věnovali klasické limitě tohoto systému a
analyzovali jsme chaos na klasickém fázovém prostoru pomoćı Poincarého řez̊u a pod́ılu
chaotické části fázového prostoru.

Druhá část práce byla věnována studiu r̊uznočasových korelátor̊u. Na numerických
výsledćıch jsme pozorovali jejich počátečńı exponenciálńı nár̊ust v chaotických oblastech.
To bylo přesně v souladu s teoríı pro OTOCy operátor̊u souřadnic na fázovém prostoru,
jejichž počátečńı rychlost r̊ustu je úměrná klasickému Lyapunovovu exponentu. My jsme
pak pomoćı klasického odvozeńı s Poissonovými závorkami odvodili, proč se podobný
nár̊ust objevuje u OTOCů obecných operátor̊u.

V závěru jsme zkoumali asymptotické chováńı OTOCů a jaký vliv chaosu př́ıtomného v
systému. Dle našich numerických výsledk̊u jsou chaosem potlačeny jejich relativńı oscilace
a mı́ra tohoto potlačeńı roste algebraicky v závislosti na velikosti systému. Ukázali jsme, že
mı́ra potlačeńı také koresponduje s pod́ılem chaotické části klasického fázového prostoru
a že relativńı oscilace mohou sloužit jako kvantitativńı indikátor kvantového chaosu.
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4.6 Graf porovnáńı exponentu λ počátečńıho r̊ustu mikrokanonických OTOCů

pro tři sady operátor̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
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4.17 Pod́ıl regulárńıch oblast́ı freg na energetických nadplochách fázového prostoru 59
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Př́ıloha A

Vibronový a BEC hamiltonián

Dokážeme tvrzeńı ze sekce 2.2.1 o vzájemných vztaźıch vibronového a BEC hamil-
toniánu. Vibronový hamiltonián za účely této kapitoly označ́ıme ĤD, a BEC hamiltonián,
označ́ıme ĤR,

ĤD = (1− ξ)n̂− ξ

N − 1

(︃
1

2

(︂
D̂+D̂− + D̂−D̂+

)︂
+ l̂

2
)︃
− ε

2

(︂
D̂+ + D̂−

)︂

= (1− ξ)n̂− ξ

N − 1
Ŵ

2

D − εD̂x

ĤR = (1− ξ)n̂− ξ

N − 1

(︃
1

2

(︂
R̂+R̂− + R̂−R̂+

)︂
+ l̂

2
)︃
− ε

2

(︂
R̂+ + R̂−

)︂

= (1− ξ)n̂− ξ

N − 1
Ŵ

2

R − εR̂x,

(A.1)

kde uvažujeme zjednodušený př́ıpad, ve kterém volný hamiltonián Ĥo (ε = 0) záviśı jen
na jednom parametru ξ.

Operátory z (2.2) lze přirozeně vyjádřit v bázi

♣Nn+n−⟩ ≡ (σ†)N−n+−n−(τ †
+)n+(τ †

−)n− ♣0⟩ . (A.2)

Někdy budeme mı́sto kvantových č́ısel n+ a n−, jakožto počt̊u kladných a záporných
vibron̊u, pro popis vektor̊u báze použ́ıvat kvantová č́ısla operátor̊u n̂, l̂

n = n+ + n−, l = n+ − n−

♣Nnl⟩ = ♣N,n+ =
1

2
(n+ l),n− =

1

2
(n− l)⟩ , ♣Nn+n−⟩ = ♣N,n = n+ + n−,l = n+ − n−⟩ .

(A.3)
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A.1 Spektrum a záměna znaménka u τ̂ a τ̂ †

Naše hamiltoniány ĤD a ĤR se lǐśı jen záměnou operátor̊u

D̂ ↔ R̂.

Tomu dle (2.2) odpov́ıdá záměna znaménka u sady kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u τ̂−

¶τ̂−,τ̂
†
−♢ ↔ ¶−τ̂−,− τ̂ †

−♢.
Tedy

ĤD[τ̂+,τ̂−,σ̂] = ĤR[τ̂+,− τ̂−,σ̂].

Ukážeme, že spektrum hamiltoniánu po druhém kvantováńı nezálež́ı na znaménku sady
kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u. Jeho změna však měńı bázi vlastńıch vektor̊u.

V našem př́ıpadě, kdy máme tři sady σ̂, τ̂± a celkový počet boson̊u N se neměńı, nás
bude zaj́ımat změna spektra po τ̂− → −τ̂−. Budeme pož́ıvat bázi ♣Nn+,n−⟩. Hamiltonián

s kladným τ̂− označ́ıme Ĥ
+

.

Ĥ
+

=
∑︂

ij

∑︂

i′j′

ciji′j′ ♣Nij⟩ ⟨Ni′j′♣ =
∑︂

ij

∑︂

i′j′

ciji′j′(σ†)N−i−j(τ †
+)i(τ †

−)j ♣0⟩ ⟨0♣ (σ)N−i′−j′
(τ+)i′

(τ−)j′

Vlastńı vektory ♣Ea⟩ a spektrum lze psát jako

♣Ea⟩ =
∑︂

kl

εkl ♣Nkl⟩

Ea = ⟨Ea♣ Ĥ
+ ♣Ea⟩ =

∑︂

klk′l′

∑︂

iji′j′

ε̄k′l′εklciji′j′ ⟨Nk′l′♣Nij⟩ ⟨Ni′j′♣Nkl⟩

Bázové stavy jsou ortogonálńı ⟨Nk′l′♣Nij⟩ = δk′iδl′j, takže

Ea =
∑︂

iji′j′

ε̄ijεi′j′ciji′j′ .

TedŠ zaměńıme znaménka u τ̂− a τ̂ †
− na mı́nus a dostaneme nový hamiltonián Ĥ

−

Ĥ
−

=
∑︂

ij

∑︂

i′j′

ciji′j′(−1)j(−1)j′
(σ†)N−i−j(τ †

+)i(τ †
−)j ♣0⟩ ⟨0♣ (σ)N−i′−j′

(τ+)i′
(τ−)j′

Ĥ
−

=
∑︂

ij

∑︂

i′j′

(−1)(j+j′)ciji′j′ ♣Nij⟩ ⟨Ni′j′♣

Vykompenzováńım osciluj́ıćıho znaménka dostaneme podobu vlastńıho vektoru

♣E−
a ⟩ =

∑︂

kl

(−1)lεkl ♣kl⟩ .

Spektrum je pak

E−
a = ⟨E−

a ♣ Ĥ
− ♣E−

a ⟩ =
∑︂

klk′l′

∑︂

iji′j′

= ε̄k′l′εklciji′j′(−1)l′(−1)l(−1)(j+j′) ⟨Nk′l′♣Nij⟩ ⟨Ni′j′♣Nkl⟩ .

Opět z ortogonality plyne

E−
a =

∑︂

iji′j′

(−1)(j+j′)(−1)(j+j′)ε̄ijεi′j′ciji′j′ =
∑︂

iji′j′

ε̄ijεi′j′ciji′j′ = Ea.

Tedy změna znaménka sady kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u neměńı spektrum, ale

měńı vlastńı bázi. Ĥ
+

a Ĥ
−

jsou tak stejné operátory, ale formulované v jiné bázi.
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A.2 Diskrétńı symetrie

Oba hamiltoniány maj́ı dodatečnou diskrétńı symetrii. Ve vhodné bázi tak maj́ı blo-
kově diagonálńı strukturu, která odpov́ıdá dvěma invariatńım podprostor̊um Hilbertova
prostoru. Ukážeme, že tato symetrie vede v př́ıpadě volného hamiltoniánu Ĥo na degene-
race ve spektru, které lze narušit přidáńım poruchových člen̊u D̂, resp. R̂.

Oba hamiltoniány lze považovat za stejný operátor, proto stač́ı prostudovat tuto
diskrétńı symetrii a jej́ı vliv na spektrum jen pro jeden z nich. Vhodnou volbou je BEC
hamiltonián, nebotŠ ten je symetrický v̊uči záměně znaménka u operátoru magnetizace
l̂ ↔ −l̂, což odpov́ıdá invarianci v̊uči záměně kladných a záporných boson̊u τ̂+ ↔ τ̂−.
Tuto symetrii má nejen celý hamiltonián ĤR, ale i volný hamiltonián Ĥ0 pro vibronový i
BEC př́ıpad. Ve spektru volného hamiltoniánu se tato symetrie projev́ı degeneraćı hladin
ve formě dublet̊u. To nyńı ukážeme.

Vezměme volný hamiltonián Ĥo. Z p̊usobeńı kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u na
vektor báze odvod́ıme p̊usobeńı hamiltoniánu ve formě

Ĥ0 ♣N,n,l⟩ = f
(0)
nl ♣N,n,l⟩+ f

(+2)
nl ♣N,n+ 2,l⟩+ f

(−2)
nl ♣N,n− 2,l⟩ , (A.4)

kde f
(+i)
nl jsou koeĄcienty u bázových vektor̊u ♣N,n+ i,l⟩, pro které ze symetrie l̂ ↔ −l̂

plat́ı

f
(0)
nl = f

(0)
n−l, f

(+2)
nl = f

(+2)
n−l , f

(−2)
nl = f

(−2)
n−l . (A.5)

Ĥo tak nemı́chá podprostory s r̊uzným l, a nav́ıc nemı́chá lichá a sudá n. Plat́ı l =
±n,±(n−2), . . . , takže nemı́cháńı sudých a lichých n neńı daľśı symetrie, ale jen d̊usledek
zachováńı l.

Volný hamiltonián komutuje s operátorem l̂, takže maj́ı společné vlastńı vektory ♣E(l)⟩.
Ve spektru volného hamiltoniánu se tak budou nacházet dublety energíı

E(−l) = E(l).

Vlastńı vektory a spektrum Ho pǐsme jako

Ĥo ♣E(l)⟩ = E(l) ♣E(l)⟩ , ♣E(l)⟩ =
∑︂

n

cnl ♣N,n,l⟩

E(l) = ⟨E(l)♣ Ĥo ♣E(l)⟩ =
∑︂

n

cnl

[︄
c̄nlf

(0)
nl + c̄n+2lf

(+2)
nl + c̄n−2lf

(−2)
nl

⟨︂
,

což plyne z ortogonality stav̊u ♣Nnl⟩. Vytvoř́ıme nový vektor z podprostoru −l se stejnými
koeĄcienty

♣E(−l)⟩ =
∑︂

n

cnl ♣N,n,− l⟩ ,

pro který ale z ortogonality stav̊u ♣Nnl⟩ plyne

⟨E(l)♣E(−l)⟩ = 0
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Takový vektor je vlastńım vektorem volného hamiltoniánu s energíı E(−l)

Ho
ˆ ♣E(−l)⟩ =

∑︂

n

cnlHo
ˆ ♣N,n,− l⟩

=
∑︂

n

cnl

[︄
f

(0)
n−l ♣N,n,− l⟩+ f

(+2)
n−l ♣N,n+ 2,− l⟩+ f

(−2)
n−l ♣N,n− 2,− l⟩

⟨︂

⨁︂
ze symetriefnl = fn−l

⨁︂
=

=
∑︂

n

cnl

[︄
f

(0)
nl ♣N,n,− l⟩+ f

(+2)
nl ♣N,n+ 2,− l⟩+ f

(−2)
nl ♣N,n− 2,− l⟩

⟨︂
,

tedy

E(−l) = ⟨E(−l)♣H0
ˆ ♣E(−l)⟩ =

∑︂

n

cnl

[︄
c̄nlf

(0)
nl + c̄n+2lf

(+2)
nl + c̄n−2lf

(−2)
nl

⟨︂
= E(l)

a dostáváme avizovaný dublet. Všechny hladiny spektra s nenulovým l volného hamil-
toniánu jsou tak degenerované.

Operátory R̂ a D̂ tuto degeneraci spektra narušuj́ı, nebotŠ mı́chaj́ı vektory z podpro-
stor̊u s r̊uzným l.

R̂x ♣Nnl⟩ = =
1

2
(R̂+ + R̂−) ♣Nnl⟩

= f
(+1+1)
nl ♣N,n+ 1,l + 1⟩+ f

(+1−1)
nl ♣N,n+ 1,l − 1⟩

+ f
(−1+1)
nl ♣N,n− 1,l + 1⟩+ f

(−1−1)
nl ♣N,n− 1,l − 1⟩

Hamiltonián s poruchou tak s operátorem l̂ nekomutuje a systém přestává být integrabilńı.
Invariance hamiltoniánu ĤR v̊uči záměně l̂ ↔ −l̂ se tak neprojev́ı na spektru. Jej́ım
d̊usledkem je blokově diagonálńı struktura hamiltoniánu ĤR v bázi

♣Nnl⟩ → 1√
2

(♣Nnl⟩ ± ♣Nn− l⟩) ≡ ♣Nnl±⟩ , (A.6)

Hilbert̊uv prostor tak lze rozdělit na dva invariatńı podprostory

1. podprostor ĤR = ¶♣Nnl+⟩♢,
2. podprostor ĤR = ¶♣Nnl−⟩♢.

(A.7)

Z maticových element̊u operátor̊u D̂ pak snadno nahlédneme, že vibronový hamiltonián
je blokově diagonálńı ve stejné bázi, ale invariatńı podprostory se lǐśı paritou l

1. podprostor ĤD = ¶♣Nnl+⟩n,l - sudé , ♣Nnl−⟩n,l - liché♢,
2. podprostor ĤD = ¶♣Nnl+⟩n,l - liché , ♣Nnl−⟩n,l - sudé♢.

(A.8)
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A.3 Role operátor̊u D̂ a R̂

Uvedeme ještě p̊usobeńı operátor̊u R̂x a D̂x v bázi ♣Nnl±⟩

R̂x ♣Nnl±⟩ =

=
1√
2

[︄√
N − n+ 1

(︄√︄
n+ j

2
+ 1 ♣N(n+ 1)(l + 1)±⟩ −

√︄
n− j

2
+ 1 ♣N(n+ 1)(l − 1)±⟩

)︄

+
√
N − n

(︄√︄
n+ j

2
♣N(n− 1)(l − 1)±⟩ −

√︄
n− j

2
♣N(n− 1)(l + 1)±⟩

)︄
,

⟨︂

D̂x ♣Nnl±⟩ =

1√
2

[︄√
N − n+ 1

(︄√︄
n+ j

2
+ 1 ♣N(n+ 1)(l + 1)∓⟩ −

√︄
n− j

2
+ 1 ♣N(n+ 1)(l − 1)∓⟩

)︄

+
√
N − n

(︄√︄
n+ j

2
♣N(n− 1)(l − 1)∓⟩ −

√︄
n− j

2
♣N(n− 1)(l + 1)∓⟩

)︄⟨︂
.

Operátory R̂ a D̂. Hraj́ı přibližně roli operátor̊u poloh a hybnosti. Operátory polohy
q̂ a hybnosti p̂ harmonického oscilátoru, kterému odpov́ıdá sada kreačńıch a anihilačńıch
operátor̊u â, â†, lze psát jako

q̂ =

√︄
ℏ

2
(â† + â), p̂ = i

√︄
ℏ

2
(â† − â). (A.9)

Tyto operátory bychom mohli sestavit z bosonových operátor̊u τ a σ. Nepatřily by však
do operátorové algebry u(3). Nav́ıc známé komutačńı relace

[â, â†] = 1, (A.10)

a komutačńı relace kanonických poloh a hybnost́ı nelze reprezentovat na prostoru konečné
dimenze1.

Součiny kreačńıch a anihilačńıch operátor̊u z deĄničńıch vztah̊u operátor̊u ve vztahu
(2.2) lze reprezentovat na konečně-dimenzionálńım prostoru právě proto, že se jedná o
operátory z algebry u(3). Všimněme si, že operátory D̂ a R̂ se od operátor̊u kanonických
poloh a hybnost́ı (A.9) lǐśı jen přidáńım σ bosonu. Provedeme-li klasickou limitu dle
(Macek a kol., 2019), dostáváme

1

N
D̂x,y

N→∞−−−→ px,y

√︄
2−

∑︂

i=x,y

(q2
i + p2

i ),
1

iN
R̂x,y

N→∞−−−→ qx,y

√︄
2−

∑︂

i=x,y

(q2
i + p2

i ),

(A.11)
kde člen pod odmocninou je relikt podmı́nky na zachováńı celkového počtu boson̊u, která
se projev́ı ve formě vazby na fázovém prostoru. Dı́ky ńı má i klasický fázový prostor
konečný objem.

Vibronový a BEC hamiltonián lze tak chápat jen jako polohovou a hybnostńı formulaci
stejného operátoru.

1To lze ukázat vystopováńım obou stran rovnice. Komutátor je bezestopý. Obecně tak nelze repre-
zentovat v konečné dimenzi komutačńı relace s operátorem s nenulovou stopou na pravé straně rovnosti.
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Př́ıloha B

Poissonovy závorky obecných funkćı

Ukázali jsme, jak Poissonovy závorky souřadnicových funkćı fázového prostoru vyč́ıslených
podél trajektorie pohybu udávaj́ı vzdalováńı bĺızkých trajektoríı. Nyńı vztah podobný
(3.9) odvod́ıme pro Poissonovy závorky obecných funkćı A a B na fázovém prostoru.

Budeme na trajektorii γ parametrizované časem s body x(t). Časová závislost funkćı
pak znamená

A(t) ≡ A(x)
\︄\︄\︄
x=x(t)

.

Použijeme značeńı pomoćı index̊u a Einsteinovu sumačńı konvenci. DeĄničńı vztah Pois-
sonových závorek (1.13) lze pak psát jako

¶A,B♢ = ∇aA ωab ∇bB. (B.1)

Uvažujme tedy klasickou obdobu OTOCu −[Â(t),B̂(0)]2 ve tvaru

¶A(t),B(0)♢ =
∫︂ t

0
dτ ¶¶A,H♢

\︄\︄\︄
x(τ)

,B
\︄\︄\︄
x(0)
♢ (B.2)

Zjednoduš́ıme zápis a nebudeme psát časovou závislost A a H a zd̊urazńıme Bo ≡ B(0).
Uprav́ıme hlavńı část výrazu

¶¶A,H♢,Bo♢ = ¶∇aA ωab ∇bH,Bo♢
= ∇c

(︂
∇aA ωab ∇bH

)︂
ωcd∇dBo

= ∇caA ωab ∇bHωcd∇dBo +∇aA ωab ∇cbHωcd∇dBo

=
[︂
−∇bH ωb

a ∇a
cA⏞ ⏟⏟ ⏞

•

+∇aA ωa
b ∇b

cH⏞ ⏟⏟ ⏞
•

]︂
ωc

d ∇dBo⏞ ⏟⏟ ⏞
•

IdentiĄkujeme jednotlivé členy
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• − ∇bH ωb
a ∇a

cA = ẋa∇a
cA = ẋ · ∇2A

V prvńım členu jsme identiĄkovali pohybové rovnice ẋa = −∇bH ωb
a.

Druhým členem je Hessova matice funkce A

• ∇aA ωa
b ∇b

cH = ∇aA(ω · ∇2H)a
c = ∇A · ω · ∇2H

Prvńım členem je gradient funkce A.

Druhý člen je zaj́ımavěǰśı, nebotŠ se jedná o součin symplektické formy a Hessovy

matice Hamiltoniánu. Našli jsem tak člen charakterizuj́ıćı vzdalováńı bĺızkých trajektoríı.

• ωc
d ∇dBo = wo

Jedná se o konstantńı vektor symplekticky kolmý ke gradientu funkce B v bodě x(0),

tedy ∇B · ω ·wo = 0.

Celý výraz tak můžeme přepsat do tvaru

¶¶A,H♢,Bo♢ =
[︂
ẋ · ∇2A+∇A · ω · ∇2H

]︂
·wo, (B.3)

kde časově závislý je jen výraz v hranatých závorkách. Dosad́ıme-li za A polohu nebo
hybnost, dostaneme již zmı́něný výraz (3.9), kde d́ıky nulovosti druhých derivaćı vy-
miźı prvńı člen. Poissonovy závorky obecných funkćı v r̊uzných časech tak neudávaj́ı jen
rychlost vzdalováńı bĺızkých trajektoríı, ale také časovou závislost prvńıch a druhých de-
rivaćı funkce A. Vezmeme-li za A funkci, která je na dané trajektorii konstantńı, nebo
klesá exponenciálně rychle, bude potlačen lyapunovovský př́ıspěvek. To nám napov́ıdá,
jaké pozorovatelné zvolit do OTOCů, chceme-li je použ́ıt k indikaci př́ıtomnosti chaosu.
Podmı́nkou na funkci B je pak nenulovost jej́ıho gradientu. Opět tedy pro źıskáńı ne-
triviálńıho chováńı OTOCu muśıme zavrhnout integrál pohybu.

Kvadrát Poissonových závorek lze pak psát ve tvaru

¶A(t),B(0)♢2 =

[︄(︄ ∫︂ t

0
dτ∇A(τ) · ω · ∇2H(τ)

)︄
·wo

⟨︂2

+ 2

[︄(︄ ∫︂ t

0
dτ∇A(τ) · ω · ∇2H(τ)

)︄
·wo

⟨︂[︄(︄ ∫︂ t

0
dτ ẋ(τ) · ∇2A(τ)

)︄
·wo

⟨︂

+

[︄(︄ ∫︂ t

0
dτ ẋ(τ) · ∇2A(τ)

)︄
·wo

⟨︂2

(B.4)
Při vhodné volbě funkćı A a B by pro př́ıpad chaotické trajektorie měl být prvńı člen
zodpovědný za časový pr̊uběh v podobě exponenciálńıho r̊ustu e2λt.
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