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korelatorii v asymptotickych ¢asech jsou potlaceny chaosem. Mohou tak slouzit jako in-
dikator kvantového chaosu. Tento jev prezentujeme na numerickych vysledcich riznocasovych
korelatort v modelu s hamiltonidnem danym algebrou u(3). Nejprve dokazeme, ze model
miize slouzit nejen k popisu molekularnich vibraci, ale také Bose-Einsteinova kondenzatu.
Déle aplikujeme riizné metody pro studium kvantového i klasického chaosu. Konkrétné se
jedna o rozdéleni nejblizsich hladin, Brodyho rozdéleni, delokalizaci vlastnich stavi, Po-
incarého Tezy, Lyapunovuv exponent a podil objemu chaotické ¢asti klasického fazového
prostoru. Hlavni naplni nasi prace je porovnani téchto vysledki s relativnimi oscilacemi
riznocasovych korelatorti. Ukazujeme, ze jejich potlaceni souvisi s kvantovym chaosem a
podilem objemu chaotickych oblasti na klasickém fazovém prostoru.
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Abstract: In this work, we show, that relative oscillations in asymptotic times of microca-
nonical Out-of-Time-Order correlators (OTOCs) are suppressed by chaos with the size of
the system. Therefore they can serve as an indicator of quantum chaos in quantum sys-
tems. We demonstrate this phenomenon on numerical results of the Out-of-Time-Order
correlators from a model with hamiltonian based on the u(3) algebra. Firstly we prove,
that this model can be used not only for the description of molecular vibrations, but
also Bose-Einstein condensate. Then we employ several methods for the analysis of both
quantum and classical chaos, namely spectral statistics such as Nearest Neighbour Spa-
cing Distribution and Brody distribution, Inverse Participation Ratio, Poincaré secti-
ons, Lyapunov exponent, and the chaotic fraction of classical phase space. We compare
these results with relative oscillations of microcanonical Out-of-Time-Order correlators
and show, that their suppression corresponds with the chaoticity of the quantum system
and the fraction of chaotic regions of the classical phase space.
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Uvod

Chaos neznamend absenci tadu. Chaotické systémy jsou fizeny jasnymi a relativné
jednoduchymi pravidly. Ty vsak davaji vzniknout zdanlivé ndhodnému chovani, které je
prakticky neptredvidatelné. Pro alespon pribliznou znalost budoucnosti je zapottebi znat
naprosto presné pritomnost. Tato exponencidlni citlivost klasickych chaotickych systému
na zmeénu pocatecnich podminek se dostala i do podvédomi verejnosti jako ,, efekt mavnuti
motyliho kiidla“. Podstatnéjsi je, ze v chaotickém rezimu je systém ergodicky, tedy
uzavieny systém si po urcitém case vyzkousi veskera mozné chovani. Jejich popis je tak
lepsi provadét statisticky.

Otazkou bylo, jak létaji motyli v kvantové mechanice. Unitarita ¢asového vyvoje totiz
nedovoluje exponencidlni vzdalovani kvantovych stavi. Tato citlivost je kvantovou me-
chanikou skute¢né potlacena. Zatimco klasicky systém vykazuje exponencialni rozchod
blizkych trajektorii, evoluce jeho kvantového analogu vede na blizké stavy s témér stejnymi
vlnovymi funkcemi. Pfesto ma smysl mluvit o kvantovém chaosu. Kvantové chaotické
systémy se od téch regularnich lisi ve stacionarnich vlastnostech, jako jsou statistické
vlastnosti spekter nebo podoba vlastnich stavi, ale i v dynamice, kdy kvantové chaotické
systémy maji tendenci relaxovat.

Jednou z podstatnych odlisnosti chaotickych a regularnich systémi je rychlost sifeni
informace. To je zprostredkovano interakci mezi jednotlivymi stupni volnosti systému.
Néstrojem k méteni jeho rychlosti se v posledni dobé staly riznocasové korelatory (zkracené
OTOCy[D. Témi l1ze studovat miseni informace v systémech, jakymi jsou kvantové pocitace,
ale i ¢erné diry. Rychlost miseni informace udava pocatec¢ni nartist OTOCH. Ten je u velké
skupiny kvantové chaotickych systému exponencidlni a jeho rychlost je dana klasickym
Lyapunovovym exponentem.

Pocatecnimu nartstu rtznocasovych korelatorti byla vénovana v posledni dobé velka
pozornost. V této praci ukazujeme, ze s chaosem je spojeno i jejich chovani v asympto-
tickych casech. Ukazeme, Ze relativni oscilace riznocasovych korelatoru jsou v chaotickych
oblastech spektra potlaceny a toto potlaceni roste algebraicky s jejich velikosti.

Riiznocasové korelatory budeme studovat v algebraickém modelu s hamiltonidnem
danym algebrou u(3). Tento model lze pouzit nejen k popisu molekuldrnich vibraci,
ale také Bose-Einsteinova kondenzatu, coz dovoluje jeho experimentalni realizaci a méreni
OTOCH. Jeho hlavnimi vyhodami jsou kone¢nost Hilbertova prostoru a algebraicka formu-
lace celého problému. To vyrazné zjednodusuje pouziti stavajicich indikatori kvantového
chaosu, jakymi jsou spektralni statistiky a delokalizace vlastnich stavii.

Mame moznost porovnat chovani relativnich oscilaci OTOCU nejen s kvantovymi
idikatory chaosu, ale také s klasickym Lyapunovovym exponentem a podilem chaotickych

17 anglického Out-of-Time-Order Correlators.



oblasti na klasickém fazovém prostoru, nebot jsme v pfedchozi praci provedli klasickou
limitu tohoto modelu a detailné studovali klasicky chaos na fazovém prostoru. Ukazuje se,
ze prave podil chaotickych oblasti na klasickém fazovém prostoru souvisi s mirou potlaceni
relativnich oscilaci.



Kapitola 1
Chaos

Chaotické systémy vykazuji vysokou citlivost na zménu pocateénich podminek. Tato
vlastnost se dostala i do povédomi verejnosti pod pojmem mdvnuti motyliho kridla,
ktery odkazuje na otazku, zda mavnuti motyliho kiidla na jizni polokouli Zemé miuze
zpusobit hurikan na severni polokouli. Exponencialni vzdalovani blizkych trajektorii je
jednou z charakteristickych vlastnosti chaotickych systému v klasické mechanice a jeho
rychlost 1ze pouzit k vyjadreni miry chaosu v daném systému.

Fundamentalnéjsi popis reality v podobé kvantové mechaniky vsak citlivost na poc¢atecni
podminky nevykazuje. Linearita kvantové mechaniky vzdalovani blizkych kvantovych
stavii v ¢ase nedovoluje. Presto u kvantovych systémt, jejichz klasicka limita vyka-
zuje piitomnost chaosu, pozorujeme jiné vlastnosti (spektralni statistiky, Casovy vyvoj
stfednich hodnot) nez u systému s nechaotickym klasickym predobrazem.

V této préaci nas zajimaji prevazné kvantové projevy chaosu. Piesto se nejprve zminime
o zakladnich vlastnostech a projevech chaosu v klasické mechanice. Pti studiu kvantového
chaosu se pouzivaji také semiklasické techniky, takze urcitda mira intuice je uzitecna. Pak
se podrobnéji podivame na zakladni indikatory chaosu v kvantovych systémech. Zvlasté
pak na riiznocasové korelatory, jejichz studium je hlavni naplni této prace.

1.1 Klasicky chaos

Studium chaosu v klasickych systémech je velmi bohata disciplina. Obecné se jedna
o studium diferencidlnich rovnic, které udavaji evoluci systému, a vlastnosti jejich reseni.
My se zaméfime na hamiltonovské systémy s koneénym poctem stupni volnosti. Stav
hamiltonovského systému s f stupni volnosti je dan jako bod x na fazovém prostoru,
coz je 2f dimenzionalni prostor, na kterém lze zavést souradnice z kanonicky sdruzenych
poloh ¢; a hybnosti p;

x=(qp), a=(qa,...)p=(1,...)

Dynamika je urc¢ena hamiltonidnem, tedy funkei na fazovém prostoru H = H(q,p).
Omezime se jen na uzaviené systémy. V nich se zachovava energie, takze evoluce, ktera
je dana Hamiltonovymi rovnicemi, probihda na oddélenych energetickych nadplochéch
ve fazovém prostoru

H(q,p) = E = konst.

b}



Zachovavani energie ma velmi zajimavé dusledky. V otevienych chaotickych systémech
vznikaji tzv. atraktory. Nejzndméjsim je pravdépodobné fraktalni Lorenztv atraktor, jez
je TeSenim jednoduchého Lorenzova modelu atmosférické konvekce. S nim je také spojeno
pojmenovani chaosu jako efektu motylich kiidel.

V konzervativnich systémech je hlavnim projevem chaosu rozpadavani tzv. invari-
antnich tora. Projevy chaosu na fazovém prostoru se pokusime popsat alespon kvalitativné
po vzoru (Gutzwiller, 2013)).

1.1.1 Integrabilni systémy

Obecny systém nemusi byt chaoticky. Najdeme-li stejny pocet nezavislych integrali
pohybu, jako je stupni volnosti, mizeme pomoci nich vyjadrit feseni pohybovych rovnic.
To se projevi ve strukture trajektorii na fazovém prostoru. Méjme f nezavislych integrala
pohybu {I3,... I}, které jsou kompatibilni, to znamend, ze jejich Poissonovy zavorky

I (0AOB OB OA
A By = - A,B fee. na féz. .
{ ’ } Z (a%’ 81% 3qz- 8pi>> s ce. na faz. prostoru ( )

i=1

jsou nulové. Pak na fazovém prostoru existuje f kompatibilnich vektorovych poli. Relaci

oL ol; ool oI, oI (%
0= (1) = Gl - Shoh (0L, %0y (&)
dqdp Ipdq Op Idq’ \G
lze také chapat jako relaci ortogonality vektorového pole (%—g, — %—Lj) a gradientu funkce I;.
Tedy pole (%7 — %j> je teéné pole nadploch konstantniho I;. Prinikem téchto f kon-

stantnich nadploch, z nichz kazda odpovida jinému integralu pohybu, je pak f-dimenzionalni
varieta. Netrivialnim topologickym vysledkem je, Ze se jednd o f-dimenzionalni torus.
To plyne opét z existence f kompatibilnich vektorovych poli. Ty miizeme na tomto f-
dimenzionalnim pruniku pouzit k zavedenim souradnic. Otazkou pak je, na jakém to-
pologickém objektu lze takto soufadnice zavést. Musime napiiklad vyloucit kouli, nebot
tu nelze ,,ucesat”, tedy na kouli nelze zavést tecné vektorové pole, které by bylo vSude
nenulové. Hladkéa vektorova pole vsak muzeme zavést na f-dimenziondlnim toru, ktery
lze ziskat z f-dimenzionalni krychle ztotoznénim jejich hran. ZjednodusSenou ilustraci

uvadime na obrazcich [[L1 a [[.2



2D priinik jako invaritni podprostor

Obrazek 1.1: Tlustrace fazového prostoru integrabilniho systému se dvéma stupni volnosti
(f = 2) a dvéma integrdly pohybu E (energie) a I. Na fazovém prostoru tak existuje
dvojice kompatibilnich vektorovych poli (g—g, — g—g) (Cervené) a (g—r]), - g—é) (modré), ktera
jsou tecna k trojrozmérnym nadplocham konstatniho I resp. E. Dvojrozmérné priniky
téchto nadploch (2D prunik F = konst., I = konst.) jsou invariantni podprostory. Kazda
trajektorie vyvoje lezi na pravé jednom 2D podprostoru a nedochazi k jejich michéani.

Topologicky odpovidaji tortm.

Invariantni podprostor

: »O//@//)»@

E = konst.
I = konst.

Obrézek 1.2: Tlustrace invariantniho podprostoru z obrazku . Na invariantnim podpro-
storu lze zavést souradnice akce-tthel, coz je opét netrivialni vysledek Jacobi-Hamiltonovy
teorie. Ten pak odpovida f-dimenzionalnimu toru, ktery lze ziskat identifikaci protéjsich
stran f-rozmérné krychle (zde obdélniku). Na obrazku je Cervené znézornéna ukazka pe-
riodické trajektorie.

Féazovy prostor integrabilniho systému se tak skldda z invariantnich torti, na kterych
jsou lokalizovany jednotlivé trajektorie, které vsak mezi sebou tyto tory nemichaji. Pravé
diky této lokalizaci nevykazuji integrabilni systémy vysokou citlivost na zménu poc¢atecnich
podminek. Blizké trajektorie budou stale popisovat ,, podobné chovani“, protoze se nemo-
hou vyrazné vzdalit na fizovém prostoru, nebot jsou napleteny na blizky torus.

Motivovani strukturou fazového prostoru integrabilniho systému mtzeme na fazovém
prostoru zavést f sad soutadnic akce-tihel

{(Ji) Yo
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Jednotlivé tory jsou ¢islovany hodnotami akénich souradnic {J; }, zatimco hlové souradnice
{vi}, vi € (0,27), tvoif soufadnicovou sit na daném toru. Diky této strukture lze inte-
grabilni systém nakvantovat pomoci Bohr-Sommerfeldova kvantovani, nebo 1épe pomoci
EKB| kvantovani, kdy kazdé akci J; prifadime kvantové &islo n; a jeji hodnoty pak ekvi-
distatné nakvantujeme

kde a; jsou konstanty a n; jsou cela ¢isla. Stavy kvantového systému lze pak popsat sadou
f dobrych kvantovych cisel.

1.1.2 KAM teorém

Kazdy integral pohybu je disledkem néjaké symetrie systému. Narusenim této sy-
metrie tak muizeme narusit jeho integrabilitu. To se projevi i na strukture trajektorii
na fazovém prostoru.

Uvazujme integrabilni systém, kterému narusime symetrii poruchou, jejiz intenzitu
muzeme regulovat napriklad hodnou parametru E,;. Prikladem muze byt sféricky symet-
ricky problém, ktery vlozime do elektrického pole s intenzitou E,;, které vsak neni sféricky
symetrické. Nulové intenzité tak odpovida integrabilni nechaoticky systém. Zapnutim pole
vsak ztracime globalni kompatibilni vektorova pole na fazovém prostoru a invariantni pod-
prostory prestavaji existovat. Podobu fazového prostoru po ztraté integrability v zavislosti
na intenzité poruchy, kterd tuto ztratu zptsobila, popisuje pravé KAME] teorém.

Hlavnim bodem teorému je, ze invariantni tory se s malou poruchou okamzité ne-
ztraceji, nybrz se postupné rozpadaji. U ptuvodné nechaotického systému nyni s malou
poruchu E,; vznikaji na fazovém prostoru nové oblasti z trajektorii, které se odpoutaly
od invariantniho toru. Tyto oblasti a trajektorie na nich maji dvé zdkladni vlastnosti,
které definuji chaos (Skokos, 2010).

O zobrazeni (v nasem piipadé evoluci dané integraci hamiltonovych rovnic) fekneme,
ze je chaotické na oblasti V' fazového prostoru, o které pak mluvime jako o chaotické,
pokud

1. misi body na této oblasti. Tedy vezmeme-li dvé libovolné oteviené oblasti ve V
a jednu z nich za¢neme vyvijet, v néjakém koneéném c¢ase bude prinik téchto dvou
oblasti nenulovy i pro ptuvodné neprekryvajici se oblasti. Zacneme-li vyvijet tra-
jektorii z libovolného bodu z V', v koneéném case se dostane do libovolného okoli
kazdého bodu z této oblasti.

2. periodické body jsou husté v oblasti V. Tedy v libovolném okoli kazdého bodu lezi
bod z periodické trajektorie.

To, ze trajektorie na chaotickych oblastech nejsou lokalizovany na f-dimenzionalnich
torech, zptisobuje zvysenou citlivost systému na zménu pocatecnich podminek. K cha-
rakterizaci této citlivosti se pouzivd Lyapunoviv exponent. Ten charakterizuje rych-
lost vzdalovani dvou blizkych trajektorii na fazovém prostoru. Pti evoluci trajektorie

!Einstein-Brillouin—Kellerovo kvantovani. Jedn4 se o zobecnéné Bohr-Sommerfeldova kvantovani pro
integrabilni systémy s vice stupni volnosti.
2Podle jmen autortt Kolmogorov-Arnold-Moser.



se muzeme divat na vzdalovani okolnich bodii, tedy na deformaci fazového prostoru podél
trajektorie. Vétsinou nas zajima maximalni rychlost rozpinani v asymptotickych ¢asech.
U chaotickych systému je toto rozpindni (vzdalovani blizkych trajektorii v (t) a Yxirax(t)
vyvijenych z bodi x a x + 0x ) exponencialni, takze rychlost pak lze psat jako

[ (t) — Yacrox ()] ~ 6/\75’ (1.3)

kde t je cas a A je Lyapunovuv exponent. Ten je pro nechaotické trajektorie (v integra-
bilnich systémech a v pozustatcich invariantniho toru v chaotickych systémech) nulovy,
coz odpovida nejvyse polynomidlnimu vzdalovani. Detailnéji jsou rozpinani fazového pro-
storu a vypocet Lyapunovova exponentu popsany v souhrnném ¢lanku (Skokos, [2010).

Kromé Lyapunovova exponentu nas miize zajimat podil chaotickych oblasti ve fazovém
prostoru. K pohledu do fazového prostoru nam poslouzi Poincarého rezy. Jedna se
o dvoudimenzionalni fez fazovym prostorem, kdy typicky uvazujeme Tfez nadplochou
konstantni energie. Dostavame tak chaotickou mapu, na které muzeme pozorovat cha-
otické oblasti a zbytky invariantnich podprostorti. Pravidelné uzaviené obrazce, coz jsou
priseciky fezu s regularnimi trajektoriemi, jsou pozlstatky invariantniho toru. Naopak
oblasti tvorené zdanlivé ndhodnou zméti bodu (pruseciky fezu s chaotickymi trajektori-
emi) jsou oblasti chaotické. Vypoctu podilu chaotickych oblasti na fazovém prostoru jsme
se vénovali v predchozi praci (Novotny, 2020)).

Podil chaotickych oblasti v energetickych nadplochach se s energii typicky méni. De-
finujeme podil regularnich oblasti na energetické nadplose

_ JR(p,q)d(E — H(p,q))dpdq
frs(B) = J6(E - H(p,q))dpdq ' (14

1, bod {p,q} lezi na regularni trajektorii,

R(p,q) = {

0, bod {p,q} lezi na chaotické trajektorii.
Podil chaotickych oblasti je pak jen

fon(E) =1 — freg(E). (1.5)

Obsahuje-li fazovy prostor chaotické i regularni oblasti, mluvime o tzv. cdstecné chao-
tickém systémaf)] Je-li naopak cely fazovy prostor chaoticky, jedna se o piné chaoticks
systéntfl] 1 energetickd nadplocha plné chaotického systému miiZe obsahovat oblasti, které
se vzajemné nemichaji, coz je dano zbylymi symetriemi systému. Pokud mohou trajektorie
prostupovat celou energetickou nadplochou, systém se chova ergodicky.

1.2 Kvantovy chaos

Pocatky kvantového chaosu jakozto védniho oboru byvaji spojovany s Wignerovym
studiem spekter jader atomu a neutronovych rezonanci v poloviné minulého stoleti. Po-
dobné vlastnosti vykazovala také spektra kvantovych systémi, jejichz klasicky predobraz

3 Anglicky soft chaos.
4Anglicky hard chaos.



byl chaoticky. Zacalo tak hledani rozdilnych vlastnosti kvantovych systému s reguldrni
a chaotickou klasickou limitou. Dnes bychom mohli tyto zakladni odliSnosti rozdélit do t¥i
skupin:

o Podoba vlnové funkce - vinové funkce chaotickych systému
vykazuji jinou morfologii nez funkce integrabilnich systém.
Obecné muzeme mluvit o jinych vlastnostech vlastnich stavi

Stacionarni systému.

charakteristiky

o Spektralni statistiky - rozdéleni hladin spekter chaotickych
a integrabilnich systémi vykazuji rizné vlastnosti zptisobené
korelaci hladin.

Dynamické o Stredni hodnoty - u strednich hodnot veli¢in v kvantovych
ditsledky chaotickych a regularnich systémech pozorujeme rozdilné
vlastnosti. Lisi se také ¢asové zavislosti stfednich hodnot.

Tyto rozdily integrabilnich a neintegrabilnich systémut byly pozorovany i v systémech
bez standardni klasické limity. Velmi populérni je naptiklad studium spinovych systémi.

Presto se nékdy mluvi o tom, Ze kvantovy chaos neexistuje. Kvantovémechanické
systémy, které bychom dle predchozich tfi bodt nazvali chaotickymi, totiz nevykazuji
citlivost na zménu pocatecnich podminek. Linearita Schrodingerovy rovnice nedovoluje
vzdalovéni vyvijenych stavil. Disledkem linearity je unitarita evoluéniho operatoru U(t).
Jsou-li |¢1) a |1) dva stavy z Hilbertova prostoru zvoleného systému, pak vzdalenost
vyvijenych stavi je dana jako

U (t) [n) = U() [2) | = [U(@)(1%1) = [2))] = 1) = 1) |, (1.6)

kde posledni rovnost je diisledkem unitarity. Narozdil od klasické mechaniky (vyzraz (1.3))
neni vzdalenost stavii ¢asové zavisla. Michael Berry navrhl (Berry, |1989)) pouzivat namisto
pojmu kvantovy chaos pojmenovani kvantovd chaologie, jakozto studium projevi kla-
sického chaosu v kvantovych obrazech prislusnych systému. Kvantova mechanika totiz
skutecéné potlacuje citlivost klasicky chaotickych systémi. Ukazkou muze byt prace (Ca-
sati a Ford, |1979)), kdy autofi studovali periodicky pohanéné kyvadlo. Vyvoj dvou blizkych
stavl se v kvantovém systému ustalil na podobnych rozdéleni pravdépodobnosti, zatimco
klasicky systém vykazoval ve stejném pripadé exponencidlni vzdalovani trajektorii.

Presto maji zminéné tii body podstatné disledky na chovani kvantové mechanickych
systému. Podrobnéji se budeme vénovat spektralnim statistikam a strfednim hodnotam.
Morfologii vlnovych funkci detailnéji probiraji nékteré prace, které uvedeme. Zacneme
vsak s teorii nahodnych matic, kterd nam poslouzi k pochopeni nékterych vlastnosti cha-
otickych kvantovych systémi.
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1.2.1 Teorie nahodnych matic

Teorie ndhodnych matic, zkracené RMTE], je uzitecnou teorii pro studium kvantového
chaosu. Chaoticka spektra maji podobné vlastnosti jako spektra nadhodnych matic. Proje-
vem kvantového chaosu je v uré¢itém smyslu ztrata informace o kvantovém systému, nebot
s narusenim integrability v podobé ztraty integralu pohybu prichazime i o kvantové ¢islo.
V této sekci uvedeme jen nékteré vysledky RMT, na které se budeme déale odkazovat.
Ctendfe pro detailngjsf dvod odkazujeme na (Reichl, 2021) a (Mehta, [2004)), jako hlavni
zdroje nasledujici sekce.

Pocatky pouziti RMT ve fyzice sahaji do padesatych let 20. stoleti. Wigner praco-
val na vysvétleni jadernych spekter. Slozity jaderny systém se pokusil popsat pomoci
hamiltonianu ve formé nahodné matice. Maticové elementy takové matice jsou ndhodné
proménné ze zvoleného rozdéleni. Hamiltonian musel spliovat znamé symetrie systému
(napf. ivariance vuci rotaci, casové inverzi atd.) a pravdépodobnostni rozdéleni elementt
meélo minimalizovat informaci.

Realny symetricky hamiltonian H popisuje systém s invarianci vici rotaci a ¢asové
inverzi. Pravdépodobnostni rozdéleni, které v takovém pripadé minimalizuje informaci, je
gaussovské

1 1=z’
fcauss(x) = e 2( ﬁ> , Gaussovo rozdéleni (1.7)

V2T

Néhodny realny symetricky hamiltonian lze pak sestavit z matice M, jejiz elementy jsou
ndhodné gaussovsky rozdélend ¢isla (typicky bereme p = 0), jako

H="—"""_ (1.8)
Pak plati

i # 7.
Takovy typ matic oznacujeme jako gaussovské ortogonalni soubory, neboli GOHY}

Déle budeme pracovat jen s témito GOE hamiltoniany. Jinym typim hamiltonidnt
(komplexni, kvaternionové) odpovidaji jiné soubory (GUE, GSE) s obecné jinymi statis-
tickymi vlastnostmi. V literature se k odliSeni vztahti pro rizné typy nahodnych matic
pouziva Dysonovil index [, ktery odpovida poctu redlnych parametri, které urcuji mati-
covy element daného typu matic. Pro redlné GOE je g = 1, pro komplexni GUE g = 2
a pro kvaternionové GSE 3 = 4. My se dale omezime jen na vysledky pro GOE, takze
tento index vynechame.

Méjme tedy GOE hamiltonian v podobé matice dimenze D

H =V -Diag{FE,,....Ep}- VT,

(Hy) =0,  (H2)= { = (1.9)

kde V' je matice vlastnich vektori v obecné bazi a Diag{E,...,Ep} je diagondlni ma-
tice vlastnich hodnot. Pro velkd D je hustota hladin FE; dana ptiblizné Wignerovym
ptlkruhovym zakonem

0 4| > V3D, (1.10)

57 anglického Random Matriz Theory.
67 anglického Gaussian Orthogonal Ensemble.

12D —E? |z| <v2D
p(E) = {”
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1.2.2 Spektralni statistiky

Chaos ovliviiuje spektrum hamiltonianu a korelace mezi jednotlivymi hladinami. Ke
studiu spektra 1ze pouzit rtizné spektralni statistiky. Prvnimi prispévky do teorie kvan-
tového chaosu byla pravé pozorovani zavislosti téchto statistik na chaoti¢nosti klasického
fazového prostoru prislusného systému. Spektrum odrazi nejen chaoti¢nost, nebo pripadnou
regularitu systému, ale také miru chaoticnosti, tedy zda se v klasickém fazovém prostoru
vyskytuji zbytky invariantniho toru.

Véazany kvantovy systém mé diskrétni spektrum. Stfedni hustotu hladin p lze urcit
z objemu klasického fazového prostoru

p= (273W [ da [ dp (B~ Hiap), (1.11)

kde f je opét pocet stupnii volnosti. V limité velkych energii £ je pocet vlastnich stavi
N(E) pod touto energii dan poétem bunék o velikosti h/ v Easti fazového prostoru s energi
mensi nez E. Zajimavé jsou vsSak odchylky presné hustoty p spektra od této stiedni hod-
noty. Ty totiz odrazeji pritomnost chaosu.

Abychom mohli odhalit tyto odchylky a vzajemné porovnavat spektra riznych systémi,
je vhodné spektrum nanormovat, tedy zbavit se informace o stiedni hustoté. Standardné
se spektrum skéluje tak, aby stredni hustota hladin byla rovna jedné

p=1
Tento proces, ktery pfipomind , natazeni* spektra (obr.[1.3)), se nazyva anglicky unfolding.

A A

energie
energie

unfolding

|

pofa'di pofa?ii

hladin hladin
Obréazek 1.3: Ilustrace unfoldingu. Ptivodni spektrum se stfedni hustotou p je natazeno
tak, aby mélo stfedni hustotu p = 1 a vynikly oscilace kolem této stfedni hodnoty.
Z puvodni hustoty hladin zbyla jen oscilujici ¢ést, ktera je zodpovédna za to, Zze po un-
foldingu lezi hladiny jen ptiblizné na ptimce.

Jesté se zminime o hlavni nevyhodeé spektralnich statistik. K jejich vypoctu je zapottebi
velké mnozstvi hladin. To muze byt problém, zajima-li nas chaoticnost jen urcité casti
energetického spektra (chaotiénost systému na dané energii). Nedovoli ndm tak studovat
chaoticnost jednotlivych stavii.

NNS distribuce

Po unfoldingu mtizeme studovat oscilace kolem stfedni hustoty hladin. Jeddou z nej-
jednodussich spektralnich statistik je rozdéleni vzdalenosti sousednich hladin, zkracené
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NNSD[} Napocitame-li rozdily s nasledujich hladin a rozdélime-li je do histogramu, do-
staneme rozdéleni P(s), které ndm fikd, s jakou pravdépodobnosti nalezneme nasledujici
hladinu ve vzdalenosti s.

Pokud poloha nasledujici hladiny nezalezi na poloze té stavajici, dostavame rozdéleni,
které byvé v teorii kvantového chaosu nazyvano Poissonovym rozdélelnim [

P(s) =e%, Poissonovo rozdéleni (1.13)

Poissonovo rozdéleni odpovidd nekorelovanym energetickym hladinam a vysokému
poc¢tu velmi blizkych hladin. Takové rozdéleni vykazuji spektra integrabilnich systémi.
Jejich hladiny nejsou korelované. Najdeme vsak i vyjimky. Ptikladem jsou typicky systémy,

u kterych jsou hladiny korelované mnohem vice nez u chaotickych systémi. Jedna se napriklad
o systémy s velkym poc¢tem degeneraci nebo o harmonicky oscilator, jehoz hladiny jsou
po nanormovani ekvidistantné rozlozeny.

Spektra chaotickych systéml maji naopak statistické vlastnosti spekter ndhodnych
matic. Z pullkruhového zdkona rozdéleni hladin GOE matice lze déle odvodit
rozdéleni nejblizsich sousedii. Wigner odvodil toto rozdéleni pro matice 2 x 2. Ptesto
tento vztah

1
P(s) = 7S e"i™’ Wignerovo-Dysonovo rozdéleni rozdéleni (1.14)

velmi dobfe aproximuje rozdéleni NNS pro obecnou dimenzi D, pro kterou nelze najit
rozdéleni NNS v analytické formé.

Hlavnimi vlastnostmi Wignerova-Dysonova rozdéleni, které budeme zkracovat na WD,
je nulovy vyskyt velmi blizkych hladin (P(s = 0) = 0) a korelace hladin. Tedy hladiny
se vzajemné ovliviuji, coz se projevuje jako vzajemné odpuzovani. Dusledkem pak je
posunuti maxima distribuce v porovnani s Poissonovym rozdélenim.

Wignerem odvozené rozdéleni dobte popisovalo namérena jaderna spektra. Vsimnéme
si, ze WD rozdéleni nema volnost na fitovani. Postupné bylo nachazeno stale vice systému
s timto rozdélenim spektra. V roce 1984 na tomto zdkladé zformulovali Bohigas, Gian-
noni a Schmit (Bohigas a kol., [1984)) domnénku, ze spektrum kazdého kvantové systému
s klasicky plné chaotickym predobrazem (tedy s plné chaotickym fazovym prostorem) vy-
kazuje oscilace hustoty hladin popsané WD ﬂ rozdélenim (obr. . Do dnesni doby byva
tato domnénka stale potvrzovana numerickymi studiemi riznych modeli. WD rozdéleni
hladin se tak ukazalo byt univerzalni vlastnosti plné chaotickych systémi.

To jsou NNS rozdéleni regularnich systému a plné chaotickych systémt. Otazkou
zustavaji oscilace hladin u systémn, jejichz klasicky fazovy prostor obsahuje chaotické i re-
gularni ¢asti. S pravdépodobnostnim rozdélenim, které v zavislosti na parametru prechazi
mezi Poissonovym a WD rozdélenim, prisli Berry a Robnik (Berry a Robnik, 1984]).

77 anglického Nearest Neighbour Spacing Distribution. Nékdy se pouziva také zkratka NND nebo
NNS.
8V teorii pravdépodobnosti popisuje Poissonovo rozdéleni
s,’l)
P(sx) = —e™* (1.12)
!
pravdépodobnost poctu vyskyta z jeva v urCitém intervalu, kdyz nastdvaji nezavisle na sobé. Formule
tak odpovidd nulovému po¢tu vyskyti 2 = 0 hladin v otevieném intervalu energii (E, E + s).
9Systémiim, které nejsou symetrické viiéi éasové inverzi, odpovidaji rozdéleni piislusejici jinym typtim
nahodnych matic.
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Obréazek 1.4: Ukazka NNSD Sinaiova biliaru a porovnani s Wignerovym-Dysonovym
(GOE) a Poissonovym rozdélenim z prace (Bohigas a kol., |1984)). Na ose = je vzdélenost
nésledujici hladiny a P(z) je jejich pravdépodobnost. Bilidry jsou oblibenymi modely pro
studium chaosu. Typicky je studovan pohyb volné ¢astice (klasicky i kvantoveé) v roviné
s danym tvarem okrajovych podminek. Kvantové to odpovida nekoneéné potencidlové
jameé. Praveé tvar oblasti, ve které je pohyb dovolen, je odpovédny za pripadné chaotické
chovani. Sinaitv bilidr mé tvar ¢tverce, v jehoz stfedu je umistén kruh (pravy obrazek).

Jejich ivaha vychazela ze semiklasické predstavy, ze kazda uzaviena oblast na fazovém
prostoru (nedochézi k miseni trajektorif z jinych oblasti), prispiva do semiklasického spek-
tra samostatnou sadou hladin. Trajektorie, které lezi na invariatnim toru, jsou zodpovédné
za poissonovskou statistiku a chaotické trajektorie naopak za WD. Berryho-Robnikovo
rozdéleni tak obsahuje parametr ¢, kterym lze fitovat NNSD rozdéleni obecného kvan-
tového systému. Parametr ¢ odpovida podilu fazového prostoru, ve kterém je klasicky po-
hyb neregularni. To se pokusili ovérit numericky na modelu atomu vodiku v elektrickém
poli autori prace (Wintgen a Friedrich, |1987)). V této praci porovnavaji BR rozdéleni s tzv.
Brodyho rozdélenim (obr. , které také v zavislosti na parametru  prechazi od Pois-
sonova (8 =0) k WD (8 = 1) rozdéleni. Parametr 5 vSak nemé primy fyzikalni vyznam.
Jedna se jednoduse o funkci, ktera nafituje prislusna NNSD rozdéleni. Pro praktické ucely
je vsak vhodnéjsi a dava kvalitativné stejné vysledky jako BR rozdéleni.

p+2

P(s) = (B+1bs’e ™™, b= [F <[3 +1

B+1
)] , Brodyho rozdéleni  (1.15)

Prabéh NNSD pro semiklasické spektrum (tedy spektrum s nekoneénym poctem hla-
din, které odpovida klasické limité A — 0, kdy pocet hladin mezi energiemi F' a e + A F di-
verguje jako AE/h/) je tak v prvnim piiblizeni dan podilem chaotickych oblasti na fazovém
prostoru. V dalsich tadech Planckovy konstanty, které ovliviiuji podobu rozdéleni predevsim
pro malé vzdalenosti sousednich hladin s, se uplatnuji kvantové jevy, jako napriklad tune-
lovani mezi klasicky oddélenymi oblastmi fizového prostoru (spektra klasicky oddélenych
chaotickych a reguldrnich oblasti tak nejsou uplné nezavisla). Podrobnéji se témto spektralnim
vlastnostem vénuje Berry ve svych pracech (Berry a Robnik [1984) a (Berry, [1984)). V nich
také popisuje morfologii vinovych funkci chaotickych systému. Pokud by ¢tenafe zajimala
pravidelnost vinovych funkei integrabilnich systémi a jeji naruseni chaosem, odkazujeme
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Obrazek 1.5: Rozdéleni sousednich hladin

(NNSD) modelu atomu vodiku v elek-
trickém poli z prace (Wintgen a
Friedrich, [1987). Jednd se o grafy
pravdépodobnosti P(z) nalezeni
nasledujici hladiny ve vzdalenosti .
Parametr £ je dén intenzitou vnéjsiho
pole a energii systému. Histogramy jsou
prolozeny Brodyho (souvisla ¢ara - volny
parametr fitu ¢,) a Berryho-Robnikovym
(¢arkovand c¢ara - volny parametr fitu
¢) rozdélenim. Vidime postupny narust
chaoti¢nosti s rostoucim parametrem E.

jej na souhrnou knihu o chaosu (Gutzwiller, 2013).

Pti vypocétu NNSD pro obecny systém musime vénovat pozornost jeho symetriim. Ha-
miltonian chaotického systému s dodatecnou symetrii, ktera zptisobi, ze ve vhodné bazi ma
blokové diagonalni strukturu, bude mit spektrum slozené z GOE spekter z jednotlivych
blok poissonovské rozdéleni. Hladiny z ruznych bloki (podprostorti) nejsou korelované,
takze vysledna statistika NNSD bude poissonovska, prestoze se jedna o chaoticky systém.
Spektrum tak musime na kazdém invariatnim podprostoru (invariatni vuéi pripadné sy-
metrii Hamiltonianu) Hilbertova prostoru studovat samostatné. To bude pfesné piipad
nami studovaného modelu.

Dalsi statistiky

K charakterizaci korelaci hladin jsou pouzivany rizné statistiky. Spektralni statistiky
rozdélujeme na krdtkodosahové, které uvazuji jen vztahy sousednich hladin, a dlouhodo-
sahové, které studuji korelace hladin na delSich energetickych intervalech. Zminime se jen
o nékterych z nich.

o kratkodosahové statistiky - NNS rozdéleni, podil vzdalenozti sousednich hla-
din r, 7

« dalekodosahové statistiky - rigidita As, rozptyl po¢tu hladin X2
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Podil vzdalenosti sousednich hladin
V disktrétnim spektru {E;};—; definujeme tento podﬂm jako

E; — Ei 4 5
Ei 1 —FEio Si—1

(1.16)

r, =

Misto pravdépodobnosti vyskytu nasledujici hladiny ve vzdalenosti s pak studujeme
rozdéleni pravdépodobnosti P(r). Pro spektra s poissonovskym a WD rozdélenim NNS
lze odvodit analytickou (Atas a kol., |2013) podobu téchto rozdéleni podili:

1

P, oisson - 5 1.17
i (r) (1+7)? (1.17)
27 r+4r?
Pyplr)=———-—. 1.18
WD() 8(1—|—7’—|—r2)% ( )
Casto je také studovana podobna veli¢ina
7 = min{r;, r; '} (1.19)

a jeji pravdépodobnostni rozdéleni P(7).
Jako miry chaosu studovanych systému jsou pak vétsinou uvadény stiedni hodnoty

(ry a (7), které jsou porovnavany s hraniénimi pripady
00 () poisson = 2102 — 1 (1.20)
(Fywp = 4 — 2V/2 (1.21)

<7"> Poisson —
7

(r)wp = 9

Hlavni vyhodou tohoto indikatoru chaosu je, ze nemusime provadét unfolding spektra.

Rigidita

Jedna se o jednu z nejpouzivanéjsich dalekodosahovych spektralnich statistik. Byla
zavedena Dysonem a Mehtou v jedné z jejich praci o teorii ndhodnych matic (Dyson a
Mehtay, 1963). Zajimaji nas odchylky spektra po unfoldingu od stfedni hodnoty, tedy jak
moc se lisi priabéh funkce N(E) (pocet hladin pod energii E) od primky

f(E) = AE + B,

kterd odpovidd konstantni hustoté hladin (viz ilustrace unfoldingu na obr.[1.3)). Rigidita je
pak definovana jako odchylka po¢tu hladin N(E) v intervalu spektra [Fo— L/2, Ey+ L/2]
od primky ziskané nejlepsim fitem uré¢enym metodou nejmensich ¢tverci

Ag(E(),L) = 2m1n {

A,B

Eo+L/2
/E s [N(E) — (AE+B)]2dE}. (1.22)

Pracujeme-li se spektrem po unfoldingu, pak pocet hladin n v intervalu délky L je priblizné
L, tedy
n~ L.

Oanglicky Level Spacing Ratio

16



Index 3 pochazi z puvodni prace, kde autori navrhli t¥i zptisoby provedeni fitu. Treti
odpovida volnému fitu, kdy na konstanty A a B jiz neklademe dodatecné podminky.
Rigiditou studujeme dalekodosahové korelace na intervalu délky L, proto musime volit
délku intervalu tak, aby obsahovala velky pocet hladin. Zajimé nas jeji stfedni hodnota
(As(L))Egyer, kde stredovani provadime pfes energie z néjakého podintervalu I spektra.
Prabéh (A3(L))g,er pro obecné spektrum pak porovnavame s hrani¢nimi pripady, totiz
spektry integrabilnich systému (resp. systému s poissonovskym rozdélenim NNS) a spek-
try GOE, které nejsou zavislé na volbé intervalu, pres ktery stredujeme. Plati:

ekvidistantni spektrum (harmonicky oscilator),
(As(L)) =

integrabilni spektrum s poiss. rozdélenim,
[ln(27rL) +v- %2 - ﬂ spektrum GOE (plné chaoticky systém)

|~ Gl gl

)

s 4

(1.23)
Konstanta v = 0,577 je Eulerova konstanta. Ukazka tohoto porovnani je na obrézku [L.6]
Podstatny je rozdil v citlivosti oproti kratkodosahovym statistikam.

1 0.4
P(s) Ay | - ~
Poisson (a) alssen
i 0.3
_GOE

. i NGoE

o_sﬁ 0.2
8 ‘ J
1 . 01+
] (b)

(U e e e e T Y s+ Trrrrrr-
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Obrazek 1.6: Porovnani rozdéleni NNS (a) a As (b) z prace (Wintgen a Marxer] |1988)
vénujici se anizotropnimu Keplerovu problému. Zatimco histogram je jen obtizné roze-
znatelny od Wignerova-Dysonova rozdéleni (GOE), v grafu rigidity vidime jasny rozdil.
Zéavérem tak je, ze studovany model neni plné chaoticky. Pomalejsi rist Az v chaotickych
systémech v zavislosti na délce intervalu L je zptsoben odpuzovanim hladin.

Rozptyl poctu hladin

Stale nas zajimaji odchylky hladin spektra od stfedni hodnoty. Rozptyl poc¢tu hladirﬂ
v intervalu délky L definujeme jako

SH(L) = ([N(LE)) — ([N(L.E)])*, (1.24)

kde N(L,E) je pocet hladin unfoldovaného spektra v energetickém intervalu délky L
s pocatecni energii E. Tuto funkci ve vyrazu ((1.24)) stfedujeme pres energii . Napoc¢itame-
li prabéh N(L,E) ze spektra studovaného systému, opét jej porovnavame (ukézka pouziti

1 Anglicky Level Number Variance.
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v (Santos a Rigol, 2010)) s krajnimi rozdélenimi piislusejici systémim s poissonovkym
a WD rozdélenim NNSD, ktera lze ziskat v analytické formé (Dyson a Mehta, 1963)

0 ekvidistantni spektrum (harmonicky oscilator),
Y3 (L) =1L integrabilni spektrum s poiss. rozdélenim |
% [ln(27rL) +1+v— %2 spektrum GOE (plné chaoticky systém),
(1.25)

Oproti rigidité rozptyl X2 vice osciluje, ale je jednodussi na vypocet. Vyssi momenty X3,
¥4, (...) byvaji také studovany.

1.2.3 Stredni hodnoty

V chovani kvantovych stfednich hodnot chaotickych a integrabilnich systémut pozoru-
jeme podstatné rozdily. My se zamérime na rozdilné ¢asové chovani spojené s termalizaci
systému (zde odkazujeme na souhrnny ¢lanek (D’Alessio a kol., 2016) o chaosu a termali-
zaci, podle kterého budeme postupovat). Termalizace v kvantové mechanice je analogicka
termalizaci v klasické termodynamice. O pozorovatelné v daném systému fekneme, Ze se
termalizovala, pokud jeji stfedni hodnota zrelaxuje na hodnotu danou termodynamickym
prumeérem a po vétsinu c¢asu pak zlstane v jeji blizkosti. Uvidime, Ze chovani stfednich
hodnot pozorovatelnych v chaotickych stavech se bude podobat chovani klasickych er-
godickych systému. Ty popisujeme statisticky pomoci strednich hodnot na ergodickych
oblastech fazového prostoru, kde je ergodicita disledkem chaosu a rozpadem invariatniho
toru.

Déle nas bude zajimat energeticka zavislost sttednich hodnot ve stacionarnich stavech,
kterd je ovlivnéna ztratou kvantovych cisel pri naruseni integrability. Tu lze kvalitativné
pozorovat na tzv. Peresovych mrizich, ve kterych se chaos projevuje narusenim pravidelné
struktury.

Delokalizace vlastnich stava

S pochopenim chovani stfednich hodnot a vlastnich stavi chaotickych systémti ndm
opét pomiize teorie ndhodnych matic. Vlastni vektory v; GOE tvori ortonormalni systém.
Jedna se vSak o nahodné vektory. Vsechny orientace tohoto systémi jsou v D-dimenzionalnim
prostoru stejné pravdépodobné, tedy natoc¢eni vici konkrétni bazi je ndhodné. Slozky vek-
toru

Vi1
V; =
ViD
jsou ndhodna ¢isla z rozdéleni
D D“fj
P(v;;) = —e 2. 1.26
(i) =15 (1.26)
Miru delokalizace vektoru v; v dané bazi muzeme urc¢it pomoci vztahu
1
nvi) = o Inverse Participation Ratio. (1.27)
> =1 |vij]
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Hodnoty IPR charakterizuji lokalizaci v dané béazi V'

1 v je bazovy vektor,
1 v je lokalizovany v dané bazi,
> 1 v je delokalizovany v dané bézi,
% v je vlastni vektor GOE,

tedy s rostouci IPR roste delokalizace.

Vlastni stavy fyzikalniho systému z chaotické c¢asti spektra vykazuji podobnou de-
lokalizaci jako vlastni vektory GOE. Delokalizace mé podstatné dusledky na chovani
stfednich hodnot v téchto stavech. Stavy odpovidajici ndhodnym vektorim vykazuji po-
dobné chovani, tedy podobné stiedni hodnoty.

Ukézka tohoto chovani ve fyzikdlnim systému je na obrézku [1.7 Prvni dvé dvojice
((a),(b)) a ((c),(d)) odpovidaji chaotickym pripadim. Vlastni stavy hamiltonidnu vyka-
zuji velkou delokalizaci (IPR) ve stfedu spektra. Na okrajich se vlastni vektory lisi od
ndhodnych vektori, pro které by v pripadé GOE matice lezely vSechny hodnoty IPR
kolem hodnoty D/3. Témér ndhodné vektory maji sice nekorelované elementy, ale velmi
podobné stredni hodnoty, jak vidime na grafech strednich hodnot spin-spinové korelace.
Ta se v oblastech energii s delokalizovanymi vektory chova témeér jako hladka funkce ener-
gie. Stfedni hodnoty vykazuji velmi malé odchylky v porovnani s krajnimi oblastmi, kde
vlastni vektory nejsou ndhodné. To pozorujeme také u integrabilniho piipadu ((e)),(f).
Delokalizace vlastnich vektort je v porovnéani s chaotickymi pripady rddové mensi. S tim
jsou spojeny velké rozdily mezi stfednimi hodnotami na blizkych energiich.

Casova zavislost, termalizace a ETH

Uvazujme chaoticky fyzikalni systém s Hilbertovym prostorem dimenze D a s hamil-
tonianem H, ktery nezavisi na ¢ase. V prvnim priblizeni budeme predpokladat, ze hamil-
tonidn je v obecné bazi ndhodnd GOE matice a jeho vlastni vektory |FE,,) jsou ndhodné

Budou nés zajimat stfedn{ hodnoty obecné pozorovatelné O s ortonormélni bézi |O)

V bazi hamiltonidnu jsou maticové elementy pozorovatelné vyjadiené jako
A D

Stfedovanim pres nahodné vektory |E,, ) dostavame

1
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Obrazek 1.7: Ukazka IPR a stfedni hodnoty spin-spinové korelace pro spinovy systém
z prace (Torres-Herrera a kol., 2015). V kazdém fadku jsou energetické zavislosti IPR
a stfedni hodnoty pro dany parametr hamiltonidnu. Prvni dvé dvojice ((a),(b)) a ((c),(d))
odpovidaji chaotickym pripadim. Vidime velkou delokalizaci v IPR a stfedni hodnoty
se chovaji jako hladka funkce energie. Posledni dvojice ((e),(f)) odpovida integrabilnimu
pripadu. S malou delokalizaci jsou spojeny velké oscilace stfednich hodnot.

Bereme-li maticové elementy pozorovatelné O ve vlastni bézi hamiltonidnu jako statisticky
soubor, muzeme tak napocitat jejich stfedni hodnoty a rozptyl s pomoci (|1.31)).

1500 =G _
On = {D i 0i=0 m=n (1.32)
0 m#n
02— Ot = {22 O0 =007 m=m (1.33)
0 m#n

Dostavame tak predstavu o podobé stiednich hodnot pozorovatelnych ve vlastnich stavech

nédhodného hamiltonianu
_ 02

kde R,,, jsou ndhodné ¢isla s nulovou stredni hodnotou. Maticové elementy nejsou ener-
geticky zavislé a odchylka od stfedni hodnoty klesa s velikosti systému.

Stredni hodnoty ve stacionarnich stavech se v ¢ase neméni. Podivejme se proto na chovani
stfednich hodnot v obecném stavu chaotického systému v ¢ase. Méjme obecny stav |¢)
s dobre definovanou stfedni hodnotou energie a jejiho rozptylu. Jeho ¢asovy vyvoj mé po
rozepsani do baze hamiltonianu tvar

(1) =3 cne FELY,  en = (Eul). (1.35)
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Stfedni hodnota operdtoru O ve stavu [i) je pak obecné ¢asové zavisld. Pracujeme-li
s nedegenerovanym hamiltonianem, coz je typicky pripad chaotickych systémi, lze stiedni
hodnotu rozdélit na casové zavislou a nezavislou ¢ast nasledujicim zptsobem

(W) O](1) Z|Cm| Orm + Z & cper En=Elto (1.36)

m;én

Casové nezavislé
Casoveé zavislé

éasovy vyvoj stfedni hodnoty je tak dan druhym c¢lenem, ktery je sumou oscilaci.
Obecné se tyto oscilace zac¢inaji rozchazet na casech

t~hE,—E,)™"

Tyto ¢asy mohou byt u fyzikalnich spekter v tddech délky Zivota vesmiru (navzdory
tomu, ze fyzikdlni systémy bézné relaxuji). Casové zavisly Clen lze presto u ¢asového
vyvoje danym GOE hamiltonidnem po koneéném case zanedbat, a to diky velikosti nedi-
agondalnich maticovych elementi O,,,, nebot z ([1.34)

Omm
~vVD
Omn \/_,

kde pripominame, ze D je dimenze Hilbertova prostoru. Casové nezavisla slozka navic dle
(1.32) nezdvisi na poc¢atecnim stavu, nebot

D D
> em?Omm = O e =
m m

Relaxace chovani odpovida termalizaci systému. Nahodny hamiltonian vede na mikroka-
nonicky soubor bez energetické zavislosti, coz odpovida souboru pti nekoneéné teploté.

Termalizace systému tzce souvisi s chaosem a ergodicitou. V kvantové mechanice
je to pravé delokalizace stacionarnich stavii dana chaosem, ktera vede na termalizaci.
To jsme vidéli u ndhodnych matic. Ve statistické fyzice chapeme termalizaci pomoci in-
terakci v systému, jakymi mohou byt napriklad srazky castic. Informace o termalizaci
kvantového systému je ukryta ve strukture vlastnich stavi hamiltonianu. V case se pak
projevi jako rozchod faz{ v (1.36)).

U redlnych systému je vSak termdlni stfedni hodnota (stfedni hodnota po relaxaci)
zavisla na energii a relaxacni ¢asy jsou zavislé na konkrétni pozorovatelné. Tedy mimodi-
agonalni cleny nesou informaci, kterou bychom neméli tplné zanedbat.

Pro popis termalizace je tak potfeba zvolit jiny popis maticovych elementti pozo-
rovatelnych nez ten ze vztahu . S lepsim anzatzem prisel v roce 1994 Mark Sred-
nicky v ¢lanku (Srednicki, |1994). Jeho predpis pro maticové elementy pozorovatelnych v cha-
otickych systémech je znamy pod anglickym nazvem Figenstate Thermalization Hypo-
thesis, neboli ETH.

Maticovy element pozorovatelné ve vlastni bazi chaotického systému lze dle ETH psat
jako )

Opin = O(E)bpn + e 5BEV2 5 (E, w) Ry, (1.37)
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kde

. E = 7Em;E”7

W:En_Em’

e S(F) - termodynamickd entropie v zavislosti na energii,

O(E), fo(E,w) jsou hladké funkce a O(E) je stfedni hodnota mikrokanonického
souboru na energii F,

e R, - ndhodné hodnoty s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym rozptylem.

Vyhodou oproti RMT je, ze diagonalni elementy nejsou stejné ve vsech stavech, ale spise
hladkou funkci energie. Dale mimodiagonalni ¢leny osciluji kolem hodnot hladké funkce f;.
Lze tak popisovat systém pii konecné teploté. V semiklasické limité tohoto pristupu
dostavame klasicky chaotické systémy. V posledni dobé je ETH stéle castéji testovana
numericky a to velmi uspésné (napt. souhrnny clanek (Borgonovi a kol., 2016)).

Dale vyuzijeme v praci ETH pro kvalitativni vysvétleni nékterych vysledkii. Zdiraznime
jen, ze ETH lze pouzit k dalsimu studiu ruznocasovych korelatort, kterym se budeme
vénovat v dalsi kapitole. Pro studium korelatort dvou riiznych pozorovatelnych je potieba
ETH jakozto vztah upravit (D’Alessio a kol., 2016]). Tomu se v této praci vénovat
nebudeme.

’

Kvantova ¢isla chaotickych systémi a Peresovy mrize

Vratme se k nyni k integrabilnim systémtim. Podminkou pro integrabilitu klasického
systému s f stupni volnosti byla existence f nezavislych integralt pohybu s nulovymi Po-
issonovymi zavorkami. Obdobné kvantovy systém nazveme integrabilnim, pokud existuje
f nezavislych vzajemné komutujicich integralt pohybu

[1:,1;] = 0, vI; e {1}, (1.38)

Stale pracujeme s Casové nezavislym hamiltonianem, takze energie je jednim z téchto
integrali pohybu. Béze vlastnich stavii hamiltonidnu |E;) je tak spoletnou vlastni béazi
téchto operatorii a jednotlivé stacionarni stavy muzeme popsat sadou f dobrych kvan-
tovych cisel

{ni}zf:r

Energetické sttedni hodnoty operatorta 1, (v integrabilnim piipadé se tedy jedna o je-
jich vlastni hodnoty) povazujeme za priblizné hladké analytické funkce téchto kvantovych
Cisel

(Bl 1m |E) = ((n1,....np)| L |(n1, ... np)) = Ln(na, ... np), (1.39)
diky EBK kvantovani. Diky vztahu (1.2)) ¢ekdme, ze tyto stfedni hodnoty budou tvofit v

f rozmérném prostoru pravidelnou mriiz. Pro systém se dvéma stupni volnosti uvazujeme
dva integraly pohybu jako funkce kvantovych ¢isel

A A

H(ni,ns), I(ni,n9).
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Obrézek 1.8: Ukézka Peresovych mifzi integrabilnich spinovych systémt z prace
vastava a Miiller, [1990). Na levém obrazku jsou grafy energetické zavisloti stfedni hodnoty
magnetizace M?* pro rizné hodnoty parametru spinového systému. Ve vsech pripadech
vidime pravidelnou miizku, nebot se jedné a integrabilni systémy. Na pravém obrazku je
znazornéna sit explicitné pro konkrétn{ graf (a). Pomoci pfechodu k aénim souradnicim
Ji a Jo z EBK lze sit transformovat na pravidelnou mi{Z po vzoru vztahu .

Body v grafu zavislosti (F| 1 |E') na energii by mély tvorit néjakym zptisobem pravidelnou
mriizku. Ukéazka je na obrazku (1.8

Tyto mtize zacal ve spojitosti s chaosem studovat Asher Peres , . Mizeme
se tak setkat s oznacenim Peresovy mfize nebo také kvantové sit@. Narusenim integra-
bility ztracime globalni integraly pohybu a s nimi i dobra kvantova ¢isla. To se projevuje
rozbitim hladkosti a analyti¢nosti vztaht (1.39)) a rozbitim Perésovych mftizi.

Ztratou integrability se ptivodni integral pohybu stal ¢asové zavislym. Misto néj bu-
deme studovat sit stfednich hodnot jiného ¢asové nezdvislého operdtoru. Tim mutze byt
asové stfedni hodnota O néjakého operatoru O nekomutujiciho s H. Ta je jisté casove
nezavisla, protoze komutuje s hamiltonianem. Vyuzijeme-li vztah z predchozi sekce ,
dostavame operator

R 1 T R D R D

ktery je diagondlni ve vlastni bazi hamiltonianu. Dle semiklasické prestavy, je-li systém
na energii £ plné ergodicky, pak stfedni hodnota operatoru O ve stavu | E) s touto energii

12 Anglicky Peres lattices nebo Quantum webs.
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priblizné odpovida mikrokanonickému priaméru veli¢iny O na energetické nadplose H = E
fazového prostoru, tedy

(E|O|E) ~ /O(p.q)d(£ — H(p,q))dpdgq (1.41)

J6(E — H(p,q))dpdq
V Peresové mrizi obecného chaotického systému tak muzeme najit zbytky nerozbité
sité, které odpovida v semiklasické predstavé integrabilnim oblastem a body z ,, potr-

.....

delokalizace vektorl a posunu hodnot spektra.
Ukézka Peresovy mfize chaotického systému je na obrazku[1.9] kde je ¢arou zndzornéna
klasickd hodnota mikrokanonického priuméru ze vztahu (1.41)).

J
40- .
20 . )
ol . . . . .
) 20 a0 60 E

Obrazek 1.9: Ukazka Peresovy miize chaotického systému z jeho navazujici prace (Feingold
a Peres| |1986)). Jedn4 se o graf zavislosti stfedni hodnoty momenty hybnosti J ve dvojdi-
menzionalnim systému. Carou je znédzornéna klasickd hodnota mikrokanonického prioméru
ze vztahu (1.41]). Za pozornost stoji také pravidelnd fada bodl ve spodni ¢ésti grafu.
Ty odpovidaji regularnim stavim. Dle semiklasické predstavy, se jednd o stfedni hod-
noty ve stavech lokalizovanych na zbytcich invaritniho toru ve fazovém prostoru.

137piisob identifikace chaosu pomoci této metody je spise kvalitativni, ale stejné jako IPR ndm pomtize
identifikovat jednotlivé chaotické stavy.
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Obréazek 1.10: Ukazka Peresovych mifz chaotickych spinovych systémii z prace (Sri-
vastava a Miiller, |1990). V obou piipadech se jedna o grafy energetické zavislosti stfedni
hodnoty casové stfedni hodnoty magnetizace (M?*)r. Na levém gravu vidime roztrzeni
sité, které odpovida tomu, ze prislusné sttedni hodnoty byly poc¢itany v chaotickych sta-
vech. Na pravém grafu vidime systém s jinou hodnotou parametru, kterym regulujeme
chaoti¢nost systému. Mezi oblastmi (a) a (b) vznikd nova lokdln{ sit, coz semiklasicky
odpovida vzniku nového invariatniho toru na fazovém prostoru (pripadné vniku novych
kvantovych ¢isel, ktera ale nejsou dobré globélné).
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Kapitola 2

Algebraicky u(3) model

2.1 Vibronovy model

Studovanym modelem v této praci je algebraicky model molekuldrnich vibraci. Byl
prezentovan v ¢lanku (lachello a Oss, [1996). Popis dvourozmérnych molekularnich vibraci
v roviné xy je postaven na operatorové algebte u(3). Operatory z této algebry lze sestavit
pomoci dvou sad kreatnich a anihila¢nich operatort {#,,7} a {#,, ﬂ,} a dodatecéné sady
skalarnich operatoru {4, 6T}. Bosony typu 7 odpovidaji vibracnim excitacim ve smérech
x a y, proto mluvime o vibronovém modelu. Algebru u(3) je vhodné formulovat pomoci
kruhovych bosonu

7l = 12 (Tl + iﬂ,) ;T 12 (T2 Fify) (2.1)
jako
n=(tr, 4412 Do=v2(rle —6'r.)
I=(#l2 —#12) D_=Vv2(-#lo+06'7,)
Qp=V2 (ﬂﬁ—> Ry =2 (Ai?f + 6T?_> (2.2)
Q =v2(it+,)  Ro=v2(ilo+o'r))
he = (615)

Algebra u(3) obsahuje dva fetézce podalgeber
u(3) Du(2) Do(2) L fetézec,
u(3) Do(3) Do(2) II fetézec,
které jsou tvoreny operatory
u(2) = {n1,Q,,0_}
o(3) ={D,,D_,l} (2.3)
{1

—

Model vibraci je invariantni vuéi akei grupy O(2), coz odpovida otoceni molekuly ko-
lem osy z (viz obr. . Jako prostor stavi pouzijeme reprezentacni prostor algebry u(3).
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Hamiltonidn pak lze sestavit z Casimirovych operatorit C' podalgeber u(2) a o(3). Samo-
statné popisuji ¢leny v hamiltonidnu systémy invariantni vici vétsim grupam SU(2), resp.
O(3), nez je grupa symetrii fyzikalniho problému. Autofi puvodniho ¢lanku predstavili
jednoparametricky hamiltonian

3 A

Hy=(1-6Cu(2)] - mc[(’@)]a (2.4)

kde parametr £ uddva geometrii molekuly s O(2) symetrii a N je celkovy pocet bosoni,
tedy N = A+ fi,. Ten se v systému zachovava. Hlavni vyhodou tohoto algebraického
modelu tak je, ze pracujeme s Hilbertovym prostorem koneéné dimenze. Operatory lze
reprezentovat pomoci matic koneéné dimenze. Prirozené je pak pouzit bazi, ve které budou
roli kvantovych ¢isel hrat vlastni hodnoty operatort poctu ¢astic. Elementy operatori lze
urc¢it ¢isté pomoci komutacnich relaci.

(a) Retézec I (b) Retézec 11
Obrazek 2.1: Geometrie molekuly popsané fetézci podalgeber algebry u(3). Prvnimu

fetézei odpovidé v hamiltonidnu Casimirav operator Cu(2)] a druhému operétor Clo(3)].

V disledku symetrie komutuje operator | s hamiltonidnem
[H,.]] = 0.

V systému se ¢tyrmi stupni volnosti tak najdeme dva nezavislé integraly pohybu, coz
znamena, ze se jedna o integrabilni systém. Integrabilitu lze narusit naptiklad interakei
s elektromagnetickym polem. Interakci s polem ve sméru osy x lze vyjadrit pridanim
dipdlového operatoru

n 1/. ”
D, =3 (Dy+D-). (2.5)
Novy hamiltonian mé tvar
N ST S

kde
W= (Db + D) +T

a parametr ¢ udava intenzitu elektrického pole. Jak uz jsme zminili, tento parametr je
zodpovédny za naruseni O(2) symetrie modelu, integrability a vznik chaosu.
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Detailnéji jsme se zavedeni tohoto modelu vénovali v predchozi praci (Novotny, 2020).
V ni jsme provedli klasickou limitu ([2.7)) hamiltonidnu

Hd:12_f {Z (@+p2)| —¢|(p2+p)) (2—42 (%2+P?))

1=x,y 1=x,y

(2.7)

+(pyae — aypa)’] — € [py 2- > (@ +pd)

1=,y

a studovali chaos na ¢tyrdimenzionalnim fazovém prostoru se souradnicemi

{¢2,0y,P2:py }-

Mame tak moznost porovnat indikatory kvantového chaosu s Lyapunovovym exponentem,
objemem chaotické ¢asti fazového prostoru a Poincarého fezy.

2.2 Bose-Einsteinuv kondenzat

Pred studiem kvantového chaosu v «(3) modelu udélame mensi odbocku. Pri stu-
diu vibronového modelu jsme zjistili, Ze jej lze prevést na model, ktery popisuje Bose-
Einsteintiv kondenzat bosontu se spinem 1. Toto spojeni ndm v nékterych pripadech
usnadni interpretaci vysledki a pomiize k nalezeni dodatecné symetrie vibronového mo-
pravé na experimentech s Bose-Einsteinovym kondenzatem.

V nedavném ¢lanku (Rautenberg a Garttner, 2020)) studovali jeho autofi chaos v mo-
delu Bose-Einsteinova kondenzatu (zkratka BEqu. Jednd se o tfibosonovy model, ktery
popisuje kondenzat bosont se spinem 1. Hamiltonian lze formulovat pomoci tii sad kreac¢nich
a anihila¢nich operatori, které prisluseji jednotlivym projekcim spinu

{d—h&T—l}7{6'07&3}’{&17&1}'

Bez vnéjsi interakce je takovy model integrabilni. Autori tak pridali poruchu v podobé
vnéjstho magnetického pole. Hamiltonidan kondenzatu s interakei s vnéjsi poruchou ma
podobu

o (M= No) Vg (B N) (2.8)

kde N; = a}ai je operator poc¢tu bosonti s projekci spinu ¢. Hamiltonian obsahuje tii
parametry g, a r. Prvni dva modeluji samotny kondenzat, kde g je sila s-interaked’] a
q odpovida kvadratickému Zeemanovu posuvu. Pro detaily odkazujeme na (Law a kol.,
1998). Parametr r souvisi s vnéjsim magnetickym polem. Pro r = 0 je systém necha-
oticky. Pti nenulové hodnoté jiz systém neni integrabilni. Parametr r tak hraje v BEC
modelu stejnou roli jako parametr € ve vibronovém. Tento model dobte popisuje napriklad
kondenzat atomi rubidia *'Rb.

17 anglického Bose-Einstein Condensate
2 Anglicky s-wave interaction
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2.2.1 Vztah vibronového a BEC hamiltonianu

Identifikujeme-li vibronové a BEC sady kreacnich a anihila¢nich operatort
{%—767%4-} Al {&—17&07&1}7
1ze BEC hamiltonian (2.8 prepsat s pomoci operatoru (2.2) algebry U(3) do tvaru

g

r
2

ﬁBEc: (q— \/5

) h+ %W; +—= (Ry + R_) —gN, (2.9)

kde Casimirovym operatorem algebry o(3) je
o 1/~ - A oA o
W = 5 (ReR_+R-RL)+ P (2.10)

Tento hamiltonidn odpovida strukturou vibronovému hamiltonidnu (2.6) az na kon-
stantu —g N, ktera vsak jen posouva spektrum a neprojevi se na dynamice. Ve vibronovém

A

hamiltonidanu je podalgebra o(3) reprezentovana operatory {D+, D_|l }, zatimco v BEC

hamiltonianu je pouzita reprezentace pomoci operatori ]Ai’, které také tvori algebru o(3).
Pro odliseni od algebry operatort D ji budeme oznacovat o(3)

o(3) = {Ry, R_,1}. (2.11)
Mizeme pak primo identifikovat jednotlivé parametry obou modelt.

g _ g_ § €
q_i_(l_g)v 5_1—]\/" \/5_ 2 (2'12)

Volny vibronovy hamiltonian obsahuje jen jediny parametr £, zatimco volny BEC
hamiltonian m& dva parametry g a p. Predchozi vztah tak dava dodatecnou podminku
na kombinaci ¢ a p, pokud bychom je chtéli vyjadrit pomoci £&. BEC model 1ze z pohledu
parametri chapat jen jako zobecnéni vibronového.

Otézkou je, jaky vliv mé volba reprezentace podalgebry o(3) na spektrum a vlastni
vektory prislusného hamiltonidanu? Pro vibronovy a BEC hamiltonidn se stejnymi para-
metry plati:

e Oba hamiltonidny maji stejné spektrum.

e Oba maji dodatecnou diskrétni symetrii, diky které je lze blokové diagonalizovat do
dvou blokli. Obé baze, ve kterych jsou blokové diagonalni, obsahuji stejné vektory.
Lisi se vsak jejich poradim. Komponenty vlastnich vektort vibronového a BEC ha-
miltonidnu prislusejici stejné energii ve zvolené bazi se v absolutni hodnoté rovnaji.
V pripadé volného hamiltonianu se tato symetrie projevi dublety ve spektru.

Vibronovy a BEC hamiltonian tak popisuji stejny systém, ale vyjadreny v
jiné béazi. Souhrnné tak muzeme mluvit o «(3) hamiltonidnu. Odvozeni téchto tvrzeni
uvédime v apendixu [A]
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2.3 Chaos v u(3) modelu

Indikatory kvantového chaosu, které jsme zavedli v predchozi kapitole, nyni pouzijeme
pro studium «(3) hamiltonidnu (2.6)).

Chaos je indukovan poruchou s parametrem €. Pro ¢ = 0 mame regularni integrabilni
systém se zachovavajici se veli¢inou l. Nartistajicim € je regularita narusena. Tomu od-
povidd chovéni NNSD v grafech na obrézku [2.2] Pro nenulové hodnoty poruchy za¢ind
NNSD rozdéleni prechazet na Wignerovo-Dysonovo. Ve vsech pripadech ale neni systém
plné chaoticky, coz pozname z hodnoty Brodyho parametru.

[ Histogram [JHistogram
——— Brodyho rozdéleni ——— Brodyho rozdéleni
08 e WD rozdelent 08 b o WD rozdéleni
x .‘ ‘
N\ - B=024+012

o6 &‘ “ B=001018 o6 %

00

(a) e=0,0 (b) e=0,2
10 10
[ Histogram [JHistogram
~——— Brodyho rozdéleni ~——— Brodyho rozdélenf
08 L e WD rozdeélent 08 b o WD rozdéleni

B =062+ 008 B =051+008

Obrézek 2.2: Grafy histogramit NNSD vibronového hamiltonidnu s ¢ = 0.4 pro rtizné hod-
noty parametru . Rozdéleni NNSD byla nafitovana Brodyho funkci ((1.15]). Prislusné Bro-
dyho parametry (i s chybou fitu jsou uvedeny v grafech. Vyznaceno je také Wignerovo-
Dysonovo rozdéleni, které odpovida krajni hodnoté g = 1. Vysledky jsou pro spektrum
z prvniho ze dvou invariantnich podprostort, danych dodatetnou diskrétni symetrii u(3)
hamiltonidnu, s dimenzi 2601. Celkovy pocet bosont je N = 100, tedy dimenze celého
Hilbertova prostoru je 5151.
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7 grafi vidime, Ze zavislost
chaoti¢nosti na parametru e
neni primocara. Tedy rist in-
tenzity poruchy obecné ne-
znamena nartst Brodyho pa-
rametru. Muzeme se podivat
na zavislost chaoti¢nosti sys-
tému na kombinaci para- -0.5F
metri ¢ a & Ta je na
obrazku 2.4 Vidime, Ze v pa- 1ok
rametrickém prostoru exis-
tuje hlavni oblast (b), ve
které je systém prevazné
chaoticky. Dle semiklasické
predstavy by to zname- Qbrazek 2.3: Spektrum neporuseného (¢ = 0) vibronového
nalo, ze vétsina fazového hamiltonidnu v z4vislosti na parametru £. V krajnich hod-
prostoru je zaplnéna chao- notdch md systém dodateénou symetrii, coz se projevuje
tickymi oblastmi. Oblasti (a) zvygenou degeneraci hladin. Dimenze Hilbertova prostoru
sice také vykazujl vysokou je 28, tedy N = 6.
hodnotu Brodyho parame-
tru, ale v tomto ptipadé se
jedna naopak o reguldrni systém. Pro krajni hodnoty £ = 0 a £ = 1 obsahuje spektrum
dodateéné degenerace a jednotlivé hladiny jsou korelované podobné jako u harmonického
oscilatoru (obr. . Je to presné pripad integrabilniho spektra, které nema poissonovské
rozdéleni NNS.

Porovname vysledky se spektralni statistikou (7). Uvedené hodnoty byly normali-
zovany tak, aby krajni pripady odpovidaly WD, resp. poissonovskému spektru

1.0

0.5

0.0

Energie

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

TN <77‘> - <77‘>Poisson

7 = (F)wp — () Poisson (2.13)

Zavislost (7)je znazornéna na obrazku . Ten ukazuje podobné chovani jako v pripadé
NNSD.

Takto jsme ziskali pfedstavu o chaoti¢nosti systému v zavislosti na parametrech ha-
miltonianu. V semiklasické predstaveé to priblizné odpovida informaci o podilu fazového
prostoru zaplnéného chaotickymi oblastmi. Dale se budeme zajimat o to, jaky vliv na
chaos ve vibronovém systému ma energie. Pouzijeme-li opét semiklasickou predstavu,
zajimé nas, jestli na dané energetické nadplose najdeme chaotické oblasti. Vhodnym in-
dikatorem je v tomto pripadé delokalizace vlastnich vektort IPR. Rozplyvani vektoru
ve zvolené bézi budeme normovat faktorem D/3, kde D je dimenze piislusného invari-
antniho podprostoru tak, aby krajni pripady 3/D =~ 0 a 1 odpovidaly vlastnimu vektoru
baze (maximalni lokalizace) a ndhodnému vektoru (tiplné delokalizace).

0] = (). (2.14)

Na obrazku [2.6| je ukézka energetické zavislosti IPR.
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Obrazek 2.4: Graf zavislosti Brodyho parametru 5 (barevna skéla) na kombinaci para-
metri £ a e. V grafu pozorujeme dva typy oblasti (a) a (b) s vyrazné vyssi hodnotou .
Oblasti typu (a) odpovidaji nechaotickym pripadium, kdy se ve spektru vyskytuje velké
mnozstvi degeneraci a Brodyho funkci neni mozné NNSD dobie nafitovat. Oblast (b)
odpovida pripadim, kdy je systém prevazné chaoticky. Brodyho parametr byl urcen fi-
tovanim spekter z obou invariantnich podprostorti. Uveden je pak jeho primér. Dimenze
Hilbertova prostoru je 5151, coz odpovida celkovému poc¢tu N = 100 bosoni.
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Obrazek 2.5: Graf zavislosti (7) parametru (barevna skala) na kombinaci parametru & a
e. V grafu pozorujeme dva typy oblasti (a) a (b) s vyrazné vyssi hodnotou . Oblasti
typu (a) odpovidaji nechaotickym pripadum, kdy se ve spektru vyskytuje velké mnozstvi
blizkych hladin zptisobené piuvodni dodatetnou symetrii pro krajni hodnoty £. Oblast (b)
odpovida piripadum, kdy je systém prevazné chaoticky. (7) byl uréen ze spekter z obou
invariantnich podprostorti. Uveden je pak jeho primeér. Dimenze Hilbertova prostoru je
5151, coz odpovida celkovému poctu N = 100 bosont.
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Obrézek 2.6: Grafy IPR vlastnich vektorti vibronového hamiltonianu s € = 0.4 pro rizné
hodnoty parametru £. Poé¢itana je delokalizace v bazi | Nnl). Hodnoty jsou normovany tak,
aby n(v) ~ 0 odpovidalo badzovému vektoru a n(v) = 1 byl ndhodny vektor. Vysledky
jsou pro vektory z prvniho invariantniho podprostoru s dimenzi D = 2601. Celkovy pocet
bosont je N = 100, tedy dimenze celého Hilbertova prostoru je 5151.

Kvantovy chaos se projevuje nejen delokalizaci vektorti v podobé vysokého IPR, ale také
rozbitim struktur. To pozorujeme pravé v maximech uvedenych grafi. Diky klasické li-
mité muzeme pribéh IPR porovnat s podilem objemu chaotickych oblasti na jednotlivych
energetickych nadplochdch. Ukdzka je na obréazku 2.8 V oblastech, kde je klasicky fazovy
prostor plné chaoticky, pozorujeme nartist IPR nebo stlac¢eni jednotlivych bodi, kdy n
se chova jako hladka funkce energie. Pravidelné usporadané body s nizkym IPR, které
vybocuji (shluk bodu v grafu za energii F = 0.25), odrazeji regularni chovani systému a
v semiklasické predstavé odpovidaji regularnim oblastem na energetickych nadplochach
(ukézka plné reguldrniho systému na obrazku .

Pro dané intenzity poruchy € jsme napocitali energetickou zavislost IPR. Ukazky jsou
na obrazku 2.9 Oblasti s nejvyssimi hodnotami IPR jsou v souladu s vysledky NNSD
(obr. a (7)(obr. [2.5)). Obtizné je viak klasifikovat hraniéni oblasti, kde by mélo dojit
k prechodu od regularity k chaosu. Zde slouzi indikatory spise ke kvalitativni identifikaci.

Vyuzijeme klasické limity a podivame se pomoci Poincarého tezli primo na fazovy pro-
stor. Na obrdzku je graf IPR v zévislosti na energii a parametr £ s pevnou hodnotou
poruchy e. Podél oblasti s vysokou hodnotou delokalizace vlastnich stavi jsme vybrali
par bodt, ve kterych jsme napocitali Poncarého tezy klasickym fazovym prostorem ((a)
az (h)). Regularni oblasti (vyplnéné ¢ernymi kiivkami) jsou postupné nahrazovany chao-
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Obrazek 2.7: Energeticka zavislost IPR pro regularni systém ¢ = 0,4, ¢ = 0. Vidime
pravidelné usporadani bodi a nizké hodnoty IPR. Vysledky jsou pro vektory z prvniho
invariantniho podprostoru s dimenzi D = 2601. Celkovy pocet bosonu je N = 100, tedy
dimenze celého Hilbertova prostoru je 5151.
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Obrazek 2.8: Porovnani energetické zavislosti IPR vlastnich stavi systému s parame-
try £ = 04 a ¢ = 0,4 z grafu s klasickym Lyapunovovym exponentem a podilem
chaotickych oblasti na klasickém fazovém prostoru. V oblastech spektra, kdy je klasicky
fazovy prostor plné chaoticky, vidime vysoké hodnoty IPR a témér hladkou zavislost n
na energii. Nad energii E = 0,25 vznikaji na fazovém prostoru opét regularni struktury.
To se projevuje v kvantovém pripadé stavy s nizkym IPR, které tvoti v grafu pravidelnou
strukturu.

35



tickymi (vyplnéné barevnymi body; barva zna¢i hodnotu Lyapunovova exponentu). Opét
vidime kvalitativni shodu. Musime byt vSak opatrni u vyhodnocovani prechodovych ob-
lasti, na kterych je systém malo chaoticky. Dle grafu IPR bychom mohli ocekévat, ze v
grafu (a) uvidime podobné chaoticky systém jako v (d) nebo (f). Klasicky je vSak (a) témér
regularni, (d) obsahuje chaotické i regularni oblasti a (f) je témér plné chaoticky. Rozdil
mezi (a) a (f) ale zachytily obé spektralni statistiky, podle kterych by fazovy prostor s
parametry pro (a) mél narozdil od (f) mit maly podil chaotickych oblasti.

Nyni jiz mame predstavu o tom, kdy je studovany model chaoticky. V dalsi kapitole
budeme studovat chovani riznoc¢asovych korelatort v regularnich a chaotickych rezimech.
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Obrazek 2.9: Grafy zavislosti IPR (barevné skéla) vlastnich vektori vibronového hamil-
tonianu na energii a parametru . Uvedeny jsou priklady pro rtzné hodnoty intenzity
poruchy e. Pivodné diskrétni hodnoty spektra jsou uvedeny po vystfedovani pres ener-
getické intervaly dané velikosti. Vysledky jsou pro vektory z prvniho invariantniho pod-
prostoru s dimenzi D = 2601. Celkovy pocet bosonii je N = 100, tedy dimenze celého
Hilbertova prostoru je 5151.
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Obrézek 2.10: Grafy zavislosti IPR vlastnich vektorii vibronového hamiltonidnu na energii
a parametru £ pro € = 0,4. Pro vybrané body byly napocitany Poincarého tezy x = 0
klasickym fazovym prostorem s hamiltonidnem . Barva bodii odpovida Lyapunovovu
exponentu na skale (0,0.2) (¢ernd - modra - fialova - oranzova - ).
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Kapitola 3

Ruznocasové korelatory

Riznocasové korelatory se ukéazaly byt velmi dobrym nastrojem pro studium cha-
osu v kvantovych systémech. Obecné vystihuji, jak se ptvodné lokalizovana informace
rozprostird pomoci interakce do jednotlivych stupni volnosti systémuﬂ (Swingle, 2018)).
Nejjednodussim prikladem miize byt fetizek spinti. Prevratime-li orientaci jednoho spinu,
v zavislosti na interakci mezi spiny se informace o této zméné rozsiii podél celého fetizku.
Malé lokalizovana porucha miize byt v pribéhu evoluce vyrazné zesilena. To je analogické
exponencialni citlivosti klasicky chaotickych systémi. Tam porovnavame vzajemné vzda-
lovani stavii, zatimco v kvantovém ptipadé studujeme rozpad korelace mezi operatory v
riznych casech. Miseni informace tak tzce souvisi s kvantovym chaosem a lze jej chapat
jako mechanismus odpovédny za termalizaci kvantovych systémii.

Riiznocasovym operatorem, neboli OTOCemf| budeme chipat zdporné vzatou druhou
mocninu komutatoru pozorovatelnych AaB , kterou vystfedujeme pres dany stav [i)

C(t) = @ C0) ) = — (W[ [A®),BO) [) = (] [A1),BO)[A®),BO)][¢) . (3.1)

Cely vyraz lze také prepsat jako souc¢in komutatoru se svym hermitovskym sdruzenim. Ko-
mutator dvou hermitovskych operatorti je antihermitovsky. Ve vyrazu se vyskytuje
minus a souéin uvazujeme s hermitovskym sdruzenim, aby C (t) byl hermitovsky.

Je-li stav, pres ktery stfedujeme, vlastnim stavem hamiltonidnu |¢) = |E;), mluvime
o mikrokanonickych OTOCich. V literature se miizeme setkat s oznac¢enim mOTOCYy.
Déle budeme pracovat prevazné s nimi a budeme o nich mluvit déle jako o OTOCich.
Uvazuji se rovnéz termdlni OTOCy (stfedovani operdtoru C se provadi pres termalni
stavy na dané teploté), které zminime na konci této kapitoly, nebo OTOCy pro zcela
obecné (napr. koherentni) stavy.

Operétory A a B bereme v Heisenbergové obraze. Misto stavii tak vyvijime operétory.
Jejich ¢asova zavislost je dana tradi¢nim vztahem

A(t) = entH Qe wtH (3.2)

Podstatné je pravé to, ze v komutatoru bereme operatory v riznych ¢asech. OTOC ndm
tika, jak se operdtor A ¢asovym vyvojem zménil. A tuto zménu , m&Hme* operdtorem B.

! Anglicky se toto michdni informace v kvantovém systému nazyvé quantum scrambling.
27 anglického OQut-of-Time-Order Correlator.
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V komutatoru je ¢len A(t)@ , kde méfime operatorem B pred evoluci, a druhy clen Eﬁl(t)
s méfenim po evoluci.

éasovy pritbéh obecného OTOCu lze rozdélit na kratkocasové chovani a asymptotické
chovani v dlouhych casech. V kratkych ¢asech dochazi k michani informace mezi stupni
volnosti kvantového systému. V kontextu operatorového vyvoje mluvime o operdtorovém
rozplijvanf} Ten se typicky projevuje nariistem OTOCu, jehoz rychlost charakterizuje
rychlost michani informace v systému. U regularnich kvantovych systémt pozorujeme
nejvyse polynomialni nartist OTOCH v ¢ase, zatimco u kvantovych systémii s chaotickou
klasickou limitou roste OTOC exponencialné rychle. Zajimavé je, Ze exponent je imérny
hodnoté klasického Lyapunovova exponentu A

C(t) ~ e*. (3.3)

Pomoci OTOCH lze rychlost sifeni informace mérit i v systémech bez klasické limity.
Témi jsou napriklad spinové systémy (Riddell a Sgrensen), 2019) a kvantové pocitace
(Mi a kol., 2021). Exponencidlni narust OTOCu v kvantové chaotickych systémech neni
univerzalni. U nékterych spinovych modeli(Fortes a kol., 2019) dochézi k polynomidlnimu
nartistu a ve specialnich pripadech jen k linearnimu.

Tento interval kratkych cast je omezen takzvanym Ehrenfestovym c¢asem 7g. Pro
vicec¢asticové systémy s kone¢nou velikosti je definovan jako

TR = ilog(N), (3.4)
kde N je pocet castic a A je zminény klasicky Lyapunoviiv exponent. Inverzni pocet
¢astic hraje ve viceCasticovych systémech roli efektivni Planckovy konstanty (pfevracend
velikost systému). Obecné by tak ve vztahu bylo log(1/heg). Do tohoto ¢asu se pivodné
lokalizovany kvantovy stav chova témeér klasicky, tedy ¢asovy pribéh stiednich hodnot
v daném stavu odpovidé ptiblizné priubéhu téch klasickych.

Po Ehrenfestové ¢ase dochéazi k saturaci hodnoty OTOCu. V dlouhych ¢asech pozoru-
jeme aperiodické oscilace kolem asymptotické stredni hodnoty (Fortes a kol., 2019).

V dalsich sekcich nejprve uvedeme vysvétleni kratkocasového chovani OTOCH a jejich
nasledné saturace. V zavéru se budeme vénovat pravé asymptotickym oscilacim OTOCu
a ukazeme, jak souviseji s chaosem.

3.1 Kratkocasové chovani a saturace

S pochopenim nékterych vlastnosti OTOCu nam pomiuze korespondence mezi Poisso-
novymi zavorkami (1.1)) a komutatorem

{A,B} +— z’h[A,B],

kde A a B jsou funkce na fazovém prostoru a AaB jsou prislusné operatory na Hilbertové
prostoru. Spojitost mezi Lyapunovovym exponentem a Poissonovymi zavorkami najdeme
pomoci Hessovy matice Hamiltonidnu. Ta totiz udava, jak se vzdaluji blizké trajektorie
podél hamiltonovského toku.

3 Anglicky termin je operator spreading.
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3.1.1 Klasicky pristup

Vratme se na chvili na fazovy prostor. Na ném uvazujeme bod x(t) na trajektorii v a
bod x(t) 4+ 0x z jeho okoli na trajektorii 7. Vektor dx je z tetného prostoru v bodé x(t).
Z bodu x(t) se posuneme podél trajektorie a otdzkou je, jak se podél hamiltonovského
toku zdeformuje tecny prostor, tedy jak se vzdali blizké trajektorie. Zména obecného
tecného vektoru dx v bodé x(t) podél hamiltonovského toku je déna sou¢inem vektoru s
matici druhych derivaci hamiltonidnu V2H (Hessova matice)

0*H
V2H(t) = ———
J ax,(‘?m] x=x(t)
a symplektickou formou w
_( 0 ILxs
oo <—1fxf 0 ) ’

tedy

6x(t) = w- VZH(t) - 0x(t). (3.5)

Chaotické trajektorie jsou charakteristické svym exponencidlnim vzdalovanim. AZ na
mnozinu miry nula se vektory z teénych prostorti na chaotickych trajektoriich v case
exponencialné zvétsuji

t
ox(t)] = /O Aro%(7)| ~ M (3.6)
kde A je Lyapunoviv exponent. Jeho hodnota podél trajektorie méni. V naprosté vétsine
ptipadi se tak uvazuje jeho asymptotickd hodnota (viz (Skokos, [2010))).

Matice druhych derivaci hamiltonidnu udava lyapunovovské rozpinani elementu fazového
prostoru podél toku. Jeji maticové elementy lze spocitat z Poissonovych zavorek souradnic
v ruznych ¢asech. Definuje-li Poissonovy zavorky dvou vektorovych funkei X(q,p) a

Y (q,p) na fadzovém prostoru jako matici s elementy

{X.Y}; = {Xi.Y; 1} (3.7)

{ (ggD ’ (228;) } - /Otw - V?H(7)dr. (3.8)

Casova zavislost znamena, ze obé strany vycislujeme podél dané trajektorie v paramet-
rizované casem t, resp. 7. Jedna se o jednoduchy dusledek definice Poissonovych zavorek
a tvaru pohybovych rovnic. Pro konkrétni souradnici ¢ a k ni kanonicky sdruzenou p lze
vyraz rozepsat na

pak plati

t 0 t O°H dq(t)
(a0 = [ 50| ar = [ S50 ar = 200
Na chaotické trajektorii mizeme predpokladat
dq(t) ‘ At At
—— | ~ e s t s O ~ e . 39
ot a(t), p(O)}] (39

Ve vyrazu, ktery by mél odpovidat OTOCtm, se na misto absolutni hodnoty pouziva
kvadrat Poissonovych zavorek. Proto je exponent ristu OTOCHU 2.
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3.1.2 Semiklasicky pristup

Klasicka obdoba OTOCu na chaotickych trajektoriich vykazuje exponencialni rist
s Lyapunovovym exponentem. Spojeni s kvantovou mechanikou mtizeme ziskat pomoci
Wignerovy kvazipravdépodobnostni distribuce a formulace kvantové mechaniky na fazovém
prostoru. Ziskame tak rozvoj OTOCu v mocninéach A, kdy vedoucim ¢lenem budou vyrazy
typu (3.9).

My jen struéné uvedeme Cast vysledku z clanku (Cotler a kol., 2018). Ve formulaci
kvantové mechaniky na fazovém prostoru €2 je kvantovy systém popsan Wignerovou dis-
tribuci p

p(d,p,t) = (W;)f L dd (a+d'|p(t) la—d) e 2/ (3.10)
kde p(t) je operdtor matice hustoty systému. Stav kvantového systému je pak popsan
kvazipravdépodobnostni distribuci p, ktera mtze nabyvat zapornych hodnot na oblastech
fazového prostoru s rozmeéry radu h. V klasické limité A — 0 prechazi v pravdépodobnostni
hustotu spliujici klasické pohybové rovnice.

Stejnym zpusobem muzeme obecny operator A prevést na funkci A na fazovém pro-
storu. Nekomutativita operatorii je prevedena na nekomutativni soucin funkeci

A(q,p) * B(q,p) = A(q, p) exp lf ((501 : 5:, - <5p : 5)(,)1 B(q,p). (3.11)

Ten byva nazyvan Moyalovym souc¢inem. OTOC v tomto formalismu zapiSeme pomoci
Moyalovych zavorek

{{A,B}} = Z,lh(A*B—B*A) :{A,B}+O(h2). (3.12)

OTOC pro operatory polohy g; a hybnosti p; lze psat pomoci funkei Q; a P; na fdzovém
prostoru

1. . 2 .

—3 [@(0.5;0)] = {{Qu(a,p. ), Py(a.p,0)}}. (3.13)

Autori clanku uvadéji vysledek pro obecnou dimenzi fazového prostoru. Podstatné je, ze

vedouci ¢len vykazuje chovani jako (3.9)). Pro jeden stupen volnosti je chovani nejndzornéjsi

{Qap, 1), Plap, 01} = (%) +O (1) = (%) +o(r),

kde ¢(t) je feseni klasickych Hamiltonovych rovnic.

Riznocasové korelatory libovolné kombinace operatoru poloh a hybnosti (dle ) tak
v nultém radu rozvoje podle Planckovy konstanty zachycuji citlivost klasického systému
na zménu pocatecnich podminek. U chaotické trajektorie bychom v klasickém pripadé
pozorovali exponencidlni nartst v kazdém case. V kvantovém pripadé vsak dochazi k sa-
turaci OTOCHu za Ehrenfestovym ¢asem a jejich dalsi riist jiz nepozorujeme. Tato saturace
se zda byt ¢isté kvantovym jevem.
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Za saturaci OTOCU po Ehrenfestové case je zodpovédny kvantovy jev interference.
V téchto casech selhava semiklasicky pristup. V posledni dobé byla snaha vysvétlit satu-
race ve vice¢asticovych systémech pomoci formalismu drahového integralu (Rammensee
a kol.| 2018). Pokusime se alespon nastinit, pro¢ mé ¢asovy prubéh OTOCu kolem Ehren-
festova Casu singularitu (viz (Rozenbaum a kol., [2017))) a zdsadné se méni jeho chovani.

Predstavme si, ze OTOC métfime ve stavu, kterému odpovida dobte lokalizované
Wignerovo rozdéleni v podobé baliku na fazovém prostoru. V kratkych casech evoluce
se stale jedna o pomalu se rozplyvajici, ale dobre lokalizovany balik. Kvantové stredni
hodnoty se podobaji tém klasickym. Fazovy prostor je ale konecny, takze po urcitém
case se dostane zpét do oblasti, kde jiz byl a zacne interferovat sam se sebou. Postupné
se delokalizuje na dostupné oblasti fazového prostoru. Klasické chovani je tak potlaceno
na ukor interference a kvantového provazani.

Tim se dostavame k zavislosti OTOC1 na zvoleném stavu, pres ktery je stredujeme.
Kratkocasové chovani OTOCu budeme pozorovat jen ve stavech, které jsou daleko od
termalizace. Prechod do asymptotického termalizovaného stavu, zptisobeny postupnym
rozplyvanim informace mezi jednotlivé stupné volnosti, presné koresponduje s kratko¢asovym
chovanim OTOCH. U termalizovanych stavi tak tento narust nepozorujeme. Vlivu poc¢atecniho
stavu v obecnych ruznocasovych korelatorech se vénuji autori ¢lanku (Pappalardi a kol.,
2020). Podrobné se také zabyvaji volbou operatori do OTOCH.

Zatim jsme pracovali jen s OTOCy soutradnic a hybnosti. Podobné chovani vsak vyka-
zuji i OTOCy operatort obecnych pozorovatelnych. Casto je mozné experimentalné mérit
OTOCy pozorovatelnych, které nemaji vyznam souradnic na fazovém prostoru. Ve spi-
novych modelech jsou pak ¢asto brany komutatory spinovych operatort.

I v této praci se zamérime na OTOCy obecnych operatora. V apendixu |Bf uvadime
odvozeni klasického analogu OTOC# pro dvé obecné funkce na fazovém prostoru. Ta-
kovy vyraz jiz neobsahuje jen citlivost systému na zménu pocatecnich podminek, ale také
casovou zavislost zvolenych pozorovatelnych na dané trajektorii.

3.1.3 Termalni OTOCy

Pro méteni rozplyvani informace v kvantovych systémech pii dané teploté se pouzivaji
termélni OTOCy. Jedna se o stejny operator jako ve vztahu (3.1)), ktery vsak stfedujeme
pres termalni stav na teploté T’

1

- Tr{e_ﬁﬁ},Tr{e_ﬁH o (3.14)

Cr(t) = —{[A@6).BO)P), (o)

kde 3 = T~!. OTOC pfi nekonec¢né teploté je tak jen stopou operatoru

Cuclt) = 5 TH{—[A(0), BO)P}, (3.15)

kde D je dimenze prislusného Hilbertova prostoru.
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Pro definici kvantového chaosu a termalizace lze pouzit rozpad korelace v OTOCich.
V plné chaotickych systémech dosahuji OTOCy ve velkych ¢asech, kdy dochazi k terma-
lizaci, hodnot radu

Cr(trermatizace) ~ 2(A%)(B?) (3.16)

nezavisle na volbé operatoru (Akutagawa a kol., 2020)).
Existuje také domnénka (Maldacena a kol., 2016)), ze poc¢dteéni exponencidlni rust
terméalnich OTOC nemtuize prekroc¢it rychlost s exponentem

Amax = 27rkBZ, (3.17)
h

kde kp je Boltazmanova konstanta. Rychlost ristu termalnich OTOCH 1ze pouzit jako
analog klasického Lyapunovova exponentu, nebot ndm dovoluje popisovat rychlost misent
informace i v systémech bez klasické limity. Muzeme tak porovnavat rychlost miseni
naptiklad ve spinovych systémech a ¢ernych dirach. Cerné diry by podle dalsi domnénky
(Sekino a Susskind), 2008) mély byt systémy s nejvyssi rychlosti miseni informace (terma-
lizace) v prirodé.
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Kapitola 4

OTOCy v u(3) modelu

V této sekci prezentujeme vysledky OTOCu v u(3) modelu. V prvni ¢asti se zaméiime
na kratkocasové chovani mikrokanonickych a termalnich OTOCu v zavislosti na poruse
a také volbé operdtori. Ve druhé casti se budeme zabyvat asymptotickym chovanim
OTOCu. Jednim z hlavnich vysledki této prace je domnénka o tom, ze relativni osci-
lace OTOCU v asymptotickych casech nesou podobnou informaci o chaosu v systému
jako pocateéni nartast OTOCua. Tu podpotrime numerickymi vysledky.

4.1 Kratké casy a volba operatoru

I v pripadé u(3) modelu pozorujeme u mikrokanonickych OTOCHu pocéateéni expo-
nencialni narist v zavislosti na energii, parametru £ a poruse . Vysledky jsou v dobré
shodé s chovanim indikatorti chaosu z druhé kapitoly.

Na obrazku jsou uvedeny casové prubéhy mikrokanonickych OTOCU operatoru
D,. Parametry modelu ¢ = 0,4 a ¢ = 0,4 byly voleny tak, aby by byl model dle in-
dikdtora chaosu z druhé kapitoly (viz obr. a chaoticky. Na obrazku vidime,
ze OTOCy kolem energie £ ~ 0,3 vykazuji nejprve exponencidlni narist a naslednou
saturaci. Exponencidlni nartst pozorujeme ve stavech s vyssim IPR (graf kolem hod-
noty energie E =~ 0,3. Nejlépe je rozdil v ndrustu patrny na detailu z obrézku [4.1b] kde
jsou hodnoty uvedeny logaritmicky. Exponencialnimu nartstu tu odpovida primka. Detail
hladiny £ = 0,3 je na obrdzku [4.2] Nafitovand hodnota exponentu A = 0,21 dle vztahu
dobte odpovida klasickému Lyapunovovu exponentu A, = 0,21 chaotickych oblasti
na dané energetické nadplose.
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Obrézek 4.1: Casovy pribéh mikrokanonickych OTOCH C(t) = —([D4(t),D4(0)]2) v u(3)
modelu s parametry € = 0,4, £ = 0,4 a N = 50. Energie jsou voleny podél celého spektra.
Na obrazku (b) je uveden detail nartstu OTOCu v kratkych ¢asech. Hodnoty jsou uvedeny
logaritmicky (pfirozeny logaritmus), takze exponencidlnimu narustu odpovidé primka.
Ptvodni numerickd data byla zhlazena. Kazdy bod odpovida praméru hodnot z deseti
sousednich bodi.
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Obrézek 4.2: Fit exponencialniho nariistu OTOCu C(t) = —([D,(t),D4(0)]?) z grafu .
Jedna se o 750. hladinu spektra s energii £ = 0,260. Vybrana oblast exponencialniho
narustu byla nafitovana dle vztahu . Ten v logaritmickém méritku odpovida rovnici
primky. Hodnota exponentu 2\ byla urcena fitem na A = 0,21. Tato hodnota velmi dobre
odpovida hodnoté klasického Lyapunovova exponentu A = 0,21 urcéeného z chaotickych
oblasti na dané energetické nadplose.

Potateéni narfist mikrokanonickych OTOCH C(t) = —([D,(t),D,(0)]?) modelu s pa-
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rametry ¢ = 0,4 a £ = 0,4 jsme na vSech energiich nafitovali a ur¢ili exponenty 2A.
Ty vyborné odpovidaji hodnotam klasického Lyapunovova exponentu (ziskané metodou
z predchozi prace (Novotny, [2020)). Numerické vysledky jsou tak v souladu se semikla-
sickou predstavou danou vztahem . Operator D, lze totiz priblizné identifikovat s
operatorem kanonické souradnice na klasickém fazovém prostoru (viz apendix [A)).

exponent A z fitu

0.20] © Klasicky Lyapunov@v exponent

0.15F

0.10

0.05

I I I I I
-0.6 -0.3 0.0 0.3 0.6

Energie

Obrézek 4.3: Graf porovnani exponentu A poc¢atecniho rustu mikrokanonickych OTOCua
s klasickym Lyapunovovym exponentem na dané energii. Hodnoty exponentu 2\ jsme
ziskali nafitovanim ¢asovych pribéhtt OTOCH C(t) = —([D,(t),D,(0)]?) modelu s para-
metry € = 0,4, £ = 0,4 a N = 50. Pfipominame, ze exponentem ve vztahu (3.3) je 2\
a uvadime jen A. Hodnoty jsou stredovany pres 10 hladin (celkovy pocet je 1326). Hod-
noty klasického Lyapunovova exponentu byly ziskdny jako stfedni hodnoty Lyapunovova
exponentu chaotickych trajektorii na energetickych nadplochach dané energie.

Hodnoty OTOCH jsou vsak zavislé na pouzitych operatorech. Pro ukazku jsme vybrali
dvé sady operdtorit C(t) = —([I(t),[(0)]2) a C(t) = —([a(t),W(0)]?). Casové pritbchy
vybranych mikrokanonickych OTOCHU jsou na obrazcich [4.4] a [4.5 Vidime, Ze na volbé
operatoru zavisi stiedni hodnota OTOCu po saturaci, coz je pochopitelné, nebot OTOCy
nenormujeme stfednimi hodnotami samotnych operatori. Zajimavé vsak je, ze se lisi
i poradi dané stfedni hodnotou po saturaci OTOCH v jednotlivych energiich. Nejpatrnéjsi
je to z vybranych graftu (véetné obr. na hladiné £ = —0,1 (v poradi postupné 4., 1.
a2.).

Chaoti¢nost systému na dané energii vSak neni charakterizovana stfedni hodnotou
OTOCu po saturaci, ale rychlosti pocatecniho rustu. V grafu jsme porovnali ex-
ponenty pocatecniho rtstu mikrokanonickych OTOCH pro vSechny ti sady operatori.
Jednotlivé pribéhy si odpovidaji kvalitativné. To odpovidé semiklasické predstave, dané
vztahem , kdy OTOC obecnych operatori vykazuje exponencidlni zavislost jako
OTOC kanonickych souradnic s dodatecnou zavislosti na derivacich zvoleného operatoru.
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Obrézek 4.4: Casovy pritbéh mikrokanonickych OTOCH C(t) = —([I(),1(0)]2) v u(3)
modelu s parametry € = 0,4, £ = 0,4 a N = 50. Energie jsou voleny podél celého spektra.
Na obrézku (b) je uveden detail nartustu OTOCu v kratkych ¢asech. Hodnoty jsou uvedeny
logaritmicky a po zhlazeni (pramér pres deset bodu).
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Obrézek 4.5: Casovy pritbéh mikrokanonickych OTOCH C(t) = —<[ﬁ(t),W2(O)]Q> v u(3)
modelu s parametry € = 0,4, £ = 0,4 a N = 50. Energie jsou voleny podél celého spektra.
Na obrazku (b) je uveden detail nartistu OTOCu v kratkych ¢asech. Hodnoty jsou uvedeny

logaritmicky a po zhlazeni (prumér pies deset bodu).
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Obrézek 4.6: Graf porovnani exponentu A poc¢atecniho ristu mikrokanonickych OTOCa
pro ti sady operatori C(t) = —([D,(t),D,(0)]2), C(t) = —([(t)1(0)]2) a C(t) =
—([A(t),IW(0)]2). OTOCy byly potitany v modelu s parametry e = 0,4, € = 0,4 a N = 50.
Hodnoty parametru A byly ziskany fitem kratkocasového ristu. Uvedené hodnoty jsou
vystredovany pres deset sousednich bodi

MuzZeme se podivat na to, jak budou vypadat termalni OTOCy. Jejich chovani je
dané podobou mikrokanonickych OTOCH, nebot termalni OTOC je jen vaZenym souctem
mikrokanonickych C;(t)

Cr(t) Z e PR C(t Z e PECy(t (4.1)

kde jsme jako Z oznacili particni funkci. Vybrané vysledky pro rizné sady parametrii
modelu a operétory jsou uvedeny na obrazku [£.7] Prubéh termdalnich OTOCU je opét
zavisly na volbé operatorti. Pocateéni exponencidlni nartst pozorujeme az pri vyssich
teplotach, kdy prispivaji mikrokanonické OTOCy na vyssich energiich.

Podle teplotni zavislosti OTOCu také pozname, na jakych energiich je systém chao-
ticky. Zamé&fme se na grafy operatoru D, a rozdil mezi OTOCy pii teplotach T = 25 a
T = oco. S rustem parametru £ se oba OTOCy postupné vzdaluji. Pro & = 0,2 maji oba
témér stejny prubéh. To znamend, ze puvod exponencialniho ristu termalniho OTOCu
pochézi z mikokanonickych OTOCH na nizsich energiich a na vysokych energiich systém
jiz neni tak chaoticky. Oproti tomu na £ = 0,8 mad OTOC Cr_g5 vyrazné nizsi prubéh
nez ten pri nekonecné teploté. Systém je tak chaoticky hlavné na vysokych energiich. To
presné odpovidd posunu oblasti maximalni delokalizace vlastnich vektoru ve vysledcich
IPR (obr. - maximum se postupné posunuje do vyssich energii s ristem parametru &).

Jesté ukazeme, jaky vliv mé intenzita poruchy na chovani OTOCH. K tomu pouzijeme
OTOCy pfi nekonecné teploté. Na obrazku jsou casové prubéhy OTOCu Cy =
—([D,(t),D,(0)]%) pro rizné hodnoty intenzity poruchy e. Vidime, Ze asymptotické st¥edni

A

hodnota s rostoucim e klesa. Pripomeneme, Ze s rostoucim e roste vliv operatoru D,
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v hamiltonidnu. Jak uz jsme zminili, pro miru chaosu v systému je podstatny pocatecni
nartust. Ten je uveden na detailu Narozdil od integrabilniho pripadu pozorujeme
v systémech s nenulovou poruchou exponencialni narist, ktery na daném grafu v logarit-

mickém méritku odpovida primece.
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(f) OTOC —([I(t),l(0)]?), £ = 0,8.

Obrézek 4.7: Casové pribéhy termalnich OTOCH pri teploté T'. Parametry modelu jsou

e =04, N =50.
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Obrézek 4.8: Casovy pritbéh mikrokanonickych OTOCH Coo = —([D,(t),D,(0)]2) pro
rizné hodnoty intenzity poruchy e. Dalsi parametry modelu jsou & = 0,4 a N = 50.
V grafu (b) je uveden detail kratkych casu v logaritmickém méritku (prirozeny loga-
ritmus). Pro vétsi prehlednost jsou uvedeny jen tii fady. VSechny OTOCy s nenulovou
poruchou vsak vykazuji pocateéni exponencialni narist (v grafu v podobé primky - jednu
jsme pridali jako voditko pro o¢i).

4.2 Oscilace v asymptotickych casech

Pri studiu OTOCU v modelu jsme zjistili, ze jejich relativni oscilace kolem stiedni hod-
noty v asymptotickych casech nesou informace o chaoti¢nosti systému. Ma smysl domnivat
se, ze toto chovani neni jedine¢nost samotného modelu, ale jedna se o univerzalni vlast-
nost, kterou lze pouzit jako indikator chaosu. Oscilacim v asymptotickych ¢asech vénovali
pozornost jiz autori ¢lanku (Fortes a kol., |2019). Ti na numerickych vysledcich ukéazali,
ze hodnotu oscilaci v asymptotickych ¢asech OTOCu pri nekonecéné teploté lze pouzit
jako indikator chaosu. My jsme studovali oscilace mikrokanonickych OTOCu. Ukazeme,
ze podstatna neni samotna hodnota oscilaci (rozptylu OTOCu), ale jeji relativni hodnota
viici sttedni hodnoté po saturaci. Znamkou chaosu je v takovém pripadé potlaceni oscilaci.
Mira tohoto potlaceni roste s velikosti systému.

Budeme pracovat s hodnotami mikrokanonickych OTOCu v dlouhych casech, tedy
po saturaci a daleko od pocatec¢niho ruastu. Casovou stiedni hodnotu mikrokanonického
OTOCu v dlouhych ¢asech oznac¢ime

. 1 T . 1 T A
CENr=Jim 1 [ Cryr=tim o [ (EIC@ B @)
kde jse zduraznili energetickou zavislost danou volbou vlastniho stavu hamiltonianu,
ve kterém provadime stfedni hodnotu OTOCu. Oscilace OTOCu popiseme pomoci roz-
ptylu o
T T

o*(E) = lim C(r)*dr — (C(E))7 = lim (E|C(1)|E)’dr — (C(E))2. (4.3)

T—o0 Jt>1g T—oo Jt>T1R

o1



Zajimat nas pak bude hodnota relativnich oscilaci mikrokanonickych OTOCu v
V(E)= —— (4.4)

na dané energii.

Nejprve ukazeme, jak vypadaji stfedni hodnoty a rozptyl OTOCH. Grafy na obrazcich
a ukazuji energetickou zavislost (C(E))r a o na volbé parametru £ pro € = 0,4.
S rostoucim £ zacina byt systém chaoticky. To se projevuje rozbitim pravidelné struktury
podobné jako u Peresovych mrizi a , stlacenim“ bodu.
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Obrazek 4.9: Energetické prubéhy casovych stfednich hodnot mikrokanonickych OTOCu
(C(E))r pro operdtor —[D,(t),D,(0)]> v u(3) modelu s intenzitou poruchy ¢ = 0,4 a
postupné rostoucim &, N = 50.

Grafy muzeme porovnat s IPR (viz obr. . Tam ma chaoticka oblast podobu maxima
v grafu delokalizace vektort, které se s rostoucim £ posouva do vyssich energii. Naznaky
posunujiciho se maxima lze pozorovat i na grafech stfedni hodnoty a rozptylu pro vyssi €.
Toho chovani vSak neni univerzalni. Zduraznujeme, ze pro obecny operator se chaotické
oblasti neprojevi maximalnimi hodnotami stfednich hodnot OTOCH a rozptylu, ale pouze
narusenim pravidelné struktury. I kdyz nam (C(E))r a o davaji kvalitativni informaci
o vyskytu chaotickych oblasti v systému, neslouzi jako dobry kvantitativni indikator.
Porovname-li hodnoty mezi jednotlivymi grafy, vidime, Ze hodnoty (C(E))r a o, které
povazujeme za indikator regularity stavi pro jednu sadu parametri, odpovidaji fadove
hodnotdm (C(E))r a o ve stavech, které povazujeme za chaotické v modelu s jinou sadou
parametri. Ukdzku najdeme v grafu [L.11] Vidime, Ze s jeho pomoci nelze identifikovat
chaotické oblasti (srovnejme s grafy .
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Obrazek 4.10: Energetické prubéhy rozptylu o mikrokanonickych OTOCu pro operator
—[D+(t),D.(0)]* v u(3) model s intenzitou poruchy ¢ = 0,4 a postupné rostouci &, N = 50.

0.4

0.3

3

Obréazek 4.11: Graf zavislosti rozptylu o/D? (barevna Skdla) mikrokanonickych OTOCH
—([D,(t),D,(0)]?) na energii a parametru ¢. Pivodné diskrétni hodnoty spektra jsou
uvedeny po vystfedovani pres energetické intervaly dané velikosti. Pro lepsi orientaci ve
vysledcich je vyznacena hodnota £ = 0,2. Celkovy pocet bosonti je N = 50, tedy dimenze
celého Hilbertova prostoru je D = 1362.

Lepsim indikatorem chaosu v systému jsou relativni oscilace v. Z nasich numerickych
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vysledki se zd4, Ze na energiich, kde systém vykazuje chaotické chovani, jsou tyto oscilace
potlaceny oproti regularnim oblastem. Potlaceni oscilaci jako zndmka chaosu neni jen
dobrym kvalitativnim indikétorem, ale také kvantitativiim. Na obrazku[4.12)jsou uvedeny
zavislosti relativnich oscilaci na energii a parametrech ¢ a . Jednd se o obdobu grafi z
obr. s IPR. Porovnanim obou vysledkt vidime, Ze relativni oscilace jsou potlaceny
na oblastech s vysokou mirou delokalizace vlastnich vektorti. Souhlas obou vysledkt neni
dokonaly, ale to je dano tim, ze vysoka hodnota IPR nemusi nutné znamenat chaoticky
systém, jak jsme ukézali na Poincarého tezech (obr. .

L L L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Obrézek 4.12: Grafy zavislosti relativnich oscilaci v mikrokanonickych OTOCua
—([D,(t),D,(0)]?) na energii a parametru ¢. Uvedeny jsou pifklady pro riizné hodnoty
intenzity poruchy e. Plvodné diskrétni hodnoty spektra jsou uvedeny po vystredovani
pres energetické intervaly dané velikosti. Pro lepsi orientaci ve vysledcich je vyznacena
hodnota ¢ = 0,2. Upozoriujeme, Ze oproti grafim z obr. je barevna skala obréacena
(Cervend odpovidd nejnizsi hodnoté). Celkovy pocet bosont je N = 50, tedy dimenze
celého Hilbertova prostoru je 1362.

V pripadé regularniho systému nedochézi k potlaceni relativnich oscilaci. To je vidét
na obrazku Dle nasich vysledki se zda byt vliv chaoti¢nosti systému na hodnotu
relativnich oscilaci stejny pro vsechny volby operatori ve OTOCich, které jsme zkou-
mali. Relativni oscilace sice vykazuji operatorovou zavislost, univerzalnim jevem vsak je
potlaceni oscilaci v chaotickych oblastech viici tém v reguldrnich. Vyjimky mohou nastat
v krajnich pripadech £ =~ 0 a £ ~ 1, kdy ma systém dodatecné symetrie, coz se mize
projevit u nékterych operatort vyrazné nizkymi, nebo naopak vysokymi oscilacemi.
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V grafech na obrazku jsou uvedeny relativni oscilace OTOCu dvou sad operatorta

A A A

—([1(1),1(0)]?) a —{[A(t),W(0)]?). Vysledky porovname s grafem na obrdzku |4.12|se stej-
nou hodnotou intenzity € = 0,4. Na vsech tfech grafech vidime podobné umisténou cha-

otickou oblast v centru. Vyrazné se vSak lisi vysledky sady operatort n a W Jejich
OTOC je ovlinén dodate¢nou symetrii zptisobenou krajnimi hodnotami . V grafu se pro-
jevuje nizkymi oscilacemi. Pro & = 1 operator W2 (vztah komutuje s hamiltonidnem
a OTOC neni casové zavisly. Hodnota OTOCu je tak pro £ ~ 1 témét konstatni, coz
odpovida nulovym relativnim oscilacim.

0.7

0.4

Energie

0.3

3

Obrazek 4.13: Graf =zavislosti relativnich oscilaci v mikrokanonickych OTOCu
—([D,(t),D,(0)]?) na energii a parametru ¢ pro piipad regularnfho systému & = 0.
Ptvodné diskrétni hodnoty spektra jsou uvedeny po vystfedovani pres energetické in-
tervaly dané velikosti. Pro lepsi orientaci ve vysledcich je vyznacena hodnota & = 0,2.
Celkovy pocet bosont je N = 50, tedy dimenze celého Hilbertova prostoru je D = 1362.

35



L
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

~> wm

(6)1(0)]2) (b) ([ (), W (0)]2)

Obréazek 4.14: Grafy zavislosti relativnich oscilaci v mikrokanonickych OTOC na ener-
gii a parametru ¢ dvou sad operatorit —([I(¢),/(0)]2) a —([ﬁ(t),WZ(O)P). Uvedeny jsou
priklady pro intenzitu poruchy € = 0,4. Ptivodné diskrétni hodnoty spektra jsou uvedeny
po vystfedovani pres energetické intervaly dané velikosti. Pro lepsi orientaci ve vysledcich
je vyznacena hodnota & = 0,2. Celkovy pocet bosonu je N = 50, tedy dimenze celého
Hilbertova prostoru je 1362.

(a) =

4.2.1 Relativni oscilace a klasicky chaos

Diky znalosti klasické limity miiZeme porovnat energetickou zavislost relativnich
oscilaci OTOCH s indikatory klasického chaosu. Zajimat nas bude Lyapunoviiv exponent
Aa @ podil reguldrnich oblasti f,., na nadplose fazového prostoru s danou energii. Po-
drobné jsme se metodé vypoctu vénovali ve zminéné praci (Novotny, 2020).

Nase numerické vysledky ukazuji, ze energeticka zavislost relativni oscilace OTOCU
v dlouhych ¢asech kopiruje priubéh podilu regularnich oblasti na dané energetické nadplose.
Oscilace jsou tak nejvice potlaceny na energiich, ve kterych je klasicky systém plné chao-
ticky.

Podivejme se detailnéji na obrazek V grafu jsou body odpovidajici hodnotam
relativnich oscilaci OTOCH —[D,(t),D,(0)]? v modelu s parametry £ = 0,4 a & = 0,4.
Zhlazeny prubéh je v grafu porovnavan s priubéhem Lyapunovova exponentu a podilu
regularnich oblasti. Vidime, ze pribéh oscilaci v velmi dobfe kopiruje pribéh fie, (resp.
1/2 freg, ktery je kvuli vetsi ndzornosti uveden v grafu).

Zajimava je oblast energie ' € (0,10;0,25), na které je klasicky systém plné chaoticky.
Ve vsech odpovidajicich kvantovych vlastnich stavech systému jsou relativni oscilace na
priblizné stejné hodnoté. To odpovida predstavé dané ETH o maticovych elementech
operatori v chaotickych oblastech spektra. Relativni oscilace se tu skutecné chovaji jako
hladké funkce energie.

Za timto energetickym intervalem se na klasickém fazovém prostoru opét objevuji
reguldrni ostrivky a vidime maly ndrist v fr,. Na pribéhu relativnich oscilaci se to
projevi v podobé samostatnych bodu s vyrazné vyssi hodnotou v. Jedna se o vysledky
ve stavech, jejichz vinova funkce zasahuje pravé do regularnich ostrivku na klasickém
fazovém prostoru. Prestoze je v této oblasti energetickd nadplocha témér z 95% chaoticka,
najdeme v grafu v relativné velké mnozstvi bodi, které zachycuji i regularitu.

Uvedeme jesté vysledky (obr. pro dalsi konfigurace parametri modelu a i pro
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L4 ® Relativni oscilace v
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Obrézek 4.15: Porovnéni energetickych prubeéhi relativnich oscilaci v (uvedena jsou i data
po zhlazeni - pramér 25 bodi), klasického Lyapunovova exponentu A, a podilu objemu
reguldrnich f,., oblasti na energetické nadplose. Ten je uveden pro vétsi piehlednost grafu
s faktorem 1/2. Oscilace byly po&itany pro OTOC —([D,(t),D,(0)]?). Parametry modelu
jsou { =04, e=04a N =100

OTOC —([i(t),1(0)]). Ve viech pripadech trend poklesu relativnich oscilaci velmi dobie
kopiruje pokles podilu regularnich oblasti na fazovém prostoru. Prevazné regularni oblasti
pak vykazuji jesté urcitou operatorovou zavislost. Vsimnéme si, ze podobné struktury jsme
pozorovali i v grafech IPR u velmi lokalizovanych stavii.

Obdobu dat z grafii IPR na obrazcich [2.6]a relativnich oscilaci na obrazcich a
jsme napocitali pro podil podil regularnich oblasti na energetickych nadplochach fazového
prostoru. Pro ¢ = 0,4 jsou vysledky na obrazku [4.17] Vidime, 7e klasicky chaotické ob-
lasti velmi dobfe kopfruji oblasti nizkych relativnich oscilaci OTOCH —([D,(t),D,(0)]?)

a —([I(t).1(0)]).
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Obréazek 4.16: Porovnani energetickych pribéhu relativnich oscilaci v (uvedena jsou i data
po zhlazeni - prumér 25 bodi), klasického Lyapunovova exponentu A, a podilu objemu
fregtegularnich oblasti na energetické nadplose. Ten je udeden pro vétsi piehlednost grafu
s faktorem 1/2. Oscilace byly poéitény pro OTOCy —([D,(t),D,(0)]2) a —([I(t),1(0)]2).
Parametry modelu jsou e = 0,4 a N = 100.

4.2.2 Relativni oscilace a velikost systému

Zatim jsme se vénovali vlivu parametri € a € na chovani relativnich oscilaci OTOCH.
Zameérme se nyni na jejich zavislost na velikosti systému V. Z nasich numerickych vysledki
se zda, ze relativni oscilace v regularnich oblastech spektra zlstavaji s ristem N kon-
stantni, nebo vykazuji pomaly nartist. V chaotickych oblastech ale pozorujeme vyrazné
odlisené chovani. Na téchto oblastech spektra pozorujeme s ristem velikosti systému ex-
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Obrézek 4.17: Podil regularnich oblasti fe, (barevna skala) na energetickych nadplochach
fazového prostoru pro parametru hodnoty £ € (0; 1). Hodnota intenzity poruchy je e = 0,4.

ponencialni potlaceni relativnich oscilaci. Zda se, ze rychlost tohoto potlaceni roste s cha-
oticitou systému. Toto chovani je univerzalni pro vSechny operatory, se kterymi jsme
v OTOCich pracovali.

Ukazky energetickych pribéht relativnich oscilaci na velikosti systému N jsou v gra-
fech na obrazku [£.19] Vybrali jsme jeden ¢isté nechaoticky pripad s ¢ = 0. Relativni
oscilace v zde nejsou zavislé na velikosti systému. Dale jsme vybrali dva pripady s chao-
tickou i regularni oblasti ve spektru. V regularnich oblastech relativni oscilace ziistavaji
konstantni, nebo pomalu rostou. Naopak v chaotickych oblastech pozorujeme rychly po-
kles a to nezévisle na volbé operatorit v OTOCich, v nasem piipadé —([D,(t),D,(0)]2) a
—([[(£),1(0)]?).

Podivejme se na zavislost relativnich oscilaci na velikosti systému pro konkrétni ener-
getickou hladinu. Vyneseme-li priibéh

v(E = konst.,N)

do grafu jako funkci N. Uvidime algebraicky prubéh. Ukdzku uvddime v grafu [£.18] kde
jsou vynesena data logaritmicky (log-log). Algebraicky prubéh se tak jevi jako primka.
7da se, ze relativni oscilace v tak splnuji nasledujici zavislost na energii F a velikosti
systému N
v(E,N) = N“E)AE), (4.5)

V grafu uvadime energetickou zavislost koeficient av a /3 relativnich oscilaci OTOCu
—([Dy(t),D4(0)]2). Jedna se o vysledky ziskané nafitovanim dat z grafu (b) na obrazku
(fitujeme body v(E = konst.,N) pro N € {12,16,20,...160}). VSimnéme si po-
dobného prubéhu obou koeficienth po zméné znaménka jednoho z nich. Porovnanim s
V(E) a freq (0br. vidime, Ze koeficient « je zodpovédny za energeticky pribéh rela-
tivnich oscilaci a kvalitativné odpovida podilu regularnich oblasti na fazovém prostoru.
Mira chaoti¢nosti dané oblasti spektra tak udava, s jakou rychlosti budou potlaceny
relativni oscilace se zvétsovanim systému. V modelu bosonového kondenzatu zvétsovani
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Obrazek 4.18: Ukazky zavislosti relativnich oscilaci v(E,N) na velikosti systému N. Data
jsou uvedena logaritmicky (pfirozeny logaritmus). Zavislosti vykazuji algebraicky pribéh,
ktery jsme prolozili pfimkami log(v) = alog(N) + f.

systému odpovida pridavani atom do kondenzatu. V pripadé obecného spinového systému
by to odpovidalo pridavani spinti. V chaotickém pripadé bychom tak po pridani ¢astic
meéli pozorovat potlaceni relativnich oscilaci OTOCH, zatimco v regularni ¢asti spektra
by oscilace nemély byt zvétsenim systému vyrazné ovlivnény.

4.2.3 Relativni oscilace a nahodné matice

Zda se, 7ze potlaceni relativnich oscilaci véetné algebraické zavislosti miry potlaceni na
velikosti systému bude mozné vysvétlit pomoci nahodnych matic, pripadné fyzikalnéjsitho
anzatzu, kterym je ETH.

Numericky jsme napoéitali relativni oscilace OTOC1 operatoru z u(3) algebry. éasovy
vyvoj vsak byl fizen hamiltonidnem v podobé GOE matice. Pro vSechny volby operatorii
v OTOCich byly hodnoty relativnich oscilaci vyrazné nizsi nez v pripadé w(3) hamil-
tonidanu na regularnich i chaotickych energiich. I v pripadé GOE hamiltonidnu vykazovala
mira potlaceni relativnich oscilaci algebraickou zavislost.

Ukézka pro OTOC —([D,(t),D,(0)]?) je na obrézku . Levy graf je obdobou graft
4.19| pro u(3) hamiltonidn. V pripadé GOE hamiltonidnu dle ocekavani nepozorujeme
energetickou zavislost relativnich oscilaci OTOCH. Stejné jako na chaotickych oblastech
spektra u(3) hamiltonidnu maji oscilace nizkou hodnotu a ta je dale potlac¢ena s velikosti
systému. Na pravém grafu je pak fit analogicky tém na grafu z obrazku[4.18| I zde zévislost
spliiuje rovnici . Rychlost potlaceni o je v GOE piipadé vétsi nez na chaotickych
oblastech u(3) hamiltonidnu. To odpovidé predstavé, ze tato rychlost roste s mirou chaosu
v systému.

Miuzeme snizit nahodnost GOE hamiltonidnu a misto plné matice vyplnéné ndhodnymi
¢isly uvazovat jen nahodnou n-diagonalni matici. Zjistime, ze s klesajici nahodnosti obecné
rostou relativni oscilace a klesa exponent . Tato studie si vSak zaslouzi peclivéjsi pristup
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a nyni se ji jiz podrobné vénovat nebudeme.

GOE hamiltonian hraje roli plné chaotického hamiltonianu. Mtizeme se jesté podivat
na relativni oscilace OTOCH v ¢isté regularnim systému. Jen jako poznamku uvadime,
ze relativni oscilace OTOCH s operatory polohy a hybnosti v systému harmonického os-
cildtoru nabyvaji hodnoty v/2/2 nezavisle na energii. Stejnou hodnotu bychom ziskali i
v klasickém ptipadé pri vypoctu relativnich oscilaci kvadratu Poissonovych zavorek. Jedna
se totiz o relativni oscilace goniometrickych funkei sin? a cos?.
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Obrézek 4.19: Grafy zavislosti relativnich oscilaci v OTOCH —([D,(t),D,(0)]?) a
—([I(£),1(0)]?) na velikosti systému N pro riizné hodnoty parametri systému & a e. Na
prvnim grafu je ¢isté regularni systém, zatimco spektra dalsich dvou obsahuji i chaotické
oblasti, na kterych pozorujeme pokles relativnich oscilaci s riistem systému. Uvedend data
jsou po zhlazeni. Bran byl primér z N sousednich bodi.
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cilaci OTOCu —([D,(t),D,(0)]?) v zavislosti na N pro konstantni energii byla nafitovéna
dle (body v(E = konst.,N) pro N € {12,16,20,...160}). Jednd se o vysledky z
grafu (b) na obrazku m, §=04,e=04.
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Obrézek 4.21: Porovnani energetické zavislosti koeficientll o a 8 s relativnimi oscilacemi
v OTOCu —([D,(t),D,(0)]%) a podilem regulérnich oblasti na fazovém prostoru f.., pro
systém s parametry £ = 0,4, ¢ = 0,4. Uvedend data byla preskalovana a posunuta na ose
y pro lepsi moznost porovnéani energetické zavislosti.
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Obréazek 4.22: Grafy zévislosti relativnich oscilaci v OTOCH —([D,(t),D,(0)]? na velikosti
systému N s hamiltonidnem danym ndhodnou GOE matici. Na levém obrazku jsou uve-
deny energetické prubéhy. Diky ndhodnosti hamiltonianu neni chovani zavislé na energii.
Na pravém grafu je logaritmicky vykreslena zavislost log(») na log(N) pro jedinou energii
E = 0. Algebraicka zavislost byla prolozena primkou s rovnici log(v) = alog(N) + 3, kde
parametry fitu jsou o = —0,97 a 5 = 0,64.
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Zaver

Cilem této prace bylo studovat chaos v kvantovém systému s hamilotnidnem danym
operatorovou algebrou u(3). Detailnéji jsme se vénovali riznoc¢asovym korelatortim a vliva
chaosu na jejich relativni oscilace v asymptotickych ¢asech. Na numerickych vysledcich
jsme ukéazali, ze chaos tyto oscilace potlacuje a mira potlaceni roste exponencialné s
velikosti systému.

Nejprve jsme se detailnéji vénovali samotnému modelu. Ukézali jsme, ze ptivodni mo-
del, ktery popisoval molekularni vibrace, 1ze také pouzit k modelovani Bose-Einsteinova
kondenzatu s bosony se spinem 1. To nabizi moznost experimentalni realizace a méreni
OTOCH na kondenzatu atomt rubidia.

Pomoci standardnich indikatortt kvantového chaosu, jako jsou spektralni statistiky,
Brodyho parametr a delokalizace vlastnich stavi, jsme urcili chaoti¢nost kvantového u(3)
modelu v zavislosti na parametrech hamiltonianu a energii. Tyto vysledky se ukézaly byt
s souladu s daty z predchozi prace, kde jsme se vénovali klasické limité tohoto systému a
analyzovali jsme chaos na klasickém fazovém prostoru pomoci Poincarého fezti a podilu
chaotické casti fazového prostoru.

Druhé ¢ast prace byla vénovana studiu riznocasovych korelatori. Na numerickych
vysledcich jsme pozorovali jejich poc¢atecni exponencidlni nartust v chaotickych oblastech.
To bylo presné v souladu s teorii pro OTOCy operatori souradnic na fazovém prostoru,
jejichz pocatecni rychlost ristu je timérna klasickému Lyapunovovu exponentu. My jsme
pak pomoci klasického odvozeni s Poissonovymi zavorkami odvodili, pro¢ se podobny
narust objevuje u OTOCU obecnych operatori.

V zavéru jsme zkoumali asymptotické chovani OTOCH a jaky vliv chaosu pritomného v
systému. Dle nasich numerickych vysledki jsou chaosem potlaceny jejich relativni oscilace
a mira tohoto potlaceni roste algebraicky v zavislosti na velikosti systému. Ukazali jsme, ze
mira potlaceni také koresponduje s podilem chaotické ¢asti klasického fazového prostoru
a ze relativni oscilace mohou slouzit jako kvantitativni indikator kvantového chaosu.
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Priloha A

Vibronovy a BEC hamiltonian

Dokézeme tvrzeni ze sekce 2.2.1 o vzajemnych vztazich vibronového a BEC hamil-
tonianu. Vibronovy hamiltonidn za ucely této kapitoly ozna¢ime H p, a BEC hamiltonian,
oznacime H g,

N-1
_(1—5)ﬁ—N€1W2—abx
N ) (A1)
HR_(l—g)n—N_l(2(R+R_+R_R+)+Z)—<R++R_)
—(1— &) — Ng_lW;—eRx,

kde uvazujeme zjednoduseny pifpad, ve kterém volny hamiltonidn H, (¢ = 0) zavisi jen
na jednom parametru &.
Operétory z ([2.2)) lze pfirozené vyjadrit v bazi
[N ) = (ot Ve (e () [0y, (A2)

Nékdy budeme misto kvantovych ¢isel ny a n_; jakozto poctit kladnych a zapornych
vibronti, pro popis vektorti baze pouzivat kvantova ¢isla operatort n, [

n=ny+n_, l=n,—n_

1 1
|INnl) = |[Nyny = E(n +1)n_= §(n —1)), INngn_)=|Nn=ny+n_Jl=ny—n_).

(A.3)
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A.1 Spektrum a zAména znaménka u 7 a 7'

Nase hamiltonidny Hp a Hp se lisi jen zaménou operatortu
D < R.
Tomu dle (2.2)) odpovidd zdména znaménka u sady kreac¢nich a anihila¢nich operatori 7
{(#_71 Y o {—7_, — 71}
Tedy
HD[T+7T—7U] = HR[T-H - T—7J]‘

Ukazeme, ze spektrum hamiltonianu po druhém kvantovani nezalezi na znaménku sady
kreacnich a anihila¢nich operatori. Jeho zména vsak méni bézi vlastnich vektort.

V nasem pripadé, kdy mame t¥i sady 7,7+ a celkovy pocet bosonii N se neméni, nas
bude zajimat zména spektra po 7 — —7_. Budeme pozivat bazi |Nn,,n_). Hamiltonidn

;oA vs At
s kladnym 7_ oznac¢ime H .

=22 cyy INUG) (NPT = 2> cijy (0 YYD (LY 10) (0] (o) ()"

ij i'j’ ij 4y’

s/

()’

Vlastni vektory |E,) a spektrum lze psat jako

Ea> = ngl ’Nkl)
kl

-+ _ . g
Ea = <Ea‘ H |Ea> = Z Z EkERICijit j! <Nk/lI’NZj> <N2/j/’Nkl>
KUKV i 7
Bézové stavy jsou ortogonalni (NE'U'|Nij) = 60y, takze
Ea = Z gijgi’j’ciji’j"
iji' 5
Ted zaménime znaménka u #_ a 71 na minus a dostaneme novy hamiltonian 4

s/

T =33 ey (=1 (= 1) (") V= (2 1)1 (71)7 10) (0] (o) ¥ (7, )"

ij iy
1 =35 (=) ey [Nig) (Ni'f|
ij iy
Vykompenzovanim oscilujicitho znaménka dostaneme podobu vlastniho vektoru

B2) =D (=1)'ew |kl) .

kl

-/

()’

Spektrum je pak
E; =(E;|H |E)) =Y > = é&wwencyoy (1) (=1)'(=1)V) (NKT|Nij) (Ni'j'|NKI) .
KUK il
Opét z ortogonality plyne
E, = Y (=) (=1 e e iy = D EijevyCijinyt = Fa
iji' 5! iji' 5!
Tedy zména znaménka sady kreac¢nich a anihila¢nich operatortt neméni spektrum, ale
méni vlastni bézi. H a A jsou tak stejné operatory, ale formulované v jiné bazi.

4



A.2 Diskrétni symetrie

Oba hamiltonidny maji dodatecnou diskrétni symetrii. Ve vhodné bazi tak maji blo-
kové diagonalni strukturu, kterd odpovida dvéma invariatnim podprostorflm Hilbertova
prostoru. Ukazeme, Ze tato symetrie vede v pripadé volného hamﬂtonlanu H, na degene-
race ve spektru, které lze narusit pridanim poruchovych clent D resp. R.

Oba hamiltonidany lze povazovat za stejny operator, proto staci prostudovat tuto
diskrétni symetrii a jeji vliv na spektrum jen pro jeden z nich. Vhodnou volbou je BEC
hamlltonlan nebot ten je symetricky vi¢i zaméné znaménka u operatoru magnetizace
| & —l coz odpovidéa invarianci vaci zaméné kladnych a zapornych bosona 7, <> 7_
Tuto symetrii ma nejen cely hamiltonian Hp, alei volny hamiltonian Hy, pro v1br0n0vy i
BEC pripad. Ve spektru volného hamiltonidnu se tato symetrie projevi degeneraci hladin
ve formé dubletii. To nyni ukazeme.

Vezméme volny hamiltonian H,. 7 pusobeni kreacnich a anihila¢nich operatori na
vektor baze odvodime plisobeni hamiltonianu ve formé

ﬁo |N7n7l> = f7(z(l)) |N7n7l> (+2 ’N n+2 l> + fnl |N,TL - 27l> ’ (A4)

kde f,(f) jsou koeficienty u bazovych vektori |N,n + i,l), pro které ze symetrie I -1
plati

f =82 =00 R =60 (A.5)
H, tak nemich4 podprostory s riiznym [, a navic nemich4 lichd a sudd n. Plat{ [ =
+n,+(n—2),..., takze nemichani sudych a lichych n neni dalsi symetrie, ale jen disledek
zachovani [.

Volny hamiltonian komutuje s operatorem Z, takZe maji spolecné vlastni vektory |E).
Ve spektru volného hamiltonidnu se tak budou nachazet dublety energii

By = Eq-
Vlastni vektory a spektrum H, piSme jako

H,|Ew) = Ey|Ew),  |Ew)=>Y_ culNmnl)

Eg = (Eqg| Ho|Ew) =Y cu et 4 Cnaanf 4 0 afS?

coZ plyne z ortogonality stavti |[Nnl). Vytvorime novy vektor z podprostoru —I se stejnymi
koeficienty

|E(—l)> - chl |N7n) - l>
pro ktery ale z ortogonality stavi |[Nnl) plyne
(Eq|En) =0
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Takovy vektor je vlastnim vektorem volného hamiltonidnu s energii F(_;

ﬁo |E(—l)> = chlﬁo |N7n7 - l>

=3 [fff_)l N, =D+ fS INn+2, -0+ 72 |Nn—2,— l>]

/ze symetrie f,; = fn_l/ =

=ZﬁwpﬁWNm;4y+ﬁ#HNm+2~4»+ﬁﬁHNm—z—”]’

tedy
ECy=(E | Ho|Ep) = cu [Enlfé?) + s f Y+ En—2lf7§l_2)‘| = Ey

a dostavame avizovany dublet. VSechny hladiny spektra s nenulovym [ volného hamil-
tonianu jsou tak degenerované.

Operétory R a D tuto degeneraci spektra narusuji, nebot michaji vektory z podpro-
storil s rlznym /.

N 1 - ~
= S INn L+ 1)+ £V N L - 1)
+ D N 1 1) 4 FCID N — 17— 1)

n

Hamiltonian s poruchou tak s operatorem l nekomutuje a systém prestava byt integrabilni.
Invariance hamiltonianu H g vici zaméné [ <+ —[ se tak neprojevi na spektru. Jejim
disledkem je blokové diagonalni struktura hamiltonidnu H g v bazi

1
N

Hilbertuv prostor tak lze rozdélit na dva invariatni podprostory

INnl) - —=(|Nnl) £ |[Nn — 1)) = |[Nnlt) , (A.6)

1. podprostor Hp = {|Nnl+)},

. (A7)
2. podprostor Hr = {|Nnl—)}.

Z maticovych elementi operatori D pak snadno nahlédneme, ze vibronovy hamiltonian
je blokové diagondlni ve stejné bazi, ale invariatni podprostory se lisi paritou [

1. podprostor Hp = {UNRI+) 00 - nae s INPE=) ) - tiene s (A8)
2. podprostor Hp = {|an—|—)n71_ liché » |an—>n71_ cude ] .
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A.3 Role operatort DaR

Uvedeme jesté pusobeni operatori R, a D, v bézi |Nnl+)
R, |Nni+) =

1 n+j n—j
:\/5[ N—n+1<\/7]]\/(n+1)(l+1)i>— 2+1]N(n—|—1)(l—1)i>>

+\/N—n< ”;7 IN(n —1)(1 —1)£) — ”;j |N(n—1)(l+1)i—)>,]

D, [Nnl£) =
1

\/§
wm( ”‘2” IN(n — 1)1 — 1)F) — \/?\Nm_ 1)(z+1)¢>>].

Operatory RabD. Hraji priblizné roli operatorii poloh a hybnosti. Operatory polohy
¢ a hybnosti p harmonického oscilatoru, kterému odpovidé sada kreacnich a anihila¢nich
operatorti a, a', lze psat jako

[\/N—n—Fl( 71;‘7+1|N(n+1)(l+1):p>— ”;]+1|N(n+1)(1—1)q:>>

. h, .« . . |h,

q= \/g(a“ra), p=i 5(@*—@)- (A.9)
Tyto operdtory bychom mohli sestavit z bosonovych operatori 7 a o. Nepattily by vSak
do operétorové algebry u(3). Navic zndmé komutaéni relace

[a,a] =1, (A.10)

a komutacni relace kanonickych poloh a hybnosti nelze reprezentovat na prostoru konecné
dimenzdl.

Souciny kreacnich a anihilac¢nich operatort z defini¢nich vztaht operatorta ve vztahu
lze reprezentovat na konecné-dimenzionalnim prostoru pravé proto, ze se jedna o
operatory z algebry u(3). VSimnéme si, ze operatory D a R se od operatorii kanonickych
poloh a hybnosti lisi jen pridanim o bosonu. Provedeme-li klasickou limitu dle
(Macek a kol., [2019)), dostavame

1 ﬁ N—o0 2 2

N ey T " Pay 2— Y (¢ +p}),

=,y

A

N—oo
Ryy %q‘r,y 2 - Z (af +p7),

=,y
(A.11)
kde ¢len pod odmocninou je relikt podminky na zachovani celkového poctu bosont, ktera
se projevi ve formé vazby na fazovém prostoru. Diky ni méa i klasicky fazovy prostor
konec¢ny objem.
Vibronovy a BEC hamiltonian lze tak chapat jen jako polohovou a hybnostni formulaci
stejného operatoru.

iN

1To 1ze ukizat vystopovanim obou stran rovnice. Komutator je bezestopy. Obecné tak nelze repre-
zentovat v koneéné dimenzi komutacni relace s operatorem s nenulovou stopou na pravé strané rovnosti.
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Priloha B

Poissonovy zavorky obecnych funkci

Ukazali jsme, jak Poissonovy zavorky souradnicovych funkei fazového prostoru vyéislenych
podél trajektorie pohybu udavaji vzdalovani blizkych trajektorii. Nyni vztah podobny
(3.9) odvodime pro Poissonovy zavorky obecnych funkei A a B na fdzovém prostoru.

Budeme na trajektorii y parametrizované asem s body x(t). Casova zavislost funkcf
pak znamena

Pouzijeme znaceni pomoci indexti a Einsteinovu sumac¢ni konvenci. Defini¢ni vztah Pois-
sonovych zdvorek (1.13)) lze pak psét jako

{A,B} = VA wy, V'B. (B.1)

Uvazujme tedy klasickou obdobu OTOCu —[A(t),B(0)]? ve tvaru

(40O} = [ ar (a8l ) (B.2)

Zjednodusime zapis a nebudeme psat ¢asovou zavislost A a H a zdaraznime B, = B(0).
Upravime hlavni ¢ast vyrazu

{{A,H},B,} = {V°A wy, V'H, B,}
= V° (V“A Wab VbH) weaVeB,
= VU wa, VHw VB, + VA we VCHw V4B,
= |=VH o, V" A+ V,Aw", V' H | Wy V'B,

[dentifikujeme jednotlivé ¢leny
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o —VHuw,V* A=%,V" . A=x%x VA
V prvnim ¢lenu jsme identifikovali pohybové rovnice x, = =V, H Wb,
Druhym ¢lenem je Hessova matice funkce A

o V,Aw', V' H=V,Aw-V*H)",=VA-w -V*H
Prvnim ¢lenem je gradient funkce A.

Druhy ¢len je zajimavéjsi, nebot se jedna o soucin symplektické formy a Hessovy

matice Hamiltonianu. Nasli jsem tak ¢len charakterizujici vzdalovani blizkych trajektorii.

e wyViB,=w,
Jednd se o konstantni vektor symplekticky kolmy ke gradientu funkce B v bodé x(0),
tedy VB - w - w, = 0.

Cely vyraz tak mtuzeme prepsat do tvaru
{{AH},B,} = [x- VP A+ VA -w-V2H| - w,, (B.3)

kde casové zavisly je jen vyraz v hranatych zavorkach. Dosadime-li za A polohu nebo
hybnost, dostaneme jiz zminény vyraz (3.9), kde diky nulovosti druhych derivaci vy-
mizi prvni ¢len. Poissonovy zavorky obecnych funkci v riznych ¢asech tak neudavaji jen
rychlost vzdalovani blizkych trajektorii, ale také ¢asovou zavislost prvnich a druhych de-
rivaci funkce A. Vezmeme-li za A funkci, kterd je na dané trajektorii konstantni, nebo
kleséd exponencialné rychle, bude potlacen lyapunovovsky prispévek. To nam napovida,
jaké pozorovatelné zvolit do OTOCH, checeme-li je pouzit k indikaci pritomnosti chaosu.
Podminkou na funkci B je pak nenulovost jejtho gradientu. Opét tedy pro ziskadni ne-
trivialntho chovani OTOCu musime zavrhnout integral pohybu.
Kvadrat Poissonovych zavorek lze pak psat ve tvaru

{A(t),B(0)}? = K /0 CATVA(r) - w- V2H(r)> -wo] 2

+ K / " drx(r) - V2A(7)) ~wor
(B.4)

Pri vhodné volbé funkci A a B by pro pripad chaotické trajektorie mél byt prvni clen
zodpovédny za Casovy pritbéh v podobé exponencidlniho riistu e?*.
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